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RESUMO

TEIXEIRA, Bruno Fernando Inchausp.Dualidade na teoria de Landau-Ginzburg da super-
condutividade, 2010, 93f. Dissertaç̃ao (Mestrado em F́ısica), Instituto de F́ısica Armando Dias
Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2010.

Neste trabalho abordamos a teoria de Ginzburg-Landau da supercondutividade (teoria

GL). Apresentamos suas origens, caracterı́sticas e resultados mais importantes. A idéia funda-

mental desta teoriáe descrever a transição de fase que sofrem alguns metais de uma fase normal

para uma fase supercondutora. Durante uma transição de fase em supercondutores do tipo IIé

caracteŕıstico o surgimento de linhas de fluxo magnético em determinadas regiões de tamanho

finito chamadas comumente de vórtices. A din̂amica destas estruturas topológicasé de grande

interesse na comunidade cientı́fica atual e impulsiona incontáveis ńucleos de pesquisa naárea

da supercondutividade. Baseado nisto estudamos como essas estruturas topoĺogicas influen-

ciam em uma transição de fase em um modelo bidimensional conhecido como modelo XY. No

modelo XY vemos que os principais responsáveis pela transiç̃ao de fase s̃ao os v́ortices (na ver-

dade pares de vórtice-antiv́ortice). Villain, observando este fato, percebeu que poderia tornar

expĺıcita a contribuiç̃ao desses defeitos topológicos na funç̃ao de partiç̃ao do modelo XY real-

izando uma transformação de dualidade. Este modelo serve como inspiração para a proposta

deste trabalho. Apresentamos aqui um modelo baseado em consideraç̃oes f́ısicas sobre sistemas

de mat́eria condensada e ao mesmo tempo utilizamos um formalismo desenvolvido recente-

mente na referência [29] que possibilita tornar explı́cita a contribuiç̃ao dos defeitos topológicos

na aç̃ao original proposta em nossa teoria. Após isso analisamos alguns limites clássicos e

finalmente realizamos as flutuações qûanticas visando obter a expressão completa da função

correlaç̃ao dos v́ortices o que pode ser muitoútil em teorias de v́ortices interagentes (dinâmica

de v́ortices).

Palavras-chave: Teoria GL. Transições de fase. Din̂amica de v́ortices. Dualidade. Mod-

elo de Schr̈odinger-Ginzburg-Landau.



ABSTRACT

In this work we introduced the Ginzburg-Landau theory of superconductivity (GL the-

ory). We have shown your foundations, features and more important results. The fundamental

idea of this theory is to describe the phase transition that some metals undergoes from a normal

to a superconductor phase. During a phase transition in superconductors of type II is common

the appearance of magnetic flux lines in given regions of finite size called ofvortices. The

knowledge of the dynamics of these vortices is of great importance in the current cientific com-

munity and drives many research centers to study the superconductivity. In view of this we study

how these vortices changes a phase transition in a bidimensional model known as XY model.

In XY model one can show that the main responsible for the phase transition are the vortices

(or still, vortice-antivortice pairs). Villain, noting this fact, realized that could to turn explicit

the contribution of theses topological defects in the partition function of XY model making a

duality transformation. This model inspired us to study thesubject of this master thesis. We

presented here a model based in physical considerations about systems of condensed matter. At

the same time we used a formalism developed in reference [29]that permits to turn explicit the

contribution of these vortices in the original action proposed in our theory. Finally we analysed

some classical limits and we looked for the quantum fluctuations to obtain the complete expres-

sion of the correlation function of vortices, whose utilityis in the study of interacting vortices

is wide (vortex dynamics).

Keywords: GL theory. Phase Transitions. Vortex Dynamics. Duality. Schr̈odinger-

Ginzburg-Landau Model.
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CONCLUSÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
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INTRODUÇ ÃO

O interesse cientı́fico sobre a compreensão da estrutura da matéria sempre foi enorme.

Ele existia desde os tempos da Grécia Antiga. Poŕem, com o sucesso da teoria cinética dos

gases, a id́eia de um constituinte fundamental da matéria era algo inevit́avel. A teoria e os

resultados experimentais estavam em perfeita concordância, e ent̃ao assumir que as partı́culas

idealizadas do modelo existiam não era mais considerado um problema grave. Neste contexto,

o fı́sico J. J. Thomson realizou um experimento que provocaria alteraç̃oes profundas em toda a

fı́sica, mais especificamente na compreensão da estrutura da matéria. A descoberta do elétron,

em 1897, proporcionou um aumento assustador na busca da explicaç̃ao dos fen̂omenos mi-

crosćopicos da mat́eria.

Com esta descoberta revolucionária, v́ariasáreas da fı́sica puderam se desenvolver de

forma robusta. Uma daśareas favorecidas foi o estudo da condução eĺetrica e t́ermica em

metais, muito mal compreendida até ent̃ao. Tr̂es anos depois do experimento de Thomson

(1900), o f́ısico P. Drude desenvolveu um mecanismo lógico para a condução em metais. O

modelo de Drude considerava basicamente que dentro de um metal existia um ”ǵas de eĺetrons”,

responśavel pelos fen̂omenos de condução eĺetrica e t́ermica no metal. Claramente, Drude

estava sob inflûencia da teoria cińetica dos gases que já estava muito bem fundamentada.

As previs̃oes do modelo de Drude estavam sendo confirmadas pelos experimentos muito

rapidamente. Uma destas previsões consistia na id́eia de que a resistividade de um metal cairia

com o decŕescimo da temperatura, mas que ela se aproximava de um valor constante devidòas

impurezas dos metais. A resistividade podia até ser nula quando a temperatura também o fosse.

Na época (1900 a 1908), as temperaturas próximas de zero ñao eram f́aceis de serem obtidas

como nos dias de hoje (que continuam demandando muito dinheiro para a sua produção), o que

atrapalhava a verificação desta previs̃ao téorica.

Em 1911, buscando verificar a previsão téorica de Drude sobre a resistividade, o fı́sico

Heike Kamerlingh Onnes[1] mediu a resistividade a baixas temperaturas de alguns metais. Para

a platina e para o ouro os resultados experimentais estavam de acordo com os teóricos, poŕem

para o merćurio um resultado inesperado ocorreu. Kamerlingh Onnes optou pelo merćurio

devido ao seu alto grau de pureza, esperando obter a baixas temperaturas uma curva de resis-

tividade perto de zero quando a temperatura fosse nula. Porém, ele obteve que a resistividade do

merćurio a uma temperatura de 4K caı́a a zero abruptamente. Baseado neste comportamento do

merćurio, ele prop̂os um nome apropriado para este novo estado da matéria, que abriria portas
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para uma imensáarea intensa e produtiva: a supercondutividade.

A partir do ano de 1911, as pesquisas sobre a supercondutividade ñao pararam de

crescer, j́a que elas proporcionavam uma gama enorme de descobertas. Em1933, os f́ısicos

Fritz Meissner e Robert Ochsenfeld demonstraram experimentalmente que um supercondutor,

além de possuir um campo elétrico nulo em seu interior, também apresentava campo magnético

nulo quando sujeito a um campo magnético externo. Em outras palavras, um supercondutor era

um condutor perfeito e também um diamagńetico perfeito. Este efeito ficou conhecido como

efeito Meissner-Ochsenfeld[2].

Desde 1911 os pesquisadores procuravam uma teoria que descrevesse o fen̂omeno da

supercondutividade, mas não a encontravam. Em 1935, os irmãos F. London e H. London[3]

finalmente conseguiram mostrar a primeira teoria capaz de explicar a supercondutividade. Esta

teoria era descrita por duas equações, hoje conhecidas como primeira e segunda equações de

London (ver ap̂endice A).

Embora a teoria de London da supercondutividade fosseútil, ela ñao descrevia o com-

portamento do sistema de um ponto de vista microscópico nem das transições de fase. Em 1950,

os f́ısicos V. L. Ginzburg e L. D. Landau publicaram em russo um artigo[4] descrevendo a super-

condutividade do ponto de vista fenomenológico, ou seja, este modeloé baseado sobre as car-

acteŕısticas gerais observadas da supercondutividade e não sobre algum modelo microscópico

particular. Infelizmente, a tradução desta publicação para o ingl̂es atrasou a difusão deste mod-

elo para o ocidente. A teoria microscópica de Bardeen-Cooper-Schrieffer[5] (teoria BCS) foi

lançada em 1957, sete anos após a publicaç̃ao da obra de Landau e Ginzburg, e descreve muito

bem a supercondutividade (tanto que foi estudada antes mesmo da teoria de Landau), mas por

ser muito complicada em determinadas situações, a teoria fenomenológica de Ginzburg-Landau

(GL) é muito mais geral.

A teoria GL da supercondutividade só passou mesmo a ser entendida quando Gor’kov

publicou um artigo[6] mostrando que ela podia ser derivada da teoria BCS num limite conve-

niente. O trabalho de 1959 de Gor’kov ajudou a teoria GL a ganhar um maior status diante das

teorias de supercondutividade existentes, colocando-a como uma teoria-referência at́e os dias

de hoje.

Antes de falarmos na teoria GL, precisamos identificar o que significa uma transiç̃ao de

fase e mostrar o que vem a ser um parâmetro de ordem. A teoria GĹe baseada inteiramente

na id́eia de um par̂ametro de ordem (complexo) para poder explicar a transição de fase nor-

mal/supercondutora. A beleza desta teoriaé que ela consegue determinar o comportamento dos

supercondutores perfeitamente e nas palavras de M. Tinkham[7]:

”(...) a teoria de Landau-Ginzburg com certeza foi um dos maiores triunfos da intuiç̃ao

fı́sica.”

Não h́a mais d́uvidas nos dias de hoje de que a teoria GLé a teoria que nos fornece a
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mateḿatica mais f́acil para efetuarmos cálculos em modelos de supercondutores. A teoria BCS

é a base fı́sica microsćopica da supercondutividade, mas o seu aparato matemático é absurda-

mente mais complicado que o da teoria GL, projetando aúltima como uma melhor teoria pra

descrever e prever o comportamento supercondutor.

O ano de 1957 foi um anóımpar para a teoria dos supercondutores. Em um lado do

mundo surgia a famosa teoria BCS que descrevia as caracterı́sticas microsćopicas da super-

condutividade, e do outro lado nasciam os supercondutores do tipo II atrav́es do trabalho de

Abrikosov[12]. A partir destes dois trabalhos em 1957, as pesquisas em supercondutividade

aumentaram de forma impressionante. Em particular, a rede de fluxo de Abrikosov permitiu o

desenvolvimento dadinâmica de v́ortices, tema estruturador deste trabalho de fim de mestrado.

Supercondutores do tipo II possuem uma caracterı́stica peculiar; eles se comportam

como supercondutores do tipo I até um campo crı́tico HC1, mas quando aumentamos o campo

magńetico para valoresHC1<H <HC2 algumas regĩoes de tamanho finito começam a se formar

onde existe passagem de fluxo magnético (os chamados vórtices). Estas regiões se comportam

com as mesmas caracterı́sticas de um metal normal. Quando aumentamos o campo magnético

para valores maiores do queHC2, a supercondutividadée destrúıda, assim como acontece com

os supercondutores tradicionais ou do tipo I.

Uma das formas de se estudar a dinâmica de v́orticesé buscar entender o porquê da su-

percondutividade ser destruı́da quando elevamos a temperatura ou o valor do campo magnético

aplicado sobre o sistema. Qual seria a influência desses vórtices nesta transição de fase su-

percondutora/normal? Será que eles interagem entre si, e se sim, qual seria a expressão desta

interaç̃ao?

A resposta exata a essas perguntas ainda não existe e isso nos motivou a realizar um

estudo sobre a possı́vel interaç̃ao entre v́ortices. Sabemos que para tal devemos obter uma

função correlaç̃ao de v́ortices para dela extrairmos o comportamento desta interac¸ão. Um dos

modelos mais famosos de matéria condensadáe o modelo de Villain. Este modelo tenta entender

o comportamento dos vórtices em um modelo de rede de spins planares conhecido pelonome

de modelo XY. Uma explicação para a quebra da supercondutividade neste modeloé dada pela

transiç̃ao de fase de Kosterlitz-Thouless, que depende exclusivamente da densidade de vórtices

na amostra supercondutora.

A partir destes desenvolvimentos nos anos de 1950 (Landau),1957 (BCS e Abrikosov) e

1959 (Gor’kov),éramos capazes de pensar que a teoria da supercondutividadenão apresentaria

resultados muito diferentes do que já se tinham obtido. Mas, no ano de 1986, os pesquisadores

Karl Müller e Johannes Bednorz descobriram algo incrı́vel: o primeiro supercondutor a altas

temperaturas[13]. Aqui, entendemos por altas temperaturas supercondutores com temperatura

cŕıtica acima de 30K, pois acreditava-se que não podeŕıamos obter temperaturas mais altas do

que a encontrada pelo artigo de Gavaler em 1973 para filmes de Nb-Ge[14]. Mas ainda bem que

essa estimativa estava errada, pois o campo da supercondutividade a alta temperaturaé extrema-
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mente promissor e atualmente recebe destaque no cenário econ̂omico mundial diante de outras

áreas da fı́sica por sua aplicabilidade no desenvolvimento tecnológico e social. Uma observação

que deve ser feitáe a de que todos os supercondutores a altas temperaturas são supercondutores

que possuem caracterı́sticas do tipo II. Uma consequência extremamente importante para nós,

nesse trabalho,́e que por isso, o estudo da dinâmica de v́orticesé fundamental para o entendi-

mento, doḿınio téorico e pŕatico, e implementaç̃ao desses tipos de supercondutores.

Existem alguns efeitos muito conhecidos na literatura de dinâmica de v́ortices em super-

condutores, como o termo ”pinning”, que consiste em ”fixar”um vórtice em uma determinada

regĩao j́a que sua movimentação no supercondutor gera resistência eĺetrica. Esses assuntos po-

dem ser encontrados naáreamat́eria de v́orticeou ainda, o termo em inglêsvortex matter. Neste

trabalho ñao estaremos interessados em explicar tais efeitos, nosso objetivo aqui seŕa outro.

Nesta dissertação apresentaremos o modelo GL bidimensional na sua versão relativ́ıstica

com uma pequena modificação no termo de Klein-Gordon; trocaremos esse termo por um termo

de Schr̈odinger utilizando uma justificativa de que nos modelos de matéria condensada os con-

stituintes do sistema se movem em velocidades não-relativ́ısticas. Trabalhamos com uma teoria

dual à teoria original na qual tornamos explı́citas a contribuiç̃ao dos v́ortices do modelo, de

forma muito semelhante ao modelo de Villain. Depois disso, fomos capazes de derivar a função

correlaç̃ao dos v́ortices e determinar o comportamento do pólo desta interaç̃ao.

As aplicaç̃oes pŕaticas dos supercondutores são intermińaveis e impressionantes. O

maior experimento do mundo atualmente, o LHC (Large Hadron Collider), se utiliza de pla-

cas supercondutoras para a realização de suas experiências. Ñaoé nosso objetivo aqui mostrar

as aplicaç̃oes tecnoĺogicas destes incrı́veis materiais.
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1 A TEORIA DE GINZBURG-LANDAU DA SUPERCONDUTIVIDADE

Introduç̃ao

A supercondutividade, descoberta pelo fı́sico Kamerlingh Onnes em 1911[1], representa

um fen̂omeno qûantico em escala macroscópica e sempre trouxe amplas questões ñao śo para a

área de matéria condensada, mas também para v́arias outras, como a teoria quântica de campos.

Como j́a foi dito na introduç̃ao, existiram algumas teorias que buscaram explicar este novo

fenômeno. Estamos interessados na teoria desenvolvida por V. L. Ginzburg e L. D. Landau em

1950[4], que buscava explicar a supercondutividade de um ponto de vista da teoria de transições

de fase de segunda ordem.

A contribuiç̃ao destes estudos de Ginzburg e Landau para a teoria das transições de fase

é sem precedentes. Hoje em dia, uma teoria que queira descrever algum fen̂omeno com quebra

de simetria necessariamente deve-se basear nos trabalhos de Landau. Por essa razão, devemos

definir alguns conceitos de transições de fase que nos ajudarão a entender por completo esta

teoria de Landau da supercondutividade. Deve ser observadoaqui que Ginzburg fez algumas

correç̃oes a esta teoria e por isso ela leva o nome hoje de teoria de Ginzburg-Landau (GL).

A idéia da teoria GĹe simples: a expansão da expressão da energia livre de um super-

condutor em termos do parâmetro de ordem, responsável por identificar a transição de fase, em

pot̂encias pares (cuja razão seŕa mostrada mais tarde). Fazendo isso, Landau conseguiu red-

erivar a famosa equação de campo ḿedio. Para compreendermos bem a teoria supercondutora

GL, optamos por definir o que são transiç̃oes de fase de segunda ordem, e aplicá-las a um caso

mais simples do magnetismo, a transição para/ferromagńetica.

Um sistema termodin̂amico pode existir em um número de fases diferentes cujos com-

portamentos macroscópicos podem diferir drasticamente. Em geral, sistemas tornam-se mais

ordenados quando reduzimos sua temperatura, desde que as forças de coes̃ao começam a se

sobrep̂or em relaç̃ao ao movimento térmico e ośatomos podem se rearranjar em estados mais

ordenados.

Dividimos as transiç̃oes de fase em dois tipos de acordo com o comportamento das

derivadas da energia livre de Gibbs. Identificamos uma transição de fase de primeira ordem

quando ocorre alguma mudança descontı́nua de estado (derivadas primeiras da energia livre

de Gibbs em relaç̃ao a temperatura). Temos uma transição de fase de segunda ordem quando



13

ocorre uma mudança contı́nua de estado do sistema (primeira derivada da energia livre de Gibbs

em relaç̃ao à temperaturáe anaĺıtica, mas a derivada segundaé descontı́nua). Costumamos

chamar as transições de fase de segunda ordem detransiç̃oes de fase contı́nuas. Segundo a

termodin̂amica das transiç̃oes de fase este comportamento se manifesta nas funções resposta

do sistema, como o calor especı́fico no caso de fluidos ou com a magnetização no caso de

magnetos.

Existem ińumeros exemplos destes dois tipos de transição de fase, desde a transição

lı́quido-vapor d’́agua (transiç̃ao de primeira ordem) até a transiç̃ao de fase normal/supercondutora

em metais (cujo comportamento mostra as duas transições de fase, o que torna a teoria super-

condutora fascinante).

A maior parte das transições de fase associam a elas um ponto crı́tico (a transiç̃ao

lı́quido-śolido não, por exemplo). Existe alguma temperatura bem definida acima da qual uma

determinada fase existe, e quando reduzimos a temperatura,uma nova fase surge. Quando

uma nova fase aparece, ela possui propriedades de simetria diferentes e uma nova variável ter-

modin̂amica, o par̂ametro de ordem, surge para caracterizar a nova fase. Para transiç̃oes de fase

de primeira ordem ñao precisa existir uma conexão entre as simetrias da faseà alta temperatura

e a fasèa baixa temperatura. Para transições de fase contı́nuas, sempre existe uma conexão bem

definida entre as propriedades de simetria das duas fases.

A teoria de Landau-Ginzburǵe inteiramente baseada na teoria geral de quebra de sime-

tria em transiç̃oes de fase contı́nuas. Ela envolve uma expansão anaĺıtica da energia livre em

termos do par̂ametro de ordem, que no caso do magnetismoé a magnetizaç̃ao ~M do sistema.

Neste caṕıtulo discutiremos a transição de fase paramagnética/ferromagńeticaà luz do

modelo de Lenz-Ising para materiais magnéticos. Definiremos o chamado comprimento de

correlaç̃aoξ (T) e chegaremos̀a equaç̃ao de campo ḿedio, cuja estrutura nos trará motivaç̃oes

fundamentais para escrevermos a Hamiltoniana de Landau-Ginzburg. Este modelo do mag-

netismo serviŕa como base para compreendermos o modelo de Landau-Ginzburgda supercon-

dutividade. A diferença crucial entre esses dois modelos consiste na simetria de gauge que

existe em cada um deles; no magnetismo temos uma simetria do tipo discretaϕ → −ϕ en-

quanto que na supercondutividade, devido ao parâmetro de ordem ser complexo, ao contrário

do magnetismo, temos uma simetria do tipoϕ → |ϕ|eiθ . Isso gera algumas consequências

extremamente importantes para a compreensão dos defeitos topológicos, o que será visto no

caṕıtulo 2.

1.1 O modelo de Lenz-Ising unidimensional

A transiç̃ao de fase paramagnética/ferromagńetica sempre foi um fen̂omeno curioso na

fı́sica. O fen̂omeno ferromagńetico foi estudado por Pierre Curie (1859-1906) e nunca deixou

de trazer novas conseqüências e implicaç̃oes f́ısicas importantı́ssimas. Uma dessas questões
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Figura 1.1: Vizinhos pŕoximos (bolas brancas) do spin i (bola preta) em uma cadeia linear.

é a quebra de simetria proporcionada pela magnetização de um material com propriedades

magńeticas.

Suponha uma cadeia de spins linear. Sabemos que, a altas temperaturas, os spins de-

ver̃ao estar todos desalinhados e sem nenhuma direção privilegiada para orientação. Mas se re-

solvermos ir dimunindo a temperatura aos poucos e observarmos o comportamento destes spins

seŕıamos tentados a pensar que eles tenderiam a se alinhar cada vez mais, devido a configuração

de energia ḿınima do sistema (todos alinhados). Quando começa a aparecer uma magnetização

“l ı́quida” no sistema, dizemos que ele sofreu uma transição de fase do estado paramagnético

para o estado ferromagnético. Esse fen̂omeno de alinhamento que ocorre com os spins também

é conhecido comoquebra espontânea de simetria(o que antes estava orientado isotropicamente,

fica alinhado em umáunica direç̃ao).

Visando estudar as propriedades deste tipo de materiais, Ernst Ising (1900-1998), fı́sico

alem̃ao, sob a orientação de Wilhelm Lenz (1888-1957) também alem̃ao, trabalhou com um

modelo de ferromagnetismo idealizado por Lenz desde 1920[17]. Seus estudos sobre este mod-

elo começaram no ano de 1922 e culminaram na apresentação de sua tese de doutorado[18] no

ano de 1925, onde mostrou seus resultados. O modelo propostopor Lenz e estudado por Ising

é chamado hoje demodelo de Lenz-Ising, embora a maior parte dos pesquisadores omitem até

hoje o nome do idealizador deste modelo.

Este modelo se baseava em duas simplificações. A primeira delas considerava uma

cadeia de spins que possuı́am apenas dois graus de liberdade possı́veis (duas direç̃oes de orientaç̃ao);

spin ”up”e spin ”down”, cuja notaç̃ao tradicional e adotada a partir de agora será +1 e -1, re-

spectivamente.

A segunda simplificaç̃ao consistia em considerar que as interações entre os spins eram

de curto alcance, ou seja, apenas vizinhos próximos a um determinado spin da rede podem

interagir com este spin (ver figuras 1.1 e 1.2).

Com essas considerações, escrevemos a hamiltonianaH para o modelo de Lenz-Ising

como:

HLenz−Ising =−J ∑
<i, j>

SiSj , (1.1)
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Figura 1.2: Vizinhos pŕoximos (bolas brancas) do spin i (bola preta) em uma cadeia bidimen-
sional.

comSi = ±1, J uma constante de acoplamento entre os spins e< i, j > representa a interação

apenas entre os vizinhos próximos. Com esta hamiltoniana podemos escrever a função de

partiç̃ao

ZLenz−Ising = ∑
S1=±1

∑
S2=±1

· · · ∑
SN=±1

e

+J/kBT ∑
<i,j>

SiSj

, (1.2)

ou numa notaç̃ao mais compacta e conveniente

ZLenz−Ising = ∑
[Si ]

e

+J/kBT ∑
<i,j>

SiSj

, (1.3)

onde representamos todos os somatórios por umúnico a fim de melhorar a notação.

Devemos enfatizar o fato de que não especificamos o tipo de geometria disposta para

a organizaç̃ao dos śıtios de spins. Ela pode ser uma rede cúbica, quadrada ou linear (na ver-

dade ela pode ter qualquer forma poligonal de arranjo). Nos estudos de Ising, ele se deteve na

configuraç̃ao de rede linear, tema da próxima seç̃ao, onde faremos os cálculos do modelo sem a

presença de um campo magnético externoB.

1.2 Soluç̃ao do modelo de Lenz-Ising unidimensional

Se observarmos novamente a figura 1.1, veremos que no caso de cadeia linear, um de-

terminado spin śo possui interaç̃ao com seus dois vizinhos e nenhum mais pela simplificação

mencionada acima. A hamiltoniana ganha uma forma mais simples,

HLenz−Ising =−J
N−1

∑
l=1

Sl Sl+1, (1.4)
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e a funç̃ao de partiç̃ao fica

ZLenz−Ising = ∑
[Si ]

e−(HLenz−Ising)/kBT = ∑
[Si ]

N−1

∏
l=1

eKSlSl+1, (1.5)

onde definimosK = J/kBT, comkB sendo a constante de Boltzmann.

Abrindo a express̃ao acima, teremosN vezes o fator eK + e−K e ent̃ao teremos uma

função de partiç̃ao do tipo

ZL−I = 2N[cosh(K)]N. (1.6)

Tendo a funç̃ao de partiç̃ao em m̃aos, podemos dizer que resolvemos o modelo de

Lenz-Ising exatamente (analiticamente). Através dela podemos determinar a energia livre de

Helmholtz, que nos dirá se o sistema apresenta ou não uma transiç̃ao de fase. Calculamos a

energia livre no limite termodin̂amico:

f = lim
N→+∞

1
N

F = lim
N→+∞

(

− kT
N

lnZ

)

= −kT ln

(

2cosh

[

J
kT

])

. (1.7)

Vemos quef é uma funç̃ao anaĺıtica de T, exceto emT = 0. Isso nos mostra que o

modelo de Lenz-Ising ñao possui transiç̃ao de fase em uma dimensão. Analisando sistemas

unidimensionais, Peierls[19] conseguiu generalizar esteresultado para o seguinte teorema:

”Na ausência de interaç̃oes a longo alcance, nenhum sistema unidimensional pode ap-

resentar uma transiç̃ao de fase.”

Através da funç̃ao de partiç̃ao podemos ainda determinar a função de correlaç̃ao que

descreve o comportamento de interações do sistema. A função de correlaç̃ao dos spinśe definida

por

< SiSj >=
1

ZL−I
∑
[Si ]

SiSje
−HL−I/kBT. (1.8)

Para temperaturas elevadas, esperamos que a correlação entre os spins decaia com a

dist̂ancia entre eles. Pode-se mostrar que a função de correlaç̃ao entre dois spinsSi e Sj possui

uma depend̂encia da forma
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< SiSj >≈ e−rij/ξ , (1.9)

ondeξ é chamado de comprimento de correlação er i j representa a distância entre os dois spins

i e j. A forma expĺıcita do comprimento de correlaçãoé

ξ =
a

| ln(tanhK)| , (1.10)

ondea é o espaçamento de rede.

Para sistemas de dimensões maiores (D ≥ 2), pŕoximo à temperatura crı́tica, a funç̃ao

correlaç̃ao possui um comportamento de interaçãoà dist̂ancia entre os spins dada por

< SiSj >' |r |−(d−2+η), (1.11)

onded é a dimensionalidade do parâmetro de ordem eη é o que chamamos de dimensão

an̂omala.

1.3 A aproximação de campo ḿedio e a transiç̃ao para/ferromagnética

A aproximaç̃ao de campo ḿedio permite que tenhamos uma solução aproximada do

modelo de Lenz-Ising sob a aplicação de um campo magnético e foi proposta por Weiss no

ano de 1907[20] (devemos frisar que anteriormente obtivemos a soluç̃ao exata de Lenz-Ising

unidimensional, mas sem a presença de campos magnéticos externos). A abordagem dada aqui

seŕa a mais simples. Existem abordagens mais sofisticadas sobreo método de campo ḿedio que

não abordaremos aqui.

O método de campo ḿedio se baseia na possibilidade de assumir que existe uma interaç̃ao

média de um spin com todos os outros spins vizinhos a ele na rede. Em outras palavras, significa

que a energia deste spiné afetada apenas pela interação ḿedia dos spins vizinhos restantes.

Hoje em dia sabemos que esta aproximação ñaoé a melhor porque supõe que os spins distantes

interagem da mesma forma que os spins vizinhos ao spin considerado na rede.

Dito isto, podemos escrever a hamiltoniana para o modelo de Lenz-Ising sujeita a uma

interaç̃ao magńetica como

HL−I =−J ∑
<i, j>

SiSj −µB∑
i

Si , (1.12)



18

justamente porque tomamos o campo magnético numa direç̃ao espećıfica, alinhado com o mo-

mento magńetico dos spins. Se quisermos a energia doi-ésimo spin, devemos tomar na equação

acima o valor ḿedio de interaç̃ao dosj-ésimos spins (estes spins são os vizinhos pŕoximos ao

spin i) com o spini. Assim, obtemos

Ei =−JSi ∑
j
< Sj >−µBSi . (1.13)

Mas podemos dizer que o somatório da ḿedia dos spins correspondeà magnetizaç̃ao do

sistema. Assim, temos duas possiblidades de energia devidoaos casosSi = +1 eSi = −1 que

ser̃ao dadas por:

E+
i =−J∑

j
< Sj >−µB=−qJM−µB, (1.14)

E−
i = J∑

j
< Sj >+µB= qJM+µB, (1.15)

ondeq é o ńumero de vizinhos próximos ao spini (o que depende unicamente da configuração

de rede, ou seja, sée quadrada, triangular, cúbica e etc). Realizando o cálculo “clássico” da

média< Si >, obtemos o seguinte resultado

< Si >=
1

ZL−I
∑
[Si ]

Sie
−(HL−I)/kBT = tanh

(

qJM+µB
kBT

)

. (1.16)

Mas< Si >= M e obtemos imediatamente uma equação auto consistente dada por:

M = tanh

(

qJM+µB
kBT

)

, (1.17)

ou que ainda pode ser escrita na forma

tanh−1M =
qJ

kBT
M+

µB
kBT

. (1.18)

Esta equaç̃ao é muito famosa e conhecida como a equação b́asica de aproximação

de campo ḿedio. Elaé uma equaç̃ao transcedental da magnetização M e portanto apenas
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Figura 1.3: Soluç̃ao gŕafica da equaç̃ao de campo ḿedio. LE BELLAC, Michel, 1991.

soluç̃oes nuḿericas da mesma podem ser obtidas. Mas, ao invés de resolvermos exatamente

essa equação, tentamos estudá-la do ponto de vista qualitativo.

Sabemos que a solução da equaç̃ao de campo ḿedio é obtida quando calculamos os

pontos de interseção entre a reta(qJ/kBT)M+µB/kBT com a curvatgh−1M. O gŕafico acima

representa estas intercessões entre as curvas(ver figura 1.3).

Pelo gŕafico, vemos que paraqJ/kBT > 1 (baixas temperaturas) ocorre um valor positivo

paraM0 6= 0 quandoB → 0+ (ou −M0 paraB → 0−). ParaqJ/kBT < 1 (altas temperaturas),

quandoB → 0+ ou B → 0−, a magnetizaç̃ao seŕa M0 = 0. Acabamos de nos deparar com o

fenômeno de quebra espontânea de simetria: as duas orientações de spin s̃ao equivalentes, mas

em baixas temperaturas a magnetização espont̂anea escolhe uma ou outra orientação. Uma

mudança infinitesimal no campoB é suficiente para produzir−M0 ao inv́es de+M0.



20

Das ańalises acima, podemos sumarizar que a aproximação de campo ḿedio prev̂e uma

magnetizaç̃ao ñao-nula seT < TC = qJ/kB e uma magnetização espont̂anea nula seT > TC.

Logo definimos a temperatura crı́tica de transiç̃ao de fase como:

TC =
qJ
kB

. (1.19)

Este comportamento da magnetizaçãoé chamado de transição para/ferromagńetica. Pode-

mos ir um pouco mais a fundo e tentarmos analisar o comportamento da magnetização perto

da transiç̃ao de fase. Sob estas condições, a magnetizaçãoé fraca (M � 1) e ńos expandimos a

tangente hiperb́olica em śerie de Taylor:

tanh−1M = M+
1
3

M3+O(M5). (1.20)

Assim, definindo uma temperatura que chamamos detemperatura reduzida t= T−Tc
Tc

,

podemos reescrever a equação de campo ḿedio como

M ' (1+ t)(M+
1
3

M3). (1.21)

Logo, conseguimos determinar a dependência da magnetização como sendo

M0 '
√
−3t, (1.22)

e, portanto,

M0 ∼ (Tc−T)1/2. (1.23)

Estes resultados encontrados para a aproximação da equaç̃ao de campo ḿedio s̃ao a

fonte da intuiç̃ao f́ısica empregada por Landau em sua teoria fenomenológica sobre a transição

de fase para/ferromagnética. Deles extráımos a id́eia chave da teoria de Ginzburg-Landau que

seŕa apresentada nas próximas seç̃oes com muito mais detalhes.

1.4 A teoria fenomenoĺogica de Ginzburg-Landau

Vimos na seç̃ao anterior a equação de campo ḿedio e uma de suas aproximações tomadas.

Fizemos esta aproximação a campo magnético nulo ou muito pequeno porque estávamos pŕoximos
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à temperatura crı́tica do sistema (na transição de fase).

Com essas considerações reescrevemos a equação de campo ḿedio como:

µB
kBT

= M(
T −Tc

T
)+

1
3

M3. (1.24)

A idéia de Landaúe simples. Ela consiste em escrever um hamiltoniano que possa re-

produzir atrav́es de uma funç̃ao de partiç̃ao a t̃ao famosa equação de campo ḿedio que conserve

as suas caracterı́sticas. As duas caracterı́sticas fundamentais da estrutura da equação de campo

médio podem ser resumidas a

i. O coeficiente deM é maior que zero paraT > Tc e menor que zero paraT < Tc;

ii. O coeficiente deM3 é positivo.

Impomos um hamiltonianoH(ϕ) onde< ϕ >= M é uma varíavel aleat́oria assumindo

valores reais. Devemos notar que este modelo proposto deve apresentar as mesmas simetrias

e propriedades do modelo de Lenz-Ising usado para explicar ederivar a equaç̃ao de campo

médio. Assim, a simetriaSi →−Si na auŝencia de campo externo sem alterar o hamiltoniano,

deve continuar sendo verificada (logo,H(ϕ) = H(−ϕ)). Com isso podemos afirmar que nosso

Hamiltoniano deve ser de potência par; aĺem disso, devemos ter uma expansão em pot̂encias de

< ϕ >= M de ordens pares. Escrevemos um hamiltoniano então, da forma

H(ϕ) =
1
2!

r0ϕ2+
1
4!

u0ϕ4, (1.25)

e, como t́ınhamos visto antes, as constantesr0 e u0 obedecem algumas caracterı́sticas. A con-

stanteu0 deve ser sempre positiva (isto está intimamente relacionado com a estabilidade do

vácuo qûantico que qualquer teoria deve possuir). Já a constanter0 pode ser tanto positiva

quanto negativa; quando positiva ela gera umúnico ḿınimo no potencial; quando negativa,

gera dois ḿınimos (v́acuo degenerado) possibilitando uma quebra de simetria, peça-chave para

a transiç̃ao de fase.

Como fizemos antes, podemos colocar uma interação dos campos com alguma fonte

externa do tipo−Bϕ. Com isso, podemos escrever a função de partiç̃ao do sistema como

Z =
∫

dϕe−H(ϕ)+Bϕ . (1.26)

Omitimos o fator 1/kBT porque estamos perto do ponto crı́tico e neste ponto prevalece a

temperaturaTc que pode ser tratada de forma constante. Vemos queH(ϕ)−Bϕ tem um ḿınimo

absoluto no pontoϕ = ϕ0 que satisfaz a condição
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H ′(ϕ0) = B, (1.27)

e ent̃ao a exponencial tem um máximo emϕ = ϕ0. A aproximaç̃ao de Landau consiste em

trocar a integral da função de partiç̃ao pelo valor de seu integrando emϕ = ϕ0:

Z ≈ e−H(ϕ0)−Bϕ0. (1.28)

Uma melhor explicaç̃ao desta aproximação utilizada por Landaúe bem simples. A in-

tegral nada maiśe que a soma sobre todos os valores do campoϕ. Como o ḿınimo absoluto

do Hamiltoniano faz com que a exponencial seja máxima nesse ponto, assumimos que a in-

fluência dos outros pontos e dos outros mı́nimos que ñao sejam absolutos seja desprezı́vel.

Uma observaç̃ao deve ser feita para o casor0 < 0 eB pequeno; neste caso temos dois mı́nimos

absolutos e os dois contribuem significativamente para o resultado da integral da função de

partiç̃ao. Preferimos deixar esse caso para responder um pouco maisà frente e continuar com

esses ćalculos porque eles ajudam muito didaticamente o leitor. Mais tarde retornaremos a este

problema.

A energia livre de Helmholtz fica então

F = lnZ =−H(ϕ0)+Bϕ0. (1.29)

Já que< ϕ >= M ≈ ϕ0, temos que

M =
∂F
∂B

=−H ′(ϕ0)
∂ϕ0

∂B
+ϕ0+B

∂ϕ0

∂B
= ϕ0. (1.30)

Com essas grandezas termodinâmicas, podemos determinar a energia livre de Gibbs

G= MB−F = ϕ0B+H(ϕ0)−Bϕ0 = H(M), (1.31)

que ent̃ao,é dada por

G(M) =
1
2!

r0M2+
1
4!

u0M4. (1.32)

Logo, obtemos o campo magnético como sendo
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B=
∂G
∂M

= r0M+
1
3!

u0M3. (1.33)

Podemos ver que a equação acima possui as mesmas propriedades requeridas para a

equaç̃ao de campo ḿedio. A constanter0 deve respeitar a seguinte propriedade:

r0 = r̄0(T −Tc), (1.34)

ou seja, deve depender da temperatura crı́tica de transiç̃ao de fase do sistema. Devemos dizer

que esta aproximação de Landau consiste portanto em assumir< ϕ >= ϕ0, o que pode ser

melhorado com o critério de Ginzburg, como explicaremos, mas não entraremos em detalhes,

nas seç̃oes seguintes.

Podemos generalizar estes resultados paraN śıtios, ou seja,N campos escalaresϕi que

acabam acrescentando uma interação entre os śıtios vizinhos resultando num “gradiente dis-

cretizado” definido por:

∂~µϕ(~xi) =
1
a
[ϕ(~xi +~µ)−ϕ(~xi)], (1.35)

que, ao quadrado e somado sobre todas as direções posśıveis, representa a interação entre os

śıtios;

∑
i,~µ

1
a2 [ϕ(~xi +~µ)−ϕ(~xi)]

2 = ∑
i
[~∇ϕ(~xi)]

2. (1.36)

E como antes, tentamos escrever um Hamiltoniano que seja capaz de gerar uma pro-

priedade do tipoG(Mi) = H(Mi). Dessa forma, o Hamiltoniano mais apropriado seria:

HGL[ϕi] = aD
N

∑
i=1

[
1
2
(~∇ϕi)

2+
1
2

r0(T)ϕ2
i +

1
4!

u0ϕ4
i ], (1.37)

onde a soma sobrei se extende por todo o número de śıtios N.

Quando introduzimos alguma interação com um campo magnético externo, general-

izamos nossa função de partiç̃ao para

Z =
∫ N

∏
i=1

dϕi exp(−H[ϕi]+∑
i

Biϕi), (1.38)
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e o ḿaximo da exponencial ocorre quando

Bi =
∂H
∂ϕi

∣

∣

∣

ϕi=ϕi0

. (1.39)

Utilizando a aproximaç̃ao de Landau, encontramos para a energia livre de Helmholtz

F = lnZ ≈−H[ϕi0]+∑
i

Biϕi0, (1.40)

e a magnetizaç̃ao seŕa

Mi =
∂F
∂Bi

=−∑
j

∂H
∂ϕ j

∣

∣

∣

ϕ j0

∂ϕ j0

∂Bi
+ϕi0+∑

j
B j

∂ϕ j0

∂Bi
= ϕi0. (1.41)

o que nos permite chegarà conclus̃ao de que

G(Mi) = H(Mi). (1.42)

O nosso pŕoximo passo será apresentar a formulação cont́ınua da teoria de Landau,

visando chegar aos pilares da notação e do formalismo de teoria quântica de campos. Mas antes

de prosseguirmos devemos retornar ao problema mencionado para o casor0 < 0 eB pequeno

de dois ḿınimos absolutos que contribuı́am igualmente para a integral da função de partiç̃ao

quando aplicamos a aproximação de Landau.

Na verdade, este assunto demandaria no mı́nimo mais uma seção inteira de explicaç̃ao.

Tentaremos esclarecer os pontos principais aqui e o leitor que estiver mais interessado neste

problema poderá procurar algumas referências que estarão listadas no fim deste trabalho.

Quando possuı́mos dois ou mais ḿınimos no potencial, podendo ser tanto absolutos ou

relativos, devemos tomar apenas a parte “convexa” do potencial como mostram as figuras 1.4 e

1.5.

Esta aproximaç̃ao por potencial convexo possui raı́zes śolidas na meĉanica estatı́stica

com o que chamamos deconstruç̃ao de Maxwell. Devido ao crit́erio de estabilidade ter-

modin̂amico a energia livre de Helmholtz deve ser uma função convexa globalmente. A construção

de Maxwell elimina o trecho onde a energia livre de Helmholtzfica ĉoncava, tornando-a con-

vexa e portanto devolvendo-lhe a estabilidade termodinâmica do sistema. Para maiores detalhes

do assunto, ver o livro de Stanley [21].
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Figura 1.4: O estado de vácuo verdadeiróe correspondente aφ1. O estadoφ2 é inst́avel.
O estadoφ3 é metaest́avel, mas pode decair noφ1 por tunelamento qûantico. PESKIN,
M;SCHROEDER, D. 1995.

Figura 1.5: Traçamos uma linha reta entre os dois mı́nimos e tomamos um valor ḿedio do
potencial entreφ1 e φ3. PESKIN, M;SCHROEDER, D. 1995.
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1.4.1 A formulaç̃ao cont́ınua da teoria de Landau

Quando estamos trabalhando no formalismo de espaço-tempodiscretizado, perdemos

muito tempo nas contas e com isso precisamos criar uma forma de agilizar este processo. Um

procedimento adotado consiste em uma formulação cont́ınua do problema. Adotando esse for-

malismo, algumas coisas precisam ser verificadas e alteradas, como por exemplo,

~xi →~x, (1.43)

e ainda

ϕ(~xi)→ ϕ(~x). (1.44)

Neste limite cont́ınuo, o hamiltoniano de Ginzburg-Landau torna-se

HGL =
∫

dDx

[

1
2
( ~∇ϕ)2+

1
2

r0(T)ϕ2+
1
4!

u0ϕ4

]

, (1.45)

onde tomamos o limite contı́nuo daquele “gradiente discretizado” que tı́nhamos definido ante-

riormente e transformamos o somatório em uma integral. Assim, a função de partiç̃ao passa a

ser escrita como

Z =
∫

lim
a→0

N(a)
N

∏
i=1

dϕi exp

(

−
∫

dDx

[

1
2
(~∇ϕ)2+

1
2

r0ϕ2+
1
4!

u0ϕ4−Bϕ
])

. (1.46)

Definimos por simplicidade de notação a quantidade

Dϕ(x)≡ lim
a→0

N(a)
N

∏
i=1

dϕi . (1.47)

escrevemos

Z =
∫

Dϕ(x)exp

(

−
∫

dDx

[

1
2
(~∇ϕ)2+

1
2

r0ϕ2+
1
4!

u0ϕ4−Bϕ
])

, (1.48)

onde o fatorN(a) garante que o limite dea→ 0 exista (pelo menos em casos mais simples).

Istoé o que chamamos de integral de Feymann em teoria de campos. Ela representa uma
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soma sobre todas as configurações posśıveis do campoϕ(x), sendo que a maior contribuição

vem da aproximaç̃ao cĺassica de Landau. As flutuações em torno desta aproximação ser̃ao

conhecidas como correções de Ginzburg (ñao entraremos em maiores detalhes sobre estas

correç̃oes, mas a id́eia principal consiste em realizar um pequeno desvio do valor do ponto

cŕıtico e expandir a exponencial da função de partiç̃ao em torno deste pequeno desvio).

Pode-se mostrar, realizando a mesma sequência de passos anteriores, que o funcional de

Gibbs pode ser escrito como antes (mas na notação cont́ınua)

G(M) =
∫

dDx

(

1
2
(~∇M)2+

1
2

r0M2+
1
4!

u0M4
)

. (1.49)

Como sabemos, uma teoria fı́sica demonstra os seus aspectos e comportamentos quando

nos fornece uma função de correlaç̃ao ou o que tamb́em chamamos em teoria quântica de cam-

pos defunç̃ao de Green. Através da funç̃ao de Green podemos determinar o comportamento e

a evoluç̃ao do sistema de maneira eficaz.

A função de correlaç̃aoé definida por

G(x,y) =
∂ 2 lnZ

∂B(x)∂B(y)
=

∂M(x)
∂B(y)

. (1.50)

Sabemos que

B(x) =
∂G

∂M(x)
=−~∇2M(x)+ r0(T)M(x)+

u0

6
M3(x). (1.51)

Diferenciando em respeito aB(y) a express̃ao acima, obtemos

[

−~∇2
x + r0(T)+

1
2

u0M2(x)

]

G(x,y) = δ (x−y). (1.52)

Se temos a aplicação de um campoB uniforme, possúımos invarîancia de translação e

tomando a transformada de Fourier da equação acima, obtemos

(

~q2+ r0(T)+
1
2

u0M2
)

G̃(~q) = 1, (1.53)

ou ainda
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G̃(~q) =
1

~q2+ r0(T)+
1
2u0M2

, (1.54)

o que no espaço de configurações produz

G(x) =
∫

dD~q
(2π)D

e−i~q·~x

~q2+ r0(T)+
1
2u0M2

. (1.55)

Agora temos duas situações; a primeira corresponde aT > T0, ondeM = 0; a segunda

corresponde aT < T0, e com issoM2 =−6r0/u0 (mı́nimo do potencial).

Na primeira obtemos:

G̃(~q) =
1

~q2+ r̄0(T −T0)
=

1

~q2
(

1+ r̄0(T−T0)
~q2

) . (1.56)

Sabemos, da teoria das transições de fase, que uma análise puramente qualitativa da função

correlaç̃ao pŕoxima ao ponto crı́tico nos produz a seguinte dependência:

G(~r) =
g(~r/ξ )
rD+η−2 , (1.57)

e que, quandor → ∞, a funç̃aog(~r/ξ ) varia exponencialmente como

g(~r/ξ )≈ exp(−~r/ξ ), (1.58)

onde o comprimento de correlação possui uma dependência do tipo:

ξ ∼ |T −TC|−ν ∼ |t|−ν . (1.59)

Identificamos aqui dois expoentes crı́ticos: os expoentesη e ν . Com essas definições,

extráımos da funç̃ao correlaç̃aoG(~q) os expoentes crı́ticosη = 0 eν = 1/2 (ondeξ = [r̄0(T −
TC)]

−1/2). A depend̂encia do comprimento de correlação com a temperatura será extremamente

relevante para os cálculos do caṕıtulo 3 onde seremos capazes de mostrar que o comprimento de

correlaç̃ao do nosso modelo reproduz exatamente a dependência com a temperatura apresentada

aqui.

Na segunda situação obtemos
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G̃(~q) =
1

~q2+2 ¯r0(T0−T)
. (1.60)

E os expoentes crı́ticos continuam sendo os mesmos! Dizemos então que o modelo

de Ginzburg-Landau está na mesma classe de universalidade que o modelo de Lenz-Ising uni-

dimensional estudado nas seções anteriores (os expoentes crı́ticos dos dois modelos são os

mesmos). Agora estamos prontos para justificar a forma da hamiltoniana do modelo GL da

supercondutividade nos baseando nos resultados apresentados para o magnetismo e na equação

de campo ḿedio.

Antes, podemos determinar a função de correlaç̃ao no espaço de configuração, ou seja,

em funç̃ao das coordenadas, e vemos que sua dependência seŕa [16]

G(~r) =
1

4πr
e−r/ξ . (1.61)

Esse resultado será muito importante no capı́tulo 3 quando mostrarmos um caso limite

do nosso modelo para a supercondutividade.

1.5 O modelo supercondutor de Ginzburg-Landau

Assim como na transição para/ferromagńetica, um supercondutor sofre uma transição de

fase normal/supercondutora. Toda a teoria que estudamos nas seç̃oes anteriores sobre transições

de fase de segunda ordem pode ser reaproveitada neste caso. Aúnica diferença, que se torna

crucial na separação das caracterı́sticas do magnetismo com as da supercondutividade,é a sime-

tria presente na energia livre de Gibbs (hamiltoniana).

Supercondutores são compostos por elétrons fortemente correlacionados. Uma das prin-

cipais afirmaç̃oes da teoria BCŚe que a interaç̃ao eĺetron-f̂onon pode produzir, sob determi-

nadas condiç̃oes, uma interaç̃ao atrativa entre elétrons ao inv́es da repuls̃ao coulombiana. Este

comportamento foi sugerido primeiramente por Fröhlich em 1950 [22]. Esta caracterı́stica pe-

culiar da teoria BCS mostra que o parâmetro de ordem da teoria GL nada maisé do que uma

esṕecie de funç̃ao de onda efetiva da ligação formada entre os dois elétrons, os famosospares

de Cooper. Por ser uma funç̃ao de onda, o parâmetro de ordem deve ser um campo escalar

indicando que a interação fortemente correlacionada entre os elétrons nos permite descrevê-

los como b́osons. Um ramo muito interessante da matéria condensada atualé a bosonizaç̃ao

fermiônica que trata justamente desta similaridade entre férmions e b́osons nas teorias de su-

percondutividade e de superfluidez.

Em uma teoria de campos que queira acoplar com a matéria boŝonica algum tipo de

carga, consideramos campos escalares, porém complexos (uma espécie de campo de Klein-
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Gordon generalizado). A estrutura do Hamiltoniano da equac¸ão (1.45) seŕa alterada para (em 3

dimens̃oes):

HGL =
∫

d3x

[

h̄2

2m
|~∇ϕ(~r)|2+ 1

2!
r0(T)|ϕ(~r)|2+

1
4!

u0|ϕ(~r)|4
]

, (1.62)

onde o novo parâmetrom determina o custo de energia associado com o gradiente emϕ(~r).
Ele possui dimens̃oes de massa e tem o papel importante de uma massa efetiva parao sistema

quântico com uma funç̃ao de onda macroscópicaϕ(~r).

Em termos da energia livre de Gibbs, podemos escrever

FS(T) = Fn(T)+
∫

(

h̄2

2m
| ~∇ϕ(~r)|2+ 1

2!
r0(T)|ϕ(~r)|2+

1
4!

u0|ϕ(~r)|4
)

d3r. (1.63)

ondeF(S) eF(n) representam as energias livres do sistema nos estados supercondutor e normal,

respectivamente.

Escolhemos as 3 dimensões agora por dois motivos:é uma excelente forma de intro-

duzirmos noç̃oes de dimens̃ao de campos, gradientes e constantes; o segundo motivo, mais

importante e fundamental,é que no caṕıtulo 3 usaremos amplamente a teoria GL bidimensional

(2+1-D) quando estudarmos o nosso modelo proposto para supercondutores bidimensionais.

Explicitando os camposϕ(~r) e ϕ∗(~r) na energia livre acima, ficamos com

FS(T) = Fn(T)+
∫

(

−h̄2

2m
ϕ∗(~r)~∇2ϕ(~r)+

+
1
2!

r0(T)ϕ∗(~r)ϕ(~r)+
1
4!

u0(ϕ∗(~r))2(ϕ(~r))2

)

d3r, (1.64)

e, tomando as duas equações de Euler-Lagrange da expressão acima, que s̃ao dadas por

∂FS[ϕ(~r)]
∂ϕ(~r)

= 0;
∂FS[ϕ(~r)]

∂ϕ∗(~r)
= 0, (1.65)

obtemos

∂FS[ϕ(~r)]
∂ϕ∗(~r)

=
−h̄2

2m
~∇2ϕ(~r)+

1
2

r0(T)ϕ(~r)+
1
3!

u0ϕ(~r)|ϕ(~r)|2; (1.66)
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e

∂FS[ϕ(~r)]
∂ϕ(~r)

=

(−h̄2

2m
~∇2ϕ(~r)+

1
2

r0(T)ϕ(~r)+
1
3!

u0ϕ(~r)|ϕ(~r)|2
)∗

, (1.67)

o que nos fornece uma equação tipo-Schr̈odinger paraϕ(~r):

−h̄2

2m
~∇2ϕ(~r)+

1
2

(

r0(T)+
1
3

u0|ϕ(~r)|2
)

ϕ(~r) = 0. (1.68)

O segundo termo entre parênteses mostra que esta equaçãoé ñao-linear. Por causa desta

não-linearidade, o princı́pio da superposiç̃ao da meĉanica qûantica ñao pode ser aplicado, e a

normalizaç̃ao deϕ(~r) é diferente da usual em mecânica qûantica.

Apesar de termos calculado as expressões acima para bosóns carregados, ainda não

estamos verdadeiramente estudando um supercondutor. Paracompletar nosso estudo temos que

incluir um último efeito: o de um campo magnético. A adiç̃ao deste termo torna a teoria da

supercondutividade de Ginzburg-Landau completa, com efeito Meissner-Ochsenfeld, equação

de London e assim por diante.

Como podemos incluir os efeitos de campos magnéticos na energia livre? Landau e

Ginzburg sugeriram que o campo magnético entra como seϕ(~r) fosse uma funç̃ao de onda

para part́ıculas carregadas, istóe, com a troca usual em mecânica qûantica do operador de

momentum linear:

h̄
i
~∇ → h̄

i
~∇−q~A, (1.69)

ondeq é a carga e~A é o potencial vetor magnético. Para todos os supercondutores conhecidos

sabe-se que a carga apropriada deq é−2e (não é dif́ıcil perceber que isso corresponde a uma

carga “efetiva” dos pares de Cooper).

Com esta mudança, a densidade de energia livre de Ginzburg-Landau de um supercon-

dutor torna-se

fs(T) = fn(T)+
h̄2

2m

∣

∣

∣

∣

(

h̄
i
~∇+2e~A

)

ϕ(~r)
∣

∣

∣

∣

2

+
1
2!

r0(T)|ϕ(~r)|2+
1
4!

u0|ϕ(~r)|4. (1.70)

Devemos integrar esta expressão para obtermos a energia livre total, mas não pode-

mos deixar de incluir um termo adicional correspondenteà energia do campo eletromagnético
~B(~r) = ~∇×~A em cada ponto~r. Logo,
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FS(T) = Fn(T)+
∫

(

h̄2

2m

∣

∣

∣

∣

(

h̄
i
~∇+2e~A

)

ϕ(~r)
∣

∣

∣

∣

2

+
1
2!

r0(T)|ϕ(~r)|2+
1
4!

u0|ϕ(~r)|4
)

d3r

+
1

2µ0

∫

B2(~r)d3r, (1.71)

onde a primeira integralé feita sobre o supercondutor e a segunda sobre todo o espaço.

Minimizando a energia livre acima, obtemos novamente uma equaç̃ao de Schr̈odinger

não-linear, mas agora com um termo contendo o potencial vetormagńetico,

−h̄2

2m

(

~∇+
2ei
h̄
~A

)2

ϕ(~r)+
1
2

(

r0(T)+
1
3

u0|ϕ(~r)|2
)

ϕ(~r) = 0. (1.72)

Podemos encontrar as supercorrentes devidas aos campos magnéticos atrav́es de

~jS(~r) =− δFS

δ~A(~r)
, (1.73)

o que nos fornece uma supercorrente

~jS=
−2eh̄i

2m
(ϕ∗(~r)~∇ϕ(~r)−ϕ(~r)~∇ϕ∗(~r))− (2e)2

m
|ϕ(~r)|2~A, (1.74)

onde notamos que a presença doúltimo termoé devida unicamente ao potencial vetor~A.

1.5.1 Simetria de gauge no modelo GL da supercondutividade

Como hav́ıamos dito no ińıcio deste caṕıtulo, a principal diferença entre os modelos de

Ising e de Ginzburg-Landau supercondutor se encontra na simetria empregada. No modelo de

Ising, vimos que se fizermos a mudança discretaϕ(~r)→−ϕ(~r), a Hamiltoniana continuava a

mesma. Isto representa uma simetria, porém discreta.

No modelo de Ginzburg-Landau supercondutor o parâmetro de ordeḿe complexo e por

isso ele possui amplitude e uma fase complexa,

ϕ(~r) = |ϕ(~r)|eiθ(~r). (1.75)

Se fizermos umatransformaç̃ao de gaugedo potencial vetor magnético
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~A(~r)→ ~A(~r)+~∇χ(~r), (1.76)

devemos realizar uma mudança na fase do parâmetro de ordem. Analisando o termo contendo

o operador momentum

p̂=
h̄
i
~∇+2e~A. (1.77)

Realizando uma transformação do grupo U(1) no parâmetro de ordem

ϕ(~r)→ ϕ(~r)eiθ(~r), (1.78)

obtemos

p̂ϕ(~r)eiθ(~r) = eiθ(~r)
(

h̄
i
~∇+2e~A

)

ϕ(~r)+ϕ(~r)eiθ(~r)h̄~∇θ(~r), (1.79)

ou

p̂ϕ(~r)eiθ(~r) = eiθ(~r)
(

h̄
i
~∇+2e

(

~A+
h̄
2e
~∇θ
))

ϕ(~r). (1.80)

Logo, vemos que a energia livreé imut́avel sob as transformações

ϕ(~r)→ ϕ(~r)eiθ(~r); (1.81)

~A(~r)→ ~A(~r)+
h̄
2e
~∇θ(~r). (1.82)

Isto mostra que a teoria de Ginzburg-Landau supercondutorasatisfazinvariância de

gauge local. Tanto a fase do parâmetro de ordem e o potencial vetor magnético dependem da

escolha de gauge, mas todos os observáveis f́ısicos tais como a energia livre, o campo magnético
~B entre outros, s̃ao invariantes de gauge.

Do resultado (1.82), podemos escrever uma nova energia livre com os termos de gauge,

da forma
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FS= F0
S +ρS

∫

d3r

(

~∇θ(~r)+
2e
h̄
~A(~r)

)

, (1.83)

onde definimos acima arigidez do supercondutorpor

ρS=
h̄2

2m
|ϕ(~r)|2, (1.84)

e F0
S é a energia livre total no estado fundamental (θ = const., ~A =~0). A corrente pode ser

calculada de uma derivada funcional da energia livre como vimos na sessão anterior:

~jS(~r) =−δFS[~A]

δ~A(~r)
=−2e

h̄
ρS

(

2e
h̄
~A(~r)

)

. (1.85)

Mas no estado fundamental, ondeθ = cte., encontramos que para valores pequenos do

potencial vetor magńetico externo, a corrente será

~jS=−ρS
(2e)2

h̄2
~A(~r), (1.86)

que é a mesma da equação de London. A “rigidez”ρS é essencialmente a densidadenS de

elétrons supercondutores na teoria de London (ver apêndice A para maiores detalhes sobre o

assunto).

Uma das consequências mais importantes da simetria U(1) será vista no pŕoximo caṕıtulo

em detalhes, quando apresentarmos e estudarmos aslinhas de v́orticeem supercondutores.
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2 DUALIDADE EM TEORIA DE CAMPOS E MAT ÉRIA CONDENSADA

Introduç̃ao

No caṕıtulo anterior, estudamos sistemas que sofrem transições de fase. Durante as

transiç̃oes de fase, um sistema fı́sico pode gerar alguns objetos que chamamos dedefeitos

topológicos. Eles s̃ao produzidos através dos mecanismos de quebra espontânea de simetria

e por isso ñaoé uma surpresa que várias transiç̃oes de fase possam ser compreendidas em ter-

mos destes defeitos.

Uma das maioreśareas onde podemos aplicar defeitos topológicosé a mat́eria conden-

sada. Em baixas temperaturas, existem linhas de fluxo magnético em supercondutores do tipo

II, as linhas de v́ortice emHe4 superfluido e ainda a estrutura de domı́nios magńeticos em ma-

teriais ferromagńeticos. Defeitos topológicos est̃ao intimamente associados com algum tipo de

quebra de simetria que dá surgimento a um conjunto não-trivial de estados fundamentais de-

generados, tais como as orientações de dipolos magnéticos discretos em um ferromagneto. Eles

aparecem em sistemas de matéria condensada tanto dentro e tanto fora do equilı́brio.

Defeitos topoĺogicos recebem nomes diferentes dependendo da simetria quebrada e da

simetria particular em questão. No magnetismo, eles são chamados de “domain walls” (paredes

de doḿınio); em h́elio superfluido e modelo XY, são chamados de “v́ortices” ; em cristais

periódicos, s̃ao conhecidos como deslocamentos; e em teorias de campo de gauge ñao-abelianas

são chamados de monopólos. Eles s̃ao vistos hoje na fı́sica como um novo ramo e acredita-se

que eles possam resolver o problema do confinamento de quarksem f́ısica de partı́culas (sendo

os monoṕolos um dos objetos mais relevantes neste caso justamente pelas suas simetrias não-

abelianas).

Muitas vezes, num modelo de teoria de campos ou de matéria condensada, os defeitos

topológicos que s̃ao gerados durante uma transição de fase (uma quebra de simetria) não apare-

cem de forma explı́cita na teoria. Uma teoria dual em teoria de campos e em matéria condensada

é aquela que consegue tornar estas contribuições dos defeitos topológicos, expĺıcitas na funç̃ao

de partiç̃ao de forma tal que os observáveis f́ısicos sejam correspondentes (entre a teoria original

e a teoria dual).

Neste caṕıtulo começaremos descrevendo o modelo de sine-Gordon visando clarear e

definir alguns conceitos em topologia. Depois veremos a teoria de linhas de v́ortice em detalhes,
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já que ela será essencial daqui por diante. Estudaremos o modelo XY em baixas e em altas

temperaturas para podermos apresentar o modelo de Villain,cuja import̂anciaé a de estudar

um modelo dual em matéria condensada e além disso nos ajudará a entender o nosso próximo

caṕıtulo onde propomos um modelo de supercondutividade bidimensional baseado na teoria de

Ginzburg-Landau apresentado no capı́tulo anterior.

2.1 Sólitons e v́ortices em mat́eria condensada

2.1.1 O modelo de sine-Gordon

O modelo de sine-Gordońe muito simples; basta analisarmos as soluções para a equação

∂ 2φ
∂ t2 − ∂ 2φ

∂x2 +
1
b2 sin(bφ) = 0, (2.1)

sendo que esta equação possui soluç̃oes estaciońarias, mas tamb́em equaç̃oes din̂amicas. Para

encontrarmos soluções din̂amicas, tomamos um campo da forma

φ(x, t) = f (x−vt)≡ f (ξ ), (2.2)

e é fácil ver que

f (ξ ) =
4
b

tan−1

{

exp

[

±
(

γ√
b

)

ξ
]

}

, (2.3)

é uma soluç̃ao da equaç̃ao de sine-Gordon, ondeγ = (1− v2)−
1
2 . A figura 2.1 mostra a forma

desta onda.

Ela é uma onda solitária (um śoliton), que se move sem alterar sua forma ou tamanho

(mesmo quando se choca com outra onda onda solitária), e portanto ela não possui dissipação

de energia, ao contrário das ondas produzidas quando uma pedraé lançada num lago (estas

ondas perdem energia por dissipação, ao passo que os sólitons ñao).

Claramente vemos que a equação de sine-Gordon possui um número infinito de soluç̃oes

constantes do tipo (todas com energia nula)

φ =
2πn

b
; n= 0,±1,±2, · · · (2.4)
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Figura 2.1: Uma onda ”solitária”(śoliton). RYDER, Lewis H. 1996.

isto é, a equaç̃ao de sine-Gordon possui um vácuo degenerado. A lagrangiana para o

modelo de sine-Gordońe dada por:

L =
1
2

(

∂φ
∂ t

)2

− 1
2

(

∂φ
∂x

)2

−V(φ), (2.5)

com

V(φ) =
1
b2 [1−cos(bφ)], (2.6)

onde escolhemos as constantes tais que as soluções do campoφ = 2πn
b tenhamV = 0. E vemos

que elas possuem energia zero, já que a densidade hamiltoniana da configuração de campóe

H =
1
2

(

∂φ
∂ t

)2

+
1
2

(

∂φ
∂x

)

+V(φ). (2.7)

Realizando uma expansão em śerie de Taylor no potencialV(φ), obtemos

V(φ) =
1
2!

φ2− b2

4!
φ4+ · · · , (2.8)

ou, ainda comλ = b2 e uma constantemcom unidade de massa,
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V(φ) =
1
2!

m2φ2− 1
4!

λφ4+ · · · , (2.9)

queé exatamente o potencial visto na teoria de Ginzburg-Landau(tomando as correspondências

entre as constantes corretamente).

Pensamos agora na seguinte configuração. Suponha queφ aproxima-se de um dos zeros

deV(comon= 0) quandox → −∞, mas quandox → ∞ ele se aproxima de um outro zero de

V(comon= 1). Entre estes dois ḿınimos existe claramente uma região onde

φ 6= 2πn
b

;
∂φ
∂x

6= 0, (2.10)

e portanto, da hamiltoniana, existe um densidade de energiapositiva. Aĺem disso, assumimos

que a configuraç̃aoé est́atica, logo

∂φ
∂ t

= 0. (2.11)

Esperamos encontrar uma energia total finita, pois impomos condiç̃oes de contorno so-

bre o campoφ . Com a configuraç̃ao est́atica, temos que

∂ 2φ
∂x2 =

∂V
∂φ

, (2.12)

o que, sob integração, nos fornece

1
2

(

∂φ
∂x

)2

=V(φ). (2.13)

Assim, a energia total será

E =
∫

H dx, (2.14)

E =
∫

[

1
2

(

∂φ
∂x

)2

+V(φ)

]

dx=
∫

2V(φ)dx, (2.15)

ou
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E =
∫ 2π/b

0
[2V(φ)]1/2dφ . (2.16)

Substituindo o valor deV(φ) e integrando sobre o campoφ , obtemos

E =
8
b2 =

8m2

λ
. (2.17)

Vemos que a energiáe inversamente proporcionalà constante de acoplamento e finita, o

que pode se tornar interessante para os fı́sicos de partı́culas elementares. Damos o nome desta

configuraç̃ao de “kink” de Gordon. Isto vem do fato que de um lado do eixo real (x → −∞)

temos uma soluç̃ao comn = 0 e do outro lado (x → ∞), n = 1, ambos com a mesma energia

nula. Esta soluç̃ao temn= 0 en= 1 e ñaoé continuamente deforḿavel emn= 0 en= 0 (pontos

extremos do eixo real segundo a nossa configuração), que representa o estado fundamental. O

“kink” , então,é um objeto topoĺogico. A exist̂encia do “kink” deve-se apenasàs propriedades

topológicas do espaço (em particular, sua fronteira, que neste casoé discreta). A estabilidade

das soluç̃oes de śoliton em teorias de campo não-lineareśe uma conseqûencia da topologia.

Esta estabilidade do sóliton mostra obviamente uma lei de conservação; deve existir uma

carga conservadaQ igual a um inteiroN, e uma correntejµ sem diverĝencia da forma

jµ =
b

2π
εµν∂νφ , (2.18)

de onde tiramos∂µ jµ = 0, e portanto a carga será

Q =
∫ +∞

−∞
J0dx=

b
2π

∫ +∞

−∞

∂φ
∂x

dx

=
b

2π
[φ(∞)−φ(−∞)]

= N. (2.19)

A corrente conservadajµ nãoé uma corrente de Noether, porque ela não segue de uma

invariância da lagrangiana por algum tipo de simetria. Elaé uma corrente topológica devida

exclusivamentèa topologia do problema.

2.1.2 Linhas de v́ortice

As linhas de vortex s̃ao os defeitos topológicos mais interessantes fisicamente. Existem

inúmeras aplicaç̃oes em toda fı́sica destes objetos e seu estudo nos fornece ferramentas para
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compreender fen̂omenos f́ısicos importantı́ssimos. Um desses exemplos são os supercondutores

do tipo II (vide ap̂endice A), cuja estrutura apresenta o que chamamos delinhas de vortex

ou vórtices. Seu estudo com certeza traz inúmeras vantagens na busca por explicações do

comportamento supercondutor.

Os śolitons que estudamos na seção anterior eram unidimensionais. Considere agora um

campo escalar num espaço bidimensional. A “fronteira”é um ćırculo no infinito (denotaremos

por S1). Em analogia com o modelo de sine-Gordon, construı́mos um campo cujo valor na

fronteira seja

ϕ = aeinθ (r → ∞), (2.20)

onden é um inteiro para mantermos uḿunico valor paraϕ. Logo,

~∇ϕ =
(inaeinθ )

r
θ̂ . (2.21)

De forma ańaloga aos śolitons, a hamiltoniana para um campo escalar bidimensional

seŕa dada por

H =
1
2

(

∂ϕ
∂ t

)2

+
1
2
|~∇ϕ|2+V(ϕ). (2.22)

Consideramos um potencial com a mesma estrutura de antes:

V(ϕ) = [a2−ϕ∗ϕ]2, (2.23)

tal queV = 0 sobre a fronteiraS1. Ent̃ao, numa configuração est́atica e quandor → ∞ teremos

H =
1
2
|~∇ϕ|2 = n2a2

2r2 , (2.24)

e a energia da configuração est́aticaé

E =
∫ ∞

H rdrdθ = πn2a2
∫ ∞ 1

r
dr, (2.25)

queé logaritmicamente divergente, o que nos permite dizer que não podemos generalizar os

sólitons para dimens̃oes maiores, pois a energia diverge.
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Para “solucionar” este problema, adicionamos um campo de gauge na derivada (a derivada

covariante)

∂µϕ → Dµϕ ≡ ∂µϕ + ieAµϕ. (2.26)

Supomos uma lagrangiana do tipo (este modeloé conhecido como modelo de Higgs

Abeliano eé ańalogo ao modelo GL da supercondutividade, mas sendo mais utilizado este

nome náarea de teoria de campos; para maiores detalhes deste modelo, veja o ap̂endice B)

L =−1
4

FµνFµν + |Dµϕ|2−V(ϕ), (2.27)

que, para uma configuração est́atica, temosL =−H . Queremos que a energia desta configuração

de campo seja finita. Para tal, escolhemos umAµ da forma

~A=−1
e
~∇(nθ) (r → ∞), (2.28)

ou seja,

Ar → 0; e Aθ →− n
er

(r → ∞). (2.29)

Assim, emr → ∞

Dθ ϕ =
1
r

(

∂ϕ
∂θ

)

+ ieAθ ϕ

=
1
r
(ian)ϕ − ian

r
ϕ = 0; (2.30)

e

Drϕ = 0. (2.31)

Logo,

Dµϕ → 0 (r → ∞). (2.32)
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Vemos que podemos escrever paraAµ

Aµ → ∂µ χ (r → ∞), (2.33)

comχ sendo uma fase adimensional. Imediatamente vemos que

Fµν = ∂µAν −∂νAµ = ∂µ∂ν χ −∂ν∂µ χ ≡ 0. (2.34)

Com todas estas considerações, observamos que

H → 0 quando r→ ∞, (2.35)

o que torna possı́vel uma configuraç̃ao de energia finita. Considere agora a integral

∮

C
~A·d~l =

∫

~B·d~S=
∫

(~∇×~A) ·d~S= Φm, (2.36)

onde usamos o teorema de Stokes,Φm é o fluxo magńetico eC representa a fronteira do vórtice.

No infinito, teremos

Φm =
∮

~A·d~l =
∮

Aθ rdθ =−2πn
e

, (2.37)

e o fluxo magńetico é quantizado. Construı́mos uma configuração de campo que transporta

fluxo magńetico, e desde queDµϕ → 0 eFµν → 0 na fronteira (r → ∞), ela possui uma energia

finita. Se adicionarmos uma terceira dimensão espacial (o eixoz) onde os campos não possuem

depend̂encia, esta configuração d́a origem as famosas ”linhas de vórtice”. Voltandoà hamilto-

niana (2.28), somos capazes de escrever as equações de movimento desta teoria como (devemos

ressaltar que o potencial de Landau possui a formaV(φ) = m2φ∗φ +λ (φ∗φ)2):

Dµ(Dµφ) =−m2φ −2λφ |φ |2, (2.38)

ie(φ∂µφ∗−φ∗∂µφ)+2e2Aµ |φ |2 = ∂ νFµν . (2.39)

Embora ñao entremos em maiores detalhes neste trabalho sobre este assunto, em 1973,
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os f́ısicos H. B. Nielsen e P. Olesen [28] conseguiram determinar uma soluç̃ao para estas

equaç̃oes de campo acopladas e seus resultados foram chamados de vórtice de Nielsen-Olesen.

Neste exemplo, vemos novamente que a topologia dá ao v́ortice sua estabilidade de ener-

gia finita. A topologia que acabamos de descrever refere-se ao grupo U(1). Podemos notar que

a lagrangiana (2.28)́e a vers̃ao relativ́ıstica da lagrangiana GL, que descreve a supercondutivi-

dade. Logo, ela se torna fundamental para as linhas de fluxo deAbrikosov em supercondutores

do tipo II. O campo escalaŕe responśavel pelo condensado da BCS (densidade de pares de

Cooper num supercondutor).

2.2 Motivações para se estudar modelos bidimensionais

Quando a dimensão do espaçóe igual a dois ocorrem alguns problemas com os cálculos

feitos na aproximaç̃ao de campo ḿedio. É posśıvel mostrar, utilizando o critério de Ginzburg,

que a depend̂encia do par̂ametror0(T) com a dimensionalidade do parâmetro de ordem pode

ser escrita como [16]

r̄0(T) =
−u0SDΛD−2

2(2π)D(D−2)
, (2.40)

ondeSD é a área da superfı́cie de uma esfera em um espaço deD dimens̃oes eΛ representa

um “cut-off” do momento linear. Ou seja,r(T) possui uma diverĝencia emD = 2, mas exper-

imentalmente obtemos valores finitos do parâmetror(T). A resposta a este problema pode ser

dada mostrando que as flutuações emD = 2 de algum sistema fı́sico no ponto cŕıtico se tornam

dominantes, e por isso devem ser abordadas de outra maneira.

Para mostrar a dominância destas flutuações, considere um sistema de spinsSα ,i, α =

1,2, . . . ,n (dimensionalidade do parâmetro de ordem), localizados nos sı́tios i de uma rede

quadrada bidimensional, e sujeitosà condiç̃ao

n

∑
α=1

S2
α ,i = 1. (2.41)

Suponha que exista magnetização espont̂anea pŕoxima deT = 0, com todos os spins

paralelos a uma direçãon:

S1,i = S2,i = . . .= Sn−1,i = 0 Sn,i = 1, (2.42)

e estudamos então as pequenas flutuações ao redor deste estado. Suponha que estas flutuações

sejam t̃ao pequenas que nos permitam considerá-las apenas em um hiperplano normalà n, e
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assim podemos esquecer da limitação (2.43) sobre os spins. A hamiltoniana das flutuações seŕa

H =
1
2

J ∑
<i, j>

n−1

∑
α=1

(Sα ,i −Sα , j)
2, (2.43)

onde< i, j > representa, assim como antes, vizinhos próximos. Tomando o limite contı́nuo

para baixas temperaturas

H → 1
2

J
∫

d2x
n−1

∑
α=1

(~∇ϕα)
2. (2.44)

Vemos imediatamente que

G̃(k) =
T
J

1
k2 , (2.45)

e ent̃ao

∆ =
n−1

∑
α=1

〈ϕ2
α(x)〉= (n−1)〈ϕ2

1(x)〉=
(n−1)

J
T
∫ π/a

π/L

dDk
(2πD)k2 . (2.46)

ondea é o espaçamento de rede eL é o comprimento da rede.

ParaD > 2, a integral acimáe convergente no infravermelho, e nessa suposição de

pequenas flutuações quandoT → 0, é autoconsistente. Mas paraD = 2 têm-se

∆ ≈ (n−1)T
2πJ

ln
L
a
, (2.47)

e quandoL → ∞, ∆ → ∞ (limite termodin̂amico). Por ser uma divergência logaŕıtmica, pode ser

resolvida com outros ḿetodos.

Conclúımos que emD = 2, a suposiç̃ao de pequenas flutuações ñao é autoconsistente.

Buscaremos então uma maneira diferente de realizar os cálculos em duas dimensões e começaremos

estudando o modelo XY da matéria condensada.
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2.3 O modelo XY

2.3.1 Estudo qualitativo

Quandon= 2 (D = 2) observamos uma transição de fase sem magnetização espont̂anea

[23]. No modelo XY, o spin no śıtio i é um vetor de duas componentes~S, que pode ser consid-

erado no plano da rede. A hamiltonianaé invariante sob rotações no plano; em outras palavras,

tem simetria O(2), sendo dada por

H =−J ∑
<i, j>

~Si · ~Sj =−J ∑
<i, j>

cos(θi −θ j). (2.48)

onde osângulosθi e θ j representam a inclinação dos spinsi e j em relaç̃ao a algum eixo de

refer̂encia.

A função de partiç̃ao seŕa

Z = ∑
[θl ]

exp

(

J
T ∑

<i, j>
cos(θi −θ j)

)

=
∫ 2π

0
∏

l

dθl exp

(

J
T ∑

<i, j>
cos(θi −θ j)

)

. (2.49)

• A expans̃ao de Z em altas temperaturas

QuandoT → ∞, expandimos a exponencial em potências de(J/T) e ficamos apenas com

os termos de ordem mais baixa. Somos capazes de estimar utilizando este ḿetodo a

função de correlaç̃ao entre os dois spins, um no sı́tio 0 e outro no śıtio p:

〈~S0 · ~Sp〉= 〈cos(θ0−θp)〉= 〈ei(θ0−θp)〉. (2.50)

Assim, devemos calcular

〈ei(θ0−θp)〉= 1
Z

∫ 2π

0
∏

l
dθl exp[i(θ0−θp)]exp

(

J
T ∑

<i,j>

cos(θi −θj)

)

, (2.51)

de onde podemos chegar a

〈ei(θ0−θp)〉= J
CT

∫ 2π

0
∏

l
dθl exp

[

i ∑
<i,j>

(θ0−θp+θi −θj)

]

, (2.52)
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Figura 2.2: Um possı́vel caminho de 0 a p. LE BELLAC, Michel. 1991.

ondeC= (2π)n. Mas sabemos que

∫ 2π

0
dθ = 2π;

∫ 2π

0
dθeiθ = 0. (2.53)

Isso nos permite imaginar “um possı́vel caminho” sobre a rede que podemos tomar, pois

para a funç̃ao de correlaç̃ao ñao ser nula (resultado trivial) devemos ter integrais dedθ
e ñao eiθ dθ como mostramos acima, desde que elas não contribuem para o resultado da

função de partiç̃ao. Assim, escolhemos um caminho tal que (ver Fig. 2.2)

eiθ0(e−iθ0eiθa)e−iθa · · ·eiθh(e−iθheiθp)e−iθp. (2.54)

Como existem muitos caminhos possı́veis, podemos escolher como um “caminho médio”

o caminho classicamente favorável e ent̃ao a contribuiç̃ao “média” do termo(J/T)n seŕa

aproximadamente(J/T)r/a. Reunindo estas suposições, chegamos ao seguinte resultado:

〈ei(θ0−θp)〉=
(

J
T

)r/a

= e−(r/a) ln(T/J), (2.55)

de onde extráımos o comprimento de correlação

ξ =
a

ln(T/J)
, (2.56)
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que corresponde exatamente ao comprimento de correlação cĺassico.

• A expans̃ao de Z em baixas temperaturas

QuantoT → 0, é razóavel supor que as flutuações dominantes sejam aquelas com grande

comprimento de onda, e então

H → H0+
1
2

J ∑
<i, j>

(θi −θ j)
2, (2.57)

onde expandimoscos(θi −θ j) em pot̂encias de(θi −θ j) e H0 é uma constante que surge

da expans̃ao da funç̃ao cosseno e não contribui para a fı́sica do sistema. Podemos intro-

duzir uma notaç̃ao mais conveniente

∂µθi = θi+µ −θi , (2.58)

assim, reescrevemos a hamiltoniana como

H =
1
2

J∑
i

∑
µ
(∂µθi)

2, (2.59)

ou, no limite cont́ınuo,

H =
1
2

J
∫

d2x(~∇θ)2. (2.60)

Ent̃ao, a correlaç̃ao entre os spins 0 ep fica

〈ei(θ0−θp)〉= 1
Z

∫ ∞

−∞
∏

l
dθl exp

(

i(θ0−θp)−
J

2T∑
i,µ
(∂µθi)

2

)

, (2.61)

sendo

Z =
∫ ∞

−∞
∏

l

dθl exp

(

− J
2T ∑

i,µ
(∂µθi)

2

)

. (2.62)

Primeiramente, podemos calcular a função correlaç̃ao do modelo para dois spins próximos

i e j. Seu ćalculo requer paciência e por isso apenas mostramos o resultado bem con-

hecido na literatura [16]
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Gi j (~xi −~x j) = a2
∫

d2k
(2π)2

ei~k·(~xi−~xj)

4−2cos(k1a)−2cos(k2a)
. (2.63)

Vemos que a funç̃ao de correlaç̃ao apresenta uma divergência infravermelha (kia≈ 0→
Gi j →∞). Baseado nisso, regularizamosGi j subtraindo 1 da exponencial e definindo uma

função

G̃(~x) = a2
∫

d2k
(2π)2

ei~k·~x −1
4−2cos(k1a)−2cos(k2a)

, (2.64)

tamb́emé posśıvel mostrar que

〈rmei(θ0−θp)〉= rme−
T
2J [G00+Gpp−2G0p] = e(T/J)G̃(~x), (2.65)

pois

G00+Gpp−2G0p = 2G00−2G0p =−G̃(~x). (2.66)

Pela vers̃ao cont́ınua teŕıamos o resultado

−~∇2G̃(~x) = δ (~x), (2.67)

cuja soluç̃aoé muito conhecida (equação de Poisson):

G̃(~x) =− 1
2π

ln
r
a
+cte. (2.68)

Logo,

〈ei(θ0−θp)〉= e−
T

2πJ ln(r/a) =
(a

r

)T/2πJ
=
(a

r

)η(T)
, (2.69)

ondeη(T) = T
2πJ . Esta express̃ao mostra que o modelo XY não gera magnetização

espont̂anea:

lim
r→∞

〈ei(θ0−θp)〉= lim
r→∞

〈~S0 · ~Sp〉= 0. (2.70)
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Se estes argumentos heurı́sticos estiverem certos (o queé razóavel), deve existir um deter-

minado ponto da transição de fase onde o comportamento da função de correlaç̃ao muda

de uma lei de potências (baixas temperaturas) para uma exponencial (altas temperaturas).

Conclúımos que acima de algum ponto da transição, o argumento de baixas temperat-

uras começa a falhar. No cálculo da funç̃ao de correlaç̃ao entre os spins 0 ep em baixas

temperaturas consideramos, assim como no de altas temperaturas, a periodicidade deθ .

Integramosθ de−∞ a +∞, e portanto poderı́amos nos perguntar se a periodicidade de

θ torna-se importante, uma vez que as flutuações tornam-se grandes.É exatamente isso

que ocorre; a quase-ordem obtida em baixas temperaturasé naturalmente destruı́da por

excitaç̃oes topoĺogicas (o mesmo que defeitos topológicos), que dependem da periodici-

dade deθ . J́a estudamos estes defeitos nas seções anteriores, mais especificamente os

definimos como v́ortices.

• O papel dos v́ortices na transiç̃ao de fase

O gradiente em coordenadas polaresé dado por

~∇θ =
∂θ
∂ r

r̂ +
1
r

∂θ
∂θ

θ̂ , (2.71)

mas obviamente∂θ
∂ r = 0, e ent̃ao temos

~∇θ =
1
r

θ̂ =

(

0,
1
r

)

. (2.72)

SeC for uma curva fechada em torno de uma origemO sobre o plano dos spins, então

∮

C

~∇θ ·d~l =
∮

C

(

0,
1
r

)

· (dr, rdθ) =
∫ 2π

0
dθ = 2π. (2.73)

Geralmente, devidòa periodicidade deθ , tem-se

∮

C

~∇θ ·d~l = 2πq, q= 0,±1,±2, · · · , (2.74)

ondeq é a vorticidade, que nada maisé que a “intensidade” do vortex (compare estas

express̃oes com as equações (2.29) e (2.38)). Notamos que os sinais positivos e negativos

nos fornecem uma informação extremamente importante; os vórtices (q> 0) podem ser

acompanhados por antivórtices (q< 0) para o mesmo|q|. Isto nos ajudaŕa a entender a

transiç̃ao de fase que ocorre no modelo XY mais tarde.

A energia associada com o vórtice pode ser posta como
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E ≈
∫

Hd2x=
J
2

∫

(~∇θ)2d2x

=
J
2

∫ π/a

π/L

(θ̂)2

r2 d2x= πJ ln
L
a
. (2.75)

A entropia associada com a criação de um v́orticeé (podemos escolher o centro do vortex

em qualquer lugar da rede)

S= ln

(

L
a

)2

, (2.76)

já que existem(L/a)2 śıtios. Com isso, a energia livre correspondente será

F = E−ST= (πJ−2T)ln
L
a
, (2.77)

e conseguimos notar que os vórtices desestabilizarão a quase-ordem quandoT > TC =

πJ/2.

Com estes fatos e resultados, já somos capazes de sumarizar a descrição proposta por

Kosterlitz e Thouless para as fases do sistema no ano de 1973[24]. Em baixas temper-

aturas, somente flutuações de grandes comprimentos de onda contribuem (também con-

hecidas como “ondas de spin”); a função de correlaç̃ao entre os spins decresce de acordo

com leis de pot̂encia, e o sistemáe quase ordenado com ilhas de magnetização de to-

dos os tamanhos. Nessa fase não existem v́ortices “livres”, mas encontramos pares de

vórtices (um v́ortice e um antiv́ortice de vorticidades opostas) , cuja influência sobre o

sistema está confinada a pequenas distâncias.À medida que aumentamos a temperatura,

o tamanho destes pares vórtice-antiv́ortice aumenta também e ele diverge emT = TC,

onde os v́ortices livres começam a aparecer. Estes vórtices desestabilizam o quase orde-

namento das ondas de spin, e a função de correlaç̃ao decresce exponencialmente. Essa

teoria de inflûencia dos defeitos topológicos sobre a correlação entre os spins e a transição

de fase deste modelo foi a chave para o desenvolvimento do modelo dual de Villain ée a

motivaç̃ao fundamental deste trabalho.

2.3.2 O modelo de Villain

O peso estatı́stico (o integrando da função de partiç̃ao) do modelo XYé e−β (1−cosθ).

Podemos expandir esta função em śerie de Fourier. Sabemos que a representação de Fourier

para uma funç̃ao geneŕerica f (x) é
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f (x) =
∞

∑
n=−∞

Cneinx, (2.78)

onde os coeficientesCn são determinados pela expressão

Cn =
1

2π

∫ 2π

0
f (x)einxdx, ∀n. (2.79)

Logo,

e−β (1−cosθ) =
∞

∑
n=−∞

einθ In(β )e−β , (2.80)

onde

In(β ) =
∫ 2π

0
eβ cosθ einθ dθ

2π
. (2.81)

Quandoβ → ∞ (T → 0) podemos expandir a função cosseno em série de Taylor, e

ficamos com

lim
β→∞

In(β ) =
∫ 2π

0
eβ e−

βθ2

2 einθ dθ
2π

, (2.82)

temos ent̃ao uma integral gaussiana emθ

P=
eβ

2π

∫ 2π

0
e(inθ−β θ2

2 )dθ =
eβ

2π

∫ 2π

0
e−β/2(θ2−2inθ/β )dθ . (2.83)

Completando quadrados,

θ 2− 2inθ
β

= θ 2+

(

in
β

)2

− 2inθ
β

−
(

in
β

)2

=

(

θ − in
β

)2

−
(

in
β

)2

, (2.84)

obtemos

P=
eβ

2π

∫ 2π

0
e

β/2
(

in
β

)2

e
−β/2

(

θ− in
β

)2

dθ , (2.85)
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ou ainda, fazendo a mudança de variáveisθ ′ = θ − in
β ,

Pe−β =
e
− βn2

2β2

2π

∫

e−
βθ ′2

2 dθ ′ ≈ e−n2/2β
√

2πβ
, (2.86)

e finalmente

e−β (1−cosθ) ≈ 1
√

2πβ

∞

∑
n=−∞

einθ e−n2/2β . (2.87)

Lembrando queθ ≡ θi −θ j , generalizamos este resultado para

exp[−β (1−cos(∂µθ(x)))]→
nµ (x)→+∞

∑
nµ (x)→−∞

exp(inµ∂µθ(x))exp(−n2
µ/2β ), (2.88)

ou ainda, escrevemos a função de partiç̃ao do modelo de Villain como

Z =
∫ 2π

0
∏

x
dθ(x)∏

x,µ

∞

∑
nµ (x)→−∞

exp(inµ∂µθ(x))exp(−n2
µ(x)/2β ). (2.89)

Realizando uma integração por partes na primeira exponencial, vemos que anulamos a

integral emθ(x) se e somente se

∑
µ

∂µnµ(x) = 0, (2.90)

ou seja, podemos escolhernµ(x) na forma

nµ(x) = ∑
ν

εµν∂ν p(x), (2.91)

ondep(x) é um campo escalar assumindo valores inteiros. A menos de umaconstante,Z fica

Z =
∞

∑
p(x)→−∞

exp

(

1
2β ∑

x,µ
[∂µ p(x)]2

)

. (2.92)

Agora precisaremos da fórmula de soma de Poisson queé dada por
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∞

∑
n=−∞

g(n) =
∞

∑
m=−∞

∫ ∞

−∞
dϕg(ϕ)e2iπmϕ . (2.93)

Considerando isso reescrevemosZ como

Z =
∫ ∞

−∞
∏

x
dϕ(x)

∞

∑
m(x)→−∞

exp

(

− 1
2β ∑

x,µ
(∂µϕ)2+2iπ ∑

x
m(x)ϕ(x)

)

, (2.94)

ondem(x) é um campo escalar assumindo valores inteiros. Integrando no campoϕ obtemos

Z = ZSW

∞

∑
m(x)→−∞

exp

(

−2π2β ∑
x,x′

m(x)G(x−x′)m(x′)

)

. (2.95)

Devemos notar que sem= 0 recuperamos o modelo XY, mostrando que os dois modelos

são duais. No modelo de Villain conseguimos isolar a hamiltoniana de ondas de spin da hamil-

toniana de v́ortices (exclusivamente). Esse fato de conseguirmos evidenciar a contribuiç̃ao dos

defeitos topoĺogicos na funç̃ao de partiç̃ao originalé uma caracterı́stica que seŕa extremamente

explorada no capı́tulo subsequente quando tratarmos do modelo proposto parasupercondutivi-

dade. Assim,

H = HSW+Hν , (2.96)

e ent̃ao

Z = ZSWZV . (2.97)

Depois de mais alguns cálculos,é posśıvel mostrar que

Z = ZSW ∑
m(x)′

exp

(

−π2β
2 ∑

x
m2(x)+πβ ∑

x6=x′
m(x) ln

∣

∣

∣

∣

x−x′

a

∣

∣

∣

∣

m(x′)

)

, (2.98)

onde o termo exp
(

−π2β
2 ∑xm2(x)

)

pode ser pensado como vindo de um potencial quı́mico

π2β/2 e o escrevemos como
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exp(lny∑
x

m2(x)), (2.99)

tal quey = y0 = exp(−π2β/2). Identificamos este termo como sendo um potencial quı́mico

porque ele monitora a densidade de vórtices. Quandoy → 0 (T → 0), o potencial qúımico

impede a formaç̃ao de v́ortices. Quandoy aumenta, o ńumero de v́ortices aumenta também.

A idéia principal desta sessão e crucial para o restante desse trabalhoé a dualidade entre

as duas teorias. As duas teorias são id̂enticas no que diz respeitoàs previs̃oes f́ısicas que cada

uma faz, mas a diferença principal consiste no surgimento explı́cito dos v́ortices no modelo

de Villain facilitando a vis̃ao e interpretaç̃ao dos v́ortices na transiç̃ao de fase do modelo XY

(lembre-se que no modelo XY original não era trivial supor a existência de v́ortices, mas que

na teoria de Villain torna-se extremamente claro). As conclus̃oes que podemos extrair destes

resultados nos levam a crer que uma teoria cujo objetivo sejaestudar suas transições de fase

podem esconder na sua topologia um determinado tipo de defeito topoĺogico e quée posśıvel,

sim, explicit́a-los de forma viśıvel na funç̃ao de partiç̃ao.
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3 DINÂMICA DE V ÓRTICES EM SUPERCONDUTORES BIDIMENSIONAIS

Introduç̃ao

Como vimos antes, durante uma transição de fasée natural o surgimento de algum tipo

de defeito topoĺogico. Suas contribuiç̃oes podem modificar de alguma forma a temperatura

cŕıtica do sistema. O estudo de como esses defeitos topológicos podem influenciar um sistema

fı́sico durante uma transição de fasée enorme nos dias de hoje e seus resultados cada vez

mais importantes para a compreensão de v́arios fen̂omenos f́ısicos atuais, como por exemplo a

supercondutividade a altas temperaturas (HTC superconductivity).

Existem muitaśareas que exploram estes fenômenos, mas podemos destacar algumas

como exemplo:

• na cosmologia, quando procuramos explicar o surgimento de defeitos topoĺogicos no uni-

verso primordial e suas consequências sobre a evolução (transiç̃oes de fase) das estruturas

cosmoĺogicas;

• na QCD, quando se busca explicar o mecanismo de confinamento dequarks utilizando

condensaç̃ao de monoṕolos magńeticos e v́ortices;

• na mat́eria condensada, especialmente na supercondutividade, onde estudam-se as linhas

de vortex e sua inflûencia sobre as transições de fase dos materiais supercondutores.

Quando tratamos especificamente da supercondutividade, osdefeitos topoĺogicos mais

interessantes são as linhas de v́ortice. Vimos no modelo de Villain que os vórtices s̃ao determi-

nantes para a transição de fase no sistema bidimensional do modelo XY. O modelo de Villain

é extremamente motivador para aqueles que querem estudar a influência de linhas de v́ortice

sobre um determinado sistema supercondutor.

Baseado nisso, tentamos analisar neste capı́tulo a inflûencia das linhas de vórtice em um

modelo GL bidimensional. Em primeiro lugar, propomos um modelo de densidade lagrangiana

bidimensional derivado do modelo GL relativı́stico com a diferença do termo de Klein-Gordon

pelo termo de Schrödinger (justamente para descrever sistemas nos quais a relatividade ñao

vem a ser importante, como nos sistemas de matéria condensada). Em seguida, usamos campos

transformados duais para explicitar a contribuição das linhas de vortex no modelo proposto.
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Os v́ortices surgem pela contribuição de uma fase singular na representação do campo escalar

atrav́es de uma corrente topológica de v́ortices. Com a aç̃ao dual somos capazes de determinar

a funç̃ao de correlaç̃ao dos v́ortices, o que nos diz sobre como eles interagem entre si dentro de

um supercondutor bidimensional (bi-layers e multi-layers).

Devemos enfatizar que o modelo que iremos obteré completamente análogo ao mod-

elo de Villain que foi estudado no capı́tulo anterior com a diferença de que no nosso caso os

vórtices poder̃ao interagir e ñao ser̃ao “dilúıdos” (ñao interagentes) como era em Villain. Por

isso mesmo, devemos analisar alguns limites neste sentido quando tivermos nossa teoria dual

para ratificar tal afirmaç̃ao e para validar nossos cálculos.

Uma das maiores aplicações deste tipo de estudoé sobre as transições de fase que ocor-

rem sobre supercondutores a altas temperaturas. Eles apresentam uma estrutura de linhas de

vortex muito peculiar, cuja explicação téorica ñao foi encontrada até os dias de hoje. As fases

de v́ortices que surgem nesses tipos de supercondutores são extremamente interessantes e não-

triviais, tais como a rede de Abrikosov, lı́quidos de v́ortices, vidros de v́ortices, etc ( conhecemos

este campo de estudos como ”vortex matter”).

3.1 A teoria GL dual

Na teoria GL da supercondutividade tratamos com sistemas relativı́sticos nos quais a

invariância de Lorentz nos ajuda a facilitar os cálculos. O modelo proposto neste trabalho busca

atender mais̀as necessidades de um sistema de matéria condensada, em que as velocidades não

são relativ́ısticas e, portanto, a invariância de Lorentz ñaoé mais relevante.

Já foi dito anteriormente que o modelo GL da supercondutividade na sua versão rela-

tivı́stica tamb́emé conhecido na literatura, mas naárea de teoria de campos, como modelo de

Higgs abeliano. Existem ińumeros trabalhos que exploram as caracterı́sticas desse modelo e no

ap̂endice Bé feita uma exposiç̃ao motivadora para se estudar a dualidade existente entre esse

modelo e a hidrodin̂amica de Kalb-Ramond-Nambu (KRN)[26][27].

A idéia principal extráıda deste ap̂endiceé a de transformação dual; um ḿetodo muito

utilizado nos trabalhos atuais baseado na transformada de Fourier do integrando de alguma

função de partiç̃ao, cujo objetivóe o de “dualizar” a teoria original.

Nesta seç̃ao, mostramos um teoria alternativaà teoria GL da supercondutividade. Propo-

mos uma mudança no termo de Klein-Gordon na teoria GL original na vers̃ao relativ́ıstica por

um termo que reproduz a equação de Schr̈odinger. Assim, escrevemos a densidade lagrangiana

do nosso modelo como:

L [φ ,φ∗,~A,A0] =− 1
4πε

FµνFµν +
1

2m
|(−i~∇−e~A)φ |2+φ∗(i∂t −eA0)φ −V(φ ,φ∗), (3.1)
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comV(φ ,φ∗) =−m2
φ |φ |2+ λ

3! |φ |4.

A análise dimensional da densidade lagrangiana, nos mostra que

[~A] = [A0] = [φ ] = [ε] = [m2
φ ] = [λ−1] = [m] = x−1 = t−1, (3.2)

parah̄= c= 1.

Assim, a funç̃ao de partiç̃ao (em temperatura finita) pode ser escrita como

Z[β ] =
∫

DA0D~ADφDφ∗exp[−SE(A0,~A,φ ,φ∗)−SGF], (3.3)

ondeSE representa a ação euclidiana (t →−iτ) em(2+1)−D, cuja estruturáe dada por

SE(A0,~A,φ ,φ∗) =
∫ β

0
dt
∫

d2x

[

− 1
4πε

FµνFµν +
1

2m
|(i~∇+e~A)φ |2−

−φ∗(∂t +eA0)φ −V(φ ,φ∗)

]

. (3.4)

eSGF é a aç̃ao de fixaç̃ao de calibre.

O próximo passo, seguindo a referência [30], seŕa redefinir os campos escalaresφ e

φ∗ com o objetivo de tornar explı́cita a contribuiç̃ao dos v́ortices. Tomamos sua representação

polar:

φ =
ρ√
2

eiχ ; φ∗ =
ρ√
2

e−iχ . (3.5)

Por causa da transformação dos campos, ganhamos um jacobiano tal que

Z[β ] =
∫

DA0D~ADρDχ
(

∏
x

ρ
)

exp[−SE(A0,~A,ρ,χ)−SGF], (3.6)

onde a aç̃aoSE(A0,~A,ρ,χ) se torna

SE(A0,~A,ρ,χ) =
∫ β

0

∫

d2x

[

− 1
4πε

FµνFµν +
1

4m
(~∇ρ)2+

ρ2

4m
(~∇χ −e~A)2−

− iρ2

2
(∂t χ)−

eρ2

2
A0−V(ρ2)

]

, (3.7)
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onde agoraV(ρ2) =−m2
φ

2! ρ2+ λ
4!ρ

4.

Para obtermos a ação dual, devemos integrar sobre os camposχ, A0 e~A. Visto que existe

um termo da aç̃ao que possui um acoplamento entreχ e ~A, integramos primeiramente emχ.

Assim,

℘χ ≡
∫

DχDρ
(

∏
x

ρ
)

exp

[

−
∫

d3x

{

− iρ2

2
(∂t χ)+

1
4m

(~∇ρ)2+

+
ρ2

4m
(~∇χ −e~A)2− eρ2

2
A0−V(ρ2)

}]

. (3.8)

Linearizamos o termo quadrático emχ realizando uma transformação de Hubbard-

Stratonovich

Ω ≡
∫

Dχ exp

[

−
∫

d3x
ρ2

4m
(~∇χ −e~A)2

]

=

=
∫

DχD~C

(

∏
x

ρ−3
)

exp

{

−
∫

d3x

[

m
ρ2C2

i +
iCi

2
(∂iχ −eAi)

]}

, (3.9)

onde definimos outro campo cuja dimensãoé [Ci] = x−2 = [m2]. Logo,

℘χ =
∫

DχDρD~C

(

∏
x

ρ−2
)

exp

[

−
∫

d3x

{

− iρ2

2
(∂t χ)+

1
4m

(~∇ρ)2+
m
ρ2C2

i +

+
iCi

2
(∂iχ −eAi)−

eρ2

2
A0−V(ρ2)

}]

. (3.10)

A origem dos v́ortices est́a na faseχ do modelo, mas podemos considerá-la sendo com-

posta por uma parte singularχs e outra parte regularχr . A parte singular dará justamente a

origem dos v́ortices em nossa teoria. Logo, fazendoχ → χr +χs temos

℘χr =
∫

Dχr exp

[

−
∫

d3x

{

− iρ2

2
(∂t χr)+

iCi

2
(∂iχr)

}]

=
∫

Dχrexp

[

−
∫

d3x
i
2
(∂tρ2−∂iCi)χr

]

, (3.11)

ou, lembrando da definição da funç̃ao delta,

℘χr = δ [∂tρ2−∂iCi]≡ δ [∂µCµ ], (3.12)
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comCµ = (C0,Ci)≡ (ρ2,Ci). Assim, escrevemos como solução

∂µCµ = 0; Cµ =− ik
2

εµνλ ∂νWλ =− ik
2

Vµ . (3.13)

A parte singular gera

℘χs =
∫

DχsDC0D~C

(

∏
x

ρ−3

)

δ [∂µCµ ]exp

[

−
∫

d3x

{

i
2
Cµ∂µ χs+

+
1

4m
(~∇C1/2

0 )2+
m
C0

C2
i −

ie
2

CµAµ

}]

, (3.14)

ou,

℘χs =
∫

DχsDCµ

(

∏
x

ρ−3

)

δ [∂µCµ ]exp

[

−
∫

d3x

{

i
2
Cµ∂µ χs+

+
1

4mC0
(~∇C0)

2+
m
C0

C2
i −

ie
2

CµAµ

}]

. (3.15)

Mas vemos que

ρ2 ≡C0 =− ik
2

ε0νλ ∂νWλ =− ik
2
(~∇× ~W)0 ≡− ik

2
Bd, (3.16)

Ci =− ik
2

εiνλ ∂νWλ ≡− ik
2

Ei,d, (3.17)

onde os camposBd e Ei,d são campos duais. Esta transformação nos levaŕa a uma mudança de

jacobiano dada por

(

∏
x

ρ−3
)

⇒
(

∏
x

B−3/2
d

)

, (3.18)

e ent̃ao

℘χs =
∫

DχsDCµ

(

∏
x

B−3/2
d

)

exp

[

−
∫

d3x

{

−4π
i
2

(

− ik
2

)

Wµ jµ +
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+
k

8imBd
(~∇Bd)

2+
mk

2iBd
(~Ed)

2− ek
4

VµAµ

}]

, (3.19)

onde

jµ =
εµνλ

4π
(∂ν∂λ −∂λ ∂ν)χs, (3.20)

é definida como corrente de vórtices. Esta correntée puramente topológica e a sua conservação

é independente das equações de movimento e das simetrias da teoria (reveja o fim da seção

sobre o modelo de sine-Gordon para relembrar).

Devemos integrar agora no campo de gaugeAµ para obtermos seu campo dual:

Θ =
∫

DAµ exp

[

−
∫

d3x

{

− 1
4πε

FµνFµν − ek
4

VµAµ

}]

. (3.21)

Linearizamos o termo de Maxwell através da expressão (novamente aplicamos a transformação

de Hubbard-Stratonovich)

exp

(

∫

d3x
F2

µν

4πε

)

=
∫

DGµexp

[

∫

d3x

(

πε
4

G2
µ +

1
2

G̃µνFµν

)]

, (3.22)

onde definimos o dual deGµ como

G̃µν =
1
2

εµνλ Gλ . (3.23)

Com isso, a funç̃ao de partiç̃ao fica

Z[β ] =
∫

DWµDχsDGµ

(

∏
x

B−3/2
d

)

exp

{

−
∫

d3x

[

− πε
4

G2
µ +

k
8miBd

(~∇Bd)
2+

+
mk

2iBd
(~Ed)

2+
m2

φ

2!
Bd−

λ
4!
(Bd)

2−πkWµ jµ

]}

×

×
∫

DAµ exp

{

−
∫

d3x

[

− ek
4

VµAµ − 1
2

G̃µνFµν

]}

, (3.24)

e ent̃ao
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ΘAµ ≡
∫

DAµ exp

{

−
∫

d3x

[

−ek
4

VµAµ − 1
2

(

1
2

εµνλ Gλ (∂µAν −∂νAµ)

)]}

, (3.25)

de onde tiramos o resultado

ΘAµ = δ
[

−ek
4

Vµ +
1
2

εµνλ ∂νGλ

]

. (3.26)

Ajustandoek= 2, obtemos:

εµνλ ∂ν [Wλ −Gλ ] = 0 ⇒ Gµ =Wµ − 1
ε
(∂µϕ). (3.27)

A função de partiç̃ao no formalismo dual será

Z[β ] =
∫

DWµDχsDϕ
(

∏
x

B−3/2
d

)

exp
{

−Sd[Wµ ,ϕ,χs]−SGF
}

, (3.28)

onde definimos a ação dual como

Sd [Wµ ,ϕ,χs] =
∫

d3x

[

1
4meiBd

(~∇Bd)
2+

m
eiBd

(~Ed)
2−

− πε
4

(

Wµ − 1
ε
(∂µϕ)

)2

+
m2

φ

2!
Bd−

λ
4!
(B2

d)−
2π
e

Wµ jµ

]

, (3.29)

e SGF é a aç̃ao de fixaç̃ao de calibre. Atrav́es de uma simples fixação de gauge fazendoϕ = 0,

escrevemosSd como

Sd [Wµ ,χs] =
∫

d3x

[

1
4meiBd

(~∇Bd)
2+

m
eiBd

(~Ed)
2−

− πε
4

W2
µ +

m2
φ

2!
Bd −

λ
4!
(B2

d)−
2π
e

Wµ jµ

]

. (3.30)

O modelo descrito porSd é completamente equivalente ao modelo proposto original-

mente, obtido na representação polar, e deve levar aos mesmos resultados que obterı́amos se

utilizássemos a ação original. A maior vantagem de usarmos o formalismo dualé que exibi-

mos explicitamente a dependência da configuração singular ao campo de Landau, tornando este

método adequado para se estudar transições de fase através de defeitos topológicos [30].
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Esse resultadóe de extrema importância no nosso trabalho, já que na aç̃ao dual temos

toda a f́ısica que precisamos. Esta ação nos permite estudar as fases de vórtices que existem em

supercondutores mais complexos por possuir as interações entre esses vórtices. Se considerar-

mos v́ortices ñao-interagentes, devemos recair na teoria de Villain.

Calcularemos nas próximas seç̃oes as funç̃oes de correlaç̃ao tanto a ńıvel clássico quanto

a ńıvel das flutuaç̃oes qûanticas.

3.2 Funções de correlaç̃ao clássica e qûantica

Para verificar se o modelo proposto prevê alguns resultados conhecidos na literatura cor-

rente, realizamos a aproximação de Landau, que nada maisé do que uma aproximação a ńıvel

clássico. Nesta aproximação, como vimos antes, calculamos o ponto de mı́nimo correspon-

dente ao potencial dual de Landau (agora escrito em termos deBd) e substitúımos na aç̃ao dual

de nosso modelo visando obter a contribuição ḿaxima do integrando. Assim,

V(Bd) =−
m2

φ

2!
Bd +

λ
4!
(Bd)

2 ⇒ dV(Bd)

dBd
= 0; (3.31)

ou seja,

−
m2

φ

2
+

λ
12

Bd = 0 ⇒ Bl
d =

6m2
φ

λ
. (3.32)

Podemos e devemos buscar uma interpretação f́ısica dessa aproximação. Basta lembrar-

mos queBd ∝ ρ2, ondeρ é o raio do v́ortice quée varíavel na teoria sem aproximações. Poŕem,

na aproximaç̃ao de LandauBl
d =

6m2
φ

λ ≡ cte, logo os v́ortices s̃ao est́aticos (raio constante) e

não-interagentes.

SubstituindoBl
d na aç̃ao dual, obtemos

Sl
d[B

l
d] =

∫

d3x

[

mλ
6m2

φ ei
(~Ed)

2− πε
4

W2
µ − 2π

e
Wµ jµ

]

. (3.33)

Mas reescrevemos o termo com~Ed como

Ei,d = εiνλ ∂νWλ ⇒ (~Ed)
2 =Wµ [∂µ∂ν −ηµν∂ 2]Wν . (3.34)

ondeηµν é a ḿetrica de Minkowski em(2+1)−D.
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Logo,

Sl
d =

∫

d3x[a(~Ed)
2+bW2

µ +cWµ jµ ]

= a
∫

d3x[(~Ed)
2+2M2W2

µ +Wµ j ′µ ], (3.35)

onde definimos as quantidadesM2 = 1
2M2

0 = b
2a e j ′µ = c

a jµ . Ent̃ao

Sl
d[Wµ ,χs] = a

∫

d3x

{

− 1
2
Wµ(−∂µ∂ν +ηµν∂ 2−M2

0ηµν)Wν

}

+ a
∫

d3xWµ j ′µ . (3.36)

O operador entre chaves deve ser invertido para obtermos a função de correlaç̃ao na

aproximaç̃ao de Landau. Para tal, isolamos este operador:

Σµν = ηµν∂ 2−∂µ∂ν −M2
0ηµν . (3.37)

Os projetores em 3 dimensões s̃ao dados por

θ µν = ηµν − ∂µ∂ν

∂ρ∂ ρ ωµν =
∂ µ∂ ν

∂ρ∂ ρ . (3.38)

Eles s̃ao escolhidos de forma a respeitarem a relaçãoηµν = θ µν +ωµν justamente com

o intuito de preencher todo o espaço. As relações de ortogonalização s̃ao dadas por

θµνθ νλ = θ λ
µ ; ωµνωνλ = ωλ

µ ; ωµνθ νλ = 0. (3.39)

No espaço de Fourier, o operadorΣµν fica

Σµν = kµkν −M2
0ηµν −k2ηµν , (3.40)

ou, em termos dos projetores transverso e longitudinal,

Σµν(k) =−(k2+M2
0)θµν −M2

0ωµν . (3.41)
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Mas sabemos que

ΣµνGνλ = ηλ
µ . (3.42)

Supomos então, alguma soluç̃ao do tipo

Gνλ = aθνλ +bωνλ , (3.43)

de onde conseguimos extrair os coeficientesa eb como sendo

a=− 1

k2+M2
0

b=− 1

M2
0

. (3.44)

Logo, a funç̃ao de correlaç̃ao seŕa

Gµν(k) =
kµkν

k2(k2+M2
0)

− ηµν

k2+M2
0

− kµkν

M2
0k2

. (3.45)

Retornando ao espaço de configuração, atrav́es da integral de Fourier

Gµν(r) =
∫

d3k
(2π)3

kµkν

k2(k2+M2
0)

e−ik·r −
∫

d3k
(2π)3

kµkν

M2
0k2

e−ik·r

−
∫

d3k
(2π)3

ηµν

(M2
0 +k2)

e−ik·r. (3.46)

Identificando as integrais acima como

I1(r) =
∫

d3k
(2π)3

e−ik·r

k2(k2+M2
0)

; I2(r) =
∫

d3k
(2π)3

e−ik·r

M2
0k2

;

I3(r) =
∫

d3k
(2π)3

e−ik·r

k2+M2
0

, (3.47)

reescrevemos a função de correlaç̃ao como

Gµν(r) = ∂µ∂ν I1(r)−∂µ∂ν I2(r)−ηµν I3(r). (3.48)
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Depois de alguns cálculos chegamos aos seguintes resultados para as integrac¸ões

I1(r) =
2−e−M0r

4πM2
0r

; I2(r) =
1

2πM2
0r

; I3(r) =
e−M0r

4πr
. (3.49)

Logo,

Gµν(r) = ∂µ∂ν

{

(2−e−M0r)

4πM2
0r

}

−∂µ∂ν

{

1

2πM2
0r

}

− ηµν

4πr
e−M0r . (3.50)

Após realizar todas as derivações, obtemos finalmente

Gµν(r) =
ηµν

4πr
e−M0r − ηµν

4πM2
0r2

e−M0r − ηµν

4πM2
0r3

e−M0r +

+
xµxν

4πr3e−M0r +
3xµxν

4πM2
0r5

e−M0r +
xµxν

4πM2
0r4

e−M0r

=
e−M0r

4πr

[

ηµν −
ηµν

M2
0r

− ηµν

M2
0r2

+

+
xµxν

r2 +
3xµxν

M2
0r4

+
xµxν

M2
0r3

]

, (3.51)

que é a funç̃ao de correlaç̃ao do nosso modelo na aproximação de Landau. Relembrando a

equaç̃ao (1.61), podemos notar que neste caso, no limite em quer → ∞, recuperamos exata-

mente a funç̃ao de correlaç̃ao do modelo GL. Dela extraı́mos o comprimento de correlação

caracteŕısticoξ , que seŕa

ξ =
1

M0
=

1

(b/a)1/2
=
(a

b

)1/2
, (3.52)

ou, em termos dos parâmetros da nossa teoria,

ξ =

[

mλ
6m2

φ ei

4
πε

]1/2

∝

(

λ
m2

φ

)1/2

, (3.53)

mas sabemos da teoria GL quem2
φ ≡ r0(T) ∝ (T −TC), logo

ξ (T −TC) ∝ (T −TC)
−1/2. (3.54)
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Este resultado aproximado reproduz exatamente a dependência deξ na teoria GL que

desenvolvemos no primeiro capı́tulo. Isso mostra que podemos confiar nos métodos e no for-

malismo utilizado em nosso modelo sem preocupação. Mas uma teoria fı́sica śo passa a ser

importante quando tem algo de novo, coisa que até agora o modelo ñao mostrou. Para vermos

um novo comportamento do sistema, precisamos calcular as flutuaç̃oes qûanticas em torno do

ponto cŕıtico de Landau (crit́erio de Ginzburg). Ou seja,

Bd → Bl
d + B̃d; B̃d � 1. (3.55)

Lembrando da nossa ação dual (3.34), podemos fazer as seguintes aproximações de

acordo com (3.60):

1

(Bl
d + B̃d)

≈ 1

Bl
d

− B̃d

(Bl
d)

2
+2

(B̃d)
2

(Bl
d)

3
, (3.56)

ln(Bl
d + B̃d)≈ ln(Bl

d)+
2B̃d

Bl
d

− (B̃d)
2

2(Bl
d)

2
, (3.57)

onde este logaritmo foi colocado no momento que exponenciamos o jacobiano de transformação.

A ação dual com as flutuações (3.60) torna-se

S̃d = N

∫

d3x

{

λ
24mm2

φ ei
(~∇B̃d)

2+
λm

6m2
φ ei

(~̃Ed)
2− πε

4
W̃2

µ +
m2

φ

2!
B̃d

− λ
4!
(B̃d)

2−
m2

φ

2!
B̃d −

3
2θ 3

(

2
B̃d

Bl
d

− B̃2
d

2(Bl
d)

2

)

− 2π
e

W̃µ jµ

}

= N

∫

d3x

{

λ
24mm2

φ ei
(~∇B̃d)

2+
λm

6m2
φ ei

(~̃Ed)
2− πε

4
W̃2

µ

− λ
4!
(B̃d)

2− λ
2θ 3m2

φ
B̃d+

λ 2

48θ 3m4
φ
(B̃d)

2− 2π
e

W̃µ jµ

}

, (3.58)

ondeW̃µ é a flutuaç̃ao do campo de calibre dualWµ e B̃d e ~̃Ed são as flutuaç̃oes correspondentes

aos camposBd e~Ed, respectivamente.

Mas como temos

(~∇B̃d)
2 = W̃j{~∇2[∂i∂ j −~∇2ηi j ]}W̃i; (~̃Ed)

2 = W̃µ{∂µ∂ν −∂ 2ηµν}W̃ν , (3.59)
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B̃d = εi j ∂iW̃j ; B̃2
d =−W̃j

~∇2W̃j ; W̃2
µ = W̃µηµνW̃ν . (3.60)

A ação dual livre seŕa escrita como

S̃livre
d = N

∫

d3x

{

λ
24mm2

φ ei
W̃j{~∇2[∂i∂ j −~∇2ηi j ]}W̃i

+
λm

6m2
φ ei

W̃µ{∂µ∂ν −∂ 2ηµν}W̃ν

+
λ
4!

W̃j
~∇2W̃j −

λ 2

48θ 3m4
φ

W̃j
~∇2W̃j −

πε
4

W̃µηµνW̃ν

}

. (3.61)

A constanteθ 3 colocada no termo do jacobiano ajuda a manter as dimensões corretas e

ela mesmo tem dimensões de[θ−1] = [m] = [x−1] = [t−1]. A estrutura matricial da ação pode

ser posta na forma

W̃µÔµνW̃ν =
[

W̃0 W̃1 W̃2

]







O00 O01 O02

O10 O11 O12

O20 O21 O22













W̃0

W̃1

W̃2






. (3.62)

Com isto, montamos o operadorÔµν

Ôµν =







A B C

B D E

C E F






, (3.63)

onde definimos os termosA, B, C, D, E eF , aṕos uma transformada de Fourier aplicada a cada

termo da aç̃ao dualS̃d, como:

A=− λm

6m2
φ ei

~k2− πε
4

B=− λm

6m2
φ ei

k0k1 C=− λm

6m2
φ ei

k0k2; (3.64)

D =
λ

24mm2
φ ei

~k2[k2
1+~k

2]− λm

6m2
φ ei

[k2
1+k2]− λ

4!
~k2+

λ 2

48θ 3m4
φ

~k2+
πε
4

; (3.65)
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E =
λ

24mm2
φ ei

~k2k1k2−
λm

6m2
φ ei

k1k2; (3.66)

F =
λ

24mm2
φ ei

~k2[k2
2+~k

2]− λm

6m2
φ ei

[k2
2+k2]− λ

4!
~k2+

λ 2

48θ 3m4
φ
+

πε
4
. (3.67)

ondek2 representa o quadrivetor momentum dado por

k2 = k2
0−~k2. (3.68)

Neste trabalho, estamos interessados em obter a função de correlaç̃ao de nosso modelo.

Nos limitaremos̀a componentêO−1
00 , por enquanto. A componentêO−1

00 é dada pela expressão

Ô−1
00 (k) =

DF −E2

A(DF −E2)−DC2−B2F +2BEC
, (3.69)

ou ainda, utilizando uma linguagem mais compacta

Ô−1
00 (k) =

N (k)
D(k)

. (3.70)

Depois de alguns cálculos, descobrimos que o numeradorN (k) e o denominadorD(k)

são dados por

N (k) = − 2λ 2

(24)2m2m4
φ e2

~k8+
3λ 2

144m4
φ e2

~k4k2+
λ 2

72m4
φ e2

~k6− 3λ 2

(24)2mm2
φ ei

~k6+

+
3λ 3

2(24)2mm6
φ θ 3ei

~k6+
3λπε

96mm2
φ ei

~k4− λ 2m2

36m4
φ e2

~k2k2− λ 2m2

36m4
φ e2

k4+

+
3λ 2m

144m2
φ ei

~k4− 3λ 3m

2(144)θ 3m6
φ ei

~k4− λmπε
24m2

φ ei
~k2− λmπε

12m2
φ ei

k2+

+
λ 2

144
~k4− λ 3

(24)2θ 3m4
φ

~k4− λπε
48

~k2+
λ 4

4(24)2θ 6m8
φ

~k4+

+
λ 2πε

96θ 3m4
φ

~k2+
π2ε2

16
; (3.71)
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D(k) =
λ 3

3(24)2mm6
φ e3i

~k10− λ 3m

3(144)m6
φ e3i

~k6k2− λ 3m

4(144)m6
φ e3i

~k8+
2λ 3m2

3(144)m4
φ e2

~k6+

+
λ 3m2

6(144)m4
φ e2

~k4k2− λ 4m2

6(144)θ 3m8
φ e2

~k6+
λ 4m2

3(24)2θ 3m8
φ e2

~k4k2− λ 3

2(24)2m4
φ e2

~k8−

− λ 4

4(24)2θ 3m8
φ e2

~k8− λ 2πε
(24)2m4

φ e2
~k6− λ 3m

6(144)m2
φ ei

~k6+
λ 4m

6(24)2θ 3m6
φ ei

~k6−

− λ 2mπε
4(144)m2

φ ei
~k4− λ 5m

(24)3θ 6m10
φ ei

~k6+
λ 3mπε
2θ 3m6

φ ei
~k4+

2πλ 2ε
4(24)2m2m4

φ e2
~k8−

− 3λ 2πε
(24)2m4

φ e2
~k4k2+

3λ 3πε
8(24)2mθ 3m6

φ ei
~k6+

λ 2m2πε
144m4

φ e2
k4+

λmπ2ε2

48m2
φ ei

k2−

− λ 2πε
(24)2

~k4+
λ 3πε

4(24)2θ 3m4
φ

~k4+
λπ2ε2

4(48)
~k2− λ 4πε

16(24)2θ 6m8
φ

~k4−

− λ 2π2ε2

8(48)θ 3m4
φ

~k2− π3ε3

64
. (3.72)

Não podemos trabalhar de forma exata com esse denominadorD(k) e por causa disso,

precisamos nos limitar a alguns casos mais simples. Vemos que se tomarmos os limites~k2 → 0

(grandes dist̂ancias) ek2
0 → 0 (baixas energias), mantendo os termos de~k2 e k2

0 que restam

depois dessa aproximação, obtemos a relação de dispers̃ao da teoria sob flutuações qûanticas

lim
~k2→0(~k2)

D(~k2,k2
0)⇒

λ 2m2πε
144m4

φ e2
k4

0+
λmπ2ε2

48m2
φ ei

k2
0+

λπ2ε2

4(48)
~k2− λ 2π2ε2

8(48)θ 3m4
φ

~k2− π3ε3

64
; (3.73)

lim
k2

0→0(k2
0)

D(k2
0)⇒

λmπ2ε2

48m2
φ ei

k2
0+

λπ2ε2

4(48)
~k2− λ 2π2ε2

8(48)θ 3m4
φ

~k2− π3ε3

64
, (3.74)

onde a notaç̃ao do limite significa que permanecem os termos quadráticos em~k e emk0.

Este ṕolo possui uma dependência do tipo:

ω2−B~k2−C M2
Wµ = 0. (3.75)

Definimos aqui a quantidadeM2
Wµ

≡ π3ε3

64 como sendo a massa do campo de gauge dual

Wµ e as constantesB e C são dependentes exclusivamente dos parâmetros da teoria. A massa

M2
Wµ

é responśavel pela ñao singularidade da função de correlaç̃ao quando tomamos os limites

de~k2 ek2
0 indo pra zero, tudo isso graças a fixação de calibre que fizemos na ação dual (3.29).
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Essa massáe responśavel pela exist̂encia de um “gap” no diagrama de dispersão (espec-

tro) do tipoω ×~k2. Com ela somos capazes de determinar a quantidade de energia necesśaria

para excitar uma certa densidade de vórtices em funç̃ao de~k2. A equaç̃ao (3.75)é a relaç̃ao de

dispers̃ao das excitaç̃oes.

A riqueza de informaç̃oes que podem ser extraı́das da aç̃ao dual (3.30)́e enorme. Aqui

nos restringimos ao cálculo da relaç̃ao de dispers̃ao da densidade de vórtices considerando as

flutuaç̃oes qûanticas em torno do ḿınimo do potencial GL.



71

CONCLUSÃO

Ao longo deste trabalho fomos capazes de mostrar o desenvolvimento de um ramo da

mat́eria condensada conhecido comodinâmica de v́ortices. Atualmente existem muitos prob-

lemas em aberto no que diz respeitoà compreens̃ao de como os v́ortices influenciam uma

transiç̃ao de fase, ñao śo em supercondutores, como foi estudado aqui, mas também em cos-

mologia, confinamento de quarks e muitas outras aplicações. Indiscutivelmente, os estudos

sobre estes defeitos topológicos em uma transição de fase s̃ao extremamente importantes na

fı́sica desenvolvida recentemente.

No caṕıtulo 1, revisamos alguns conceitos relevantes como transições de fase e a teoria

de Ginzburg-Landau(GL), e apresentamos o formalismo utilizado ao longo do restante do texto.

Este caṕıtulo serviu como uma introdução ao modelo proposto desenvolvido no capı́tulo 3.

Discutimos sobre a expressão do comprimento de correlação, sobre as funções de correlaç̃ao

do modelo GL e mostramos o conceito declasse de universalidade, extremamente importante

para o caṕıtulo 2.

No caṕıtulo 2, estudamos os vórtices, um dos objetos mais importantes na fı́sica da

mat́eria condensada atualmente, com o intuito de explorar sua contribuição nas transiç̃oes de

fase do modelo XY. Aṕos essa ańalise, estudamos o modelo dual de Villain, cuja importânciaé

enorme para este trabalho. Sua motivação nos permite introduzir no capı́tulo 3 um modelo dual

desenvolvido na referência [30] e a partir disso expomos nosso modelo bidimensional.

A riqueza de informaç̃oes no modelo XY sobre dinâmica de v́orticesé impressionante.

A transiç̃ao de fase de Kosterlitz-Thoulessé um exemplo relevante de como os vórtices po-

dem modificar a estrutura de transição de fase em supercondutores. Pudemos notar que nela

ganhav́amos a id́eia de pares v́ortice-antiv́ortice que eram responsáveis pela quase-ordem do

sistema.

Com este arcabouço teórico, introduzimos no capı́tulo 3 o nosso modelo de supercondu-

tividade dual. Vimos que uma transformação de dualidade geralmente pode ser pensada como

uma transformada de Fourier aplicada ao integrando de alguma funç̃ao de partiç̃ao. Utilizamos

esta afirmaç̃ao para estudar um modelo GL bidimensional com um termo de Schrödinger ao

invés do termo de Klein-Gordon, comoé natural no modelo de Higgs abeliano.

Mostramos em detalhes o formalismo da transformação dual aplicada ao nosso modelo

bidimensional. Obtivemos uma ação dual da qual pudemos extrair uma função de Green na
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aproximaç̃ao de Landau e nas flutuações qûanticas de Ginzburg. Na aproximação de Landau,

conseguimos verificar a dependência do comprimento de correlação com a temperatura e não foi

por coincid̂encia que obtivemos a mesma dependência que no modelo GL descrito no capı́tulo

1, já que isso mostra que o nosso modelo se encontra na mesma classe de universalidade do

modelo GL.

Quando realizamos as flutuações qûanticas, determinamos a sua função de Green (ape-

nas a componenteG00, já que o ṕolo que nos diz o comportamento geral) e fizemos uma

aproximaç̃ao para~k2 ≈ 0 (grandes distâncias). Nesta ocasião achamos os pólos da funç̃ao e de-

terminamos a relação de dispers̃ao da densidade de vórtices com o “gap” de energia necessário

para realizarmos as excitações de v́ortices. Este resultadóe muito importante, já que pode e

deve ser medido em experimentos de supercondutores.

Com a funç̃ao de correlaç̃ao qûantica, podemos extrair diversos tipos de comportamen-

tos e limites relevantes do ponto de vista teórico e pŕatico. Uma outra linha de pensamento

baseada mais no artigo de Sugamoto [25] seria estudar as equações de movimento da teoria

apresentada aqui visando obter quais as relações duais entre o nosso modelo e a teoria original,

como a relaç̃ao dual entre as funções de correlaç̃ao dos dois modelos.
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[16] LE BELLAC, Michel. Quantum and statistical field theory. Oxford, Oxford Uni-
versity Press., 1991, 593p.
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APÊNDICE A-EQUAÇ ÕES DE LONDON

Podemos afirmar que a estrutura da matéria ganhou muito ”f̂olego”aṕos a descoberta do

elétron por J. J. Thomson em 1897. Com isto o estudo da condução eĺetrica e t́ermica em metais

foi desenvolvido por Drude três anos aṕos a descoberta de Thomson.

O modelo de Drude considerava um metal como sendo composto por um ”gás de eĺetrons”.

Segundo a teoria cinética dos gases, as partı́culas de ǵas seriam esferas sólidas perfeitas que

movem-se livremente em linhas retas até colidirem umas com as outras. O tempo de duração de

umaúnica colis̃aoé considerado desprezı́vel e nenhuma força de atração ou repuls̃aoé assumida

entre as partı́culas. Apenas a força do momento que ocorre a colisãoé considerada.

Contudo, um metaĺe um corpo neutro. Se supormos a presença de um gás de eĺetrons,

tamb́em teremos que supor a presença de partı́culas positivas para contrabalançar as negativas.

Drude pensou que estas ”partı́culas positivas”eram muito mais pesadas que o elétron e portanto

permaneciam iḿoveis. Hoje em dia, estas ”partı́culas positivas”s̃ao ośıons correspondentes ao

elementro neutro.

Drude tamb́em idealizou um parâmetro chamado tempo de relaxação. Este par̂ametro

(τ) corresponde ao tempo que o elétron demora entre duas colisões sucessivas. Baseado nisso

dizemos que a probabilidade do elétron sofrer uma colis̃ao num tempo infinitesimaldt é dt/τ,

ondeτ é o tempo de relaxação.

Condutividade eĺetrica em metais sob corrente contı́nua (DC)

Suponha um elemento de fio infinitesimal de comprimentodl e área seccionalA. Se ele

possuin elétrons por unidade de volume, podemos escrever a densidade de corrente~j como

~j =
~I
A
=−neA~dl

Adt
, (1)

~j =−ne~v. (2)

Na express̃ao (2)~v é a velocidade ḿedia dos eĺetrons no metal e o sinal negativo deve-

seà carga do elétron. Para acharmos~v =~vmedia devemos lembrar do impulso recebido pelos

elétrons, e então

m∆~v= ~Ft, (3)

tirando a ḿedia de (3), obtemos
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m~vmedia= ~F〈t〉col., (4)

mas~F =−e~E e 〈t〉col. = τ, ent̃ao

~v=
−e~E

m
τ. (5)

Substituindo (5) em (2) obtemos

~j =
ne2τ

m
~E, (6)

mas da relaç̃ao constitutiva

~j = σ~E, (7)

vemos que

σDC =
ne2τ

m
, (8)

é a condutividade elétrica do metal. A resistividadeρ é definida pelo inverso da condutividade,

assim

ρDC =
m

ne2τ−1. (9)

As express̃oes (8) e (9) foram muito importantes para a descoberta da supercondutivi-

dade, como veremos mais tarde. Os subı́ndices DC referem-se a corrente contı́nua (DC).

Condutividade eĺetrica em metais sob corrente alternada (AC)

Drude esperava uma modificação na expressão da segunda lei de Newton para cada

elétron devido ao processo de colisões entre os mesmos. Então, aĺem da força eĺetrica de re-

puls̃ao entre eles, existia uma ”força de colisão”dada por

~Fcol.(t) =
−~p(t)

τ
. (10)
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O sinal negativo deve-se a questão da colis̃ao ser considerada uma força de resistência

ao movimento. Com isso, a equação de movimento para uḿunico eĺetron seŕa

d~p(t)
dt

=−~p(t)
τ

+~f (t), (11)

onde~f (t) é a força eĺetrica entre os elétrons. A força~f (t) é do tipo

~f (t) =−e~E(t), (12)

onde

~E(t) = ℜ(~E(ω)e−iωt). (13)

Se supormos uma solução estaciońaria do tipo

~p(t) = ℜ(~p(ω)e−iωt), (14)

obteremos de (11)

−iω~p(ω) =
−~p(ω)

τ
−e~E(ω), (15)

mas

~j(t) = ℜ(~j(ω)e−iωt), (16)

e ent̃ao

~j(ω) =−ne~v(ω) =−ne
m
~p(ω), (17)

nos dando de (15) que

~j(ω) =
(ne2/m)~E(ω)

(1/τ)− iω
= σ(ω)~E(ω), (18)

onde
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σ(ω) =
σ0

1− iωτ
; σ0 =

ne2

m
τ, (19)

são as condutividades geradas pelas correntes AC e DC, respectivamente.

A Descoberta da Supercondutividade

Como j́a foi dito anteriormente, a dificuldade de se obter temperaturas cada vez menores

era muito grande. Para o modelo de Drude ficar mais completo devemos colocar dois termos

adicionais na resistividadeρ na express̃ao (9); um termo correspondenteà interaç̃ao eĺetron-

elétron e outro do tipo elétron-f́onon. Com estas correções ficamos com

ρ =
m

ne2(τ
−1
el.−imp.+ τ−1

el.−el.+ τ−1
el.−ph.), (20)

onde os subscritos correspondem, respectivamente,à interaç̃ao eĺetron-impurezas, elétron-eĺetron

e eĺetron-f́onon.

Da termodin̂amica, j́a se sabia que as interações eĺetron-impurezas ñao dependiam da

temperatura; que as interações eĺetron-eĺetron dependiam deT2 e que as interaç̃oes eĺetron-

fónon dependiam deT5. Portanto, quando reduzia-se a temperatura esperava-se obter um valor

cada vez mais constante para a resistividade (20). Em outraspalavras,

ρ(T → 0)≈ ρ0 = cte. (21)

Procurando mostrar o resultado teórico da equaç̃ao (21), H. Kamerling Onnes em Lei-

den conseguiu alcançar temperaturas de alguns graus Kelvin, suficientes para se obter Hélio

liquefeito. Ele mediu a resistividade para a platina e para oouro a baixas temperaturas. O resul-

tado obtido correspondia ao previsto. Mas, Onnes resolveu medir a resistividade do mercúrio e

ent̃ao obteve uma surpresa (ver figura 1).

A análise da figura 1́e simples: a resistividade se comporta como o esperado até uma

temperaturaTC, mas abaixo desta temperatura a resistividade vai a zero abruptamente. O qûe

poderia explicar este resultado? Se pensarmos que a resistividadeé nula vemos que o metal

abaixo deTC se torna um condutor perfeito. Baseado nisto, Onnes chamou este novo estado da

mat́eria desupercondutividade.
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Figura 1: Resultado obtido por Onnes para o mercúrio.

Algumas conseq̈uências da resistividade nula

Se a resistividadée nula temos que ter uma condutividade infinita abaixo deTC. Mas

como podeŕıamos medir densidades de correntes finitas se a condutividadeé infinita? Aúnica

forma de resolver este problemaé supor que

~E =~0, (22)

para todos os pontos dentro do supercondutor. Com isso temos fluxo de corrente sem campo

elétrico. A lei de Faraday nos diz que

−dΦ
dt

=
∮

~E ·d~r, (23)

e de (22) vemos que

dΦ
dt

= 0, (24)

e portanto o fluxo magńetico deve ser constante em função do tempo no interior de um super-

condutor.

Suponha agora então um anel metálico constitúıdo de um material supercondutor. Quando

T > TC o anel encontra-se no estado normal do metal; abaixo deTC ele estaŕa no estado super-
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condutor. Ent̃ao aplicamos um campo magnético externo~H sobre o anel no estado normal.

Este campo passa facilmente através do metal normal. Resfriamos o anel até uma temperatura

abaixo deTC. Desde que

Φ =
∫

~H ·d~s, (25)

a única forma do fluxo magńetico permanecer constante quando desligamos o campo~H é se o

anel gerar um pŕoprio campo magńetico. Isto daria surgimento a uma corrente i circulando no

anel. Desde que a resistividadeé nula para um supercondutor, esta corrente permaneceria por

um longo peŕıodo de tempo. Chamaremos estas correntes decorrentes persistentes. Experi-

mentos comprovam esta previsão de forma surpreendente; estas correntes duram anos.

O Efeito Meissner-Ochsenfeld

Logo a descoberta da supercondutividade, Onnes mostrou porexperimentos que um

supercondutor quando exposto a um certo campo magnético externo cŕıtico, ele deixa de ser

supercondutor. Este fenômeno sugeria um mecanismoóbvio para o campo magnético dentro

do supercondutor.

De (24) vemos que devemos ter~B independente do tempo no interior do supercondutor.

Em outras palavras, o valor de~B é o mesmo que aquele no momento em que ele se torna super-

condutor. Se aplicarmos um campo magnético externo ao material que se torna supercondutor,

deveŕıamos ter uma curva do tipo mostrado na figura 2 logo abaixo.

Este gŕafico nos mostra que~B =~0 para todo|~H| ≤ |~HC| e o materiaĺe supercondutor,

mas se|~H|> |~HC| o material torna-se um condutor normal. Assim~B= ~H, se ńos desprezarmos

os efeitos dia e paramagnéticos. Se ao contrário, reduzirmos agora o campo magnético aplicado,

ent̃ao o metaĺe um condutor normal quando|~H| ≥ | ~HC|. Para|~H| < |~HC|, ~B= ~HC. Contudo,
~B 6=~0 at́e mesmo quando~H =~0.

Esta irreversibilidade pode ser vista na figura 3.

Até o ano de 1933 acreditava-se que esta irreversibilidade existia. Era uma previs̃ao co-

erente da teoria. Porém, neste ano, um experimento revolucionou a teoria dos supercondutores.

Efeito Meissner-Ochsenfeld

Como j́a foi dito antes, W. Meissner e R. Ochsenfeld realizaram um experimento bus-

cando comprovar a previsão acima, mas eles não encontraram os resultados teóricos previstos.

Meissner e Ochsenfeld perceberam que o fenômeno da reversibilidade ocorria nos supercondu-

tores. A figura 3.4 representa esta reversibilidade.
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Figura 2: Curva de magnetização de um supercondutor.

A figura 4 mostra que quando eles resfriaram o metal atéT < TC o campo magńetico~H

era ”expulso”do supercondutor, contrariando os resultados téoricos téoricos.

O mais surpreendenteé que agora um supercondutor deveria possuir no seu interiorum

campo eĺetrico e magńetico nulos. Isto o classifica como condutor perfeito e diamagnético

perfeito. O fato dele ser diamagnético vem da equação do eletromagnetismo dada por

~B= µ0(~H + ~M), (26)

mas~B=~0 (supercondutor), então

~M =−~H, (27)

e lembrando que a susceptibilidade magnéticaé definida por

χ =
dM
dH

|H=0, (28)

temos de (26) que

χ =−1, (29)
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Figura 3: Irreversibilidade prevista para um supercondutor.Nas primeiras duas figuras, o metal
est́a com uma temperatura abaixo da crı́tica. Nas outras duas, primeiramente ele se encontra
numa temperaturaT > TC e posteriormente numa temperaturaT < TC, onde mantemos o campo
externoH ligado.
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Figura 4: Reversibilidade encontrada no efeito Meissner-Ochsenfeld. Nas duas primeiras fig-
urasT > TC, enquanto náultima T < TC.

que caracteriza um diamagnético perfeito.

Este efeito de reversibilidadée exclusivo de supercondutores e agoraé chamado de

efeito Meissner-Ochsenfeld. Logo um supercondutoré aquele que apresenta o efeito Meissner-

Ochsenfeld.

Tipos de Supercondutores

A natureza possui dois tipos de supercondutores: do tipo I e do tipo II. A diferença entre

os dois tipos reside no comportamento de cada tipo sob camposexternos.

Um supercondutor do tipo I apresenta uma curva de magnetizac¸ão ~M em funç̃ao de~H

como mostra a figura 5.

A figura 5 mostra que quando um supercondutor do tipo I está sujeito a um campo

externo~HC ele deixa de ser supercondutor e~M = 0, mas para~H < ~HC ele se comporta como

visto na express̃ao (27).

Já num supercondutor do tipo II temos uma curva~M(~H) bem diferente (ver figura 6).

A análise da figura 6 nos diz que para campos~H < ~HC1 o supercondutor se comporta

como a expressão (27); para campos~HC1 ≤ ~H ≤ ~HC2 algum fluxo magńetico atravessa o super-

condutor; e para campos~H > ~HC2 a supercondutividadée destrúıda.

A comparaç̃ao de um supercondutor do tipo I com um do tipo II nos mostra a presença

de v́ortices no segundo tipo (ver figura 7). Veremos mais adiante ainfluência deste resultado

experimental na teoria dos irmãos London.
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Figura 5: Magnetizaç̃ao ~M em funç̃ao de~H (supercondutores do tipo I).

Figura 6: Magnetizaç̃ao ~M em funç̃ao de~H (supercondutores do tipo II).
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Figura 7: V́ortices num supercondutor do tipo II.

Um resultado experimental muito importante foi que estes vórtices possúıam uma car-

acteŕıstica muito peculiar; apenas quantidades múltiplas deh/2e (ver tamb́em caṕıtulo 2 desta

dissertaç̃ao para um aprofundamento maior) conseguiam atravessar estes v́ortices.

As Equaç̃oes de London-London

Em 1939, dois irm̃aos f́ısicos chamados de Fritz London e Heinz London, criaram a

primeira teoria capaz de descrever a supercondutividade deforma satisfat́oria. O resultado que

a teoria da superfluidez estava obtendo com a idéia que existiam ”elétrons normais”e ”elétrons

supercondutores”influenciou muito nessa descoberta.

Utilizando a segunda lei de Newton para um elétron se movendo sob um campo eletro-

magńetico e a equaç̃ao (2), obtemos

d(m~v)
dt

=−e~E, (30)

− m
ne

∂~j
∂ t

=−e~E, (31)

ou ainda
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∂~j
∂ t

=
~E
λ 2 , (32)

com

λ =
( m

ne2

)1/2
, (33)

sendo o par̂ametro de London. A equação (3.32)é conhecida como primeira equação de

London-London. Ela representa claramente uma equação de aceleração: isto implica que de-

pois de um pulso curto de campo elétrico, o sistema terá uma corrente que não decaiŕa, queé

uma propriedade da supercondutividade.

Para chegarmos na segunda equação de London-London, tomamos o rotacional de (32),

para ent̃ao

~∇× ∂~j
∂ t

=
~∇×~E

λ 2 , (34)

mas~∇×~E =−∂~B
∂ t (Lei de Faraday), daı́

∂
∂ t

(~∇×~j) =− 1
λ 2

∂~B
∂ t

, (35)

ou finalmente

~∇×~j =−
~B
λ 2 , (36)

que é a segunda equação de London-London. Esta equação mostra que mais que o campo

elétrico, a supercorrente depende do campo magnético.

Estas duas equações tamb́em podem ser condensadas em uma equação com o potencial

vetor magńetico~A. Notando que o momento canônico~p = m~v+ e~A
c e argumentando que na

auŝencia de um campo aplicado deverı́amos esperar um estado fundamental com momento total

nulo, obtemos

〈~v〉=−e~A
mc

, (37)

e ent̃ao a corrente será
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~j = ne〈~v〉, (38)

~j =−ne2

mc
~A, (39)

ou ainda

~j =−
~A

λ 2c
. (40)

A equaç̃ao (40)é chamada por alguns autores por equação de London pura e simples-

mente, desde que tomando derivadas temporais de (40) obtemos a primeira equação de London

e tirando o rotacional de (40) obtemos a segunda equação de London.

Os irmãos London sofreram algumas crı́ticas naépocaà respeito da equação (40),

porque o potencial vetor não tinha sentido fı́sico muito claro. Hoje sabemos que o potencial

vetoré o elemento principal para qualquer teoria eletromagnética.
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APÊNDICE B-DUALIDADE ENTRE HIGGS ABELIANO E A HIDRODIN ÂMICA

DE KALB-RAMOND-NAMBU

A densidade Lagrangeana do modelo de Higgs Abelianoé definida como

L =−1
4

FµνFµν + |Dµφ |2−V(φ), (1)

onde as quantidadesFµν = ∂µAν − ∂νAµ e Dµ ≡ ∂µ − ieAµ já haviam sido apresentadas nos

caṕıtulos anteriores. O potencialV(φ) é conhecido como potencial de Higgs (ou de Landau) e

é dado por

V(φ) =−m2
φ |φ |2+

λ
3!

(

|φ |2
)2
, (2)

onde os par̂ametrosm2
φ e λ são da mesma forma que os definimos na teoria supercondutora

de Ginzburg-Landau, ou seja,m2
φ ∝ (T −TC) e λ > 0. Este modelo foi um pouco estudado na

sess̃ao 2.1.2 sobre linhas de vortex e por issoé crucial neste capı́tulo.

O estudo sobre as condensações de defeitos topológicosé extenso. Uma das ramificações

destes estudos consiste justamente em entender o modelo de Higgs Abeliano em termos de

teorias duais. No artigo de Sugamoto [25]é mostrado, por exemplo, que depois de algumas

transformaç̃oes duais o modelo de Higgs Abeliano fornece a mesma função de partiç̃ao da

hidrodin̂amica de Kalb-Ramond-Nambu (KRN) [26][27] acoplada com o potencial de Higgs e

que estas teorias possuem várias relaç̃oes duais.

Quando estudamos o modelo de Villain vimos que uma transformada de Fourier (equação

2.83) era a responsável pela separação da Hamiltonina de ondas de spin da Hamiltoniana de

vórtices (2.101). Em v́arias situaç̃oes nas teorias duais em matéria condensada o uso de uma

transformada de Fourieré essencial. Segundo o próprio Sugamoto:

”(...) Assim, ñao é exagero dizer que a transformação dualé um tipo de transformada

de Fourier realizada no integrando da função partiç̃ao.”

Ou seja, um dos ḿetodos para se obter teorias duaisé aplicar uma esṕecie de transfor-

mada de Fourier no integrando de uma função partiç̃ao.

Neste artigo, Sugamoto consegue mostrar a dualidade existente entre a hidrodin̂amica

KRN e o modelo de Higgs Abeliano se utilizando do método de transformada de Fourier em-

pregado tamb́em no artigo de Joséet al. [28] onde mostram como o modelo XÝe transformado

em uma teoria de ondas de spin com excitações de v́ortices.

Baseado nos fundamentos do artigo de Sugamoto, os autores Ramoset al. [30]estudaram

mais a fundo a dualidade existente entre Higgs Abeliano e a hidrodin̂amica KRN. Eles calcu-

laram o potencial efetivo do modelo dual e foram capazes de mostrar,à temperatura finita, que
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ocorre transiç̃oes de fase no modelo devido ao processo de condensação de v́ortices. Mais ainda,

determinaram a temperatura em que ocorre esta transição de fase.

Uma das maiores dificuldades da fı́sica atuaĺe justamente como integrar sobre um en-

semble de defeitos topológicos. No artigo [30]́e elaborado uma maneira de superar este prob-

lema, mas o ḿetodo apresentadóe extremamente complicado e não nos deteremos nele a partir

de agora. Nesta dissertação preferimos nos manter nos aspectos da função de Green do modelo

sem nos preocupar como resolvemos a integração do ensemble de vórtices.

Em [30] faz-se uso também desta dualidade para se obter caracterı́sticas da transiç̃ao de

fase do modelo de Higgs Abeliano através da hidrodin̂amica KRN. A aç̃ao dual obtida naquela

situaç̃ao, sem a fixaç̃ao de gauge, (em 3+1-D)é dada por:

Sdual =
∫

d4x

[

µ2
W

2e2ρ2V2
µ +

1
4
(µWWµν −∂µBν +∂νBµ)

2+
1
2
(∂µρ)2−

−
m2

φ

2
ρ2+

λ
4!

ρ4+ iπ
µW

e
Wµνωµν

]

, (3)

ondeωµν ≡ εµνρλ
4π (∂µ∂ν − ∂ν∂µ)χsing.(x) e Wµν é um campo antisiḿetrico auxiliar devido ao

processo de ”dualização”da teoria. O termoWµνωµν evidentemente mostra a contribuição dos

vórtices no modelo de Higgs abeliano e também é o termo responsável pela dualidade entre

Higgs Abeliano e a hidrodin̂amica KRN.
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Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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