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RESUMO

A finalidade da pesquisa que realizamos foi encontrar significados para o simbolo de
igualdade em cada um dos Trés Mundos da Matemética. Esses mundos formam o
quadro tedrico com o qual analisamos os dados de nossa pesquisa. Para atingir
esse objetivo, fizemos uma pesquisa bibliogréfica para levantamento dos
significados, que foi estruturada em trés fases: primeiro na historia da notacdo
algébrica do simbolo de igualdade; segundo no levantamento de significados obtidos
em pesquisas na area de Educacdo Matematica, e, por ultimo, nos significados
dados ao simbolo de igualdade na Matematica. Na jornada que empreendemos pela
histéria, procuramos identificar significados que pudessem ter sido atribuidos ao
simbolo, ou simbolos, utilizados para representar a igualdade. Registramos o trajeto
da representacdo da igualdade, desde a representacdo retdrica, passando pela
representacdo sincopada, até a representacdo simbdlica adotada nos dias de hoje,
mostrando a longa histéria desse conceito representado com o simbolo: “=". Na
segunda fase, nossa jornada foi até os trabalhos na area de Educacdo Matematica
que pesquisaram significados atribuidos ao simbolo de igualdade em situacdes de
aprendizagem da Matematica. Essa parte da nossa pesquisa encontrou, no trabalho
de Kieran (1981), dois significados identificados como, operacional e equivaléncia e
gue, constatamos depois, balizaram direta ou indiretamente a maioria das demais
pesquisas que utilizamos. Nossa terceira jornada foi mais breve, pois procuramos
apenas alguns significados dados na Matematica ao simbolo de igualdade.
Enquanto transcorriam as jornadas, fomos analisando os dados obtidos em cada
etapa, e em todas elas encontramos significados para o simbolo de igualdade, com
caracteristicas dos Trés Mundos da Matemética. Da historia, dentre outros, quando
analisamos os primeiros usos de simbolos, encontramos caracteristicas do mundo
corporificado. Caracteristicas do mundo simbodlico podem ser encontradas no
significado de equivaléncia, e o uso do simbolo de igualdade para indicar uma

identidade apresenta caracteristicas do mundo formal.

Palavras-chave: Igualdade, Trés Mundos da Matematica, Algebra, Educacio

Matemaética.



ABSTRACT

This research study aims at finding meanings for the equality symbol into each of the
Three Worlds of Mathematics that compose the theoretical framework with which we
analyzed our data. To achieve this goal, we have made a bibliographic research,
which was structured in three phases: first, the study of the history of algebraic
notation related to the equality symbol; then, a survey of meanings obtained by
research studies in the field of Mathematics Education; and finally, a few meanings
given to the equality symbol in Mathematics. During the journey we undertook in the
history of mathematics, our efforts were to identify meanings that might have been
assigned to the symbol, or symbols, used to represent equality. We have reported
the path of the different representations of equality from the rhetorical representation,
through the syncopated representation, to the symbolical representation adopted
nowadays, in a way to present the long history of the concept represented by the
symbol "=". In the second phase of our research study, our journey has been through
studies in the field of Mathematics Education, which presented meanings attributed to
the equality symbol in Mathematics learning situations. We have found, in the work of
Kieran (1981), two such meanings, operational and equivalence, which, as we have
found out later, guided direct or indirectly, most of the other research studies we have
presented in this phase. Our third journey was shorter, as we were seeking for just a
few meanings given to the equality symbol in Mathematics. As the journeys
proceeded, we analyzed the data obtained at each stage; and, in all of them, we
have found meanings for the equality symbol within the Three Worlds of
Mathematics. From history, among others, when we analyze the first uses of
symbols, we mainly found characteristics of the embodied world. Characteristics of
the symbolic world have been found in the equality symbol as equivalence; and the
use of the equality symbol to indicate an identity presents characteristics of formal

world.

Keywords: Equality, Three Worlds of Mathematics, Algebra, Mathematics Education.
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INTRODUCAO

Dificil imaginar que alguém tenha estudado Matematica e ndo tenha se
deparado com o simbolo de igualdade. Nao sdo poucas as vezes em que este
simbolo é colocado na nossa frente, como a nos desafiar para resolvermos uma

situacdo qualquer que nos é proposta.

Mesmo que o simbolo de igualdade ndo esteja presente explicitamente, a
ideia que ele carrega é apresentada muito cedo as criangas, pois, mesmo antes de
atingirem a idade escolar, € comum que as vejamos desafiadas a responder

questdes como: “Quanto € um mais um?”.

Mesmo que uma crianca ainda néo tenha percebido, quando faz a conta e
declara o resultado, esta implicitamente envolvida com a utilizacdo do conceito de
igualdade. Ela realizou a soma e, mesmo que ndo tenha sido apresentada ao

simbolo de igualdade, vivenciou uma situacéo que sera comum durante a vida escolar.

Seguindo nessa linha de raciocinio, alguns questionamentos comecaram a
surgir: Sera que o simbolo de igualdade desempenha apenas o papel de indicar uma
igualdade? Tera ele outros significados de acordo com a situagdo em que é
utilizado, de acordo com o desenvolvimento da Matematica, da notacdo algébrica,
ou do proéprio individuo que a utiliza? Se existirem, quais seriam esses outros
significados? Como é possivel relacionar todos estes questionamentos com o0s Trés

Mundos da Matematica?

A procura de respostas para algumas dessas perguntas, fizemos uma jornada
por outras pesquisas da area de Educacdo Matematica que encontraram alguns

significados atribuidos pelos alunos ao simbolo de igualdade.

Mas os significados do simbolo de igualdade encontrados em outras
pesquisas ndo respondiam a todas as perguntas. Ao contrario, algumas outras
guestdes engendraram-se, estendendo as duvidas para os aspectos historicos do
simbolo de igualdade: Como o simbolo de igualdade se comportou ao longo da
historia? Qual é a sua propria histéria? Essa historia foi influenciada ou influenciou o

desenvolvimento da Matematica?
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Essa motivacéo de estudar o simbolo de igualdade casava com a intencéo
que tinhamos inicialmente de fazer uma pesquisa com a utilizacdo de um novo
quadro teodrico, e, se possivel, fazer uma pequena contribuicdo para o0 seu

desenvolvimento.

Esse quadro tedrico € os Trés Mundos da Matemética (TALL, 2004), que
considera pelo menos trés diferentes tipos de conceitos em Matemética, agrupados
em trés mundos: Mundo Conceitual Corporificado, Mundo Proceitual Simbdlico e

Mundo Formal Axiomatico.

Com a historia, os significados ja encontrados e o quadro teorico, percebemos
que estavamos diante de coisas que aparentavam ter caracteristicas distintas, que
nao seriam possiveis de se relacionar, mas que, tais quais as partes distintas que
formam um mosaico, agregadas de maneira adequada, formariam um novo objeto, e
poderiam fornecer conclusdes que poderiam colaborar para o entendimento do
papel do simbolo de igualdade no estudo da Matemética e trazer uma colaboracéo

para o desenvolvimento do novo quadro tedrico.

Da visualizacdo completa desse mosaico, chegamos, por fim, ao objetivo
consolidado da pesquisa, ou seja, colaborar com o desenvolvimento do quadro
tedrico dos Trés Mundos da Matematica, identificando significados para o simbolo de
igualdade em cada um dos mundos. Aliado a este objetivo, e considerando os
guestionamentos levantados acima, pretendemos responder as seguintes questdes
de pesquisa:

— E possivel identificar significados para o simbolo de igualdade nas pesquisas

da area de Educacdo Matematica e na histéria da notacédo desse simbolo?

— Esses significados tém caracteristicas dos Trés Mundos da Matematica?*

— Os significados dados ao simbolo de igualdade na Matematica podem habitar
algum dos Trés Mundos da Matematica?

— Existe alguma similaridade entre o desenvolvimento cognitivo apresentado no
quadro teorico dos Trés Mundos da Matematica e a evolugédo da notacdo da

igualdade ocorrida ao longo da evolu¢do da Matematica?

! Esse quadro tedrico sera apresentado na pagina 28.
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— Qual o papel dos ‘& encontrados no entendimento dos significados

matematicos do simbolo de igualdade?

A partir de agora, esté iniciada a jornada em busca de significados do simbolo

de igualdade em cada um dos Trés Mundos da Matematica.

Com esse intuito, faremos um breve relato da histéria da notagédo algébrica e
uma narrativa mais detalhada da histéria do simbolo de igualdade. Também
apresentaremos um resumo e uma analise de significados dados ao simbolo, por
alunos de diferentes niveis de ensino, com base em pesquisas anteriores, € como
esses significados podem ser entendidos numa nova teoria que trata do
desenvolvimento cognitivo. Trataremos do simbolo de igualdade, da
pseudossimplicidade que ele apresenta, tornando-se, pois, uma preocupacado e um

problema no ensino da Matemética.

Como sera apresentado nos capitulos posteriores, o simbolo de igualdade
tem uma longa histéria, repleta de influéncias da cultura na qual era utilizado e com
significados cada vez mais complexos na sua utilizacdo. Da mesma forma que os
significados, a representacao grafica do simbolo de igualdade foi sendo alterada ao
longo do tempo, também por influéncia do meio social e do autor, seguindo
conveniéncias de cada época, chegando ao ponto de que uma determinada
representacdo gréafica tivesse significado oposto ao usual, dependendo de quem o

utilizasse.

O simbolo grafico que utilizamos hoje em dia para o simbolo de igualdade é
antigo (tem mais de 450 anos), mas conviveu por muitos séculos com outras formas

de representacdo até que uma delas prevalecesse e chegasse até nos.

Quando pensamos em outros fatores que podem influenciar no entendimento
do simbolo de igualdade na Matematica, encontramos a questdo dos saberes
anteriores. Hoje em dia é bastante comum ouvirmos sobre os direitos e igualdades a
todos os individuos, com extraordinaria énfase aos direitos individuais e coletivos.
Desde cedo, aprendemos o significado sociologico de igualdade e, por
contraposicao, o significado de diferenca; quando o aluno chega a sala de aula, logo
esses conceitos trazidos do meio social sédo confrontados com o que ensinamos nhas

nossas aulas de Matematica, nem sempre com os mesmos significados do senso comum.

Z Esse conceito faz parte do quadro tedrico “Trés Mundos da Matematica” e sera apresentado na pagina 33.
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Vivemos o tempo que se valoriza mais o “ter” do que o “saber”, da exigéncia
das respostas rapidas, do r4pido comer, andar, viver. Aprender € um processo e
demanda tempo, e aprender Matematica ndo é excecdo. Cremos até que 0 processo
de aprendizagem permeia a vida toda, nunca se encerrando. Mesmo quando

ensinamos, estamos aprendendo.

A evolucdo dos conceitos matematicos realizou-se ao longo de séculos (e
ainda se realiza), o que se contrapfe a “pressa” com que vivemos e esperamos que

a Matematica seja aprendida.

Muitos erros advém dessa situacdo, e um deles é o de fazer suposi¢cdes sobre
0 que os alunos j4 sabem. Premidos pelo tempo, muitas vezes, ndo nos damos
conta de que aquilo que nos parece Obvio talvez ndo o0 seja para outras pessoas.
Problemas com o 6bvio sdo comuns entre o especialista e o leigo, por exemplo, o

médico e o paciente ou o professor e o aluno.

Quando olhamos para o ensino da Matemética, identificamos que alguns
cuidados deveriam ser tomados com o que €, ou hao, 6bvio. Dentro desse espirito,

Bell® afirmou: “O ébvio é a palavra mais perigosa da Matematica” (traducéo nossa®).

O professor, nas lides diarias, preparando as aulas que ministrara, em geral,
se preocupa com os conhecimentos mateméaticos dos alunos, e pensa numa porcao
de coisas que acredita seja importante o aluno saber “a priori”. Se for iniciar, por
exemplo, o ensino das Equacfes Polinomiais de Segundo Grau, preocupa-se em
saber se eles dominam, ou conseguem resolver, situacdes-problemas que envolvem
operacdes com raizes, se entendem pelo menos os conceitos basicos de equacao,
se sabem o significado das palavras: variavel, incégnita, raizes, discriminante; afinal,
sao conceitos geralmente apresentados pela primeira vez na escola, nas aulas de
Matematica, e que possuem significados matematicos essenciais para a

compreensao do assunto que sera iniciado.

Em outras situacdes de aprendizagem, ndo € diferente. Entretanto, nem
sempre, ou talvez quase nunca, os professores se preocupam em saber se 0S
alunos entendem algumas coisas que parecem simples ou até mesmo sao tratadas

como Obvias. Essa € uma situagdo bem comum com palavras ou expressdes que

® Eric Temple Bell (1883 - 1960), matematico nascido na Escécia.
4 "Obvious" is the most dangerous word in mathematics. A citacéo foi obtida em 12 /12/2009 no site:
http://math.furman.edu/~mwoodard/mgs/ascquotb.html
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nao séo originadas, ou pelo menos ndo aprendidas originalmente, nas aulas de

Matemaética.

“Obvio”, talvez, nem seja a palavra mais perigosa da Matematica, mas,
provavelmente, causa muito prejuizo para quem ensina e para quem aprende. E
dificil saber de antemédo o que os alunos sabem, e, assim como ndo podemos
imaginar que eles ndo sabem nada, ndo podemos imaginar que um conceito seja

Obvio. O que é 6bvio para uma pessoa néo é obrigatoriamente 6bvio para outra.

Desde que nascemos, somos “apresentados a” e utilizamos, no linguajar
cotidiano, expressdes como “igual”, “diferente”, “igualdade”, “desigualdade”, que sao
amplamente utilizadas no dia a dia do ensinar e do aprender Matematica. Mas
guantas vezes ha a preocupacdo em saber o que os alunos entendem por “igual”,
“‘igualdade”, por exemplo? Serd que o professor se preocupa em saber, para esse
mesmo ensino de Equagdes Polinomiais de Segundo Grau, o que o aluno sabe
sobre igualdade? Em geral, esses conceitos parecem o6bvios aos professores e
podem ser tratados como se 0 senso comum conseguisse dar conta de tudo o que,
do uso deles, se pode depreender. Nem sempre procuram descobrir a “Imagem de

Conceito™

gue os alunos possuem, nem percebem a dificuldade de compresséo que
representam, pois nNao possuem instrumentos para identificar quado complexos esses
conceitos sdo e também ndo conseguem avaliar 0 desenvolvimento cognitivo que 0s
alunos precisam possuir para que compreendam, e facam uso adequado desses

conceitos na aprendizagem da Matematica.

Com os objetivos e questbes de pesquisa definidos, 0 nosso trabalho sera
uma jornada pela historia, pelos significados que carrega e pelos Trés Mundos da

Matematica, tendo o simbolo de igualdade como ponto de convergéncia.

O primeiro passo dessa jornada sera pelo caminho da Metodologia,
apresentada no capitulo 1, buscando esclarecer como este trabalho foi construido, e

de que forma as pesquisas que o embasam foram realizadas.

O passo seguinte € a Fundamentacéo Tedrica, que é apresentada no capitulo

2, e mostrara sobre quais pilares as pesquisas e as conclusdes estéo alicercadas.

> [...] estrutura cognitiva total que é associada com o conceito, que inclui todas as figuras mentais e propriedades
e processos a eles associados. Ela é desenvolvida durante os anos por meio de experiéncias de todos os tipos,
mudando a medida que o individuo encontra novos estimulos e amadurece. (TALL e VINNER, 1981, apud LIMA,
2007, p. 86)
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Mas, para falar de um simbolo com mais de quatrocentos anos de idade,
precisamos de uma jornada ao passado. Essa parte da nossa jornada sera iniciada
pela historia da notacéo algébrica (capitulo 3) e de como ela evoluiu das contagens
primitivas, passando pelos registros feitos de forma discursiva até os registros
simbdlicos como resultado da necessidade de compactar as informaces, de tal
forma que pudessem ser aglutinadas para transmitir, num registro simplificado, um

conjunto maior de conceitos e significados.

Apresentada a histéria do simbolo de igualdade e o papel que ele
desempenhou ao longo do desenvolvimento da Matematica, nossa jornada nos
levard aos significados que ja foram encontrados para o simbolo de igualdade,
descritos no capitulo 4. As fontes dos dados serdo pesquisas realizadas no ambito
da Educacdo Matematica que procuraram descobrir que significados os alunos dao
ao simbolo de igualdade, em diversos momentos, no ambiente escolar, em diversos

niveis.

Ainda no capitulo 4, vamos apresentar alguns significados adotados na
Matematica e realizaremos uma rapida passagem para o conhecimento que 0s
alunos ja possuem, herdados do senso comum, quando iniciam o estudo de tépicos
da Matematica. Também neste capitulo vamos abordar alguns aspectos
relacionados ao simbolo de igualdade, além dos significados, visando complementar

0 entendimento que procuramos.

Como elemento fundamental da nossa pesquisa, procuraremos demonstrar,
no capitulo 2, como o quadro tedérico dos Trés Mundos da Matematica esté
estruturado e utiliza a “Imagem de Conceito” para nos apresentar a ideia dos “ja
encontrados”, buscando mostrar a importancia dos saberes anteriores que as
criangas ja possuem quando entram na escola. Para isso, apresentaremos a
estrutura e o funcionamento do desenvolvimento cognitivo, da forma como ele é
explicado no quadro tedrico, e de alguns habitantes desses mundos, como 0

conceito de processo amalgamado ao conceito, 0 “proceito”.

Precedendo a conclusao e ja dispondo dos insumos necessarios, o trabalho
apresentara no capitulo 5, os possiveis significados que o simbolo de igualdade
pode apresentar em cada um dos Trés Mundos da Matematica.
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Nas consideracdes finais, apresentaremos as conclusdes sobre as questdes
de pesquisa e uma avaliacdo sobre o alcance do trabalho em relagédo aos Trés
Mundos da Matematica. Também pretendemos tecer consideracdes sobre alguns
cuidados que, entendemos, precisam ser tomados com relacdo ao ensino de
situagcbes matematicas que envolvam o simbolo de igualdade e deixar algumas
sugestdes de pesquisas que possam avancar além dos nossos resultados.
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CAPITULO 1
METODOLOGIA

A nossa proposta para este trabalho é fazer uma pesquisa bibliografica,
procurando encontrar, em pesquisas anteriormente desenvolvidas na éarea da
Educacdo Matemética, e na historia da Matematica, particularmente na histéria da
Notacdo Algébrica, elementos sobre o simbolo de igualdade que nos possibilitem
identificar quais significados esse simbolo pode assumir em cada um dos Trés

Mundos da Matematica.

A nossa opc¢ao pela pesquisa bibliografica se deu pelo fato de entendermos
que, dessa forma, poderiamos encontrar mais significados do que se realizassemos,
nds mesmos, uma pesquisa, e também porque, assim, poderiamos ter uma visao

mais ampla no que se refere a esses entendimentos por faixa etaria.

Essa decisdo, de inicio, nos levou a procurar por trabalhos na area da
Educacdo Matematica que ja houvessem pesquisado possiveis significados que os
alunos dédo ao simbolo de igualdade e as consequéncias que tais interpretacdes

podem acarretar na aprendizagem do conteudo trabalhado.

Depois de ter contato com algumas dessas pesquisas, comec¢amos a
perceber que alguns fatores poderiam contribuir para os significados que “aparecem”
na compreensdo das criancas® nos momentos de aprendizagem da Matematica, nos
quais a nogcdo e a notagcdo de igualdade sdo apresentadas aos alunos. Também
verificamos que algumas das pesquisas que estdvamos analisando tinham por
objetivo apenas identificar os significados que as criangcas apresentavam na
resolucdo de questdes relacionadas as igualdades algébricas e aos problemas que
alguns desses significados trazem para o desenvolvimento do raciocinio algébrico
sem, no entanto, procurar identificar processos anteriores da formacdo do
conhecimento que pudessem justificar os comportamentos adotados por elas diante

das situacdes apresentadas nas pesquisas.

®As pesquisas que encontramos foram realizadas com criangas com idades entre 5 e 12 anos.



22

Durante as aulas das disciplinas que compunham o curriculo do Mestrado,
passamos a observar o uso do conceito de igualdade, tanto na forma coloquial
guanto por meio do simbolo algébrico que € utilizado na Matematica. Em seguida,
anotar significados encontrados nas mais diversas situacfes passou a fazer parte da
rotina de registros para a elaboracdo deste trabalho e que, acreditamos, sera

importante nas analises que pretendemos fazer.

Como é nosso entendimento e baseando-nos no quadro teérico dos Trés
Mundos da Matematica, que o desenvolvimento cognitivo e a aprendizagem da
Matemética que os individuos realizam mantém entre si uma relacdo direta de
crescimento, decidimos procurar alguns significados que os individuos ja possuem
sobre igualdade quando vdo para a escola e considerar tais conhecimentos na

interpretacdo dos significados que elas apresentam nas aulas de Matematica.

Acreditamos também que a evolucéo da notacdo algébrica, e em particular da
notacdo simbdlica utilizada para indicar a igualdade, poderia apontar um
desenvolvimento no pensamento algébrico que caracterizaria o simbolo de
igualdade com uma complexidade que nem sempre reconhecemos de imediato.
Com esse pensamento, nos dedicamos a pesquisar a historia da notacéo algébrica

em busca desses elementos para compor 0 nosso conjunto de instrumentos de andlise.

Por fim, entendemos que deviamos procurar na propria Matematica por
significados que tenham sido atribuidos ao simbolo de igualdade como parte

importante na nossa fonte de dados.

Com isso em mente, construido o arcabouco da nossa pesquisa,
depreendemos que da interpretacdo e entendimento dos papéis desses elementos
obtidos nas fontes citadas acima, surgiram o0s subsidios necessarios para
identificarmos alguns significados que o simbolo de igualdade pode apresentar em

cada um dos “Trés Mundos da Matematica”.
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1.1 A busca por significados

Uma vez decididas as fontes da nossa pesquisa, apresentamos a seguir o0
processo de obtencédo desses dados e de como foram organizados, mantendo em
vista 0 objetivo do nosso trabalho de encontrar significados para o simbolo de

igualdade em cada um dos Trés Mundos da Matematica.

1.1.1 Buscando significados na evolugcéo da notacéo algébrica

Quando iniciamos o levantamento da historia do simbolo de igualdade na
Matematica, percebemos que o nosso trabalho n&o poderia se restringir a um
registro da historia da origem do simbolo tal qual o utilizamos hoje. Percebemos que
0 processo historico desse simbolo foi iniciado muito antes dele ter sido cunhado e

se consagrou muito tempo depois dele ter sido utilizado pela primeira vez.

Ele faz parte de todo um conjunto se situacdes da evolugcdo da notacéo

algébrica, que esta diretamente ligado ao desenvolvimento do pensamento algébrico.

Decidimos entdo, relatar de maneira resumida, a evolugcdo da notacéo
algébrica, voltando até os primordios de tais registros, que identificamos serem 0s

registros das primitivas nocdes de contagem:

Houve um tempo em que os homens ndo deviam saber contar. Tanto
guanto nos é possivel supor, o conceito de nimero devia resistir no seu
espirito 0 aspecto de uma realidade concreta, indissociavel da natureza dos
objetos, reduzindo a uma espécie de percepcao direta da pluralidade

material. Nossos longinquos ancestrais deviam, portanto, muito
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provavelmente se encontrar na incapacidade mental de conceber nimeros
por eles mesmos, isto €, sob o angulo da abstracao; [...]. Isso pode nos
parecer dificil de admitir pelo fato de que em épocas relativamente recentes
a ciéncia matematica conheceu progressos tao rapidos e tdo espantosos,
gue a simples questdo numérica se tornou um jogo de crianca para o
homem moderno (IFRAH, 1997, v. 1, p. 5).

As fontes de dados relacionados a historia da Matematica e as formas de
notagéo algébrica séo livros de historiadores renomados e referéncias bibliogréaficas

em curso de Histéria da Matematica.

A escolha inicial dos livros se processou pela quantidade de vezes que o0s
autores eram citados em trabalhos académicos. Para obter a relagcdo, foram
utilizados mecanismos de procura na internet, especificamente desenvolvidos para

procura de trabalhos académicos’.

Para a Histéria da Matematica, as pesquisas indicaram dois autores: Boyer®
com seu livro Histéria da Matematica e Eves® com Introducdo a Histéria da

Matematica.

A partir da leitura dos livros selecionados inicialmente, fomos obtendo
referéncias para assuntos especificos e algumas dessas referéncias passaram a

fazer parte da nossa fonte de dados.

Ao pesquisar a histéria do simbolo de igualdade, uma obra mostrou-se a
principal referéncia sobre a histéria da notacdo matematica, tendo sido citada em
todas as outras obras que encontramos sobre o assunto: A History of Mathematical
Notations publicada pela primeira vez no final da década de 20 do século passado
por Cajori'®. Esse livro teve reconhecimento mundial, sendo ainda, a principal
referéncia sobre o assunto: “...] € simplesmente monumental e permanece
insuperavel em erudigéo e detalhes meticulosos” (ZUND, 1999, p.190-191, traducao

nossa'?).

! Google Académico: http://scholar.google.com.br/schhp?hl=pt-BR

8 carl Benjamin Boyer (1906-1976), matematico e historiador norte-americano.

° Howard Whitley Eves (1911-2004), matematico e historiador norte-americano.

' Florian Cajori (1859-1930). Matematico nascido na Suica, mas migrou ainda jovem para os EUA, onde
desenvolveu a sua carreira de matematico e historiador.

1 “[...] is simply monumental and remains unsurpassed in its detail and meticulous scholarship.”



http://scholar.google.com.br/schhp?hl=pt-BR
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A maneira como Cajori (2007a) organiza os dados sobre a notagéo algébrica
por meio de paragrafos e relacionando-os permite ao leitor montar a historia dos
principais simbolos utilizados na Matematica. Ele inclusive da um grande destaque

ao simbolo de igualdade, o que nos permitiu montar a cronologia da sua historia.

Depois de nos posicionarmos em relacdo a histéria da notagdo algébrica no
surgimento do simbolo de igualdade utilizado nos nossos dias, 0 passo seguinte foi
organizar os dados historicos encontrados sobre o simbolo, extrair desses dados os
possiveis significados que a histéria traz até os nossos dias e procurar situacées em
que o simbolo de igualdade possa ter sido influéncia ou ter influenciado, contribuido

ou sido um estorvo para o desenvolvimento e entendimento da Matemética.

1.1.2 Buscando significados na area da Educacao Matematica

Logo no inicio do nosso levantamento sobre trabalhos publicados que
apresentassem possiveis significados e maneiras de utilizagdo do simbolo de
igualdade, ficou evidente que o assunto foi, e ainda é, alvo de inUmeras pesquisas.
Com o auxilio de instrumentos contemporaneos de pesquisa da informacéao,

encontramos na internet uma quantidade muito grande de trabalhos publicados.

A primeira constatagcdo foi que o volume disponibilizado para leitura era
desproporcional ao tempo disponivel para realizacdo deste trabalho, sendo entéo

necessario elaborar alguns critérios de selecdo entre as pesquisas encontradas.

Uma caracteristica comum entre as pesquisas € a citacao que umas fazem de
outras, ou seja, algumas publicacdes sdo mencionadas em muitas outras. Dessa
observacéo, criou-se o critério de selecdo: as pesquisas que tivessem sido mais
citadas em outras seriam contempladas neste trabalho. Utilizando ainda as
ferramentas de procura na web, foi possivel fazer uma classificacdo das pesquisas
gue mais vezes serviram de base ou de referéncia para outras, o que permitiu uma
concentragdo de esforgcos num grupo muito menor de fontes da lista de trabalhos

encontrados.
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Verificado o resultado final da selecdo de pesquisas, percebemos que, no
conjunto selecionado, ndo havia nenhuma que houvesse sido feita no Brasil. No
entanto, entendemos que, mesmo fora das pesquisas selecionadas pelos critérios
iniciais, seria oportuno para 0 nosso trabalho, se trouxéssemos resultados de
pesquisas realizadas no Brasil, dentro da realidade do nosso sistema de ensino.
Voltamos aos mecanismos de pesquisa na internet e encontramos somente duas

pesquisas que acrescentamos ao conjunto formado pelos critérios iniciais.

De uma maneira geral, todos os textos tratam do simbolo de igualdade como
elemento importante para a constituicdo do pensamento algébrico, e da forma como
a compreensao errada ou limitada que se faz dele compromete o desenvolvimento

do pensamento algébrico.

Das pesquisas que utilizaremos para analise, destacamos o trabalho de
Kieran (1981) ndo s6 pela quantidade de vezes que foi referenciado, mas também
pela forma como o agrupamento em duas categorias que ela propds para o
significado do simbolo de igualdade, operacional e equivaléncia, tem sido base para
outros estudos. Da mesma forma, nosso trabalho utilizara tal categorizacdo para

organizar a analise que faremos das demais pesquisas.

1.1.3 Buscando significados na Matematica

Ao longo da nossa pesquisa, nos deparamos, as vezes, com trabalhos que
tratavam da notacdo algébrica, com textos que apresentavam definicbes de
igualdade no ambito da Matematica. Isso nos despertou a atencdo para o fato de
que, quando estivéssemos analisando os significados encontrados nas outras
fontes, seria oportuno ter algumas referéncias de significado de igualdade na prépria
Matematica, como elemento guiador entre o conteldo matematico e os significados
encontrados nas demais fontes que pesquisamos. Entdo, decidimos utilizar trés

fontes diferentes, escritas em épocas e com objetivos diferentes: a visao filoséfica de
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Freudenthal (1999), a utilizacdo em equacdes de Usiskin (1995), e a abordagem
epistémica em numeros reais, de Wilhelmi, Godino e Lacasta (2004).

1.1.4 Buscando significados ecléticos

O vocabulo “igualdade” faz parte de um conjunto de palavras das quais nos
apropriamos desde os primeiros anos de vida. Nada mais normal, entdo, que o
significado que a crianca possua para ele seja levado para a sala de aula e seja
utilizado como um conhecimento prévio na tentativa de resolucdo de uma situacao

matematica que |Ihe seja apresentada em sala de aula.

Procuramos, entdo, encontrar alguns desses significados prévios e utiliza-los
como elementos que nos ajudem na busca dos significados, que é o objeto do nosso

trabalho.

Para obter esses significados, fizemos registros dos significados para
igualdade que encontravamos nas aulas que fizemos durante o mestrado e na

leitura de textos e livros.

1.2 Os Trés Mundos da Mateméatica como componente de

analise

Outro componente desta pesquisa € o quadro tedrico dos Trés Mundos da

Matematica. As informacdes que serdo utilizadas neste trabalho, os conceitos, a

12
I

estrutura e o funcionamento foram obtidos no site pessoal de David Tall™, na pagina

12 \www.davidtall.com
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de professor do site da Universidade de Warwick'®, de palestras que ele proferiu no

Brasil e da tese de doutorado de Lima (2007).

Acreditamos que, mesmo sendo uma pesquisa bibliografica, este trabalho
possui um diferencial, pois pretende fazer uma contribuicdo para um novo quadro
tedrico, encontrando significados para o simbolo de igualdade em cada um dos Trés
Mundos da Matemética.

1.3 O processo de analise dos dados

Os dados obtidos nas pesquisas passarao por analises diferentes, de acordo
com as fontes, mas com a mesma preocupacao de encontrar significados dados ao

simbolo de igualdade.

Na analise dos dados obtidos na histéria do simbolo de igualdade,
pretendemos verificar se a maneira como se procedeu a evolu¢do da notacdo desse
simbolo esta relacionada ou representa 0o pensamento matematico da época onde
foi utilizado, e se tal evolucdo acompanha o desenvolvimento do pensamento
algébrico que se processou ao longo dos Ultimos séculos, carregando-o com

significados, conceitos e processos, de tal forma que o simbolo, “=", que hoje

utilizamos, possa ser habitante do todos os Mundos da Matematica.

Por sua vez, os dados obtidos nas pesquisas em Educacdo Matematica sobre
o simbolo de igualdade serdo analisados quanto ao tipo de significado e os
possiveis relacionamentos que possam ser feitos com os Trés Mundos da
Matematica. Isso sera feito ao longo da apresentagdo de cada uma das pesquisas,
procurando, também, encontrar indicadores do desenvolvimento cognitivo em cada

um dos significados apontados por essas pesquisas.

13 www.warwick.ac.uk/staff/david.tall
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Com isso, esperamos encontrar subsidios para identificar componentes dos
significados para que possamos compara-los com as caracteristicas de cada um dos

Trés Mundos da Matematica.
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CAPITULO 2 i ,
FUNDAMENTACAO TEORICA

Ao longo deste capitulo, apresentaremos a estrutura dos Trés Mundos da
Matematica, como eles se relacionam com o desenvolvimento cognitivo dos

individuos, e como os significados se desenvolvem por esses mundos.

Ao longo deste trabalho, nas andlises que faremos, procuraremos sempre
relacionar significados que forem encontrados com as caracteristicas de cada um

dos Trés Mundos da Matematica

Também neste capitulo, apresentaremos qual entendimento de “significado” e

de “simbolo” serdo utilizados neste trabalho.

2.1 Os Trés Mundos da Matematica

O pesquisador David Tall, professor emérito da University of Warwick, é
internacionalmente reconhecido por trabalhos que publicou individualmente ou em
parceria com outros grandes nomes da Educacdo Matematica, como, por exemplo,

Shlomo Vinner e o desenvolvimento da teoria de “Imagem de Conceito”.

Ja durante os estudos que resultaram no livro Advanced Mathematical
Thinking, em 1991, Tall apresentava reflexdes e a possivel formatacdo de um
quadro teorico que integraria corporificagdo, encapsulamento de um processo em
um objeto e prova formal em Matematica. Na conclusdo desse livro, no altimo
capitulo, Tall propde a existéncia de pelo menos trés diferentes tipos de Matematica:
uma construida por meio da identificacdo das propriedades e suas coeréncias; outra,

do encapsulamento de processos em conceitos; e a terceira baseada num conjunto
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de definicbes tedricas e provas, de acordo com a visdo formalista da Matematica,
elaborada por Hilbert™.

Seguindo no desenvolvimento desse quadro tedrico, Tall (2004) nos mostra
que, de cada um dos trés diferentes tipos de Matematica, emerge um tipo diferente
de desenvolvimento cognitivo, que ele descreve como pertencendo a trés mundos

diferentes.

Esses mundos ndo sao isolados nem podem ser considerados como
“‘estagios de desenvolvimento”, mas devem ser entendidos como resultante do
crescimento cognitivo que cada individuo obtém e da evolu¢cdo do pensamento
Matemético que cada um constréi. Cada um desses mundos representa uma
condicdo desse pensamento matematico, que pode ser utilizado da maneira que
seja conveniente, de acordo com a situagcdo matematica com que cada individuo

esteja se confrontando.

Frequentemente, realizamos jornadas pelos mundos da Matematica para
fazer frente a algumas dessas situacdes, e € natural que, para resolvermos o desafio
matematico com o qual estamos nos deparando, facamos uso do repertorio de

conhecimento que se encontra em mais de um desses mundos.

O conhecimento e a evolugcdo do pensamento matematico sdo resultado de
um processo que demanda tempo, necessidade e oportunidade de aprendizagem, e
€ natural que os individuos nem sempre possuam conhecimento que habitem todos

os Trés Mundos da Matematica.

Na descricdo de cada um dos mundos, Tall (2004) apresenta, em primeiro
lugar, o que ele chamou de “Mundo Conceitual Corporificado” ou simplesmente
“Mundo Corporificado”, sendo que “corporificado” vem da nocéo de “dar um corpo” a
uma ideia abstrata. E nele que temos a percep¢do do mundo, ndo somente do
mundo fisico, mas do nosso préprio mundo de entendimentos e de experiéncias
sensoOrias que nos habilitam a reconhecer e até mesmo prever (ou imaginar)
concepcdes que ndo existem no mundo externo, como por exemplo, uma linha é

perfeitamente reta, que sé encontramos no pensamento matematico.

O mundo corporificado néo trata apenas da manipulacdo fisica de objetos,

mas também de imagens de situacbes concretas, de situacbes mentais construidas

% David Hilbert (1862-1943), nascido na Alemanha é considerado um dos maiores matematicos do século XX.
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pela percepcdo que temos e pelas observacbes que efetuamos. Tais situagdes
possibilitam perceber propriedades matematicas nesses objetos e agir sobre eles

para entender o que significam (LIMA, 2007).

Neste mundo, a verdade é estabelecida pela realizacdo de um experimento

para ver se o resultado esperado acontece. A verdade fica estabelecida porque é visivel.

Neste mundo, quando o sinal de igualdade é encontrado, ele sera relacionado
com coisas concretas, como indicar o resultado de uma contagem ou o lugar onde a

resposta de uma expressao deve ser colocada.

Acompanhando o desenrolar do crescimento cognitivo, Tall (2004) apresenta
0 Mundo Proceitual Simbdlico ou simplesmente Mundo Simbdlico, que é o mundo

dos simbolos que utilizamos para calcular e fazer manipulacées.

Neste mundo, ampliam-se os significados dados no mundo corporificado aos
conceitos matematicos, e, para que algo seja aceito como verdade, S0 necessarios
calculos e manipulagdo dos simbolos que o habitam. Nesse ponto do
desenvolvimento cognitivo, os individuos passam a perceber que os simbolos
podem representar processos e conceitos de maneira imbricada. Eles deixam de ser
apenas uma indicacdo de acdo ou de demanda de um processo e passam a

encapsular conceitos e processos.

Gray e Tall (1994) apontam para o fato de que os simbolos mateméticos sdo
constituidos por uma dualidade dentre processo e conceito, que reuniram em uma

Gnica palavra: “proceito”.

Os simbolos representam ndo somente os conceitos, “mas também as agdes
exercidas sobre os objetos e o produto dessas ag¢des” (LIMA, 2007, p. 57). Segundo
a autora, isso acontece pela manipulacdo que os simbolos permitem, sendo tal
manipulacdo a sintese das acfes exercidas sobre 0s conceitos matematicos, que

geralmente sdo representados por simbolos.
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Simbolo Processo Conceito
4 contagem numero
3+2 adicdo soma
-3 subtrair 3 (3 passos a esquerda) | 3 negativo
3/4 divisdo fracdo
3+ 2x avaliacdo expressao
y = f(x) atribuicdo funcdo
| £(x) dx integracao integral

Figura 1: Simbolos como processos e conceitos

Fonte: Tall (2001, traduc&o e adaptacéo nossa)

Mas os “proceitos” associados a um simbolo n&o se restringem a um Unico
processo-conceito. Segundo Gray e Tall (1994), a referida dualidade exerce uma
compressdo de processos para conceitos, partindo da definicho de “proceitos”
elementares como sendo: “[...] o amélgama de trés componentes: um processo, que
produz um objeto matematico, e um simbolo que é usado para representar tanto o
processo quanto o objeto” (GRAY; TALL, 1994, p. 120 apud LIMA, 2007, p. 57, grifo

N0Ss0).

Segundo Lima (2007), tais “proceitos” elementares podem ser entendidos
como procedimentos que levam ao mesmo resultado. Dessa forma, 4+3, 5+2, 2+5
sdo “proceitos” elementares de um mesmo processo e resultam no numero 7. O
desenvolvimento da compreenséo de que cada um desses procedimentos é oriundo
do mesmo processo, possibilita que o individuo passe a vé-los como o mesmo

conceito, no exemplo acima, a soma.

Essa flexibilidade de passar de processo para conceito é o que Gray e Tall
(1994) chamam de “pensamento proceitual”. “Assim, simbolos matematicos sao
‘proceitos’ quando eles carregam consigo a possibilidade de serem vistos tanto como

procedimentos quanto como o conceito que eles representam” (LIMA, 2007, p. 58).

No mundo simbdlico, o simbolo de igualdade passa a representar um
“proceito”, portando no seu amago processos e conceitos. Um exemplo dessa
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situacdo, encontramos no significado do simbolo de igualdade relacionado a uma
equacao na qual ele representa tanto o conceito de equac¢do, como 0 processo de

resolucado da mesma.

No mundo simbdlico, a verdade é estabelecida pelo calculo com nameros e

manipula¢des com os simbolos algébricos.

Na continuacdo do desenvolvimento do pensamento mateméatico, comecam a
surgir situagdes em que o individuo passa a ter condicdo de “fazer Matematica”.
Essa situacao Tall (2004) caracteriza como sendo pertencente ao “Mundo Formal
Axiomatico” ou simplesmente mundo formal. O conhecimento que habita esse
mundo é aquele que esta baseado em provas reconhecidas, em propriedades

expressas, em definicbes formais e em axiomas.

O mundo formal caracteriza-se pela construcdo axiomatica dos diferentes
campos da Matematica, além de utilizacdo da linguagem formal e das definicbes
formais para os conceitos, a partir das quais séo feitas deducdes e demonstragoes.
A presenca ou ndo desse mundo em sua totalidade, no trabalho de um individuo
com a Matematica, esta ligada ao desenvolvimento cognitivo que ele alcangcou e ao

conhecimento da Matematica que ele obteve ao longo desse desenvolvimento.

Nesse mundo, a verdade é estabelecida pela prova formal, pelo cotejo com os
axiomas. Transitar pelos conhecimentos desse mundo n&o apenas possibilita 0 uso
da Matematica, mas também a construcdo da mesma, ou seja, desenvolvimento de

novos conhecimentos matematicos.

No mundo formal, o simbolo de igualdade extrapola o entendimento que Ihe é
dado no mundo simbolico, passando a ser entendido como a indicagdo de uma
verdade, resultado de uma prova, ou entéo, algo que ainda precisa ser provado para

alcancar essa situagao.

Esse quadro tedrico € chamado hoje de “Trés Mundos da Matematica”, e,
embora esteja em pleno desenvolvimento, ja apresenta uma formatacao consistente

gue permite ser utilizado na compreensao da aprendizagem da Matematica.
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2.1.1 Os “ja encontrados”

Durante a nossa vida, incluido o tempo da nossa vida escolar, cada individuo
percorre uma jornada por caminhos diferentes, vive situacdes e problemas
diferentes, adquire percepcao e entendimento das coisas de forma individual e, de
acordo com essa experiéncia de vida, € que desenvolve a sua prépria imagem de

conceito, isto €,

[...] estrutura cognitiva total que é associada com o conceito, que inclui
todas as figuras mentais e propriedades e processos a eles associados. Ela
é desenvolvida durante os anos por meio de experiéncias de todos os tipos,
mudando & medida que o individuo encontra novos estimulos e amadurece
(TALL; VINNER, 1981, apud LIMA, 2007, p. 86).

Os “ja encontrados” podem ser definidos como sendo “[...] um construto
mental que um individuo usa em determinado momento, baseado em experiéncias
gue ele encontrou anteriormente. Eles sdo uma parte da imagem de conceito de um
individuo” (LIMA, 2007, p. 86).

Para resolver uma nova situacdo, o individuo parte de conhecimentos ou
processos que ja conhece, podendo modifica-los, ou ndo, para serem adaptados a

essa situacao.

No entanto, segundo Lima (2007), os “ja encontrados”, podem tanto exercer
influéncia positiva quanto negativa no processo de aprendizagem. Eles podem agir
de maneira negativa quando sao utilizados numa situacdo de aprendizagem
diferente da original ou também quando os “a encontrados” foram criados

matematicamente incorretos, causando erros ou dificuldades para a aprendizagem.

Entendemos que os “j& encontrados” sdo uma peca importante nesta
pesquisa, pois, usualmente, o significado de igualdade costuma fazer parte da
imagem de conceito dos individuos, mesmo antes que eles iniciem os estudos de
Matematica. Além disso, como veremos no CAPITULO 4: JORNADA PELAS

> No inglés: met-before.
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PESQUISAS EM EDUCACAO MATEMATICA, as criancas criam uma imagem de
conceito do simbolo de igualdade baseada nas primeiras licbes que aprendem, e
depois tém dificuldade de adquirir outros significados que lhes sdo apresentados.
Nao raramente, elas levam esse primeiro “ja encontrado” até o curso superior.

Ainda nesse contexto, no quadro teérico dos Trés Mundos da Matemética, é

apresentado o conceito de “a encontrar’®

. “Usamos o termo ‘a encontrar’ para
denotar uma experiéncia encontrada posteriormente que pode afetar a memoria de

conhecimentos anteriores” (LIMA, 2007, p. 88).

Os “a encontrar” estdo numa situacédo transitoria: “[...] ‘a encontrar sé&o
experiéncias que podem nao ser ainda parte da imagem de conceito, mas podem
tanto modifica-la quanto vir a fazer parte dela. Neste Ultimo caso, eles acabam
tornando-se ‘ja encontrados’ (LIMA, 2007, p. 89).

Nesta pesquisa, os Trés Mundos da Matematica sédo a referéncia para onde
vamos estar sempre mirando os significados do simbolo de igualdade que
encontrarmos, procurando identificar em quais dos mundos esses significados
podem ser encontrados ou, quais particularidades que podem surgir do uso das
definicdes apresentadas acima. Para essa tarefa, faremos uso das definicbes de
cada um dos mundos, dos conceitos de “proceito” e “ja encontrados”, num trabalho

de comparacao e enquadramento.

% No inglés, met-after.
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2.1.2 Jornada entre os Trés Mundos da Matematica

O quadro abaixo apresenta, esquematicamente, a relacdo entre os Trés

Mundos da Matemética e o crescimento cognitivo do individuo.

Os Trés Mundos da Matematica

4 N\
Formal Conceitos Formais
Baseados em
# # # Definigdes
Formal Formal DefinigSes
g . Totalmente . P baseadas em conceitos
2 Corporificado Integrado Simbadlico conhecidos
o N /
[=]
° Simbdlico
s - g
2 Corporificado
% Corporificando
F= Simbolismos
1
]
o Simbolizando
Corporificagbes Sim bélico
J/
Corporificado
N P Y

Figura 2: Desenvolvimento cognitivo através dos Trés Mundos da Matematica
Fonte: Tall (2007, traducéo e adaptacéo nossa)

O esquema acima mostra a integracdo dos Trés Mundos da Matematica e
indica, por meio do eixo vertical, o crescimento cognitivo adquirido ao longo do
tempo e a maneira como tal crescimento se relaciona com cada um dos Trés

Mundos da Mateméatica.
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Nas areas ocupadas por cada um dos mundos, existem regides de fronteira
com os outros mundos, nas quais € identificada a situacdo de uso do conhecimento

matematico que pode ser feita haquele ponto do desenvolvimento cognitivo.

A fronteira entre os mundos Corporificado e Simbdlico é chamada de regido
do “Conhecimento Simbdlico Corporificado”. Quando, partindo do Mundo
Corporificado, atinge-se o Mundo Simbdlico, dizemos que o individuo esta
“Simbolizando  Corporificacdes”, e no sentido contrario, “Corporificando

Simbolismos”.

Na area de fronteira entre o0 Mundo Corporificado e o Mundo Formal, forma-se
a regiao do conhecimento “Formal Corporificado” e na area da fronteira entre os

Mundos Simbolico e Formal encontra-se o conhecimento “Formal Simbdlico”.

Na regido onde os trés mundos se entrelacam, surge a situacdo de total

integracao entre os Trés Mundos da Matemética.

2.2 Simbolo e Significado

Duas palavras tém sido utilizadas algumas vezes nesse trabalho: simbolo e
significado. A palavra “significado”, como um dos objetivos deste trabalho, e

“simbolo” como o centro da nossa pesquisa.

Resolvemos, entdo, apresentar alguns esclarecimentos sobre essas palavras,
pois, ao longo das pesquisas que realizamos, percebemos que, pela diversidade de
entendimentos que a palavra “significado” apresenta, poderia causar duvidas quanto
ao uso que fazemos dela neste trabalho. Sobre a palavra “simbolo”, desejamos
apresentar alguma definicdo que auxilie o entendimento da importancia dessa forma

de representacdo na Matematica.

Para a palavra “simbolo”, encontramos em Hiebert (1988) uma definicdo de
simbolo com a qual ele inicia a apresenta¢cdo de uma teoria do desenvolvimento de

competéncias com a escrita de simbolos matematicos: “[...] simbolos sdo entidades
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gue representam ou tomam o lugar de outra coisa. As entidades podem tomar uma
variedade de formas, desde objetos concretos até marcas escritas em papel”
(HIEBERT, 1988, p. 334, traduc&o nossa'’).

Entendendo que essa definicdo ainda nao trazia todos os esclarecimentos
que procuravamos, buscamos, entdo, dois esclarecimentos que pudessem
completar essa definicdo: a fungcdo de um simbolo na Mateméatica, e como ele é
interpretado. Encontramos em A Experiéncia Matematica, os dois esclarecimentos:
“As fungdes principais de um simbolo na Matematica s&o de designar com precisao
e clareza e de abreviar’” (DAVIS; HERSH, 1986, p. 154-155), e “Interpretar um
simbolo é associar-lhe algum conceito ou imagem mental, assimila-lo na consciéncia
humana” (DAVIS; HERSH, 1986, p. 156).

Por sua vez, a palavra “significado”, parece nao ter uma definicdo Unica
dentro da Educacdo Matemética, e ndo € nosso objetivo trazer um novo
entendimento ou questionar qualquer das linhas de pensamento que procuram
definir o que seja "significado”. Procurando identificar sobre qual aspecto
assentariamos o nosso entendimento sobre “significado”, encontramos em uma
publicacdo organizada por Kilpatrick, Hoyles e Skovsmose sobre significados em
Educacdo Matematica.

Ja4 na abertura da publicacdo, Kilpatrick, Hoyles e Skovsmose (2005)
reconhecem a existéncia de uma grande variedade de “significados” em Educacgéo
Matematica, que pode variar do utilizado por um individuo contrapondo ao comum
adotado numa comunidade. Para eles, “[...] Significados tém que ser interpretados
com referéncia ao ‘horizonte’ do individuo” (KILPATRICK, HOYLES; SKPVSMOSE,

2005, p. 9, traducado nossa'®).

Ainda na publicacdo supracitada, para Otte (2005), que discorria sobre

significados e Matematica:

“‘Um simbolo tem significado, mas ndo existe como uma coisa concreta,
porque é uma ideia geral, um tipo, e ndo um emblema. Uma coisa, pelo
contrario, ndo tem nenhum significado por si s6. Simbolizagdo, portanto,

17[...] symbols are entities that stand for or take the place of something else. The entities themselves can take a

variety of forms, from concrete objects to written marks on paper.
18 Meanings have to be interpreted with reference to the “horizon” of the individual.
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eleva-se a generalizacdo. Na interpretacdo, nés temos que ver algo em
particular como uma ideia geral” (OTTE, 2005, p. 235, tradugao nossa 9).

Para Otte (2005), a distingdo entre simbolos e coisas parece fundamental,
pois, embora os significados sejam universais, eles sdo dados pelos objetos. No
entanto, o significado ndo permanece sempre o0 mesmo, mas evolui na mesma

velocidade com a qual é utilizado em diferentes contextos e objetivos.

As colocagbes acima apontavam na dire¢cdo do que buscdvamos, mas ainda
nao traduziam completamente o entendimento sobre significado que adotamos no

nosso trabalho.

Encontramos o complemento que procuravamos num trabalho de Godino
(1996), numa citagdo da definicdo de entendimento dada por Sierpinska: “[...]
experiéncia mental de um assunto pelo qual ele/ela se relaciona um objeto (sinal)
para outro objeto (o significado)” (SIERPINSKA, 1994, apud GODINO, 1996).

Portanto, para nos, “significado” é o relacionamento entre um objeto e 0 uso

que o individuo faz dele, partindo das suas imagens de conceito sobre o objeto.

Como o quadro teérico dos Trés Mundos da Matemética sugere que, para
diferentes tipos de conceitos matematicos, existem pelo menos trés tipos de
desenvolvimento cognitivo (TALL, 2004) e que “esta distincdo nos leva a supor que
existem diferentes significados ligados ao simbolismo matemético e que eles
poderiam afetar a maneira dos alunos entenderem algebra” (LIMA; TALL, 2006,
traducdo nossa®®), concluimos que o entendimento que o individuo possui do
significado do simbolo de igualdade estd diretamente relacionado com o
desenvolvimento cognitivo que possui e com 0s “ja encontrados” nas suas
experiéncias anteriores. Com isso, entendemos que sera possivel identificar os
significados que encontrarmos nas pesquisas em Educacdo Matematica e na historia

da notacado do simbolo de igualdade em cada um dos Trés Mundos da Matematica.

'y symbol has meaning, but does not exist like a concrete thing, because it is a general, a type, not a token. A
thing in contrast has per se no meaning at all. Symbolization thus amounts to generalization. In interpretation we
have to see something particular as a general.

20 “This distinction leads us to hypothesise that there are different meanings attached to mathematical symbolism
and that they would affect the way students understand algebra.”
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CAPITULO 3
JORNADA PELA HISTORIA

No principio, ndo havia nada.
E Deus criou 0 céu e a terra e todas as coisas que nela ha.

Galileu dizia que Deus era um grande ge6metra e que o Universo fora escrito

em linguagem Matematica.

N&o é dificil enxergar a Matematica ao nosso redor. A prépria estrutura do
Universo, mesmo pelo pouco que conhecemos até hoje, parece indicar a todo
instante a beleza de uma construcdo, a demonstracdo de um grande teorema, a
resolucdo detalhada de um grande e fantastico problema, tudo criado por Deus, com

a Matematica.

Na descricdo da obra de Deus, encontrada no primeiro capitulo da Biblia,
encontramos um relato cronoldgico dessa criacdo, marcado pela contagem dos atos
divinos. Contagem é um conceito da Matematica. Cremos que, nao por acaso, esta €
uma das primeiras aprendizagens que o homem, a maior criacdo do proprio Deus,
demonstra na sua vida. A capacidade de contar esta ligada ao desenvolvimento da
inteligéncia, por meio de um fendbmeno mental muito complicado, e € um atributo

exclusivamente humano (IFRAH, 1994, p. 44).

Mas, ao contrario do que possa parecer, contar ndo € uma operacao mental
simples. Sao necessarias outras condi¢cdes além do desenvolvimento da inteligéncia

para que o homem saiba contar:

[.]

— ele deve ser capaz de atribuir um “lugar” a cada ser que passar diante
dele;

— ele deve ser capaz de intervir para introduzir na unidade que passa a
lembranca de todas as que a precederam;

— ele deve saber conceber essa sucessao simultaneamente.
(IFRAH, 1994, p. 45, grifo do autor).
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Estudos arqueoldgicos e antropologicos mostram que sociedades tribais com
organizagdo primitiva, embora ndo fossem de conceber os numeros de forma
abstrata, conseguiam expressar a contagem de quantidades relativamente
pequenas usando meios concretos, e até mesmo partes do corpo para indicar as
quantidades (IFRAH, 1994, p. 31).

3.1 O lnicio

N&o € nossa intencdo promover neste trabalho uma discussao antropolégica
ou teoldgica da criacdo do homem e da Matematica. Também ndo pretendemos
trilhar o caminho polémico na discussdo se a Matematica foi inventada pelo homem
ou descoberta por ele. O que pretendemos é fazer um registro inicial de quanto a
Matemética esta presente no nosso dia a dia e como a vivemos ou a compartilhamos
com as demais coisas existentes no mundo. Ao mesmo tempo, desejamos registrar
gue acreditamos que a Mateméatica ndo é um pacote pronto, mas resultado da
capacidade humana de raciocinar e desenvolver pensamentos complexos, na

individualidade da pessoa ou no conjunto de um grupo social.

Quando apareceu no mundo, o homem vivia de maneira nOmade, e apenas
por volta de 8.000 a.C. é que passou a fixar-se na terra, formando grupos ou
sociedades que se organizavam para o trabalho e defesas comuns. Isso ocorreu no
periodo neolitico, ou Idade da Pedra Polida, que recebeu esse nome porque 0
homem aperfeicoou os instrumentos de pedra mediante o polimento. O homem
passa a abrir espaco nas florestas para a criagdo do gado e para plantagdes que
passa a dominar. Historiadores creditam a esse periodo o inicio das transacfes
comerciais (e, consequentemente, operacdes com numeros e quantidades),
representadas pela valorizacdo diferenciada que se atribuia a tipos de animais e
sementes nas relacdes de trocas dos excedentes agropecuarios produzidos
(PINSKY, 2006, p. 52).
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Na organizacdo social, a transmissdo do conhecimento passa a ser feita de
maneira sistematizada, surgindo, assim, uma nova forma de perpetuar o
conhecimento adquirido, além das maneiras informais ou de imitacdo que existiam

até entao.

No nosso entendimento, embora sem registros que fornegam uma
comprobacao explicita, € a partir da descricdo dos habitos dos povos primitivos
realizada por antropdélogos, com base nas descobertas arqueoldgicas, que

encontramos elementos da Matematica nas praticas cotidianas dessas sociedades.

Registros de entalhe em madeira ou ossos foram encontrados em
escavacbes argueoldgicas e datados entre 35.000 e 20.000 a.C. Embora nédo se
possa afirmar qual seja a destinacdo desses entalhes, os historiadores afirmam que
tais tracos, que foram gravados intencionalmente, ndo tinham correspondéncia com

nenhuma preocupacéo estética.

S&80 numerosos 0ssos, levando cada um uma ou mais séries de entalhes
regularmente espacados, [...]. Entre eles um radio de lobo munido de
cinquenta e cinco entalhes repartidos em duas séries de grupos de cinco.[...]
N&o ha nenhuma duavida de que esse 0sso [...] constitui um dos mais velhos
documentos aritméticos que chegaram até nés. [...] para ndo ter que
recontar cada vez o conjunto dos entalhes correspondentes, tinha tomado o
habito de reparti-los em grupos de cinco como os dedos da mao [...]. Tinha
assim elaborado na base cinco uma verdadeira notacdo gréafica dos
nameros inteiros. (IFRAH, 1997, v. 1, p. 123-124, grifo do autor).

Das expansOes dessas sociedades, formaram-se as primeiras civilizagoes.
Registros de historiadores trazem rica descricdo dessas civilizacdes e da maneira
como se impuseram sobre as demais: “Com efeito, a fragmentacdo de uma
civilizagdo Unica em civilizagbes multiplas constitui apenas uma consequéncia do

progresso realizado pelo homem” (CROUZET, 1993, v. 1, p.35).

Mas, mesmo depois que se organizou em sociedades, o homem demorou
muitos séculos para fazer ou criar registros, fosse sistematico ou ndo, da sua

presencga ou do conhecimento que adquirira ao longo do tempo.

Os registros da presenca e do conhecimento humano sao recentes. Estudos

arqueoldgicos indicam que as primeiras tentativas de criar um sistema de escrita
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remontam ao periodo de 4.000 a.C. e, geralmente, sdo creditados aos Sumerios

(escrita cuneiforme) e aos egipcios (hieroglifos).

Desde o fim do IV milénio antes da nossa era, 0os egipcios praticavam a
escrita. (CROUZET, 1993, v. 1, p. 175).

Tal estado de coisas explica-se facilmente pela complexidade da escrita
mesopotamica maior ainda que a da escrita egipcia. Seria muito dificil
atribuir com certeza a prioridade cronoldgica a um ou a outro desses
sistemas: também na Mesopotamia, achados arqueoldgicos recentes,
fazem-nos remontar seus inicios pelo menos a segunda metade do IV
milénio. (CROUZET, 1993, v. 1, p.244).

E a partir dos registros escritos que trazemos o foco deste trabalho para a
Matematica. Verificamos que, com o0s algarismos, primeiros registros do que
podemos entender como notacdo Matemaética, a situacdo nao foi diferente, pois o
inicio da representagdo das quantidades por meio de simbolos € mais recente do
gue a escrita, e também sofreu um longo processo de desenvolvimento até chegar a

forma como é utilizada nos nossos dias.

Da mesma forma que os registros das contagens por meio de algarismos, a
medida que as ideias matematicas evoluiam, outras representacbes se fizeram
necessarias e outras formas de registros foram sendo incorporadas ao

conhecimento matematico da humanidade.

Neste trabalho, vamos olhar para o simbolo que representa a igualdade, por
meio das varias formas que foi representado e entendido, com objetivo de buscar os

significados dados a ele numa jornada pelos Trés Mundos da Matematica.

3.2 A Histéria do Simbolo de Igualdade

Nesse inicio de jornada pelos mundos do conhecimento matematico,

entendemos que o momento atual que cada ser humano vive € sempre uma
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resultante das decisGes que foram tomadas anteriormente pelo préprio individuo ou
por outro alguém e, se quisermos entender porque as coisas Sao como S&o,

precisamos voltar aos registros do passado para compreender 0s nossos dias.

Da mesma forma, como o foco da nossa pesquisa esta num simbolo
matematico, que existe a mais de 400 anos, para entendermos por que ele é da
forma que o usamos hoje, precisamos voltar aos registros do passado, conhecer a
sua histéria, predecessores, origens, significados e formas gréaficas ao longo do
tempo, isto €, entender o valor e os significados do simbolo de igualdade nos nossos

dias comeca por saber a sua histdria e evolucao através do tempo.

Podemos aprender com o passado, entendendo como o simbolo de igualdade
foi utilizado, buscando novos entendimentos para o estudo dele no presente. Nesse
sentido, Cajori (2007b) afirmou: “A histéria da Matematica pode ser tdo instrutiva
como agradavel; e pode ndo s6 relembrar-nos do que temos, mas pode também

ensinar-nos como aumentar a nossa bagagem.”

O caminho do simbolo de igualdade foi longo e nossa descricdo dessa
jornada comeca com uma introducdo sobre a histéria da notacdo algébrica, que,

como veremos, tem total relacdo com o nosso objeto de estudo.

3.2.1 A notacéo algébrica

Segundo Crouzet (1993), foi na regiao compreendida entre o Egito e a
Mesopotamia que surgiram duas das mais antigas das grandes civilizacoes.
Diversos povos (sumérios, acadianos, amoritas, assirios, caldeus, babilonios)
habitaram essa regido e deixaram, nos registros da sua existéncia, comprovagoes

de que ja dominavam contelddos matematicos.

Uma grande contribuicdo de um dos povos dessa regiao (os sumerios) foi a
escrita cuneiforme (marcas em formato de cunha), feita em placas de barro mole e

secadas ao Sol, por volta de 4.000 a.C. Muito do que é conhecido sobre essa época
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deve-se a esses registros: “Cerca de meio milhdo de placas foram desenterradas,

das quais somente poucas centenas sao de Matemética” (CAJORI, 2007b, p. 21).

Ainda segundo Cajori (2007a), com o desenvolvimento do comércio, surgiu
um tipo especial de escriba, que era treinado em registros matematicos, tais como

aritmética e equacgdes, geralmente voltadas para aplicacdes préticas.

Outro documento historico importante, quando falamos dos registros
matematicos antigos, é conhecido como o papiro egipcio Rhind, de A. Henry Rhind
gue o adquiriu no Egito, ou de Ahmes, que vem a ser o nome do escriba egipcio que
0 escreveu por volta de 1.685 a.C. (EVES, 2008 p. 70).

Segundo Eves (2008), esse papiro € uma fonte importante sobre a
Matematica egipcia antiga, na qual estdo descritos métodos de multiplicacdo e
divisdo, o uso que faziam das fracdes, a regra da falsa posi¢cdo, uma solucdo para o
problema da area de um circulo e outros problemas, mostrando a utilizacdo da

Matematica em problemas praticos.

Apesar de reconhecidamente importante, o papiro Rhind suscita algumas
controvérsias. A primeira é sobre a originalidade do conteldo, pois acredita-se que

ele seja cOpia de um mais antigo:

Por volta de 650 a.C. vivia no Egito um escriba chamado A'h-mose,
comumente chamado de Ahmes por escritores modernos. Ele escreveu um
trabalho sobre a matemética, ou melhor, ele copiou um antigo tratado, pois
ele diz: "Este livro foi copiado no ano 33, em um quarto més da temporada
de inundagéo, sob a majestade do rei do Alto e do Baixo Egito, ‘A-user-Ré’,
dotado de vida, a semelhanca de escritos dos antigos, feitos no tempo do
rei do Alto e do Baixo Egito, Ne-ma'et-Ré'". E o escriba A’h-mosé quem copia
esta escrita” (SMITH, 1958, v. 1, p. 47 — traducédo nossa)21.

Outra questdo é levantada por Dantzig (1970), quando afirma que, embora
sejam registros importantes do conhecimento da época, tendo em vista 0s erros

grosseiros encontrados no papiro, Ahmes deve ter sido um mero escriba que

21 About 1650 B.C. there lived in Egypt a scribe named A‘h-mose, commonly called Ahmes by modern writers. He
wrote a work on mathematics; or rather he copied an older treatise, for he says: “This book was copied in the year
33, in a fourth month of the inundation season, under the majesty of the king of Upper and Lower Egypt, ‘A-user-
Ré‘, endowed with life, in likeness to writings of old made in the time of the king of Upper and Lower Egypt, Ne-
ma‘et-Ré&". It is the scribe A'h-mosé who copies this writing.”(SMITH, 1958, v.1, p.47)



47

entendia muito pouco do que copiava. Certamente, 0s egipcios tinham um
conhecimento muito maior do que faz supor o documento, e ndo existe davida de

que a Algebra entre os egipcios antecedeu o papiro em muitos séculos.

Quando escrevemos 0s numeros e as relacdes entre eles, utilizamos
algarismos, letras e sinais gréficos diversos, com um padrdo que denominamos
notacdo algébrica. Essa forma de representacdo € o resultado de séculos de
evolucdo, contradicbes, descobertas, invencdes e modificacbes pelo
estabelecimento de um padrdo dessa forma de notacdo. A nossa jornada por esse
tipo de notacdo se iniciara pelos algarismos e pelo conceito de niamero que, com

eles, conseguimos representar.

Os numeros eram entendidos pelos antigos como uma propriedade
inseparavel de um conjunto de objetos, propriedade essa que ndo conseguiam
distinguir claramente. Mas os homens evoluiram nesse entendimento da relacéo
com 0s numeros e objetos, ou quantidades por eles representadas, e, como reflexo
desse aprimoramento do entendimento, foram estabelecendo e assimilando as
relacbes entre os proprios numeros, surgindo, dessa evolucdo, o0 que hoje

chamamos de operac¢des matematicas.

Na medida em que os homens se organizavam em grupos, as relacdes
sociais e a necessidade de registros foram intensificadas e se tornaram mais
complexas. A necessidade de organizar os registros e torna-los apropriados para as
partes envolvidas impulsionou o aperfeicoamento dos nomes e das representacdes

simbolicas dos numeros.

Essa evolucdo das representacées dos numeros, o sistema de numeracao,
ocorreu em paralelo com a escrita e, em algumas civilizagcbes, a representacédo dos
nameros era feita com letras do proprio alfabeto, como, por exemplo, o sistema de
numeragao grego que empregava 27 caracteres do alfabeto, as 24 letras maiusculas

do alfabeto e mais trés outras obsoletas: digamma, koppa e sampi (EVES, 2008, p. 35).

O avancgo na forma da notacao algébrica foi lento, mas gradativo. Saindo dos
primeiros registros cuneiformes até a notagédo que utilizamos nos nossos dias, foram
decorridos muitos séculos. A maneira de registrar o conhecimento matematico
passou sucessivamente por pelos menos trés formas de representacdo: primitivo ou

retorico, intermediario ou sincopado e simbdlico ou final (BOYER, 1974, p. 132),
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segundo a caracterizacéo definida por G.H.F. Nesselmann® em 1842 (EVES, 2008,
p. 206).

Os primeiros registros da notacdo algébrica que encontramos eram retoricos,
e caracterizaram-se por serem escritos de maneira extensa, unicamente com
palavras do vocabulario comum, ou seja, pela auséncia de qualquer simbolo, a ndo
ser, é claro, pelo fato de que as proprias palavras estdo sendo utilizadas no seu
significado simbolico (DANTZIG, 1970, p. 78).

Para representar o que hoje escrevemos como x + 3 = 5, deveriamos
escrever “uma coisa mais trés é igual a cinco”, ou para relatarmos uma propriedade,
0 registro seria feito como: “a ordem dos fatores ndo altera o produto”, que com o
auxilio de simbolos poderiamos escrever: “a . b = b . a”. Dantzig (1970) relata que
essa forma de notacao iniciou-se no Egito e na Babilénia antes de 1.650 a.C., tendo
perdurado mais tempo fora da Grécia, na Europa ocidental, pelo menos até o século
XV. Nesse tipo de representacdo, para indicar uma igualdade, eram escritas
palavras como: aequales, aequantur, esgale, faciunt, glelijch ou gleich.

N&o existem registros muito precisos do inicio da representacao algébrica na
forma sincopada, mas, segundo Eves (2008, p. 208-209), pode-se considerar
Diofanto de Alexandria?®> um dos pioneiros na notacdo algébrica sincopada. Nessa
forma de notacdo, as palavras completas que designavam as operacdes ou
guantidades que se repetiam com muita frequéncia eram substituidas por

abreviaturas ou mesmo por desaparecimento de fonemas no interior do vocabulo.

Diofanto escreveu o livro Arithmétiké (Aritmética), que teve grande influéncia
na algebra e na teoria dos numeros. A palavra “Arithmétiké” vem da jungédo das
palavras gregas “arithmos”, que significa numero, e da palavra “techne”, que significa
ciéncia.

Em Aritmética Diofanto foi o primeiro a utilizar simbolos para numeros
desconhecidos, bem como abreviagbes para representar poténcias de numeros,
relacbes e operacdes. A notacao utilizada por ele influenciou a passagem da
notacao retdrica para a notagdo sincopada de uma maneira geral e de uma maneira

individual na evolucdo de alguns simbolos. Um exemplo dessa situacdo foi a

22 Georg Heinrich Ferdinand Nesselmann (1811-1881). Matematico alem&ao, em Die algebra der griechen, 1842.
%% Diofanto de Alexandria (250 a.C., ?)
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utilizacdo de um simbolo para a incognita, a letra “C* - sigma - do alfabeto grego.
Segundo Dantzig (1970, p. 80), a letra sigma tinha duas formas de escrita, “0” e “C",
sendo que a primeira era utilizada na representacdo numérica com o valor 60 e a

segunda possuia valor, por isso foi escolhida para representar a incognita.

Simbolo Significado
a 1
B 2
€ 5
i 10
¢ O valor desconhecido
5 A segunda poténcia do numero desconhecido, do grego
OUVauIg
K" A terceira poténcia do numero desconhecido, do grego KUBog

Quadro 1: Alguns simbolos utilizados por Diofanto de Alexandria

Fonte: Heath, 1885

Na forma sincopada de notacdo algébrica, outra maneira de indicar a

igualdade era por meio da expressao “aeq”, sincopagao da palavra “aequales”.

Em outras partes do mundo, a Matematica também se desenvolvia, e hoje
reconhecemos a extraordinaria capacidade demonstrada nessa area pelos arabes e
hindus. Embora néo existam muitos registros sobre o desenvolvimento da Algebra

entre os arabes e hindus antes do século V a.C., os hindus Aryabhata®® e

24 Aryabhata (476-550)
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Brahmagupta® também desenvolveram um tipo de notacdo algébrica na forma

sincopada:

Os hindus sincoparam sua algebra. Como Diofanto, indicavam a adicéo por
justaposicdo. A subtracdo era indicada colocando-se um ponto sobre o
subtraendo, a multiplicacédo escrevendo-se “bha” (primeira silaba da palavra
bhavita, “produto”) depois dos fatores, a divisdo escrevendo-se o divisor
debaixo do dividendo e a raiz quadrada escrevendo-se ‘ka” (da palavra

karana, “irracional”) antes da quantidade. (EVES, 2008, p. 256).

Brahmagupta chamou a quantidade desconhecida de “yavattavat’ e,
diferentemente de Diofanto, no caso de varias quantidades diferentes, utilizava um

nome e simbolo distintos para cada uma delas.

Nesse periodo, a pouca producdo de Matematica no continente Europeu era
feita na notacdo retdrica. A Europa ndo se beneficiou da algebra sincopada de
Diofanto, Aryabhata e Brahmagupta, pois, nessa época, apenas alguns poucos
trabalhos circularam por 4. Um deles foi Liber Abaci, publicado em 1202, escrito por

Leonardo de Pisa (Fibonnaci)®.

Somente depois da chegada dos arabes, que antes haviam conquistado
outras regides como a India, Mesopotamia e norte da Africa, o legado cultural
adquirido dos povos conquistados chegou a Europa. Ao longo das conquistas, os
arabes assimilaram a Matematica Grega e Hindu, e, quando os comerciantes e
sabios arabes transmitiram essas ideias pelo mundo, levaram também o sistema
numeral posicional hindu-arabico que utilizamos até hoje. Juntos, com a invencéo da
imprensa e 0 revigoramento da economia, criaram as condicdes para o rapido
desenvolvimento da algebra simbdlica (BAUMGART, 1994).

Com o passar do tempo, algumas abreviacfes se tornavam tao contraidas e
se distanciavam tanto das palavras da qual se originaram, que acabavam tomando
formas que ndo possuiam mais uma conexdo evidente com as palavras das qual

tiveram origem. A sincopacao acabava por tornar-se um simbolo.

Embora ja existissem alguns simbolos algébricos nos registros na notacao

sincopada, a notacdo algébrica simbdlica comegou a ser desenvolvida apenas por

5 Brahmagupta (589-668)
% |eonardo de Pisa, Fibonnaci (1175 — 1250). Comerciante e matematico italiano.
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volta do ano de 1.500, mas na Europa continuou convivendo com as outras
notacdes até o século XVII. Segundo Cajori (2007b, p.168), os trabalhos de Francois
Viete?” e Wiliam Oughtred?® sdo os pioneiros, na Europa, com esse tipo de

notacao.

Viete, também conhecido como Vieta, uma forma semilatina do seu nome,
estudou e praticou a Advocacia, mas dedicou maior parte do seu tempo de lazer a

Matematica, desenvolvendo trabalhos em trigonometria, algebra e geometria.

O mais famoso trabalho de Viéte é “In artem” ao qual o desenvolvimento do
simbolismo algébrico muito deve. Neste texto Viéete introduziu a pratica de
se usar vogais para representar incognitas e consoantes para representar
constantes. Viéte adotava qualificar os coeficientes de uma equacgéo
polinomial de modo a torna-la homogénea e usava os simbolos atuais + e —
mas nhdo tinha nenhum simbolo para a igualdade. Assim o0 que
escreveriamos “5BA? — 2CA + A® = D”, para ele seria “B 5 in A quad — C
plano 2 in A + A cub aequatur D solido” (EVES, 2008, p. 308-309).

O outro pioneiro na Europa da notacao simbolica, Oughtred, nasceu em Eton,
Inglaterra, e era um ministro episcopal na paréquia de Bletchingdon em Albury, perto
de Londres. Ele € mais conhecido por ter sido o inventor da ‘régua de célculo”,
construida em madeira, originalmente circular com visor giratorio (1622) e depois
retangular com visor corredico (1633), criando escalas em que a posicdo dos
nameros era proporcional ao seu logaritmo, embora ndo tenha sido o primeiro a
publicar a invengédo. A sua obra mais importante, Clavis Mathematicae, na qual fazia
uma recapitulacdo do conhecimento de algébrico existente na sua época, foi

publicada em 1631.

Oughtred deu extraordinaria énfase aos simbolos, tendo utilizado mais de 150

deles nas suas obras. “Destes, somente trés chegaram aos dias atuais, ou seja, ‘X’

para a multiplicacédo, ::* para proporcao e ‘~* para diferenga” (CAJORI, 2007b, p.

225). Também utilizou simbolos de outros autores, como o “=", como é possivel

observar na figura abaixo:

27 Francois Viéte (1540-1603) é considerado o maior matematico francés do século XVI.
8 william Oughtred (1574—-1660), nascido em Eton, Inglaterra.
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Note [eu [ymbola quibw in fequen-

sibus utor :

Fquale= Simile Sim.
Majusc. Proxime majus o—.
Minus = Proxime minus —o.

Nonmajusg—.  Aquale vel minus
Non minus -5,  Aquale vel majus =3.
Proportio , five ratio zqualis ::
Major ratio ~u,~. Minor ratio —es
Continut proportionales =<~
Commenfurabilia 1.
Incommenfurabilia 4.,
Commenfurabilia potentia T-.
Incommenfurabilia potentia g-,
Rationale, ¢»7iv, R, vel .
Irrationale, arcyv, w.
Medium five mediale mr
Linea fe®ta fecundum extremam

& mediam rationcm
Major ejus portio «
Minor ejus portio 7.
ZeffA+E. 3 eftate.
Xeft A-E. Qeftae

A2 Z cft

Figura 3: Clavis Mathematicae, de Oughtred
Fonte: Eves (2008, p. 351)

Refletindo sobre as mudancas na notacdo algébrica, parece-nos que a
mudanca da notacdo retdrica para sincopada foi apenas uma simplificagdo na
escrita, mas a mudanca para a notacdo simbdlica representa uma mudanca

importante, ndo apenas na representacao grafica, mas também na forma de pensar.

A alteracdo na notacédo algébrica ndo é um fato isolado no contexto social do
século XVI. Por volta desse século, num periodo que conhecemos como
Renascimento, redescobriu-se o valor do saber, o que levou a uma mudanca na

forma de pensamento e, por consequéncia, na forma da escrita. As transformacodes
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conduzem a mudancas na maneira de utilizar os signos, de forma que, para que
funcionem, € necessério que tanto o signo quanto o que ele significa sejam dados a
conhecer ao mesmo tempo. O signo, para cumprir o seu papel, deve estar ao
mesmo tempo inserido no que ele significa e ser distinto dele. Conhecer sera, pois,
interpretar: ir do que se vé, o simbolo, ao que se diz por meio dele, sem o que, ele

permaneceria como uma palavra nunca pronunciada (FOUCAULT, 2007).

Com essa valorizacdo do saber, mesmo que tenha ocorrido por questdes de
ordem pratica, como a necessidade de se estabelecer novas formas de relacdes
comerciais, a aritmética passa a despertar grande interesse no povo, inclusive entre

as classes menos favorecidas:

Como consequéncia do interesse pela educagéo e do crescimento enorme
da atividade comercial do Renascimento, comeg¢aram a aparecer muitos
textos populares de aritmética. Trés centenas desses livros foram impressos
na Europa antes do século XVII. Essas obras eram de dois tipos,
basicamente as escritas em latim por intelectuais de formacgdo classica,
muitas vezes ligados a escolas da Igreja, e outras escritas no vernaculo por
professores préaticos interessados em preparar jovens para carreiras
comerciais (EVES, 2008, p. 299).

Com essa mudanca no pensamento do homem europeu, a evolucdo da
notacado algébrica passa a ser apenas entre os proprios simbolos, até que se
chegasse a uma padronizacdo na forma de escrever e representar 0 pensamento

algébrico.

O simbolo de igualdade nem sempre teve a forma pela qual o conhecemos
hoje. Demorou muitos séculos para ter o seu formato definido e padronizado na
notacdo simbdlica. Nos proximos topicos, iremos mostrar uma histéria da evolugéo

desse simbolo e o longo processo até o estabelecimento de um padréao.
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3.2.2 Precursores

Como veremos mais adiante, aceitamos que o simbolo de igualdade que hoje
utilizamos foi inventado no século XVI da nossa era. Mas, em Cajori (2007a),
encontramos referéncias a outros simbolos com a mesma finalidade, e até a um

simbolo com o mesmo formato, que o antecederam.

No papiro Rhind, ou de Ahmes, foi encontrado um simbolo com o significado

“‘da” que tem o formato semelhante ao atualmente em uso.

MEBYZ 55k,
I /{.&///W =\
ffi 1

-/.\Z’"l ll/f'hl&c {2 o

r‘ g1
—A Z,,‘lll.//"

3’331’.370_5?;::‘1]7’( 4
S | é] -f’]—-l-—‘f.—/\ Z ".’

Figura 4: Fragmento do Papiro Rhind.
Fonte: Cajori (20074, p. 15)

Cajori (2007a) também apresenta a traducdo do fragmento do papiro Rhind
acima, que foi identificado como o problema de nimero 34. Como a escrita hieratica
é feita da direita para a esquerda, Cajori (2007a) fez a tradugéo escrevendo também
da direita para a esquerda, mantendo a mesma posicao relativa do papiro, exceto 0s
nameros que foram escritos na ordem que nos € familiar, ou seja, 0 numero 37 foi

escrito na traducgéo de Cajori (2007a) como 37 e ndo 73 como aparece no papiro.
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Translation (reading from right to left):
“10 gives it, whole its, } its, } its, Heap No. 34

% ot 141
1 ¥ $3..
7% % ;5 is heap the together 7 4
P 4
Proof the of Beginning
TetE5
Hietd2 4
1} Remainder § 4 9 together gy 3411 1§
14 gives } Y dsdr e Ta t
21 Together .7 gives } 1 22 4 4 8

Figura 5: Traducao do fragmento do papiro Rhind
Fonte: Cajori (20074, p. 15)

Na figura acima, vemos uma tradu¢cdo de um trecho do papiro, onde é
utilizada a expressao “it gives”, ou “da” em portugués, para substituir o simbolo
original que tinha a forma semelhante a do atual (Figura 4. Fragmento do Papiro
Rhind. Também Diofanto, na representacdo sincopada, utilizava regularmente o

simbolo “io” para indicar a igualdade.

Mas ndo era somente no Egito que a Matemética florescia. Na Asia
Meridional, na regido que hoje é compartiihada entre india e Paquistdo, o

desenvolvimento da Matemética também avancava.

Préximo ao vilarejo de Bakhshali, que hoje pertence ao Paquistdo, e fica na
regido da fronteira noroeste da india, foi encontrado, em 1881, um manuscrito
indiano que recebeu o nome desse vilarejo. Esse manuscrito foi escrito em pedagos
de casca de vidoeira, e estava em péssimo estado de conservacdo, dos quais
apenas por volta de 70% pobde ser aproveitado. Ainda nao foi possivel identificar
com precisdo a época em que foi feito, mas estima-se que se situe entre 0os séculos
Il e XIl da Era Cristd. Ele € uma cépia de outro manuscrito antigo, bastante
semelhante aos trabalhos encontrados em Brahmagupta e Bkaskara, com uma
importante diferenca na notacdo que utilizava o simbolo “+” ao invés do simbolo “-”

para indicar as quantidades negativas.
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Nesse manuscrito, a igualdade era representada por “pha” (%) que se originou

da palavra phala (%l - fruto em sanscrito), com o significado “o resultado de um

calculo” (WILLIAMS, 2008), como se vé no exemplo abaixo em que esta

representada a operacédo 5/1 + 2/1=7:

yu pha 7

— n
— ka

Figura 6: Manuscrito BAKHSHALI
Fonte: http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/~history/Diagrams/

Outra regido, a Arabia, desde muito tempo atras, também fazia avancos na
Matematica. Segundo Cajori (2007b), os &rabes tiveram uma excelente e
significativa producéo no campo da Matematica, mas se valeram por muito tempo da
notacdo retérica. Um trabalho que mostra uma mudanca na forma de notacdo dos
arabes foi Raising of the Veil of the Science of Gubar, de al-Qalasadi®®, do século
XV d.C., que mostrou um trabalho com muitos simbolos. Para representar o simbolo

de igualdade foi utilizada a letra “J” (lam) de “adala”, que significa igualdade (FINK,

1900, p. 89).

Ja na Europa, a notacéo retérica predominou até por volta do século XV, mas
alguns matematicos, vez por outra, se valiam de simbolos para representar as suas

ideias ou solugoes.

Um exemplo dessa forma de representacédo pode ser encontrado no trabalho
de Regiomontanus®, que é apresentado por Eves (2008) como o mais capaz e

influente matematico do século XV. Embora utilizasse essencialmente a notagéo

29 Abu'l Hasan ibn Ali al-Qalasad, (ou al-Kalasadi) (1412-1486), nasceu em Bastah, uma cidade mourisca da
Andaluzia, que hoje faz parte da Espanha.

0 Reggiomontanus (1436-1476). O nome verdadeiro era Johann Milller, e utilizava o apelido por ser uma forma
latinizada do nome da cidade onde nasceu, Kdnigsberg (“montanha do rei”), na Alemanha.
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retdrica, em algumas cartas ou manuscritos utilizava simbolos. Nesses documentos,

muitas vezes utilizou um tragco (—) para representar uma igualdade.

Ja Luca Paccioli*!, cuja obra mais importante e influente, Summa de
arithmetica, geometrica, proportioni et proportionalita, mais conhecida como Summa,
foi editada pela primeira vez em 1494, tinha uma forma muito peculiar de escrever,
pois utilizava os simbolos com muita liberdade. Um mesmo simbolo podia ter varios
significados e, para representar um mesmo significado, utilizava mais de um

113

simbolo. Ele também utilizou o traco “—” para representar uma igualdade. Na
verdade, como era o seu estilo, utilizou o traco para outras vérias finalidades. Ao
observarmos diferentes obras desse autor, embora dentro de um livro ele mantenha
sempre um simbolo com o mesmo significado, ele muda de ideia num outro livro e

utiliza o mesmo simbolo com outro significado.

Por sua vez, Girolano Cardano®?, em sua principal obra, Ars Magna,
publicada em 1545, diferentemente de Regiomontanus e Paccioli, ndo utilizava um
simbolo, mas palavras (aequale ou aequatur) para indicar a igualdade, e em
algumas situacdes, simplesmente deixava um espaco em branco no lugar que

deveria ser a indicacdo da igualdade.

Outro matematico europeu que utilizou simbolos foi Bombelli*3. “Em 1572,
uns poucos anos antes de Cardano morrer, Bombelli publicou uma algebra que se
constituiu numa contribuicdo notavel para a resolugcdo das equagdes cubicas”
(EVES, 2008, p. 308). A primeira edicdo era composta apenas dos trés primeiros
volumes da sua grande obra, Algebra, sendo que os dois ultimos volumes s6 foram
publicados depois da sua morte, em 1575. Bombelli utilizava, para indicar igualdade,
a expressao equale, ou um traco “—”. No entanto, segundo Cajori (2007a), existem
informagdes de que um manuscrito de Bombelli, guardado na Universidade de

“w_n

Bolonha, contém um simbolo igual ao usado atualmente, , representando a
igualdade, que se acredita tenha sido desenvolvido de forma independente e, talvez, antes

dele.

31 Luca Paccioli (1445-1517), nascido na lItalia, era um frade franciscano.

% Girolano Cardano (1501-1576), cujo nome aparece também como Hieronymus Cardanus, Geronimo Cardano,
Hieronymo Cardan ou Jerome Cardan, nasceu na ltalia.

% Rafael Bombelli (1526-1573), nascido em Bolonha, Italia, e era Engenheiro Hidraulico.
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3.2.3 Porque duas coisas ndo podem ser mais iguais

Nada que foi feito antes, nem o que foi feito depois, foi forte o suficiente para
sobrepujar Robert Recorde®, o autor do simbolo de igualdade no formato que

utilizamos hoje. Ele justificou assim a escolha do simbolo:

Porei, como muitas vezes uso no trabalho, um par de paralelas, ou retas
gémeas de um comprimento assim: ——— porque duas coisas nao
podem ser mais iguais (BOYER, 1974, p. 197).

Recorde era formado em Medicina, mas mesmo antes dessa graduacéo, ja
dava aulas de Matematica. Teve varias funcdes no reino da Gra-Bretanha, no
entanto, encontrou tempo para publicar cinco livros, um de Medicina e quatro de
Matematica. Smith (1958, p. 317) afirma que ele foi o mais influente matemético
inglés com obra publicada no século XVI. Boyer (1974, p. 211) vai mais além,
declarando que Recorde praticamente fundou a escola inglesa de Mateméatica. Com

tal fama, ndo é de se espantar que uma de suas invencdes perdure até hoje.

Os seus livros de Matematica tinham preocupacdo com a linguagem, e
Recorde procurava escrever de forma simples e clara. Escreveu todos os seus livros
na lingua inglesa, o que demonstrava a sua intengdo de que sua obra pudesse ser
acessivel a pessoas do povo. Talvez por conta dessa intencdo de alcancar a massa,
batizava os seus livros com nomes fantasiosos. Enquanto os outros livros traziam
titulos em que constavam palavras como Summa, Algebra, Collectaneorum, ele
batizou um dos seus livros com o titulo: The Castle of Knowledge (O Castelo do

Conhecimento).

Valeu-se algumas vezes da escrita na forma de didlogo entre mestre e aluno,
0 que era comum para a época, procurando conduzir, passo a passo, o leitor ao

entendimento do conhecimento matematico que o livro apresentava.

% Robert Recorde (1510-1558) nasceu em Tenby, no Pais de Gales, e faleceu em Londres.



59

Seu primeiro livro foi The Grounde of artes (No Terreno das artes), de 1543,
um livro de aritmética que abordava calculos por abaco, proporc¢ées, regras de trés e
algoritmos com aplicacbes comerciais; teve bastante sucesso e se tornou a
aritmética mais popular no século XVI, com pelo menos 18 edi¢des antes de 1601 e

pelo menos onze no século seguinte.

Em 1551, escreveu Pathwaie to Knowledge (Caminho para o Conhecimento),

um livro que foi considerado uma versédo condensada de Os Elementos de Euclides.

O ano da publicacdo de The Castle of Knowledge (O Castelo do
Conhecimento) pode ter sido 1551 ou 1556, sendo esse um trabalho sobre
astronomia, no qual o sistema Copérnico é citado pela primeira vez para os leitores
ingleses (SMITH, 1958, p. 319).

Mas foi no seu ultimo livro, publicado em 1557, The Whetstone of Witte (A
Pedra de Afiar da Inteligéncia), que pela primeira vez apareceu impresso o simbolo
de igualdade como o conhecemos hoje. “O titulo Whetstone (Pedra de Amolar) era
evidentemente um trocadilho com a palavra ‘coss’, pois cos em latim significa pedra

de amolar e o livro trata de cossike practise (isto €, algebra)” (BOYER, 1974, p. 212-213).

“_n

O simbolo de igualdade na forma como é utilizado hoje, “=", €, na verdade,
um pouco menor do que o simbolo que apareceu publicado ao mundo pela primeira

vez em 1557, “‘———",

Entretanto, o simbolo de igualdade de Recorde nédo teve aceitacdo imediata.
Demorou 61 anos para que ele voltasse a aparecer impresso, e quase 100 anos
para que comecasse a ser adotado e aparecesse em obras impressas de

matematicos mais renomados em outras partes do mundo.

Simbolos matematicos individuais, como o de igualdade e os sinais das
operacfes matematicas, tiveram um desenvolvimento lento, meio por acaso. Um
autor criava um simbolo, e o outro, tomando conhecimento do simbolo por meio da
obra do primeiro, o adotava. Também era comum que, pelo desconhecimento da
existéncia ou pelo prazer de ter um simbolo préprio, um autor inventasse outro
simbolo. Isso fez com que o simbolo de Recorde concorresse com outros ao longo

de séculos.
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Figura 7: The Whetstone of Witte.*
Fonte: Cajori (20074, p. 165)

% Na notacao algébrica atual, as expressdes que aparecem na figura seriam escritas da seguinte forma,

segundo Molina, Castro e Castro (2007):

oaprLNE

14x +15=71
20x -18 =102

26x2 + 10x = 9x2 - 10x + 213
19x + 192 = 10x2 + 108 -19x
18x + 24 = 8x2 + 2x

34x2 -12x = 40x + 408 — 9x2
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3.2.4 Descartes

René Descartes®® é reconhecido como um dos pensadores mais influentes
na histéria da humanidade, tido por alguns historiadores como o fundador da filosofia
moderna: “A filosofia e a ciéncia de Descartes eram quase revolucionarias em sua
ruptura com o passado [...]" (BOYER, 1974, p. 246). Nao é dificil imaginar que a obra
de um homem com tamanho reconhecimento tenha tido grande influéncia durante e

depois da sua vida.

Descartes utilizava, nos seus trabalhos matematicos, o simbolo “**” para
indicar a igualdade, para o qual foram feitas vérias tentativas de identificar como fora
obtido. Georg Cantor®’ dizia que parecia ser a combinacdo do @ de aequales que
significa igual. Por sua vez, Heinrich Wieleitner® foi um pouco mais preciso ao
descrever o simbolo de igualdade de Descartes como o e invertido: & . No entanto,
na opinido de Cajori (2007a), o simbolo de igualdade de Descartes era o simbolo
utilizado na astronomia para identificar a constelacdo de Touro “ ©”, colocado
invertido, com a parte aberta para a esquerda. Esse simbolo era bastante utilizado
em trabalhos de astronomia e estava disponivel nas gréaficas da época, o que o

tornava acessivel para outros usos.

Descartes nunca fez mencéo ao simbolo de igualdade de Robert Recorde,
mas, segundo Cajori (2007a), certamente o conhecia através do livro Praxis, de
Thomas Harriot®, que utilizava o simbolo de Recorde com regularidade. No

entanto, o proprio Descartes utilizou o simbolo numa carta que escreveu em

1640. O simbolo de Descartes chegou até a Inglaterra em 1659, na edigdo em latim

% René Descartes (1596 — 1650), fildsofo e matematico francés, nascido em La Haye (atualmente
Descartes), Touraine, Franca.

%" Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918). Matematico nascido na Russia.

% Heinrich Wieleitner (1874-1931), matematico nascido na Alemanha.

¥ Thomas Harriot (1560-1621) foi um matematico inglés, considerado o fundador da escola inglesa
de Algebra. Utilizou diversos simbolos nas suas obras e foi o introdutor dos simbolos “>” (maior que)
e “<” (menor que). A sua principal obra Ars analyticae praxis, na qual demonstrava que as equacdes
podiam ter raizes negativas e imaginarias, foi publicada postumamente em 1631.


http://pt.wikipedia.org/wiki/1845
http://pt.wikipedia.org/wiki/1918
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do livro Miscellanies, de Samuel Foster?”>. No entanto, na edicdo em inglés, o

simbolo de Descartes foi substituido pelo de Recorde.

Como Descartes havia morado na Holanda, é natural que matematicos de 14,
como Frans van Shooten** em 1646, Christiaan Huygens* e Johann Hudde®,
utilizassem o simbolo de igualdade por ele criado. Embora o simbolo de Descartes
tenha feito muito sucesso na Franca e na Holanda no final do século XVII e no

comeco do século XVIII, nunca conseguiu se firmar em outras partes da Europa.

Segundo Cajori (2007a), o sucesso do livro La Géométrie, no qual o simbolo
apareceu pela primeira vez, contribuiu para que o simbolo criado por Descartes
passasse sem muito destaque. A geometria analitica e o aperfeicoamento da

Nn

notacdo exponencial “a™ chamaram muito mais a atencdo dos matematicos.

3.2.5 Simbolos Concorrentes

Simbolos concorrentes com “=———=" surgiram rapidamente na Europa
continental e na Inglaterra. Apenas dois anos apds o surgimento do simbolo de
Recorde, em 1559, um monge francés, Johannes Buteo®, publicou o seu livro

Logistica, no qual utilizou o simbolo “[” para indicar a igualdade.

Em 1571, o alemdo Xylander® utilizou um par de linhas verticais “||” para
designar a igualdade, quando lancou uma edicédo de Arithmetica, de Diofanto. Outros
autores, como os italianos Giovanni Camillo Glorioso*, no livro Ad theorema
geometricum (1613) e Michaelis Riccii*’, no livro Exercitatio geométrica de maximis

et minimis, de 1668, também utilizaram o simbolo de igualdade de Xylander.

“0'samuel Foster (antes de 1600 — 1652). Matematico e astronomo inglés.

! Frans van Shooten (1615-1660).

“2 Christian Huygens (1629-1695).

“3 Johann van Waveren Hudde (1628-1704).

4 Johannes Buteo (21492 - 1564~1572), matematico francés, religioso da Abbaye de St.-Antoine. Seu nome
francés era Jean Borrel. Na tradugdo para a forma latina, também sdo encontradas as formas: Boteo, Butéon, e
Bateon.

+ Xylander (1532-1576), cujo nome original era Wilhelm Holzmann, nascido em Augsburg, Alemanha.

¢ Giovanni Camillo Glorioso (1572 — 1643), matematico italiano, nascido em Giffoni, préximo de Salerno.

" Michaelis Angeli Riccii (ou Michelangelo Ricci)-(1619 - 1682) foi um matematico e cardeal italiano, nascido em
Roma.
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Conforme Cajori (2007a), este mesmo simbolo foi adotado por outros matematicos
alemées e franceses ao longo dos 100 anos seguintes, principalmente quando

escreviam sobre proporgoes.

O simbolo de duas linhas verticais também foi utilizado por outros
matematicos: Descartes em Opuscules (1619-1621); Pierre de Carcavi*® numa carta
para Descartes em 1649; Balthazar de Monconys* (1666); René de Sluse®
(1668); Phillipe de La Hire® (1701); Abraham de Graaf®? (1703), Antoine Parent®
(1713) e por alguns outros autores do Journal dés Scavans. Samuel Reyher
utilizou um simbolo com apenas uma linha vertical “|” e na sua obra o atribuiu ao

astronomo alemao Jacob Golius®

Leonard Digges®® iniciou e seu filho Thomas Digges®’ concluiu e publicou em
1590 o livro Stratioticos, onde introduziram diversos simbolos novos, incluindo o

simbolo “ #” para o simbolo de igualdade. Outra forma diferente do simbolo de

Recorde, “3”, foi utilizada por Johann Andreae®® em 1614 no livro Collectaneorum

Mathematicorum.

Uma notac&o bastante estranha foi utilizada por Pierre Hérigone™ no livro
Cursus mathematicus (1634). Ele utilizou o simbolo “2|2” para indicar a igualdade,
baseado na sua propria ideia de que “3|2” indicava “maior que” e “2|3” simbolizava
“‘menor que”. Com esse tipo de notacao a representagao que faria de uma equacao
“a’+ab=b?” seria: “a2+ba2|2b2”. Esse autor também utilizou o simbolo “U” para

indicar a igualdade. A forma contraria desse simbolo, “I'” foi utilizada com a mesma

“8 Pierre de Carcavi (1600-1684) foi um matematico amador francés, que, embora a histéria ndo tenha

registrado desenvolvimento na Matematica, se tornou conhecido pela troca de correspondéncia com outros
matematlcos

Balthasar de Monconys (1611 - 1665), nascido na Franca, era diplomata, médico e magistrado.

° René Francois Walter de Sluze (ou Slusius, na forma latinizada)-(1662—-1685) — Matematico, nascido no
PrlnC|pado de Liege (atualmente Bélgica).

Phlllppe de La Hire (1640 — 1718). Nascido na Franca, era matematico, astronomo, fisico, naturalista e pintor.

Abraham de Graaf (1635 — 1717). Matemético holandés.

Antome Parent (1666-1716). Nascido na Franca, era matematico, fisico e astrbnomo.

Samuel Reyher (ou Reyherus)-(1635-1714). Nascido na Alemanha, era matematico.

%5 Jacob Golius (1596 — 1667). Nascido Jacob van Gool, também era conhecido como Jacob Gohl ou lacobo
Gollo foi um orientalista e matematico holandés.

® Leonard Digges (1520 — 1559). Matematico inglés.

Thomas Digges (1546 — 1595). Matematico inglés era filho de Leonard Digges

Johann Valentin Andreae (1586—1601).Nascido em Herrenberg no Ducado de Wirttemberg.

° Pierre Hérigone (1580-1643), também conhecido pela forma latinizada do seu nome, Petrus Herigonius, foi
um matematico e astrénomo francés.
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finalidade por Dulaurens® em Specimina Mathematica Duobus Libris Comprehensa
em 1667.

Bellavitis®*, em Annali del R. Lombi-Vem, de 1832, utilizou o simbolo “<”,
que também tem origem na astronomia (constelacdo de Libra, ou Balanca), para

indicar a igualdade de vetores.

3.2.6 Variagcdes no formato

O simbolo, tal qual Recorde imaginou, foi utilizado na algebra de Harriot e,
ocasionalmente, em outras publicacdes; por exemplo, em Memoirés de I'académie,
de De Lagny®, entre 1666 e 1699 e em Euclides Data, de Schwad®, em 1780.
Alguns autores utilizaram o simbolo de Recorde, porém colocaram as linhas mais

curtas, como Weigeli® em Philosophia mathematica, publicada em 1693.

Partindo da ideia de paralelas, outros autores, como Swedenborg®® em
Daedalus Hyperboreus, um periédico cientifico que publicou entre 1716 e 1718,

utilizaram o simbolo bem curto e inclinado para cima “//".

Em alguns artigos no Journal de Sgavans como o de F. Nicole®® em 1728, o
simbolo de igualdade foi utilizado com um espacamento maior entre as linhas
paralelas: “—". Mas 0 mais comum era encontrar o simbolo de Recorde impresso com o

simbolo do niimero 1, colocado horizontalmente: “ = ” ou “ = ” (Cajori, 2007a, p. 307).

% Francois Dulaurens ( ??-??). Também adotava 0 nome Frascisci. Ndo encontramos outros dados da sua
biografia.

®1 Giusto Bellavitis (1803 - 1880). Foi um matematico autodidata italiano

%2 Thomas Fantet de Lagny (1660-1734), matematico francés.

%3j0hann Christoph Schwad (1743-1821)

® Erhardi Weigeli (Erhard Weigel)-(1625-1699). Nascido na Alemanha, era matematico e astronomo.

5 Emanuel Swedenborg (Emanuel Swedberg)-(1688-1772). Cientista e filésofo sueco.

66 Francois Nicole (1683 — 1758). Matematico francés, em 1717 publicou Traité du calcul des Différences finies
que trata de regras de formacao de diferengas e somatério de determinadas séries.


http://pt.wikipedia.org/wiki/1803
http://pt.wikipedia.org/wiki/1880
http://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tico
http://pt.wikipedia.org/wiki/It%C3%A1lia
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3.2.7 VariagcOes na maneira de utilizacéo

Ainda segundo Cajori (2007a), alguns autores inovaram na utilizagdo do
simbolo criado por Recorde ou acrescentaram outros detalhes na forma. Um deles
foi Antoine Deidier®”, que em 1740, no livro La Mesure des surfaces et des solide”,

utilizou o simbolo de igualdade de uma maneira muito peculiar:

0+1+2 = 3 1 0.1.4.=5 1 1
_ = e —_ = —_
6

2 4,4,4,=12 3 12

2+2+2 =

Tacquet®®, em 1654, publicou o livro Elementa geometriae, que teve grande
sucesso e foi publicado em varias edic6es por mais de 100 anos. Na edicdo de 1725
que foi publicada com o nome Elementa Euclidea geometriae, foi encontrada uma

situacdo curiosa com a utilizacdo de “=”, a virgula e a palavra aequalis na mesma
expressao: “erit 8X432=3456 aequalis 8X400=3200,+8X30=240,+8X2=16".

Na The Columbiam Arithmetician (American Arithmetics) de 1911, foi
encontrada outra forma bem particular de utilizacdo do simbolo de igualdade numa

representacdo de uma sequéncia de calculos: “1 +6, =7, X6 =42, div2 = 21".

3.2.8 Variagdes de significados

Cajori (2007a) esclarece que uma dificuldade que o simbolo de Recorde
encontrou para se firmar como padréo da representacdo da igualdade foi o fato de

gue outros autores o utilizaram com significados diferentes.

® Antoine Deidier (1696 — 1746), médico e quimico francés, nascido em Montpelier.
% Andrea Tacquet (1612-1660) era formado em Teologia e ensinava Matematica no préprio seminario onde se
formou.
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w_n

Viete, no livro In artem analyticen isagoge, utilizou o simbolo para
identificar a diferenca matematica, sendo seguido por outros matematicos. Descartes
utilizou o simbolo que hoje adotamos para identificar a igualdade, para designar
“mais ou menos”, ou seja, “t”. Caramuel® em 1670, no seu livio Mathesis Biceps,
vetus et nova, utilizou o0 mesmo simbolo para indicar a separacdo entre a parte
inteira e a parte decimal de um namero. O nosso 245,459 era escrito por ele como

W9 "

245=459. G.H. Paricius’® nos seus livros utilizava indistintamente os sinais “=”, “” e

para separar 0s numeros no processo de resolucao de problemas. Completando

este quadro cadtico, Dulaurens e Reyher utilizaram o simbolo para indicar linhas

paralelas.

Nos séculos seguintes, outras utilizacdes trouxeram mais significados para o
simbolo criado por Recorde. Bolyai’*, no seu Tentamen de 1832, utilizou o simbolo “="
para indicar igualdade absoluta e o simbolo “=" para mostrar igualdade no contetdo.
Utilizou também as formas: “A (=B” ou “B=) A” para indicar que cada valor de A é
igual a algum valor de B; “A (=) B” para indicar que cada valor de A é igual a algum

valor de B e vice-versa.

No século XX, alguns autores passaram a adotar o simbolo de igualdade de
Recorde com significados mais abrangentes. Stolz’%, em Theoretische Atithmetik’,

de 1911, o utilizou com o significado de “é explicado por” ou “esta associado com”.

De Morgan’®, em 1842, num artigo sobre a teoria de logaritmos que escreveu
para o jornal da Cambridge Philosophical Society, utilizou um duplo simbolo de
igualdade, “= =", para indicar que “[...] cada simbolo deve expressar ndo apenas o
comprimento e a direcdo de uma linha, mas também a quantidade de revolucao pela
qual uma linha, estabelecida a partir da linha de unidade, deveria atingir esse
sentido” (CAJORI, 2007a, p. 307, traducdo nossa’).

% juan Caramuel y Lobkowitz (Johann Caramuel)-(1606-1682). Nascido em Madri, Espanha. Era engenheiro
g)orofissional e a_lstrc“)nor_nq amador. _

Georg Heinrich Paricius (1675-1725), matematico alemao.
™ Farkas Bolyai (1775-1856), também conhecido por Wolfgang Bolyai, em alem&o, nascido na Transilvéania,
Hungria, e se notabilizou pelos seus trabalhos em geometria.
2 \/on Otto Stolz (1842-1905), matematico austriaco.
3 0 livro Theoretische Atithmetik, foi escrito por Stolz, com a colaboracéo do seu aluno J.A. Gmeiner, do qual
ndo foram encontrados dados biograficos.
" Augustus De Morgan (1806-1871). Nascido na India, filho de pais ingleses.
S “[...] that every symbol shall express not merely the length and direction of a line, but also the quantity of
revolution by which a line, setting out from the unit line, is supposed to attain that direction.”
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A Encyclopaedia Britannica, no artigo Algebra de 1910, para indicar que a

relacdo entre os coeficientes de poténcias de x numa série era apenas formal, ndo

13 7’

aritmética, utilizou o simbolo

com

Pasquier’®, em 1920, utilizou um simbolo de dupla igualdade
significado de “igual por definicdo”, num artigo sobre nimeros complexos que enviou

para o Congresso de Matematicos realizado em Strasbourg.

3.2.9 A consagragao do “="

Apesar de demorar 61 anos para aparecer impresso depois de The
Whetstone of Witte, e mais de 100 anos para que comecasse a aparecer em obras
impressas de mateméaticos mais importantes, o simbolo inventado por Recorde

conseguiu a supremacia sobre todos os concorrentes que enfrentou ao longo dos anos.

No século XVII obteve completa supremacia na Inglaterra, onde apenas dois

livros foram impressos com outro simbolo, 0 “*°” de Descartes.

Apesar do simbolo de Recorde ter sido utilizado em diversos manuscritos e
cartas, inclusive uma escrita por Descartes, as primeiras publicacdes no continente

[{pel

europeu que utilizaram o simbolo “=” para indicar a igualdade foram as do alemé&o J.
Stampionen’’ em 1639 e 1640 e Rahn’® em 1659. Na Franca, de autoria de

Arnauld”®, a primeira publicac&o a utilizar o simbolo de Recorde foi publicada em 1667.

“_n

Outros matematicos utilizaram o simbolo para indicar a igualdade:

Prestet?®, Castelan®® e Tschirnhaus®, Hoste®, Ozanam®, Nieuwentijt®

Lows Gustave Du Pasquier (1876-1957), matematico suigo.

Jan Jansz de Jonge Stampioen (1610-1690), matematico alemé&o.

"8 Johann Heinrich Rahn (1622-1676), nascido na Suica, foi o primeiro matematico a utilizar o simbolo “+” para
indicar uma divisao.

o Antome Arnauld (1612-1694), matemético francés, também era chamado de "O Grande Arnauld".

Jean Prestet (1648-1690). Matematico francés, utlizou o simbolo “=” na obra Eléments de mathématiques em 1675

Antome Louis Castelan (1772-838). Arquiteto, pintor e antiquario francés.

2 Ehrenfried Walter von Tschirnhaus (1651-1708), nascido em Kieslingswalde Alemanha, atualmente
S’rawnlkowme Poldnia.

Paul I'Hoste ( 1652-1700). Nascido na Franga, era um tedrico da guerra naval.

Jacques Ozanam (1640-1717). Matematico francés.

® Bernard Nieuwentijt (1654-1718). Foi um médico e clérigo alemao. Entre 1694 e 1700, estabeleceu uma
dlsputa com Leibniz sobre as bases do célculo infinitesimal.
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Weigel®, de Lagny®’, Carré®, de L 'Hopital®®, Poliniére® e Reyneau®. E como
nessa época o calculo diferencial e integral sofria um grande avanco, o fato de
Newton®® e Leibniz®* utilizarem o simbolo de Recorde estimulou a adocg&o
generalizada do mesmo: “A vitéria final de ‘=" sobre ‘*°’ parece ter ocorrido
principalmente devido a influéncia de Leibniz durante o periodo critico do final do
século dezessete” (CAJORI, 2007a, p. 306, traducdo nossa®®).

Ha de se enaltecer o fato do simbolo criado por Recorde ter se tornado
ubiquo, tendo em vista que, até os nossos dias, existe uma consideravel diversidade
de sinais em outros grupos de simbolos em cada ramo da Matematica.

Para a andlise dos simbolos de igualdade ao longo da histéria da notacéo
algébrica, organizamos o Quadro 2: Simbolos encontrados na “Jornada pela
Histéria”, e, em nossa analise, os simbolos serdo citados pelo nome do autor ou do

documento onde foram encontrados.

® Erhard Weigel (ou Erhardi Weigelii) (1625-1699). Matematico, astrbnomo e filésofo aleméo.

Thomas Fantet de Lagny (1660-1734), Matematico francés.

Lows Carré (1663-1711). Matematico Francés.

Gunlaume Francois Antoine Marquis de L'H6pital (1661-1704), matematico francés.

% Pierre Poliniére (ou Polynier)-(1671 - 1734). Médico e fisico francés, estudou Matematica com Pierre
Varlgnon (1654-1722), que foi um dos primeiros a utilizar o céalculo diferencial no estudo de mecénica.

Charles René Reyneau (1656-1728). Matematico francés.

Slr Isaac Newton (1643-1727). Matematico inglés.

® Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716), matematico alemao.

% “The final victory of = over o seems mainly due to the influence of Leibniz during the critical period of the
close of the seventeenth century ” (adaptagdo nossa).



Autor / Fonte Local Ano Simbolo Observacgdes

1 | Papiro Rhind Eqgito 1685 a.C. & “it gives” — “da”

2 | Diofanto Grécia ~200 a.C. io
Originado na palavra “phala”

3 | Bakhonali india |200~800d.C.|  wpha’ | LD o e
um calculo”

4 | Regiomontanus Alemanha ~1450 d.C. — Trago

5 |al-Qalasadi Ardbia | antes de 1486 J Adala (igualdade)

6 | Paccioli Italia 1494 — ggi?ftizggglsizava com diversos

7 | Cardano Italia 1545 “espago em branco”
Utilizou o simbolo “ =7,

8 | Bombelli Italia 1545 — provavelmente antes de
Recorde (por volta de 1550)

9 | Recorde Inglaterra 1557 ;;;/Sezcgﬂein?’;zlsaglo -

10 | Xylander Alemanha 1571 ||

11 | Digges Inglaterra 1590 € ][_iﬁ]c())r)lard e Thomas (Pai e

12 [ Andrea Alemanha 1614 #

. 3|2 significava “maior que” e

13 | Hérigone Franca 1634 2|2 2|3 significava “menor que”

14 | Hérigone Franca 1634 (]

15 | Descartes Franca 1637~1638 2=

16 | Dulaurens Franca 1667 m

17 | Buteo Franga 1698 [

18 | Swedenborg Suécia 1716 I

19 [ Nicole Franca 1728 _

20 | Reyher Alemanha | antes de 1714 |

21 | Diversos Europa 1700 ~ 1800 | o ou 2 | Facilitava a impress&o

22 | Bellavitis Italia 1832 0 Constelacao de Libra

23 | De Morgan Inglaterra 1842 ==

24 | Pasquier Suica 1920 =

Quadro 2: Simbolos encontrados na “Jornada pela Histéria”
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3.2.10 Anédlise dos simbolos de igualdade ao longo da histéria

A nossa analise, seguird, sempre que possivel, a ordem cronolégica, segundo
0s registros historicos que encontramos nas nossas pesquisas e estdo apresentados

no Quadro 2: Simbolos encontrados na “Jornada pela Histéria”.

Quando analisamos o simbolo “&=% ", encontrado no Papiro Rhind e “jo”,
utilizado por Diofanto, identificamos que eles indicam o resultado da sentenca que
0s precede, tanto que o simbolo do papiro Rhind, traduzido literalmente, significa
“‘isso da”, indicando que, na sequéncia, sera apresentado o resultado da expressao

numerica que o antecede.

Como nessa época os individuos trabalhavam basicamente com 0os numeros,
especialmente os naturais, e, no nosso entendimento, a ideia de fazer contas em
aritmética é corporificada, esse significado de colocar o resultado depois do simbolo

de igualdade também é habitante do mundo corporificado.

Segundo a nossa analise, o simbolo, “®” (pha), utilizado no manuscrito

Bakhshali, também se enquadra na situacdo acima, isto €, tem caracteristicas do
mundo corporificado, mas vale destaca-lo pela origem do simbolo na palavra phala,
gue significa fruto. Acreditamos que a utilizacdo dessa palavra, na forma abreviada,
indicava que o valor colocado ap6s o simbolo representava o fruto (resultado) de

uma expressao que o precedia.

Antes de partirmos para a analise dos simbolos originados na Europa
Ocidental, trazemos o simbolo “J” utilizado por al-Qalasadi, que nasceu na regido de
Andaluzia, na Espanha, mas era de origem é&rabe, tendo feito a sua formacdo em

paises com predominio mugulmano, como Argélia e Egito.

Como ja mostramos no item 4.2.2 Precursores (p. 52), os arabes detinham
um conhecimento bastante evoluido da algebra, mas permaneceram muito tempo
utilizando a notacdo retérica, e o simbolo “J’ que al-Qalasadi utilizou pode ser
entendido como uma forma sincopada da palavra arabe “adala” que significa

igualdade.
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Os arabes fizeram, ao longo dos séculos, grandes investimentos na pesquisa
dos conhecimentos matematicos dos Gregos e dos Hindus, e, além de se tornarem
depositarios desses conhecimentos, fizeram contribuicbes ao desenvolvimento da
Matematica: “Resolveram equacOes cubicas por construcdo geométrica,
aperfeicoaram a trigonometria até um alto nivel e conseguiram avancos menores e
por toda Matematica, a Fisica e Astronomia” (CAJORI, 2007b, p. 168). Apesar disso,
dada a pouca familiaridade deles com simbolos e dado que o simbolo adotado por
al-Qalasadi € uma letra, entendemos que se tratava apenas de uma simplificacéo da
escrita, nada indicando que pudesse estar colocado, nesta forma de indicar a
igualdade, algo mais do que uma representacao corporificada.

Chegando na nossa jornada aos simbolos utilizados por matematicos da
Europa Ocidental para indicar a igualdade, encontramos, de inicio, duas situacoes

gue acreditamos sejam semelhantes: o uso de um tragco e o uso de espaco.

Alguns autores (Regiomontanus, Paccioli, Bombelli) utilizam um trago “—
para indicar a igualdade, enquanto Cardano simplesmente deixava um espaco em
branco. Entendemos que tais representacfes ainda ndo caracterizavam o uso real
de um simbolo para indicar a igualdade, pois o traco e 0 espaco em branco parecem
indicar apenas a resposta de uma proposicdo ou expressao anteriormente
formulada. Tais representacbes estdo caracterizadas como recursos do mundo
corporificado, pois parecem apenas querer indicar um registro fisico de separacao
entre o fim da proposicéo e o inicio da resposta. O espacgo e o traco ndo parecem

representar um conceito ou um processo.

No nosso entendimento, a diversidade de simbolos que surgiram depois do

criado por Robert Recorde, desde meados do século XVI até o século XIX,
(Xylander “||”; Digges “ #” ; Andrea “-3” ; Hérigone “U”; Dulaurens “I'” ; Buteo “[*;

Swedenborg “/”; Nicole “—" ; Reyher

), séo resultados da evolucdo da notagéo
algébrica, na qual alguns matematicos desse periodo estavam abandonando a
algebra retorica e sincopada, e procuravam apresentar as suas descobertas

utilizando simbolos.

Em Cajori (2007a), esses simbolos sdo apresentados em situacbes que
podem estar associadas a significados do mundo corporificado quando utilizados em

representacdes para indicar o resultado, e também representavam a evolugcao do



72

pensamento mateméatico, e ocupavam lugar em demonstracdes dos novos
conhecimentos que iam sendo apresentados. Nessa condi¢do, esses simbolos
também traziam significados do mundo formal, pois tais demonstracdes se valiam do
conhecimento Matematico que ja existia, baseando-se em axiomas e formulagcdes do
pensamento avancado da época. Para exemplificar a situacdo descrita acima,

vamos destacar a analise dos simbolos adotados por Hérigone “2|2” e Descartes “*” .

Entendemos que, quando Herigone utilizou o simbolo “2|2”, estava com o
pensamento com caracteristicas do mundo corporificado. A representacdo da
igualdade colocada dessa maneira mostra que o autor tinha a preocupacéo de fazer
uma apresentacdo da igualdade de maneira concreta, utilizando um simbolo que ja
trazia na sua notacao a propria igualdade, querendo lembrar ao leitor que o simbolo
colocado entre duas expressdes ou termos estava ali para indicar que eram iguais,
tanto quanto 2 € igual a 2. Mais clara essa concluséo fica quando verificamos os
simbolos que ele utilizava para representar “maior que” e “menor que”: “3|2” e “2|3,

respectivamente.

Quanto ao simbolo utilizado por Descartes “*°”, aparentemente reutilizado
dos simbolos da Astronomia, parecia indicar algo mais do que uma simples
igualdade. Para ele, foi necessario simbolizar a igualdade com algo do cosmos e,
guem sabe, baseando-se na filosofia grega, num objeto do Universo regido por leis e
regularidades. Pela variedade e qualidade da sua obra, acreditamos que Descartes
chegou a um desenvolvimento cognitivo do conhecimento matematico, que tanto
podia utilizar o simbolo de igualdade com as caracteristicas do mundo corporificado,
quanto utiliza-lo com caracteristicas do mundo formal nas demonstracdes dos novos

conhecimentos matematicos que produzia.

Da mesma forma, a conclusao sobre o simbolo de Herigone ndo impede que,
embora com estrutura notacional bastante corporificada, possa ter sido utilizado em
situacdes que pudessem ser identificadas com caracteristicas do mundo formal,
como, por exemplo, na demonstracdo de um teorema. Essa condi¢cdo vale para
todos os simbolos que encontramos, e saber se 0 uso de um simbolo se restringiu a
um determinado mundo, ou poderia ter sido utilizado em todos eles, exigiria uma
analise da obra completa de todos os matematicos que citamos, 0 que ndo é o

objetivo deste trabalho.
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Ja no século XIX, Bellavitis utilizou também um simbolo da Astronomia, “<*”,
qgue representa a constelacdo de Libra ou Balanca. Novamente, a utilizacdo desse
simbolo parece indicar a for¢ca que o autor queria dar para o equilibrio representado
pela igualdade, o que significa que este simbolo foi usado com caracteristicas

semelhantes ao simbolo de Descartes, isto €, corporificadas.

Por sua vez, De Morgan, em 1842, ao utilizar “= =", trouxe uma nova
definicdo, acrescentando um novo significado para o simbolo. No seu trabalho, ele
fazia uma contribuicdo ao desenvolvimento da Teoria dos Logaritmos e duplicou o
simbolo de igualdade para indicar que duas situacdes deveriam acontecer ao
mesmo tempo. Pretendia dessa forma, expressar tanto o comprimento e direcao de

uma linha quanto a quantidade de revolu¢des que essa linha deveria cumprir.

Encontramos, na utilizagéo feita por De Morgan do simbolo de igualdade, uma
situacdo que possui as caracteristicas tanto do mundo corporificado quando do
mundo formal. Do mundo corporificado, vem a representacdo utilizando dois
simbolos para identificar que existem duas igualdades; e do mundo formal,
encontramos a caracteristicas de uma nova construcdo na Matematica, tanto do
simbolo novo quanto da definicdo dos novos conceitos que ele representa, ndo so
da dupla indicacdo de igualdade, mas também da nova definicdo, estd uma

contribuicdo para o desenvolvimento da Teoria dos Logaritmos.

Também Pasquier, em 1920, quando criou o simbolo com um duplo

sinal de igualdade, para indicar uma “igualdade por definicdo” estava utilizando
recursos do mundo formal, pois apresentava uma nova definicdo para o simbolo de
igualdade. Num trabalho sobre séries, ele utilizou esse simbolo para indicar que: “As
relacbes entre os coeficientes das poténcias de x em uma série podem ser

expressas por uma igualdade formal que envolve a série como um todo [...] onde o

“w =»

simbolo indica que a igualdade € apenas formal, ndo aritmética” (CAJORI,

2007a, p. 308, traducdo nossa®).

De maneira proposital, deixamos para o fim o simbolo , € voltando no

tempo, reencontrarmos com Robert Recorde e o0 seu simbolo para a igualdade:

————=", que apareceu pela primeira vez no livro Whetstone of Witte, de 1557, que

% The relations between the coefficients of the powers of x in a series may be expressed by a formal equality

involving the series as a whole [...] where the symbol “ £ ” indicates that the equality is only formal, not
arithmetical.



74

se propunha a ensinar aritmética e &lgebra para pessoas sem conhecimento
anterior. Recorde escreveu um livro repleto de esquemas com chaves, tabelas,
desenhos de quadrados e cubos, explicacdes por meio de dialogos entre professor e

aluno, orientacdes passo a passo, e com uma linguagem acessivel ao povo em geral.

Em mais da metade do livro, Recorde utilizou uma barra sob o Ultimo nimero
para indicar o lugar da resposta, tal qual € comum até hoje nas séries iniciais das

nossas escolas:

The iree

litle:pou maiec bdue recourle to the fable, atthe cnde
of fguraile nombers Qwhiche therfo e 13 mabe large
and generalle:(o thﬂtﬁ maie Iocll be callen the frute:
full table,oz table of eafle.

Wut notw Foi triall of the lae craimple:
firtte there 8. 4.5+ o +f03 Wwhofe roote § talic
2.anbtherefoze thele. 4. 5- €. make. 275
twhiche 3 fette ooune in nomber ABFaite,

JRerteis.s. fquares, ohiche accoopng to thy
voote, muff nebes be.z c.andthat. 2 o ¥ (et
peune allo : and then.s. rootes, whiche mal
12. Anvalltheipelbe. 288, anb thatisall the
firfte fomme,

T hen fo; the feconde fomrne, T lee Avde.S.
Cubes, whicye make.6 4. to bee added. The
folotwzth. 5. fquares leMe, that 16.3 2. to bee 4
bated,and allo.5. rootes lefle, that (5.2 o, aifs
to bee abated: So mudt 3 abate.s 2. (Foz theim
bothe ) out of. & 4. and then thers redteth bue 6 4
1z whiche adbed biko 18 8. of the Airlk fovmme __ 520

noe pelbe. oo 12
Sowwfthe totall agree twith this, thenis %9
the lwoo;ke goob, =3+

Foztriall whereof, 3 refolue. 4.5 2, fns — L2
to nomber Adfrafte,and ther will make 256, 300
then.8.c maketh . 5 43 Wwhiche bothepelbe - 16
320, Then foloweth in thefame fomme 5.5 "¢ 4
anb.d.zo . to be abated. The. 3. 5. make. 12, ——-
and the J.rootes pelde. 8. whiche togetherpo 32
amonnte to.2 o. anb that mul bee abated fro
thelaid fotmme of 5 2 canbdthen there vemaineth one:
Iy 3 o cagreable to the foxmer fonime aboue the line,
Stholar, This proofe 3 Lke well: Ind ¥ perceive
that1f T Wwouln Wwooyke the ke, takyng fo) the roote
j»opany othber nomber,the proofe will fuccede a like,
{Palter. jRow tomake an cande of Aodition , bi:
taulc

Figura 8: Apresentacdo da Soma e Subtracdo

Fonte: Whetstone of Witte (1557)

Em um livro de pouco mais de 300 paginas, somente depois da pagina 200 é
que Recorde introduziu o simbolo “=" para indicar a igualdade e, ao lado da frase
“Porei, como muitas vezes uso no trabalho, um par de paralelas, ou retas gémeas,

de um comprimento assim: —————, porque duas coisas ndo podem ser mais
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iguais” (BOYER, 1974, p. 197), que utilizou para justificar a escolha, completou que
era para nao ficar repetindo a palavra “aequalis”. Isso ocorreu quando ele passou a

explicar o que eram e mostrar tipos de equacodes.

Com essas constatacdes, entendemos que o simbolo de “=” foi criado por
Recorde com o intuito de diferenciar a situagéo de igualdade quando apresentou em
seu livro os conteudos de aritmética, da parte que trabalhava com conceitos
algébricos de equacéo. Isso nos leva a concluir que ele tratava a igualdade utilizada
na equagao com conceitos do mundo simbdlico e, por conseguinte, o simbolo “=” foi

criado nesse contexto.

Durante a nossa analise dos simbolos de igualdade ao longo da historia da
notacdo algébrica, foi surgindo a ideia de que haveria, por volta do final do século
XVI e inicio do século XVII, um periodo que nos parecia caracterizar uma mudanca
importante e disseminada entre os matematicos da época. Embora estivéssemos
olhando apenas para o simbolo de igualdade, percebiamos que a generalizacdo do
uso de simbolos por parte dos matematicos da Europa Ocidental indicava uma
tendéncia de mudanca, ndo somente na notacdo, mas também na forma do
pensamento algébrico. De acordo com esse pensamento, encontramos, em Eves
(2008), a afirmacao de que o século XVII representa o que ele chamou de “A
Alvorada da Matematica Moderna” (Figura 9: Linha do Tempo dos Periodos
Matematicos). Como é nosso entendimento que a Matematica resulta de um
processo de evolucdo do conhecimento humano e do aumento da sua capacidade
cognitiva, podemos imaginar que os matematicos que viveram antes desse periodo

tiveram participacao nesse processo de evolucao.

Focando na participacdo de Robert Recorde nesse processo, ele
demonstrava uma preocupacdo em resgatar e levar ao povo 0 conhecimento
matematico em aritmética, algebra e geometria, tomando a iniciativa de publicar
suas obras na lingua inglesa e com titulos bastante estimulantes: No Terreno das
Artes; Caminho para o Conhecimento; O Castelo do Conhecimento; A Pedra de afiar

da inteligéncia.
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Figura 9 : Linha do Tempo dos Periodos Mateméticos
Fonte: Eves (2008, p. 741)

A invencdo, em meados do século XV, da impressao por tipos mecéanicos
moveis, ajudou a popularizar os livros e, dessa forma, ajudou a impulsionar a
divulgacdo do conhecimento matematico nas sociedades da época. Essa forma de
impressao facilitava a criacdo e reutilizacao de tipos, o que levou cada vez mais a
utilizacdo dos simbolos para representacdo desse conhecimento. J& apresentamos
neste trabalho os simbolos utilizados por Descartes e Bellavitis, adaptados de
simbolos da Astronomia, mas entendemos que o exemplo mais marcante dessa
pratica aparece nas adaptacdes realizadas para representar o simbolo de igualdade

e ooy
o — .

de Recorde, com a utilizagdo do algarismo 1:

Entendemos que, com o inicio da popularizacdo do conhecimento da
Matematica, novos individuos tiveram oportunidade de desenvolver o conhecimento
e, hum processo de retroalimentacao, divulgar tal conhecimento para a populagao

em geral.

Isso faz com que o simbolo inventado por Recorde tenha sofrido, ao longo do
tempo, uma constante mudanca em relagcdo ao significado original. Com a
universalizagdo do uso desse simbolo, a cada avangco da Matematica em que seja

“n

necessario representar uma situacéo de igualdade, o simbolo ganha um novo

significado.
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Como vamos apresentar no CAPITULO 5: SIGNIFICADOS DO SIMBOLO
“=* NOS TRES MUNDOS DA MATEMATICA, tanto o desenvolvimento da
Matematica quanto de um simbolo utilizado para representar ideias matematicas
parece seguir um ciclo similar ao apontado no quadro teérico dos Trés Mundos da

Matemética para um individuo.
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CAPITULO 4
JORNADA PELAS PESQUISAS EM
EDUCACAO MATEMATICA

Conforme critérios apresentados no CAPITULO 1: METODOLOGIA, dentre
as pesquisas efetuadas na area da Educacdo Matematica que selecionamos para
analisar os significados ja encontrados para o simbolo de igualdade, destacaremos a
de Kieran (1981), e, inicialmente, analisaremos os relatos de pesquisas,
relacionando-os com os significados, operacional e de equivaléncia, apresentados

por ela.

Alguns trabalhos que analisamos tinham como objetivo encontrar o papel do
simbolo de igualdade no desenvolvimento do pensamento algébrico e o impacto que
ele pode causar quando inserido no ensino da Algebra nas séries iniciais.

De uma maneira geral, os trabalhos analisados foram concluidos
apresentando os significados encontrados para o simbolo de igualdade e, por meio
deles, mostraram tanto o impacto deles no desenvolvimento do pensamento
algébrico quanto o impacto da introducdo dos fundamentos da Algebra nas séries
iniciais. Entretanto, neste nosso trabalho, os nossos olhos estdo focados apenas nos

significados que essas pesquisas apresentaram para o simbolo de igualdade.

Também neste capitulo, apresentaremos outros significados encontrados ao
longo da nossa pesquisa, resultado de observacdes do cotidiano e de publicacdes
gue apresentavam significados para o simbolo de igualdade num contexto de

conteudos matematicos, filoséficos e praticos.
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4.1 Pesquisas em Educac&o Matematica

Kieran (1981) fez uma revisdo de algumas pesquisas anteriores que
destacaram os diferentes entendimentos que alunos da escola basica possuiam
sobre o simbolo de igualdade e trouxe novas contribuicdes para o assunto. Para ela,
ndo se pode subestimar a importancia do simbolo de igualdade no estudo da
algebra, pois a falta de entendimento desse simbolo parece criar enormes

problemas conceituais.

De acordo com o relato de Kieran (1981), os alunos da pré-escola veem o
simbolo de igualdade como uma comparacdo entre as quantidades de dois
conjuntos de objetos que podem ser contados. Nos seis primeiros anos do Ensino
Fundamental, os alunos entendem que o simbolo de igualdade tem a funcédo de
indicar que “alguma coisa deve ser feita”. Assim, para os alunos com esse
entendimento do simbolo de igualdade, é mais dificil entender a expressdo 9 =5 + 4
do que a expressdo 5 + 4 = 9, pois, nessa Ultima maneira, o simbolo de igualdade
vem antes da resposta, e coincide com a ideia de que ele aponta a necessidade de
uma acdo ou a resposta do problema. Segundo a autora, ndo foram encontradas
evidéncias de que os alunos mudam a sua maneira de pensar sobre o simbolo de
igualdade enguanto cursam esses anos iniciais. A maneira como as criangas
tratavam as questfes apresentadas e significado que elas davam ao simbolo de
igualdade foram nomeados por Kieran (1981) como entendimento ou significado

operacional.

No nosso entendimento, essa situagdo encontrada por Kieran (1981), nos
remete ao mundo corporificado, pois, nesse mundo, 0s conceitos matematicos estao
relacionados & manipulacgéo fisica dos objetos ou a imagens de situagfes concretas.
Na situacédo avaliada por Kieran (1981), percebemos que as criangas conseguiam
manipular as duas quantidades e, com o conceito da soma, dar a resposta, mas nao
conseguiam enxergar a simetria que o conceito de igualdade apresenta. As criancas
tinham que “materializar” a reposta da operacdo que realizaram e colocéa-la logo
apos o simbolo de igualdade, que elas identificavam como o indicador do lugar da

resposta.
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Na sequéncia do seu trabalho, Kieran (1981) aponta que, huma pesquisa feita
com alunos de séries iniciais, na qual foi trabalhado o conceito de equivaléncia, foi
percebido que os alunos tiveram mais flexibilidade para aceitar o simbolo de
igualdade numa variedade maior de tipos de sentencas matematicas, mas o simbolo
de igualdade continuou sendo entendido, primeiramente, como um operador e nédo

como um simbolo relacional.

Nas séries iniciais, eles ndo conseguiam entender expressdes como 5 + 4 =3
+ 6 e afirmavam que 5 + 4 = 9. Segundo Kieran (1981), somente entre os 10 e 13
anos de idade, os alunos, podem aceitar os dois lados da expressdo como tendo o
mesmo resultado, sem ter de fazer a substituicdo para poder garantir isso. Para
muitos alunos por volta dos 13 anos de idade, inicia-se uma fase de transicéo entre
precisar colocar uma resposta depois do simbolo de igualdade e passar a entendé-lo
com o significado de equivaléncia, segundo a definicdo apresentada pela autora®.
Esse periodo, apesar das confusdes que a transicdo traz, parece mostrar que,
guando ele comeca a comparar os dois lados da igualdade, ele esta comecando a
ver o simbolo de igualdade mais como um simbolo “de equivaléncia” do que como

um “operador” para fazer alguma coisa.

Nesse momento, entendemos que o0s alunos pesquisados por Kieran (1981),
tendo passado por um desenvolvimento cognitivo em Matematica, estavam iniciando
a utilizacdo dos conceitos matematicos do mundo simbodlico. Nesse mundo, os
simbolos deixam de ser apenas uma indicacdo de acdo ou de demanda de um
processo e passam a encapsular conceitos e processos. O simbolo de igualdade
passa a ser um proceito, e, na expressao 5 + 4 = 3 + 6, passa a ser entendido com a
representacéo tanto do processo da adicdo, quanto do conceito da soma. Essa
mudanca sofrida no entendimento do significado de igualdade gera também uma
abertura para que o simbolo de igualdade possa ser visto com mais de um proceito,
permitindo dessa forma, que ele também seja reconhecido como a representacéao de

uma equivaléncia.

% "podemos ver que a identidade é um tipo de relacionamento muito restritivo no que diz respeito a real
similaridade, que aponta a igualdade para um atributo que ndo muda, e que equivaléncia refere-se com um maior
relacionamento onde se concorda que, para certos propdsitos, é possivel substituir um item por outro.
Equivaléncia, sendo a relagdo mais abrangente, sera também a mais flexivel e, portanto, a mais Cutil."
(GATTEGNO, 1974, P. 83 apud KIERAN, 1981, p. 317 traducdo nossa: "We can see that identity is a very
restrictive kind of relationship concerned with actual sameness, that equality points at an attribute which does not
change, and that equivalence is concerned with a wider relationship where one agrees that for certain purposes it
is possible to replace one item by another. Equivalence being the most comprehensive relationship it will also be
the most flexible and therefore the most useful".
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Pela representatividade e tendo em vista a importancia e o reconhecimento
do trabalho de Kieran (1981), os significados que ela apresentou, operacional e

equivaléncia, serdo adotados como base da nossa pesquisa.

4.1.1 Significado Operacional

O trabalho de Behr, Erlwanger e Nichols (1980), publicado um pouco antes da
pesquisa de Kieran, ja sinalizava para o entendimento que os alunos fazem do
simbolo de igualdade, relacionando-o com a necessidade de “dar uma resposta”. Os
autores apontaram que muitos alunos tém a ideia persistente de que o simbolo de
igualdade é um “indicador sintatico”, isto €, um simbolo indicando onde a resposta
deve ser escrita ou um “simbolo de operacao”, isto €, um estimulo a agao, “fazer
alguma coisa”. A diferenca entre essas duas classificacbes pode ser vista nos
seguintes exemplos: quando é apresentada a expressao 3 + 4 = 6 + 1, 0S
estudantes que entendem o simbolo de igualdade como um indicador sintatico,
afirmam que a expressao esta incorreta, pois 3 + 4 = 7, ndo 6, uma vez que, para
eles, a resposta ocorre imediatamente depois do simbolo de igualdade. De forma
diferente, estudantes que entendem o simbolo de igualdade como um operador,
afirmam que a expressao esta incorreta porque 3+4=7+1=8ouque3+4=7+
6 =13 + 1 = 14, num desdobramento sequencial de operacdes, ndo considerando o

simbolo de igualdade como uma referéncia no meio de duas expressoes.

Embora os autores apresentem uma interessante distincdo entre o que
chamam de “indicador sintatico” e “simbolo de operagcdo”, entendemos que as
situacOes apresentadas nos remetem unicamente ao significado operacional

apresentado por Kieran.

No nosso entendimento, as conclusdes apresentadas por Behr, Erlwanger e
Nichols (1980) sdo uma subdivisdo das conclusfes de Kieran (1981) e corroboram
com a nossa posicado de que o significado operacional que foi apontado em Kieran
(1981) esta firmado em conceitos do mundo corporificado.
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Quando Behr, Erlwanger e Nichols (1980) apontam que um numero
significativo de criangas sO aceitou o simbolo de igualdade se precedido por um ou
mais simbolos de operacédo (+ ; +; ...), entendemos que tais criancas estao tao
arraigadas ao significado operacional, ou seja, “ter” que fazer uma operagao ou de
colocar a resposta de uma operacdo apdés o simbolo de igualdade, que néo

conseguem entender o simbolo quando apresentado sem um simbolo que

indique a operacéao a ser feita.

Por sua vez, o trabalho de Falkner, Levi e Carpenter (1999) apresenta uma
pesquisa realizada nos EUA, com foco na pré-escola e nas duas séries iniciais. O
objetivo era avaliar de que forma as criancas entenderiam o papel do simbolo de
igualdade em algumas situacfes, e apresentaram para uma turma de pré-escola
(idades entre 5 e 6 anos) a expressao 4 + 5 =0 + 6, solicitando que preenchessem o
quadradinho. Todas as criancas responderam que deveria ser colocado 9 no

qguadradinho.

Num segundo momento, 0 mesmo problema foi apresentado usando pilhas de
nove e seis cubos. Os professores perguntaram se as pilhas tinham a mesma
guantidade e todos responderam que ndo. Algumas criancas foram capazes,
inclusive, de apontar o que deveria ser feito para que as duas pilhas ficassem com o
mesmo numero de cubos. No entanto, quando o primeiro problema foi apresentado
novamente, todas elas continuaram respondendo que no quadradinho deveria ser

colocado o nimero 9.

Embora fosse expectativa dos autores da pesquisa que os alunos
relacionassem as duas situag¢des, no nosso entendimento, as duas propostas sao
muito diferentes entre si, uma vez que a utilizacdo das pilhas de cubos esta
relacionada com o mundo corporificado e a capacidade que os alunos possuiam de
encontrar a resposta pela manipulacdo dos objetos; e a utilizagdo do papel com
simbolos e um “quadradinho” para encontrar a resposta requeria conhecimento
matematico que sO estaria disponivel nos conceitos do mundo simbolico, o que
exigiria dos alunos um desenvolvimento cognitivo em Matematica que eles

demonstraram nao possuir.

A situacdo descrita acima nos remete ao significado operacional apresentado

por Kieran e, se quisermos especificar a situacdo segundo a estrutura apresentada
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por Behr, Erlwanger e Nichols (1980), as criancas entendiam o simbolo de igualdade

como um indicador sintatico.

Um problema semelhante havia sido apresentado pelos mesmos autores,
numa sala com alunos na faixa entre 11 e 12 anos. Foi solicitado que resolvessem o
problema: 8 + 4 = 0 + 5, e todos os 145 alunos envolvidos no teste erraram a

resposta, afirmando que o valor a ser colocado no quadradinho deveria ser 12 ou 17.

Novamente, os resultados da pesquisa de Falkner, Levi e Carpenter (1999)
nos levam para o entendimento do simbolo de igualdade como operacional, e, nesse
segundo caso, como um “simbolo de operacdo”, segundo o detalhamento do
significado operacional do simbolo de igualdade apontado por Behr, Erlwanger e
Nichols (1980).

A conclusdo de Falkner, Levi e Carpenter (1999), quando compararam as
duas pesquisas que realizaram, aponta que as criancas da pré-escola, com pouca
experiéncia no uso do simbolo de igualdade, ndo parecem ter as mesmas
concepcdes erradas de criancas mais velhas sobre esse mesmo simbolo, mas néo
bastam apenas alguns exemplos para que elas compreendam o significado de
equivaléncia desse simbolo. Eles entendem que as criancas tém uma boa
compreensao da igualdade quando estdo lidando com objetos concretos, mas
apresentam dificuldade para entender a representacdo simbdlica envolvendo o
simbolo de igualdade.

No nosso entendimento, as conclusées acima ilustram as dificuldades que os
alunos tém de fazer relacbes entre os conceitos dos mundos corporificado e
simbdlico, o que refirma a necessidade de um desenvolvimento cognitivo do
individuo na Matematica para que eles possam utilizar o conceito de igualdade,

relacionado tanto ao mundo corporificado quanto ao mundo simbdlico.

Essas conclusbes vém ao encontro de nosso entendimento, com base no
quadro teodrico dos Trés Mundos da Matematica, de que as criangas na faixa etaria
da pré-escola, que participaram da pesquisa, pela pouca idade e tempo de
aprendizagem da Matematica, somente dispdem de conhecimentos do mundo
corporificado e a no¢do de equivaléncia s6 é desenvolvida com elementos do mundo

simbadlico.
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Falkner, que era professora de uma turma de primeiros e segundos anos
escolares (6 a 8 anos de idade), aplicou esta mesma pesquisa na sua sala de aula e
as respostas foram praticamente as mesmas das criancas da pré-escola. A diferenca
foi que algumas criancas responderam de uma maneira que ela chamou de
“curiosa”, colocando mais um simbolo de igualdade e dando 17 como resultado final:
8 +4 =0+5 =17. Essa situacdo ja havia sido descrita por Behr, Erlwanger e
Nichols (1980), que chamaram essa forma de entendimento do simbolo de igualdade

como um “simbolo de operagao”.

No ano seguinte, Falkner aplicou novamente o mesmo teste e a maioria dos
alunos gque o responderam no ano anterior se lembrou do problema e respondeu
corretamente. No entanto, os novos alunos do primeiro ano colocaram 12 como

resposta ou ficaram sem responder o problema.

Segundo Falkner, Levi e Carpenter (1999), o simbolo de igualdade é uma
convencao, foi escolhido pelos matematicos para representar a nocédo de igualdade.
No entanto, as criancas que entendem o significado da igualdade representada
nesse simbolo terdo um caminho aberto para representar as ideias aritméticas e

serdo capazes de comunicar essa e outras ideias.

Concordamos com as conclusfes acima e trataremos dessa questdo no
CAPITULO 5: SIGNIFICADOS DO SiMBOLO “=” NOS TRES MUNDOS DA
MATEMATICA, no qual pretendemos mostrar o papel do simbolo no entendimento

de significados de igualdade.

Com relacéo as dificuldades, os autores perceberam que, mesmo depois de
explicar um significado de igualdade para a classe, o de “calcular’, para algumas
criangas isso ndo é suficiente, e elas ndo conseguem adotar o procedimento que foi
explicado para o uso do simbolo de igualdade. Os autores concluiram, entdo, que é

preciso tempo para que o simbolo de igualdade seja entendido por todas as criancas.

Embora as conclusdes apresentadas por Falkner, Levi e Carpenter (1999)
nao tenham especificado sobre qual significado do simbolo de igualdade estavam
tratando quando afirmaram a importancia de compreendé-lo no que se referiam ao
tempo como elemento fundamental para que essa compreensao se realizasse, no
nosso ponto de vista, tais conclusdes sinalizam para o fato de que o entendimento

do significado do simbolo de igualdade acompanha a evolucdo cognitiva da crianca.
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Esse processo se inicia com o entendimento operacional, num primeiro momento,
como indicador sintatico e, posteriormente, como um simbolo de operacdo que, com
o decorrer do tempo, levard a crianca a adotar procedimentos mais flexiveis no
tratamento das situacfes matematicas, nas quais esteja presente o simbolo de

igualdade.

Esse mecanismo é o que esta retratado nos Trés Mundos da Matematica, em
gue, no inicio do desenvolvimento cognitivo, a crianca se vale dos conhecimentos do
mundo corporificado e, no desenrolar do seu desenvolvimento, passa a utilizar o

repositorio de conhecimento que habita os demais mundos da Matematica.

Outro trabalho que consideramos na nossa analise foi o de Warren (2003),
gue apresentou o resultado de uma pesquisa longitudinal ao longo de 3 anos com
turmas entre o terceiro e quinto ano escolar. A idade média inicial das criancas era
8,5 e a final era 10,5. A pesquisa foi realizada numa escola do Ensino Fundamental
na Australia e procurava acompanhar as mudancas do entendimento sobre “igual” e

“equivalente” gue as criancas manifestam ao longo de um determinado periodo escolar.

Para a pesquisa, ela utilizou um teste escrito ao final de cada ano, com a
mesma quantidade de questdes ao longo dos trés anos, e uma entrevista com cada
uma das criangas para esclarecer as respostas dadas no teste escrito, solicitando
que elas explicassem como tinham obtido a resposta que apresentaram e, sempre
qgue possivel, contando uma histéria, com palavras, sobre a questdo apresentada.
Um exemplo € a questdo apresentada no final do quarto e quinto anos, onde era

solicitado que encontrassem o numero que estava faltando na expressao: 7 + 8 =0+ 5.

As conclusdes apresentadas pelos autores dessa pesquisa apontam que,
uma vez estabelecidos os equivocos no entendimento do simbolo de igualdade, por
exemplo, entender o simbolo como um indicador de realizar uma operacdo ou
realizar a operacdo sempre da esquerda para a direita permanece bastante estavel
e muito comumente persiste por todo o Ensino Fundamental. Uma segunda
conclusdo mostra que muitos alunos sao capazes de expressar 0 pensamento por
palavras escritas ou orais. Essas expressdes do pensamento refletem os processos
gue eles utilizaram para procurar as respostas. No entanto, a maioria encontrou
dificuldades em expressar a representacdo simbodlica num contexto da linguagem,

escrita ou oral, do mundo real.
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A nosso ver, na situacdo descrita até aqui no trabalho de Warren (2003), esta
caracterizada a dificuldade da passagem do mundo corporificado para o simbdlico.
Enquanto os alunos tiverem a necessidade de se valerem unicamente de
manipulacdes e objetos materiais para expressarem as suas ideias, eles estardo

fazendo uso somente dos conceitos do mundo corporificado.

Quando solicitado que as criangcas contassem uma historia sobre uma
determinada expressao, a impressao da autora € que somente no final do quinto ano
€ que algumas delas comecam a se expressar com palavras do mundo real. Até
entdo, elas criam histdrias que se espelham nas respostas que deram na tarefa.

Em outra concluséo, a autora afirma que, apesar de algumas criangas nao
serem capazes de interpretar situacfes equivalentes, elas sdo capazes de
reconhecer a estrutura implicita da equivaléncia e expressar isso em palavras
apropriadas do mundo real. Mas, em muitos casos, elas precisavam atribuir um valor
para o desconhecido antes de poderem criar um problema.

A concluséo final € que as estreitas concepcdes que as criancas tém do
simbolo de igualdade, como tratar o simbolo como um indicador do lugar de colar a
resposta, ndo somente ocorrem cedo no seu desenvolvimento, mas também
persistem durante todo o periodo da escola fundamental.

Na nossa interpretacdo, essa pesquisa apresenta uma situacdo similar a que
temos apresentado com relacdo ao desenvolvimento cognitivo e a disponibilidade
para entender o significado do simbolo de igualdade como uma equivaléncia, pois
mostra a facilidade das criangcas em aprenderem significados relacionados aos
conceitos do mundo corporificado e a dificuldade que demonstram em entender os
significados associados aos conceitos do mundo simbodlico. Também evidéncia um
“‘ja encontrado”, o significado operacional dado ao simbolo de igualdade, quando
relata a dificuldade das criancas abandonarem significados mais restritos em relacao

ao simbolo de igualdade que apreenderam anteriormente.

Oksuz (2007) realizou sua pesquisa com 50 criangas entre 10 a 12 anos de
uma escola de subuUrbio nos EUA. O objetivo do trabalho era pesquisar a
compreensao das criancas sobre o conceito do simbolo de igualdade. Para isso, 0
pesquisador construiu um instrumento com 25 questbes que abrangiam uma larga
gama de tipos de problemas: violacdo de regra, desconhecidos, significado do

termo, transferéncia de palavra-nUmero, e outras circunstancias; composto de
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questdes de falso/verdadeiro, multipla escolha, preencher lacunas e questbes
abertas. Para essa construgdo, ele se baseou em estudos anteriores sobre o
assunto, alguns deles analisados neste trabalho, como os de Kieran (1981), Behr,
Erlwanger e Nichols (1980), Falkner, Levi e Carpenter (1999), e Saenz-Ludlow e
Walgamuth (1998), e nas conclusdes sobre dificuldades e problemas de
entendimento do significado da igualdade que eles mostraram.

Na conclusdo, Oksuz (2007) reporta que as criangcas mais novas enxergam o
simbolo de igualdade como um simbolo operacional para realizar os calculos da
esquerda para a direita e que as com um pouco mais de escolaridade o veem como
um separador, onde do lado esquerdo estad a questdo e do lado direito a resposta.
Estes resultados, segundo o autor, coincidem com os resultados das pesquisas nas

quais baseou o seu trabalho.

Nas conclusdes de Oksuz (2007), encontramos uma relacdo com os simbolos
para representar a igualdade utilizada ao longo da historia, pois Regiomontanus,
Paccioli e Bombelli j& se valiam de traco para indicar a igualdade, e Cardano deixava

um espaco para indicar logo apos a resposta.

Quando Oksuz (2007) analisou o0s erros cometidos na resolucdo de
problemas, concluiu que, quando as criangcas estdo diante de problemas em um
contexto desconhecido ou em uma representacao ndo usual, elas tendem a cometer
mais erros. Também observou que a compreensdo dos alunos sobre o conceito de
igualdade e seu simbolo parecia ser limitada a um contexto, e que tinham dificuldade
para transferi-la para outro contexto. Os alunos também apresentaram dificuldades

de transferir sentencas numéricas em palavras e sentencas escritas em numeros.

Novamente, identificamos a dificuldade de passar do mundo corporificado,
das coisas concretas e comprovaveis pela propria existéncia, para o mundo
simbdlico, das representacfes nas quais 0s simbolos podem possuir mais de um

significado e 0s processos e conceitos podem estar representados por um mesmo simbolo.

Outra constatagcdo de Oksuz (2007) foi que alguns estudantes nao
conseguiram ler a sentengca 6 = 6, ou leram sem dar nenhum significado a ela, e
alguns chegaram a colocar um simbolo de operacéo no lado esquerdo da sentenca,

para, no entendimento deles, a expressao ter sentido e poder, entdo, ser lida.
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Nessa situacao, entendemos que os estudantes, diante de uma identidade,
precisariam utilizar um conceito do mundo formal, dificil de ser compreendido, até

pela necessidade de evolucdo cognitiva na Matematica para chegar a esse mundo.

Outra pesquisa selecionada para a nossa analise foi desenvolvida por Saenz-
Ludlow e Walgamuth (1998) que tinha o foco do trabalho na “construgcé&o conceitual e
interpretacdes dos alunos”. Para isso, realizaram uma pesquisa com criangas, seis
meninas e oito meninos, na faixa de idade entre 8 e 9 anos, numa escola com
orientacdo socio-construtivista. Elaboram diversas tarefas, de modo a possibilitar

gue as criangas as organizassem em blocos de dez.

N&o havia, nesta pesquisa, a intencdo de avaliar o entendimento dos alunos
guanto a uma classificacdo entre entendimento operacional ou de equivaléncia, pois
as atividades utilizadas na pesquisa tinham a finalidade de possibilitar as criancas:
construir as estratégias de adicdo; gerar estratégias mentais independentes da
disposicao vertical de nameros; pensar num determinado nimero em termos de
outros numeros e das quatro operacdes fundamentais; repensar igualdade enquanto
também pensam na “nao igualdade”; trabalhar na resolucéo de problemas dados e

na elaboragéao de novos problemas escritos.

Na anadlise dos resultados, as autoras identificaram que as criancas que
participaram da pesquisa nao simbolizam a igualdade de uma unica forma e, em
conversas com elas, perceberam que as criancas, de inicio, interpretam o simbolo
de igualdade como uma indicacdo de que € preciso fazer alguma coisa com 0s
nameros apresentados, fazer um calculo com os niUmeros que precede o simbolo de

igualdade e que o numero colocado depois é o resultado, a resposta do calculo.

Embora ndo houvesse por parte das pesquisadoras a intencéo de identificar
significados dados pelas criangas ao simbolo de igualdade, vemos uma indicacdo do
significado operacional que as criancas, na faixa etaria desta pesquisa,

frequentemente apresentam.

Por fim, quando as pesquisadoras concluem que as criangas necessitam
realizar um grande esforco cognitivo na interpretacdo e na construgcao de
significados dos simbolos matematicos, somos remetidos aos Trés Mundos da
Matematica e ao registro do desenvolvimento cognitivo que € necessario para que

as criancas possam expandir 0s seus conhecimentos matematicos e fazer uso nao
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somente do mundo corporificado, mas também do conhecimento que habita o

mundo simbdlico.

4.1.2 Significado de Equivaléncia

O trabalho apresentado por Warren e Cooper (2005), realizado com 20
criancas com idade média de 8 anos, buscava descobrir as habilidades que elas

possuiam para encontrar valores desconhecidos utilizando o modelo da balanca.

Os autores trabalharam preliminarmente com as criancas, apresentando o
conceito de igualdade de trés formas: concreta, por ilustracdo e simbdlica. Na forma
concreta, eles utilizaram pequenas latas, de mesma forma e peso, que eram
colocadas em balancas de dois pratos e macarrdo espaguete para representar 0s
nameros. Como ilustracdo, utilizaram figuras, veja abaixo, que, neste exemplo,

procurava mostrar que: 2+ 3 =4+ 1.

Figura 10: llustracdo da Balanca de dois pratos
Fonte: Warren e Cooper (2005)
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Durante as aulas, os alunos eram estimulados a trocar as formas de
representacéo, da forma concreta para a balanca e vice-versa. Depois dessa fase,

eles passaram a ser incentivados a utilizar também a representacéo simbdlica.

Para a segunda fase da pesquisa, 0s autores criaram um instrumento com
quatro tarefas: a primeira utilizava a linguagem para descrever as situagcbes de
equivaléncia e as de ndo equivaléncia; a segunda tratava do reconhecimento da

“igualdade quantitativa™’

ou seja, a expressdo no lado esquerdo do simbolo de
igualdade representa a mesma quantidade do que a do lado direito; a terceira
buscava trabalhar com conversdo do modelo fisico para equacdes simbdlicas; e a
quarta tarefa, trabalhava com o equilibrio como uma estratégia para encontrar

guantidades desconhecidas.

Na primeira tarefa, eram apresentados cartdes (Figura 11. 12 Tarefa —
Warren e Cooper) que os alunos deveriam ler, organizar em grupos, dar um nome
para cada grupo, explicar por que cada cartdo foi colocado junto com outros em
cada um dos grupos e descrever como essas palavras ou simbolos podem ser
usados na Matematica. Os pesquisadores entendem que, ao estudar as reacdes e
as atitudes das criancas quando elas tém oportunidade de definir, comparar e
classificar palavras, é criado um poderoso instrumento para avaliar o entendimento e
uma ampla oportunidade de explorar os mudltiplos significados que as criancas

possuem das palavras.

DIFERENTE DE O MESMO QUE IGUAIS
NAO IGUAL EQUILIBRADO DESEQUILIBRADO
EQUACAO = =

Figura 11: 12 Tarefa
Fonte: Warren e Cooper (2005)

Na segunda tarefa, os alunos receberam dois cartbes (Figura 12: 22 Tarefa —

Warren e Cooper) e foi solicitado a eles que respondessem se eram verdadeiros ou

9 Em inglés: quantitative sameness.
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nao verdadeiros, e explicassem as respostas. Na proposta dos pesquisadores, 0s
cartdes foram concebidos para verificar se os estudantes identificavam o simbolo de

igualdade como algo mais do que a indicacao do lugar para colocar a resposta.

6=2+4 2+3=6-1

Figura 12: 22 Tarefa
Fonte: Warren e Cooper (2005)

Na terceira tarefa, os pesquisadores deixaram de lado os cartbes e
trabalharam com material concreto. Eles modelaram 3 +4 =7 e ? + 7 = 11 com latas
e balancas de dois pratos, e, apontando para o modelo, perguntaram, para cada
estudante, o que eles achavam que aquilo significava. A incognita era representada
por um saco contendo quatro latas que haviam sido colocadas la dentro sem que 0s

alunos soubessem.

Para a ultima tarefa, os pesquisadores utilizaram quatro cartées, (Figura 13:
42 Tarefa — Warren e Cooper), apresentavam aos alunos um cartdo de cada vez,
solicitavam que eles encontrassem o valor desconhecido e explicassem como

chegaram as respostas.

Cartdol: | 2 | - | 4] =] 5]
Cartdo2: [ 2 [ + [ 7 [ =1]11]
Cartdo3: [ 5 [ + [ 2 | = [12]
Cartdod: [ 2 [+ [2[+[2]=]2]+]5]

Figura 13: 42 Tarefa
Fonte: Warren e Cooper (2005)
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Apenas as trés primeiras questfes correspondiam ao conteldo ja trabalhado
em sala de aula, e a quarta questdo seria utilizada para verificar se as criangas

haviam compreendido o significado de equivaléncia do simbolo de igualdade.

Analisando as tarefas a luz dos Trés Mundos da Matemaética, identificamos
gue a primeira tarefa partia dos conhecimentos das criangas dentro dos conceitos do
mundo corporificado e buscavam descobrir se elas tinham entendimento da
equivaléncia, que é um conceito do mundo simbdlico: cartdes com palavras e
simbolos para fazer uma pilha permitem a manipulacdo dos objetos e a colocacéo
dos cartbes com simbolos permitiria perceber se, pelos menos, elas associavam o
simbolo com o significado. No entanto, no nosso entendimento, essa associa¢do da
palavra com o simbolo, ndo é uma garantia de que a crianca consiga levar para a
resolucdo de um problema matematico o conceito de equivaléncia. A terceira tarefa
também remete ao mundo corporificado, pois 0s conceitos que as criangas
necessitariam utilizar nessa tarefa com latas e balancas, manipulacédo e

comparacao, sdo habitantes do mundo corporificado.

Na segunda tarefa, a completa compreensao das sentencas matematicas, no
nosso modo de ver, sO seria possivel com conceitos do mundo simbélico, tais como
simetria e equivaléncia. O mesmo raciocinio vale para a quarta questdao, com o
aumento da complexidade, pois, para a resolucdo completa da tarefa, o aluno
precisaria ter conhecimento das propriedades da relacdo de igualdade: reflexiva,

simetria e transitiva.

A andlise do resultado do teste da primeira questao feita por Warren e Cooper
(2005) aponta que 18 dos 20 alunos classificaram as cartas predominantemente em
dois grupos. O primeiro grupo era composto pelas cartas: IGUAL, O MESMO QUE, = €
EQUILIBRADO. O segundo grupo era formado pelas cartas: NAO IGUAL, #, NAO
EQUILIBRADO € DIFERENTE DE. Nove alunos ndo tinham certeza do significado da
palavra “EQUACAQ”, e a deixaram de fora da classificagdo. Ao nomear os grupos de

cartas formados, eles tenderam a chamé-los de “equilibrado” e “ndo equilibrado”.

A conclusao dos autores sobre essa atividade € que a maioria dos alunos néo
teve dificuldade em entender a linguagem introduzida na tarefa e nem ao descrever
as diferencas entre equivaléncia e ndo equivaléncia, sendo que doze relacionaram

corretamente “igual” com “equilibrado” e “diferente” com “néao equilibrado”.
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Eles apontam que a importancia dessa tarefa na pesquisa é que ela mostra a
capacidade de criangcas de oito anos entenderem e relacionarem o significado do
simbolo de igualdade com o equilibrio, indicando que tinham a nocéo de que valores
expressos nos dois lados do simbolo de igualdade tém que ser equivalentes, ou, na

linguagem adotada na pesquisa, tém que ser equilibrados.

Quando avaliamos o resultado dessa tarefa da pesquisa de Warren e Cooper,
identificamos que as criangas ja possuiam um conceito de igualdade, relacionando-o
com uma coisa ser igual a outra em quantidade ou forma, que entendemos sejam 0s
‘l{& encontrados” que essas criangcas ja possuiam antes de realizar a tarefa.
Entendemos também que esses “j& encontrados” mostram que elas estavam

utilizando os conceitos de igualdade do mundo corporificado.

Como sera apresentado na analise dos resultados das demais tarefas, o
conhecimento que as criangcas pareciam demonstrar sobre 0s conceitos de
igualdade e de equivaléncia na primeira tarefa ndo foi garantia para a utilizacao de
forma correta, no nosso entender, desse conceito, quando confrontado com as
situacdes das outras tarefas. A nosso ver, as criancas estavam utilizando o conceito
de equilibrio de uma forma concreta, pela manipulacdo das fichas e montagem de
pilhas, e ndo demonstraram o entendimento do conceito de equivaléncia na forma

como ele é representado no mundo simbdlico.

Na segunda tarefa, todos os alunos afirmaram que a sentenca 6 = 4 + 2 era
verdadeira, mas a explicacdo da maioria (15 alunos) estava firmada em que 4 + 2 =
6. Por essa explicagdo dada pelos alunos, invertendo os lados da sentenca,
podemos identificar que eles enxergaram o simbolo de igualdade como um

operador, ou seja, uma resposta precisa ser colocada depois dele.

Na analise das respostas do segundo cartdo, uma situagdo semelhante foi
demonstrada, pois 18 alunos explicaram que a sentenca (3 + 2 = 6 - 1) era
verdadeira, pois 3 + 2 é igual a5 e 6 — 1 também € igual a 5. Pela explicacdo dada
pelos alunos, fica claro que eles realizaram as operagcdes e compararam 0S
resultados, mais uma vez utilizando o simbolo de igualdade com o significado
operacional e, dessa forma, utilizando conceitos do mundo corporificado. Apesar de
estar diante de uma identidade, nessa situacdo, entendemos que ela néao foi

interpretada pelos alunos como tal, mas, sim, como resultado de duas operagbes
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que fizeram, e 5 = 5 estava representando o resultado de duas “contas” que deram o

mesmo resultado.

Na situacdo descrita acima, é nosso entendimento que as criangcas estavam
confirmando a igualdade pela comparacao de dois algarismos, um conhecimento “ja
encontrado”. Nessa condigdo, elas demonstraram utilizar recursos do mundo

corporificado.

Na terceira tarefa, uma situacdo interessante aconteceu, pois metade dos
alunos s6 descobriu a resposta manipulando fisicamente as latas. A outra metade
simplesmente afirmou que a resposta era 4, pois 4 + 7 = 11, demonstrando mais
uma vez o uso do simbolo de igualdade como um indicador do local para colocar a
resposta. Na nossa analise, o segundo grupo de alunos continuava a tratar o
simbolo de igualdade como operacional (pois 4 + 7 = 11) e o primeiro grupo ainda se
valia dos conceitos do mundo corporificado, por meio da manipulagcédo propiciada
pelas latas, para encontrar a solucéo.

Na ultima tarefa, embora os autores tenham avaliado que a maioria dos
alunos tenha acertado as respostas das trés primeiras questbes (15, 19, 12
respostas corretas, respectivamente), na questao final, que indicaria se as criangas
haviam abstraido a no¢do de equivaléncia quando apresentadas a uma situacao
ainda néo tratada em sala de aula, os resultados ndo foram 0s mesmos, pois
somente trés alunos conseguiram chegar a resposta correta. Segundo os autores da
pesquisa, a situacdo proposta nessa quarta tarefa, “[...] representa um exemplo do
qgue Filloy e Rojano (1989) se referem como o corte didatico entre aritmética e
»98

algebra, uma equacado de primeiro grau com incognitas em ambos 0os membros
(WARREN; COOPER, 2005, p. 69, grifo dos autores, tradugéo nossa).

No nosso entendimento, pela analise dos resultados das tarefas anteriores,
nas quais as criangas ja demonstravam utilizar recursos do mundo corporificado,
houve uma confirmacdo dessa situacao na ultima tarefa, pois o reconhecimento do
significado de equivaléncia para o simbolo de igualdade s6é ocorreria com a

utilizacéo dos recursos do mundo simbdlico.

% . represents an example of what Filloy and Rojano (1989) refer to as the didactic cut between arithmetic and

algebra, a first-degree equation with unknowns on both sides.
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4.1.3 Pesquisas realizadas no Brasil

Quando decidimos incluir neste trabalho pesquisas feitas no Brasil,
encontramos somente duas dissertagbes de mestrado que tratam do assunto. Elas
foram apresentadas por Vanessa Vasconcelos Cosme (COSME, 2007) ao Programa
de Pés-Graduacdo em Educacédo do Centro de Educacdo da Universidade Federal
do Espirito Santo, e por José Dilson Beserra Cavalcanti (CAVALCANTI, 2008) ao
Programa de P04s-Graduagdo em Ensino das Ciéncias da Universidade Federal

Rural de Pernambuco.

Cosme (2007) fez uma pesquisa sobre os significados dados ao simbolo “=”
por alunos e professores de 52 e 62 séries do Ensino Fundamental e uma pesquisa
bibliografica sobre a histéria do simbolo de igualdade, desde o século XVI,
procurando identificar como a igualdade matematica tem sido representada ao longo
dos anos e como isso pode ter influenciado o uso desse simbolo nos dias atuais. A
pesquisadora assistiu algumas aulas das turmas envolvidas na pesquisa para obter
os significados atribuidos ao simbolo de igualdade, e elaborou questionarios para

entrevistar professores e alunos.

Como resultado da sua pesquisa, Cosme (2007) identificou os seguintes
significados atribuidos pelos alunos ou professores ao simbolo “=": Resultado;
Resposta; Equivaléncia ou Equilibrio; Identidade; Semelhanca; Conectivo; Igualdade

Social.

No nosso entendimento, os simbolos identificados por Cosme (2007) como
resultado, resposta, identidade, semelhanca e conectivo estdo enquadrados no que
Kieran (1981) identificou como significado operacional, e possuem as caracteristicas
do mundo corporificado, por representarem um simbolo utilizado apenas como um

processo.

Por sua vez, o que Cosme (2007) chamou de equivaléncia ou equilibrio trata
da mesma situacdo e corresponde ao mesmo significado, equivaléncia, que

encontramos no trabalho de Kieran (1981). Como ja analisamos anteriormente,
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nesta situacdo, por estar constituido de processos e conceitos, o significado possui

as caracteristicas do mundo simbdlico.

Ja o que Cosme (2007) intitula “significado social”’, acreditamos estar fora da
analise do nosso trabalho por ndo tratar de um significado da igualdade relacionado

ao uso na Matematica, mas ao uso de um simbolo matemético no cotidiano das pessoas.

No outro trabalho que encontramos, embora o autor tenha definido o objetivo
como sendo “[...] investigar as concepcdes dos alunos do 3° ano do Ensino Médio

acerca dos significados do simbolo em contextos aritméticos e algébricos”,
Cavalcanti (2008, p. 8), na concluséo dos dados que obteve na pesquisa, esclareceu
que estava adotando o vocabulo “concepgao” como sendo os “significados do sinal
de igualdade na perspectiva dos alunos” (CAVALCANTI, 2008, p. 50). Dessa forma,
entendemos que, apesar dos vocabulos “concepcédo” e “significado” ndo serem
sindnimos, poderiamos utilizar os resultados que Cavalcanti (2008) obteve em nossa

“n

proposta de encontrar os significados que alunos apresentam sobre o simbolo “=".

Utilizando questionarios para efetuar a pesquisa, Cavalcanti (2008) encontrou
sete concepcdes: “operacional”; “igualdade relacional”, “equivaléncia em igualdade
condicional”;, “funcional”, “relacional nome simbolo” “simbolo separador” e
“operacional sintatico”. As cinco primeiras concepc¢des haviam sido definidas a priori,

e as duas ultimas a posteriori, de acordo com a metodologia adotada na pesquisa.

De acordo com os resultados e conclusbes apresentadas por Cavalcanti
(2008), entendemos que as concepgdes, “operacional”’ e “igualdade relacional’, se
relacionam com o significado “operacional” conforme descrito por Kieran (1981), e
que tais concepc¢des podem ser encontradas no pensamento inerente aos objetos do
mundo corporificado, pois esse entendimento que o0s estudantes parecem
apresentar do simbolo de igualdade n&o indica que eles o utilizem com pelo menos

um Processo e um conceito.

Por sua vez, as concepg¢des “equivaléncia em igualdade condicional” e
“funcional”’, no nosso ponto de vista, abarcam as condigdes definidas por Kieran
(1981) como sendo de significado de equivaléncia. Da mesma forma, como ja
dissemos anteriormente numa situacdo analoga, essa situacdo nos remete ao

entendimento existente no mundo simbdlico para o simbolo de igualdade.
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A quinta categoria definida a priori por Cavalcanti (2008), “relacional nome
simbolo”, trata da situacdo em que o autor ndo encontra elementos para classificar o
entendimento do simbolo de igualdade como “operacional” nem como “equivaléncia”.
N&o encontramos na pesquisa de Cavalcanti (2008) elementos que pudessem nos
levar a uma conclusédo diferente da que o autor chegou, embora nos pareca possivel
avancar no questionamento das criangcas que deram essa resposta no sentido de

buscar outros elementos para classificar mais adequadamente a resposta dada.

Nos resultados apresentados por Cavalcanti (2008) foram apresentadas mais
duas concepcdes encontradas a posteriori. A primeira o autor chamou de “simbolo
separador”’, quando o simbolo de igualdade é utilizado apenas para separar: “[...]
letras e numeros numa equagao, os membros, uma incégnita e outra numa fungao”
(Cavalvanti, 2008, p. 121). Quando analisamos essa situacdo, entendemos que se
trata da utilizacéo do simbolo de igualdade com o significado de equivaléncia, e que,
dependendo da complexidade da situagéo, pode ser visto como entendimento tanto
do mundo simbdlico quanto do mundo formal. Esta situacdo serd apresentada no
CAPITULO 5: SIGNIFICADOS DO SIMBOLO “=” NOS TRES MUNDOS DA
MATEMATICA, no qual procuraremos mostrar quando se trata de entendimento

inerente ao mundo simbdélico ou ao mundo formal.

A segunda concepcdo encontrada a posteriori por Cavalcanti (2008) foi
chamada de “operacional sintatico” e definida como sendo a situagdo em que os
alunos utilizavam o simbolo de igualdade para: “[...] mostrar o resultado da incégnita,
ou para dar o valor de X, por exemplo” (CAVALCANTI, 2008, p.121). Nessa ultima
concepcao, identificamos que, embora possa ser entendida como uma subcategoria
do significado “operacional”’, assim como as concepc¢des apresentadas por Behr,
Erlwanger e Nichols (1980), para a nossa andlise, consideraremos como
“operacional”’, segundo apresentado por Kieran (1981) e como tal, identificada com

as caracteristicas do mundo corporificado, conforme ja foi apresentado neste texto.
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4.2 Além dos significados do simbolo de igualdade

No conjunto de pesquisas na area da Educacdo Matematica que
selecionamos para andlise, encontramos algumas que, apesar de nao tratar
diretamente da procura de significados dados ao simbolo de igualdade pelos
entrevistados, se relacionavam com o simbolo e traziam conclusdes que

acreditamos importantes e que devemos considerar no nosso estudo.

Nessa linha, encontra-se o trabalho de Freiman e Lee (2004), que
apresentam parte de uma pesquisa sobre o desenvolvimento inicial do pensamento
algébrico em criancas do jardim da infancia depois da introdug¢do, no curriculo
dessas turmas, de algum trabalho com algebra. O exemplo que apresentam é parte
de um projeto que visa a construcdo de uma ferramenta que possibilite que
pesquisadores facam o acompanhamento do desenvolvimento do pensamento

algébrico nas criancas, na medida em que evoluem nos estudos das séries iniciais.

Nesse trabalho, eles olharam para “[...] um pequeno, mas largamente
reconhecido elemento do pensamento algébrico, o conceito de igualdade e o
entendimento relacionado do sinal de igual, como um exemplo da construcdo e
utilizacéo desse instrumento” (FREIMAN; LEE, 2004, p. 2-416, traducdo nossa’®), e
fizeram um levantamento de pesquisas anteriores na area da Educacao Matematica,
apontando que muitas delas concluiram pela necessidade de uma compreenséo
muito clara do simbolo de igualdade para que possa ocorrer a passagem da

aritmética para a algebra.

Freiman e Lee (2004) citam Behr, Erlwanger e Nichols (1980) e reafirmam
que é possivel que algumas criangas possam entender, por exemplo, “+ =" como
sendo um unico simbolo de operacdo e o simbolo “+” indica apenas o tipo de

operacao que deve ser feita.

Essa situacao reforca a analise que vimos fazendo com relacdo ao modo
como algumas criancgas, utilizando os conceitos do mundo corporificado, entendem o

sinal de igualdade, como um indicador de operacdo a ser feita, e, neste caso em

99[...] one small but widely recognized element of algebraic thinking, the concept of equality and the related
understanding of the equal sign, as an example of the construction and use of this instrument.



99

particular, identificando-o0 ndo apenas como um indicador, mas como parte do

simbolo que representa a operacao.

Em outro trabalho, Carpenter, Franke e Levi (2003) realizaram uma pesquisa
com preocupacdes com o desenvolvimento do raciocinio algébrico e identificaram a
possibilidade de existir uma relagdo entre os restritos conhecimentos de aritmética
que algumas criancas apresentam e a dificuldade do desenvolvimento do raciocinio
algébrico. Destacam na pesquisa que uma dessas situagcdes nas quais o
conhecimento restrito parece vir a ser empecilho para o desenvolvimento do
raciocinio algébrico esté relacionada com o entendimento restrito que as criancas
pequenas possuem do simbolo de igualdade. Os pesquisadores também entendem
gue o significado dado por muitas criancas ao simbolo de igualdade é apenas o de
“aqui vem a resposta”’, o que, no nosso entendimento, caracteriza o significado
“operacional” e indica caracteristicas do mundo corporificado. Essas observacdes
reforcam o0 nosso entendimento de que tal situacdo retrata a visdo unicamente

operacional que as criancas mais jovens possuem do simbolo de igualdade.

Complementando as conclusdes, Carpenter, Franke e Levi (2003) afirmam
que, uma vez que esses equivocos estdo instalados, eles sdo muito dificeis de
serem mudados e tornam-se cada vez mais entrincheirados ao longo dos anos
escolares. Nessa situacdo de equivoco, identificamos a presenca dos “ja
encontrados”, que o trabalho de Lima (2007) j& indicava como possiveis de serem

motivo de algumas dificuldades de aprendizagem.

Nesta mesma linha de problema, o trabalho de Malara & Navarra (2003)
enfatiza que, no ensino da Matematica, a énfase dada nas atividades ao resultado
das operacdes, representado pelo significado operacional do simbolo de igualdade,
ao invés dos processos, parece conduzir a conhecimentos limitados e equivocos,

limitando aprendizagens futuras.

Saenz-Ludlow e Walgamuth (1998) corroboram com as conclusdes acima,
pois, para elas, ndo é uma tarefa facil ajudar os alunos que entendem o simbolo de
igualdade como um indicador sintatico a entenderem o simbolo de igualdade como
uma equivaléncia, e Baroody e Ginsburg (1983) apontam que a compressao
incorreta do simbolo de igualdade, vinda dos primeiros anos escolares, parece

continuar até o ensino superior afetando a aprendizagem da Matematica nesse nivel.
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Quando analisamos essas conclusfdes, entendemos que quem se encontra
nessa situacdo ndo conseguiu o desenvolvimento cognitivo necessario para
desfrutar do mundo simbdlico, ficando preso ao que conseguiu se apropriar do
mundo corporificado. Nessa condi¢cdo, o simbolo de igualdade ainda ndo € um
proceito, e, sem avanco no desenvolvimento do conhecimento mateméatico, ndo
consegue realizar uma jornada plena pelo mundo simbdlico, onde encontraria entdo

o simbolo de igualdade com o significado de equivaléncia.

4.3 Alguns significados do simbolo “=" na Matematica

Na nossa busca por significados do simbolo de igualdade em cada um dos
Trés Mundos da Matemética, procuramos encontrar significados em diversas
situacdes, como apresentado neste capitulo. Assim, depois de apresentar alguns
significados obtidos em pesquisas feitas na area da Educacdo Matemética, neste
tépico, vamos trazer alguns significados apontados para o simbolo de igualdade na

prépria Matematica.

No nosso trabalho, ndo pretendemos fazer um tratado sobre o simbolo de
igualdade na Matematica, mas trazer alguns elementos para a nossa analise final

sobre alguns significados deste simbolo nos Trés Mundos da Matematica.

Na busca por fontes com enfoque diferente sobre os significados do simbolo
de igualdade, encontramos em Freudenthal (1999) uma indicacdo de que o uso do

simbolo de igualdade parece recair em quatro categorias principais:

1. Resultado de uma operagéao (por exemplo, 5 + 7 = 12)

2. lgualdade Quantitativa (por exemplo, 2 + 3 =4 +1).

3. Sentenca onde qualquer valor € verdadeiro para as variaveis (por exemplo,
atb=b+a)

4. Sentenca que atribui um valor a uma nova variavel (por exemplo, a + b = ¢)
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Entendemos que o primeiro significado pode ser encontrado no mundo
corporificado, pois indica a posicdo em que a resposta deve ser colocada, e

corresponde ao significado operacional apontado por Kieran (1981)

O segundo significado, no nosso entendimento, esta relacionado ao mundo
simbdlico, pois indica a equivaléncia, que € um conceito possivel de se provar,

sendo esta, uma caracteristica do mundo simbélico.

O terceiro significado mostra a propriedade simétrica da igualdade, que pela
possibilidade de ser provada, indica pertencer ao mundo simbdlico, mas, como o
conceito de propriedade é um habitante do mundo formal, entendemos que esse

significado pertenca aos dois mundos, simbdlico e formal.

O ultimo significado apresenta uma generalizacdo, e no nosso entendimento,

as generalizagdes séo conceitos do mundo formal.

Quando procuramos exemplos de significados relacionados aos usos do
significado de igualdade, encontramos em Usiskin (1995, p.10) uma apresentacéo
da diversidade de significados que o simbolo pode ter, mesmo quando apresentado
para mostrar uma mesma situacdo, no caso, o produto de dois niUmeros que resulta

num terceiro:

1. A =b.h

2. 40 = 50x

3. senx = cosx.tgx
4. 1 =n.(1/n)
5 vy = kx

Segundo Usiskin (1995), esses significados sao usualmente chamados de:

1. Férmula

2. Equacéo (ou sentenca aberta)
3. ldentidade

4. Propriedade
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5. Equagdo de uma fungéo que traduz uma proporcionalidade direta

(n&o € para resolver)

Analisando os significados acima, entendemos que férmula e equacédo séo
conceitos do mundo simbdlico, pois sdo passiveis de comprovacao. Ja propriedade
e proporcionalidade direta s&o conceitos do mundo formal, pois o reconhecimento de

cada um desses significados demanda demonstracdes calcadas em axiomas.

No trabalho de Wilhelmi, Godino e Lacasta (2004), onde realizaram uma
abordagem epistémica em numeros reais, encontramos algumas definicdes de
igualdade segundo areas de relevancia da Matemética. Eles apresentaram seis

definicbes de igualdade entre dois numeros:

1. “Equivaléncia’, relacionada com os valores em R que 0s humeros possam ter,
independentemente da representacao que é utilizada;

2.“Ordem”, na relacao de ordem entre dois nUmeros em R;
3.“Métrica”, da relacdo métrica entre dois nUmeros em R;
4.“Conectiva”, como espaco topolégico em R;

5.“Algébrica”, vinda de uma definicao algébrica, referindo-se a solucdes de uma
equacao;

6.“Funcional”, que vem da teoria das funcdes e € encontrada na definicdo de que
dois nimeros séo iguais se as sua imagens numa mesma funcdo sao iguais,
exceto se a funcgéao for linear.

No nosso entendimento, todos os significados apresentados estéo
relacionados a conceitos do mundo formal, pois demandam ou séo produto de prova

por demonstracdes e axiomas e carregam caracteristicas formais do conceito.
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4.4 Significados Ecléticos

Ao estudar um conceito, muitas coisas que levamos para a sala de aula foram
obtidas antes de iniciarmos esse estudo, ou mesmo séo obtidas durante os estudos

escolares, mas fora das salas de aula.

No nosso entendimento, o conceito inicial de igualdade, em geral, é aprendido
no dia a dia das pessoas, e, quando o utilizamos no cotidiano, usamos a ideia de
gue duas coisas sao iguais se tiverem o mesmo formato, o0 mesmo tamanho, a
mesma quantidade..., isto €, forem resultado de uma comparacao, seja visual, seja
por medigdo, ou por qualquer outra caracteristica fisica que possa ser utilizada para
comparar duas coisas quaisquer. Embora as pessoas ndo se deem conta, ao
fazerem comparacGes, estdo utilizando recursos matematicos do mundo

corporificado.

Também na sala de aula, as vezes, nos referimos a igualdade, tanto alunos
guanto professores, com expressées que nem sempre mostram o significado que ela
possui. Dizemos por exemplo “€” para indicar a igualdade entre duas expressdes ou
para apresentarmos o resultado de uma operagdo, como em 2 + 3 “¢” 5. Outra

e

situacdo que aparece com frequéncia € o uso do simbolo para indicar
continuagao, ou substituicdo por outra coisa. Em situacbes assim, reconhecemos o
uso de conceitos matematicos do mundo simbdlico, como por exemplo, a

equivaléncia.

Em outras ocasides, embora presente no conceito matematico que esta
sendo apresentado, o uso da igualdade ndo se mostra na representacdo visual. Um
exemplo € quando utilizamos “...” na representagcédo de um numero: 0,999999... = 1,
gue no nosso entendimento, para ser compreendido, precisa utilizar recursos do

mundo formal.

Mas o significado mais original que encontramos para o simbolo de igualdade

“y

foi dado para o uso do simbolo “=” na famosa equagdo “E = mc?”;
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“Uma boa equagao nao é simplesmente uma férmula para computacao. Nao
€ a escala de uma balanca que confirma que dois itens que vocé suspeitava
fossem praticamente iguais sdo realmente iguais. Pelo contrario, o0s
cientistas comecaram a usar o simbolo = como uma espécie de telescépio
para novas ideias, — um artificio para dirigir a atencdo a novos e
insuspeitados dominios” (BODANIS, 2001, p. 35-36, grifo nosso).

Percebemos que, da maneira como foi descrita acima, o significado para o
simbolo de igualdade possui caracteristicas do mundo corporificado, pela forma
COmO 0 autor associou 0 Uso que 0s cientistas passaram a fazer do simbolo como
um telescépio. No entanto, a equacédo em si, utilizando o simbolo “=” como uma
equivaléncia, apresenta também caracteristicas do mundo simbolico. Mas € possivel
ir mais além, e identificamos, na explicacdo de Bodanis (2001), as indicacdes para
novas possibilidades, ou para uso do simbolo de igualdade em situacdes ainda nao
descobertas, demonstrando, assim, as caracteristicas de desenvolvimento da

Matematica, inerentes ao mundo formal.

Com isso, encontramos em Bodanis (2001), uma situacdo em que o simbolo
de igualdade apresenta caracteristicas dos Trés Mundos da Matematica, colocando-
0 na regido “Totalmente Integrada”, tal qual apresentado na Figura 14:

Desenvolvimento cognitivo através dos Trés Mundos da Matematica.

Dessa forma, entendemos que, a partir disso, percebe-se que o simbolo “=”,
que muitas vezes passa até despercebido na nossa leitura, possui potencial

inimaginavel de utilizacéo e identificagdo com novos significados.
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CAPITULO 5 , )
SIGNIFICADOS DO SIMBOLO “=” NOS TRES
MUNDOS DA MATEMATICA

Quando iniciamos a nossa longa jornada em busca dos significados do
simbolo de igualdade em cada um dos Trés Mundos da Matematica, ndo tinhamos
como prever nem estimar os resultados da nossa pesquisa, pois pretendiamos
encontrar os significados, ndo previstos a priori, em fontes de dados bastante
diferentes.

Mas, na medida em que a pesquisa se aprofundava nos significados
encontrados, 0 nosso entendimento sofria uma evolucédo, saindo de um mundo em
gue tinhamos a necessidade de ver materializados os significados obtidos nas
pesquisas que avaliamos, ou nos registros que encontramos na historia da notacéo
algébrica, para uma condicdo de reflexdo hum mundo em que o pensamento e as

conclusdes aconteciam sem a necessidade de um apoio corporificado.

Dessas reflexdes, veio um entendimento da evolucdo que ocorreu na notacao
algébrica, como reflexo da evolugcdo da Matemética, ou, mais objetivamente, do

pensamento matematico.

Percorrendo a histéria da notacao algébrica, percebemos que a evolucao do
simbolo de igualdade ocorreu através de geracbes. O formato do simbolo era
alterado e os significados que ele representava eram acumulados no mesmo
simbolo. Entendemos que essa forma de desenvolvimento € propria do ser humano
e do conhecimento que acumula ao longo do tempo. Na tese de doutoramento de

Lulu Healy, encontramos uma indicacdo dessa caracteristica do ser humano:

"Um principio central da teoria sociocultural é que os seres humanos tém
uma qualidade mental especial, que envolve a necessidade e a capacidade
de fazer uso de artefatos - sejam eles fisicos, simbdlicos ou cognitivos -
para mediar as suas atividades e incentivar a apropriacdo dessas formas de
mediacdo pelas geracfes subsequentes” (COLE e WERTSCH, 1996 apud
HEALY, 2002), e completando: "Artefatos sdo criados em um determinado
momento na trajetéria histérica de uma cultura como resposta a demanda
de uma determinada pratica. Esses artefatos modificam as atividades de
guem os utiliza e também podem, por sua vez, serem modificados pelo uso
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gue os protagonistas fizerem deles” (HEALY, 2002, p. 21-22, traducdo
nossa'®).

Firmados nessa colocacdo, concluimos que se torna explicitado que o

desenvolvimento cognitivo acompanha o desenvolvimento historico e vice-versa.

Como vimos nos registros historicos, as evidéncias mais antigas que ja foram
encontradas do pensamento matematico estdo relacionadas a contagem e num
processo de longa duragdo do registro da contagem. Para que os registros das
contagens chegassem ao formato que hoje utilizamos, foram muitos séculos, num
longo e diversificado processo, inerente ao desenvolvimento de cada povo, de cada
civilizacdo. Junto com o desenvolvimento da notacdo da contagem, aconteceu o

desenvolvimento da Matematica, e, no seu bojo, o desenvolvimento da Algebra.

Com o registro das ideias algébricas néao foi diferente. Ao longo dos séculos,
os registros foram mudando de forma, passando do uso exclusivo da escrita para
uma forma abreviada da prépria escrita até chegar a forma atual, com o uso
intensivo de simbolos. Por sua vez, muitos simbolos, representacdes gréaficas
simplificadas de conceitos muitas vezes ndo tdo simples, também viveram um

processo de transformacéao tanto na forma quanto no contetdo que representavam.

Nessa condicdo, encontra-se 0 conceito de igualdade, que foi utilizado em
todas as formas de notacédo algébrica; e, quando passou a ser representado por um
simbolo, também sofreu transformacfes na forma e no conceito que representava.
Esse simbolo tem tanta representatividade que acompanha a evolucdo da

Matematica e, com isso, incorpora, frequentemente, novos significados.

Se olharmos para o quadro evolutivo descrito acima e compararmos com a
descricdo dos Trés Mundos da Matematica, veremos que existe uma similaridade de

situacdes que ndo acreditamos seja apenas coincidéncia.

O quadro tedrico dos Trés Mundos da Matematica ndo procura explicar o
desenvolvimento evolutivo da Matematica, mas, sim, o desenvolvimento cognitivo

dos individuos em relacdo a aprendizagem e o uso que fazem da Matematica; mas,

190 A central tenet of sociocultural theory is that human beings have a special mental quality which involves the

need and ability to make use of artefacts - be they physical, symbolic or cognitive - to mediate their activities and
to encourage the appropriation of these forms of mediation by subsequent generations (Cole and Wertsch, 1996).
Artefacts are created at a particular moment in the historical trajectory of a culture, as a response to demand of a
particular practice. These artefacts modify the activities of those using them and can also, in their turn, be
modified in use by the actors who use them.
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gquando olhamos para a descricio acima e vemos a maneira como O
desenvolvimento da Matematica e da Notacdo Algébrica aconteceu, podemos
relacionar esse processo evolutivo com o0 que acontece com um individuo em

relacdo a prépria Matematica.

Olhando para a histéria, o inicio da Matematica tem extraordinaria
similaridade com o mundo corporificado. Ndo havia nada além das ideias
relacionadas ao uso concreto da contagem. Com a evolucdo, as situacdes do
cotidiano foram tornando as ideias mais complexas, 0 que nem sempre permitia que
as situacdes matematicas fossem visualizadas. Entdo, passou-se a provar que as
ideias estavam corretas sem a necessidade de uso de recursos fisicos. Eis ai a
similaridade com o mundo corporificado; e mais, quando nos damos conta do
desenvolvimento da Matematica que ocorria, percebemos, nesses momentos, as

caracteristicas do mundo formal.

Se aplicarmos 0 mesmo raciocinio para o simbolo que representa a

igualdade, percebemos que ele percorre a mesma trajetoéria.

Nos usos iniciais, o simbolo de igualdade era utilizado para representar o
resultado de operacgdes, o indicativo da resposta. Era visto apenas como o indicador
do fim de um processo, sem reconhecimento de um conceito associado ao processo.
Dessa forma, entendemos que o simbolo de igualdade era utilizado com as

caracteristicas do mundo corporificado.

Quando a evolucdo da Matemética passou a exigir prova da veracidade das
representacdes, descolando-se da necessidade de comprovacdao fisica, o simbolo
de igualdade passou a ser o indicativo ndo somente da resposta, mas passou a
representar, associado ao processo que era demonstrado, 0 conceito de igualdade.

Nessa situacao, identificamos as caracteristicas dos mundos simbdlico e formal.

Por fim, quando olhamos para o individuo e para o uso que ele faz do simbolo
de igualdade, percebemos que ocorre a mesma situacao descrita acima, ou seja, 0

simbolo de igualdade esta presente em todos os Mundos da Matematica.

Com essas conclusdes preliminares e, voltando ao objetivo principal da nossa
pesquisa para responder quais sdo os significados do simbolo de igualdade em cada

um dos Trés Mundos da Matematica, decidimos néo tentar colocar os significados
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encontrados nas pesquisas que fizemos nos Mundos da Matemética, mas, sim, partir

de cada um dos mundos para tentar encontrar os significados que a ele pertencem.

5.1 Mundo Corporificado

E nosso entendimento que os significados do simbolo de igualdade habitantes
do mundo corporificado deveréo ter caracteristicas relacionadas a maneira como sao
vistos pelos individuos em situacées materializaveis ou perceptiveis pelos sentidos
do individuo.

Duas dessas situacdes foram vistas nas pesquisas que analisamos no
CAPITULO 4: JORNADA PELAS PESQUISAS EM EDUCACAO MATEMATICA. A
primeira foi quando o simbolo de igualdade foi entendido como o indicador do lugar
da resposta da operacdo que o precedia, e a segunda, quando a ilustracdo da

balanca nao foi entendida como a representacdo de uma equivaléncia.

A primeira situacdo € bastante comum no ensino da Matematica,
principalmente nas séries iniciais. Com o objetivo de praticar as quatro operacdes

fundamentais, séo apresentadas atividades como esta:

Calcule:
a. 2+3=
b. 5-4=

Figura 14: Exemplo do uso do simbolo de igualdade como indicador do lugar para colocar
a resposta
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J& o recurso de utilizar uma ilustracdo para apresentar o simbolo de igualdade
com o significado de equivaléncia, utilizando, por exemplo, a figura de uma balanca
de dois pratos, no nosso entendimento, também estd caracterizada com o0s
elementos do mundo corporificado. Essa forma de apresentar a equivaléncia utiliza
recursos de comparagdo entre os dois lados, buscando mostrar que o “algo”
colocado num prato de um lado da balanga, comparado com outro objeto ou valor no
prato do lado oposto estd em equilibrio, portanto, mesmo sendo “coisas” diferentes,

tém peso “equivalente”.

6+2 = 1+7

Figura 15: Balanca de dois pratos
Fonte: http://www.mundoeducacao.com.br/matematica/equacao-equivalente.htm

Na descricdo dessa ilustracdo, encontramos alguns conceitos do mundo
corporificado: pratos, balanca, peso..., 0 que, no nosso entendimento, caracteriza
gue a imagem de conceito da equivaléncia que se queria demonstrar esta
identificada como uma “coisa” concreta, corporificada, pois a manipulagao fisica que

ela representa € um aspecto presente no mundo corporificado.

5.2 Mundo Simbdlico

O simbolo de igualdade, para habitar o mundo simbdlico, precisa estar
revestido de conceito e processo. Ele precisa ser reconhecido como um “proceito” e
ser utilizado e entendido como tal. Com essa premissa, entendemos que, quando

ele é utilizado com o significado de equivaléncia, ele é um habitante desse mundo,


http://www.mundoeducacao.com.br/matematica/equacao-equivalente.htm
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pois esse significado comporta, pelo menos, o conceito de igualdade entre dois
objetos e, pelo menos, o processo de transformacdo que possibilitara a

comprovacao, ou nao, dessa premissa.

Exemplo dessa situacao pode ser encontrado no uso do simbolo de igualdade
numa equagdo. Por exemplo, a equagdo “-x* +2x = 8” ndo esta indicando uma
operacdo, mas uma condi¢do para a manutencdo da equivaléncia entre os lados do
simbolo de igualdade. O simbolo “=”, nessa situacao, representa um “proceito”, ou
seja, um conceito, o da equivaléncia, e, a0 mesmo tempo, carrega um processo que
possibilita encontrar os valores para a incégnita que sejam as raizes da funcao

f(x) = -x*+2x - 8.

5.3 Mundo Formal

No mundo formal, a representacdo da igualdade reveste-se de caracteristicas
diferentes dos outros mundos. No mundo dos axiomas e das definicdes formais, a
igualdade entre dois entes nem sempre é escrita com a notacdo simbdlica. Nao é
incomum que as demonstracdes, ou mesmo a formulacdo dos axiomas, sejam
escritas numa notacdo retérica. No entanto, independente da notacdo que seja
utilizada, demonstracbes e axiomas sdo constituidos pelos mesmos significados.
Esses significados ndo necessitam da corporificacdo, da existéncia ou manipulacéo

fisica e, quando originados dos axiomas, nem precisam ser provados.

Na nossa pesquisa, encontramos a utilizacdo do simbolo de igualdade, que
se reveste de alguns significados que entendemos se enquadram nessa descricao,

tais como na Relacdo de Equivaléncia’® e na Identidade.

No mundo formal, os significados de igualdade sédo obtidos das experiéncias
anteriores que o individuo passou, mantendo as caracteristicas corporificadas e

simbdlicas que vieram dos outros dois mundos e a partir da abstracdo que € exigida

1 Uma Relagdo é de Equivaléncia entre elementos de um determinado conjunto quando é binaria e possui as

propriedades reflexiva, simétrica e transitiva (adaptado de MONTEIRO, 1971).
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na formulacdo das provas que podem ser feitas neste mundo, no simbolo ou na
representacéo retdrica da igualdade, culminando no significado que leva a concluséo

final do que se queira provar.

No mundo formal, ndo se pensa na igualdade pela representacéo que se faz

dela, mas, sim, como meio de se demonstrar a afirmagéao que se busca fazer.

5.4 Sintese dos significados nos Trés Mundos da

Matematica

Depois de feitas as andlises dos significados do simbolo de igualdade que
encontramos nas nossas pesquisas e das relacbes que apresentamos desses
significados com o conceito de igualdade em cada um dos Trés Mundos da
Matemética, a nossa conclusdo é que, de acordo com o desenvolvimento cognitivo

do individuo, ele pode utilizar o conceito de igualdade sem depender do simbolo.

Quando o individuo esta utilizando unicamente recursos do mundo
corporificado, ele s6 entende, ou sé reconhece, a igualdade em situacdes

corporificadas, o que prescinde 0 uso de um simbolo.

No mundo simbdlico, no qual a verdade é estabelecida pelo calculo com
ndameros e manipulacdes com os simbolos algébricos, a utilizagdo do simbolo de
igualdade se torna imprescindivel, porém o significado também nédo esta no simbolo,

mas no conceito representado por ele.

E é no mundo formal que a presenca do simbolo realmente parece se tornar
desnecessaria para indicar um conceito. Embora seja frequente a invencéo de novos
simbolos para representar novas definicbes, parece-nos que, neste mundo, 0S
simbolos séo utilizados muito mais como uma maneira de simplificar a notacdo do
que criados para se tornar um meio de levar 0s conceitos ou processos que a nova

construcdo na Matematica apresenta.
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Entendemos também que, quando uma demonstracdo se faz unicamente por
simbolos, ela ja esta sendo remetida para o mundo simbdlico, uma vez que
acreditamos que o pensamento matematico que produz uma nova teoria ou

demonstracao se processa de forma retorica.

Impossivel negar a colaboragdo da notacdo simbdlica no desenvolvimento da
Matematica pela padronizagdo e simplificacdo das representacdes que propicia,
mas, depois das analises dos significados do simbolo de igualdade em cada um dos
mundos, fizemos uma reflexdo final e concluimos que, nos Trés Mundos da
Matematica, os significados ndo estdo representados nos simbolos, mas, sim, na

utilizacdo que se faz dele.

No nosso entendimento, embora ndo possamos prescindir dos simbolos, nédo
€ nele que estdo os significados, mas é por meio deles, no contexto em que esta
sendo utilizado e de acordo com o desenvolvimento cognitivo do individuo, é que os
significados podem ser encontrados. Se ndo fosse assim, o simbolo de igualdade
teria 0 mesmo significado em cada um dos Trés Mundos da Matemética, mas, como
vimos, os significados variam de acordo com o mundo onde ele € utilizado, embora o

simbolo seja 0 mesmo.

Com a nossa conclusdo de que nos Trés Mundos da Matemética os
significados ndo estdo representados nos simbolos, mas na utilizacdo que se faz
dele, esperamos prestar uma colaboracdo ao desenvolvimento desse quadro tedrico,
pois acreditamos que, desvinculando o significado dos simbolos utilizados para
representa-los, os esfor¢cos aplicados no ensino possam ser concentrados nos
conceitos, e, no caso particular do simbolo da igualdade, procurar apresenta-lo com
0S conceitos e processos (proceitos) que ele carrega, independentemente do

formato com o qual ele é apresentado.
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CONSIDERACOES FINAIS

by

Chegando a ultima etapa da nossa jornada, retomamos as questdes de
pesquisa, apresentamos as conclusdes a quais chegamos e fazemos algumas
sugestdes de pesquisas para continuidade da procura dos significados do simbolo
de igualdade nos Trés Mundos da Matematica.

1 Sobre as conclusodes deste trabalho

Quando concluimos a analise das pesquisas realizadas na area de Educacédo
Matematica sobre os significados do simbolo de igualdade, percebemos um
desequilibrio quantitativo entre as pesquisas que apontaram resultados que
indicavam significados relacionados ao mundo corporificado em relagédo aos demais

mundos, simbolico e formal.

Avaliando esse resultado, concluimos que tal situacdo ocorreu em virtude da
maior parte dos pesquisadores ter optado trabalhar com criancas em idade pré-
escolar ou das séries iniciais, e utilizando-se de igualdades numéricas. Com isso, as
pesquisas s6 puderam encontrar significados dados ao simbolo de igualdade por
estudantes iniciais de Matematica, o que explica que a maioria dos significados

encontrados se relacione ao mundo corporificado.

Entendemos que sejam necessarias outras pesquisas, com alunos em idades
mais avancadas e até mesmo com alunos de curso superior, que englobem
diferentes tipos de igualdade. Uma sugestdo é que pesquisas sejam feitas sobre o
significado do simbolo de igualdade utilizando equacgdes, com as quais, N0 NOSSo
entendimento, surgiriam situacées em que 0s conceitos que habitam o mundo

simbdlico estariam presentes.
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Diversificando as faixas etarias pesquisadas e as situa¢des de uso do simbolo
de igualdade, acreditamos que outros significados relacionados ao mundo simbélico
e também ao mundo formal deverdo ser encontrados. Dessa forma, outras
pesquisas poderdo ser feitas, com base nesses resultados, para verificar a

consonancia desses significados com os Trés Mundos da Matematica.

7

Entendemos que o nosso trabalho é apenas o inicio da procura de
significados do simbolo de igualdade em cada um dos Trés Mundos da Matematica,
e que novos trabalhos, feitos com 0 mesmo objetivo, virdo enriquecer os resultados

que encontramos.

Também é nosso entendimento que a procura de novos significados sempre
sera possivel, tendo em vista ndo s6 as lacunas que a nossa pesquisa possa ter
deixado, mas também porque o desenvolvimento da Mateméatica e o
desenvolvimento cognitivo do individuo relacionado a Matematica podem propiciar a
oportunidade do surgimento de novos significados para o simbolo de igualdade.

2 Os significados nas pesquisas e na histéria

Depois de analisarmos algumas pesquisas na area de Educacao Matematica,
podemos responder nossa primeira questdo de pesquisa — “E possivel identificar
significados para o simbolo de igualdade nas pesquisas da area de Educacao
Matematica e na histéria da notagdo desse simbolo?” — de maneira afirmativa.
Quanto as pesquisas na area da Educacdo Matematica, mesmo que ficassemos
somente nos significados encontrados por Kieran (1981), operacional e equivaléncia,

ja seria possivel responder afirmativamente a nossa questao.

Ao longo desse trabalho, outros significados foram apresentados, tendo sido
identificadas, inclusive, subcategorias para o significado operacional: “indicador
sintatico”, isto é, um simbolo indicando onde a resposta deve ser escrita ou um

“simbolo de operac¢éo”, ou seja, um estimulo a acéo, a “fazer alguma coisa”.
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No entanto, ndo foi possivel encontrar tal detalhamento para o significado de
equivaléncia, talvez pelo que ja dissemos, sobre as pesquisas terem sido realizadas

com criancgas de séries escolares iniciais.

Na histéria da notacdo algébrica do simbolo de igualdade, pudemos
acompanhar a propria evolugdo da Matemética. Do simbolo sendo utilizado como
indicador do local da resposta até o uso do simbolo de igualdade com mais de um
significado, pudemos constatar que os simbolos, ao longo da histéria, carregam o0s
significados que os matematicos estavam pensando quando fizeram uso deles. Os
significados ao longo da historia da notagdo do simbolo de igualdade nédo so

existiram como evoluiram junto com o desenvolvimento do pensamento algébrico.

3 Os significados nos Trés Mundos da Matematica

Para responder as trés questdes de pesquisa seguintes — “Esses significados
tém caracteristicas dos Trés Mundos da Matematica?” “Os significados dados ao
simbolo de igualdade na Matematica podem habitar algum dos Trés Mundos da
Mateméatica?”; “Existe alguma similaridade entre o desenvolvimento cognitivo
apresentado no quadro tedrico dos Trés Mundos da Matemética e a evolugcdo da
notacdo da igualdade ocorrida ao longo da evolucdo da Matematica?” —, fizemos um
estudo de todos os significados que encontramos, e 0s confrontamos com as
caracteristicas de cada um dos Trés Mundos da Matematica.

Na nossa analise, concluimos que os significados encontrados nas pesquisas
da area de Educacdo Matematica e na historia da notagdo algebrica do simbolo de
igualdade carregam as caracteristicas dos Trés Mundos da Matematica. Por
exemplo, quando utilizado com o significado operacional, apresenta caracteristicas
do mundo corporificado; com o significado de equivaléncia, possui caracteristicas do
mundo simbolico; e quando o significado é de identidade, mostra caracteristicas do

mundo formal.
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Além disso, os significados dados ao simbolo de igualdade habitam os Trés
Mundos da Matematica, com a ressalva de que, de acordo com o desenvolvimento
cognitivo do individuo, ele pode utilizar o conceito de igualdade sem depender do

simbolo.

Como apresentado no CAPITULO 5: SIGNIFICADOS DO SiMBOLO “=”
NOS TRES MUNDOS DA MATEMATICA ¢é nosso entendimento que n&o sé existe
similaridade entre o desenvolvimento cognitivo no quadro tedrico dos Trés Mundos
da Matematica e evolucao da notacédo de igualdade, como também entendemos que
€ possivel enxergar os significados, operacional e de equivaléncia, na histéria. Por
exemplo, com o uso do “—” para indicar a resposta de expressdes que calculavam,
Regiomontanus, Paccioli, Bombelli indicavam a utilizacdo do mesmo com o
significado operacional. Por sua vez, entendemos que Newton e Leibniz, no

desenvolvimento do calculo diferencial e integral, utilizaram o simbolo com

significado de equivaléncia.

4 Os “ja encontrados”

A quinta questdo de pesquisa — “Qual o papel dos “a encontrados” no
entendimento dos significados matematicos do simbolo de igualdade?” — foi
elaborada pela nossa preocupacdo, apresentada no inicio deste trabalho, com o
tratamento dispensado no ensino da Matematica a coisas que parecem Obvias, que

€ o tratamento que, entendemos, tem sido dispensado ao simbolo de igualdade.

Em nossas andlises, procuramos mostrar o importante papel que os ‘“ja
encontrados” desempenham no processo de aprendizagem. Entendemos que o
professor deve sempre ter em mente, em qualquer situacdo de ensino, que 0s
alunos podem ja ter construido uma imagem de conceito relacionada a igualdade.
Essa preocupagcdo deve estar presente quando o professor inicia a lida com o

simbolo “=”, pois, desde esse momento, é importante que o professor nao trate o

conceito de igualdade como se fosse Unico ou como uma coisa Obvia.
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Encontramos, nas pesquisas realizadas na area de Educacdo Matematica,
algumas situacbes que indicam os “j& encontrados” que os alunos pesquisados
possuiam; por exemplo, quando as criancas mais novas relacionam o conceito de
igualdade a uma coisa ser igual a outra em quantidade ou forma ou quando elas
utilizam o significado operacional, mesmo diante de uma situagdo matematica que

indica uma equivaléncia.

Como vimos neste trabalho, sdo inimeros os significados que podem ser
atribuidos ao simbolo de igualdade, e como esse conceito, pelo uso da palavra na
lingua materna, ou outras formas, pode ter sido desenvolvido no individuo antes do
significado matematico, deixamos a sugestdo para que os “ja encontrados” sobre o
conceito de igualdade sejam pesquisados nos alunos antes da sua utilizacdo no
ensino da Matematica. Também entendemos que seja importante uma pesquisa
para buscar a influéncia da lingua materna no entendimento do sinal matematico de

igualdade.

5 Refletindo sobre os Trés Mundos da Matematica

Quando apresentamos o quadro tedrico “Os Trés Mundos da Matematica”,
mostramos que existem trés regides entre estes mundos (Figura 1:
Desenvolvimento Cognitivo através dos Trés Mundos da Matemaética), que sao
habitadas por conhecimentos de mais de um mundo. S&o as regides: “Simbdlico
Corporificado”, “Formal Corporificado” e “Formal Simbdlico”. Entendemos que essas
regides propiciam as mudancas de compreensdao de um determinado conceito,
resultado do desenvolvimento cognitivo, levando o individuo a utilizar o

conhecimento da forma como é entendido no outro mundo.

Entendemos que esse processo ocorre com o simbolo de igualdade, pois,
como resultante do desenvolvimento cognitivo, o individuo deixa de entendé-lo como
um simbolo operacional que se relaciona com o mundo corporificado, e que, como
vimos no CAPITULO 4: JORNADA PELAS PESQUISAS EM EDUCACAO
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MATEMATICA, em geral, € o primeiro que os individuos reconhecem. Dessa forma,
passam a entender esse simbolo com outros significados que habitam o mundo
simbdlico. Essa mudanca, no nosso entendimento, ocorre na regiao que recebe o
nome de “Simbdlico Corporificado”. Um processo similar acontece na passagem

entre os mundos simbdlico e formal, na regido chamada “Formal Simbadlico”.

E nessa passagem entre os mundos que existe outra possibilidade de
pesquisa: buscar entender quais mecanismos sao utilizados pelo individuo, que
possibilitam a compressdo de novos significados do simbolo de igualdade na

passagem entre um mundo e outro.

6 Epilogo

Na medida em que desenvolviamos o trabalho, comecamos a imaginar que,
talvez, ndo seja por acaso que Boyer (1974) tenha iniciado o capitulo 15, “O
Renascimento”, com a citacdo da frase que Robert Recorde proferiu para justificar o
formato do simbolo de igualdade que criara. Entendemos que esse simbolo € um
marco da nova era que se vivia, e que a histdria registrou como sendo o

Renascimento.

Como ja apresentamos no CAPITULO 3: JORNADA PELA HISTORIA,
Foucault (2007) definiu o periodo do Renascimento como 0 inicio de uma nova
maneira de pensar, na qual as coisas deixavam de ser porque sempre foram assim,
para ter uma nova significancia. Um novo olhar se tornava possivel, e essa
aculturacdo se fazia presente também na representacdo das coisas por meio de
simbolos. Eles passavam a representar ndo apenas a si proprios, mas também um
conteudo que estava embutido nele, na mensagem que se pretendia que aquele
simbolo levasse. Tal situagcdo se mostrava presente também no simbolismo que

passava a ser utilizado de maneira mais intensa na cultura européia.

Da mesma forma que a maneira de pensar da sociedade se manifestava no

novo comportamento que ela adotava com relacdo aos simbolos matematicos, esses
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também retornavam para o uso da sociedade com novas representacdes, ndo s6 no
formato, mas também no contelddo, repletos de processos e conceitos que
passavam a traduzir. Alguns simbolos, em particular, sofreram grandes mudancas
no contetdo que representavam e um exemplo dessa situacdo pode ser encontrado

no simbolo de igualdade.

A cada avanco que a Matematica experimentava, o simbolo de igualdade
passava a ter novos significados. Quando nos referimos a esse avanco, nao
estamos falando somente de novos campos que oS matematicos descobriam, mas

também da descoberta de novas situacfes de uso de conceitos antigos.

Entendemos que o significado do simbolo de igualdade na equacéo seja um
exemplo dessa situacdo, pois, com o passar do tempo e a evolucéo dos significados
gue ele passou a ter, na medida em que se avancava na descoberta dos processos
para resolucdo de equacdes mais complexas, o entendimento do significado do
simbolo de igualdade passava a exigir, cada vez mais, um desenvolvimento do
raciocinio matematico, provavelmente nem imaginado por Recorde quando utilizou

pela primeira vez o simbolo “=".

Acreditamos que o desenvolvimento da Matematica s6 se tornou possivel
com o desenvolvimento cognitivo da sociedade, fruto da capacidade desenvolvida

pelos individuos que a compdem.

Quando, nos dias atuais, procuramos ensinar Matematica, precisamos estar
atentos a isso, ao desenvolvimento cognitivo do individuo, para que ele seja capaz

de compreender a Matemética que ensinamos.

Nesse contexto, &€ que entendemos que os Trés Mundos da Matematica tém
muito a contribuir para o desenvolvimento dos processos de ensino e de
aprendizagem, e a compreensao dos significados do simbolo de igualdade em cada
um dos trés mundos é uma pequena contribuicdo para tornar esse quadro teorico
cada vez mais perto daqueles que se incumbem da nobre e dificil missdo de ensinar

Matemaética.
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