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RESUMO

O objetivo principal desta dissertacdo é apresentar alguns resultados importantes sobre
hipersuperficies minimas no espago Euclidiano relacionados com o operador de estabilidade.

Inicialmente, apresentaremos as demonstracdes das férmulas da primeira e da segunda
variagdes da drea bem como a demonstracdo da desigualdade de Simons. Estes resultados,
que sdo bdsicos da teoria, serdo usados posteriormente. Em seguida, apresentaremos a
demonstragdo do teorema de do Carmo-Peng, o qual assegura que uma hipersuperficie minima
completa estdvel imersa no espaco Euclidiano com a norma L? da segunda forma fundamental
finita ¢ um hiperplano. Incluiremos na dissertacdo um resultado andlogo com a norma L da
segunda forma fundamental. Este tltimo resultado foi provado por Li-Wei no caso em que a
hipersuperficie tem dimensdo 3, mas notamos que a demonstragdo se aplica para3 <n <7.

Concluiremos apresentando alguns resultados sobre hipersuperficies minimas nédo estaveis
no IR? obtido por Fischer-Colbrie e Lépez-Ros. Em particular, mostraremos que o catenéide e
a superficie de Enneper sdo as tnicas superficies minimas completas e orientadas com indice
igual a um.

Palavras-chave: Curvatura de Ricci, Curvatura Total finita, Hipersuperficies Minimas,
Indice de Morse, Operador de Estabilidade, Catendide, Segunda Forma Fundamental.
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ABSTRACT

The main goal of this dissertation is to present some results on minimal hypersurfaces in
the Euclidean space related to the stability operator.

Initially, we will present the demonstrations of the formulas of first and second variations
of area and also the demonstration of the Simons” inequality. These results (which are basic
results of the theory) will be used later. Next we will present the proof of the do Carmo-Peng’s
theorem showing that a complete stable minimal hypersurface immersed in the Euclidean
space with finite L? norm of the second fundamental form is a hyperplane. We will include
in this dissertation a similar result with the L norm of the second fundamental form. This last
result was proved by Li-Wei in the case where the hypersurface has dimension 3, but we note
that proof appliesto3 <n < 7.

We will conclude by presenting some results on non-stable minimal hypersurfaces in R®
due to Fischer-Colbrie and Lopez-Ros. In particular, we will show that the catenoid and

Enneper’s surface are the only minimal complete orientable surfaces with index equal to one.

Keywords: Ricci Curvature, Finite Total Curvature, Minimal Hypersurfaces, Morse Index,

Stability Operator, Catenoid, Second Fundamental Form.
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INTRODUCAO

Seja x : M" — R"*! uma imersio isométrica de uma variedade Riemanniana orientada
M" = M no espago Euclidiano R"*! (uma hipersuperficie em R"*!) e seja A a sua segunda
forma fundamental. Se denotarmos por A o funcional drea, entdo a férmula da primeira

variacdo da 4rea estabelece que

A'(0) = —n/

; <Tﬁ> dM,

onde T é o campo variacional associado a variagdo de x e H é o vetor curvatura média de
M. Como uma consequéncia deste resultado, as hipersuperficies minimas sdo caracterizadas
como pontos criticos para o funcional drea, ou seja, a curvatura média dessas hipersuperficies
é identicamente nula.

A teoria das superficies minimas tem sua origem com as pesquisas de J. L. Lagrange,
em 1760 (veja [4] p. 236). Desde entdo recebeu colaboracdes de importantes matematicos,
como por exemplo, Euler, Gauss, Riemann, Plateau, Meusnier, Scherk, Schwarz, Enneper,
Weierstrass, Bernstein, Darboux, Douglas, Rad6; e mais recentemente, Nitsche, Chern, de
Giorgi, Giusti, Miranda, Bombieri, Osserman, Schoen, Simons, Yau, Simon, Gray, White,
Bryant, Fischer-Colbrie, Ros, Peréz, Barbosa, do Carmo, Peng, Rosenberg, Meeks, Minicozzi,
Colding, Nadirashivili, para citar alguns.
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A segunda varia¢do da drea é dada pela seguinte férmula
A'Of) = [ {=faf—|APPYaM =~ [ fLfam,

onde A é o Laplaciano de M, |A|?> quadrado da norma da segunda forma fundamental e
L:CP(M) — CF(M) dado por L = A + |A|*> é chamado de operador de estabilidade(ou operador
de Jacobi). O operador L induz de maneira natural a forma quadrética Q : Ci°(M) — R definida

por
Q) =~ [ fLfam,

que atua no espago das fung¢des suaves em M. Neste caso, o indice de Morse da hipersuperficie
M, denotado por Ind(M), é definido como a dimensdo méxima do subespago V de C°(M) em
que Q é negativa definida. Equivalentemente, Ind(M) é o namero de autovalores negativos
do operador L contados com multiplicidade (veja [3], [8] ou [18]).

Diremos que uma hipersuperficie minima é estdvel se Q(f) > 0 para todo f € C5°(M). Em
termos do indice, estabilidade significa que Ind(M) = 0.

E bem conhecido que gréficos minimos no espago Euclidiano sdo hipersuperficies minimas
estaveis. A despeito deste fato, temos o famoso problema de Bernstein, a saber, "uma
hipersuperficie minima que é um gréfico inteiro no R"*! é um hiperplano?". Este problema
foi mostrado ser afirmativo para n < 7 e negativo para n > 8 (veja [1]]). Diante da solugdo do
problema de Bernstein, a seguinte pergunta é natural: quais sdo as hipersuperficies minimas
completas estdveis no IR"1? Este problema foi resolvido no caso em que 1 = 2 por do Carmo-
Peng (veja [6]) e, independentemente, por Fischer Colbrie-Schoen (veja [9]). Eles mostraram
que tal superficie é o plano. Mas serd que toda hipersuperficie minima completa e estavel
é um hiperplano? Para n > 8 a solucdo do problema de Bernstein fornece a existéncia de
hipersuperficies que sdo graficos minimos completos, porém nao sdo hiperplanos. No caso em
que 3 < n < 7 este problema encontra-se completamente em aberto.

Nesta dissertacdo, apresentaremos a demonstracdo de um outro teorema de do Carmo-
Peng, feito em 1980 (veja [7]), onde este problema é resolvido com uma condi¢do sobre o
decaimento da norma da segunda forma fundamental, mais precisamente:

Teorema A (do Carmo - Peng). Seja x : M" — R"*! uma hipersuperficie minima completa e estdvel.
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Assuma que
[5. |[A]PdM
lim =% —— =0,
R—c0 R2+2q

2
onde 0 < g < \/;, Br C M é uma bola geodésica de raio R centrada em algum ponto de M e A a

sequnda forma fundamental de x. Entdo x(M) C R"*! é um hiperplano.

Como para hipersuperficies minimas |A|? = —2K, onde K é a curvatura escalar, temos como
consequéncia desse Teorema que hipersuperficie minima, completa e estavel com curvatura
total finita é um hiperplano.

Usando as técnicas da demonstra¢do do Teorema A, provaremos o seguinte resultado

Teorema B (Li-Wei). Seja x : M" — R"T! (3 < n < 7) uma hipersuperficie minima completa e
estdvel. Assuma que
- Jp, |APAM
T R

2
onde 0 < g < \/;, Br C M é uma bola geodésica de raio R centrado em algum ponto de M e A a

sequnda forma fundamental de x. Entdo x(M) C R"*1 é um hiperplano.

Este teorema foi provado por Li-Wei em 2006 (veja [16]) apenas para n = 3, mas notamos
que a demonstracdo se aplica para3 <n <7.

Para finalizar esse trabalho, faremos um estudo sobre superficies minimas completas M
com indice finito em uma variedade Riemanniana N3 (veja [8] e [18]). Mostraremos que se M
tem indice finito entdo M é estdvel fora de um conjunto compacto e mostraremos também que
M tem indice finito se, e somente se, existe um ntmero finito de autofuncdes em LZ(M) com
autovalores negativos de tal forma que o operador L é ndo-negativo no complemento ortogonal
do espaco gerado pelas autofuncgdes. No caso em que N é o espaco Euclidiano R3, provaremos
que para qualquer superficie minima completa e orientdvel a condi¢do de que M tenha indice
finito é equivalente a condigdo de que M tenha curvatura total finita. Mostraremos que se M é
uma superficie minima completa entdo M é conforme a uma superficie de Riemann menos um
namero finito de pontos. No caso em que a curvatura escalar de N ¢é limitada inferiormente
por uma constante positiva entdo M serd compacta. Se N tem curvatura de Ricci ndo-negativa,
mostraremos que |A|? é integravel em M e isso implica o resultado para IR3. Esses resultados

foram estudados, em 1985, por Fischer-Colbrie (veja [8]).
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Para finalizar este trabalho, mostraremos que

"O catendide e a superficie de Enneper sio as vinicas superficies minimas completas e orientdveis com
indice igual a 1.”
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo, introduziremos algumas defini¢des e alguns resultados bésicos de
Geometria Riemanniana com o intuito de fixar a notagdo, admitindo que o leitor esteja
familiarizado com os pré-requisitos necessdrios. Ao longo desta dissertagdo, a palavra
diferencidvel sempre significard de classe C*°. Para este capitulo as principais referéncias sao
[5] e [14].

1.1 Tensores

A ideia de tensor é uma generaliza¢do natural da ideia de campos de vetores, e o ponto
importante é que, analogamente aos campos de vetores, os tensores podem ser derivados
covariantemente.

Seja M" uma variedade diferencidvel orientada de dimenséao n. Vamos denotar por X(M) o
conjunto dos campos diferencidveis em M e por C®(M) o conjunto das fung¢des diferencidveis
em M. Convém observar que X(M) é um médulo sobre o anel C*°(M), isto é, X(M) tem uma
estrutura linear quando tomamos como “escalares” os elementos de C®(M).

Definicdo 1.1.1. Um tensor covariante T de ordem r é uma aplicacdo multilinear

T:X(M) X ...x X(M) = C®(M).

. i
-~

rfatores
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Isto quer dizer que, dados Y1, ..., Yy € X(M), T(Y1, ..., Yy) é uma fungio diferencidvel em M, e T é
linear em cada argumento, ou seja,

(Yl,.. fX —{—ng, . r) :fT(Yl,...,X,',...,Yr) —|—gT(Y1,...,Yi,...,Yr)

paratodoi=1,..,1v, X;,Y1,.. Yy € X(M) e f,g € C*(M).

O tensor T ¢é diferenciavel em p € M se, escolhido um referencial mével {Ey, ..., E,},
as componentes de T em relagdo a esse referencial sdo diferencidveis em p. O tensor T é
diferencidvel em M se é diferencidvel em cada p € M. No decorrer desta dissertacdo, diremos
somente que T é um tensor, omitindo a palavra diferencidvel.

Para o que se segue, (M",g) é uma variedade Riemanniana orientada de dimenséo finita
n > 2, munido da métrica Riemanniana g, ou simplesmente (, ), a qual denotaremos apenas por
M e com a Conexio de Levi-Civita de M denotada por V.

Analogamente a um campo de vetores, um tensor pode também ser derivado. A seguinte

defini¢do introduz a nocdo de derivada de tensores.

Definicao 1.1.2. Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante V'T de T é um tensor de ordem
(r 4+ 1) dado por

VT(Y,. Y, Z) = Z(T(Y1, .., Y;)) = T(V2 Y1, Yy) — . — T(Y4, ..., V2Y,),

para todo Y1, ..., Yy, Z € X(M).
Para cada Z € X(M) a derivada covariante V z T de T em relagdo a Z é um tensor de ordem r dado

por
V,T(Y1,..Y,) =VT(Yy,..Y,, Z).

Antes de prosseguir, vamos relembrar alguns operadores diferenciais que serdo usados com
frequéncia no decorrer desta dissertacao.

Dada uma funcdo f € C*(M), definimos o gradiente de f como sendo o tnico campo
vetorial Vf : M — TM dado por

(Vf(p), X) =dfp(X), peM, XcTM.

Em outras palavras, V f é o dual da forma df na métrica Riemanniana.

16



Considerando um referencial ortonormal {Ej,...,E,} em um aberto U C M podemos

escrever,
n
df =) fiwi,
i=1
onde w;,i = 1,..n, sdo as n 1-formas duais associadas ao referencial {Eq,...,E,}, ou seja,

w;(E;) = d;j. A fungdo f; é chamada a derivada de f na diregdo E;. Além disso, f; = df (E;), isto

2

€,
Vf=)_fiEi.
i=1

Outro conceito importante é o de divergéncia de um campo. Dado X € X(M), definimos a

divergéncia de X como sendo a aplicagdo divX : M — R dada por
divX(p) = Tr(Y(p) = (VyX)(p)),

onde tr(Y(p) — (VyX)(p)) é o trago da aplicagdo linear Y(p) — (VyX)(p).
Sejam X um campo diferencidvel de vetoresem M e {Ey, ..., E,} um referencial geodésico.
Escrevendo X = )}, x¢E; temos que

n
divX = Y (VgX Ej)(E,E)) (1.1)
ij=1
n

n
= ) (Ve ) xxEx Ej)(E;, E))
=1 k=1
n

= ) (Ei(x)Ex, Ej)(Ei, E))
i k=1
n

= Z i(x;)

i=1

n
= Z xi;i/
i=1

onde usamos a seguinte notagdo, x;; = E;(x;).
Agora, dada uma fungdo f € C*(M), definiremos o Laplaciano de f como sendo a aplicacdo
Af : M — R dada por Af(p) = div(Vf)(p). Observe que Af € C®(M) e tomando o

17



referencial geodésico {Ej, ..., E, } podemos expressar o Laplaciano de f por
Af = div(Vf)(p)
n
=1
. 1
=Y fi
i=1

O operador linear A : C*®(M) — C®(M), dado por
Af =div(Vf),

é chamado de Laplaniano de M.

Finalmente, o Hessiano de f, que denotaremos por Hessf, é a forma bilinear simétrica
Hessf : X(M) x X(M) — C*(M)

dada por
Hessf(p)(X,Y) = (XYf)(p) = VxY(f)(p)-

Observe que sendo f : M — R uma funcado diferencidvel. Podemos considerar f como
sendo um tensor covariante de ordem 0, o qual denotaremos por V'f. De forma geral,

podemos definir indutivamente o tensor covariante V¥*! f da seguinte forma:
vk-‘rlf — v(ka),
ou seja,

VY, ., Y 2) = Z(VEF(Y, L Ye))
—V (V2 Y, 0 Vi) — o = VEF(Ya, ., VY.

Assim, por exemplo, dados X,Y € X(M) temos que V!f e o V2f coincidem,
respectivamente, com o gradiente e o Hessiano de f. De fato, dados X, Y € X (M)

VI (X) = X(V'f) = df(X)

18



VEF(X,Y) = Y(VIf(X)) = VIf(VyX) = YX(f) = VyX(f).

Por simplicidade, denotaremos V! f apenas por Vf.
O lema a seguir é um fato bem simples e incluiremos aqui a sua demonstra¢do para

completude do texto.

Lema 1.1.1. Seja f € C®°(M). Entdo

A(fg) = fAg+8Af +2(Vf,Vg).

Demonstragio. Fixe p € M e escolha um referencial ortonormal geodésico {Ej, ..., E,} em uma

vizinhanga de p. Entéo,

Af9)(p) = k'ilEkEk(fgxp)

= Y Ex(SExf + fEig)
k=1
= Y QEExf + Y ExgExf + ) ExgEcf + Y fEiExg

k=1 k=1 k=1 k=1

n
= fAg+gAf+2)  ExgEcf
k=1

= fAg+gAf+2)  gkEfiEx
k=1

= fAg+gAf+2(Vf,Vg).

Em particular,
1
SO = fAf+ IV, (12)

onde |V f|? é 0 quadrado da norma do campo Vf.
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1.2 Curvaturas

Nesta secdo, recordaremos os conceitos basicos de curvatura em uma variedade
Riemanniana. A curvatura, intuitivamente, mede o quanto localmente uma variedade
Riemanniana deixa de ser o espaco Euclidiano. Dando sequéncia, definiremos mais
especificamente a curvatura seccional, a curvatura de Ricci e a curvatura escalar. Nossa

principal referéncia foi o livro [5].

Definigao 1.2.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondéncia que associa
a cada par X,Y € X(M) uma aplicacio R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ—-VxVyZ+ V[X,Y]Zr Z e x(M),

onde [X,Y] = XY — YX é o Colchete de Lie.

Observe que é frequente na literatura encontrarmos a defini¢do de curvatura que difere da
defini¢do acima por sinal, (veja por exemplo [14]).

A seguir, enunciaremos algumas das principais propriedades de curvatura.
Proposicao 1.2.1. A curvatura R de uma Variedade Riemanniana goza das sequintes propriedades:

(i) R é bilinear em X(M) x X(M), isto é,
R(fX1+gXa, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, V1)

R(Xy, fY1+gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1, Y2)

f’g S COO(M) € X11X21 Yl/ YZ € %(M)/

(i) Paratodo X,Y € X(M) o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) é linear, isto é,
R(X,Y)(Z+W)=R(X,Y)Z+R(X, Y)W
R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z

fec®M), ZWex(M),

(iii) (Primeira Identidade de Bianchi). Para quaisquer X,Y,Z € X(M) vale
R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+ R(Z,X)Y = 0.

20



Observacao 1.2.1. Uma andlise da proposi¢do acima mostra que a necessidade do aparecimento do
termo Vx y|Z na definigio de curvatura estd ligado ao fato de desejarmos que a aplicagio R(X,Y) :
X(M) — X (M) seja linear.

De agora em diante, usaremos a notagao
(R(X,Y)Z,T) =(X,Y,Z,T).

E temos as seguintes propriedades decorrentes das anteriores.
Proposic¢do 1.2.2. Para quaisquer X,Y,Z, T € X(M) sio vdlidas as sequintes relagdes:
(@) (X,Y,Z,T)+(Y,Z,X,T)+(Z,X,Y, T) =0 (Bianchi);
b (X,Y,Z,T)=—-(Y,X,Z,T);
(c (X,Y,Z2,T)=—(X,Y,T,2);
d (X,Y,Z,T)=(Z,T,X,Y).

E conveniente escrever o que foi visto acima em um sistema de coordenadas (U, x) em torno

do ponto p € M. Indicaremos aixi = E;. Ponhamos
R(E;, Ej)Ex = ) RijuEy. (1.3)
I

Assim R;j; sdo as componentes da curvatura R em (U, x).
Relacionado com o tensor curvatura estd a curvatura seccional, que passaremos a definir.

Dado um espaco vetorial V e x,y € V, indicaremos por |x A y| a expressao

VIRl = (x,9)?,

que representa a drea do paralelogramo bi-dimensional determinado pelo par de vetores
x,yeV

Defini¢do 1.2.2. Dado p € M e um subespago bi-dimensional o C T, M, o niimero real

x/ /x/
K(o) = K(x,y) = 24 %Y) HVM?,

21



onde x,y é uma base qualquer de o, é chamado curvatura seccional de o em p.

Observe que K ndo depende da escolha dos vetores x,y € ¢. De fato, dados a,b,¢c,d € R

tais que ax + by e cx + dy sejam linearmente independentes, temos que
|lax + by A cx + dy|* = (ad — bc)?

e, usando a linearidade, a Proposigao (1.2.2) e o fato de que (x,x,y,z) = 0 para todo x,y,z €
Ty M, temos também que

(ax + by, cx + dy,ax + by, cx + dy) =

= a(x,cx +dy,ax + by, cx + dy) + b(y, cx + dy, ax + by, cx + dy)

= ad(x,y,ax + by, cx +dy) + be(y, x, ax + by, cx + dy)

= a’d(x,y,x,cx +dy) +adb(x,y,y,cx +dy) + bea(y, x, x, cx + dy)
+b2c(x, y,y,cx +dy)

= azdz(x, y,x,y) —adbc(x,y,x,y) — adbc(x,y,x,y) + bzcz(x, Y,X,Y)

= (a*d® — 2adbc + b**)(x,y,x,y)

= (ad — bc)%(x,y,x,y).

Portanto,

(ax 4 by, cx 4+ dy, ax + by, cx + dy)
lax + by A cx + dy|?

K(ax +by,cx +dy) = = K(x,y).

Algumas combinag¢des das curvaturas seccionais aparecem com tanta frequéncia que elas
merecem nomes.

Seja x = E,, um vetor unitdrio em T, M; tomemos uma base ortonormal {Ey,--- ,E,_1} do

hiperplano de T, M ortonormal a x e consideremos as seguintes médias:

1
n—1

n—1
Ricy(x) = ; (R(x, Ej)x, E;)

K(p) = %iRieﬂE;-)
L
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As médias acima sdo denominadas, respectivamente, curvatura de Ricci na direcdo de x e
curvatura escalar em p.

Portanto, podemos escrever a curvatura escalar da sequinte forma:

1
K(p) = —= ) (R(E; E;)E;, Ej). 1.4
(p) n(n_l);< (Ei, ]) i EJ) (1.4)
Vamos provar que essas médias ndo dependem da escolha das correspondentes bases
ortonormais de T M.

Considere a seguinte aplicagao Q : T,M x T,M — R dada por Q(x,y) = Tr(z — R(x,z2)y).
Proposicdo 1.2.3. Q é uma aplicagdo bilinear simétrica.

Demonstragdo. Com efeito, considerando o referencial ortonormal de T,M escolhido acima,

temos que
n

Q(x/y) = Z(xr Ei/yl Z y, El,x E Q(y,X)
1

i=1 i=

Logo, Q é simétrica. Além disso,

1=

Qx+uay,z) = (x +ay, E;, z, E;)

_.
I
—_

|
=

(x,Ej, z,E;) "‘“Z y,E;, z, E;)
i=1

x,z) +aQ(y,z)

I
o
e

para todos x,y,z € T,Mea € R Usando a simetria e a bilinearidade na primeira entrada de

Q obtemos assim, a sua bilinearidade. H

Notemos que

Q(x,x) = Ricp(x),
logo, a curvatura de Ricci na dire¢do de x estd bem definida de tal modo que ndo depende da
base de T M escolhida.

Por outro lado, a forma bilinear Q em T, M corresponde uma aplicagdo linear auto-adjunta
J: TyM — Ty,M, dada por

n—1

(]x,y) = Q(x,y),
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para todo x,y € T, M.

Portanto,
1
Ri = — .
icy(x) = ——(Jx,y)

Neste caso,
n

=) (JELE)=(n—1)= Zchp = (n—1)nJ(p).

i=1

Consequentemente J(p) também ndo depende da forma bilinear simétrica escolhida.

- 1
Observe que Q é um tensor de ordem 2 e a forma bilinear 1 Q é, as vezes, chamada de
n —

tensor de Ricci.

1.3 Imersoes Isométricas

Seja x : M — M uma imersdo de uma variedade diferencidvel M de dimensdo 7 em uma
variedade Riemanniana M de dimensdo k = n + m. A métrica Riemanniana de M induz
de maneira natural uma métrica Riemaniana em M: se vy, v, € T,M, define-se (v1,v2) =
(dxp(v1),dx,(v,)). Nesta situagdo, x passa a ser uma imersao isométrica de M em M.

O intuito desta segdo é estudar as relagdes entre as geometrias de M e M. Inicialmente
notamos que, para cada p € M, existe uma vizinhanca U C M de p tal que x(U) C M é
uma subvariedade de M. Isto quer dizer que existe uma vizinhanca U C M de x(p) e um
difeomorfismo ¢ : U — V C R* em um aberto V do R¥, tais que ¢ aplica difeomorficamente
x(U) NU em um aberto do subespaco R" C R.

Para simplificar a notagdo, identificaremos U com x(U) e cada vetor v € M, g € U, com
dxg(v) € Ty M.

Para cada p € M, o produto interno em T, ;)M decompde T,y M na soma direta

A — L
Ty M = T,M & (T,M)*,

onde (T,M)! é o complemento ortogonal de T, M em Ty(p)M.
Denominamos espago normal da imersio x em p ao conjunto (T,M)~L. Assim, cadav € Tx(p)M,

pode ser escrito como

v=0"+oN, T eT,M e o~ € (T,M)".
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T N

Diz-se que v’ é a componente tangencial de v e v a componente normal de v. Tal decomposigdo

é evidentemente diferencidvel no sentido que as aplicagdes de TM em TM dadas por

(p,0) = (p,o") e (p,v) — (p,oN)

sdo diferencidveis.

A partir da decomposigdo acima, obtemos o fibrado normal em M

T™* = | J (T,M)".
pEM

Neste caso,

TMlypy = {X € TM;n(X) € x(M),71: TM — M é a projegdo}
= TM&TM™*.

A conexdo Riemanniana de M serd indicada por V. Se X e Y sdo campos locais de vetores
em M, e X, Y sdo extensdes locais a M, definimos a conexao em M por

VxY = (VxY)T.

Queremos definir a segunda forma fundamental da imersdo x : M — M. Para isto convém

introduzir previamente a seguinte definicdo: Se X, Y sdo campos locais em M,
A(X,Y) = VxY — VxY = (V)N (1.5)
é um campo local em M normal a M.
Afirmamos que A(X,Y) ndo depende das extensdes X1 e Y1. Com efeito, se X e Y7 sdo
extensodes de X e Y, respectivamente, entdo temos

(VY = VxY) = (Vi Y1 = VxY) = Vg 5 Y = V(Y = Y1) =0+ 0 =0,

pois X — X; = 0em Me Y — Y] = 0 ao longo de uma trajetéria de X. Portanto A(X,Y) esta
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bem definido e vale que:
VxY = VxY = VY1 — VxY = A(X,Y).

No que se segue, indicaremos por X(U)~ o espago vetorial dos campos de vetores normais
ax(U).

Proposigdo 1.3.1. Se X,Y € X(U), a aplicacio A : X(U) x X(U) — X(U)* dada por
A(X,Y) = VY — VxY
é bilinear e simétrica.

Demonstragio. Dados ¢ € C®(M) e X,Y,Z € X(U), e sejam g, X, Y, Z suas respectivas
extensodes locais a M, entao

A(X,Y) = VxY—VxY
YX - VXY — (—VyX+ VYX)
|+ A(Y, X) = A(Y, X)

pois, em M, (X, ?] = [X, Y]. Provando, com isso, que A é simétrica.
Observe também que em M

A(gX,Y) = VigY — Vex¥ = gVxY — gVxY = gA(X,Y).
Além disso,

AX+Y,Z) = Vg 3Z—VxyZ
= VxZ—-VxZ+VyZ—-VyZ
= AX,Z)+A(Y,2).
Usando a simetria de A provamos assim a linearidade na segunda componente.
Portanto A é bilinear.
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Como A é bilinear, concluimos, exprimindo A em um sistema de coordenadas, que o valor
A(X,Y)(p) depende apenas de X(p) e Y(p).

Agora podemos definir a segunda forma fundamental. Sejam p € Men € (TpM)L. A
aplicagdo Hy, : T,M x T,M — R dada por

Hy(z,y) = (A(zvy),1), zyeT,M

que é, pela Proposicdo (1.3.1), uma forma bilinear simétrica é chamada segqunda forma
fundamental de x em p.

As vezes se utiliza também a expressao segunda forma fundamental para designar a aplicagao
A.

Observe que a aplicagdo bilinear H, fica associada uma aplicagdo linear auto-adjunta
Sy : TyM — T, M dada por

(Sy(2),y) = Hy(z,y) = (A(z,y), 1)

A proposigao seguinte nos dd uma expressdo da aplicagdo linear associada a segunda forma
fundamental em termos da derivada covariante.

Proposi¢do 1.3.2 (Férmula de Weingarten). Sejam p € M,z € T,M e € (T,M)*. Seja N uma
extensdo local de y normal a M. Entdo

Demonstragdo. Dados z,y € oM denotamos por Z e Y as extensdes locais, respectivamente, de
z e y tangentes a M e por Z e Y as extensdes locais de Z e Y, respectivamente, tangente a M,

entao,
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Portanto, Sy (z) = —(V.N)T. O

Escolhendo um referencial ortonormal {7y, - -, %} de vetores em X(U)*, onde U é uma

vizinhanga de p € M no qual x é um mergulho, podemos escrever, em p,

zy) =) Hizy)n  zy€eT,M,

onde H; = Hj,.

O vetor normal

m
Y A(E;,E)) (1.6)
i=1

SI)—\

ndo depende do referencial E; escolhido. Fica assim bem definido, em cada p € M, um vetor
H(p) normal a M em p, denominado o vetor curvatura média de x em p. Além disso, o quadrado

da norma da segunda forma fundamental de x é definido por

AP = ZIA i Ep) 2. (1.7)
i,j=1

A seguir apresentaremos duas equagdes importantes da teoria das imersdes isométricas, a
saber, equacdo de Gauss e Codazzi.

Teorema 1.3.1. As seguintes equagdes se verificam:

(a) Equagio de Gauss

(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T)— (A(Y,T), A(X,Z))
FA(X,T), AY, 2));

(b) Equagio de Codazzi

(R(X,Y)Z,n) = (VYA)X, Z, 1) = (VxA)(Y, Z,1).

Dada uma imersio isométrica, convém indicar por X(M)* o espaco dos campos de vetores

normais a M. A segunda forma fundamental da imersdo pode entdo ser considerada como um
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tensor
A:X(M) x X(M) x X(M)* = D(M)

definido por
AX Y, 1) = (AXY), 7).

A defini¢do de derivada covariante se estende a este tipo de tensor de maneira bem natural:

(VxA)(Y,Z,n) = X(A(Y,Z,n))—A(VxY,Z,y)— A(Y,VxZ,1)
—A(Y,Z,Vx1).

O teorema a seguir relaciona a curvatura de M com a curvatura de M e as segundas formas
fundamentais. Se x,y € T,M C T,M, sdo linearmente independentes, indicaremos por K(x, y)
e K(x,y) as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente, no plano gerado por x e y.

Teorema 1.3.2 (Gauss). Sejam p € M e x, y vetores ortonormais de Ty M. Entdo
K(x,y) = K(x,y) = (A(x,x), Ay, y)) — [A(x ).

1.3.1 Hipersuperficies

E conveniente expressar algumas férmulas vista nesta se¢do no caso particular em que a
imersao isométrica x : M" — M" " é dada em codimensao 1. Neste caso x(M) C M é chamada
de hipersuperficie. As vezes se utiliza também a expressao hipersuperficie para designar a imersao
isométrica x.

Sejamp € Me N € (T,M)*, [N| = 1. Seja {Ey, ..., E,} uma base de vetores de T,M. Se M
e M sdo ambas orientaveis e estdo orientadas entdo o vetor N fica univocamente determinado
se exigirmos que sendo {Ej, ..., E,} uma base na orientacdo de M, {Ey,...,E,, N} seja uma
base na orientacdo M.

Assim, a segunda forma fundamental serd dada por
Hyn(Z,Y) = (A(Z,Y),N), Z,Y € T,MeN € (T,M)",
e podemos definir o operador /i : T,M x T, M — R dado por
h(X,Y)=Hn(X,Y) = (A(X,Y),N), X YeT,M, (1.8)
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onde N é o campo unitdrio normal a M.

No caso em que a hipersuperficie estd imersa no R"*! podemos ver que a equagéo de Gauss
admite uma expressdo mais simples. De fato, seja {Ej,..., E,} um referencial geodésico e
defina h;; := h(E;, E;). Usando , a equagdo de Gauss se resumird a

0 = (R(E;,Ej)E Er) = (R(E;, Ej)Ey, Er) — (A(E;, Ey), A(E;, Ex))
+(A(E;, 1), A(Ej, Ex))

— < RijkmEm, El> (A(Ej, E;), (A(E;, E), N)N)

+( A Ei, Er), (A(Ej, Ex), N)N)
= Riju — hjthi + hithje.

Portanto podemos escrever a equagdo de Gauss como

Rijki = hjihi — highj. (1.9)

Em particular, fazendo k = i e | = j, obtemos a curvatura seccional em termos da segunda

forma,

K(E;, Ej) = hjjhi; — hZ..

Além disso, se {Ey, ..., E,} é uma base que diagonaliza A, temos que h;; = 0 e, portanto,

podemos escrever a equagdo acima como sendo

K(E; E;) = hjjhi;.

Em particular, usando (1.4), a curvatura escalar de M é dada por

i#]
Finalmente, se supusermos que trA = 0, entdo ) ;h; = 0. Elevando esta equagdo ao

quadrado, obtemos
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Zhi,’ +2 Zhiihjj =0,
i i#j

ou seja,

|A|> = —2K. (1.10)

Esta equagdo serd utilizada no capitulo 3 e no capitulo 4 desta dissertagéo.
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CAPITULO 2

VARIACOES DE AREA E DESIGUALDADE
DE SIMONS

Neste capitulo, vamos derivar a equagdo das superficies minimas como a equagado de Euler-
Lagrange do funcional drea de gréficos e assim encontrar a férmula paramétrica da equacado das
superficies minimas (a primeria varia¢do da drea). Encontraremos a segunda variagdo da 4rea
e por ultimo a desigualdade de Simons. Tais resultados dardo suporte para demonstrarmos os

principais resultados desta dissertagdo. Nossas principais referéncias foram os livros [15] e [3]].

2.1 Primeira Variacio da Area

Iniciaremos apresentando a defini¢do de variagdo de uma hipersuperficie imersa em uma

variedade Riemanniana.
Defini¢ao 2.1.1. Seja x : M" — M uma hipersuperficie. Uma variagido de x é uma aplicagio

diferencidvel

F:Mx(—¢e) > M
satisfazendo as sequintes condigdes:

1. Aaplicagdo F(-,t) : M — M é uma imersio para todo t € (—¢,€) e F(-,0) = x;
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2. F(-,t)|am = x|gm para todo t € (—¢,€).

O campo de vetores T = dF (%) ‘ , &M M é chamado de campo variacional associado a
t=

variacao F.

O funcional drea A : (—¢, ) — R associado a variagdo F é dado por

Al = /M M, 2.1)

onde dM; denota o elemento de volume da métrica induzida em M por F;. Note que se a
orientagdo de M coincide com aquela induzida por M, entdo dMy = dM e A(0) = A.

O lema abaixo é um resultado basico de espacos métricos que serd ttil no préximo teorema.
Lema 2.1.1. Sejam M compactae f : M x [a,b] — R uma funcio de classe C' . Entdo

%(/Mf(x,t)dM) |t =/M%(x,to)dzv1,

onde ty € [a, b].
Demonstragdo. Vide [17], p.144. H

Tomando em M X (—¢,¢) a métrica produto e {E;....E,} um referencial mével em uma
vizinhanga de p € M, temos que, para todo t € (—¢,¢), ¢ : M — M x {t} dado por
@t(p) = (t, p) é umaisometria. Sejam F : M x (—¢,&) — M uma variacio de x e ®; o fluxo local
de dF (%). Logo, F; o ¢ = ®; o x implica dF; o dp; = d®; o dx. Sendo Ex = Ei(t,p) = (d¢),Ex
temos, pela proposi¢ao 5.4, p. 30 de [5] a qual diz que se V,W € X(M) e ¢ é um fluxo local de
V numa vizinhanca de M, entao

[V, W](p) = Tim & [ (Woyp) — Wy,

que
- 1 o~ -
[T, Ek] — lim - [d®; 'Ex(@:(p)) — Ex(0, p)], (2.2)
t—0 t
onde T = dF (%) e Ek = dF; od(Ey). Como dF; o dgy = d®; o dx entdo
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LB = lim a0 a0 dx(Ex(p) — Ex(p)

—0

_ 1im%[dx(Ek(P))—Ek(P)]

t—0
o1
= lim —[E(p) — Ex(p)] = 0.
t—0 t
Logo,
[T, Ek} — 0. (2.3)

Segue da simetria da conexdo V que
([T B By = (Ve Ee) = (Vi T Ee).

Como [T, Ex] = 0 entdo

(VrE Be) = (VT Ee). (2.4)

Agora estamos aptos a demonstrar o principal resultado desta secdo, a saber, a primeira

variacao da area.

. —n+1 . L, . L1
Teorema 2.1.1. Seja x : M" — M~ uma hipersuperficie com vetor curvatura média H. Se
—n+1 L ~
F:Mx (—¢e) = M éumavariagdo de x, entdo

%‘(o) — _n /M (T,H)dm,

onde T = dP(%).

Demonstragio. Sejam p € M e {Eq, ..., E,} um referencial mével em uma vizinhanga de p € M,
geodésico em p e seja ainda E;(t) = dF(E;) comi =1, ..., n. A métrica induzida por F; = F(-,t)
em M""" ¢ dada, neste sistema de coordenadas, por gii(t) = (Ei(t), Ej(t)).
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Seja também v; = \/ det(g;;(t))det(g"(0)), onde ¢/ denota a matriz inversa de g;;. Entdo,

Alt) = /th:/,/det(gij(t))dxl...dxn

_ / \/det(gyj(1))det(g71(0)) | /det(g;;(0) dx ... dxy = / vdM.

Logo,

Assim, pelo Lema (2.1.1),temos que

dA d
dt =0 /M E‘t_o(vt)dM'

Observe que, sendo A a segunda forma fundamental de M e N o campo normal unitdrio a M

em uma vizinhanca de p € M, entdo
(A(X,Y),N) = (VxY,N) = — (Y, VxN), (2.5)

pois 0 = X (Y,N) = (VxY,N) + (Y, VxN). Além disso, temos também de que

div(X 2 (Ve X, Ej) (Ei, Ej) Z<VEX E;). (2.6)
i,j=1

Usando no Lema 1} ver apéndice A, G(t) = g;j(t) ¢'7(0) temos

1
dt‘t_o(vt) = ’t . \/det (8i(t - E \/det gii(0 0))

= %%L_O<det<gij<t>g”<o>>> = %tr(gi](mg”(o».

Podemos escolher o referencial {Ej, ..., E,} ortonormal na métrica induzida por Fy e, no
ponto p, Vg,E; = 0 para todo ,j = 1,...,n. Com isso g;;(0) = (E;(0),E;(0)) = (E; E;) = &jj.
Portanto, g"(0) = &;;.

Assim,
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n
= Z VTE;, E;)
i=
Logo, usando (2.4), temos que

%‘t—o(”) - i (VrEi Ei) Z<VETE>—Z<VE (TT +TN), E->
; i=1

<VET E>+Z<VET E>

N
I
—_

I
=

—_

l:

Aplicando (2.5) , (2.6) e (1.6) nesta tdltima equagio e usando o fato de TN = (T,N) N

encontramos
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n

4 (vi) = div(TT)+ Y (Vg (T,N)N,E))
- i=1
n

= div(T")+ }_(T,N) (VE,N,E;)
=1

T,fWEN E>N>

=1

~.

= d1V TT —|—

—

n
= div(T) +(T,- ) (A EZ,E)N>N>

< l:
= div(TT) +<T, A( EZ,E)>
—n

(n.

—_

= div( TT

=g

Logo, pelo teorema da divergéncia, obtemos

aa . __, /M<TFI> dM—l—/Mdiv(TT)dM: —n/

dt lt=0 M <T’ ﬁ> M.

]

Tomando H = HN e f = (T, N), observamos que a primeira variagdo da drea se resume a

%‘(o) - —n/M (T, H)dM = —n /M HfdM.

Portanto M é um ponto critico para o funcional drea se, e somente se, a curvatura média H

é identicamente nula.

. s . L . —n+1l . .. Lo T
Definicdo 2.1.2. Uma hipersuperficie M" C M é dita minima, se a sua curvatura média é
identicamente nula.
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2.2 Segunda Variacio da Area

Para estudarmos a segunda variacdo da drea de uma hipersuperficie minima, observamos
primeiro que, sendo H; a curvatura média de F; e f; = (T, N;), onde N; é o campo unitério

normal a F;, temos, do Teorema (2.1.1), que

dA
E = —n /M Htftht-

Dai, como Hy = H =0, fo = f edMy = dM, temos

A"(0) = —n [/ ((;’th)
L

Teorema 2.2.1. Seja x : M" — M wma imersao minima e F uma variagdo de x. Entdo A" (0) dado

fodMO + / Hy ( o th>

§

fdM. (2.7)
t=0

t=

por

A"(0 / {—FAf — (Ric(N,N) + |A]?) f2}dM 2.8)

depende somente de f.

Demonstragido. De (2.7) observamos que, para demonstrar o teorema, basta calcular
n <%Ht> ‘ e Para isso, sejam p € M e {Ey,- - -, E,} um referencial mével em uma vizinhanca
de~ p € M,Ngeodésico em p. Sejam ainda E;j(t) = dF(E;) e g;(t) = (Ei(t),Ej(t)). Se
{E{(t),-- ,Eu(t)} denota um referencial ortonormal em uma V1zmhanga de F (p, ) contida
em F;(M), com E;(t) = Yy ay(t)Ex(t) entdo

Ei(t) = Y a™ (D Ex(t).

Note que
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gl] = <E > = Zazk ﬂ]k (BBT)ijl
onde B = (ajj) e B~ = (a').
1 _

Sendo Ap, a segunda forma fundamental na direcdo normal N; e (g;)~' = g entdo,

fixando ¢, temos

nHy = (nHiNy,Np) = (nfli, Ni) = Z<AM ), Ei(£)), Ni) .

Assim, usando (2.5),

nHy = Z<6Ei(t)gi(t)’Nt>:‘ <%aikEk(t)aﬂEl(t)/Nt

1.kl k,1
= L(BB) D (Vi@E ()N = L) (Ve i) N

Como o referencial {E1(t), - - E,(t)} é geodésico em p temos que ¢ (0) = &;; e assim

= a d;lifl(()) <€EkEl/N> + L 5le<€Ek(t)El(t)/Nt> ‘t:O

t=0

=y g (VEE,N) + ;T (Ve Ee(t), Ne) |

Com o intuito de simplificar os passos da demonstragdo, calcularemos em separado o
dH;

dt ‘t 0
Para calcularmos o primeiro somatdrio, veja que

prlmelro eo segundo somatdrio em n——

39



9
i 81 d
Y& (B)g(t) = by = z i O10) + 0) 500 =0 (0 = -

j

Como gy (t) = (Ex(t), E;(t)) segue, de (2.4), que

~S0) = T (B, E)] g
- _<€TE,(( ), E(t >{t 0 <Ek(t)r€TEl(t)> =0
= — <6EkT’ El> - <Ekf sz >
Logo de segue que
CH 0 (Ta0BON) = 2F (T5TE) (TrwE(0.N)
_ _221 <€EkTT El> + <VEkTN,Ez>> (A(E, Ep),N)
k,

= 25 (Va7 )+ (VN E)) (A E)N)
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onde na dltima igualdade usamos o fato de

..21<A(Ei'EJ')'N>2 = ..Zl<A(EirEf)f<A(Eiij)/N> N)
i,j= ij=
= “21 (A(Ei E)), A(Ei E))) = |AJ%.
ij=

Observando que [T, Ex(t)] = 0, e dai V T = V1E), temos para o segundo somatério de

n@‘ ue
dt lt=0 d

;TWEk(t)Ek(t),Nth_o = k<%NEk(t)Ek(t),Nt>’ + <@Ek(t)Ek(t),§TNt>‘i

k t=0

+ X (Vew VN |+ X (VewEd®), Vi) | .
k - k -

Assim, usando a defini¢do de curvatura e de curvatura de Ricci, temos
; <VEk( yE(t), N > ’ o ; (Ex, T)Eg, Ni) Lio ;<V5k( JVTEK(t), Nt> Lo

+ <VEk( Ex(t), VoNi) ‘t:O — Ric (T, N)

+ Z <€Ek(t)6TEk(t)/ Nt> ‘t—O + Z <€Ek(t)Ek(t)/ 6TN,}> ‘t—()
k = k =
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= Ric(T,N)+ ; (Ek <6TEk/N> - <6EkT’§EkN>>

+y <%EkEk, N> <N, ﬁgkN>
k

= Ric(T,N)+ Y E¢E¢(T,N)
k
- ;Ek (T,VeN) - ; (VET, VEN),
onde usamos o fato de {Ej, - - - E;;} ser um referencial geodésico em p. Mais precisamente,
<€EkEk,§TN> - <€EkEk,N> <N,6TN> — 0.

Agora,como T =TT + TN =TT+ fN,(T,N) = fe <N,§EkN> = 0, temos

;TWEk(t)Ek(t),Nth:O — Ric(T,N)+Af — ZEk<TT Ve N > ZEk<fN Vi N >
—Z<v5kaka ) - Zk;< £ T, V)
— Ric(T,N)+Af — ZEk(f< EN))
—f;<kaN VEN) - ;Ek £){N,VEN)
- (B (T VeN) + (VE T, ViN) )
k
2—2;<€EkTTﬁEkN>
— Z <TT, 6Ek6EkN> . (2.9)
k

= Ric(T,N) +Af—fZH%N
k

Como (Eg, N) = 0 entdo

<%EkEZ,N> — <€EkN, E1> (2.10)
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e, portanto,

;H%A’Hzgwﬂﬂ'ay:kll (FuELN) =L (A(E )N = |4 @11

Escrevendo T = Y, B;E; + fN temos
Ric(T,N) = — Zﬁlm(N, E;) + fRic (N, N)

= —Zﬁz (Ex, E1)Ex, N) + fRic (N, N).

Visto que [Ey, E;] = 0 e o referencial é ortonormal e geodésico em p, segue que
(R(Ex, E)Ef,N), = <6E16EkEk_6Ek6ElEk/N>p

= E(VgE,N) —(VgE,VgN

(VaEN) = (Ve ViN)

—E <VElEk,N>p +(VrEp, VEZN>p

= —E({E,VEN) +E (E,VEN) ,

(B VaN) +Be (B TuN),

onde na ultima igualdade estamos usando 1) e o fato de que §E,Ek e (T,M)*

6E1N € TyMparatodok,l=1,..,n
Logo, de (1.8) e (2.5) temos

(R(Eg, E1)Eg, N),, = —E;(hg) + Ex(h),

p

onde h;; = h(E; E;) = <Ek, 6}511\7 >p é a segunda forma fundamental escalar de M. Sendo

assim,

Ric (T,N), Z.BZEZ he) = ) BiEx(hw) + fRic (N,N),,.
K
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Veja também que,
B <6Ek6EkN/ Ez> = B <V5k§Eka El> + B < (ﬁEﬁEkN>N, Ez>

= B {VeVENE) =p <ka <Z<6EkN,E]-> E]-> ,El>

= B L (Ve ((VEE,N)E) E]z> = —p1)_(VEhEj Er)
BRIy (VB E)

— piEuha),

e, consequentemente,

=Y BiEc(ha) = Y_pi <§E,ﬁgkN, E,>
k,1 k1

= ) <2[3151r 6EﬁEkN> =L <TT’ %’ﬁEkN> '
] k

k

Logo,

Ric (T,N), = ¥ BiEi(he) + 1 (T", Ve VEN) + fRic (N,N),. 2.12)
k1l k

Substituindo (2.11) e em (2.9), obtemos
;T <6Ek(t)Ek(t)rNt> ‘t:O = ;ﬁlEl(hkk) + ; <TT, ﬁEkﬁEkN> +fm (N, N)P
+0f = flAR =2) (V5 T", VeN) = Y (17, V5 Vi N)
k k
= fRic(N,N), +Af — flA] — zzﬁgkﬂ, ﬁEkN>,
k
onde usamos o fato de

ZﬁlEl hi) = (Zﬁlﬁ) <thk> =T"(nH) =T"(0) = 0.
Kk
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. o . dH
Agora, depois de termos calculado o primeiro e o segundo somatério em nd—tt , obtemos
t=0
que

dH; e . A
" dt li=o 2;<VEkT ’(VEkN) >+2f|A| +fch(N,N)p
+Af — fIAP =2} (V5T VN)

k

= fRic(N,N),+Af + flA]%,

a dltima igualdade vem do fato de que <§ g N,N > =0(= (V g N)T = v g, N). Portanto,

A"(0)(f) = —n/M (%Ht)‘ fdM
t=0
- /M{—fAf — (Ric(N,N) + |A?) f2}dM.

]

Sejam M uma superficie minima e D C M um dominio limitado de M. Dizemos que D
é estdvel se A”(0)(f) > 0, para toda variacdo normal de M que fixa o bordo dD de D. Isto
significa que D é um ponto (critico da drea) de minimo relativo para toda variagdo normal.

Se M néo é estdvel, entdo existe uma fungéo f : M — R com f|yp; = 0 tal que A" (0)(f) < 0.
Se a desigualdade for estrita, entdo M é chamada de instdvel. Agora observe que a equagao

se escreve da seguinte forma
A'O)(f) = = [ fLFdM,

onde L : C? — C§°(M) é o operador linear dado por Lf = Af + (Ric(N,N) + |A|?)f. Por
simplicidade denotaremos por Q forma quadratica associada ao operador L, ou seja,

Q) =~ [ fLfam.

A aplicagdo linear L é chamada de operador de estabilidade ou operador de Jacobi.

Define-se o indice da forma quadrética Q como a dimensdo do maior subespago de C°(M)
no qual Q é negativa. O indice de Q nos fornece uma medida de nédo estabilidade de M. Tal
indice é chamado de indice de Morse, Ind(M) da superficie M.
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Seja A dado por Lf + Af = O paraalgum f € C5°(M), isto é, A é um autovalor de L. Observe
que o operador L é diagonalizdvel por uma sequéncia crescente {A;};en de autovalores reais
de L,

A <Ay <Az < <A< S oo, (2.13)

cujos auto-espagos associados tem dimensao finita. Dessa forma podemos escrever

(o]

Q(f) = gAi(fi/fi),
i=
onde f; é uma autofungdo correspondente ao autovalor A;.

Decorre dai que Ind(M) é o numero de autovalores negativos (contados com
multiplicidade) do operador L. Uma consequéncia de é que o indice de uma superficie
minima compacta com bordo é finito.

Observe que apesar de L e Q serem definidas nos espagos das func¢des diferencidveis por
partes em M que se anulam no bordo, eles podem ser expandidos para espagos vetoriais de
fungdes diferencidveis em quase todos os pontos de M, isto é, exceto em um conjunto de
medida nula.

Para finalizar essa se¢do, mostraremos, agora, uma desigualdade que serd de fundamental

importancia em argumentos vindouros.

Lema 2.2.1 (Desigualdade da Estabilidade). Seja M" C M uma hipersuperficie minima estdvel.
Entdo para qualquer fungdo Lipschitz y com suporte compacto

| AP +Ricyg(N, N))p2am < [ |V Pam.
Demonstracdo. Como M é estavel entao
0< — /M pLydM = — /M(UAMW + (JA]2 + Riczg(N, N))y2)dM.
Assim, vendo que [, 7AmndM = — [,/ |V m1|*dM, temos que

/ (A2 + Ricg;(N, N))y2dM < / IV iy P M.
M M
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Observe que se estivermos em um ambiente onde a curvatura de Ricci é identicamente nula,

entdo a desigualdade acima se resume a

/M |A[2y2dM < /M IV i |2dM. (2.14)

2.3 Desigualdade de Simons

Nesta se¢do, vamos obter uma desigualdade que envolve o Laplaciano do quadrado da
norma da segunda forma fundamental de uma hipersuperficie minima M no R"*!. Esta

desigualdade foi provada por J. Simons em [21] e afirma, em sua forma mais geral, que para

. L, . .. —n+1
uma hipersuperficie minima M" C M a

AmlAP? = —C(1+|AP)?,

onde C depende apenas de M.
Seja M" C R""! uma hipersuperficie minima e sejam {Ei,---,E,} um referencial

ortonormal em uma vizinhanga de p € M e N o vetor unitdrio normal a M. Ja sabemos de

que
h(X,Y) = (A(X,Y),N) = <€XY,N> = — <€XN,Y>.

Seja hjj := h(E;, E;). Logo hjj = — <6ElN, E]-> e definimos h;j; := Vg hj. Observe que

estamos tomando V e V como as conexdes do R""! e M, respectivamente.
Lema 2.3.1. hjj como definido acima é simétrico, isto é, hj; = hj;.

Demonstracdo. Como 651. E]' = 65}.& entao

hij = h(Ey E) = (VEE,N) = (V5 E,N) = hy.

Observe que h é um tensor simétrico de ordem 2.

Lema 2.3.2. h;j é simétrico com relagdo ao primeiro e terceiro indice, isto é, hjj . = hy; ;.
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Demonstragdo. Note que

hij Ve h(Ei, Ej) = Exh(E;, Ej) — h(Vg,Ei, Ej) — h(E;, Vg, Ej)
= ~h <6EiN' Ef> <vakEiN’ E]> < EN kaEj>
= — <€Ek€EiN’ E]'> — <€EiN’€Ek > + < £ Ei N, E; > <VE N, ka >
= — <6Ek€EiN’ E]'> - <€E,~N/kaEj> < ka > - <vakEiN’ Ej>
+ <6EiN/ VEkEj> .
Assim, como a curvatura do R"*! ¢ nula, temos que 0 = R(Ey, E)N = Vg VgN —

%EkﬁEiN e com isso ﬁgkﬁEIN = ﬁglﬁEkN. Veja que (N,N) = 1 implica <§EIN,N> =0,
assim <€EiN, (@EkEj)N> = 0.
Portanto,
hijge = = (VEVEN,Ej) + (Vv 5N, Ej) = hi.
]

Usando os Lemas (2.3.1) e (2.3.2) podemos concluir que ;; x € simétrico em todos os indices.
Defina m(X,Y,Z) = (Vzh)(X,Y), assim m(E; Ej, Ex) = hjjx. Seja agora hjjy
(Vgm)(E;, Ej, Ex) = Vg, hjjx. Diferente de h;j, que é simétrico em todos os indices, h;jx ndo é

simétrico em rela¢do ao dltimo indice. Em detalhes temos o seguinte lema.

Lema 2.3.3. Dado hj;x; como acima, vale que
n n
ik = hijie+ Y, Rikimhmj + Y, Rikjmbomi.
m=1 m=1

Demonstragdo. Note que
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hijw = (Vim)(E;, Ej, Ex)
= Em(E; Ej, E¢) — m
= E(Vgh)(Ei Ej) — (Vg h) (Vg Ei Ej) — (Ve ) (E;, VEE)) — (Vv g ) (Ei
= EE(E;, E;) — Eh(VE,Ey Ej) — Ejh(E;, Vi Ej)
—Egh(VEE E) + h(VE VE E; E) + h(V B, VEE)
—Eth(E;, Vi Ej) + h(VE Ei, Vi E) + h(E;, Vi, Vi E))
Vi Edh(E; Ej) +h(Vy, £,Ei E)) + h(E;, Vv, £,E).

m(VgE;, Ej, Ex) — m(E;, Vg Ej, Ex) — m(E;, Ej, VE Ex)

Ademais, E,Exh(E;, E;) = ExEjh(E;, E;), VE,E| = VE Ey e, usando a definigao de curvatura,

WV VEE;, Ej) = h(R(E}, Ex)E;, Ej) + W(VE VEE;, Ej).
Analogamente,

h(E;, Vg VEE;) = h(E;, R(E;, Ex)Ej) + h(E;, VE VEE)).
Logo, arrumando as parcelas,

hig = ExEh(E;,E;) — Eh(ViEi Ej) — Ech(E;, Vi E))
—Ejh(Vg,Ei, Ej) + h(E;, VE VEE;) + h(VE Ei, Vi Ej)
—Ejh(E;, Vi,E) + h(VEE;, Vi E) + h(E;, Vi VEE;)
~V,E(E;, Ej) +h(Vy, £ Ei E) + h(Ei, Vv, £,E))
+h(R (ElrEk)Ei/E')+h(EirR(El/Ek)Ej)

= z] Ikt Z lezmhm] + Z le]m mis
m=1 =1

onde Ry, esta definido em (1.3).

Observe, de (1.9), que
Rijki = highjy — hychy
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Usando este fato em (2.15)),

n n
Rk = hickj+ Y, Rijimbmk + Y, Rejemhmi
m=1 m=1

n

n
= g+ Y (Miltjm — Hjilien) Pk + Y, (o — Higchim) o
= m

m=1 =1

De (1.8) vemos que

n n
AP =Y (A(E,E),N)* =Y ng,
iji=1 ij=1

e sendo M" C R""! uma hipersuperficie minima, entéo de (1.6)

1

0=nH = ZA(Ei’ E)) =Y (A(E,E;),N)N = ZhﬁN.
Logo,

Y hi; =0.

i

Agora, usando os lemas (2.3.1), (2.3.2) e (2.3.3). temos o seguinte

Teorema 2.3.1 (Equagio de Simons). Seja M" C R"*1 uma hipersuperficie minima. Entdo

[AlAml Al + [V mlAl]? = —|A]* + g

n
ijk=1

(2.16)

(2.17)

onde A é a sequnda forma fundamental da imersio isométrica de M" em R™ 1, Ay e Vi sdo,

respectivamente, o Laplaciano e o gradiente em M.

Demonstracdo. Usando (1.2),

1

SAMIAPR = [AlAuIA| + [Tl Al
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Por outro lado, usando 1) eofatode |A]> =

Logo,

Assim, basta mostrar que )
a equagao (2.16), temos

n
3 iy

ij=1

|A|Am|A| + [V mlA|]? =

~.

& R R
TTM: ITM: TTM:

+

\;\“M: =

1

—_

~.
~

.
<

&
1=

_|_

~.
.

1

»
I
_

>\N
|

~.
~

.
<

i,jk,

hz ijkk —

EAM|A|2 = —AM <Z K )

i,j=1

—_

hij (hik,kj + Z (hiiltjm —
1 m=1

n
hihicii + Y Hij(hyibjm —

2
1] 1h

i,j=1

z]’

) Tl

z]l

= Z hZ]AMh1]+ 2 |th1]|

i,j=1 ij=1

ij=1

hi]‘AMhi]' =

n
Z hz ik,jk

i,jk=1

i,jkm=1

hij (Ml — Highigm ) Poni

n
hihicii + Y hijhihjmh —

—_

n
Bijhickj + 3 Pk (P

3

=1

hij

212
hijhkm

i,jkm=1
M jmMmi —
i,jk,m=1

i,jk,m=1

ijkm=1
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+ ) hijhghimh.

n

i,j,k=1

n
Z hijAMhij + ' Z ]’liz]',k.

—|AJ*. De fato, usando os Lemas

n
Rjihion ) hoic + Y, (igchj —

m=1

hjihkm)hmk

- 212
Z hijhkm
i,jkm=1

n
Y. hihihihy;

— hjxhyi)

2.3.1) e (2.3.2

hjkhkm)hmi)




Como M é uma hipersuperficie minima, vemos que
n n
thk =0= EjEithk =0.
k k

Assim Y by i = 0 e, portanto,

i,j

n n n
Y. Ml = ) hij (Z hik,kj) = 0.
= k=1

1 ij=1

Temos também que

n n
Y hihigchimhgi = Y hij (Z hkk) hjmhmi = 0,

i,j,k,m:1 i,j,m:l k=1

pois M é uma hipersuperficie minima. E, fixando k e m, temos

n
Y i (Bt — Bjghi) = 0,

i,j=1
pOiS chamando Zij = hZ]hmk(hklh]m - hjkhmi)/ temos que Zij = _Zji'
Logo,
- - 21,2 - 2 - 2 4
i,j=1 i,jkm=1 i,j=1 km=1
Portanto,

n
|AlAml Al + VMl AP = —|A]F+ ) k)
ijk=1

]

Observe primeiro que, como h é simétrico, podemos escolher E;, i = 1,..,n tal que, em p,
hij = Ajdij. Assim, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, teremos que
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n n 2
4APIVIAIP = |VIAPP = \(2 Y hijahiy . 2 ) il |
ji*l i=1

IN

[\
e
=
N
jilng
NE‘
S

Portanto,

IV|A|]2 < Z huk (2.18)
1,k=1

Teorema 2.3.2 (Desigualdade de Simons). Seja M" C R"*! uma hipersuperficie minima. Entio
4y 2 2
A8 Al +] A1 > 7 V] AP,

Demonstragio. Como M é minima entdo ) ; hy, = 0 e, consequentemente, h;; = — Yt hj;.

Assim, para todo i, temos
Wi = (VEihii)z = <— VE, ;%)2
j#i
= (Zhjj,i)z-

j#i

E mais, para todo a € R e fixo, };.;(hjj; + «)? > 0. Logo o discriminante da equacio do

segundo grau }_;;(hj;; + «)? = 0 tem que ser menor ou igual a zero, ou seja,

4(2%)2—4 Zhw <

J#i
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logo,

(Zhﬁ'i> =< Zh]], (2.19)

j#i j#i
Assim, de 2.18) e , teremos

‘V|A||2 < Z hzzk Zh k+zhzzz

ik=1 i#k i=
2
< thzk+ Tl—l Zh]]z
i#k

= nzhzzk

j#i

Portanto,
Y s [TulAl?
jii = n

j#i

Por outro lado, como h;; € simétrico em todas os indices,

E hl]k - Ehzzk+zhzkz+zhkzz+2hzzz Z hzzj,k

i,jk=1 i#k i#£k i#k i=1 k#i#j#k
= 3thzk+2hzzz
i#k i=
= ZZh k+2hzzz+zhzzk
i#k i=1 i£k
= 2 Z hzz k + Z hlzi,k
i#k ik=1

2
> Z|VIAIP + VAl
Logo, usando a equacdo de Simons, temos que

2
AlAml Al + [Vl Al* > —|A[* + — [ Vi AP + [V ] A
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Portanto,

2
AIAMIA] +A[* > 2Tl
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CAPITULO 3

HIPERSUPERFICIES MINIMAS
COMPLETAS ESTAVEIS

Neste capitulo, apresentaremos os principais resultados deste trabalho, que consistem
em mostrar que uma hipersuperficie minima completa estavel cuja curvatura total é finita
é, na verdade, um hiperplano. Esse teorema foi provado por do Carmo-Peng em [7] e ele
serd enunciado e devidamente provado na primeira secdo deste capitulo. Finalizaremos este

capitulo fazendo uma pequena extensao do resultado de Li-Wei obtido em [16].

3.1 Estimativas L da Norma da Segunda Forma Fundamental

Apresentaremos um resultado importante obtido por do Carmo-Peng que consiste em
mostrar que, com algumas condigdes sob a curvatura, hipersuperficies minimas completas e

orientadas no R"*! é um hiperplano. A principal referéncia para essa segéo foi o artigo [7].

Teorema 3.1.1 (do Carmo-Peng). Seja x : M" — R"™ ! uma hipersuperficie minima completa e

estdvel. Assuma que
1_ I3, |A?dM B
RSe RV

2
onde 0 < g < \/;, Br C M é uma bola geodésica de raio R centrada em algum ponto de M e A a
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sequnda forma fundamental de x. Entdo x(M) C R"*1 é um hiperplano.

Demonstragdo. Sejam q > 0 um ntimero real e f uma fungdo de Lipschitz com suporte compacto
em M. Assim, multiplicando a desigualdade de Simons por |A|*1f? e integrando em M,

obtemos, usando o teorema da divergéncia, que

[ aPpIvIAlRam < [ japam e+ [ AP R aldm
n.Jm M M

= [ 1ApFEam— [ (VAP V1Al am
= [ JAFERaM —2 [ AP (95, V| A]) dM

—~(29+1) [ |APV|A|PdM.

Portanto,

2
(G+29+1) [ [APPVIAIPaM < [ AP RIM =2 [ (AP (VE, VAl aM. ()

Agora, usando (2.14) com 1 = |A|'*7f, temos

[ 1A Ip2am < [ V(AT Pam
M M

= [ 10+ IAFFYIA| + |Al 1V Pam

= (g2 [ [APTRVIAIRAM+2(1+q) [ |AIIF (VF,V|Al) am

+ [ AP £,
M

Logo,
AR < (140 [ |APIIVIAIPAM +2(1+29) [ A (V,V]A]) M

+ / | A2V F)2dM. (3.2)
M
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Multiplicando por (1+ g) e somando obtemos

[IAERRaM (140G +29+1) [ APFTIAIRAM

IN

(1+q) [ | 2dM=2(14q) [ AP (VF, V|4l am

_|_/ |A‘4+2qf2dM
M

VAN

(1+q) [ JAF22aM =2(1+q) [ [APIF(V, V] Al aM
M M
1+ [ |APIVIAIPAM +2(1+q) [ AFF(F, V4] dM
+ [ APV fRam,
M
ou seja,
2
A+ +20+1) [ |APIRVIAIPAM = (149 [ |APIF(V]A] PdM
< g [ JAlIRaM + [ ARV fam,
M M
Portanto,
A+0)C+a) [ JAPIRIVIAIPAM < q [ |AF2faM+ [ (AP 2M. (63)
M M

b \2 b?
Agora, observe que <\/Ea — —> > 0 para todo € > 0, ou seja, 2ab < ea® + -/ para todo
€

¢ > 0e,usando a = |V|Al||f e b = |A||Vf]| na desigualdade (3.2), obtemos
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[ jar g < (14 [ |APAVIAIPIM + (149) [ |APT2(AIVF, V|4l am

+ [ APV fPam
M

IN

(1407 [ [API2VIAIPAM+e(1+q) [ APIFV]A] M
LB [ apijap|vsRam+ [ 4PV fRaM
= (g +g+e) [ JAPRVIARPM + (S22 [ ARy pRam
Logo
[ IAREEIM < (141 +g+e) [ |APIV]A]PdM

e+l+4g 2421 |2
+ (=) /M|Ay IV f2dM. (3.4)

Assim, substituindo a equacao (3.3) na equagéo (3.4), obtemos

(1+q)(1+q+e
1+ +

(1+q)(1+q+eq
T 149+
1
+(u /|A|2+2q|Vf|2dM

/ |A|4+2qf2dM / |A‘4+2qf2dM+ / ‘A’2+2q‘vf|2dM
M

isto é,

1+qg+e)qg
A gy < 1449 / AR F2AM + / AlPTH|Vf12dM, 3.5
Jylareasam < ST A p [ 1AP9) 5

2
onde 1 é uma constante que depende somente de 7, € e 4. Usando o fato de g < \/;, obtemos

(I+a)g _q+q _a+u _
g+i  at+i a+i
1
Assim, podemos escolher ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que % < 1. Logo,
n T4
n

59



encontramos que

/M |A[*+21 24M < B, /M A2V F)2dM (3.6)

onde f, é uma constante que depende somente de 1, e e g.

Queremos transformar a equagao de forma que o integrando do lado direito tenha
|A|2. Para isto, usaremos a desigualdade de Young, veja (B.0.4). Seja p, 0 < p < 2+ 27 um
namero air‘lda a ser determinado. Assim, usando a desigualdade de Young para a = |A[*+21-7
eb= |A|P

s = p(apaliE - f2(|A|2+24—PrA|P—'Vf§'2)

12
< f2<%s|A|S(2+2q p ) +f2< (|A|p|Vf]2’|7->t)’
ou seja,
|A|2+2q|Vf|2éfz(%slAls(Z*Zq D)+ (5 (|A|p|vf£|2>t)~ (3.7)

Agora, escolha p satisfazendo as seguintes equagdes:
1 1
s(24+29—p)=4+2q9, pt=2, ST 1.

Isso é realmente possivel. De fato, a solugdo é

2 1
t=1+q, s:ﬂ.

=Ty ;

Usando esses valores e o fato de que podemos tomar a tdo pequeno quanto se queira,

obtemos de e que
1AM < By [ ARV £ M
M

= g [ (1) [ (4 (1ar VAR,
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Assim,

(1_ Pau qq>/ |A[+21 f2aM < 520‘ / £|A ’2Wf’2+2

T4q 2

ou seja,
|2 |Vf|2+2

& (3.8)

J 1Al am < gy [ 14

Trocando f por f'*1 em (3.8), chegamos em

V), V()
/M|A|4+2qf2+2qu < ,B / |A|2

(1+q)2q

= B3 / | |2f (1+9) 2’1|Vf|2+2q —133/M|A|2|vf|2+2q'

(1+q)2q

Seja Bg uma familia de subconjuntos de M dada por

Br = {p € M|p(p,po) < R},

onde p(p, po) é a distancia geodésica em M de p até um ponto fixado pg. Por completude, By é
compacto e
U Br=M.
Re(0,400)
E conhecido que |Vp| < 1 em quase toda parte de M. Agora, fixando Re 0 < 6 < le
tomando f em dada por

(1-6)R - -
0 parap(p) = R
Vemos, por (3.8), que
2
|A|4—|—2qu — |A|4+2qf2dM < |A|4—|—2qf2dM < :8 fBR ’A| (3.9)
Bor Bor B ((1—0)R)2+2’ .

1
onde |Vf| = ’ a Ve Usando a nossa hipétese sobre o decaimento de |A|?

Q)R‘ = A-0r
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temos que o lado direito de (3.9) vai a zero quando R — oo. Por outro lado, o esquerdo converge

para uma integral em toda M. Portanto,

0< / |A[*29dM < 0.
M

7z

Como |A| é uma aplicagdo continua entio |A| = 0, isto é x(M) C R'"*! é um

hiperplano. O
Como consequéncia desse teorema temos o seguinte resultado.

Coroldrio 3.1.1. Seja x : M" — R"*! uma hipersuperficie minima completa e estdvel, e seja A a sua

segqunda forma fundamental. Assuma que
/ |A[2dM < co.
M

Entdo x(M) C R"*! é um hiperplano.

Demonstragio. Basta observar que existe um ¢ > 0 tal que [, |A|?dM < c e, portanto,

Al?dM
fim JuAPIM ey
R—r00 R2+2q R—oo RZ129
Logo, pelo Teorema (3.1.1), x(M) C R"*! é um hiperplano. O

Agora, seguindo [7] temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.1.1. Dizemos que uma hipersuperficie M tem curvatura total finita quando
/ KdM < co.
M

Se M é uma hipersuperficie minima sabemos, de (1.10), que |A|> = —2K. Portanto, o

coroldrio acima diz que uma hipersuperficie minima, completa e estdvel com curvatura total

tinita é de fato um hiperplano.
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3.2 Estimativas > da Norma da Segunda Forma Fundamental

Nesta secdo, consideraremos nio mais a estimativa L? da norma, como foi obtido na secio
anterior, e sim a estimativa L3 da norma, no qual, estenderemos o resultado de Li-Wei (veja
[16]) para 3 < n < 7, encontrando assim, nas condi¢des do teorema que serd enunciado a
seguir, que a hipersuperficie terd a norma da segunda forma fundamental nula, i.e., |A| = 0,
ou seja, a nossa hipersuperficie é um hiperplano. As principais referéncias para essa se¢do
foram os artigos [7] e [16].

Teorema 3.2.1 (Li-Wei). Seja x : M" — R"*! (3 < n < 7)uma hipersuperficie minima completa e

estdvel. Assuma que
AP
Rbe RV

2
onde 0 < g < \/; e Bk C M é uma bola geodésica de raio R centrada em algum ponto de M e A a

sequnda forma fundamental de x. Entdo x(M) C R"*! é um hiperplano.

Demonstragdo. Com os mesmos cdlculos da secdao anterior obtemos, de , que
/ |A[*2 24M < ,32/ | A2V F)2dM, (3.10)
M M

2
onde g < o
E usando a desigualdade de Young (ver apéndice B Lema (B.0.4)) obtemos em (3.7), ou seja,

APIVIE < (Slapen )« g (1 (lap TR, @10

. e . 1 1
onde x > 0, t e s sd0 ntimeros reais positivos satisfazendo — + 7= lep,0<p<2+2gum
s
numero que determinaremos a seguir.

Agora, escolha p satisfazendo as seguintes equacdes;

1 1
s24+2g—p)=4+2q9, pt=3, E—i_E:l
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Isso é realmente possivel. De fato, a solugdo é
6 1+2 142
P R e - e
2 29— 1

2
Como s > 1 entdo 2g — 1 > 0. Logo, como q < \/;, temos n < 8.

Usando esse valores temos

:32“;% 442q £2 B 2D SV
(1- B ) [ Jarram < B [ piap 12
271 2
Assim, tomando « suficientemente pequeno, temos
1
Bs = (1—[3?_2} ) > 0.
Logo, da desigualdade temos
J A i < py | |A|‘°”fozq%l_+f‘7 (3.13)

onde B4 depende somente de «, 1, € e . Agora, usando a arbitrariedade de f e trocando f por
142
f 2’ em (3.13) obtemos

/ |A|4+2qf1+2qu < 134/ |A|3|Vf|1+2q. (3.14)
M M

E, analogamente a secio anterior, temos |A| = 0, isto &, x(M) C R"*! é um hiperplano. [
Como corolério desse Teorema temos o seguinte resultado.

Coroldrio 3.2.1. Seja x : M" — R"™! (3 < n < 7) uma hipersuperficie minima completa e estivel, e
seja A a sua segunda forma fundamental. Assuma que

/ |A[PdM < co.
M

Entdo x(M) C R"*1 é um hiperplano.
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Demonstragio. Segue de modo andlogo ao Corolario
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CAPITULO 4

SUPERFICIES MINIMAS COM INDICE
FINITO NO R

Neste capitulo, estudaremos superficies minimas completas com indice finito no RS.
Primeiro discutiremos o indice do operador L, seguindo com uma discussdo geométrica do
indice finito de superficies minimas em uma variedade Riemanniana N de dimensao 3, ou seja,
em N° e finalmente analisaremos essa mesma situagdo no R3. As principais referéncias, para
este capitulo, sdo [8], [20] e [18].

Seja M uma superficie minima completa e orientada em uma variedade Riemanniana N°.
O primeiro autovalor do operador estabilidade L, i.e., Aj, em um dominio limitado (0 C M é
dado por

m(@) = inf{ Qlp)lp € CF(0), [ gam =1}

onde Q é a forma quadratica associada ao operador L.

Sejam p € M um ponto de M e Bgr(p) a bola geodésica em M de raio R e centrada em p.
Seja também W um subespaco de dimensao finita de fung¢des seccionalmente suaves em Bg(0).
Q é uma forma negativa definida em W se Q(¢) < 0 para todo ¢ € W, ¢ # 0.

Lema 4.0.1. Se Qe Q' sio dominios compactos em M e () C Q) entdo
M(Q) > A(Q).
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Se O — Q) # @ entiio a desigualdade é estrita.

41 Superficies Minimas de Indice Finito em N° com

Curvatura Escalar ndo negativa

Nesta se¢do, iremos trabalhar com superficies minimas de indice finito imersas em N°® que

tem curvatura escalar ndo negativa.

Proposicdo 4.1.1. Se M tem indice finito entdo existe um conjunto compacto C em M tal que M — C
é estdvel e existe uma fungdo positiva g em M de modo que Lg = 0 em M — C.

Demonstragio. Fixe p € M e seja By(p) a bola geodésica de raio p centrada em p.
Seja
p1 = 2-sup{p|By(p) é estavel}.

Caso p; seja infinito entdo M é estavel. Caso contrario, defina

p2 = 2-sup{p > p1|By(p) — Bp,(p) € estdvel}.

Se p7 é infinito entdo, M — By, (p) é estavel, isto é, tomando C = B, (p), M — C é estavel. Caso

p2 < oo, entdo By, (p) — By, (p) é instavel. Assim, indutivamente, defina

Pk = 2-sup{p > pr1|Bp(p) — By, (p) €estavel}.

Se py é infinito entdo M — B, ,(p) é estdvel. Caso contréario definimos, de modo analogo,
Pk+1-

Afirmacao: Existe [ € IN tal que p; é infinito, isto é, existe um p; tal que M — By, (p) é estavel.
De fato, suponha que exista uma sequéncia (pox), p1 < p2 < ... tal que Ay, = By, (p) — Bp, ,(p)
¢ instavel para cada p; da sequéncia. Assim, para cada i, o autovalor A, de L em A, € negativo.
Seja f; a autofuncdo associada a A1 no anel A, logo f; tem suporte em Ap, e Q é negativa
definida sobre o espaco gerado pela f;. Como M tem indice finito, s6 pode existir um ntimero
tinito de fi/s, isto é, o processo acima deverd parar depois de um ntiimero / de passos e assim M
é estavel fora do conjunto compacto C = B, (p).

Como M é estavel fora de C entdo o operador L tem autovalores ndo negativos em M — C,
assim, A1(D) > 0 para todo dominio limitado D C M — C. Como M é completo e ndo
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compacto, podemos escolher R, R; suficientemente grandes tal que C esteja contido em B, (p)
para algum p € M, D C Ag, = Bg,(p) — Bg,(p) € Ar, — D # @, ou seja, Ag, contém
propriamente D. Pelo Lema (4.0.1) e pela estabilidade de Ag, temos Aq(D) > A;(Ag,) > 0.
Logo,

A(D) >0 (4.1)

para qualquer dominio limitado D C M — C.
Afirmamos que M — Bg,(p) é a unido de um ndamero finito de componentes conexas

0q,...,Q. De fato, seja g € (); e seja v a menor geodésica de p a q. Assim, existe € > 0

tal que ¥ N Bry42¢(p) — Bry+e(p) # @, entdo ); intersecta Br,y2¢(p) — Bry+e(p), ou seja UQY;

é uma cobertura de Br;2¢(p) — Bry+e(p). Como Bryi2¢(p) — Bry+e(p) € compacto entdo essa
cobertura admite uma subcobertura finita, isto é, existe um ntmero finito de componentes
conexas (1, ..., Y.

Basta provar agora a existéncia de uma solugdo positiva ¢ de L em M de modo que Lg = 0

em M — C. Para isto, fixemos um ponto p € M. Para cada R > Ry, considere o problema

{Luzo em Ag; 42)

u=1 emodAg

Inicialmente, queremos mostrar que o problema (4.2) possui uma tnica solugdo. Para isso,
considere a seguinte afirmacdo

Afirmacdo. S6 existe a solucdo trivial (i.e, identicamente nula) para o problema

{Lu:O em Ag; 43)

u=0 emodAg.

De fato, caso contrario, existiria f ndo identicamente nula solugdo do problema de Dirichilet
. Logo, f estaria associado ao autovalor zero. Assim, algum A;(Ag) seria zero, o que é uma
contradi¢do jd que A1(Ag) > 0.

Pelo Teorema 6.15 de [11], para cada R > R existe uma tnica fungdo v em Ap tal que
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{Lv:q em Ag (4.4)

v=0 emdAg,

onde g = —|A|?> — Ric(N, N).
Por outro lado, de (4.2), temos que

Lu—1)=Lu+qg=gem Ar

u—1=0emJdAg.

Logo, u — 1 também é solugdo de (4.4). Pela unicidade,

v=u—1su=9v+1.

Assim, v + 1 é a tinica solucgao de como queriamos inicialmente.

Agora provaremos que u > 0 em Ag. Em virtude do principio do méximo forte (teorema
3.5 de [11]]), basta provar que u > 0 em Agr. Logo, se u > 0 em Ag entdo u > 0 em Ag.
Mostraremos que u > 0 em Ay por absurdo, ou seja, suponhamos que

K={xe€ A/|u(x) <0} #Q.

Diante disso, K é um dominio limitado e K CC Ag. Assim, pelo Lema (4.0.1) e por (4.1),
temos que
A (K) > M (AR) > 0. (4.5)

Como K CC Ag, entdo Lu = 0 em Ag garante que Lu = 0 em K. Observe também u = 0
em oK por continuidade. Logo, segue de (4.5) e da afirmagdo acima que

Lu=0 emKk;
{ u em 16)

u=0 emodK
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ndo possui solugdo ndo trivial, sendo assim, u = 0 em K, contradizendo a defini¢do de K. Com
isso, mostramos que u > 0 em Ag.

Dado que u(xg) # 0 com x¢ € Ag, consideremos agora uma fungéo gr definida em M — C
dada por

Veja que

Lgr = Agr—qgr = A(u(xo)) 'u— q(u(x)) u
= (u(x0)) " Au— (u(xo)) 'qu
= (u(x0)) " (Au — qu)
= (u(xg)) 'Lu = 0em Ag,

uma vez que Lu = 0 em Ag. Assim,

{ LgR =0 em AR,' (4 7)

gr(x0) =1,gr >0 emJdAR.

Pela desigualdade de Harnack (veja teorema 20, p, 199 de [11]), existe uma constante c tal
que qualquer compacto K C Ag, temos

sup gr < cinf gg. (4.8)
¥ K
Como infg gr < gr(x0) = 1, segue da desigualdade que

gr < cemK.

Dai, pelas estimativas de Schauder interiores (veja [11], teorema 6.2, p 90) garantimos que
as derivadas de ordem menor ou igual a dois de gr sdo equicontinuas. Logo, segue do teorema
de Ascoli-Arzela que podemos escolher R; — +oco tal que (gg;) converge uniformemente para
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uma fungdo g em K, e por conseguinte,
Lgr, — Lgem K.

Sendo assim, acabamos de obter uma funcéo g satisfazendo Lg = 0 e g(xp) = 1. Por fim,
como g ndo é identicamente nula e, pela convergéncia uniforme, g > 0, segue do principio do
méximo que g > 0 terminando assim a demonstragao.

O

Nosso préximo resultado mostrard que o indice pode ser encontrado com a dimenséao de

um espaco de autofungdes L?2 definidos globalmente em M.

Proposicdo 4.1.2. M tem indice finito se, e somente se, existe um subespago de dimensdo finita W de
LZ(M) tendo uma base ortonormal f1, ..., fi consistindo de autofungdes, com autovalores Ay, ..., A,
respectivamente. Cada A; é negativo e Q(¢) > 0 para todo ¢ € CF(M) N W=, Além disso, se
Ind(M) < oo, entio dim(W) = Ind(M).

Demonstragdo. Suponha que exista um subespago de dimensdo finita W de L?(M) tendo
uma base ortonormal fi,..., fy consistindo de autofung¢des, com autovalores Aq,..., A,
respectivamente. Cada A; é negativo e Q(¢) > 0 para todo ¢ € CF°(M) N W-L. Tome agora
qualquer ponto p € M e R suficientemente grande. Se Ind(Bg(p)) > dim(W), entdo existe um
¢ e Cy(M)n W+ tal que ¢ é uma outra autofungdo de L com autovalor A negativo, ou seja,

_ _ 2
Qly) = /BR<p>¢L¢ A BW)‘P <0

0 que é uma contradigdo, e com isso Ind(M) < dim(W). Portanto, M tem indice finito.
Agora, suponha que M tenha indice finito, pela proposicao (4.1.1)) existe uma bola geodésica
Bg,(p) tal que M — Bg,(p) é estével. Seja R > Ry + 6 e seja 17 uma funcao tal que

n = 0em Br(p)

n = 1emM—B2R(p)

6
V < —.
| U‘_R
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Usando a estabilidade de M — By, (p) e usando a desigualdade de estabilidade temos que

2 2 _ 2
[ ameram < [ [V@e)Pam= [ 11V -+gVyldm

= | OPIV9P +2097¢ - Vi + ¢2| V), @)

onde ¢ é uma funcado Ci°(M).
Com a escolha do 7 acima, e adicionando Q(¢) em ambos os membros da desigualdade

(4.9), temos que

[ ameam+ | (1992 —qe)im < Q(9) + | (rIV9 +27¢Vg - Vi +¢? V)i
assim,

J A=A VgPam — [ (1=y2)aidM < Q(¢) + | 206V Vyam+ [ ¢*Vyam

e com isso,

2 2 2 _ 2 2 N
/BR(p) Vol dM+/AR(1 1) Ve|?dM < 2Q(¢) /M(|V¢| q9 )dM+/M(1 72)dPdM+

+ /M2;74>V4>-V17dM+ /M4)2|V17|2dM.

Aplicando a desigualdade da média aritmética-geométrica em 217¢V¢ - Vi e usando o fato de
que M — Byr(p) é estavel, temos que

2 _ 2 2\ 02
J,. o, [VoPaM<209) — [ (V9P —ag?)aM+ [ (1= pP)agldo+
+ /M|v;7| -+ VR)AM + [ g2V Pam (4.10)
41 —7?)

Podemos escolher 7 acima de tal forma que |Vy|> < em Byr(p). De fato, tome

R2
1, talque, #1 = 0em Br(p), 11 = lem M — Bor(p) e V1] < l Estabelecan =1 — (1 —11)?,
entdo, |[Vn|? = 4(1 — m)?|Vi)? < 4(1R2 ) < 4( R2 ) e sabemos também, pela escolha do
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R que |V7| < 1. Logo, (4.10) torna-se:

2 _ 2 2\ 42
Jy. o, [V9PaM < 200) = [ (V9P —ai?)am+ [ (1= g)ggtdM 4

2RP

/ |Vn|¢2dM+/ |V<p|2dM+/ 97|V PdM
Bar(p) M
< 20(¢) +/ q<p2dM+/ (1—172)qq>2dM+

Bor P 2R

41— 2)
5 2dM+/ ekt WP
/sz(l’ 4) Rz

< 20(¢) +/ q+1)<p2dM.

Byr(p)

Portanto,

/ Vol2dM < 20(g) + M, (4.11)
Br(p) BzR(P)

onde C depende do maximo de g em Byr(p).
Uma consequéncia imediata de (4.11)) é

2
—C/Mq) dM < 20(¢h).

Se Ind(M) = m, entdo existe um R; suficientemente grande, tal que, m = Ind(B,(0)),
para todo p > Ry. Seja fi,,...,fmp uma base ortonormal de autofungdes com autovalores
M,ps -+, Am,p, respectivamente, onde cada Aip € negativo. O max{)\llp, ceey /\m,p} é uma funcao
decrescente de p e, portanto, existe um €p > 0 tal que A;, < —¢gcomi =1,...,mep > Ry.
Estendendo f;, a zero fora de B,(p) e usando ¢ = f; , (usualmente, ¢ pode ser tomado como
uma aproximagdo C* de fungdes fl-,p), segue-se que /\i,p > —cparai = 1,...,mep > Ry.
Portanto, A;, € [—c, —€g].

Voltando para a equagéo (4.9) com ¢ = f; ,, observe que

1 1
| 205 Vo VM = 3 [ piovpam = [ pagam

= ; (flpAf1p+|v.flP| )
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e assim,

/M q(nfip)?dM <

[ 0PIV g 420050V fi - O 4 £, |V )
< [ OPIV i = 1P fipfip + Vi) + £, VM

Logo,
| P haLfipdM < [ P (fipbfip+alfi) )M < [ g9y Pdm.
Assim,
22 2 2
~Nip [ PfR,AM < /Mfi,p|V17| M

como (—A;,) < —ep, isso implica que

/ fam+ [ ppfram< [ ) 2 gy
M-Byr(p)~F Br(p) M R? v

e portanto,
2 -2
£ dM < cR 4.12
/M—sz(P) fl’p B ( :

para todo R € [Ry, 30].
Por outro lado, (4.11) implica que

VF L 2AM < 20(f +c/ 2dM=—2/ . Lfi, dM+C 2 IM
/BR(P)| fzpl (fz,p) Bar(p) fl'p Mfl’p fz,p Bar(p) fl’p
< 2c/ 2 AM + C .2dM:c/ 2dM+2c/ 2 g\
Mf”" BzR(p)fl’p ! Bzza(p)fl’p MfBZR(p)fl"’

< 2 AIM R
= Cl/Bm(p)f“" el
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assim temos que

2 2 2
2 4 |Vf; dMS/ ldM+/ Vi [2dM
Sy o Bl Vgl o Y fio
< / .dM+c/ 2 AM + c(R
BZR(P)fZ'p ! Byr(p) fl'p ( )
< (a1 41) / SpAM o+ e(R) < E(R)
Bor(p)
Portanto,
[+ IV fiP)aM < 2(R), @19)
Br(p)

As desigualdades (4.12) e (4.13) juntamente com o fato de que o espaco sobolev H'?(Bg(0))
é um compactamente imerso em L?(Bg(0)) implicam que existe uma subsequéncia R; — co tal

que, parai=1,...,m,vale
limj ;o fir, = fi em L2(M).
Segue-se que fi,...,fm sdo autofungdes ortonormais em L?(M) com autovalores

A1, .., Am € [—c, —€o]. Seja W um espago gerado em L?(M) e observe que se ¢ € C(M) NW+

entao,

m
(P = Z ai,Pfi,p + (PP/
i=1

com ¢, ortogonal a fl,p/ ey fm,p- Assim,
m m
/M ¢fipdM = /M Y ipfipfipdM+ /M PpfipdM =) aip /M fipfipdM = ajp,
j=1 j=1

ou seja, a;, = [y, ¢fi M. Da convergéncia em L?(M) temos que

lim a;, = ]15?0 /M ¢ fip,dM = /M ¢fidM = 0.

]—)OO

Portanto, desde que p seja suficientemente grande, tal que spt¢ C B,(p),
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Qlp) = - /M (i”i,pfi,p + 4’9) L (i“j,pf]}p + ‘Pp) M
i=1 ;

j=1

m m m
_ /M Y aipfipl Y ajfipdM — /M Y a0 fipLgpdM
=1 j=1 =1
m
- /M PoL Y 2o fjpdM — /M PpLppd M
=1
m m
— Y 2, /M M =Y i, /M fioLppdM
=1 i=1

+ Z oA /M PofjpdM + Q(¢p)

i=1

= Z”p)‘w Z“lp/ fipLppdM + Q(¢p)

= Z Q(¢p) > _GO‘Qi,p|2/
=1

onde para a dltima igualdade foi usada a segunda identidade de Green (veja [11], p. 17).

Fazendo p — oo chegamos a Q(¢) > 0 tal como exigido. O

Pela proposicio (4.1.1), para M, uma superficie minima completa com indice finito em N3,

existe uma fungao positiva u onde Lu = 0 em M — C.

Teorema 4.1.1. Seja N> uma variedade com curvatura escalar ndo-negativa, e seja M uma superficie
minima, completa e orientdvel em N. Se M tem indice finito, entdo, a métrica u%ds? é uma métrica
completa em M com curvatura Gaussiana ndo-negativa fora de C. Em particular, seque-se que M é
difeomorficamente conforme a uma superficie completa de Riemann menos um niimero finito de pontos.

Demonstragio. Como M tem indice finito, pela Proposicdo (4.1.1), existem uma funcio positiva
u e algum subconjunto compacto C de M tal que, em M — C, Lu = 0. Seja ds*> a métrica original
em M. Para essa métrica, temos a métrica conforme ds? = u2ds? em M.

Afirmamos que existe uma geodésica y(t) : [0,00) — M — C na métrica ds?, onde t é
comprimento de arco na métrica ds®>. De fato, escolhamos uma exaustdo de M = UBg,(p)
(Ri = 00,1 — ), tal que Bg,(p) denota a bola geodésica de M na métrica ds?, de raio R;

centrada em p € M. Entdo, para cada i existe um segmento de geodésica v;(f) que realiza a
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distancia de p a fronteira 0By, (p) na métrica ds® = u2ds?, tal que t é o comprimento de arco
de ; na métrica ds®. Para ver isso, defina ug, = u + 1 onde 77 é suave, 7 = 0 para |x| < R; e
1 = 1para |x| > R; + 1. Entdo, como ug, é limitado inferiormente, a métrica u%{idsz é completa,
assim que essas geodésicas existam. Como Bg, é compacto, podemos ligar p a qualquer ponto
do bordo de Bg,(p) com a menor geodésica na métrica u%idsz. Seja p; € dBg, tal que, p; esta
mais préximo de p e seja y; a menor distancia de p até p;. Note que 7; deve ficar inteiramente
dentro de Bg,(p) ou outro ponto estaria mais préximo de p. Como ug, = u em Bg,(p), 7; é uma
geodésica na métrica u?ds?.

Vamos supor que 1; estd parametrizado pelo comprimento de arco na métrica ds?. Agora,
vamos tomar uma subsequéncia de R; — oo tal que o vetor tangente convirja para um limite
v. Isto é, 7331' — v, assim, pela dependéncia de solu¢des em relacdo aos parametros (teoria de
EDO), estas geodésicas convergem em um conjunto compacto de [0,00) para uma geodésica
limitada oy que minimize a ds? distancia entre qualquer dois pontos e é parametrizado pelo
comprimento de arco na métrica ds.

Como 7 é semi-geodésica, segue-se que y N C estd contido em ([0,!]) para algum [ >
0. Portanto, podemos substituir 7y por |11 € assumir que v C M — C. Note que,
pela construgdo de 7, a integrabilidade de ds? ira seguir se pudermos mostrar que 7y tem

comprimento ds? infinito, isto é, devemos mostrar que

/Ooo u(7y(s))ds = oo.

Seja ¢ - 7i uma variacdo de 7y dada por onde # é normal a 7y e ¢ tem suporte compacto
em (0,00). Como 7 é uma geodésica minimizante em ds*> = u?ds?, a segunda variagdo do

comprimento de arco (veja [15]) dara

| (d¢ 2_~2 52
/O ((éz“s) K(p)ds >0 (4.14)

dp _dp ds _ ,dg

desdeque,g = s 7 =u e
K=u"?K—Alogu). (4.15)
Assim, (4.14) torna-se
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o0 Ao\ 2 00
/0 ut (d—f> ds22/0 u=2 (K — Alogu) ¢p*ds (4.16)

Portanto, como u > 0 é uma solugdo para Lu = Au — Ku + (S + 3|A*) = 0, sendo K a

curvatura Gaussiana de M, S a curvatura escalar de N, entdo Au < Ku e

ulu — |Vul?
2

|Vul?
u 2

u

Alogu = < K- (4.17)
Primeiro, note que, de (4.15) e @.17), podemos concluir que K > 0, e observando que

|u'|? < K — Alogu

e usando (4.16), (4.15) e (4.17) temos que

us — u
0 112 [e] _ o 0
/ 1E gas < [TEER B s < [TuRgras < [T o)pds. das)

Agora vamos mostrar que fooo uds = oo. Seja ¢ = uyp, onde P tem suporte compacto em
(0,00), entdo,

¢'=u'y+uy

()t = (Wt )t = T (w2 () + 2uypy
assim, por (4.18),

) |u/|2 ) |u/|2 I |1/L/|2
/ ¢*ds = / Tl[}‘zds < / ¥+ u(y')? + 2u'py'ds.
0 0 0

u3 u
Logo,
0 < /Ooou(zp’)2+2u’zplp’ds:/Ooou(tp’)erz/o u'yyp'ds
= [ @R =2 ) - upyds = — [ uly)?+2upyas

onde na pentltima igualdade foi usada integracdo por partes.
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Agora, escolhendo 1(t) = t{(t) onde ¢ tem suporte compacto em (0, o) temos

¢ =g+t
e
l/)// — 26/ + tgl/.

Assim, -

/0 (@ 1 1) — 2utE(H) (28 + 1")ds > 0,
com isso, - -

2 ! 2 x/\2 2 xxl!
| ue < [ (—etee = ()~ 2% uds.
Escolhendo ¢, tal que

¢(t) =1para0 <t <R
¢(t) = Oparat > 2R

e ¢’ e ¢" limitadas por % e %, respectivamente, para R < t < 2R. Entdo, [t'| < ce |t?¢"| <,
e assim R
/ uds < / u? < / (—6t&F — t2(&")? — 202EF Y uds < C/ uds.
0 0 0 R

Como C ndo depende de R, essa inequagdo implica que

/ uds = oo
0

assim a métrica ds> = u2ds? é uma métrica completa em M com curvatura gaussiana ndo
negativa K em M — C.

Resta mostrar que M é conformemente uma superficie de Riemann menos um nimero
tinito de pontos. Pela desigualdade de Cohn-Vossen (veja [2]) e a ndo-negatividade da
Curvatura de Gauss em M — C, temos que

c</ Kdv < 27y,
M

onde ¢ é uma constante e x é a caracteristica de Euler de M. Portanto, M é topologicamente

finito, assim M é uma superficie de Riemann menos um niimero finito de discos.
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Seja C, o limite do disco de raio r centrado em p, o qual foi retirado, e seja A(z)|dz|?> a

métrica na bola de raio 1, contendo C,. De [20], p.76 a curvatura Gaussiana de M — C é dada
Alog A

por K = ——z ,como ela é positiva, entdo

Alog% >0,

assim log% é uma func¢do subharmonica. Seja @ = max log% em Cj e seja be = max log% em
Cr_|_€.

1
Sejam (x,y) as coordenadas do ponto z entre C; e C,. Por um lado, temos que |Vx|? = ——.

A(z)

De fato, seja « : (—a, a) — A}, onde A} é a regido entre entre C; e C;, uma curva diferenciavel
dada por a(t) = (a1(f),az(t)), onde a(0) = p e a'(t) = (aj(t),a5(t)) e seja x a fungdo
coordenada. Assim,

(Va0 (0)gu) = & (xoa) i—q = a(0)

(Vx, ¢y) = 0.

Assim, sendo Vx = P¢, temos que
21(0) = (Vx,1(0)pu) = (Pgu, a1(0) @) = Paj(0)A

1
Logo, P = —. Portanto,

A
1 1
2 _ S W
|Vx|” = (Vx,Vx) = 2 A T
Por outro lado, a estimativa de Cheng-Yau (Veja [15] teorema 6.1 e corolério 6.3) garante
que
c
IVx|? < :
e
Portanto,
1 c
< ,
Az) ~ p3(2)
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onde p é a distancia geodésica em Cj, e ¢ é uma constante. Consequentemente,

be maxlog <maxlog ZC ¢

<log ———
r+€ )\ r+€ P ( ) - g mlnCr+e 102 (Z)

Como a métrica é completa, p — co quando € — 0, assim,
lim be — _Oo.

be —a
log(r +¢€)
log |z|
log(r +€)
Fixe zem Al. Se r > 0 entdo vale que lim,_, . (z) = —o0, mas isso é uma contradicéo, ja que,

Defina he(z) = aelog |z| + a, onde ae = . Entdo, para todo 0 < € < 1, temos que

he > log% em C,¢, ja que, em C, ¢ vale <1, h> log% em C; e he é harmonica.

log ++ () tem um valor finito. Assim r = 0 e o disco removido é um ponto.
[l

Coroldrio 4.1.1. Se N3 tem curvatura de Ricci ndo negativa e M é um superficie minima completa e

orientdvel com indice finito em N, entdo
/ |A[2dM < co.
M

Demonstragdo. Devemos mostrar que

/ |A[2dM < oo
M-C

onde C é um conjunto compacto, tal que M — C é estavel. Como o Ric(ez) > 0 a estabilidade
de M — C dara

2.2 - 2y 12 2
/MC |A2pdM < /MC(Rlc(e3) 4 APR)GAM < /MC V[2dM
para todo ¢ com suporte compacto em M — C. Pelo teorema , M=M-—{py,...,px}
e em cada p;, M é conformemente equivalente a um disco furado, que denotaremos por D;.
Tomando o raio do disco suficientemente pequeno podemos, sem perda de generalidade, supor
que cada D; estd compactamente contido em M — C.

Fixe ¢ tal que ¢ = 0em C, ¢ = 1 em D; e ¢ é linear em (M — C) — UX_, D;. Em cada D;, seja
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i : D; = R a fungdo da distancia radial definida por

0 se |z| € (0,€);
r—e
1i(z) = - se z| € [€,2€] r=|z|
1 se |z| € (2¢,R;) R; =raiode D;.

Entdo,

2,242 2 _ 2 2 2 2
| JaPgtam< [ (nglam = [ (@Y +2(5Vn,¢V¢) + 2 Vg)im

e usando a média aritmética-geométrica temos que

2(nVn,¢Ve) < 2[n||Vyl|¢||Ve| < ¢*| V| + 1| V|,

assim,

APPgaM <2 [ (P9 + P Vgl)am.
| JAPPgtam <z [ (@R +r2IVeP)

Com o ¢ acima, defina 7 = 7, em cada D; e 1 em (M — C) — U%_, D;.
Logo,

APgram = |
/—c‘ e (M—C)—Uk

i=1

k
APgraM+ ) [ APgR M
D; i—1“Di

k
< VoPaM+ Y [ (@Y +oFVe)am
S ey o | VOPIME L [ @V Vo)

i=1-1
k k 1 k 62
gc’+2/ |V;7,'|2dM§c’+Z/ —dM <c'+) B <c
i=17Di i—1/Di € i-1 €

Portanto,
| AP gRam <
-C

independente de €.

Fazendo € — 0 temos que

/ |A2AM < ¢
M-C
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como desejado. O

4.2 Superficies Minimas com Indice Finito no R®

No caso em que N é o R3, o operador estabilidade L é dado por L = A — 2K.
Provaremos nesta secdo um resultado que faz a associagdo entre a finitude do indice e a

finitude da curvatura total, mas antes precisaremos de alguns resultados, demonstrados em
[20].

Teorema 4.2.1. Seja M uma variedade bidimensional completa e Riemanniana cuja curvatura de Gauss
satisfaz
K<0

[ 1K <.
M

Entdo existe uma variedade bidimensional compacta M, um niimero finito de pontos {p;, ... py} em M e
uma isometria entre M e M — {py, ... px}. Além disso a aplicacio de Gauss g : M — S?(1) estende-se
a uma aplicagiio meromorfa g : M — S%(1).

Demonstragio. Vide [20], Teorema 9.1 e lema 9.5, p. 81 — 82 O

Teorema 4.2.2. Seja M uma superficie minima completa e orientdvel no R3. Assim, M tem indice
finito, se, somente se, M tem curvatura total finita.

Demonstragdo. Suponhamos que M tenha indice finito no R3, sabendo que em R3, | A|?> = —2K
e usando o corolério (4.1.1), indice finito implica que

/ |A]PAM < oo,
M

assim
/ K|dM < co.
M

Reciprocamente, suponhamos que M tem curvatura total finita, assim temos que, pelo
teorema 1} M é conformemente uma superficie de Riemann M com furos {py,...pi} e
a aplicacdo de Gauss ¢ : M — S? se estende holomorficamente a aplicagdo ¢ : M — S2.
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Vamos mostrar que o indice de M depende somente da aplicacdo de Gauss em M, nédo do

fator métrico. Seja ds? = u|dz|?> a métrica de M. Entdo,

1
IVgl* = ﬁlvogﬁ

onde V denota o gradiente na métrica u e V denota o gradiente Euclidiano. Seja {e,e;} um
referencial ortonormal em M e v um vetor normal unitirio. Entdo h,-j = <Ve,.v, e]-> define a

segunda forma fundamental de M e
2
|Vg|2 = Z<hijei'€j> = thzj = —2K.
l
Denotaremos o operador L na métrica u|dz|? por Ly.

11
Ly=A—2K=A—|Vg]2= ﬁA0+;|V08|Z

1 1
Qulp) = — /M PLygpds = — /M¢ (;Ao + ﬁ|v0g|2) Pudxdy

1 1
= —|Vogp|* — =|V 22) dxd
/M(,‘l/l‘ 09| V‘ 08|7¢" | udxdy

= | Vol = VoglgPdxdy

para todo ¢ com suporte compacto em M.

Assim, para uma outra métrica 7i|dz|?> em M temos que

Qu(¢) = Qu(¢).
Se ji|dz|? ¢ uma funcado suave em M entdo

1 1 U
L,=~=(Ag+|Vo¢l?) = —(iL:) = EL-.
o= (804 VogP) = (g = L

Como ¢ estende-se suavemente para p,...pg, ji é suave no infinito e |Voz|? é uma funcio

suave limitada em M, entdo, Ly tem espectro discreto e, portanto, indice finito na superficie de
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Riemann compacta M. Assim,

Indp, (M) = Ind;_ (M) < Ind;_ (M) < co.

Portanto, M tem indice finito.

Corolario 4.2.1. Seja ji|dz|? uma métrica suave em M. Entdo Ind(M) = IndLﬁ(H).

Demonstragio. Sejam dv* = ji|dz|?> uma métrica suave em M e [ ndy, (M) = I. Tome fy,..

o fi

fungdes suaves em M no qual sdo autofungdes em L. Construiremos um espago W de fungdes
C5°(M) no qual Qg (¢) < 0.
Escolha uma coordenada z centrada em pj, e defina 7, para um € suficientemente pequeno,

por

0 se |z] < €%
1 se |z| > €;
nj(z) = 2
log > )
- see” < 1z| <e.
log =

Seja 17 = 17; na e-bola sobre cada p; e 1 fora da bola. Assim, como

entao temos

Vil*do =
|1V

Logo,

Seja gi = nf;. Entdo,

£ r
€
€ 1 € 1
L (IL/ —%dr> < L <1 / ——dr)
logg 0ge Je2 1 logE oge Je2 v
1 ( 1

._.
@]
aQ
|
—_
]
aQ
m
+
—_
o
aQ
m
L
~
Il
—_
o
oQ | —
o=
N\
e | ek
o | O
aQ (9
o m
~~_
Il
—_
)]
oQ |~
[—=

/|617|2d%7—> 0 com e — 0.
M
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/M(gi )25 = /M(1 —p)2fRdT < /B (1— 5)2f2d7 < c/ 47 < ce?

c(p)) e(p))

assim,

/M(gi — £:)?d7 — 0 com € — 0.
Além disso,
[Vl = [ (Va=nfRao= [ (-Vy-fi+ V- 0-pPo
< [ (Va4 260 = )|Vl [VAl + A=)V £
< 2 [ (VP + - VAP,

onde na ultima desigualdade foi usada a desigualdade da média aritmética-geométrica.

Como f? e |V f;|? sdo limitadas, temos que,

/ IV(gi — fi)|?d5 — 0 come — 0,

assim,

Ifi =il = [ IV (i =)+ (f; — 80 — 0 come = 0.

Pela continuidade de Q com respeito a norma L2, Q é negativa definida no espago W =
span{g;}, ou seja, Ind(M) = Indy, (M), mas ja sabemos que Ind(M) < Indy, (M), portanto,
Ind(M) = Ind;_(M).

O

4.3 Superficies Minimas com Indice 1

Nesta secdo, iremos mostrar primeiro que o catendide e a superficie de Enneper sdo as
tinicas superficies minimas completas e orientdveis no R® com indice igual a 1. Nossas

principais referéncias foram [20],[8] e [18].
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Sejam M uma superficie minima completa e orientdvel em R3 e N : M — S%(1) a
aplicagdo de Gauss. Se Ind(M) é finito entdo, pelo teorema M tem curvatura total
finita e assim, pelo teorema , existe uma superficie de Riemann compacta M, tal que
M é conformemente equivalente a M — {p1,...,pn}, px € M parak = 1,...n. Além disso, a
aplicagdo de Gauss estende para {py, ..., py} como uma aplicacio meromorfa N : M — S%(1).

Seja ds? a métrica em M compativel com a estrutura de Riemann. Definiremos o operador
L; em M por

Li = A+ |ViNP,

onde A; e V4 sdo o Laplaciano e o gradiente na métrica dsflz. Pelo corolario , temos que
Indp, (M) = Ind(M).
Denotaremos por Q; a forma quadratica associada a L1, isto é,
Q1(u) = — /MuLludvl, para todo u € Hj(M).
Vamos enunciar agora alguns resultados que serdo de grande importancia na demonstracao

do principal teorema deseta secéo.

Lema 4.3.1. Seja p : M — R uma fungio positiva e suave e ¥ : M — S%(1) uma aplicagdo meromorfa
ndo constante. Entdo existe uma transformagio conforme g : S*>(1) — S*(1), tal que

¥)do, =0,
/Mp(go )doy

onde dvq é a medida candnica associada a ds%

Lema 4.3.2. Sejam M uma superficie de Riemann compacta com género r e p um ponto de M. Entio
existe uma fungdo ¢ meromorfa nio-constante em M que tem um pélo de ordem menor ou igual a r + 1
em p e é holomorfa para todos os outros pontos de M.

Este ultimo Lema é uma consequéncia do Teorema de Riemann-Roch e a sua demonstragao
pode ser encontrada em [10], p. 130.

Dada uma superficie de Riemann M e uma aplicagdo meromorfa ¥ : M — S%(1) entdo
para qualquer g4 € S?(1) o conjunto ¥71(q) = {p € M|¥(p) = q} tem o0 mesmo ntmero r
de elementos. A demonstragdo desse resultado pode ser vista em [19], p. 272. O ntimero r é
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chamado grau da aplicacio meromorfa e denotaremos por gr(¥). Um resultado imediato é que a
aplicagdo ¥ é injetiva se, e somente se, gr(¥) = 1.

Vale observar também que, do Teorema 9.4 de [20], o catendide e a superficie de Enneper sao
as tinicas superficies minimas completas e orientéveis imersas no R® com curvatura total igual
a —4rt. Uma consequéncia disso é que o catendide e a superficie de Enneper sdo as tinicas
superficies minimas completas e orientaveis imersas no R no qual a aplicacio de Gauss é
injetiva.

Teorema 4.3.1. Seja M uma superficie minima completa e orientdvel no R. Entdo Ind(M) = 1 se, e

somente se, M é o catendide ou a superficie de Enneper.

Demonstragio. Seja M o catenéide ou a superficie de Enneper e N : M — S?(1) a aplicacao de
Gauss. Tome a métrica ii|dz|> em M dada pelo pullback da métrica em S?(1) por N. Entdo
Ly = —K(Apm +2I). Como M é o catendide ou a superficie de Enneper entdo N é injetiva e
assim Ind;_(M) é igual ao ntimero de autovalores negativos do operador Ay + 21. Mas para o
Laplaciano temos que A1(S?(1)) = 2, onde A é o primeiro autovalor nao-trivial. Tomando ¢ a

autofuncdo do Laplaciano cujo autovalor associado é 2, temos
(Ap+20)0 = A9+ 210 = —204+20 =0,

ou seja, ¥ é uma autofungdo do operador (Ay +21I) cujo autovalor associado é 0. Considerando

agora a autofuncio @ de A cujo autovalor associado é o trivial, entdo

(Ap +21)0 = Ay d + 219 = 20,

ou seja, o primeiro autovalor de (Ap + 2I) é —2 e o segundo é 0. Logo, temos apenas um
autovalor negativo para (Ay + 2I) e portanto Ind;_ (M) = 1.

Pelo corolério Ind;_(M) = Ind(M). Portanto, se M é o catendide ou a superficie de
Enneper entdo Ind(M) = 1.

Reciprocamente, suponhamos que Ind(M) = 1, assim pelo corolario Indp, (M) = 1.
Seja p a primeira autofungdo de L; (lembre-se que p é positiva em toda parte). Por hipotese,

para todo u € C1(M) tal que |, s2(1) Pudvy = 0, isto €, u ortogonal a p, temos
Qi(u) =0 (4.19)

e a realizacdo da igualdade ocorre se, e somente se, Lju = 0.
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Seja ¥ : M — S?(1) uma aplicagdo meromorfa ndo constante. Usando o Lema (4.3.1) temos
uma transformacao conforme, g, de S?(1) tal que ¥ = go ¥ : M — S?(1) satisfaz

/ p¥du; = 0. (4.20)
M
Por outro lado,

0<Qu¥) = [ (V¥R |ViNPEP)do,
= [U2EP = VNP,
= 87(gr(¥) — gr(N)),

no qual combinando (4.19) e (4.20) temos que
gr(¥) = gr(¥) > gr(N) (4.21)

e vale a igualdade se, somente se, A;¥ + |V N |2‘T’ = 0. Mas, como ¥ é uma aplicacdo
meromorfa, temos que MY + |[V1¥?Y = 0. Assim, a igualdade em (4.21) implica que
|V1¥| = |V1N| em toda parte. Agora discutiremos os seguintes casos:

a) M é uma esfera.
Tomando ¥ com a aplicagdo identidade, entdo ¥ ¢é injetiva e assim gr(¥) = 1. Como o
gr(N) > 1, de (4.21), concluimos que gr(N) = 1. Assim, a aplica¢do de Gauss N é injetiva
e portanto M é o catendide ou a superficie de Enneper.

b) Suponha que o género de M seja maior ou igual a 1, isto é, g(M) > 1.

De [12] p. 75 temos que ¢r(N) > ¢(M) + 1. Se a desigualdade ¢ estrita, pelo Lema
, existe uma funcdo a qual ¢7(¥) < ¢(M) + 1, e usando chegamos em uma
contradicdo. Se vale a igualdade, seja p € M um ponto regular de N. Novamente, a partir
do Lema (4.3.2), obtemos uma aplicacio meromorfa ¥, do mesmo grau que N a qual tem
p como um ponto de ramificagdo de ordem g(M) + 1. Entéo, temos a igualdade em
e assim |V ¥| = |V1N;| em todo ponto de M. Mas, |V1¥|(p) =0e |V1N|(p) # 0, 0 que

é uma contradicdo e o teorema esta provado.

O]
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APENDICE A

A DERIVADA DO DETERMINANTE

Neste apéndice demonstraremos dois resultados de 4lgebra linear sobre a derivada da
funcdo determinante.

Lema A.0.3. Seja G(t) = (a;i(t)), t € I, uma familia suave de matrizes n x n, tais que G(0) = Id.

Entdo
/

% _ det(G(1)) = (G (0)).

Demonstragio. Observe que
det(G(t)) = det(ajj(t Za1] Jeaj(t

onde c;; sdo os cofatores de (a;;). Logo,
j j &

d n / ! !/
dt ‘tzodet(G(t)) - Z{alj(o)clf )+ 2”1] C1] = a11(0) + ¢11(0).
]:

Indutivamente, calculando c;,(0) e depois c,,(0) temos que



A partir desse Lema temos o seguinte coroldario:

Corolario A.0.1. Seja B(t) = (b;j(t)) uma familia suave de matrizes inversiveis n X n. Entdo para
todo s € (—¢,¢)

/

det(B(t)) = tr(B (s)B~1(s))det(B(s)).

dt ’t:s

Demonstragio. Seja G(t) = B(t)B~1(s). Assim G(s) = Id e pelo lema anterior temos que

dt‘tzsdet(G(t)) = t(G(s))

= tr(B'(s)B~1(s)).

Logo,
2| det(B()B1(s) = (B (5)B1(s),
ou seja,
det(5(5)) 3 |_ det(B(0) = (B (551 (9)
Portanto,
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APENDICE B

DESIGUALDADE DE YOUNG

Neste apéndice apresentaremos a demonstracdo da desigualdade de Young que foi

utilizada nos teoremas (3.1.1) e (3.2.1).

1 1
Lema B.0.4 (Desigualdade de Young). Sejam s e t niimeros reais positivos tais que S + 7= leae

b miimeros reais ndo negativos. Entdo vale a sequinte desiqualdade:

asas N o~ tpt

t (B.1)

ab <

4

onde o > 0 é arbitrdrio.
as bt

Demonstragio. Basta provar que ab < . + 7
E claro que (B.1) é verdade se ab = 0. Portanto, suponhamos que a,b > 0, com isso podemos

considerar os seguintes casos:

1 1
e Se a® = b' teremos, usando o fato de que S + i 1, que

1,1y a® b
:aai:as(5+t):——|—?
S

e Se a® # b!, note que a fungdo g(x) = e* é estritamente convexa, pois g (x)>0 para todo
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x € R. Entdo para todo A € (0,1) e todos os nimeros reais x, iy, com x # y, obtemos
glx+(1=A)y) <Aglx)+ (1—-2)g(y).

Aplicando isso paraA = —, (1—A) = =, x = Ina’ ey = Inb', teremos que

» | =

1
t
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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