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“The mathematics of finance contains some of the nost beautiful
applications of probability and optimization theory. [...] But, of
course, all that is beautiful in science need not also be practical.

And surely, not all that is practical in science is beautiful. Here we
have both.”

(MERTON, 1995, p. 7)
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RESUMO

A utilizagdo do modelo de Black-Scholes e suas extensdes na precificacéo de opgdes
€ bastante difundida tanto na academia quanto no mercado financeiro. O objetivo deste
trabalho foi avaliar o desempenho de um modelo alternativo de precificagdo de opgdes em
relacdo ao do modelo de Black na precificacdo de opcdes sobre futuro de dolar. Mais
especificamente, a partir de hipdteses sobre 0 comportamento agregado da economia, da
trgjetoria de precos de ativos e das preferéncias a risco dos agentes econdmicos € possivel
reconciliar uma condicdo de equilibrio parcial, necessaria para a precificagdo de opcoes,
com uma condicao de equilibrio geral da economia. Essa reconciliacdo € obtida a partir da
escol ha cuidadosa de pares de preferéncias a risco e distribuicdes e possibilita a obtencdo
do preco de equilibrio livre de preferéncias de um derivativo lancado sobre um dado ativo-
objeto. O presente estudo utiliza os resultados de uma generalizacdo recente feita por
Camara (2003), que demonstrou como distribuicdes e preferéncias podem ser combinadas
de forma que se obtenham férmulas fechadas para precificacdo de opcdes. Particularmente,
assume-se gue os pregos do contrato futuro de dolar possuem distribuicdo lognormal com
assimetria negativa, hipétese que resulta em uma formula alternativa de precificacdo de
opcoes langadas sobre esse contrato. O modelo obtido foi matematicamente contrastado
com o modelo de Black, o que possibilitou que as implicagdes nos precos das opcoes,
resultantes da premissa de assimetria negativa, fossem evidenciadas. Os desempenhos dos
modelos foram comparados com base nos precos de mercado das opgoes. Os resultados
alcancados sugerem que , em geral, 0 modelo de Black apresenta desempenho melhor que
0 modelo aternativo na precificagdo de opgdes sobre futuro de dolar.

Palavras-chave: Opcdes, Precificacdo, Black-Scholes, Délar, Assimetria Negativa.
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ABSTRACT

The utilization of the Black-Scholes option pricing model is widespread, in both the
academe and the market. Additionally, the literature elated to its generalizations and
adaptations is vast. Of particular importance are works concerning new sufficient
conditions for existing risk-neutral option pricing equations. Under a new set of
propositions on distributions and preferences, Camara (2003) derived new analytical
solutions for the price of Europeanstyle contingent claims. The objective of the present
study was to adapt and test an option pricing model that was derived by Camara (2003).
Particularly, the tested model assumes that the underlying asset, in this case the US dollar
futures contract traded on the Brazilian Mercantile & Futures Exchange, follows a
negatively skew lognormal distribution. The performance of the aternative model was
compared to that of the Black model, the standard model used in the market to price such
options. More specifically, the performances of both models were measured against the
market prices of US dollar futures options. Also, considerations about the validity of the
negative skew lognormal hypothess were made and a mathematical analysis of the
differences in the prices generated by the two models was carried out. In the end, although
the aternative model produces, in some cases, prices that are closer to the market’s, the
evidences suggest that, in general, the Black model performs better than the alternative
one.

Keywords. Options, Pricing, Black-Scholes, US Dollar, Negative Skewness.
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1 CONSIDERACOES GERAIS SOBRE A PESQUISA

“[...] option pricing theory B relevant to almost every area of finance. For example,
virtually all corporate securities can be interpreted as portfolios of puts and calls on the
assets of the firm.”

(COX et al., 1979, p. 230)

11 I ntroducéo

Opcoes, em sua concepcdo mais simples, sdo instrumentos derivativos que garantem
o direito, mas ndo a obrigacdo, de comprar ou de vender um ativo em (ou até€) uma data
futura por um preco previamente estipulado. Um instrumento derivativo é aquele cujo
preco depende do pregco de um outro ativo, denominado ativo subjacente ou ativo-objeto.

Conceitualmente, as opcdes existem desde a Antiglidade. Aristételes as caracterizou
como um servico financeiro que abarca um principio de aplicacéo universal (BERNSTEIN,
1996, p. 307). Em uma passagem, relatou que Taes de Mileto, filésofo, cientista e
matematico grego que viveu no século VI antes de Cristo, depois de prever que haveria
uma grande safra de azeitonas no ano seguinte, utilizou opcdes para garantir o monopdlio
das prensas com as quais se fazia 6leo de oliva. Na verdade, Tales pagou um prémio (uma
peguena quantia) a todos os donos de prensas da regido pela preferéncia no arrendamento
das mesmas, por um preco previamente estipulado, na época da colheita das azeitonas.
Como a previsdo de grande safra de Tales se concretizou, ele exerceu sua 0pgao, ou s a,
arrendou todas as prensas, criando uma situacéo que obrigou os produtores de azeitonas a
procuré-lo; entdo, o sdbio filésofo alugou as prensas aos produtores, mas por um prego
bem mais alto que 0 pago aos seus donos originais, e enriqueceu na ocasido (DIMSON,;
MUSSAVIAN, 1999, p. 1.745).

Apesar da longa existéncia das opcgles, somente em 1973 € que os pesquisadores

Ficher Black e Myron S. Scholes desenvolveram um método consistente, conhecido como
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modelo de Black-Scholes, para sua precificacdo’, ou seja, para a formagdo do seu valor
justo. No mesmo ano, Robert C. Merton generalizou esse método em importantes direcoes.
Por ultimo, foi também em 1973 que as opcOes passaram a ser negociadas em bolsa de
valores, mais especificamente na Chicago Board Options Exchange (WILMOTT, 1998, p.
21). O desenvolvimento de um modelo de precificacdo e o inicio da negociacdo bursatil
impulsionaram o mercado de opcoes.

Numa escala mais ampla, a globalizacdo e o avanco tecnologico das Ultimas trés
décadas, a crescente desregulamentacdo dos anos setenta e oitenta no mercado norte-
americano e o colapso do acordo de Bretton Woods (fim do padrdo ouro) no inicio da
década de setenta contribuiram para a explosdo do mercado de derivativos. Vale lembrar
gue a desregulamentacdo dos anos setenta e oitenta ocorria a medida que o liberalismo
econdmico suplantava a ortodoxia keynesiana das décadas anteriores, mudanca ideologica
essa protagonizada por Milton Friedman da Universidade de Chicago (CHANCELLOR,
2000, p. 236-249).

Em suma, a partir dos anos setenta 0 mercado de opgbes vem apresentando
crescimento significativo e, com isso, tem se consolidado como uma alternativa de
investimento importante tanto aos hedgers agentes financeiros que buscam protecéo
contra oscilagdes futuras de precos, como aos especuladores, aqueles que buscam aferir
lucros com as oscilagfes de mercado.

L ancaram-se opcdes sobre 0s mais variados tipos de ativos, tais como agdes, moedas,

indices, commodities e futuros. Paralelamente, a negociacdo de opcles rapidamente

1 A palavra precificagdo ndo existe no vocabuldrio da lingua portuguesa. No entanto, na literatura de
financas, esse neologismo € amplamente utilizado com o sentido de formag&o de precos de ativosfinanceiros,
sentido que é empregado neste trabalho e que distingue precificagdo de aprecamento, que € o ato ou efeito de
atribuir preco aalgo.
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transcendeu fronteiras e se espalhou pelo globo. No Brasil, a Bolsa de Mercadorias e
Futuros (BM&F) e a Bolsa de Valores de Sdo Paulo (BOVESPA) oferecem uma ampla
gama de contratos padronizados de opcdo. Ademais, o mercado de bacdo, n&o
padronizado, também oferece aos agentes financeiros a possibilidade de negociar opgdes
mol dadas as suas necessidades especificas.

Atualmente, o modelo de Black-Scholes e suas generalizagbes sdo utilizados em
escala mundia para a determinacdo do preco justo de opgdes. Todavia, se por um lado
esses modelos sdo utilizados pela grande maioria do mercado para a precificagdo dos
diversos tipos de opc¢ao, por outro lado € importante que haja um questionamento constante
sobre o0 atendimento as premissas inerentes a tais modelos e se outros modelos de

precificacdo podem trazer melhores resultados em casos especificos e a um custo viavel.

1.2 Escolha do tema

Conforme Gahardo e Guimardes (2000), a escolha do tema € influenciada por
fatores tanto internos como externos. Dentre os fatores internos, os autores citam
afetividade (grau de interesse pessoal) em relacdo ao tema, tempo disponivel para a
realizagcéo do trabalho e o limite das capacidades do pesquisador em relagdo ao assunto
pretendido. Os fatores externos incluem a significagdo do tema escolhido, o limite de
tempo disponivel para a conclusdo do trabalho e as disponibilidades de materia de
consulta e de dados.

O tema do presente estudo € precificagcdo de opgdes, que atende aos fatores listados
acima, com destaque para: (&) sua significacdo, que € cada vez maior, tendo em vista a
crescente importancia dos instrumentos derivativos no Brasil e no mundo; (b) ha ampla

disponibilidade de material de consulta, principalmente na literatura norte-americana, e a
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obtencdo de dados histéricos para andlise € possivel, através tanto da BM&F como de
corretoras de valores; (c) o autor tem especia interesse por ele. Em termos de significancia
e disponibilidade de literatura sobre o tema, ressalta-se que o artigo seminal de Black e
Scholes ( The pricing of options and corporate liabilities ), publicado em 1973 e que traz o
afamado modelo de Black-Scholes, estd entre os estudos mais referenciados de todos os

tempos (ARNOLD et a., 2001, p. 19).

1.3 Situacao-problema e objetivo

O modelo de Black-Scholes de precificacdo de opcBes € utilizado quase que
indiscriminadamente no mercado financeiro. As premissas utilizadas por Black e Scholes
(1973), algumas das quais depois foram relaxadas por Brennan (1979), Merton (1973b) e
Rubinstein (1976), na maioria das vezes sd0 negligenciadas mesmo pelos mais assiduos
usuérios do modelo. Uma hipotese que ndo pode ser esguecida, pois € inerente ab modelo,
relaciona-se a distribuicdo de probabilidade dos pregos do ativo-objeto.

Black e Scholes (1973, p. 640), ao derivarem seu modelo original de precificacéo de
opcdes sobre acdes que ndo pagam dividendos, assumiram explicitamente que “[...] a
distribuicdo dos possiveis pregos da acdo ao final de qualquer intervalo finito é lognormal.”
Esclarece-se que assumir que a distribuicdo dos precos de um ativo financeiro possuli
distribuicdo lognormal ao fina de qualquer intervalo finito de tempo é 0 mesmo que
assumir que o logaritmo dos precos desse ativo possui distribuicdo normal ao final de
gualquer intervalo finito de tempo (LUENBERGER, 1998, p. 301).

Igualmente, as extensbes do modelo de Black-Scholes comumente utilizadas pelo
mercado, como 0 modelo de Black para a precificacdo de opcdes sobre futuros, ou a

adaptacdo de Merton ao caso de opgdes sobre agdes que pagam dividendos constantes, ou



5
ainda o modelo de GarmartKohlhagen para opcfes sobre moedas, mantém a hipotese de
lognormalidade da distribuic¢&o de pregos do ativo-objeto (HULL, 1997, p. 263, 270 e 277).

Em resumo, sempre que se utiliza o modelo de Black-Scholes ou aguma das
extensdes mencionadas acima (doravante referidos como modelos padrdo),
automati camente se assume que 0 prego do ativo-objeto segue uma distribuicdo lognormal.
E claro que, no mundo rea, os precos dos ativos ndo seguem perfeitamente uma
distribuicdo lognormal. Entretanto, quanto mais proxima da distribuicdo lognormal for a
distribuicéo real dos precos de um dado ativo, melhores seréo os resultados alcancados
pela utilizacdo do modelo padréo apropriado (Black-Scholes original para precificagdo de
opcoes sobre agbes que ndo pagam dividendos, modelo de Black para precificacéo de
opcoes sobre futuros etc.) na precificacao de opcdes lancadas sobre esse ativo.

Imbuidos desse conhecimento, muitos pesquisadores testaram os modelos padréo,
notadamente o de Black-Scholes, comparando os precos cal culados segundo esses modelos
com os precos de mercado. Em linhas gerais, os resultados sugerem que os modelos padréo
apresentam vieses sistematicos. Com o intuito de minimizé los, estudiosos conceberam
e/ou testaram modelos com hipdteses alternativas sobre a distribuicéo de pregos do ativo-
objeto. Nesses estudos, em geral, as evidéncias encontradas indicam que os vieses podem
ser reduzidos a0 custo de aumento da complexidade de estimacéo de parametros e do
tempo computacional. Contudo, muitos resultados ndo apresentaram robustez num cenario
mais realista, como quando sdo considerados na andlise 0s custos transacionais e as
diferencas entre os precos de compra e venda de mercado. Os resultados acima
mencionados sdo descritos no item 4.2. Dessa forma, por ndo haver dados conclusivos
sobre 0 tema, 0 exame caso a caso se faz necessério, principamente quando um modelo
alternativo captura alguma nova informacéo sobre a distribuicéo de precos do aivo-objeto

gue 0 modelo padréo ignora.
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Recentemente, Camara (2003), sob um conjunto de hip6teses sobre preferéncias de
agentes econdmicos e distribuicdes de probabilidade de pregos, demonstra como é possivel
obter novas formulas para precificagdo de opgdes assumindo distribuigdes de probabilidade
aternativas para os precos do ativo-objeto, conforme descrito no item 3.3. Para
exemplificar os resultados que podem advir de sua formulagéo, o autor deriva duas novas
formulas de precificacdo de opcdes, uma das quais pareceu ser aplicavel na precificacdo de
opcoes sobre futuro de dolar num cen&rio como 0 observado especialmente no fim de
2004, intuicdo cujo raciocinio detalhado se encontra no item 5.2. Sendo assim, a pergunta
gue se quer responder € neste cendrio especifico, qual € o desempenho desse modelo
aternativo (doravante referido como modelo de Camara) em relacdo ao modelo de Black
(utilizado pelo mercado) na precificacdo de opcgdes lancadas sobre futuro de délar? A
situacdo-problema é implementar e testar, no mercado brasileiro, 0 modelo de Cémara,
comparando seu desempenho com o do modelo de Black.

Portanto, o objetivo principal do presente estudo é o de averiguar se um modelo
aternativo e relativamente novo de precificagdo de opgdes traz ganhos significativos em
relacdo ao modelo de precificagdo comumente utilizado. A premissa central utilizada na
formulacdo do modelo alternativo € que os precos do ativo-objeto, em qualquer intervalo
finito, possuem distribuicéo de probabilidade distinta daquela utilizada na formulagéo dos

model os padréo.



14 Pergunta e hipoteses

Consoante Lakatos e Marconi (2004, p. 78, 132, 146 e 162-166), o conhecimento
cientifico deve estar fundamentado em hipéteses verificavels, que servem de guia a
investigagdo. Caso contrério, ndo se faz ciéncia, pois ciéncia é essencialmente corrigivel.
Ademais, a hipétese cientifica deve abranger conceitos comunicavels, expressar fatos reais,
ser logicamente consistente e especifica, apresentar poder preditivo e/ou explicativo e estar
em conformidade com o contetido atual da ciéncia. Com base nesse raciocinio, elaboraram
Se a pergunta e as hipoteses da pesquisa, listadas abaixo:

Perguntae no periodo analisado, 0 modelo aternativo de precificagdo produz
resultados melhores que o modelo de Black (modelo padr&o) na precificagcdo de opgbes
sobre futuro de dolar?

( Ho (hi potese nula): no periodo analisado, 0 modelo aternativo ndo produz resultados

melhores que o0 modelo padréo na precificacéo de opgdes sobre futuro de ddlar;

A —

Hi (hipétese dternativa): no periodo analisado, o0 modelo alternativo produz

resultados melhores que o modelo padréo na precificagdo de opgbes sobre futuro de

_ dolar.

15 Originalidade e contribuicoes

Severino (2002, p. 151-152 e 191) aclara que apesar de ndo se esperar de uma
dissertacéo de mestrado o mesmo nivel de originalidade que o de uma tese de doutorado, a
primeira deve ter uma proposi¢ao clara e um tema unico e delimitado, além de servir-se de
um raciocinio rigoroso. O autor afirma que “O raciocinio consiste em obter um novo

conhecimento a partir de um antigo.”
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Severino (2002, p. 148) ainda ressata que “[..] origindidade ndo quer dizer
novidade. A originalidade diz respeito a volta as origens, explicitando assim um
esclarecimento original ao assunto [...]". A presente pesguisa busca apresentar 0 assunto
em sua esséncia, resgatando suas origens e analisando sua evolucéo.

Lakatos e Marconi (2004, p. 132 e 172) expdem que um trabalho € original quando
se apresenta provocante ao pensamento. Nesse sentido, a pesquisa € original porgue 0s
resultados dos testes de um novo modelo de precificacdo podem surpreender e, assm, tém
o potencial de provocar novas indagagdes quanto a utilizacdo dos modelos de precificacdo
existentes versus a utilizagdo de modelos de precificagdo alternativos. Além disto, os
autores explicam que a caracteristica de originalidade esta relacionada ao fato de a hipétese
de pesguisa ndo ser muito semelhante as ja existentes, pois isso pode tornar a pesquisa
indtil. Sob esse aspecto, a pesquisa € original porgue testa um modelo de precificacdo de
opcoes formulado a partir de uma hipétese aternativa sobre a distribui¢cdo dos precos do
ativo-objeto, hipétese essa que ndo € semelhante a utilizada nos modelos padrédo, como
descrito no capitulo 4.

Com base no exposto, as principais contribui¢coes deste estudo sdo:

a mehorar o entendimento sobre o desempenho de um modelo aternativo de
precificagdo de opgdes aplicado a um caso particular no mercado brasileiro. Este
estudo poderd ser utilizado como referéncia a testes futuros de model os alternativos
de precificagao;

b) facilitar o entendimento da metodologia de precificacdo de opgbes, resgatando o
estado da arte da precificacdo de um instrumento derivativo e as hipoteses implicitas
e hecessarias presentes nos model os de precificacao;

Cc) por ultimo, aclarar como pode ser efetuada a reconciliacdo de um modelo de

equilibrio geral (equilibrio de todos os pregos), utilizado por Camara (2003), com um
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modelo de equilibrio parcial (equilibrio de alguns pregos), utilizado por Black e
Scholes (1973). No Brasil, ndo foi encontrada nenhuma pesquisa que ilustra essa

reconciliagéo.

1.6 Justificativa

O tema precificacdo de opgdes € importante pelo destaque que as opcdes vém
ganhando nas Ultimas décadas. Para que sua utilizacdo no mercado financeiro sgja ampla, a
existéncia de um modelo de precificacdo de opcdes consistente é imprescindivel; caso
contrario, ndo se estabelece a confianca necesséria para que os agentes financeiros
participem de sua negociagd. Num sentido mais abrangente, por um lado, as opgbes
contribuem para o aumento da eficiéncia do mercado de capitais, pois expandem o leque
de aternativas disponiveis de investimento e de captacdo de recursos. Num mercado de
capitais eficiente, o processo de intermediacdo de recursos entre tomadores e doadores é
mais transparente e, em Ultima insténcia, menos custoso. Por outro lado, as opgdes podem
ser utilizadas como mecanismo de reducéo e diversificacdo de riscos, que sdo inerentes as
operagoes financeiras. Segundo Dimson e Mussavian (1999, p. 1.748), numa economiaem
gue os individuos podem se assegurar contra perdas, h& maior probabilidade dos mesmos
estarem dispostos a correr riscos.

Segundo Scholes (1997, p. 127 e 129), a metodologia de precificacdo de opcdes
iniciada por Black e Scholes (1973) e Merton (1973b) impulsionou 0 desenvolvimento de
trés industrias ao redor do mundo: a industria bursétil de derivativos, a industria de balcéo
de produtos sintéticos (ativos que sdo artificialmente criados pela combinagdo de outros

ativos) e a indlstria académica de pesquisa em derivativos. Essas trés industrias
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apresentaram crescimento explosivo nos anos que seguiram a publicacdo do modelo de
Black-Scholes, crescimento que néo foi previsto nem mesmo por Scholes em 1973.

Além disso, segundo o autor, a metodologia de precificacdo de opgles é utilizada
para produzir novos ativos que embutem opcdes a um custo menor do que agquele que seria
possivel se ndo houvesse a metodologia. Cumpre salientar que a introducdo desses novos
ativos no mercado cria novos padrbes de retornos, efeito que expande a fronteira do
conjunto disponivel de investimentos.

Complementando Scholes (1997), Jarrow (1999, p. 229 e 240-242) acrescenta que a
metodologia empregada no modelo de Black-Scholes proveu a base para avaliacOes
econdmicas em muitas &reas em financas e em economia. Cita, por exemplo, que a
metodologia pode ser empregada na avaliacdo da divida de uma firma. Particularmente,
Black e Scholes (1973) perceberam que o vaor das agOes, empréstimos e outros
instrumentos de divida de uma firma dependem do vaor tota da firma, de forma
semelhante a que uma opc¢do de compra depende do valor do ativo-objeto sobre o qual foi
lancada. Uma opcdo de compra da ao seu detentor o direito de comprar o ativo-objeto por
um prego especifico na (ou até @) data de vencimento. Os anos mostraram que o modelo de
Black-Scholes forneceu a base de uma teoria unificada de avaliagéo das obrigactes de uma
firma.

Ha também inimeros exemplos de aplicacdo da metodologia de precificacdo de
opcoes de venda na economia. Uma opc¢ado de venda da ao seu detentor o direito de vender
0 ativo-objeto por um prego especifico na (ou até a) data de vencimento. Merton (1998, p.
336-340) cita, por exemplo, que quando uma opcdo de venda é comprada juntamente com
0 ativo-objeto, seu detentor se assegura contra perdas econdmicas advindas de declinio do

preco do ativo-objeto abaixo de certo valor. O prazo desse seguro equivale ao prazo da
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opcdo. Dessa forma, a metodologia de precificacdo de opcdes pode ser utilizada na
precificacéo de contratos de seguro.

O autor também cita que o Federal Reserve, o banco central estadunidense, utiliza a
volatilidade implicita em opcdes langadas sobre titulos de seu governo, obtida a partir do
modelo de Black-Scholes, como um dos indicadores da incerteza dos investidores sobre o
rumo futuro das taxas de juros. Wilmott (1998, p. 31) explica que a volatilidade mede a
incerteza ou a aleatoriedade contida no preco de um ativo. Conforme sera explicitado nas
equacdes dos capitulos 3 e 4, o valor da opcdo depende da volatilidade do ativo-objeto. A
volatilidade implicita é a volatilidade do ativo-objeto que deve ser utilizada no modelo de
Black-Scholes para que o preco fornecido pelo modelo iguale o preco de mercado da
opcao.

Além disso, 0 modelo de Black-Scholes estimulou o desenvolvimento do arcabouco
matemético necessario a precificacdo de instrumentos derivativos em geral. Conforme
Jarrow (1999, p. 237), o raciocinio utilizado por Black e Scholes (1973) na derivacéo de
seu modelo € correto, mas os detalhes mateméticos desse raciocinio, como a formalizacéo
dos conceitos de néo-arbitragem e de mercado completo, comentados no item 2.3, foram
demonstrados por Harrison e Kreps (1979), ou sgja, seis anos apos a publicacdo do modelo
de Black-Scholes.

Finalmente, muitas aplicacbes da metodologia de precificacdo de opcdes néo
envolvem instrumentos financeiros, sdo as chamadas opcbes reais, Uutilizadas
principalmente pelas areas de investimentos e de avaliacdo de projetos de empresas. O
fator comum para 0 uso da metodologia de precificacdo de opgdes nesses casos € que 0
futuro é incerto e, num ambiente incerto, a possibilidade de decidir s6 depois que parte da

incerteza € resolvida tem um valor. Aplicagbes comuns da metodologia de opcdes na
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avaliacdo de projetos sdo: opcdo de iniciar ou expandir, opcdo de abandonar ou contrair,
opcao de parar, reduzir ou acelerar o ritmo de desenvolvimento.

Dessa forma, por um lado, o estudo de opgdes impulsionou o surgimento de teorias
mais gerais de precificacdo de ativos e contribuiu bastante para o estado da arte atual desse
campo de conhecimento. Por outro lado, a utilizacdo de opgdes tem colaborado para o
desenvolvimento do mercado financeiro pois, aém de prestarem a protecdo e a
especulacdo, também possibilitam a obtencdo de novos padrbes de retorno e a
disseminacdo de informagdes Uteis, como a volatilidade implicita de ativos (SIQUEIRA,
1999, p. 9).

Em sintese, o tema precificagdo de opcles é importante porque prové metodologia
consistente para aformagado do preco justo de opcdes. Como diversos ativos, negécios e até
decisbes podem ser vistos como opgoes, ou até mesmo ter opgdes embutidas, modelos de
precificacdo de opgbes que produzam bons resultados tém o potencial de impactar
beneficamente uma economia de diversas maneiras. Portanto, dada avasta aplicabilidade
das opgdes no mundo atual, modelos alternativos de precificacdo de opgdes devem ser
constantemente formulados, analisados e testados, raciocinio esse que justifica a presente
pesquisa.

Igualmente, pode-se justificar o presente estudo por ndo se conhecerem no Brasi
pesquisas empiricas sobre 0 modelo de precificacéo analisado e testado nesta dissertacéo.
Ademais, ndo se tem noticia de nenhuma pesquisa, no Brasil ou fora, que tenha adaptado e
testado 0 modelo-foco deste trabalho em opcbes sobre futuro de ddlar. Sobretudo, se ha
disponivel alguma informagdo sobre as caracteristicas da distribuicéo do ativo-objeto que
pode ser incorporada na precificacéo (assimetria ou curtose da distribuicdo, por exemplo),

€ importante que informacdo sgja considerada e o modelo dai resultante testado.
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Por fim, o modelo de precificacdo testado neste trabalho é formulado a partir de
hipdteses sobre as preferéncias a risco dos investidores, como ilustrado nos itens 4.1 e 4.2.
E importante ressaltar que € crescente na literatura o interesse na relacio existente entre
precos de mercado de opcdes e preferéncias a risco (grau de aversdo a risco).
Recentemente, Ait-Sahalia e Lo (2000), Chabi-Yo et a. (2005) e Giamouridis (2005)
utilizaram precos de mercado de opgbes para estimar a aversdo a risco implicita dos
investidores. Por um lado, esse tipo de procedimento é bastante Gtil na verificacdo de se a
aversdo a risco derivada de pregos reais € consistente com a prescrita pela teoria
econémica. Por outro lado, a aversdo a risco implicita pode ser utilizada para precificar
ativos iliquidos, cujos precos ndo sdo facilmente observados no mercado, artificio que

garante consisténcia, nesse quesito, dos pregos assim determinados com os precos dos

ativos liquidos.

1.7 M etodologia

A presente dissertacdo € primordialmente um estudo de caso. Silva e Menezes (2001,
p. 22) aclaram que metodologia caracteriza-se pelo estudo profundo de um ou poucos
objetos, permitindo seu amplo e detalhado conhecimento.

Especificamente, descreve-se e testa-se um modelo aternativo de precificacdo de
opcles. Os testes sdo feitos em opgdes sobre futuro de ddlar, comparando-se o
desempenho do modelo alternativo com o do model o padréo.

A metodologia utilizada nesta pesquisa é pormenorizada no capitulo 5.
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18 Delimitacao

Citam-se duas principais delimitagOes desta pesquisa. A primeirarefere-se ao fato de
gue ndo se examina a plausibilidade das hipdteses econdbmicas inerentes ao modelo de
precificacdo testado. Por exemplo, ndo se fazem testes de equilibrio de precos, eficiéncia
de mercado ou auséncia de arbitragem. Ademais, ndo se investigam nem se estimam as
preferéncias a risco dos investidores; tampouco se verifica a existéncia de um agente
econdmico representativo. Por dltimo, ndo se estima a distribuicdo (de probabilidade) da
riqueza agregada da economia nem sua correlagdo com distribuicdes de ativos existentes.
Cada uma dessas consideracdes poderia resultar, por si s6, numa dissertacdo inteira. Dentro
desse escopo delimitado, portanto, 0 modelo aternativo de precificacéo € apresentado em
detalhe. Especificamente, 0 estudo concentra-se: (i) na analise da hipotese que é feita sobre
a distribuicéo de pregos do ativo-objeto; (ii) no desempenho do modelo alternativo de
precificacdo de opgdes, analisado comparativamente ao do modelo padréo.

Como segunda delimitacdo, nota-se que o modelo alternativo é testado somente em
opcoes sobre futuro de délar. Ele ndo € avaliado em opcbes lancadas sobre outros ativos
porgue, para cada classe de ativo-objeto (agOes, futuros etc.), uma nova adaptacéo se faz

necessaria, 0 que aumentaria muito o escopo do presente trabal ho.

1.9 Descricdo dos capitulos

No capitulo 2, é apresentada a fundamentacéo tedrica da teoria de precificacdo de
ativos. Sdo discutidos os papéis da teoria de utilidade e da auséncia de arbitragem na
precificacdo de ativos. Por fim, sdo introduzidos os conceitos de opgdes e opcbes sobre

futuros. No capitulo 3, detalha-se a abordagem de precificacdo de derivativos desenvolvida
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por Camara (2003). No capitulo 4, deduzem se os model os de precificacdo de Black e de
Camara. Estudos empiricos do modelo de Black-Scholes sdo sintetizados e os vieses
conhecidos do modelo de Black-Scholes sdo discutidos. No capitulo 5, descrevemse a
metodologia da pesquisa, o raciocinio utilizado para a escolha das opcdes sobre futuro de
ddlar e os testes realizados. No capitulo 6, sintetizam-se os resultados encontrados e, no
capitulo 7, tecem-se as consideracOes finais.

Os apéndices no fina da obra sGo elementos de apoio importantes a pesquisa
realizada, e constituem fonte de referéncia imediata sobre os assuntos tratados. No
apéndice A, examina-se a distribuicdo lognormal. No apéndice B, sdo apresentadas
algumas consequéncias das demonstragdes feitas no apéndice A para as relagbes de
conversao entre taxas de juros continuas e discretas. No apéndice C, é feita a conexdo entre
os resultados apresentados nos dois apéndices anteriores e a premissa de que o prego de um
ativo segue um movimento browniano geométrico. No apéndice D, resumemse 0s
principais conceitos de uma distribuicdo normal conjunta, necessarios ao entendimento da
metodologia de precificacdo estudada. No apéndice E, € fornecido o cédigo do programa
(escrito em Visual Basic) implementado para os célculos dos pregos, segundo 0 modelo de
Camara.

Por fim, o anexo A traz o contrato padréo de futuro de délar da BM&F e o anexo B,

0 contrato de op¢éo sobre futuro de délar daBM&F.






2 FUNDAMENTACAO TEORICA

“We wish to find the mathematically complete principles which define ‘rational behavior’
for the participantsin a social economy, and derive from them the general characteristics
of that behavior.”

(MORGENSTERN; VON NEUMANN, 1947 apud COPELAND; WESTON, 1988, p. 77)

21 Evolucéo da Teoria de Financgas. necessidade de melhor precificagdo

Segundo Merton (1998, p. 323), “a esfera especia que Finangas ocupa na Economia
refere-se ao estudo da alocagéo e do desembolso de recursos econdémicos, no espago e no
tempo, num ambiente de incerteza.” Conforme Dimson e Mussavian (1999, p. 1.745),
“Financas € o ramo da economia gue foca nos mercados de capitais.”

Nos ultimos sessenta anos, a Teoria de Financas sofreu profunda revolucéo
conceitual e metodolégica. Os financistas testemunharam a generalizacdo e a utilizacgo de
conceitos abstratos, como 0 movimento browniano geométrico, originado na Fisica no
inicio do século XX, em seu dia-a-dia. Por um lado, a evolugdo da informética possibilitou
gue caculos complexos pudessem ser realizados tanto em ambientes académicos como
fora deles. De fato, andlises de dados historicos, modelos preditivos, agregacdo e
desagregacdo multifatorial e ssimulagdes, que demandavam tempo e recursos proibitivos
Nnos anos cinquienta, passaram a ser efetuados, muitas vezes, em segundos.

Por outro lado, a expanséo das fronteiras, o maior fluxo comercial e de investimentos
entre paises, a consolidacéo da globalizacdo e a crescente regulamentacéo dos mercados
pelos bancos centrais de todo 0 mundo (Acordos da Basiléia |, em 1988 e Il, em 2004)
impuseram a necessidade de aprimoramerto de controles internos e aumento do leque de
produtos financeiros disponiveis. Nesse cenario, houve crescente sofisticagdo na utilizacdo

de instrumentos derivativos pelos mais variados tipos de agentes econdmicos, que
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buscavam ora protegdo contra a maior volatilidade dos mercados, ora alavancagem extra
para se aproveitarem da mesma.

Paralelamente, a avaliacdo mais precisa das oportunidades de investimento se tornou
prioritaria. A precificacdo de ativos complexos, por vezes iliquidos ou ainda néo
negociados, ganhou espaco na academia e nas tesourarias de bancos e empresas.
Metodologias de marcacdo a mercado, estimagao de volatilidade, risco de mercado, risco
de liquidez, risco de crédito, risco legal, entre outros, sdo, ainda hoje, foco de muita
pesquisa académica. Padrdes contdbeis de mensuragdo tiveram que ser repensados e
revistos. Escandalos financeiros, como os do Barings em 1995 e da Enron em 2001,
surpreenderam 0 mundo com sua grandiosidade e seu distanciamento de padrdes éticos
minimos e culminaram na necessidade de maior controle, governanca corporativa,
transparéncia e disclosure por parte de empresas ao redor do globo.

Particularmente nos anos noventa, finangas, economia, psicologia e estatistica
parecem ter trabalhado juntas para modelar o comportamento dos mercados e de seus
agentes. A Teoria de Financas ganhou corpo, acompanhando os desenvolvimentos da
ciéncia de investimento e da teoria de decisdo em condi¢des de incerteza.

A partir da década de cingiienta, muitos pesquisadores se voltaram ao entendimento
dos temas acima mencionados. Alguns deles acancaram maior destaque e foram
agraciados com 0 mais ato reconhecimento académico existente na area: 0 Prémio Nobel
de Economia. Entre outros, foram os casos de Paul Samuelson — 1970, James Tobin —
1981, Franco Modigliani — 1985, Harry M. Markowitz, Merton H. Miller e William F.
Sharpe — 1990, Robert C. Merton e Myron S. Scholes — 1997, Daniel Kahneman — 2002, e
Robert Engle — 2003. Todos fizeram contribuigdes fundamentais ao aprimoramento e

desenvolvi mento da Teoria de Financas.
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Copeland e Weston (1988, p. Ill), ao comentarem sobre a evolucéo da Teoria de
Financas, explicam que, a partir de 1958, um ramo da microeconomia aplicada
desenvolveuse e especializou-se em 0 que atualmente se conhece por Modernas Finangas.
Naguela época, Markowitz e Tobin trabalhavam na teoria de selecdo de carteiras e
Modigliani e Miller na estrutura de capital e avaliacdo de empresas. Haugen (1999, p. 3-
5) subdivide a evolugdo da Teoria de Financas em trés fases, como ilustrado na Figura 1.
As Antigas Finangas se estenderam do inicio do século XX até meados dos anos sessenta.
Em seus Ultimos anos, conviveram com as Modernas Finangas, cujo inicio se deu com o
trabalho de Harry Markowitz intitulado Portfolio selection. A Ultima e atual fase, que o

autor chama de Novas Finangas, teve inicio nos anos noventa.
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Figura 1— A evolucdo da Teoria de Financas
Fonte: Haugen (19993, p. 5).

Primeiramente com enfoque na descricdo do ambiente econbémico e na andise
individual de titulos, pouco a pouco a Teoria de Finangas adotou enfoque mais abrangente
e especializado, utilizando inclusive conhecimentos de outras areas, como a psicologia

As Modernas Financas fundamentamse em trés hiplteses basicas. mercados
eficientes, investidores exploram potenciais oportunidades de arbitragem e investidores
racionais. Com base nos desenvolvimentos que ocorreram na Teoria de Finangas ao longo
das Ultimas cinco décadas, pode-se dizer que a Teoria de Finangas é uma ciéncia positiva.

Dimson e Mussavian (1999, p. 1.746) corroboram essa assertiva, ao defenderem que “o
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crescimento dos mercados derivativos sO ocorreu porque houve progresso paralelo na
Academia quanto ao desenvolvimento de modelos préticos de precificacdo de ativos.”

Este trabalho enfoca a teoria de precificacéo de opcles, desenvolvida na década de
setenta e, portanto, no ambito das Modernas Financas. Nessa época, houve um grande
empenho académico e prético no desenvolvimento de modelos de precificacdo de ativos.

As principais caracteristicas de cada uma das fases mencionadas acima estéo

resumidas na Tabela 1. Pode-se perceber que a Teoria de Finangas foi gradativamente

mudando seus paradigmas, com o passar do tempo.

Tabela 1- Teoria de Financgas. principais fases e caracteristicas

aracteristicas . .
Temas Paradigmas Autores Fundamentacéo
Fases
Andlise detitulos
i Graham e Dodd
o Andise de baancos e | yqiligrios Contabilidade e
Antigas Financas da natureza de titulos — - -
financeiros Usos e direitos relativos a . Direito
. . . Dewing
titulos financeiros
Otimizacdo Markowitz
_ Avaliagho baseadano ||rdevancia Modigliani e Miller | Financas
M oder nas Finangas comportamento ol — - N
econdmico raciona Capital asset pricing Sharpe, Lintner e economicas
model Mossin
H! ppteﬂe de mercado Fama
eficiente
Modelos fatoriais indutivos
Haugen
ad hoc: retorno Edtatistica,
Novas Financas Mercados ineficientes |Model o§ f_atorl aisindutivos Chen, Roll e Ross Ec_onom_etria e
ad hoc: risco Psicologia
Modelos comportamentais |Kahneman e Tversky

Fonte: adaptada de Haugen (19994, p. 3-5).
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2.2 M oder nas Financas. foco na precificacéo

Conforme Copeland e Weston (1988, p. V), existem seis teorias seminas e
internamente consistentes que formam a base das Modernas Financas, a saber:
a) teoriadautilidade (theory of choice);

b) teoria estado-preferéncia (state-preference theory);

c) teoriadamédia-varianciae do capital asset pricing model (CAPM);
d) arbitrage pricing theory (APT);

€) teoriade precificacdo de opcoes;

f)  teoremasde Modigliani e Miller.

Os autores colocam que essas teorias buscam identificar como os individuos e a
sociedade alocam recursos escassos atraves de um sistema de precos baseado na avaliacéo
de ativos com risco. A teoria da utilidade estabel ece a base de como um investidor racional
decide sob incerteza. Isto € busca descobrir como as pessoas fazem escolhas. As
aternativas de investimento sdo descritas pelas teorias b a € cada qua representa o
comportamento dos ativos sob um prisma diferente. Quando o método de escolha (teoria a)
e as aternativas de investimento (teorias b a €) sGo combinados, pode-se determinar como
0s ativos de risco sdo avaliados, conhecimento que permite aos investidores tomar a
decisdo 6tima de investimento, isto €, aguela que maximiza seu bem-estar no periodo em
questdn. Quando bem estabelecidos, os precos constituem bom indicador de como os
recursos estédo alocados na economia. Por sua vez, os teoremas de Modigliani e Miller
(teoria f) investigam se a forma de financiamento de uma empresa altera seu valor e,
portanto, se deve ser cuidadosamente estudada e planejada por seus administradores,
encarregados de definir a estrutura de capital (proporcdo de capital proprio e capital de

terceiros) e a politica de dividendos. No caso mais simples, pressupondo auséncia de
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arbitragem, Modigliani e Miller (1958) demonstraram que o valor da firma independe da
estrutura de capital escolhida. Os autores foram os primeiros a utilizar a hipotese de néo-
arbitragem como base de uma formulagdo tedrica em financas corporativas (DIMSON;
MUSSAVIAN, 1999, p. 1.764).

Tendo em vista a importancia conceitual das teorias estado-preferéncia, média-
variancia e CAPM no desenvolvimento da teoria de precificacdo de opcdes, a seguir
descrevem-se 0s principais legados dessas teorias.

Conforme Copeland e Weston (1988, p. 109-128), a teoria estado-preferéncia,
iniciada por K. Arrow e G. Debreu na década de cinguienta, volta-se a formac&o da carteira
Gtima de investimento numa economia de ativos com risco. Como o préprio nome diz, a
escolha 6tima de investimento € balizada por critérios de preferéncia dos investidores e
pelos retornos dos ativos, contingentes aos possivels estados da natureza que, por sua vez,
sdo probabilisticamente definidos. Essa teoria introduziu a célebre idéia de que, em
condicBes de equilibrio ra economia (auséncia de arbitragem ou possibilidade de ganho
certo), é possivel determinar o preco de titulos puros?, definidos hipoteticamente como
titulos que apresentam retorno unitério em um, e somente um, dos possiveis estados da
natureza e zero nos cemais estados. Primeiramente numa versdo discreta, essa idéia foi
depois generalizada para versdo continua, resultando no que é atualmente conhecido como
densidade de preco de estado (state-price density), que permite a determinacéo do preco
atual de uma wnidade monetéria paga em cada estado de um conjunto continuo de estados
da natureza.

Ailt-Sahaliae Lo (1998, p. 499-500) explicam que uma condicéo suficiente para obter

0s pregos dos titulos puros é a de auséncia de arbitragem no mercado. Além disso, pela

2 Também conhecidos como titul os elementares de estado ou titulos Arrow-Debreu.
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combinacdo linear dos titulos puros, podem-se obter quaisquer padrdes de retornos. Na
verdade, os titulos puros fazem o papel de uma base vetorial ortonormal no espaco
definido pelos retornos dos ativos. Nessa linha, o processo de determinacdo do prego de
um ativo € congtituido dos seguintes passos. primeiramente, identifica-se o padrdo de
retorno do ativo, ou sgja, seu retorno em cada um dos possiveis estados da natureza; em
seguida, determina-se a combinacdo linear de titulos puros que replica esse padréo; por
fim, para que n&o hagja arbitragem, o preco do ativo deve ser igual a soma dos precos dos
titulos puros linearmente combinados no passo anterior. Esse dltimo resultado é enunciado
pela lei do preco unico (RUBINSTEIN, 1976, p. 408-409): uma condicdo basica para o
equilibrio nos mercados financeiros € a de que dois ativos que apresentam o mesmo padréo
de retorno devem apresentar 0 mesmo preco. Em sintese, a existéncia de titulos puros
numa economia permite a decomposicéo légica de qualquer titulo financeiro em um
conjunto de titulos puros; ademais, a teoria estado-preferéncia proveu uma base solida para
o desenvolvimento de modelos de alocacédo 6tima de recursos e de precificagdo de ativos,
contribuindo inclusive para o atual estado da arte da precificagdo de opcbes, como
resumido no item 4.1.

Por sua vez, ateoria da média-variancia foi formulada por Markowitz (1952) e trata
de como um investidor, guiado por critérios de média e variancia esperadas, pode
determinar a carteira 6tima de investimento. Elton e Gruber (1997, p. 1.744) adicionam
gue um importante fato advindo das idéias de Markowitz é que os ativos ndo devem ser
escolhidos apenas por suas caracteristicas Unicas, devendo os investidores considerarem
Seu co-movimento (covariancia) com todos os outros ativos. Dessa maneira, pode-se
formar uma carteira com 0 mesmo retorno esperado e menor risco que uma carteira
formada sem se considerarem as covariancias entre os ativos. Na prética, para reduzir o

risco da carteira, um investidor deve escolher ativos com baixa covariancia entre si.
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Portanto, Markowitz (1952) mostrou como o risco e o retorno dos ativos se relacionam
numa carteira de investimento. Tobin (1958) introduziu na andlise de Markowitz o ativo
livre de risco (que chama de ativo-caixa ou ativo liquido). Nesse novo cenario, demonstrou
gue a andlise de um investidor ao escolher sua carteira deve se basear somente na
proporgao entre ativos-caixa e ativos ndo-caixa, em que 0s ativos ndo-caixa representam a
carteira de mercado (ativos de risco). No plano média-variancia, a carteira de mercado
deve ser determinada pelo ponto de tangéncia de umareta tracada a partir do ativo livre de
risco com a fronteira da regi&o definida pelos ativos de risco, chamada fronteira eficiente.
A carteira de mercado € livre de preferéncia, ou sgja, € a mesma para todos os investidores;
a propor¢cdo de cada ativo de risco € fixa e independente das preferéncias individuais
(hip6tese conhecida como Teorema da Separacéo). Segundo Dimson e Mussavian (1999,

p. 1.749), com formulagdo, Tobin conseguiu dividir o problema de selecdo de

carteiras em dois estagios de diferentes nivels de agregacéo, primeiramente entre e depois
dentro de categorias de ativos, abordagembase para identificacdo da carteira eficiente.

Depois do entendimento da relagéo entre risco e retorno, o surgimento de uma teoria geral

de precificacdo, mais tarde nomeada CAPM, ndo tardou.

O CAPM foi formulado por Sharpe (1964) e € o modelo analitico resultante de uma
teoria de equilibrio de pregos de ativos em condigdes de risco. Primordialmente, o autor
deriva o preco do risco de mercado, estabelecendo sua relagdo com o retorno esperado dos
ativos existentes para que o mercado esteja em equilibrio. Especificamente, o modelo
implica que s6 o risco sistematico (ndo diversificavel) deve ser recompensado e que a
relacdo entre risco sistemético e retorno € linear. Assim, quanto maior o risco sistematico
de um ativo, maior deve ser seu retorno esperado. Tamanha é a importancia do modelo
gue, ao longo dos anos, muitos estudiosos buscaram atestar sua validade (BLACK, 1993;

CHAN; LAKONISHOK, 1993; FAMA; FRENCH, 1992; FAMA; MACBETH, 1973). Os
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resultados alcancados séo controversos. Pesguisadores também se dedicaram a generalizar
0 modelo para situagbes mais redistas, como foi o caso de Black (1972), que desenvolveu
um modelo conhecido como CAPM beta- zero, pelo qual demonstrou teoricamente que as
implicactes do CAPM devem valer mesmo em situacBes em que o ativo livre de risco ndo
existee. O CAPM é muito bem descrito por Copeland e Weston (1988, p. 193-212),
Luenberger (1998, p. 173-192) e Sharpe (1964).

Por ultimo, pesquisadores elaboraram extensdes do modelo para tempo continuo,
como Merton (1973a), que desenvolveu um modelo conhecido como CAPM intertemporal
(ICAPM). O autor estava em busca de uma formulacdo gque fosse ab mesmo tempo mais
realista e matematicamente mais tratével que sua contraparte discreta. Conforme Dimson e
Mussavian (1999, p. 1.756), Merton (1973a) produziu o primeiro modelo de escolha da
carteira 6tima de investimento por um investidor raciona num horizonte multiperiodo.
Uma das implicagdes do ICAPM é que o CAPM tradicional (e estético) sO vale sob
hipéteses adicionais muito especiais, portanto, normalmente ndo vale num arcabouco
dindmico. Em particular, Merton (1973a) demonstrou que a satisfacdo de um agente em
um dado instante ndo é funcdo apenas de sua riqueza, mas também do estado gera da
economia. Para um mesmo nivel de riqueza, a satisfacdo individual sera maior se a
economia geral estiver indo bem do que ® estiver indo mal. Conclui que a demanda
agregada por um ativo de risco depende ndo s6 do componente de média-variancia, mas
também do componente de hedging contra choques adversos que impactam o conjunto de
oportunidades de investimento.

Resumidamente, a teoria da média-variancia e o CAPM mantiveram sua importancia
e relevancia ao longo dos anos, compondo um dos principals pilares da ciéncia atual de

i nvestimento.
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Foi num contexto de popularidade do CAPM que a teoria de precificagéo de opcdes
foi desenvolvida. Essa teoria, além de prover a base para avaliacbes em inUmeras areas de
financas e economia, originou abordagens mais gerais de precificagdo de ativos, como
delineado nositens 1.6 e 4.1.
Em suma, durante as Modernas Finangas, houve um desenvolvimento proficuo de
teorias gerais de precificagdo que, por sua vez, elevaram a Teoria de Financas para um

novo patamar de conhecimento.

2.3 Precificacdo de ativos: conceitos e definicoes

Segundo Cochrane (2001, p. XIII-XV e 58), “A teoria de precificagcdo de ativos
volta-se a quantificacdo de precos ou valores de direitos ou obrigacfes sujeitos aincerteza’
e busca explicar porque aguns ativos rendem em média mais que outros. Para tanto, os
modelos de precificacdo consideram o tempo e o risco dos fluxos de caixa analisados.
Muito embora os efeitos do tempo n&o imponham complexidade demasiada, correcdes para
risco assumem papel muito importante, como ser& discutido no capitulo 3. O grande debate
gue surge em torno desses modelos é se descrevem a forma como o mundo funciona ou a
forma como deveria funcionar. Duas decisdes podem suceder:

a quando o mundo ndo obedece as previsdes de um determinado modelo, pode-se
decidir melhoré:lo;

b)  por outro lado, pode-se decidir que o mundo néo funciona corretamente, que alguns
ativos estdo ma avaliados e que existem oportunidades de investimento para os
investidores atentos.

Ainda segundo o autor, um conceito simples € comum aos modelos: “[...] preco

iguala resultado esperado descontado.” A partir desse juizo, desenvolveramse modelos de
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precificagdo especificos, cada qual direcionado a solugdo de determinado problema;
porém, todos sdo pautados no principio de que prego baixo implica alta taxa de retorno e
vice-versa

Muitos autores enfatizam que model os tedricos de avaliacdo de ativos tém um papel
importantissimo na determinacdo de precos de ativos iliquidos, tais como potenciais
investimentos publicos, novos instrumentos financeiros, derivativos complexos, entre
outros (COCHRANE, 2001, p. XIIl; LUENBERGER, 1998, p. 8; NEFTCI, 2000, p. 14).

De acordo com Dimson e Mussavian (1999, p. 1.765), os pilares das teorias de
precificacdo de ativos s80 a otimizacdo de carteiras, a analise em condicdes de equilibrio e
a condicdo de ndo-arbitragem. De fato, como sera descrito no capitulo 3, sob cordicdes
gerais de equilibrio, tipicamente o problema de precificacéo € desenvolvido a partir de um
investidor gue maximiza sua utilidade esperada diante das oportunidades de investimento
que possui. Hipdteses sobre o equilibrio de precos sdo introduzidas e os pregos de
equilibrio dos ativos primitivos séo expressos como funcédo de variaveis macroeconémicas.
A auséncia de arbitragem permite que os precos dos derivativos sgiam determinados a
partir da combinacdo dos precos de ativos primitivos, que sdo assumidos conhecidos
(exdgenos ao model o de precificacao).

Luenberger (1988, p. 6-7 e 228) explica que a precificagdo de ativos € um problema
tipico da ciéncia do investimento porque os precos balizam a decisdo do investidor de
comprar ou vender este ou aquele ativo. O autor afirma que “Fundamentalmente, ha duas
maneiras de avaliar um fluxo de caixa aleatério”:

a) diretamente, utilizando métricas como valores esperados de média e variancia;

b) indiretamente, reduzindo o fluxo a uma combinacdo de outros fluxos j& avaliados.
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A indireta, também conhecida como relativa, é tipica da precificacdo de instrumentos
derivativos, conforme mencionado acima. A teoria de utilidade e o conceito de arbitragem,
ambos fundamentais a teoria de precificacdo, serdo examinados a seguir.

231 O papel dateoria da utilidade na precificacdo de ativos

Dimson e Mussavian (1999, p. 1.745) explicam que a semente da teoria de
precificacdo de ativos foi plantada por Bernoulli (1738 apud DIMSON e MUSSAVIAN,
1999, p. 1.746-1.747), em seu estudo Exposicdo de uma nova teoria de mensuracao do
risco, apresentado para a Academia lmperial de Ciéncias de S&o Petersburgo, Russia. Nele,
Bernoulli defende que a determinacéo do valor de um bem n&o deve estar baseada em seu
preco, mas sim na utilidade que proporciona. Também sugere que um aumento de riqueza
resulta num aumento de utilidade que € inversamente proporciona as posses do individuo,
ou sgja, sugere que a utilidade marginal da riqueza é decrescente.

As idéias de Bernoulli foram utilizadas por Morgenstern e Von Neumann na década
de 1940. Eles desenvolveram o conceito de utilidade esperada, que por sua vez propiciou
avancos na teoria de decisdo sob incerteza. Basicamente, a teoria de utilidade busca
representar o processo decisorio de individuos racionais num mundo incerto.

Mais especificamente, segundo Luenberger (1998, p. 228-230), a utilidade de uma
aternativa de investimento é calculada através de uma funcdo de utilidade u, de uma
variavel real a valores reais (u:A ® A ). Normalmente, o dominio de u é constituido de
possiveis valores de riqueza ou de consumo relacionados as alternativas disponiveis ao
investidor. Essa fungdo permite classificar, por ordem de preferéncia, vaores aleatorios de
riqueza (ou de consumo, dependendo de seu dominio), ordenando as alternativas de
investimento com base em sua utilidade esperada: quanto maior for a utilidade esperada de
uma alternativa, melhor ela serd O autor ainda cita que as funcbes de utilidade mais

comumente empregadas em finangas sdo: exponencial, logaritmica, poténcia e quadrética.
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Salientase que a teoria de utilidade procura representar a tomada de decisdo de
investimento através da utilizacdo de modelos nos quais 0s agentes S30 racionais.
Conforme Barberis e Thaler (2003, p. 1.055), racionalidade significa que, em primeiro
lugar, quando os agentes recebem novas informagdes, sd0 capazes de atualizar
corretamente suas previsoes, de forma consistente com as teorias bayesianas (inferéncia
estatistica a partir do condicionamento de informacdes). Em segundo lugar, que dadas suas
previsdes, os agentes fazem escolhas que s8o normativamente aceitavels, ou sgja, que sao
consistentes com a nogdo de utilidade esperada subjetiva.

A teoria supde que individuos racionais, quando decidem sob incerteza, seguem
cinco axiomas, conhecidos como axiomas cardeais da utilidade. Essas suposi¢cdes fornecem
as condi¢bes minimas para um comportamento consistente e racional. Os axiomas cardeais
da utilidade (com algumas variagdes de nomenclatura) séo enunciados a seguir (CLEMEN;
REILLY, 2001, p. 572-573; COPELAND; WESTON, 1988, p. 79-80; ELTON; GRUBER,
1995, p. 222):

a) comparabilidade: sgja {S} o0 conjunto de todas as aternativas incertas. Para
quaisguer dois resultados possiveis selecionados x ey, um individuo é capaz de dizer
se x € melhor, pior ou equivaente a y. Assim, utilizando os simbolos >~ e < para
ordenar preferéncias e ~ para denotar equivaléncia, X> y, X< you X ~VY;

b) transitividade (ou consisténcia): se um individuo prefere x ay ey a z, entéo prefere x
az Simbolicamente, se x> yey>2z® x> z; se um individuo é indiferente entre x
eyeentreyez tambémoseraentrexez Ousga se Xx~yey~z2® x~ z;

c) forte independéncia: segja J um jogo dado pela probabilidade a de receber x e (1-a)
de receber z, em que x e z s@o resultados mutuamente exclusivos. Denota se esse

jogo por JXx, z : a). Forte independéncia significa que se existe um resultado vy
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equivalente ao resultado X, ou sgja, o individuo é indiferentea x ouay (x ~ y), entéo
o individuo também é indiferente ao jogo dado pela probabilidade a de receber y e
(1-a) de receber 0 mesmo resultado mutuamente exclusivo z e o jogo anterior J(x, Z:
a).Assm, sex~y® Jx,z:a)~Jy,z:a),
mensurabilidade: se o resultado y € menos preferivel que o resultado x porém mais
preferivel que o resultado z, entéo existe um Unico a (uma probabilidade) tal que o
individuo é indiferente entre y e um jogo de resultado x com probabilidade a e zcom
(1-a).Ousga *x>y>=zoux>=y>z® $umuinicoa |y~ JX, z:a).
Esse axioma implica que, dados trés resultados diferentes quaisquer, € sempre
possivel estabelecer um jogo (e somente um) entre o melhor e o pior resultado que
sgja equivalente ao resultado intermediario;
ordenacdo: sgjam y e u resultados que estdo, em termos de preferéncia, ordenados
entre os resultados x e z, x> 2. Se um individuo € indiferente entre y e um jogo de

resultado x (com probabilidade a1) e z, enquanto também € indiferente entre u e um
segundo jogo, dessa vez entre x (com probabilidade a») e z entéo se a; € maior que
a,, entdoy é preferivel au. Portanto,

eX>-y>zex>u>z® ey~Jxz:a;)eu~Jxz:a,)® sea,>a,® y>u.
Isso é dizer que dados dois jogos com 0 mesmo par de resultados possiveis, 0 decisor

escolhe 0 de maior probabilidade de apresentar o resultado preferivel.

Copeland e Weston (1988, p. 80-82) demonstram que, num mundo incerto,

investidores racionais (guiados pelos axiomas cardeais da utilidade) e que preferem mais

riqueza a menos tomam decisdes de investimento e consumo visando a maximizacdo da

utilidade esperada. Portanto, ha ligagco intima entre a decisdo do investidor e sua fungéo
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subjetiva de utilidade, pois € com base nessa Ultima que as alternativas de investimento séo
classificadas em ordem de preferéncia.

Em sintese, os axiomas garantem, em primeiro lugar, que todos os individuos sempre
tomam decisdes completamente racionais. Em segundo lugar, que as pessoas Sa0 capazes
de fazer escolhas racionais em face de milhares de alternativas.

Luenberger (1998, p. 231-234 e 254) ressalta que as fungdes de utilidade tém papel
importante na modelagem do processo de decisdo de investimento pois permitem levar em
conta as preferéncias a risco dos investidores. De fato, assumindo que a funcéo de utilidade
u é derivavel pelo menos até a segunda ordem, deve-se destacar que os individuos que
preferem mais a menos (ambiciosos) apresentam utilidade crescente (u'> 0). Além disso,
utilidade cdncava (u''< 0) denota aversdo a risco; utilidade linear (u''=0), neutralidade a
risco; e utilidade convexa (u''>0), propensdo a risco. No item 4.1.1 sera apresentado um
exemplo de como o grau de aversdo a risco de um investidor € medido, dada a funcéo de
utilidade que representa seu comportamento diante do risco.

Conforme Copeland e Weston (1988, p. 3-13), sob o conjunto de hipoteses
simplificadoras de comportamento racional, juntamente com a hip6tese de existéncia de
um mercado de capitais (que possibilita troca intertemporal de consumo), as decisdes dos
investidores constituem se de dois passos béasi cos independentes:

a  determinacdo do nivel étimo de producdo (investimento), que é obtido pelo aceite de
todas as gportunidades de investimento com retorno maior que a taxa de juros de

mercado. Quando o retorno marginal das oportunidades ainda disponiveis iguala a

taxa de juros de mercado, deve-se parar de investir;
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b)  escolhado nivel 6timo de consumo, obtido pelatomada ou doac&o de recursos ataxa
de mercado, até o ponto em que a taxa de substituicdo intertemporal (subjetiva)
iguala a taxa de mercado.

Por exemplo, no caso mais simples, economia de uma pessoa € um bem, um
individuo tem que decidir se seu consumo deve ocorrer no presente ou no futuro. Sua
decisdo é balizada por sua funcdo de utilidade (preferéncia intetemporal) e pelas
oportunidades de producéo (investimento) existentes. Implicita esta a seguinte ponderacao:
menor consumo presente deve ser compensado por maior consumo futuro e vice-versa.
Enquanto sua taxa de substituicdo (subjetiva, mede a relacdo entre unidades futuras que
deve receber para abrir méo de consumo presente) € menor gque a taxa de remuneracéo de
seu capital (que viabiliza maior consumo no futuro), decide postergar seu consumo e
investir. Além disso, escolhe a propor¢éo de consumo presente versus consumo futuro que
maximiza sua utilidade (satisfagdo) esperada. Um raciocinio andlogo a esse, apresentado
no item 3.3.1, é utilizado por Camara (2003) no estabelecimento das condicdes gerais de
equilibrio, procedimento que permite, em Ultima instancia, determinar os pregos dos ativos
da economia.

Portanto, a suposicdo de que a teoria de utilidade representa adequadamente o
comportamento dos individuos viabiliza a obtencdo dos pregos de equilibrio dos ativos,
gue sdo expressos com base na utilidade esperada do investidor.

232 O papel da arbitragem na precificacdo de derivativos

As opc¢Oes sdo instrumentos derivativos. Hull (1997, p. 1) define derivativo como
“[...] um instrumento financeiro cujo valor depende do valor de outras variaveis [...]”,
como por exemplo o preco de uma agdo. Os derivativos sdo também conhecidos como
direitos contingentes. De fato, pela propria definicéo, o valor de um instrumento derivativo

€ contingente ao valor de uma ou mais varidveis-base, chamadas ativos-objetos.
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Consoante Neftci (2000, p. 2), podentse agrupar 0s instrumentos derivativos em trés
grandes grupos. futuros e termos, opgdes, e swaps. Por sua vez, os ativos-objetos podem
ser subdivididos em cinco grupos principais, a saber: agdes, moedas, taxas de juros, indices
e commodities. Vale repetir que, nesta dissertacdo, avalia-se um modelo de precificacdo de
opcOes sobre futuros, em especifico, testaase o modelo aternativo na precificagdo de
opcdes sobre futuro de dolar.

Embora haja ampla variedade de instrumentos derivativos, 0 conceito de arbitragem
€ utilizado na precificagcdo de todos eles. Na verdade, Neftci (2000, p. 13) explica que,
independentemente do tipo do derivativo ou do ativo-objeto,

“Todos os métodos de precificacdo de derivativos utilizam o
conceito de arbitragem. Nos métodos de precificagdo por
arbitragem sua utilizacdo € diretac os pregos sdo obtidos sob
condigdes que a precluem. Nos métodos de precificagdo por

equilibrio geral a auséncia de oportunidades de arbitragem € parte
das condicles gerais de equilibrio.”

Hull (1997, p. 12) explica que “Arbitragem envolve a obtencdo de ganho certo em
transagdes financeiras simultaneas em dois ou mais mercados.” Segundo Neftci (2000, p.
13), “Em sua mais simples acepcdo, arbitragem significa posicionamento simultaneo em
diferentes ativos pelo qual se garante resultado maior que a taxa de retorno livre de risco
[..]".

Luenberger (1998, p. 4-5 e 240-242) aclara que a precificacdo de derivativos é feita
com base na hipbtese de auséncia de arbitragem, suposicdo baseada na existéncia de
mercados financeiros desenvolvidos. Ademais, o autor distingue dois tipos de arbitragem.
A primeira é caracterizada pela obtencdo de lucro imediato sem impacto em resultado
futuro (positivo ou negativo). A segunda, por ser possivel criar a possibilidade de obtencdo

de lucro futuro através de investimento nulo (ou negativo). Particularmente, o autor
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demonstra que a condicdo de auséncia do primeiro tipo de arbitragem implica em
linearidade de precos:
ap(x) +bp(y) = p(ax+by),
onde a e b sdo constantes, x ey sdo titulos financeiros e p(}) o operador prego.

A equagdo acima implica que o preco de um ativo financeiro (lado direito da
equacdo) € igual a soma dos precos dos elementos que o compdem (lado esquerdo da
equacao). Sua relacdo com os instrumentos derivativos deve ficar clara. Conforme Hull
(1997, p. 51-52 e 333-334 ), um derivativo (por exemplo, uma opc¢ao de compra) pode ser
sinteticamente construido a partir de uma quantidade do ativo-objeto ax e do titulo livre de
risco by. Logo, conhecendo-se os precos do ativo-objeto e do titulo livre de risco,
automaticamente determina-se 0 prego  derivativo, que serd dado por ap(x) +bp(y).
Esse preco € unico e independente das preferéncias a risco do investidor, basta que ele
prefira mais a menos e explore as oportunidades de arbitragem. Nessas condi¢es, se ha
ganho certo, qualquer investidor, independentemente de suas preferéncias a risco, se
aproveita da oportunidade de arbitragem até sua exaustdo (ou até seu desaparecimento), o
gue mantém o mercado arbitrado.

Cox e Ross (1976) foram os primeiros a utilizar, explicitamente, o fato de que o
preco da opcdo independe das preferéncias a risco dos investidores. se a auséncia de
arbitragem e a linearidade de precos garantem que o preco da opc¢do € Unico, entéo ele deve
valer para qualquer investidor, inclusive para o neutro a risco. Ao considerarem que 0s
investidores s@o neutros a risco, eles simplificaram enormemente o problema de
precificacdo de opcles. No item 4.1 a evolucdo historica da precificacdo de opgdes serd

comentada.
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Diz-se que o prego de um titulo financeiro estd num nivel justo, ou que o titulo esta
corretamente precificado, quando nenhuma das formas de arbitragem definidas acima
existe (NEFTCI, 2000, p. 14). Os precos livres de arbitragem constituem o padrédo de
precos que devem ser observados no mercado; desvios em relacdo aos mesmos sinalizam
oportunidade de afericdo de retornos anormais. Dessa forma, suposicdo de auséncia de
arbitragem basta para a correta precificacéo de derivativos na economia.

Em suma, a hipdtese de auséncia de arbitragem possibilita que a precificacdo de
derivativos seja baseada nos pregos dos ativos-objetos, o que resulta em modelos de
precificacdo que independem das preferéncias a risco dos investidores, como é o caso do
modelo de Black-Scholes, que seré deduzido no item 4.1.1.

Por fim, hipétese dispensa suposi¢des bem mais fortes (e distantes da realidade)
acerca dos mercados financeiros, como as de mercado completo, perfeito ou eficiente,
conceitos que séo definidos a seguir para fins de comparagéo relativa.

Copeland e Weston (1988, p. 111-113) explicam que um mercado é completo
guando qualquer padrdo de retorno pode ser criado a partir dos ativos existentes. Nesse
mercado, os titulos puros podem ser criados e seus precos determinados.

Também esclarecem que um mercado financeiro perfeito € caracterizado por:
auséncia de custos transacionais, impostos ou controles, competicdo perfeita (todos os
participantes decidem apenas com base em pregos); eficiéncia informacional (ndo ha custo
informaciona e as informacfes sdo recebidas simultaneamente por todos os individuos);
individuos racionais e maximizadores da utilidade esperada (COPELAND; WESTON,
1988, p. 330-331).

Ribeiro Neto e Fama (2001, p. 1) aclaram que o mercado é eficiente quando “[...] os

precos refletem todas as informacdes relevantes sobre um determinado ativo.”
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24 Opcodes: introducéo ao instrumento-foco do estudo

Segundo Black e Scholes (1973, p. 637), “Uma opcéo é um titulo que da o direito de
comprar ou vender um ativo, sob certas condicdes, por um periodo especifico de tempo.”
O preco pago pela opcao é denominado prémio e o preco pago pelo ativo quando a opgéo é
exercida é chamado preco de exercicio. O tipo mais simples de op¢do € a opcéo de compra,
gue da ao titular (comprador da opcéo) o direito de adquirir do langador (vendedor da
0pcan) o ativo-objeto, por um prego preestabelecido, em (ou até) uma certa data, chamada
data de vencimento. Diferentemente, a opcdo de venda da ao titular o direito de vender o
ativo-objeto por um preco preestabelecido, na (ou até a) data de vencimento. Quanto ao
estilo, as opcdes podem ser americanas, exerciveis em qualquer momento até a data de
vencimento, ou européias, exerciveis somente na data de vencimento. Hull (1997, p. 4-9,
156-174 e 177-191) explica as propriedades bésicas das opgdes e discute os perfis de lucro
— no vencimento — de estratégias bem difundidas de negociacéo de opgoes.

Merton (1973b, p.141) destaca que historicamente

“A teoria de opcbBes comegou em 1900, quando o matemético
francés Louis Bachelier deduziu uma formula de precificacdo de
opcOes baseada na suposicdo de que as acdes seguem um

movimento browniano de média zero. Desde entdo, indmeros
pesquisadores tém contribuido para o desenvolvimento dateoria.”

Fato curioso é o autor considerava questionavel toda a atencéo que a teoria de opgdes
vinha recebendo, tanto na literatura académica quanto na de mercado, dadas a
especificidade e a pouca importancia das opcles entre os ativos financeiros. A Unica
justificativa que via para a atencdo que o estudo de opcdes atraia era que pelas opgdes
serem um tipo particularmente simples de direito contingente, seu perfeito entendimento

poderia resultar numa teoria geral de precificacdo de toda a classe de tais direitos. O
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desenvolvimento da teoria de opgdes poderia auxiliar a responder guestbes sobre a
precificacdo das obrigaches de uma empresa, a estrutura a termo e de risco das taxas de
juros, e ateoria de mercados especulativos. De fato, foi o que aconteceu (MERTON, 1998,
p. 324).

O problema central na teoria de precificacdo de opgdes € calcular o valor de uma
opcdo antes de seu vencimento ou, igualmente, determinar o valor justo do seu prémio,
balizador de seus precos de compra e venda no mercado (JARROW, 1999, p. 231). Black e
Scholes (1973) foram os pioneiros a solucionar esse problema. Antes deles, muitos autores
haviam se dedicado a precificagdo de opgdes, mais precisamente a precificacdo de
warrants Contudo, as férmulas a que chegaram ndo eram completas, pois envolviam um
ou mais parametros arbitrarios (BLACK; SCHOLES, 1973, p. 639). Segundo Hull (1997,
p. 153 e 244-246), warrants sdo opc¢des emitidas por uma empresa ou instituicdo financeira
e tipicamente possuem prazos de vencimento mais longos que as negociadas em bolsa de
valores. Até os anos setenta, devido em parte a inexisténcia das bolsas de valores
especializadas na negociagdo das opcgdes hoje tradicionais, os warrants despertavam
relativamente mais interesse econdmico do que o fazem atualmente. Empresas norte-
americanas freqUentemente lancam warrants de compra sobre suas proprias ages, numa
operacdo casada com a emissdo de um instrumento de divida. Essa estratégia visa a
aumentar a atratividade da emissdo e, a0 mesmo tempo, reduzir seu custo para a empresa.

Em sintese, Black e Scholes (1973) obtiveram uma formula que, dado o perfil de
lucro no vencimento de uma opcéo européia de compra ou de venda, lancada sobre uma
acdo que ndo distribui dividendos, quantifica o prémio justo que deve ser pago pelo
comprador da op¢do pelo direito de exercicio da mesma em seu vencimento.

Atualmente, nos mercados financeiros desenvolvidos, negociam se opgdes lancadas

sobre 0os mais diversos ativos. acdes, futuros, moedas, indices etc., tanto em mercados
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organizados (bolsas de valores) quanto nos de balcdo. H& também opgdes cujos resultados
tém calculo mais complexo, por exemplo dependente dos precos de mais de um ativo ou da
trgjetdria dos precos do ativo-objeto no tempo. Segundo Hull (1997, p. 457), essas opcoes
sd0 genericamente chamadas exoéticas. Esses derivativos, quantitativamente mais
sofisticados, so explorados em detalhe por Hull (1997, 457-486) e Wilmott (1998, p. 177-
248).

Como este trabalho testa um modelo de precificacdo de opgdes sobre futuros, as
caracteristicas desses instrumentos derivativos sdo apresentadas a seguir.
24.1 Opcoes sobre futuros

Conforme Hull (1997, p. 3 e 139), as opgdes sobre futuros sdo aguelas cujo ativo-
objeto € um contrato futuro, definido como um acordo entre duas partes para comprar ou
vender um ativo, em data futura certa e por um preco pré-determinado. Os futuros séo
muito bem descritos por Cox et a. (1981), Cuthbertson e Nitzsche (2001, p. 83-100), Hull
(1997, p. 3 e 45-71) e Wilmott (1998, p. 16-19). Quando, por exemplo, o titular de uma
opcdo de compra sobre futuro exerce seu direito, recebe do langador uma posicéo
comprada no contrato futuro mais um montante equivalente a diferenca entre o preco do
contrato futuro e o prego de exercicio. Inversamente, quando o titular de uma opcéo de
venda sobre futuro exerce seu direito, recebe do langcador uma posi¢éo vendida no contrato
futuro mais um montante equivalente a diferenca entre o preco de exercicio e o preco do
contrato futuro. Nos dois casos, no momento em que a opcao € exercida, o contrato futuro
tem valor nulo e pode ser encerrado imediatamente. Dessa forma, o calculo do resultado de
uma opcdo sobre futuro € andlogo ao de uma opcdo sobre agdo, com a acdo sendo
substituida pelo futuro.

Hull (1997, p. 273-280) complementa que normalmente a opcéo sobre futuro vence

na primeira data de entrega do ativo-objeto do contrato futuro, ou alguns dias antes. O
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autor cita quatro pontos gque corroboram a utilizac&o das opcdes sobre futuros: (a) sdo mais
atrativas que as opgoes lancadas sobre o ativo-objeto a vista porque € mais barato ou mais
conveniente entregar contratos futuros do ativo-objeto que o proprio ativo-objeto, como no
caso de animais vivos, (b) normalmente, o exercicio da opcdo sobre futuro nédo leva a
entrega do ativo-objeto do contrato futuro, porque este €, na maioria das vezes, encerrado
antes do seu vencimento; consequientemente, essas opcdes sdo usua mente liquidadas por
diferenca, fato que é particularmente importante para os que possuem limitagdo de capital e
apresentam dificuldade para levantar fundos suficientes para comprar o ativo-objeto
guando a opcdo é exercida; (c) a negociacdo de futuros e opcdes sobre futuros ocorre em
rodas de negociacdo dispostas lado-a-lado na mesma bolsa, o que facilita 0 hedging, a
especulacdo e a arbitragem, tendendo a promover uma maior eficiéncia de mercado; (d)
opcdes sobre futuros em geral envolvem custos transacionais menores que as opgoes sobre
o ativo avista

Segundo Cuthbertson e Nitzsche (2001, p. 319), em relacéo as opcbes sobre o ativo a
vista, as opgOes sobre futuros possuem a vantagem de resultarem na entrega de um
contrato futuro, que € atamente liquido e pode ser encerrado a um baixo custo. Nessa
mesma linha, Hull (1996, p. 312-313) afirma que o contrato futuro tem mais liquidez, é
mais facil de negociar que o ativo-objeto e, desde que as bolsas onde € transacionado
estejam abertas & sua negociacdo, seu preco € conhecido imediatamente, o que pode néo
ocorrer com 0 preco a vista do ativo-objeto.

O modelo aternativo de precificagdo de opgbes de que trata esta dissertacao foi
testado em opgdes sobre futuro de ddlar, negociadas na BM&F. Os contratos de futuro de
dblar e de opcéo sobre futuro de dilar da BM&F sdo apresentados, nessa ordem, nos
anexos A e B. Esses documentos incluem todas as informacdes relevantes a negociacéo

organizada desses dois instrumentos derivativos.






3 ABORDAGEM DE PRECIFICACAO DE ANTONIO CAMARA

“It is common in financial economics, especially in the option pricing literature, to take a
certain price dynamics of an ‘underlying asset’ as a primitive assumption. The resultsare
then seemingly ‘preference free', but it is known that, if one wishes to embed such a
‘partial equilibrium’ model in a general equilibrium framework, this can be obtained only
with certain individuals' preferences.”

(BICK, 1990, p. 673)

31 Consideracgfesiniciais

Nos capitulos 3 e 4, sera demonstrado como um modelo de precificacdo de opcoes
pode ser obtido a partir de condicdes gerais de equilibrio. Utilizando a abordagem geral de
precificacdo de derivativos desenvolvida por Camara (2003), serdo deduzidos os dois
model os de precificacéo de opcdes utilizados nos testes deste trabalho: 0 modelo padréo,
de Black, e 0 modelo adternativo, de Camara. Frisase que as relacOes matematicas
intermediérias sobre preferéncias a risco e distribuicbes que seréo apresentadas foram
deduzidas por Camara (2003). Todavia, muitos de seus resultados ndo sdo inteligiveis ao
leitor comum, pois aém de muitas passagens matematicas ndo serem explicitadas, tanto as
hipéteses-base dos modelos como 0s conceitos a elas intrinsecos sdo demasiadamente
técnicos e fundamentados em outros trabalhos, cujos resultados sdo apenas referenciados.
Nesse contexto, a obtencdo de uma visdo geral sobre o assunto torna-se ainda mais
complexa. Tendo isso em mente, espera-se que o detalhamento com que 0 assunto é
abordado e a forma conexa com que € apresentado permita a compreensdo, por um leitor
comum, de um tema t&o importante e, na maioria das vezes, arido na Teoria de Finangas.
Adicionalmente, acredita-se que o leitor com boa base quantitativa, auxiliado pelos
conceitos de teoria de utilidade apresentados no capitulo 2 e pelas demonstraces e

referéncias contidas nos apéndices A, B, C e D, especialmente elaborados pelo autor para
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subsidiar os resultados demonstrados e discutidos, sera capaz de compreender 0 assunto

apresentado em sua magnitude.

3.2 Esséncia do modelo

Cochrane (2001, p. XIV) €eucida que existem duas abordagens polares de
precificacdo de ativos que sdo dignas de mencdo por sua abrangéncia: a absoluta e a
relativa. A abordagem absoluta, utilizada em modelos de equilibrio geral, baseia-se no
entendimento e na mensuracdo das fontes de riscos macroeconémicos que influenciam os
precos dos ativos. A abordagem relativa procura tirar conclusdes sobre o prego de um
ativo, dados os precos de aguns outros ativos. O modelo de Black-Scholes para
precificacdo de opcgdes constitui exemplo classico dessa abordagem, pois o prego do ativo-
objeto, sua volatilidade e a taxa de juros livre de risco sdo varidvels exdgenas ao modelo.

Céamara (2003) parte de uma abordagem de precificacdo absoluta e obtém formulas
de precificagao tipicas da abordagem relativa. A esséncia da abordagem absoluta do autor é
descrita por Cochrane (2001, p. 547), através de duas equacdes basicas, que sintetizam
uma pergunta central a teoria de precificacdo de ativos. qual € o preco atual de um
resultado aeatdrio que sera recebido um periodo a frente? Os conceitos que serdo
apresentados a seguir facilitardo o entendimento da abordagem de precificaco
desenvolvida por Camara (2003).

Sejam{t;t +J} 0s indexadores temporais que denotam, respectivamente, o inicio e o
final de um periodo. As informagdes disponiveis ao agente financeiro estdo condicionadas

ao instante t. Seja p, o prego de um resultado aleatorio x,.,. O resultado é o fluxo de caixa

total que é recebido em t+1 pelo investimento em t. Por exemplo, no caso de uma agdo
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que ndo paga dividendos, ele € o preco (ainda ndo conhecido) daagdo em t +1. No caso de
uma opcao de compra langada sobre acao, ele é o maior entre zero e a diferenca entre
0 preco da agdo e o preco de exercicio. Portanto, o resultado do investimento é um valor
aleatdrio que pode assumir diferentes papéis nessa abordagem de precificacdo: pode £
referir ao retorno bruto, ao retorno liquido, ao montante, ao lucro bruto ou a algum outro
valor aeatério relacionado ao investimento em andlise. Essa escolha é feita por
conveniéncia de representacéo e depende da natureza do ativo precificado.

O preco e o resultado sdo relacionados por um fator de desconto apropriado,

doravante referido como fator estocéstico de desconto m,,,, que deve ser aplicado ao
resultado de modo que:

P = E[m+lxt+1]’
m ., = f (dados, parémetros) ,

onde
E[4: esperanca matemética

A primeira equagdo implica que o preco atual de um fluxo de caixa aeatorio deve ser
igual ao valor esperado do produto do resultado do investimento pelo fator estocastico de
desconto. Em outras palavras, conhecendo-se a distribuic¢éo de probabilidade conjunta do
resultado do investimento e do fator estocastico de desconto, pode-se estimar 0 preco do
fluxo (vide apéndice D para definicdo de probabilidade conjunta). Percebe-se assim que o
conhecimento dessa distribuic¢éo de probabilidade assume papel primordial nesse processo.
A esperanca matematica considera todos os estados que a natureza pode assumir e soma a

ponderacdo dos valores possivels de m,X, por suas respectivas probabilidades,

procedimento que resulta numa estimativa do preco atual do fluxo p, . Quando se trata de
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uma variavel continua (infinitos estados), a esperanca matematica comumente é
representada por uma integral.

O fator estocédstico de desconto, segunda equacdo, € funcdo de dados
macroecondmicos e parametros economeétricos. Da mesma forma que o resultado do
investimento, também € uma varidvel aeatéria. Seu objetivo é descontar apropriadamente
o resultado do fluxo de caixa aeatério, de forma que se tenha uma estimativa justa para o
preco atual do fluxo. Esse fator pode assumir diversas representacoes. pode ser funcdo da
utilidade margina relativa de um investidor (ou de um agente representativo) no modelo
baseado no consumo ou uma combinagdo linear de indices ou fatores (tais como tamanho
da empresa, setor de atuagdo, entre outros) num modelo fatorial. Qualquer que sga a
representacao, alguns parametros devem ser estimados. No CAPM, por exemplo, em que a
representacdo do fator estocastico de desconto se da através de um modelo de fator Unico,
0 beta é um pardmetro a ser estimado.

Essa forma de representacdo de precos permite a conveniente separacdo entre a
especificacdo das hipéteses econdmicas do modelo (fator estocéstico de desconto) e a
decisfo de qual representacdo empirica se adotar para o resultado do ativo e para suainter-
relacdo com o fator estocastico.

Por exemplo, no modelo baseado no consumo (COCHRANE, 2001, p. 5-47), o fator
estocastico de desconto é representado como funcéo da utilidade marginal do corsumo. A
decisdo do investidor reside em gjustar os niveis de consumo em face das alternativas de
investimento a ele disponiveis, de forma a maximizar sua utilidade. E importante perceber
gue dois investidores com preferéncias a risco digtintas atribuem a mesma alternativa
pregos que podem ser completamente diferentes.

Nesse modelo, a equacdo mais basica de formacdo de pregos de ativos surge do

equacionamento de quanto economizar, quanto consumir e em que investir. No ponto de
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maxima utilidade, a perda margina de utilidade de consumir um pouco menos no presente
deve igualar o ganho margina de utilidade de consumir um pouco mais no futuro e vice-
versa. Se essa relacdo entre consumo presente e futuro ndo estiver em equilibrio, o
investidor deve gustar a quartidade do ativo, comprando-o ou vendendo-o conforme o
caso. Cochrane (2001, p. 5) enfatiza que “A utilidade marginal, ndo o consumo, € a medida
fundamental de como um investidor se sente.” Ela mede a variagdo da utilidade para uma
variagdo infinitesimal no consumo.

A légica do modelo baseado no consumo (abordagem absoluta) € apresentada a

seguir. Numa economia de uma pessoa e um ativo de prego atual p, e resultado aleatorio
%1, sdam {e;e,,} os consumos do investidor imediatamente antes dele ajustélos as

Ultimas informagdes disponibilizadas em t. Sgam {q ; q+1} 0s consumos adaptados a essas
informagdes, ou segja, agueles que maximizam sua utilidade total esperada ro horizonte de
investimento. Sgja u(®) a funcéo de utilidade do investidor e b um fator subjetivo de
desconto. Mantendo a mesma notagdo para as variaveis ja apresentadas, o objetivo do
investidor é:
Max{u(c,) + bE[u(c.1)]}
sujeito a
G =& - bBX,
G = €1 T XX,

onde x representa a quantidade do bem a ser negociada imediatamente apds o recebimento

das informacbesem t.
A funcdo-objetivo indica que a utilidade total de um investidor é equivalente a soma

da utilidade de seu consumo presente com o valor esperado da utilidade de seu consumo
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futuro descontado (trazido a valor presente) por um fator subjetivo. O fator subjetivo b
captura a impaciéncia, ou sgja, o quanto o fluxo futuro é penalizado por estar um periodo
distante. Hipbtese importante também nesse modelo é a de que a funcdo de utilidade
escolhida tem que atender ao requisito fundamental de ser monotbnica estritamente
crescente. Essa caracteristica @ptura a premissa de que o investidor racional sempre
prefere mais consumo a menos. Normalmente, assume-se também que a fungdo utilidade é
concava (COPELAND; WESTON, 1988, p. 88; SHARPE, 1964, p. 428), caracteristica que
denota aversdo a risco. Acrescenta-se que 0 consumo em t+1 € aleatério ou, em outras
palavras, o investidor ndo sabe ao certo qual sera sua riqueza no futuro. Portanto, ndo sabe
guanto podera consumir.

Em resumo, o investidor pode ajustar seu nivel de consumo negociando x unidades
do ativo, de forma a maximizar sua utilidade no horizonte de investimento. A funcéo-
objetivo apenas explicita esse propdsito. Dessa forma, as duas varidveis de decisdo do
investidor s&o quanto consumir nNo presente ¢; e quanto investir para consumo futuro X.

Como se assume derivabilidade da funcdo utilidade no intervalo em questéo, para
que se encontre seu ponto de méximo, deve-se deriva-la em relacdo a x e iguaar o
resultado a zero (condicéo de primeira ordem). Assim, utilizando num primeiro momento a

notacéo de Leibniz parafacilitar o entendimento da derivacéo, tem se:

du(c,) do du(c,.,) % d_
dc, dx Etg) do, dx { =0

Substituindo-se ¢; e ¢+1 Na equagdo acima:

du(c,) d(e - ptx) éJ du(ci,,) d(g,, + Xt+1x) u

dc, dx & dcy dx o
du(c,) € du(G.,)
- P + + 1=0.
dc, t Et§3 dc., % 13
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V oltando-se a notacéo usud:

- U'(G) Py + EJbu (Gua) %] = 0,

portanto:
b, = E{[bul(ct+1)xt+1] — ébu|(ct+1)xt+1l‘jl. o)
RTICY § ulc) o

Pela equagdo (1), percebe-se que o fator estocastico de desconto no modelo baseado

no consumo é definido por

bu'(c,..
M, = '(Ct 1) .
u'(c)
Na literatura, esse fator € também conhecido como utilidade margina relativa da
riquezaou pricing kernel (COCHRANE, 2001, p. 9).

O modelo acima explicita que - u'(c,)p, € a perda de utilidade presente que o

investidor incorre quando compra uma unidade adicional do ativo. Et[bu'(ctﬂ)xm] €o

aumento de utilidade (descontada, esperada) por investir numa unidade extra do mesmo.
Dessa forma, o investidor gjusta seu consumo, comprando ou vendendo a quantidade x do
ativo, até que a condicdo de primeira ordem sgja atendida. Nesse ponto, sua perda
(conhecida) margina de utilidade e seu ganho esperado margina de utilidade se igualam.
Em sintese, sob as hipGteses assumidas, a equacdo (1) é a formula central de
avaliacdo de ativos. Dadas as expectativas quanto ao resultado do investimento e ao fator
estocastico de desconto, indica qual deve ser o preco justo do ativo. A generalizagdo de

Camara (2003) € baseada no mesmo principio.
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3.3 Generalizacdo de Anténio Camara

Conforme Cémara (2003, p. 805), um resultado fundamental da teoria de avaliagcéo
sob incerteza € que os pregos de equilibrio dos ativos dependem da utilidade marginal dos
investidores. Contudo, assumindo negociagdo em tempo discreto e precos com distribuicéo
continua, Brennan (1979), Camara (2003) e Rubinstein (1976) obtiveram relagdes de
avaliacdo risco-neutras (risk neutral valuation relationships), ou sgja, independentes das
preferéncias a risco dos investidores. Conforme Brennan (1979, p. 53), essas relagOes
constituem elemento central da teoria de precificacdo de opcBes. Uma relacdo de avaliacéo
€ uma formula que relaciona o valor de um derivativo ao de seu ativo-objeto e de outros
par@metros exdgenos. Se a relacdo de avaliacdo € risco-neutra, €la é compativel com a
premissa de que os investidores sdo neutros a risco, na qual todos os ativos possuem o
mesmo retorno esperado, equivalente a taxa de juros livre de risco. Ainda consoante o
autor, relaces de avaliacdo risco-neutras dependem apenas de parametros potencial mente
observaveis, sendo fato marcante que elas podem ser derivadas a partir de premissas fracas
sobre as preferéncias a risco dos investidores, como ratifica Merton (1973b, p. 161) na
epigrafe apresentada no capitulo 4.

Camara (2003, p. 805) explica que apesar desses resultados parecerem
surpreendentes a primeira vista, simplesmente exploram a relacdo existente entre o
derivativo e seu ativo-objeto, na qual o prémio de risco do ativo-objeto pode ser anulado
pelo prémio de risco do derivativo. O ativo-objeto tem um preco absoluto e os derivativos
sobre ele lancados tém precos relativos; em equilibrio, todos dependem do prémio de risco
do ativo-objeto.

Resumidamente, sera demonstrado que o preco de equilibrio de um ativo-objeto pode

ser expresso como funcdo da distribuicdo da riqueza agregada, da distribuicdo do préprio
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ativo-objeto e das preferéncias a risco dos investidores. Na verdade, sob um conjunto de
hipéteses delimitadoras, esse preco é expresso como funcdo de parametros, tais como
média, variancia e correlacdo, por meio de uma equacdo que, nos casos analisados, é
inversivel, ou sgja, 0s parametros podem ser expressos como funcdo do preco atua do
ativo-objeto. Fato notédvel € que o preco de uma opcdo lancada sobre o ativo-objeto
depende desses mesmos parametros. Pode-se, entdo, na equacéo de precificacdo da opcéo,
substitui-los por uma funcéo do preco atua do ativo-objeto (conhecido), obtendo-se uma
relacdo de avaliagdo risco-neutra. A seguir, descrevem-se detalhadamente os passos dessa
abordagem de precificacéo.

Cémara (2003) generalizou os resultados obtidos por Brennan (1979) e Rubinstein
(1976) para a precificacdo de opcbes, obtendo a férmula de Black e Scholes sob condicbes
menos restritivas de preferéncias a risco (utilidade) e distribuicdes. Seus resultados
também permitem obter novas férmulas fechadas de precificacdo de opcbes. Mais
especificamente, Camara (2003) enfoca as condicOes (que serdo descritas) a partir das
guais se podem obter solucdes fechadas (do tipo do modelo de Black-Scholes) para a
precificacéo de opcoes.

As principais hipéteses de Camara (2003, p. 806) em relacdo a distribuicbes e
preferéncias sao:

a) as preferéncias a risco dos agentes econdmicos tém representacdo exponencial
(funcéo de utilidade exponencial);

b) a rigueza agregada da economia e 0 ativo-objeto possuem distribuicdo de
probabilidade normal transformada, que podem ou néo pertencer a mesma familia de
distribuigoes.

Segundo Johnson et a. (1994, p. 33), uma distribuicdo que pode ser transformada

numa distribuicdo norma é aguela que pode ser mapeada, através de uma funcdo ou



50

mapeamento, na distribuicdo norma. E a funcdo logaritmo que faz esse mapeamento
guando se assume que 0 ativo-objeto apresenta distribuicdo lognormal, premissa utilizada
por Black e Scholes (1973). E a mesma funcao logaritmo que faz esse mapeamento quando
Se assume que o ativo-objeto apresenta distribuicdo lognormal com assimetria negativa,
premissa empregada no modelo alternativo de precificagdo testado nesta dissertacdo.

Adicionalmente, Camara (2003, p. 807) pressupbe mercado com negociacdo em
tempo discreto (compra e venda de ativos ndo ocorre ininterruptamente) e ativos que
apresentam retorno continuo. Conforme Brennan (1979, p. 52-55), a premissa de que a
negociacdo se da em tempo discreto, em contrapartida com a de negociacdo em tempo
continuo, se aproxima mais da realidade, em que os mercados funcionam em horérios
determinados. Ademais, essa premissa permite a introducéo de expectativas heterogéneas
(dos agentes econdmicos) quanto aos estados futuros da natureza e aos parametros das
distribuicdes de precos, eliminando a limitacdo, presente nos modelos continuos, de que
todos os investidores concordam em relacéo aos parametros de volatilidade instanténea que
regem 0s processos estocasticos dos pregos do ativo-objeto e do titulo livre de risco, como
definidos em Merton (1973b, p. 162-164). Ja a premissa de retornos continuos (e
distribuicdes conhecidas) permite a obtencdo de formulas fechadas de precificacdo de
opcoes.

Em primero lugar, Camara (2003, p. 807-808) deriva as equacles-padrdo de
precificacdo de ativos, tanto primitivos como derivativos.
331 Equacbes-padr&o de precificacao de ativos

O autor assume situacéo de equilibrio alocacional Pareto 6timo, economia discreta e
horizonte de um periodo, de t=0 a t =1. Stockman (1999, p. 86 e 214) explica que o
equilibrio econémico ocorre quando a quantidade ofertada e a demandada de um bem séo

iguais. Adicionalmente, aclara que a situagéo alocacional Pareto étimo é aquela em que
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ndo é possivel promover qualquer mudanca na alocacdo de recursos de modo que pelo
menos um agente econdmico ganhe e nenhum perca. Segundo Merton (1998, p. 332), a
auséncia de arbitragem € uma condi¢do necessaria ao equilibrio. Assim, as premissas de
Camara (2003, p. 807-808) pressupdem, indiretamente, auséncia de arbitragem e equilibrio
de precos de ativos e derivativos.

Nessas condicdes, Brennan (1979, p. 56) explica que o problema de agregacédo (de
preferéncias) no mercado de capitais € resolvido. Mais especificamente, o problema de
agregacdo € resolvido se os pregos dos ativos sdo independentes da alocagdo de riqueza
entre os investidores. O autor elucida que uma das duas condi¢des listadas a seguir €
necessaria para que se possam agregar as preferéncias: (i) todos os investidores possuem a
mesma aversdo a risco (mesma funcéo utilidade) e as mesmas crencgas; (ii) ou todos os
investidores possuem utilidade com representacdo exponencial. Como Camara (2003)
assume ha derivacdo de seu modelo que a situacdo de equilibrio alocacional de recursos é
Pareto 6timo (equilibrio 6timo, precos bem determinados e independentes da distribuicédo
de rigqueza) e os individuos possuem utilidade com representacdo exponencial, ele resolve
o problema de agregacdo de preferéncias em sua formulacdo. Consequentemente,
hipotetiza a existéncia de um investidor (agente econdémico) representativo (de utilidade
exponencial), cujo papel é representar, de forma agregada, as preferéncias de todos os
individuos na economia. E como se as preferéncias de todos os individuos fossem as
mesmas e iguais as desse agente, mesmo que, na redlidade, sejam idiossincréticas.
Particularmente, esse agente representa como os investidores, de forma agregada, decidem
num mundo incerto, isto €, diante de alternativas de investimento com risco.

Nessa situacdo, 0 objetivo do investidor representativo € maximizar a utilidade

esperada de sua riqueza terminal wj, com respeito a medida de probabilidade real P.



52

Hipoteticamente, a economia € formada por J ativos, sobre cada qual sdo langadas K|

opcdes. Simplificando a notacdo utilizada por Céamara (2003) e utilizando os conceitos

apresentados na deducéo da equagdo (1) no item 3.2, o investidor deve resolver o seguinte

problema:
max E"[u(w,)] , sujeito a
X
r 6] gj r
W =We€ + Xjk[xjk‘ pjke]’
j=1k=0
onde:

EH: esperanca matemética;

P: medida de probabilidade redl;

W,, W, : riqueza agregada inicial, riqueza agregada terminal;
r : taxade juros livrederisco,de t=0 at =1,

X, : unidades compradas da opgdo k lancada sobre o aivo j;
X; : resultado (payoff), em t =1, daopgéo k langada sobre o ativo j;
p;.: preco, em t =0, daopgdo k langada sobre o ativo j.
Nessa notacdo, k = 0 representa o ativo-objeto; dessa forma:
X;o: preco (aeatdrio) do ativo-objetoj em t =1;
P;o: Preco (conhecido) do ativo-objetoj em t=0.
Vale lembrar que, segundo Merton (1973b, p. 144), “o ativo-objeto € equivaente a
uma opcao americana perpétua com prego de exercicio nulo.” Portanto, a notagdo acima
ndo deixa de ser consistente. Adicionalmente, enfatiza-se que, salvo mengdo especifica, as

esperancas mateméticas que seguem sdo calculadas em relacdo a medida de probabilidade

real P, informacéo que sera omitida para simplificar a notagao.
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Nota-se que a decisdo do investidor é escolher qual a alocacdo de recursos que

maximiza sua utilidade esperada. Deve decidir quanto comprar de cada opcéo, isto &, as

quantidades
@(10 Xk U
€. . ;U
g’ . ‘0
&, Xk H

gue, em conjunto com as outras varidveis e parametros, maximizam sua utilidade esperada
um periodo a frente. Para se encontrar o ponto de maxima utilidade, deve-se derivar a

funcao-objetivo em relagdo a cada uma das variaveis x;, . De forma andloga ao ilustrado

no item 3.2, cada uma das derivadas parciais resulta:
E[U'(Wl)[xjk : pjker]] =0,

E[UI(Wl)Xjk] - pjker Efu'(w)] =0,

_ L Hu(w)xgl
P =S TR (wy]
g, portanto:
Pik :érEl.y (V\ﬁ)Xjk]’ 2
onde
_ o u(wy)
y (w) = E[u—(vvl)] ©)

y (W) : utilidade marginal relativa da riqueza.

A equacdo (2) implica que o preco de qualquer ativo primitivo ou derivativo da
economia pode ser expresso como fungdo da utilidade marginal relativa da riqueza e de seu
resultado. O preco de um ativo é a expectativa do seu resultado (futuro, aleatério), ajustado

pela distribuicdo da riqueza agregada (retorno e risco da economia, ou da carteira de
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mercado), sob a Otica de um investidor representativo (preferéncias, utilidade), trazido a
valor presente.

Algumas observages devem ser feitas:

a) todas as esperancas acima foram tiradas com relacéo a probabilidade real P;

b) (2) € umaforma particular de (1), em que a taxa de juros livre de risco é expurgada
do fator estocastico de desconto;

¢ y(w) também é um fator estocastico de desconto; além disso, esta implicito na
precificacdo de todos os ativos da economia, é dependente da riqueza agregada e da
preferéncia do investidor.

Para que se obtenha uma formula de precificacdo dependente de variaveis
observaveis, o primeiro procedimento que se adota € condicionar a equacdo (2) a um ativo
especifico e assumir que a distribuicdo normal transformada do ativo e a distribuicéo
normal transformada da riqueza agregada tém uma distribuicdo conjunta conhecida. Esse
procedimento também resulta na reducéo da dimensionalidade do problema de precificacéo
pois, ao invés de se resolver uma integral dupla com respeito a utilidade marginal relativa
da riqueza e ao resultado do ativo, se resolve apenas uma integral com respeito ao

resultado do ativo.
Nessa linha de raciocinio, utilizando-se a propriedade da torre (tower property) da

probabilidade condicional, pode-se escrever:
Pk =€ r E[y (W) Xjk] =€ E[E[y (W) | Xjk]xjk] '
e portanto:
Pik :e'rEI_f (Xjk)xjk] (4)

onde



55
f(x;) = ELy (W) [ X, ], ©)
f(x,): utilidade marginal relativa da opgdo k lancada sobre o ativo j.

Deve-se notar a diferenca fundamental entre as equacdes (4) e (2). Enquanto (2) pode
ser utilizada para precificar qualquer ativo na economia, (4) sO pode ser utilizada para
precificar o ativo utilizado no condicionamento de informagdes. Como 0s pregos de um
aivo j e de suas opcdes dependem do mesmo prémio de risco, ou sgja, do prémio de j, a
funcéo f (x;,) €amesma paratodas as opgoes lancadas sobre j. Especificamente, o prémio
de risco de um ativo € quantificado pela distribuicdo de probabilidade de seus pregos, a
mesma distribui¢do é utilizada na precificagdo do ativo e das opgdes sobre ele langadas. A
correta combinacdo de distribuicoes e preferéncias a risco faz com que a equagdo (4) sgja
uma férmula fechada de precificacéo de opgoes, livre de preferéncias (risco- neutra). Uma
formula fechada € aquela em que ndo ha recorréncia (dependéncia de valores que assumiu
em instantes anteriores).

Desse ponto em diante, fixa-se um ativo-objeto e analisa-se uma op¢éo qualquer
sobre ele langada. Especificamente, de forma mais ssimplificada, pode-se escrever:

p=eE[f () f(x)], (6)
onde
p : preco, em t =0, daopcao;
r:taxadejuroslivrederisco,de t=0 at=1;
X: prego (aeatdrio) do ativo-objetoem t =1;
f (X) : resultado aeatdrio daopcdo, em t =1, expresso como funcéo de X;

f (x): utilidade marginal relativa do ativo-objeto fixado, bem como das opcOes sobre ele

lancadas.
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Para exemplificar o que f (x) representa, no caso de uma opgao de compra,
f (x) = Max(0; x - X),
onde X é o preco de exercicio da opcao.

A equacdo (6) implica que qualquer opcdo lancada sobre o ativo primitivo fixado
pode ser precificada como funcdo de um fator estocastico de desconto, dependente da
riqueza agregada terminal (distribuicdo de w,;), das preferéncias a risco do investidor
representativo (u') e do preco terminal aeatdrio do ativo-objeto (distribuicdo de x).

O procedimento adotado acima retrata a parte conceitual mais importante da
reconciliagdo de uma condicéo de equilibrio parcial com uma condic&o de equilibrio geral.
Em dltima instancia, permite que a equacdo (6) sga escrita somente em funcdo de
parémetros observaveis.

Em seguida, Camara (2003, p. 808-811) deriva 0s processos que regem os pregos dos
estados da natureza.

332 Processos que regem os precos dos estados da natur eza
De acordo com a hipdtese de que a riqueza agregada terminal W, possui distribuicéo
normal transformada, pode-se escrever:
g(wy) ~ N(m,:sy), (7)
onde
0: funcdo de mapeamento da distribuicdo de w, numa distribuicdo normal;
N(m,;s2): distribuigdo norma de média m, evariancia s’
Notagdo: o simbolo ~ , doravante utilizado nas expressdes do tipo X ~ N(ms?), significa

que avariavel aleatdria X possui distribuicio normal de média n evariancia s?.
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Por hipétese, g é estritamente monoténica e diferenciavel. A primeira condicéo,
monotonicidade estrita, é necessaria para garantir a correspondéncia biunivoca entre os
valores de riqueza e de sua distribuicdo normal transformada. Diferenciabilidade permite
gue se obtenha a funcéo densidade de probabilidade transformada da varidvel aleatéria. No
apéndice A, esse procedimento é detalhado para 0 caso em que a varidvel € lognormal.

Genericamente, conforme Camara (2003, p. 808-809), a funcdo densidade de
probabilidade transformada de uma varidvel aeatéria X, que possui mapeamento
g(X) ~ N(ms?), édadapor:

h(X : gims ) = ——|g'(X)|epf —=5(g(X) - S, ®
s\/% e 2s o

onde h(X :g;ms?) ¢ afuncdo densidade de probabilidade (transformada) de X, definida
pela funcdo de mapeamento g e pelos pardmetros de locagdo m e escalas;
exp(’) : exponencia de um nimero, isto é, exp(a) =€°.

Os parametros de locacdo e escala da distribuicdo normal transformada de X so,
respectivamente, a média e o desvio-padréo da distribuicdo normal do mapeamento g(Xx).
O autor salienta que “A meédia ea variancia da variavel aeatoria X sdo, em geral, funcéo
dos pardmetros n e s.” Esse fato é evidenciado nas expressdes finais da média e da
variancia de uma varidvel lognormal (g é a funcéo logaritmo), deduzidas no apéndice A.

Pela hipotese de que as preferéncias a risco dos individuos (e a do investidor
representativo) possuem representacao exponencial, escreve-se:

u'(w) = exp(g,9(w)) , 9)
onde
w: riqueza agregada ao final de um intervalo tempora qualquer;

0,,: parémetro de curvatura da fungéo utilidade, assumido constante;
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0: é amesma funcdo de transformacéo da riqueza agregada utilizada em (7).

Nota-se que, nessa formulagdo, o investidor pode ter aversdo, neutralidade ou
propensdo arisco, ja que ndo se assume de antemado nada a respeito dos sinais de g, e
g'(w) . Portanto, pode-seter u''(w) <O (aversdo arisco), u''(w) =0 (neutralidade a risco)
ou u"(w) >0 (propensdo arisco). Funcdes de utilidade e suas propriedades sdo descritas
por Clemen e Reilly (2001, p. 530), Copeland e Weston (1988, p. 85-90), Elton e Gruber
(1997, p. 226-228) e Luenberger (1998, p. 228-234).

O fato de g ser a mesma nas equagdes (7) e (9) € extremamente relevante na
formulacdo. Essa hipotese implica que a utilidade marginal do investidor é fungdo da
distribuicdo transformada da riqueza agregada (satisfagéo do investidor depende do estado
gera da economia). Além disso, implica que o logaritmo da utilidade margina
(representagio exponencial) sempre tera distribuicio normal. E através de g que se
estabel ece uma relacdo entre os estados da riqueza agregada, a satisfacéo dos investidores e
o resultado aleatério do ativo precificado, todos eles relevantes a equagéo (6).

Muitas das relacbes matematicas obtidas deste ponto em diante advém diretamente

dos resultados demonstrados no apéndice A: se X ~ N(ms?), entdo exp(X) € lognormal,

de média e variancia dadas, respectivamente, por
b2 1 .. 2 ( 2 )0
cexp(m+ =s°);exp(2m+s”)lexp(s ) - 1)~
e 2 2
Com esse conhecimento, pode-se deduzir as caracteristicas da distribuicdo da
utilidade marginal relativa da riqueza, expressa na equacéo (3).
De (7) e (9) vem que

Inu'(w) ~ N(g,m, gis?2),

portanto
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E[u'(w)] =exp(g,m, += gwsw) (10)
De (3), (9) e (10) vem que
S U)o _1pg20
y (W) E10 ()] g 9,9(wW) - g,m, 29W W
eassm:
In(y (w,)) ~ Nq- —gwsw,gi ; (1)

A equacdo acima implica que a utilidade margina relativa da riqueza segue uma

distribuicdo lognormal, de parametros dependentes do risco ch riqueza agregada (s,,),

ajustado pelas preferéncias a risco do agente (ou investidor) representativo (g, ). Deve-se
lembrar que a utilidade marginal da riqueza € utilizada na equacéo (2) (equacdo de precos)
para descontar o valor do resultado aleatdrio do ativo. Percebe-se que esse desconto é
diretamente relacionado ao risco da economia e as preferéncias a risco do investidor.
Consoante Camara (2003, p. 810), o fator - g,s, & conhecido como preco do risco de
mercado (market price of risk).

A partir de (11), é possivel calcular a média e a variancia da utilidade marginal da

riqueza: y (w;) élognormal, de média e variéncia dadas, respectivamente, por

Lewn(dist) - 7).

Ou sgja, a esperanca do fator estocastico de desconto que € aplicado no resultado dos
ativos é 1. Sua variancia € funcdo da variancia da riqueza agregada e das preferéncias a
risco do investidor representativo.

Como exemplo, pode-se aplicar esse resultado na determinacéo do preco atual de um

titulo livre de risco. Simplificando-se a equagéo (2), o preco de um ativo € dado por:

p =€ "Ely (w)x]=e "{Ely (w)]E[X] + Covly (w); x]},
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onde
p : preco, em t =0, de um ativo qualquer;
r:taxadejuroslivrederisco,de t=0 at=1;
W, : riqueza agregada terminal;
X preco (aleatorio) do ativoem t =1,
y (w) : utilidade margina relativa da riqueza agregada;
Cov[y (w); x] : covarianciaentre y (W) ex.

Nesse exemplo, baseado em Cochrane (2001, p. 10-19), por hip6tese, o resultado do
ativo livre derisco é 1 em t =1, qualquer que sgja 0 estado da natureza. Sendo assim,
E[x] =1. Da equacdo (11), concluiu-se que E[y (vvl)] =1. Lembrando-se que a covariancia
do ativo livre de risco com qualquer outro ativo € nula por definicéo, tem-se:

p= e‘r{E[y (vvl)]E[x] +Cov[y (wW); x]} =¢""{1'1+0=¢€".

Como era de se esperar, 0 preco atual do titulo livre de risco, que paga uma unidade
monetaria independentemente do estado da natureza, é o proprio fator de desconto da taxa
de juros livre de risco. Esse exemplo ilustra a aplicacdo dos conceitos expostos em um caso
simples. Ademais, atesta a robustez e coeréncia dos resultados obtidos na manipulacdo das
distribuicdes das varidveis econdmicas analisadas.

De acordo com as premissas elaboradas, as distribuicdes normais transformadas do
ativo-objeto e da riqueza agregada seguem uma distribuicdo normal conjunta (nesse caso,
bivariada). Esse procedimento consiste no primeiro passo para se expressar 0 preco da
opcado somente em funcdo de parametros do ativo-objeto. Os principais conceitos
relacionados a uma distribuicdo conjunta e necessarios ao entendimento das resolucfes a

seguir sdo apresentados no apéndice D.
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Dada a hipo6tese acima de distribuicdo normal conjunta e levando-se em conta a
hipétese inicia de que o ativo-objeto, de resultado aleatério x em t =1, tem distribuicéo
normal transformada dada por

g,(x) ~N(ms?),
pode-se escrever:
(g(w); 6,(¥) ~N(m,;ms i;s*r),

onde
X: preco (aleatorio) do ativo-objetoem t =1;
W, : riqueza agregada terminal;
0: funcéo de mapeamento da distribuicdo de w, numa distribuico normal;
g,: funcéo de mapeamento da distribui¢do de x numa distribuicdo normal;
r : correlacdo entre as distribui¢cdes normais transformadas da riqueza agregada e do ativo-
objeto;
N(m,;ms?2;s%r): distribuicdo normal bivariada, cujas varidveis tém distribuicoes
normais de parametros N(m,;s?2) e N(ms?), ecorrelagio r .

Por hipotese, g, é estritamente monotonica e diferenciavel.

Consoante Camara (2003, p. 818), no caso de uma distribuicdo normal bivariada, é
possivel escrever a seguinte regressao linear:

0,9(W) =a+bg,(x) +e, (12)

onde
e~ N(0;s2), com distribuigdo independente de g,; a e b sdo constantes.

Conforme Johnson e Wichern (2002, p. 156), qualquer combinagdo linear de

variaveis que possuem distribuicdo norma conjunta € normal. Assm, na verdade, a
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regressdo linear € um caso especifico de combinacdo linear das duas varidveis em que o
termo de erro e (que possui distribuicdo normal) tem média esperada zero e variancia

esperada minima.
De (12), vem
E[g,9(w)] =g,m, =a-+bme Var[g,g(w)] = gis{, = b’s® +s,
onde Var[:] representa a variancia da variavel nos colchetes.
Nas expressdes acima, podemse isolar a e s2 em funcio das demais variaveis.

Utilizam se as expressoes resultantes no condicionamento de informagdes, como segue:

E[9,9(w) [x] = a+bg,(X) = g,m, - bm+bg,(x),
Var[g,9(w) | x] =s¢ = g;s, - b’s”.
Ousga,
E[g,9(w) |X] ~ N(g,m, - bm+bg, (X); gisy, - b’s?).
Com base na equacdo acima e lembrando que, pela equacao (9)

exp(g,9(w;) =u'(w,),

pode-se escrever,
Elexp(g,9(w) | )] = E(u'(w) | x) = exp(g,m, - bm+bg,(x) +%(93VSV2V - b%s?%). (13)

Utilizando os resultados de (3), (5), (10) e (13), pode-se escrever:

eu’(wy) [x U

f =
09 = Eeeru

= exp(- bm+bg, (¥) - %bzsz) . (14)
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De (12), sabe-se que
Cov g, 9(w); bg, ()] =bs?,
portanto:
b=g,rs,/s.

Apbs substituir b em (14), a equacéo fica:
S S 1
f(x) =exp(- g, ?Wm+ O ?W %(x)- 5 gar s w) - (15)

Ou sga, a utilidade margina relativa de um ativo-objeto especifico f(x) € funcéo
dos parametros das distribuigdes transformadas da riqueza agregada e do proprio ativo.

De (15), percebe-se que
In(f () ~N& 2 s % fr 2522, (16)
e 2 @

Em outras palavras, a utilidade margina relativa de um ativo-objeto especifico (que €
a expectativa da utilidade margina da riqueza a ele condicionada) possui distribuicéo
lognormal. Nota-se que o resultado acima ainda é dependente de preferéncias.

A partir de (16), € possivel calcular a média e a variancia da utilidade marginal
relativa de um ativo-objeto especifico: f(x) € lognormal, de média e variancia dadas,
respectivamente, por

(Lexp(gir ’s?) - ).

Ressdtase que a Unica diferenca dos parametros de meédia e variancia das
distribuicbes de f(x) e y (w) estano coeficiente de correlagdo r , presente na variancia
Esse par@metro quantifica o risco sistematico (ndo diversificavel) do ativo, a luz das

preferéncias a risco do investidor representativo, representadas pelo parametro g, .
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Por sua vez, € importante notar que as utilidades marginais relativas esperadas da
riqueza E[y (vvl)] , € de um ativo-objeto especifico E[f (x)] , SA0 iguais a um. Esse resultado
ja eraesperado, pois advém da condicdo de maximizacéo de utilidade esperada, que ocorre
guando a perda esperada de utilidade, decorrente de decréscimo de riqueza disponivel em
consequiéncia de um investimento, capitalizada pela taxa de juros livre de risco, deve ser
inteiramente compensada pelo ganho esperado de utilidade por acréscimo de riqueza no
futuro.

E fécil perceber conseqliéncia no caso mais simples, de investimento no ativo
livre de risco, em que o resultado aleatério da opcdo f (x) €, por exemplo, constante e
unitério. Assim:

f(x)=x=1.
Nesse caso, pode-se escrever a equacao (6) como:
p=e"E[f () f (x)] = e "Ef (],

onde
p € o preco atua do ativo livrederiscoe pe' =1.

Das equaces (3) e (5), sabe-se que

() = ESU 0w |x

GE[U' (W)t
Assim,
) € _éu'(w)|xWl_ _é u'(w) U
pe’ = Elf (9] = EeEer— = Sri0= Eg—r— =70 = Ely (W)] =1,
ool & eElU ()t e[ ()]l by )]
ou, ainda,

pe’ E[u'(w)] = E[u'(w,)].
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A equacdo acima postula que a perda esperada de utilidade, por cada unidade
monetaria investida no ativo livre de risco (lado esquerdo da equacdo), deve ser
inteiramente compensada pelo ganho esperado de utilidade proporcionado pelo
investimento no ativo escolhido (lado direito da equacéo). Essa interpretacdo complementa
0 exemplo dado sobre determinagdo do preco de um ativo livre de risco.

O conhecimento de f (X) permite a determinacg&o tedrica dos pregos dos estados da
natureza, condicionados ao ativo (primitivo) escolhido. Esses pregos sdo determinados pelo
produto da utilidade margina relativa do ativo-objeto especifico pela sua densidade de
probabilidade (transformada). Segundo Ait-Sahalia e Lo (1998, p. 499-505), no caso
continuo, os precos dos estados da natureza recebem o nome especial de densidade de
preco de estado. Essa densidade pode ser utilizada na precificagdo do ativo-objeto
(primitivo) escolhido ou qualquer uma de suas opcles. A integral do produto dessa
densidade pela funcéo de resultado, f (x), fornece o preco da opcgdo corrigido para seu
prémio de risco. Por fim, descontado-se esse valor pelataxa de juros livre de risco, obtém-
se 0 prego de equilibrio da opcdo. Esse procedimento € o passo final da abordagem de
precificacao, e é descrito a seguir.

Por (6), a precificacéo de uma opc¢éo pode ser efetuada da seguinte forma:

p=e"E[f () f ()] =€ ¢f (%) F(h(x)dx, (17)
onde
h(x) : densidade de probabilidade de x.
Uma vez que, pelas hipéteses iniciais, x tem distribuicdo normal transformada, de (8)

sabe-se que h(x) édaforma:

00 = 6ms?) = o (e oz (600~ 'S
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onde h(x: g;ms?) éafunc&o densidade de probabilidade transformada de x, definida por
g,, me s?.

O préximo resultado demonstra que o produto da utilidade marginal relativa de um
ativo-objeto especifico pela sua densidade de probabilidade transformada € da mesma
familia que essa Ultima, com a diferenca de que o parametro de locacdo n é gjustado pelo
fator g,rs,s . Essa correcdo é fungdo do risco especifico do ativo e das preferéncias a
risco do investidor. Matematicamente, ser& demonstrado que:

f(x)h(x: g;ms?) =h(x:g,;m+g,rs,s;s?).

Paratanto, a equacéo (15), f (x), pode ser modificada da seguinte forma:

f( =ep(- g Ztmegr 22g,09- ZGrs?),
S S 2
- ..
109 =0p|- 57 @0r susm 207 Susei()+ dr“sis?)y,

09 =e0] - 57| 20 sus(@:09- m + s 7).
Com isso, o produto f(X)h(x: g,;ms?) fica

i 1 e(gl(x> M’ - 29,5, (g, (x)- m) +U

f(¥h(x:g;;ms®) = J—|gl (X) T @ Frisis avo

Apés fatorar o quadrado perfeito do expoente, a expresso final &
FO9nx: gims*) = o Odlenp]- 5 ll0.00- m- aurs S)}ﬁv)'C-CI-d-

A fungdo h(x:g;m+g,rs,s;s?) obtida é a densidade transformada de preco de
estado (state-price density), que € propria de cada ativo-objeto (ou ativo primitivo) e &

utilizada na precificacéo de todas as opgoes sobre ele lancadas.
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Deve-se notar que a densidade transformada de preco de estado é a densidade

transformada original com o paréametro de locacdo corrigido para a covariancia entre o

ativo-objeto e ariqueza agregada r s S , ponderada pelas preferéncias a risco do investidor

g, -
Portanto, a equacdo (17) pode ser escrita como:
p=e'¢f(xh(x:g;m+grs,s;s?)dx. (18)

A equacdo (18) implica que o preco de qualquer opcdo p langada sobre um ativo-
objeto de preco futuro incerto x é dado pela esperanca do produto do resultado dessa opcéo
no vencimento f (x) peladensidade transformada de preco de estado. Deve-se lembrar que
essa equacao vale, inclusive, para a precificacdo do ativo-objeto, caso em que f (x) =X.
Como mencionado, o ativo-objeto € equivalente a uma opcdo americana perpétua com
preco de exercicio nulo.

Nesse modelo de precificacdo, € importante compreender a relacdo existente entre o
preco da opcdo p, a correlacdo entre as distribuigcdes transformadas do preco do ativo-
objeto e dariqueza agregada r , e as preferéncias a risco do investidor representativo u'.
Essa compreensdo permite inferir como os pregos de equilibrio sdo afetados por mudancas
nas expectativas dos investidores quanto ao desempenho do ativo em relacéo ao restante da
economia (riqueza agregada), bem como por mudangas nas preferéncias a risco. Pela
equacdo (9), sabe-se que

u'(wy) = exp(g,9(w)) ,
onde

W, : riqueza agregada ao final de um intervalo temporal qualquer;

0,,: parémetro de curvatura da fungéo utilidade, assumido constante;



68

0: é amesma funcdo de transformacéo da riqueza agregada utilizada em (7).

Como mencionado no item 2.3.1, para um investidor ambicioso (ndo saciado), u'(w,)
€ sempre positiva, 0 que implica que maior riqueza traz maior satisfacdo (possui maior
utilidade). Para um investidor averso ao risco, u''(w,) <0. Derivando a expressao acima
em relagdo ariqueza agregada w; , obtém-se

u"(w) = g,9'(w)exp(g,g(w)) -

u"(w) <0 quando g, ou g'(w;) é negativo, mas ndo ambos. Por hipotese, g(w,) é
estritamente monotonica, assm g'(w,) € sempre negativa ou sempre positiva para
qualquer valor de w, no dominio definido (n&o ha troca de sinal). Se g'(w,) >0, entdo
g, <0 (mais adiante ficara claro que se g'(w) <0 e g, >0, a conclusdo final ndo se
altera).

O sind do termo g,rs,sS anda depende do sina da correlagdo r entre g(w) e
g(x) (osdesvios s,, e S sdo positivos). Por hipotese, g(x) € estritamente monotonica, e
assim g'(x) € sempre negativa ou sempre positiva para qualquer valor de x. Da mesma
forma que acima, assume-se que g'(x) >0 (sem prejuizo paraaconclusdo final).

Ha trés possibilidades: r >0, r =0 ou r <0. Quando r =0, o termo g,rsS,s €
zero. Ou sgja, simplesmente ndo ha gjuste no parémetro . Isto &

f (X)h(x: g;ms?) =h(x:g,;m+g,rs,s;s?).

Economicamente, esse resultado implica que o ativo-objeto ndo possui risco
sistematico, mas apenas risco idiossincrético (suas opcbes também). Nesse caso, ndo ha
prémio de risco cobrado pelo ativo (nem por suas opcdes) e a taxa utilizada no desconto do
resultado (aleatdrio) f (x) € ataxade juros livre de risco. Inversamente, 0 pregco esperado

do ativo-objeto é seu preco atual capitalizado por essataxa.
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Nos outros dois casos, supde-se que f'(x), quando existir, € ndo negativa em todos
0s pontos de seu dominio, e estritamente positiva em pelo menos algum intervalo de seu
dominio. Uma opc¢éo de compra, de prego de exercicio X, se enquadra nesse perfil. Por
exemplo, em seu vencimento:

Xx>X® f'(max(0;x- X))=1
X< X® f'(max(0;x- X))=0
X=X ® f'(max(0;x- X)) ndo édefinida
Sob esse conjunto de hipoteses, se r > 0, sabendo-se que g, <0, otermo g,rS,S
possui sinal negativo. Pela equacéo (18), reproduzida novamente abaixo,
p=¢€'¢f(X)h(x:g;m+g,rs,s;s)dx
percebe-se que p também sofrera reducdo (em relagdo a p quando r =0). Isso significa
gue uma opcao lancada sobre um ativo-objeto que possui correlacdo positiva com ariqueza
agregada — isto €, um ativo-objeto que vai bem quando a economia vai bem e vai mal
guando a economia vai mal — possui um prémio de risco positivo em relacéo a taxa de
juros livre de risco. Tracando-se um paralelo com o CAPM, essa opg¢éo possui beta (b)
positivo.

Ser <0, sabendo-seque g, <0, otermo g,rsS,S possui sina positivo. Nesse caso,
percebe-se que p também sofrerd acréscimo (em elacdo a p quando r = 0). Isso mostra
gue uma opc¢do lancada sobre um ativo-objeto que possui correlagdo negativa com a
riqueza agregada — isto €, um ativo que vai bem quando a economia vai ma e vai mal
guando a economia vai bem — possui um prémio de risco negativo em relacdo a taxa de
juros livre de risco. Na verdade, essa opcao oferece um hedge contra oscilagOes adversas

na economia e, por isso, ataxa pela qual seu resultado deve ser descontado € menor que a
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taxa de juros livre de risco. Tragando um paralelo com o CAPM, essa opgao possui beta
(b) negativo. Merton (1973a) foi quem demonstrou pela primeira vez a relacéo entre o
prémio de risco de um ativo vis-a-vis sua correlagdo com a riqueza agregada. Cochrane
(2001, p. 15-17), num arcabouco mais restrito que o de Camara (2003), faz uma
demonstracéo conceitualmente similar a apresentada acima, assumindo fungdo de utilidade
poténcia, ao invés de utilidade com representacdo exponencial.

Caso f'(x) exista, sga ndo positiva em todos os pontos de seu dominio e

estritamente negativa em pelo menos algum intervalo de seu dominio, como numa opc¢ao

de venda, a andlise anterior deve ser invertida

Para um investidor propenso a risco, u''(w) >0, as duas Ultimas conclusdes sdo
invertidas. Interessante notar que, nesse caso, 0 prémio de risco recai justamente sobre a
opcao que oferece hedge contra choques adversos. O investidor propenso a risco nao

atribui tanto valor ao hedge. Por fim, para um investidor neutro a risco, u'(w) =0, o
parametro de curvatura da fungdo utilidade g,, € nulo e a andise se da similarmente ao
caso em que r =0, ou sgja, ndo ha correcéo para risco. Para esse investidor, o retorno
esperado de qualquer ativo é igual ataxa de juros livre de risco.

Complementando o raciocinio acima, deve-se notar que s g'(w;) <0 e g, >0, €ou
g'(X) <0, as conclusdes acima ndo se alteram. Por exemplo, para um investidor averso a
risco, assumindo-se g'(w,) <0, automaticamente g, >0. Como na andlise anterior,
pressupbe-se g'(x) >0e f'(x) > 0. Nesse caso, uma op¢éo lancada sobre um ativo que
vai bem quando a economia va mal e vice-versa possui resultado negativamente

correlacionado com a riqueza agregada. Porém, a correlacdo que afeta a equacdo (18) €

aguela entre as distribui¢des transformadas do ativo-objeto e da riqueza agregada, que sera
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positiva, pois assumiu-seque g'(w;) <0 e g'(x) >0. Assim, o termo g,f S, S pPossui sinal
positivo e 0 preco da opcdo lancada sobre esse ativo serd acrescido, como na andlise
anterior. Conclui-se que, qualquer que sga 0 caso, 0 investidor averso a risco aceita um
retorno menor que a taxa de juros livre de risco de um ativo que oferece hedge contra
choques econémicos adversos e demanda um retorno maior que a mesma em caso
contrario.
333 Obtencéo da relacéao de avaliacao risco-neutra

A partir da equacéo (18), € possivel obter relagdes de avaliacdo risco-neutras. Para
tanto, basta que se expresse o parametro de locagdo m+g,rs,s em fungéo do prego atua
do ativo-objeto e depois se substitua a expressdo obtida na equacédo de precificacdo da
opcao. Esse procedimento, que serd descrito a seguir, elimina as preferéncias a risco da
formula de precificacéo.

Conhecendo-se a expressdo geral da densidade transformada de preco de estado,
dada pela equacéo (8), a equacao (18) pode ser escrita como:
ot git(+¥)

\ 11 20
f (X X)expi- — X)-m- g.rs. sl vdx, 19
7.0, (09, )] 282[911() O W]% (19)

e

p:

w

onde g;* éafuncioinversade g;.

A equacdo (19) sera especializada para a precificagdo de um ativo-objeto de prego
atual conhecido S Nesse caso, f (x) = x eaequagéo fica:
St Gi(+¥)

- .
O X6,'(¥) e«pi- zlo.0-m gwrswslzgdx- (20)

0:'(-¥)

S=

5

S

A equacdo (20) depende das preferéncias a risco do investidor. Se a esperanga (dada
pela integral) puder ser expressa como func¢do do parametro de locagdo, e se essa funcéo

for inversivel, de forma que m+g,rs S possa ser escrito em fungdo de S as preferéncias
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a risco poderdo ser eliminadas da equacdo (19). Em outras palavras, se 0 parametro

m+g,rs,S puder ser extraido da equagdo (20) como fungéo de S e substituido em (19),
obter-se-4 uma relacdo de avaliacao risco- neutra. Essa sequéncia é ilustrada abaixo:
m+g,rs,s = 1,(S),

) . .
. | ) 1 ) 2 U
)f(x)gl ()ep;- 5o [09.(0- 1.(9)] de, (22)

e’ g

(¥
p= C
S /\% gil((-)¥

p=eE°[f(x)], (22)
onde
f,(S) : fungdo do prego atual (conhecido) do ativo-objeto;
Q: medida de probabilidade risco- neutra.

A densidade de probabilidade transformada risco-neutra, assim chamada pois néo
envolve os parametros de preferéncias a risco, possui apenas o parametro de locacéo
diferente daguele da densidade de probabilidade transformada rea do ativo-objeto. Das
equagdes (20) e (21), nota-se que:
iH(+¥)

- .
% = ' b~ - f.(9)]2¥dx. 23
- 2|C)glfl(c_)ag)xgl (9 epf 2Sz[gl(x> . )]%x (23)

A equacdo (23) implica que o valor esperado do ativo-objeto é seu preco atual
capitalizado pela taxa de juros livre de risco, resultado condizente com a hipétese de
neutralidade a risco, na qual o retorno esperado de todos os ativos € igual a mesma.

A metodologia apresentada sera utilizada para derivar os modelos de Black e de

Camara.
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34 Consider acfes sobre a generalizacao de Anténio Camara

Céamara (2003, p. 806) enfatiza que os resultados obtidos em seu artigo sdo
importantes porgque € crescente o interesse académico na relacéo entre a funcéo utilidade
dos agentes econdmicos e a distribui¢cdo de retornos dos ativos. O autor ainda destaca que €
relevante analisar sob quais combinagdes de preferéncias a risco e distribuicdes os modelos
existentes sdo vdlidos e/ou novas formulas fechadas podem ser obtidas. Um melhor
entendimento das condicbes em que os modelos sdo validos pode sugerir que sua
aplicabilidade € maior do gue se acredita. A derivacdo de novas férmulas fechadas de
precificacdo aumenta o leque de ferramentas préticas a disposicdo dos estudiosos €/ou
negociadores de opcdes e tem o potencial de tornar 0 processo de precificacdo mais
eficiente. Além disso, € importante obter formulas especificas de precificagdo de opcbes
guando alguma informagdo sobre a distribuicdo real de precos do ativo-objeto, como
caracteristicas assimetria e curtose, sugere que a mesma nao € bem aproximada por uma
distribuicdo lognormal, pois os modelos assim obtidos podem reduzir os vieses conhecidos
do modelo de Black-Scholes e de suas extensdes. Destaca-se que Johnson et al. (1994, p.
43-50) demonstram que se pode obter uma distribuicdo normal transformada para
quaisquer pares possiveis de assimetria e curtose, conhecimento que torna a abordagem
desenvolvida por Camara (2003) ainda mais promissora.

O sentimento de que é relevante reconciliar modelos existentes com preferéncias a
risco e distribuicdes € também compartilhado por outros pesguisadores, inclusive de outras
linhas de pesquisa em Finangas. Em particular, Markowitz (1991, p. 475) coloca que uma
caracterizacdo mais sistemética das funcbes de utilidade e das distribuicfes para as quais
seus critérios de aproximacdo por média-variancia sdo bons, ruins ou irrelevantes seria

extremamente oportuna.
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Em suma, Camara (2003) demonstra que, em equilibrio, para compensar o risco,
certas combinacdes de preferéncias a risco e distribuicbes movem a locacdo da funcéo
densidade de probabilidade normal transformada do ativo-objeto, mantendo inalteradas
suas demais caracteristicas. Utilizando o preco de equilibrio (baseado na utilidade
esperada) do ativo-objeto, demonstra como € possivel eliminar os pardmetros de
preferéncias da férmula final de precificacéo da opcdo. O preco da opcéo é entdo dado pelo
valor esperado de seu resultado, calculado em relacdo a densidade de probabilidade
transformada risco-neutra do ativo-objeto e descontado pela taxa de juros livre de risco.
Dessa forma, o autor generaliza a condicdes a partir das quais modelos existentes de
precificacdo de opcdes podem ser obtidos, e abre caminho para que novos modelos de
precificacdo, baseados em relagbes de avaliacdo neutras ao risco, sgjam elaborados e

testados.



4 MODELOSDE BLACK-SCHOLESE CAMARA

“ An exact formula for an asset price, based on observable variables only, isa rare finding

from a general equilibrium model, and care should be taken to analyze the assumptions

with Occam'’s razor to determine which ones are necessary to derivethe formula.”
(MERTON, 1973b, p. 161)

41 M odelo de Black-Scholes

Segundo Scholes (1997, p. 130), sua pesquisa em opgdes foi influenciada
principalmente por conceito de arbitragem, hip6tese de mercado eficiente e CAPM,
conceitos j& discutidos nesta pesquisa. Sua idéia inicia era determinar o prego livre de
arbitragem de uma opcéo que deveria ser coerente com o CAPM e, portanto, consistente
com a hip6tese de mercado eficiente. Em outras palavras, sua principa intuicdo foi que
ativos de mesmo risco tém que apresentar 0 mesmo retorno para prevenir arbitragem e
lucro certo.

Bernstein (1996, p. 315) assevera gque a pesquisa de Black e Scholes (1973) € uma
das mais influentes ja publicadas nos campos de economia ou finangas. Merton (1998, p.
323) afirma que “o desenvolvimento de maior impacto na prética de Financas foi 0 modelo
de Black-Scholes para precificacdo de opgdes.” A Academia Real de Ciéncias da Suécia
reconheceu o impacto do modelo no mundo das finangas e agraciou Myron Scholes e
Robert Merton com o Prémio Nobel de Economia de 1997 (Fisher Black faleceu em 1995,
caso contrario teria sido laureado).

O modelo de Black-Scholes e suas extensdes, tais como 0 modelo de Black, podem
ser obtidos por trés formas distintas. A primeira é pela resolucdo de uma equacéo
diferencial parcial, sujeita a condic¢des de contorno (valor da opgdo no vencimento), como
fizeram os pioneiros Black e Scholes (1973). Essa metodologia € bem descrita por Wilmott

(1998, p. 81-98), que iludtra inclusive a expansdo em série de Fourier utilizada pelos
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pesquisadores para solucionar tal equacéo. Mais especificamente, Black e Scholes (1973)
serviram-se de um raciocinio que se tornou fundamental na precificacdo de derivativos. 0
de que é possivel montar uma carteira livre de risco combinando-se opgdes de compra e
acOes do ativo subjacente. Essa carteira, negociada em tempo continuo, deve conter
posicdes contrarias em acles e opcles, na razdo ta que oscilacbes nas opgdes sgam
perfeitamente contrabalancadas por oscilacBes de natureza contraria nas acoes. Segundo
Merton (1973b), na pratica Black e Scholes (1973) assumiram que a correlacdo entre a
acd0 e a opcdo de compra é perfeita e postiva (igual a um). Se 0 mercado estda em
equilibrio (precos dos ativos), o retorno de tal carteira deve ser igual ao do ativo livre de
risco; caso contrério, ha oportunidades de arbitragem e ganho certo. A partir dessa idéia,
Black e Scholes (1973) obtiveram a equacdo diferencial parcia mencionada, cuja solucéo é
0 consagrado modelo.

A segunda € pela abordagem de martingais, desenvolvida por Harrison e Kreps
(1979). Conforme Dimson e Mussavian (1999, p. 1.762) e Jarrow (1999, p. 237), esses
autores desenvolveram uma teoria geral de precificagdo de direitos contingentes que
conciliou, sob a mesma égide, uma sequéncia de contribuicdes importantes, todas
fundamentadas na utilizacdo da medida de probabilidade risco-neutra na precificagcéo de
derivativos. Dentre as mesmas, merecem destaque especial as feitas por Cox e Ross (1976)
e Ross (1978). Jarrow (1999, p. 237) afirma gue a abordagem de martingais formalizou os
fundamentos mateméticos utilizados na precificacéo de derivativos, sobretudo os conceitos
de auséncia de arbitragem e de mercado completo. O autor aclara que, essencialmente, o
conceito de ndo arbitragem implica que os precos dos ativos estdo propriamente
determinados e 0 de mercado completo garante que a medida de probabilidade risco-neutra
€ Unica, e que portanto o preco de um derivativo € singular. Isto €, s hd um preco para o

derivativo que é consistente com 0s precos dos ativos utilizados em sua construcéo, os
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guais, pela condicdo de ndo-arbitragem, estédo em equilibrio. Baxter e Rennie (2003, p. 83-
91) e Neftci (2000, p. 353-358) descrevemn muito bem metodologia.

A terceira é partindo de condicBes gerais de equilibrio e tempo discreto, como a
abordagem descrita no capitulo 3. Essa € a abordagem: foco deste trabalho e, portanto, sera
utilizada a seguir na obtencdo do modelo. Brennan (1979) e Rubinstein (1976) foram os
idealizadores dessa metodologia. Fato marcante € que Rubinstein (1976, p. 408) expressa
surpresa a0 obter o modelo de Black-Scholes num arcabougo de negociacéo em tempo
discreto, marcada pela impossibilidade de se criar 0 hedge perfeito, caracterizado por um
gjuste continuo que mantém o risco da carteira de agdes e opgdes nulo até o vencimento
destas Ultimas. Na verdade, esta terceira forma de precificacdo de derivativos resulta na
abordagem de martingais quando a combinacédo de preferéncias a risco e distribuicbes leva
a obtencéo de uma relacdo de avaliacdo risco-neutra. A surpresa de Rubinstein (1976) se
deveu a0 fato de que, a época, a abordagem de martingais ainda nd havia sido
desenvolvida; consegientemente, a obtencdo do modelo de Black-Scholes num contexto
de tempo discreto erainesperada.

41.1 Derivacdo do modelo de Black-Scholes

As deducbes que seguem mantém a hipdtese de horizonte de um periodo, feita no
capitulo 3. Deve ficar claro que se pode fazer esse periodo arbitrariamente curto ou longo;
consequentemente, os resultados que serdo apresentados sdo vaidos para qualquer
horizonte de avaliacéo.

Black e Scholes (1973, p. 640) assumem gue 0 preco do ativo-objeto segue um
movimento browniano geométrico. Conforme as demonstracfes contidas no apéndice C,
tal premissa implica que o preco do ativo X, em qualgquer intervalo de tempo, segue uma
distribuicéo lognormal.

Logo:
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g,(¥) =In(%) ~ N(ms?).

Para a utilizagdo da abordagem de Camara, como apresentado no capitulo 3, além da
hipétese sobre a distribuicdo dos precos do ativo-objeto, sdo necessarias hipoteses sobre a
distribuico da riqueza agregada e sobre as preferéncias a risco do investidor agregado.
Camara (2003, p. 817) afirma que “Quando os pregos do ativo-objeto sdo lognormal mente
distribuidos, o modelo de Black-Scholes pode ser obtido com diferentes pares de
distribuicdo de riqueza agregada e preferéncias a risco.” Na derivagdo a seguir, para que a
aplicacdo da abordagem de Camara (2003) sga ilustrada em um caso especifico de
distribuicdo da riqueza agregada e preferéncias a risco, adotam-se as mesmas premissas do
pioneiro Rubinstein (1976, p. 416-420):

a) ariquezaagregada w, possui distribuicdo lognormal;
b) oinvestidor agregado exibe aversdo relativa constante a risco.

Daequacdo (7), vem que

g(w) = In(w) ~ N(m,;sy,) .
Daequacéo (9), vem que
u'(wy) = exp(g, In(wy)) = wg

Integrando a equacdo acima, percebe-se que a funcéo de utilidade do investidor

agregado € do tipo:

0w

u(vvl):lj_gN+k,

onde k é uma constante.
Consoante Cochrane (2001, p. 6), o investidor acima possui funcdo de utilidade

poténcia. Conforme Copeland e Weston (1988, p. 88-90), Elton e Gruber (1997, p. 217-
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221 e 226-228) e Luenberger (1998, p. 233 e 256), pode-se medir o grau de aversao a risco
de um investidor pelos coeficientes de aversdo arisco de Arrow-Pratt, definidos a seguir.
Aversdo absoluta a risco:

AAR= - (W)
u'(w)
Vaores positivos do coeficiente indicam aversdo absoluta a risco; valores negativos,
propensdo absoluta a risco; e valor nulo, neutralidade a risco.

Aversdo relativa a risco:

ARR = - wy (M)
u'(wy)

=WAAR.
Valores positivos do coeficiente indicam aversdo relativa a risco; valores negativos,
propensdo relativa a risco; e vaor nulo, neutralidade a risco.

Pode-se entéo calcular os coeficientes de aversdo arisco do investidor agregado:

AAR:' U”(V\ﬁ) - gw 1W_1 - gw

u'(w,) we o ow

ARR =wAAR=-g,.
Para que o investidor tenha aversdo relativa constante a risco, g, deve ser negativa
g, <0® -g, >0.Se g, =0, o investidor € neutro a risco; se g, >0, o investidor

possui propensao relativa constante a risco.

Nota-se ainda que, no caso analisado (g, <0):

— G i— oS
AAR=22 <0, AAR'=-2=2>0e ARR'=0.
W W

A medida que a riqueza do investidor representativo cresce, sua aversio absoluta a
risco diminui, cada vez a uma taxa menor, na medida exata para que sua aversao relativa a

rsco permaneca constante. Economicamente, esse comportamento indica que quanto
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maior é sua riqueza, mais, em termos absolutos, o investidor esta disposto a arriscar
(investir). Em termos relativos, a razdo entre ariqueza e o valor absoluto que esta disposto
acolocar em risco conserva-se constante.
Dessa forma, ao empregaremse as premissas de Rubinstein (1976) na abordagem
mais genérica de Camara (2003), conclui-se que as preferéncias a risco do investidor

agregado sdo representadas por uma funcéo de utilidade poténcia, onde:
u'(w) = exp(g, In(w,)) = w,
com g, <0.

Nesse contexto, a equacdo (20) (preco atual do ativo-objeto), transcrita abaixo,

] 1 2()
1 s - _ _ ,d ,
Xg, (X)exp% 232[gl(x) m g,rs,s] Y X

(V)]
ﬁ '
©
« O

fica

-1 +¥ N ..
e <1 7 1 20

S= —expj - IN(X)- m- g,rs dx.
S O p% 282[n() O WS]E;

Das demonstracdes contidas no capitulo 3, sabe-se que a densidade transformada de

preco de estado do ativo-objeto

1 1 . 20l
o Sz - m gwrsws]%

h(x:g, =In m+g,rs,s;s’) =

é lognormal, com parémetro de locagéo igual a m+g,rs,s . Pelas dedugdes contidas no

apéndice A (propriedades da distribuicéo lognormal), segue que:

s?l

& :e<p:'m+ g,r S,S +— (24)
i 2?3



81
Logo

2
m+ g, s,s = In(Se') - % (25)

Pela equacéo (21), o preco de uma opc¢do lancada sobre esse ativo-objeto é dado por:

e ¥ 1 1 s2grf
- L s” 26
P= Pf(x)xe(p; - Bin(se)- Z%zdx (26)

Salienta-se que aférmula acima é livre de preferéncias e a fungdo

‘l Z (2

o1 b1 e o sPolt
“(X)‘xs@“p% 257 8% e se) 20y

'O“<t:

€ a densidade de probabilidade lognormal risco- neutra do ativo-objeto, com parametros de
locacdo e escala dados em fungdo dos parémetros de média e varidncia da densidade de
probabilidade normal risco- neutra do logaritmo do prego do ativo-objeto.
Especiaizando a equacdo acima para precificar uma op¢éo de compra de prego c,
deduz-se 0 modelo de Black-Scholes (para opcéo de compra). Nesse caso
f (x) = Max(0;x- X),

onde X é o preco de exercicio daopgdo. A equacdo torna-se

I\.)

~ +¥ 1 r SZQUP _

c= sJ_p OMax(G; x - X) exp; -aFerSe) 7%{)&_
e 1 1 16 szalf
= 7 O X);ap%- 75789 E?n(Se S de-
i +¥ 1 -l ) 329@29 U
ie Oxxsrex'“; o zén(x) E?r(Se)-7EUu>ng-:i:
- ¥ 2..\2..' y
ixe' 07\/—%:[ - gi(se')- 57% de :::
foox t ap p
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As duas integrais acima podem ser resolvidas, respectivamente, conforme equagoes
(1.a) e (1.c), contidas no apéndice A.

Nesse caso, 0s parametros de locagéo e escala da distribui¢do sdo, nessa ordem

A primeira integral fica

r 2 = 2 2 ..
o NER(S)- /2 InX +segin(ss)- 5+ S 2= su@)
S 17 2 Zg
onde
_In(S/X)+(r+s?/2)
d, = :
s
A segundaintegral fica
r 2 .
| xe NENSE)- sT/2- X9 xe'N(d,-s).

S 2
Logo, o preco da op¢do de compra € dado por
c=9N(d,)- Xe'N(d, - s),
que € o modelo de Black-Scholes.
Quando os parametros r e S s80 expressos para um horizonte diferente do prazo da

0pcao, a equacao acima assume a formatradicional:

c=SN(dy)- Xe"TIN(,) 27)

d, = In( S/ X) +(r +s2/2)T - t), (29)
ST -1
d,=d,- sJT-t,

onde

C: preco da opcao de compra;
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S prego atual do ativo-objeto;
s volatilidade do prego do ativo-objeto (desvio-padréo de In( X) );
r: taxade juros livre de risco;
X: preco de exercicio;
T —t: prazo para 0 vencimento da opgao;
N () : distribuicgo normal acumulada.

A férmula de precificacdo de uma opcdo de venda langada sobre uma agdo que néo
distribui dividendos pode ser obtida de forma similar, fazendo f (x) = Max(0; X - x), ou
pela paridade de pregos das opc¢des de compra e de venda, como exemplificado por Black e
Scholes (1973, p. 646-647), Hull (1997, p. 167-168) e Wilmott (1998, p. 33-34). As demais
extensdes do modelo podem ser obtidas variando-se f (x) conforme o caso.

Nota-se que o0 preco da opcdo de compra é dependente de cinco parametros. Seu
valor tedrico aumenta com o aumento do prego do ativo-objeto, da volatilidade, da taxa de
juros livre de risco e do tempo; e diminui com 0 aumento do preco de exercicio.

E importante notar que o modelo de Black-Scholes é representado por uma formula
fechada, ou sgja, nBo ha recorréncia (dependéncia de valores passados, por exemplo de seu
valor em t-1). Adicionamente, com excegdo da volatilidade do prego do ativo-objeto,
todas as variaveis (preco do ativo, taxa de juros livre de risco etc.) sdo observaveis. Esses
dois pontos contribuem para a facilidade de implementacéo e utilizacéo do modelo.

Outro fato notével é que o vaor da opcéo ndo depende do retorno esperado do ativo-
objeto nem das preferéncias a risco dos investidores. 1sso porque o raciocinio utilizado por
Black e Scholes (1973) para a montagem da carteira perfeitamente hedgeada fundamenta-
se, puramente, em condi¢cbes de ndo arbitragem, sendo vaido independentemente da

mudanca no preco da acéo ou da probabilidade dessa mudanca (JARROW, 1999, p. 234).
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Para maior discussdo sobre as propriedades matematicas mais conhecidas da formula de
Black-Scholes, vide Ross (1999, p. 90-91) e Wilmott (1998, p. 74-78). O primeiro enfoca a
equacdo final obtida e o segundo, a equagdo diferencial parcial solucioreda por Black e
Scholes (1973).

Por fim, Merton (1998, p. 327) explica que as pesquisas subseqientes ao modelo de
Black-Scholes seguiram trés vertentes: “aplicacdes do modelo para outros tipos de ativos,
testes empiricos da formula de precificagéo e, finamente, tentativas de enfraquecer as
hipéteses utilizadas na derivacdo do modelo.” Os estudos de Jarrow (1999), Merton (1998)
e Scholes (1997) sdo excelentes referéncias sobre as origens e 0s impactos do modelo de
Black-Scholes.

Vae mencionar que, segundo Bernstein (1996, p. 310-316), Merton teve papel muito
importante no desenvolvimento do modelo obtido por Black e Scholes (1973). Consoante,
Merton (1998, p. 326), dém de ter nomeado o modelo, foi ele quem mostrou a Black e
Scholes que a estratégia de negociacdo dinamica por eles prescrita, para anular o risco da
opcao (delta hedge), resulta num hedge perfeito quando se tira o limite para negociagdo em
tempo continuo (Dt ® 0).

4.1.2 Derivacédo do modelo de Black

Conforme Hull (1997, p. 277), em 1976 Fisher Black desenvolveu um modelo para
precificar opcdes européias lancadas sobre contratos futuros. Na verdade, o modelo de
Black € uma adaptacdo do modelo de Black-Scholes ao caso em que o ativo-objeto é um
contrato futuro, que pode ser o futuro de uma ag&o que distribui ou ndo dividendos, de uma
moeda, de um indice etc.; em qualquer um desses casos, a férmula de precificacao obtida €
a mesma. Afora isso, s80 mantidas as premissas utilizadas na formulagdo do modelo de

Black-Scholes.



85
O modelo de Black pode ser obtido por um procedimento analogo ao utilizado no
item 4.1.1, que serailustrado, ou, como ensina Hull (1997, p. 261 e 269-279), através de
uma adaptacdo simples no modelo de Black-Scholes, substituindo-se o preco atual do
ativo-objeto a vista S pelo preco atual do contrato futuro F descapitalizado pela taxa de

juros livre de risco — substitui-se Spor Fe (™Y

— diretamente nas equagdes (27) e (28).
Conforme Hull (1997, p. 287), esse procedimento se justifica porque, para o proposito de
avaliacdo de derivativos langados sobre um contrato futuro, o preco deste ultimo pode ser
tratado da mesma forma que o0 prego de uma agdo que proporciona um rendimento de
dividendos igual ataxa de juros livre de risco.

O modelo de Black baseia-se na hipotese de que o preco do ativo-objeto F, no caso o
contrato futuro, segue um movimento browniano geométrico. Portanto, seu preco tem
distribuicéo lognormal.

Conforme discutido no item 3.3, muitos pares possiveis de preferéncias a risco e
distribuicdes de riqueza agregada podem ser escolhidos. Qualquer que sgja a escolha,
desde que as equagdes (7) e (9) sejam obedecidas, a utilidade marginal relativa do contrato
futuro seré dada pela equagdo (15), com a funcgéo logaritmo no papel de g,, e as demais
relagbes mateméticas valerdo.

Um cuidado a ser tomado € o de que, para a precificagdo da op¢édo sobre futuro de

dolar pela abordagem de Camara (2003), deve-se inicialmente determinar m+g,rs,S em

funcéo do ativo primitivo, que € o ddlar, ndo o futuro de délar. Nas extensdes do modelo
de Black-Scholes, quando o ativo-objeto possui rendimento, este € assumido constante e
conhecido para todos os vencimentos (HULL, 1997, p. 261, 263, 272 e 277). Dessa forma,
assume-se que a aplicacdo em ddlar proporciona um rendimento (em ddlar) constante e

conhecido g (taxa de juros da moeda estrangeira), no horizonte de andlise.
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Segundo as premissas acima, 0 resultado total de um investimento em ddélar com
mesma data de vencimento da opc¢do (um periodo) € formado por dois componentes. um
componente aleatério S, que € a cotagdo do dolar em reais em t =1, e outro relativo a
taxa de juros da moeda, que atua como um rendimento continuamente capitalizado a taxa
g. Dessaforma, o resultado (bruto) do investimento em um ddlar € dado por Se°.

Para a determinagdo de m+g,rs,S em fungdo do dolar, deve-se conhecer sua
distribuicdo de probabilidade no vencimento da op¢do. Hull (1997, p. 221) demonstra que
se 0 preco do futuro segue um movimento browniano geométrico, o preco do ativo-objeto
também segue, e vice-versa. Para tanto, basta a aplicacdo do lema de 1td para determinar a
equacdo diferencial estocéastica do futuro dF , dada a equacéo diferencial estocéstica do
ativo-objeto dS. Outro raciocinio é perceber que o preco do futuro F, num dado instante e
num mercado arbitrado, € dado pelo produto de uma constante de capitalizacéo pelo preco
do ativo-objeto a vista S (HULL, 1997, p. 51-54). No caso de um contrato futuro de uma
moeda, tem-se

F=S9, (29)
onde r é ataxade juros livre de risco doméstica e q a taxa de juros livre de risco da moeda
estrangeira, ambas assumidas constantes e conhecidas até a data de vencimento do futuro.
A equacdo (29) também pode ser obtida da equacdo (23), quando se assume que o ativo-
objeto distribui dividendos ataxag.

Nesse contexto, quando o ativo-objeto possui distribuicdo lognormal, o futuro

também possui e vice-versa. Para provar essa propriedade, basta perceber que se Y e Z sdo

variaveis aleatdrias e k uma constante, tal que Z =YeX, entdo
INnZ=InY +Kk,

sendo InY ~ N(m,;s2) « InZ~N(m, +k;s2).
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Adicionalmente, como o contrato futuro éliquidado pelo prego a vista do ativo-
objeto, ambos possuem a mesma distribuicdo de probabilidade na data de liquidacéo do
futuro. Como a opcdo sobre futuro de dolar vence na mesma data que o contrato futuro de
ddlar, ela pode ser precificada diretamente em funcdo da distribuicdo do dolar em seu
vencimento, cuja cotacao € apurada conforme contrato apresentado no anexo A.

Visto iss0, sgja § o prego (aleatorio) do dolar no vencimento da opgdo e do contrato
futuro, de forma que

In(S) ~ N(ms?).

Sgja Sa cotagdo (preco) atual da moeda. Supondo ainda que as equagdes (7) e (9) sdo

atendidas, a equacéo (20) fica

e ™ 1 3 1 2
= Be' —expi- —|I -m-g.rs.s|vdS .
S@(}Cﬁl Sl p,:\ 282[“81) g s, ]%S.I.

Logo,

2 2

m+gwrsws:In(Se“q)-S?:lnF-s7. (30)

A equacdo acima demonstra que o parametro de locagdo da densidade lognormal de
preco de estado também pode ser expresso em funcéo do preco do contrato futuro.
Portanto, o preco de uma opc¢do de compra sobre futuro de dolar c, de preco de

exercicio X, é dado por:

et 1 1 16 gz f
Max(0; S, - X) = expi- — T sy ST vds, =
2podv| (ORSY )Slexp% s gn(SJ gn( ) - 241%81
1 1 % s2 o0 P
= expi - S 2 vd 31
— dS X)SIGXIO+ an(s) - gIn(F) - 2_u)é51 (31)
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Empregando o mesmo procedimento utilizado no item 4.1.1, fundamentado nas

equactes (1.a) e (1.c) contidas no apéndice A, obtém-se

c=e"[FN(dy) - XN(d,)], (32)
g = In(F/X)S+(52/2)’ )
d,=d;-s,

gue é o modelo de Black. Quando os parametrosr e S S0 expressos para um horizonte
diferente do prazo da opcdo, a equacdo acima assume a forma tradicional (funcdo do
tempo), dada por Hull (1997, p. 277).

O desempenho desse modelo, utilizado pelo mercado para precificar gogcdes sobre
futuro de ddlar, sera comparado ao desempenho do modelo de Camara.

Uma premissa utilizada deve ser salientada: quando o vencimento da opc¢éo e do
futuro coincidem, a volatilidade do preco do contrato futuro no vencimento da opgédo €

igua avolatilidade do preco do ddlar, que foi assumida através de

IN(S) ~ N(ms?).

Se 0s vencimentos ndo coincidissem, a equacéo (30) seria obrigatoriamente da forma

2

c=_& H‘é(F X)lexp'} 1 én(p) an(F) Sz@'i’]dF (34)
- - p— |- ——> - - —=Uu y
s\/2p9 ! F, i 252@ ! § Zég}é 1

onde F, é o preco (aleatdrio) do contrato futuro no vencimento da opcéo e S sua

volatilidade (desvio-padréo de In( F,)) para o prazo da opgdo. Essa € uma diferenca sutil e
leva em conta que, quando os vencimentos do futuro e da op¢do ndo coincidem, as

distribuices do futuro de dolar e do ddlar ndo tém o mesmo valor esperado. No entanto,

essas distribuic¢des sdo sempre iguais ho vencimento do contrato futuro, ja que este Ultimo,
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por definicdo, € liquidado pelo preco do ativo a vista. Logo, se a equacdo (30) é obtida para
0 prazo do contrato futuro, determina-se a relacdo risco-neutra que € vdida para a
precificaco de qualquer derivativo de dolar em fungdo do preco do contrato futuro. Essa
relacdo é funcdo do parAmetro s?2, que é proporcioral ao tempo (vide apéndice C),
podendo ser calculada para qualquer outro prazo. Desse modo, assumindo-se conhecidos
0s parametros de média e variancia da distribuicdo de In( F,) , as opgdes sobre futuros seréo

precificadas de acordo com a equacéo (34), que por sua vez resulta no modelo de Black.
Em sintese, duas opg¢des com 0s mesmos vencimento e prego de exercicio, uma sobre

0 ativo a vista e outra sobre um contrato futuro com vencimento posterior a opcéo,

possuem pregos diferentes. Todavia, 0 modelo de Black é vélido qualquer que sgja a data

de vencimento do contrato futuro.

4.2 Testes empiricos e vieses conhecidos do modelo de Black-Scholes

Antes de iniciar a apresentacéo dos vieses do modelo, é importante que se tenha em
mente as premissas de Black e Scholes (1973, p. 640) na sua concepgao:

a) ataxadejurosde curto prazo € conhecida e constante ao longo do tempo;

b) o0 preco da acdo, ativo-objeto da opcdo, segue um passeio aeatdrio em tempo
continuo, com variancia proporcional ao quadrado de seu preco. Logo, a distribuicéo
dos possiveis precos do ativo para qualquer intervalo finito € lognormal. A variéncia
do retorno do ativo-objeto é constante;

Cc) aacdo ndo distribui dividendos nem qualquer outro tipo de proventos;

d) aopcéo € Européia, isto € sd pode ser exercida no vencimento;

€)  nado ha custos de transacdo para a compra ou venda de acBes ou opcoes;
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f) € possivel tomar emprestado qualquer quantia de recursos a taxa de juros livre de
risco;
g ndo ha penalidades a venda a descoberto.

Conforme Hull (1997, p. 510), imperfeicdes do modelo de Black-Scholes séo
evidenciadas pelo fato de que os usuérios do modelo tém que adequar freqlientemente o
pardmetro de volatilidade de forma que reflita as Ultimas informagdes de mercado. Outra
evidéncia de imperfeicéo é que avolatilidade implicita depende tanto do preco de exercicio
como do prazo da opgdo. Essas evidéncias contrariam a hipétese (b) utilizada na derivagéo
do modelo. Muitos testes empiricos foram desenvolvidos para documentar esses e outros
vieses do modelo.

Segundo Copeland e Weston (1988, p. 282-292), as pesquisas empiricas do modelo
de Black-Scholes sdo, na verdade, testes conjuntos do modelo e de eficiéncia de mercado.
Isso ocorre porque o principio fundamental utilizado por Black e Scholes (1973), o de
auséncia de arbitragem, é uma condicdo de equilibrio de pregos bem aproximada em
mercados liquidos e informacionalmente eficientes, isto € em que os precos refletem as
Ultimas informacdes disponiveis sobre os ativos e sobre a economia. Portanto, deve-se ter
em mente que quando se testa a hipétese nula de que os precos de mercado observados e 0s
precos tedricos do modelo de Black-Scholes ndo apresentam diferencas sisteméticas, tal
hipétese pode ser rejeitada por qualquer uma das seguintes razfes. (a) os parametros do
modelo ndo foram corretamente estimados; (b) 0 mercado de opcdes ndo é eficiente; (c) a
formulacdo matemética do modelo ndo é correta (os pregos ndo sdo lognormalmente
distribuidos, a variancia instantanea dos retornos néo é constante etc.).

Imbuidos desse conhecimento, muitos pesquisadores testaram o modelo de Black-
Scholes. Os testes, que podem ser classificados em trés grandes grupos, investigam: (a) se

0 modelo fornece precos tendenciosos em relagdo aos pregos de mercado, e se € possivel
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estabel ecerem-se regras lucrativas de negociacdo de carteiras de opcdes mal precificadas;
(b) se os limites maximo e minimo esperados para 0s precos de opcdes sdo respeitados no
mercado; (c) finamente, se carteiras perfeitamente hedgeadas, construidas pela
combinacdo da opcdo com seu ativo-objeto, apresentam retorno anormal, isto €,
significantemente diferente da taxa de juros livre de risco.

Em linhas gerais, os testes sugerem que o modelo de Black-Scholes fornece precos
gue diferem, de forma sistemética, dos precos de mercado. Esses vieses sd0, em sua
maioria, atribuidos as fortes premissas de que: (i) a variancia instantanea dos retornos do
ativo-objeto € constante; (ii) o preco do ativo-objeto possui distribui¢do lognormal em
gualquer intervalo finito de tempo.

A seguir, descrevem-se testes empiricos importantes do modelo de Black-Scholes,
com base nos quais algumas conclusdes seréo tecidas ao final deste item. Particularmente,
s80 descritos os modelos de Cox e Ross (1976) e Jarrow e Rudd (1982), que relaxam, nessa
ordem, as premissas (i) e (ii) mencionadas no parégrafo anterior. Antes dessa sintese, é
importante que se tenha em mente os conceitos de opgdo dentro do dinheiro, no dinheiro e
fora do dinheiro. Wilmott (1998, p. 26) aclara que uma op¢do no dinheiro éaquela que
possui valor intrinseco positivo (para o comprador). O valor intrinseco € o resultado que
seria recebido se 0 preco do ativo-objeto estiver em seu nivel atual no vencimento da
opcdo. Diferentemente, uma opcdo fora do dinheiro possui valor intrinseco nulo. Uma
opcao no dinheiro possui prego de exercicio muito (arbitrariamente) proximo do preco
atua do ativo-objeto, podendo estar ligeiramente dentro ou fora do dinheiro. Os autores
dos trabalhos comentados a seguir (BLACK; SCHOLES, 1972; JARROW; RUDD, 1982;
MACBETH; MERVILLE, 1979, 1980) fizeram essa classificacGo com base na
comparacdo do prego atual do ativo-objeto com o preco de exercicio da opcdo descontado

pela taxa de juros livre de risco. Assim, sendo S o preco atual do ativo-objeto da opcéao,
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X seu preco de exercicio, r ataxa de juros livre de risco, T a data de vencimento da
opcdo e t adata atual, uma opcdo de compra pode estar:
a nodinheiro ® S@xe " Y;
b)  dentro do dinheiro ® S> Xe ™Y
¢) foradodinheiro ® S<Xe ™Y,

Black e Scholes (1972) testaram seu modelo com dados de negociagéo de opgdes no
mercado de balcdo. Sua amostra consistiu de opcdes de compra lancadas sobre 545 agoes,
negociadas entre 1966 e 1969. Tendo em vista que o mercado secundario de opgdes de
balcdo virtualmente inexistia, os pesguisadores adotaram um procedimento que durava até
o vencimento das opcOes analisadas. Primeiramente, utilizando os precos fornecidos pelo
modelo e comparando-os com os precos de emissdo das opgoes, eles dividiram as opgdes
em sub e sobreavaliadas; o primeiro grupo foi comprado e o segundo, vendido. Depois,
para cada op¢cdo comprada (subavaliada) ou vendida Gobreavaliada), foi construida uma
posicéo hedgeada através da venda ou da compra de uma quantidade ideal (delta hedge) de
acOes do ativo-objeto. Cada posicdo foi gjustada diariamente, até o vencimento da opcéo a
que se referia. Com esse procedimento, os autores esperavam ndo obter retorno diério
anormal sobre ataxa de juros livre de risco, ja que cada posi¢éo era muito proxima do que
seria um hedge perfeito (as carteiras eram agjustadas diaria e ndo continuamente).

Utilizando os conceitos do CAPM, Black e Scholes (1972) calcularam o0 risco
sistematico, medido pelo beta da carteira hedgeada e concluiram que esse parametro néo €
significantemente diferente de zero, como era esperado. Os testes também indicaram que
existem desvios sisteméticos dos pregos do modelo em relacdo aos precos de mercado:
compradores de opgdes pagam, em geral, precos maiores que os previstos pelo modelo,

enquanto vendedores de opgdes recebem aproximadamente o valor previsto pelo modelo.
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Adicionalmente, 0 estudo sugere que a estratégia de comprar opcdes subavaliadas e vender
opcoes sobreavaliadas, efetuando-se o delta hedge em cada posicéo assumida, resulta em
retornos anormais positivos significantes sobre a taxa de juros livre de risco. Todavia,
guando os altos custos transacionais desse mercado sdo considerados, 0s retornos anormais
desaparecem.

Macbeth e Merville (1979) compararam os precos calculados pelo modelo de Black-
Scholes aos pregos de mercado. Sua amostra consistiu nos precos diérios de fechamento de
todas as opgoes de compra lancadas sobre seis agdes durante todo o ano de 1976 (mais de
12.000 precos) e negociadas na Chicago Board of Trade Options Exchange. Os autores
substituiram o preco de mercado das opc¢des na férmula de Black-Scholes, calculando
numericamente a variancia implicita nos precos. Para qualquer dia escolhido, constataram
gue precos de mercado de diferentes opcbes lancadas sobre a mesma agéo resultam em
variancias implicitas diferentes, e que essas variancias, para a mesma op¢do, mudam com o
tempo. Todavia, as diferencas nas variancias implicitas sdo sistematicamente relacionadas
aos valores relativos do preco do ativo-objeto e do preco de exercicio, bem como ao valor
absoluto do tempo para o vencimento. Conseqlientemente, essas diferencas nas variancias
se traduzem em diferencas sistematicas entre os pregos de mercado e os precos do modelo
de Black-Scholes. Assumindo que o modelo precifica corretamente opgdes no dinheiro
com até 90 dias para 0 vencimento, os pesquisadores estimaram a volatilidade a ser
utilizada na precificacéo de opgdes dentro e fora do dinheiro e de opgdes no dinheiro com
mais de 90 dias para o vencimento. Resumidamente, os resultados do estudo sugerem que:
a o modelo de Black-Scholes fornece precos que sdo, em média, menores (maiores)

gue os pregos de mercado para opgoes dentro (fora) do dinheiro;
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b) a diferenca, em mdédulo, entre o preco do modelo e o preco de mercado tende a
aumentar quanto mais dentro ou fora do dinheiro esta a opcéo, e tende a diminuir
com o decréscimo do prazo de vencimento.

Os autores citam gue seus resultados séo completamente opostos aos encontrados por
alguns outros pesqguisadores. Propdem que essa evidéncia empirica conflitante pode, pelo
menos parte, ser conseguiéncia de uma variancia ndo estacionéria do ativo-objeto. De fato,
avarianciareal, implicita nos pregos de mercado, pode ser maior ou menor que a variancia
caculada a partir de dados histéricos. Assim, se a mesma pesquisa € feita para dois
periodos diferentes e, em um deles, a variancia esperada € maior do que a histérica e, no
outro, ocorre o contrario, o preco de opcdes de compra no dinheiro calculado pelo modelo
seria menor que o preco de mercado no primeiro caso e maior no segundo. De qualquer
forma, essa explicacéo soO resolve parte do conflito, pois ndo justifica ainversdo que ocorre
nos precos de opcdes fora do dinheiro, ja que maior (menor) variancia deveria sempre
implicar em maior (menor) preco, independentemente de a opcdo estar dentro (fora) do
dinheiro. Deve-se lembrar que o preco de uma opgdo, de compra ou de venda, calculado
pelo modelo de Black-Scholes é funcdo monotonica estritamente crescente da variancia do
ativo-objeto.

Macbeth e Merville (1980), com a mesma amostra que foi utilizada por Macheth e
Merville (1979), compararam o desempenho do model o de Black-Scholes ao do modelo de
Cox e Ross (1976), que € um modelo mais geral de precificacdo de opgdes, obtido a partir
de um processo de difusdo de elasticidade constante da variancia do preco €onstant
eladticity of price variance). A easticidade da variancia € medida pelo quociente entre as
variagOes percentuals instantaneas da variancia e do prego (a variagdo percentual do preco
€ 0 retorno). Matematicamente, segundo Macbeth e Merville (1980, p. 286), denotando o

preco de um ativo no instante t por S e sua variagdo num intervalo de tempo infinitesimal
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dt por dS, afamilia de processos de difusdo de elasticidade constante da variancia do preco
pode ser representada pela seguinte equacdo diferencial estocastica:
dS = nidt + dSY2dw
onde d, m e g sdo constantes, comd >0, e W € um processo de Wiener, definido conforme

Hull (1997, p. 210-212).
A variancia instantanea do preco s § € dada por
sZ=d?s9,
e avarianciainstantanea do retorno s? é dada por:
s7= SO,

A elasticidade da variancia do prego, que no caso € constante, é cal culada como:

ds?/s? _ qd’S‘*Pds/d’s? _ g
ds/s ds/s

Com o mesmo conceito, pode-se calcular a elasticidade da variancia do retorno:

ds?/s? _ (q- 2d*S'* Vds/d’S? _
ds/s ds/s

q- 2.

Com g = 2, 0 processo de difusdo acima torna-se 0 processo de difusdo utilizado por
Black e Scholes (1973). Nesse caso particular, a variancia instantanea do prego é
proporcional ao seu quadrado, e a variancia instantanea do retorno € constante.

Se, por exemplo, q =1, para cada 1% de aumento no preco da acdo, ha 1% de
aumento na variancia instanténea do preco e 1% de diminui¢do da variancia instanténea do
retorno. Esse € um processo de difusdo em que a variancia do prego € proporcional ao
preco, e ndo ao quadrado do preco. Ademais, a variancia do retorno cai (sobe) com o

aumento (diminuicdo) do preco. Economicamente, esse processo descreve um
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comportamento de pregos mais (menos) suave que o utilizado por Black e Scholes (1973)
numa fase de crescimento (declinio) econdmico.

Em resumo, o modelo de Cox e Ross (1976) é formulado a partir de um processo
estocastico que pode descrever mais precisamente 0 comportamento real apresentado pelos
precos dos ativos, ja que permite que a elasticidade da variancia do processo sgja
guantificada. Além disso, esse modelo ndo é incompativel com o modelo de Black-
Scholes; pelo contrério, 0 modelo de Black-Scholes é obtido em um caso particular (q = 2).
Portanto, se bem parametrizado, esse modelo pode apresentar desempenho melhor que o
do modelo de Black-Scholes, com o potencial, inclusive, de explicar alguns dos vieses ja
relatados.

Para o calculo do preco das opgdes pelo modelo de Cox e Ross (1976), Macbeth e
Merville (1980, p. 286) estimaram d e g por métodos numéricos baseados nos retornos
histéricos das seis acdes. Para todas as €las, os valores de g encontrados foram menores
gue dois. Deve-se notar que para g < 2, a variancia instantanea do retorno diminui diante
de um aumento de preco, evidéncia que esta em concordancia com o observado por Black
(1976) apud Copeland e Weston (1988, p. 287). Ou sgja, um aumento no preco da acéo
seria acompanhado de uma diminuicdo da variancia dos retornos da mesma, e uma
diminuicdo no preco da acgéo teria o efeito oposto. Conforme Hull (1997, p. 497), num
sentido econémico, pode-se justificar esse comportamento da seguinte forma: quando o
preco de uma agdo aumenta, a proporcdo de capital proprio no capital total da empresa
aumenta e, consequentemente, sua alavancagem financeira diminui, Situagdo que,
teoricamente, leva a reducéo da variancia dos retornos do negécio para os acionistas e, em
Ultima instancia, da variancia dos retornos das agdes (reducdo do risco de investimento

nessas agoes). Uma diminuic¢ao do preco da acéo causa o inverso.
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Os resultados dos testes de Macbeth e Merville (1980) sugerem que o modelo de Cox
e Ross (1976) fornece pregos mais aderentes aos precos de mercado que os fornecidos pelo
modelo de Black- Scholes, reduzindo os vieses encontrados em Macbeth e Merville (1979).
Portanto, a um maior custo de estimacdo de parametros, aumentou-se a aderéncia do
modelo de precificacéo.

Jarrow e Rudd (1982) examinaram, explicitamente, o impacto da distribuicéo
empirica dos precos do ativo-objeto, sumarizada por seus momentos, no preco de uma
opcdo sobre ele langada. Para tanto, criaram um modelo de precificacdo de opgoes
fundamentado no conceito de que a distribuicdo real dos precos do ativo-objeto, que ndo €
perfeitamente lognormal, pode ser bem aproximada por uma distribuicdo lognormal
gjustada para as diferencas dos momentos de segunda a quarta ordens dessas distribuicdes,
isto &, relacionados, respectivamente, & variancia, assimetria e curtose®; essas diferencas,
gue resultam em termos de gjuste, sdo calculadas pela comparagdo dos momentos da
distribuicdo empirica dos precos do ativo-objeto aos da distribuicdo lognormal.
Conseqgiientemente, seu modelo de precificacdo de opgdes considera caracteristicas
adicionais e relevantes da distribuicao real dos pregos do ativo-objeto. Resumidamente, os
autores partiram da seguinte situacéo-problema: o modelo de Black-Scholes apresenta
vieses sisteméticos na precificagdo de opcles, vieses que sdo, em grande parte, decorrentes
do fato da distribuicdo de precos do ativo-objeto ndo ser, na verdade, lognormal. Rara
reduzirem esses vieses, 0s autores desenvolveram uma férmula de precificacdo baseada
numa distribuicdo de probabilidade de precos do ativo-objeto mais proxima da real, obtida
pelo emprego de uma generaizacdo da expansdo em série de Edgeworth. Jarrow e Rudd

(1982, p. 349-358) e Johnson et a. (1994, p. 28-33) descrevem essa expansdo,

3 Os conceitos de assimetria e curtose sfo discutidos no item 4.3.1.



98
essencialmente utilizada com o mesmo principio que a expansdo de Taylor, com a
diferenca de que, ao invés de aproximar uma funcdo analitica ao redor de um valor
conhecido, aproxima uma distribuicéo de probabilidade de momentos conhecidos, mas de
funcdo densidade de probabilidade desconhecida, por uma distribuicdo de funcéo
densidade de probabilidade conhecida, a qual sdo adicionados termos de correcéo que a
aproximam da distribuicéo real. Vae lembrar que o Fésimo momento M, da distribuigéo
de probabilidade de uma variavel aeatoria X é definido por:
M, = E|X'].

Em seu estudo, Jarrow e Rudd (1982) utilizaram a distribuicdo lognormal, cuja
densidade de probabilidade é conhecida, para a aproximacéo da distribuicéo real de precos,
de momentos conhecidos (cal culados empiricamente). A escolha da distribuic¢éo lognormal
como fungdo de aproximagdo deveuse, principalmente, a sua ampla aceitacdo no mercado
financeiro para representacdo do comportamento de pregos de ativos (que, em geral, ndo
podem ser negativos). A férmula de precificagdo de opcbes derivada por Jarrow e Rudd
(1982) gusta o preco fornecido pelo modelo de Black-Scholes a trés termos, que
guantificam, respectivamente, as diferencas de variancia, assimetria e curtose das
distribuicdes real e lognormal. Especificamente, a vantagem dessa abordagem € que
permite avaliar o impacto no preco da opgéo causado pelas caracteristicas de assimetria e
curtose da distribuicéo de pregos do ativo-objeto.

Os resultados dos testes de Jarrow e Rudd (1982) sugerem que os termos de guste de
diferencas de variancia e curtose tém influéncia dominante, em relagdo ao termo de gjuste
de diferenca de assimetria, na precificacao de opc¢des no dinheiro. Opostamente, o termo de
gjuste de diferenca de assimetria tem influéncia dominante, em relacdo aos demais, na

precificacdo de opgdes muito dentro ou fora do dinheiro. Essa evidéncia pode ser utilizada
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para reconciliar os resultados conflitantes na literatura de que o modelo de Black-Scholes
tanto precifica opgdes dentro (fora) do dinheiro sistematicamente abaixo (acima) do
mercado, como o inverso. Especificamente os autores destacam que o nimero de acfes
gue possuem distribuicdo com assimetria negativa e com positiva € aproximadamente o
mesmo. Dessa forma, dependendo da amostra selecionada, 0 gjuste para assimetria pode
ser positivo ou negativo. Se esse argumento for verdadeiro, obtiveramse conclusdes
opostas sobre o viés do modelo de Black-Scholes na precificacéo de opcdes dentro ou fora
do dinheiro porque foram tomadas amostras de opgdes cujos ativos-objetos possuiam, em
média, distribuicdes com assimetria oposta. Se esses pesquisadores tivessem efetuado
algum ajuste para assimetria, provavelmente o viés do modelo de Black-Scholes teria sido
corrigido na direcéo certa.

Hull (1997, p. 509-510) afirma que as extensdes mais imediatas do modelo de Black-
Scholes, tais como 0 modelo de Black (precificacéo de opgdes sobre futuros) e o modelo
de Garman-Kohlhagen (precificacdo de opcbes sobre moedas), também apresentam vieses
sistematicos: por exemplo, ha evidéncias de que as opgdes sobre moedas, dentro ou fora do
dinheiro, so em gera precificadas abaixo dos precos de mercado. No entanto, quando os
custos transacionais e as diferencas de pregos de compra e venda sdo considerados, as
oportunidades de arbitragem e ganho certo desaparecem.

Em suma, os resultados obtidos nos estudos ndo sdo conclusivos nem validos para
todos os tipos de ativos-objetos. Por um lado, estudos voltados a apontar oportunidades de
arbitragem e lucro certo ndo alcangaram 0 sucesso amejado quando custos transacionais
foram considerados. Assim, num sentido econdmico, 0 modelo de Black-Scholes e suas
extensdes apresentam boa aderéncia aos pregos observados.

Por outro lado, 0 modelo de Black-Scholes apresenta vieses conhecidos, constatacdo

gue estimula o teste de model os alternativos. Ademais, os resultados apresentados também
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sugerem que andlises caso a caso podem trazer bons resultados, ja que os vieses do modelo
estdo intimamente ligados a caracteristicas especificas de cada ativo-objeto. Hull (1997, p.
509) salienta que nenhum modelo aternativo testado logrou, até o presente, explicar todos
os vieses conhecidos do modelo de Black-Scholes em todas as situacOes analisadas e,
complementa:  “Possivelmente, os precos de opcBes sdo afetados por variaves

macroeconémicas de uma forma ainda ndo compl etamente entendida.”

4.3 Modelo de Camara

O mesmo procedimento utilizado nos itens 4.1.1 e 4.1.2 pode ser empregado para
determinar o prego de uma opc¢édo lancada sobre um ativo-objeto com distribuicéo diferente
da lognormal. Particularmente, Camara (2003, p. 814-816) ilustra como sua metodologia
pode ser utilizada para a obtencéo de um modelo de precificagdo de opgdes quando o preco
do ativo-objeto possui distribuic¢éo lognormal com assimetria negativa. Mais precisamente,
assumindo também que a riqueza agregada segue uma distribuicdo normal, que o
investidor apresenta aversdo dsoluta a risco constante e (implicitamente) que o ativo-
objeto € uma acdo que ndo distribui dividendos, o autor apresenta as equacoes
intermedidrias, tais como as distribuicbes da utilidade margina relativa da riqueza
agregada e do ativo-objeto especifico, juntamente com as equacdes finais de precificacdo.

Em nossa derivacdo, além de apresentarmos todas as passagens, assumimos as
mesmas premissas quanto a preferéncias e distribuicdes utilizadas nos itens 4.1.1 e 4.1.2.
Além disso, a partir da abordagem de precificacdo de Camara (2003), obtivemos uma
formula fechada para precificacdo de opcles sobre futuros, assumindo que seu preco

possui distribuicdo lognormal com assimetria negativa. A seguir, a distribui¢do lognormal
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com assimetria negativa sera descrita e, na sequéncia, a deducdo do modelo de Camara
reaizada
431 A distribuicéo lognormal com assimetria negativa

Para a correta compreensdo do que serd abordado a seguir, primeiramente seréo
definidos os conceitos de assimetria e curtose de uma distribui¢do de probabilidade.

Segundo Brys et a. (2004, p. 753), a assimetria indica 0 quao assimétrica é uma
distribuicdo de probabilidades. Uma distribuicdo simétrica, como a distribuicdo normal,
possui assimetria nula. Uma distribui¢cdo com uma cauda longa a direita (sentido crescente
do eixo das abscissas), como a distribui¢do lognormal (vide apéndice A), possui assimetria
positiva. Uma distribuicdo com uma cauda longa a esquerda possui assimetria negativa. A
seguir, ilustram se trés funcdes densidade de probabilidade genéricas, representativas dos

Casos mencionados.

Assimetriapositiva Assimetria nula (simétrica) Assimetrianegativa

Figura 2— Exemplos de assimetria

Matematicamente, a assimetria A de uma variavel aeatdria X é dada por:

__Ex- Elx]]
Elx - elx])P)”

Brys et a. (2004, p. 753) explicam gue a curtose mede 0 peso das caudas de uma
distribuicdo de probabilidade em relacdo a distribuicdo normal. Uma distribuicdo com as

caudas mais pesadas que as da distribuicdo normal € denominada leptocurtica. JA uma
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distribuicdo com as caudas menos pesadas que as da distribuicdo normal chama-se
platicirtica. Uma distribuicdo com a mesma curtose que a distribuicdo normal, ou sgja
K =3, € denominada mesocurtica. Valores de K menores que trés caracterizam uma
distribuicdo platicurtica e maiores uma distribui¢éo leptocurtica.

A figura a seguir ilustra a distribuicdo t de Student com oito graus de liberdade,
leptocartica, em comparacdo com a distribuicdo normal padrdo. Ressaltamse as caudas
mais pesadas que a distribuicdo t de Student possui quando comparada a distribuicéo

normal. Pindyck e Rubinfeld (1997, p. 35-36) descrevem essa distribui¢éo.

0.4 T T T T T T T T
— Norma
—— t de Student
0.35] g
[ L
3 0.3
S
g 025f
[
o
8 o2r
[}
g
S
g 0.15f
o)
0.1f
0.05f

5 4 3 -2 - 0 1 2 3 4 5
Vaidve destoria
Figura 3— Exemplo de distribuigéo leptocurtica

M atematicamente, a curtose K de uma variavel aleatéria X é dada por:

_ Elx-elx)|
El(x- elx)Ff

Visto isso, sgja X uma varidvel aeatéria. Conforme Johnson et al. (1994, p. 207-
209), ¢ existe um nimero a ta que In(X-a)~N(ms?), a varidve X possui
distribuicdo lognormal. Para que isso ocorra, duas condicdes sd0 necess&rias. (d) X pode

assumir qualquer valor maior que a; (b) a probabilidade de X assumir algum valor menor
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que a é nula. Ainda segundo o autor, o termo lognorma também pode ser aplicado a
distribuicdo de X quando In(a- X) possui distribuicio normal, caso em que a
probabilidade de X exceder a é nula. Entretanto, a simples substituicdo de X por -X (e a
por - a ) reduz essa situacdo a primeira.

Salientase que, na segunda situacgéo, X possui distribuic¢do lognormal com assimetria
negativa. Na verdade, a distribuicdo lognormal com assimetria negativa € um espelho da
distribuicdo lognormal padréo.

Consoante Johnson (1994, p. 208), a densidade de probabilidade lognormal é dada
por:

1
2s?

100 =[x - avzns| e} - 5 ln(x - a)- Ty x>a.
|

No caso da distribuicdo lognormal com assimetria negativa, a densidade é dada por:
(00 =l(a- x)42ps]" e} - - [ x)- . x<a.
|

Ainda segundo o autor, dada uma distribuicdo lognormal, uma mudanca em a so
altera a média da distribuicdo de X, ndo afetando suas variancia e forma. Camara (2003, p.
814) complementa que a distribuicdo lognormal com assimetria negativa possui a mesma
curtose que a lognormal com assimetria positiva de mesmos pardmetros n e s 2.

Com o intuito de exemplificar o que foi descrito, a Figura 4 a seguir ilustra duas
distribuicbes lognormais arbitrérias, uma com assimetria positiva e outra negativa. Em
ambososcasos, a =10, n =20 es =03.

Pela figura, percebe-se que a faz o papel de um limite superior (supremo) de X na
densidade lognormal com assimetria negativa e inferior (infimo) no outro caso. Ademais,
nota-se que uma € o espelho da outra, sendo até intuitivo que seus momentos centrais pares

(variancia, curtose etc.) sgjam idénticos.
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Digtribuicfes lognormais
—-— Assimetria positiva
— Assimetria negativa
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Figura 4— Densidades lognor mais de assimetria positiva e negativa

432 O modelo de Camara

O modelo de Camara, conforme definido neste estudo, precifica opgdes sobre
futuros. Pelas mesmas razdes fornecidas no item 4.1.2, consideramos que o ativo-objeto do

futuro é uma moeda que distribui dividendos conhecidos a taxa continua g (para o prazo da

0pGan).
As premissas sobre preferéncias e distribui¢coes sdo:

0 prego do contrato futuro possui distribui¢cdo lognormal com assimetria negativa;

a)

b) ariquezaagregada w; possui distribuicdo lognormal;

C) oinvestidor agregado exibe aversio relativa constante a risco.
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Sgja § o prego (aleatdrio) do dolar no vencimento da opgéo e do contrato futuro, de
formaque
I(a- S)~N(ms?).
Em sua data de liquidagdo, o prego do futuro € dado por S que, por sua vez, é usado

na apuracao do resultado da opgdo sobre futuro. Seja S a cotagdo (preco) atual da moeda.

Considerando que as equactes (7) e (9) sdo atendidas, a equacdo (20) fica

«/_p OSI e’ EXP%' 222['“(3 -§)-m- gwrsws]zgdsl'

Salienta-se que os limites de integracdo mudaram em relacdo aos anteriores porque
na distribuicéo lognormal com assimetrianegativa S <a .
Para facilitar a visualizacdo da solugdo, fazse a seguinte mudanca de variavel:

a-§ =x;dS =-dx

S =-¥; X=+¥
S =a;x=0
A integra fica
0 ]2[]
S = ° g.f s,s/°vds,,
sv2p S b
ou ainda melhor
s1=_C da x) exp| gwrsws]zzdsl.
S |
Logo,
q e s?9
S "=a- apgm+ g,/ S,Ss+—=zI,
2 g

2

m+g,rs,s=Ina- &£")- —=In(a- F)-— (35)
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onde F é o preco atual do contrato futuro.

Ressdlta-se que a relacdo entre os precos do futuro e do ativo-objeto a vista é dada
puramente por condicgo de ndo-arbitragem, conforme a equacéo (29), sendo independente
da distribuicéo real do preco do ativo-objeto (HULL, 1997, p. 52-55; WILMOTT, 1998, p.
16-20). Por isso que asubstituicdo de Se"“ por F pdde ser feita na equacado (35).

Finalmente, pela equacéo (21), o preco de uma opgdo de compra sobre futuro de

ddlar ¢, de preco de exercicio X, é dado por:

a i Ny
=T VA0S - X)ﬁexpi an(a s)- fita- F) 57% %dsl -
SN 57 o
:3@931- X)ﬁexp% éln(a S)- fia- F) 7% i_;dsl.
Fazendo a mudanca de variavel
a-S§ =x;dS =-dx
S=X;x=a-X
S =a;x=0
aequacdo fica
a- X i . 21 ¥
~ ]ier ? xﬁe(pi-flzén(x)-gn(a- F) - S—;%de- ]EJ
[ . LY
:(a X)e - ‘X L e<p¥ a‘Fn(a F) —z%zydx?/
i 0 xs@ i 2 m-b b
As integrais acima podem ser resolvidas com o auxilio das equagdes (1.b) e (1.d)

contidas no apéndice A, procedimento do qual resulta:
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c=e"[(F- a)N(d,)- (X- a)N(d,)], (36)
d1:|n[(a- X)/(as- F)]- (52/2)’ @7
d,=d +s,

que é o modelo de Camara. Quando 0s par@metros r e S S0 expressos para um horizonte
diferente do prazo da opc¢do, a equacdo acima assume a forma tradicional (funcéo do
tempo).

Céamara (2003, p. 814-815) apresenta 0 seguinte modelo de precificagdo para uma
opcao lancada sobre uma acdo que ndo distribui dividendos, cujo prego segue distribuicdo

lognormal com assimetria negativa:

c=(S- ae"TYY)N(d,) - e "I (X - a)N(d,) (39)
g = Inl(a- X)/(a- se"TOY]- (s2/2)(T - 1)
' sdT-t ’
d,=d,; +sT-t,

onde

C: preco da opcao de compra;

S preco atual do ativo-objeto;

s volatilidade do preco da acéo;

r: taxa de juros livre de risco;

X: preco de exercicio;

T —t: prazo para 0 vencimento da opcao;
a: constante positiva.

Nesse caso, a constante a deve respeitar a seguinte relagéo:

a> T,
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O preco da opcdo sobre futuro poderia ter sido obtido a partir da equacéo (38),

r(T-t)

subgtituindo S por Fe , como mencionado no item 4.1.2. No entanto, para que a
abordagem de precificagdo de Camara (2003) se tormesse mais transparente ao leitor,

optou-se por exemplificd la uma vez mais.



5 METODOLOGIA DA PESQUISA

“The mathematics of financial models can be applied precisely, but the models are not at
all precise in their application to the complex real world. Their accuracy as a useful
approximation to that world varies significantly across time and place. The models should
be applied in practice only tentatively, with careful assessment of their limitations in each
application.”

(MERTON, 1998, p. 343)

51 M étodos utilizados

Conforme Silva e Menezes (2001, p. 20-22), pode-se classificar uma pesquisa
cientifica sob 0s seguintes pontos de vista: natureza, forma de abordagem do problema,
objetivos e procedimentos técnicos.

Sob o ponto de vista da natureza, a presente pesquisa é aplicada, pois objetiva
promover a geracdo de conhecimentos para aplicacdo prética, dirigidos a solucdo de
problemas especificos. Mais especificamente, nesta pesguisa examina-se 0 desempenho de
um modelo aternativo de precificacdo de opcdes sobre futuro de ddlar no mercado
brasileiro. Dessa forma, busca-se identificar, num caso particular, se a aplicagcdo desse
model o pode ser, em alguma instancia, justificavel.

Sob o ponto de vista da forma de abordagem do problema, esta pesquisa é
quantitativa. Nela, sdo utilizadas técnicas estatisticas para classificacdo e andlise dos dados.
Mais especificamente, empregamse estatisticas descritivas, o intervalo de confianca da
meédia e do desvio-padréo da diferenca, a andlise de variancia aplicada a regresséo linear e
0 teste de normalidade de Jarque-Bera.

Conforme definido por Lakatos e Marconi (2004, p. 53-63, 71 e 93), trata-se de uma
pesquisa empirico-andlitica de cardter indutivo, na qual se utilizam técnicas estatisticas
para se extrairem conclusdes sobre uma populacdo, a partir de uma amostra. O objetivo do

método indutivo € levar a conclusdes de conteldo mais amplo do que o das premissas nas
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guais se basearam. O método estatistico possibilita que fendmenos econdémicos sgam
reduzidos a termos quantitativos e a manipulacdo estatistica permite que suas relacoes
sgjam comprovadas e generalizadas. De fato, com base na andlise estatistica, esta pesquisa
objetiva dar um passo na direcdo de possiveis generalizacOes dos resultados obtidos,
fundamentados numa amostra restrita de precos de opc6es sobre futuro de ddlar.

Consoante Silva e Menezes (2001, p. 21), sob o ponto de vista de seus objetivos, a
pesquisa é exploratdria e explicativa. Exploratéria porque nela é explicitado o impacto, no
preco da opcdo, decorrente da hipotese que se faz sobre a distribuicdo de pregos do ativo-
objeto. Esse impacto é analisado através da comparacdo dos precos fornecidos pelos
modelos de Black e de Camara para opgdes dentro, fora e no dinheiro. Explicativa porque
se busca parcialmente explicar, para o caso particular de opgdes sobre futuro de dolar, as
discrepancias existentes entre os precos fornecidos pelo modelo padrdo e seus
correspondentes pregcos de mercado. Para essa explicacéo, uiliza-se um modelo aternativo
de precificacéo de opcdes, fundamentado na premissa de que a distribuic¢éo dos precos do
ativo-objeto € lognormal com assimetria negativa.

Por fim, sob o ponto de vista dos procedimentos técnicos, a pesquisa é um estudo de
caso. Conforme Silva e Menezes (2001, p. 22), esse tipo de pesquisa envolve a descricéo
ampla, detalhada e objetiva de um assunto. No presente contexto, os temas estudados séo a
abordagem de precificagdo de derivativos (opces) de Camara (2003) e o modelo de
Camara de precificacdo de opcles. Ademais, o desempenho desse modelo é testado na
precificacdo de opcdes sobre futuro de dolar, ou sgja, num ambito bastante especifico.

511 Recur sos computacionais utilizados

Na elaboragéo desta pesquisa, foram utilizados 0s seguintes programas:

a) Matlab 6.5: programa utilizado para a construcdo dos graficos de funcédo densidade

de probabilidade e de comparacdo de modelos e para a realizagdo dos testes
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estatisticos, com excecdo da andlise de variancia aplicada a regressdo linear,
realizada no Microsoft® Excel 2003;

b) Visua Basic (for applications) 6.3 (VBA): linguagem de programacdo em que &
funcdes de célculo dos modelos de Black e de Camara foram escritas. As funcbes de
precificagdo de opcdes de compra e de venda de futuros pelo modelo de Camara séo
apresentadas no apéndice E;

c) Bloomberg®: provedora de noticias e de cotagdes financeiras;

d) Reuters®: provedora de noticias e de cotagles financeiras.

52 A escolha das op¢des sobr e futuro de ddlar

A escolha das opgbes sobre futuro de dolar para a comparacdo dos modelos
fundamentou-se em trés pontos. primeiro, empiricamente as distribui¢fes histéricas dos
precos do dblar e de seu retorno continuo apresentaram, em varios periodos de 2004,
assimetria negativa; segundo, o ativo-objeto da opc¢do, o contrato futuro de ddlar, exibe
elevada liquidez, principalmente nos trés primeiros vencimentos; terceiro, o mercado de
opcdes sobre futuro de doélar vem ganhando importancia e ha disponibilidade de precos
parata andlise.

Antes de detalhar o primeiro ponto, vale lembrar que, pelo exposto nos itens 4.1.2 e
4.3.2, a premissa de que o prego do délar possui distribuicdo lognormal com assimetria
negativa implica que o preco do futuro do délar também possui. Ademais, como o contrato
futuro é liquidado pelo prego do ddlar a vista, apurado conforme o disposto no contrato que
se encontrano anexo A, a opgdo sobre futuro de dolar €, na verdade, precificada em funcéo
do risco (dispersdo da distribuicéo do preco) do dolar, que é o ativo primitivo de ambos os

derivativos (futuro e opgdo). Visto isso, para corroborar o primeiro ponto (distribuicoes
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histéricas com assimetria negativa), foram calculadas as assimetrias das distribuicdes
histéricas dos pregos do dblar e do seu retorno continuo para 0s meses, trimestres,

semestres e ano de 2004. As cotacOes didrias de fechamento da moeda foram obtidas do

banco de dados da Bloomberg (codigo BRL CRNCY Px Last). Sendo § o prego de
fechamento num diae S_; o prego de fechamento no dia anterior, o retorno continuo do
ddlar é dado por IN(S/S.;). A assimetria de cada amostra foi calculada com a utilizacéo
dafuncdo skewness do Matlab, com correcéo para a tendenciosidade. Para uma amostra de
N elementos, cada qual representado por X., de média X e desvio-padrdo s, a assimetria

A foi calculada como:

N N (x-XTP
A_(N-l)(N-Z)ia:1 SR

Os resultados sdo0 apresentados na Tabela 2. Vaores negativos de assimetria foram
destacados em negrito. As distribuigbes dos precos apresentaram assimetria negativa nos
meses de maio, julho e outubro e em todos os trimestres analisados. As dos retornos
apresentaram assimetria negativa em janeiro, mar¢o, agosto, novembro e dezembro, em
trés trimestres do ano e no Ultimo semestre. Esses resultados sugerem que, ao longo do
tempo, h& mudancas importantes na assimetria das distribui¢des de precos e retornos. Além
disso, dependendo do horizonte considerado, a agregacdo ou desagregacdo de dados faz até
com gue o sinal da assimetria mude. Por exemplo, muito embora tenha sido constatada
assimetria negativa nas distribui¢oes dos precos em todos os trimestres de 2004, 0 mesmo
N30 Ocorreu para 0s semestres e para 0 ano.

Nota-se ainda que a caracteristica de assimetria negativa pareceu mais marcante na
metade final do ano. Com efeito, nesse periodo, nas amostras mensais dos pregos houve

duas incidéncias em seis, ha dos retornos, trés em seis. Nas trimestrais, tanto para os precos
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como para os retornos, foi constatada em todos os periodos. Finalmente, caracterizou a
amostra semestral do retorno. Adicionalmente, no segundo semestre do ano, foram
apuradas relativamente muitas assimetrias positivas proximas a zero, fato que fortalece a
hipétese de que houve, nesse periodo, uma preponderancia de queda de precos ou de

baixos precos do dolar.

Tabela 2— Assimetria do prego e do retorno do délar em 2004

Ano 2004 Preco do ddlar Retorno N
janeiro 0,8569127 -0,6341016 21
feverdro 04235739 06961184 2
margo 02915735 -0,2901825 23
abil 0,7574405 09735784 2
mao -0,7704279 01219892 21
junho 0,0110076 0,0413565 2
julho -0,2809403 0,2082923 2
agosto 0,0007012 -0,8938831 2
stembro 0,34183%9 02123858 2
outubro -0,3203253 00052403 21
novembro 0,0070815 -0,1652553 2
dezembro 0,0870914 -0,0100061 23
jan/mar. -0,5767625 -0,2541489 64
abr.fjun. -0,3694832 0,7255236 65
jul /st -0,3189984 -0,1059330 66
out./dez. -0,2637503 -0,0471522 66
janfjun. 06377017 0,7802365 129
jul/dez. 0,0086713 -0,0661467 132
jan./dez. 0,1935642 0,7707638 261

Com base nessas constatacdes empiricas, examinou-se mais detalhadamente o Ultimo
trimestre do ano. Com 0 objetivo de saber se houve tendéncia de queda das cotacbes da
moeda, fezse uma regressdo linear do prego do dolar contra o tempo t (medido em dias, no
instante inicial t=0), cujos resultados sdo apresentados na Figura 5 e na Tabela 3. A
Figura 5 claramente indica uma tendéncia de queda de precos. Adicionalmente, a Tabela 3

traz o resumo dos resultados da andlise de variancia aplicada a regressdo linear, bem como

os valores da estatistica t de Student dos coeficientes da regressdo. O dto R? gjustado de
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0,876, 0 baixisssmo F de significacdo (quase nulo) e o sinal negativo do coeficiente angular

dareta de regresséo (- 0,0027) , estatisticamente significante ao nivel de 0,1%, confirmam

gue os precos do ddlar apresentaram tendéncia de queda no ultimo trimestre de 2004.

Elevadas probabilidades de quedas acentuadas e baixas probabilidades de altas acentuadas

s8o tipicas de uma distribuicdo com assimetria negativa.

R$/US$
3

2,95 -
2,9 A
2,85 1
2,8 1
2,75 1
2,7 1
2,65 1
2,6 1
2,55 1

Cotagdo do ddlar = -0,0027t + 2,9313

R®=0,8777

2,5 T T T T T T T I T T T T T T T T T T I T T T T T T T T T T T T T T I T T T T T T T I T T T T rarT T T T rar T T

01/09/2004 22/09/2004 13/10/2004 03/11/2004 24/11/2004 15/12/2004

Figura 5— Cotacao diaria de fechamento do délar e regressdo linear

Tabela 3— Resumo dos resultados da regressdo linear: délar x tempo

Dola = Linear (Dolar)]

Fonte: elaborada com base em cotagdes da Bloomberg.

Edatiticas de regressio
R miltiplo 093688
R-Quadrado 087774
R-quadrado gjustado 087632
Erro padréo 0,02603
Observacies 33
ANOVA
F de
J @ MQ F significacio
Regressto 1 041842 041842 61743751 5174E-41
Residuo 86 0,05828 0,00068
Tota 87 047670
- - B 95% Inferior Superior
Codficientes  Erropadréo Stat t vaor-p iferiores _ supericres 0% 0%
Intersecéo 293131 000560 52366338 1,873E-152 292018 294243 291223 295038
Cosficienteangular -0,00271 000011  -2484829 5174E-41 -0,00293 -0,00250 -0,00309 -0,00234
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Dos fatos observados, surge a seguinte indagacdo: serd que nesse periodo a
assimetria negativa observada na distribuicdo historica de precos do dolar € incorporada
nas expectativas do mercado na formacéo do preco de opcdes de futuro de dolar? Se as
expectativas de mercado forem influenciadas pelos dados histéricos de forma tal que
contemplem a caracteristica de assimetria negativa, um modelo de precificagdo que leva
em conta essa informacdo podera fornecer pregos mais proximos dos praticados no
mercado que outro concebido a partir de uma premissa oposta, como é o caso do modelo
de Black. Assm surgiu a idéia de comparar os desempenhos dos modelos de Black e de
Camara na precificagdo de opcdes de futuro de dblar. Na verdade, houve uma escolha
simulténea de ativo-objeto e modelo, isto &, dentre os modelos de precificacdo de opcdes
exemplificados por Camara (2003), elegeuse aquele obtido a partir da hipotese de que os
precos do ativo-objeto possuem distribuicdo lognormal com assimetria negativa, que por
sua vez poderia ser utilizado na precificacdo de opcbes sobre futuro de ddlar, tendo em
vista as observagdes empiricas citadas.

Finalmente, num contexto mais amplo, em 2004 o délar se depreciou em relacdo as
principais (mais negociadas) moedas fortes do mundo (euro, iene, délar canadense, franco

suico, libra esterlina e dolar australiano) e também em relacdo ao real, como ilustra a tabela

abaixo.
Tabela 4— Variagdo do ddlar frente a outras moedas no ano de 2004
Ddlar . Libra Ddlar
2004 Euro lene canadense Franco suico edalina  audrdiano Red
Variagio do dilar -7,3%% -3.99% -1,60% -0,12% -1,09% -445%  -813%

Fonte: elaborada com base em cotagdes da Bloomberg.

Diversas andlises financeiras publicadas ao longo desse ano, que traziam

informacbes publicas sobre a economia dos Estados Unidos, como expectativa de
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investimentos, confianca dos investidores, folha de pagamentos, relatérios do Federa
Reserve, entre outros, apontavam para uma politica de maior disciplina fiscal e menor
ritmo de crescimento econémico. Diante desse cendrio macroecondmico, a hipotese de que
a distribuicdo do preco do dilar pudesse ser coerentemente representada por uma
distribuicdo com assimetria negativa, que apontasse para uma maior probabilidade de
depreciacdo acentuada da moeda frente ao real do que o contrario, pareceu ser razoavel.
Essa distribuicdo ndo precisaria ser a lognormal com assimetria negativa. No entanto, a
mesma foi escolhida tendo em vista que sua adogdo permite obter uma formula fechada de
precificacdo facilmente implementéavel e testavel, obtida recentemente por Camara (2003).
A critica a essa distribuicdo como model o representativo de precos € tecida no item 5.6.

O segundo ponto que corroborou a escolha das opcdes sobre futuro de ddlar foi a
elevada liquidez que o contrato futuro possui, principal mente no curto prazo, até o terceiro
vencimento. Num mercado liquido, a diferenca entre os pregos de compra e venda tende a
ser peguena e as oportunidades de arbitragem infreqUentes, condicdo que possibilita
melhor formagéo de precos dos ativos nele negociados. A correta formagéo dos precos dos
futuros de ddlar, por sua vez, favorece o desenvolvimento e o amadurecimento do mercado
de opgdes sobre futuro e viabiliza a correta formacéo dos pregos das opcdes. Ressalta-se
que amaior liquidez dos contratos futuros de dolar em relagdo & moeda a vista € propiciada
pela negociacdo dos primeiros na BM&F, condicdo que possibilita maior riqueza e
dinamismo na incorporacéo de um fluxo informacional (quase) continuo em seus precos.
Esse fato contribuiu para que as opgbes com risco cambial fossem lancadas sobre os
futuros, e ndo sobre a moeda a vista. De fato, Garcia e Urban (2004), através da aplicacéo
do teste de causalidade de Granger, constataram que a taxa de cambio é formada
primeiramente no mercado futuro da BM&F, para depois ser transmitida, por condicdo de

néo-arbitragem, a0 mercado a vista. Os autores explicam que esse resultado empirico
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encontra bastante respaldo na literatura internacional pois, além do capital necessério para
participar de operagdes nos mercados futuros ser significativamente menor do que o
exigido nos mercados a vista, 0s primeiros possuem maior liquidez e possibilitam maior
alavancagem que os segundos (GARCIA; URBAN, 2004, p. 38).

O terceiro ponto que motivou a escolha das opcles sobre futuro de dolar foi seu
EXpressivo crescimento nos Ultimos cinco anos, fato que aumentou o interesse sobre esse
ativo. As Tabelas 5 e 6 abaixo se referem as opgdes negociadas via sistema de pregéo (viva
voz e eletronico) da BM& F; ndo incluem operagdes que ocorrem via sistema de balcdo em
gue o registro € feito naBM&F. Analisando a Tabela 5, o total de contratos negociados em
2004 foi praticamente o dobro do em 2000. Ademais, 0 montante movimentado em
prémios sextuplicou en reais e quadruplicou em dolares entre esses anos (as variacoes
anuais sdo exibidas na Tabela 6). Ademais, os dados do primeiro trimestre de 2005 (Tabela
5) indicam uma tendéncia que, se permanecer até o final do ano, serdo estabel ecidos novos
patamares de volumes de contratos negociados e de prémios pagos.

Tabela 5— Opcdes sobr e futuro de délar negociadasna BM& F

2000 2001 2002
Tipoda | Contratos Prémios Prémios| Contratos Prémios Prémios| Contratos Prémios Prémios
OPCaC negociados  (REmil) (USPmil)| negociados  (REmil) (US$mil)| negociados (RS mil)  (US$ mil)
Compra 1068719 838349% 481.000 908454 3712612 1.501.090 790657 4429925 1501.132
Venda 204%6 115534 63438 303147 3H7836 148045 1657102 455125 168540
Totad 1328215 999030 544439 1211601 4070448 1.649.135 A7.759 4.885.050 1.669.672
CIV 4118 7,647 7,582 2997 10375 10139 5033 9,733 8,907,

2003 2004 jan.-mar. 2005
Tipoda | Contratos Prémios Prémios| Contratos Prémios Prémios| Contratos Prémios Prémios
opcac negociados  (REmil) (USBmil)| negociados (REmil) (USHmil) [ negociados  (REmil) (USH miil)
Compra 1906264 7412191 2464816 2086211 5625197 1931038 1.211.742 3209522 1.199.233
Venda 242176 598737 197.076 622750 870036 306.939 236732 642455 245390
Totd 2148440 8010928 2.661.892 2708961 6495233 2.237.977| 1448474 3.851.977 1.444.623
CIV 7871 12380 12,507 3,350 6465 6,291 5119 4,996 4,887

Contratos negociados: volume total de contratos negociados da opcéo no periodo; prémios: total de prémios
pagos em reais e dolares americanos no periodo; C/V: quociente entre os nimeros fornecidos para as opgdes
de compra e de venda.
Fonte: Resumo (2000, 2001, 2002, 2003, 2004, 2005).
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Tabela 6 — Op¢des sobre futuro de délar negociadas na BM & F: variagéo anual

Contratos Negociados Prémios (R$mil) Prémios (US$ mil)
Varaa |00/00 0201 03/02 04/03| 01/00 0201 0302 0403 | 0/00 02/01 03/02 0403
Compra 15%  -13%  141% % 320% 19% 67/% -24%| 212% 0% 64% -Z2%
Venda 1P -48% 54% 15/ 20006 2% 32% 430 133% 14% 1% S5%

Fonte: Resumo (2000, 2001, 2002, 2003, 2004).

Sobretudo, ressalta-se 0 aumento na proporcéo de contratos e de prémios pagos de
opcoes de venda (queda do indice C/V) em 2004 e no primeiro trimestre de 2005. Esse
dado indica um aumento da demanda por opgdes de venda, ou sgja, que 0 mercado buscou
mais protecdo contra a depreciacdo do dodlar frente ao real do que o fez em periodos
anteriores. Novamente, isso fortalece a hipdtese de que as expectativas de mercado no fim
de 2004 incorporaram uma maior tendéncia de depreciacdo do délar em relacdo ao real, e
remete a uma suposi¢ao levantada anteriormente: se, em algum periodo, as expectativas de
mercado contemplam uma distribuicdo de precos do dolar com assimetria negativa, o
modelo de Camara pode apresentar um bom resultado na precificacdo de opcdes sobre

futuro de ddlar, fato que eleva o interesse na verificagdo de seu desempenho.

53 Deter minacdo do parametro alfa do modelo de Camara

Para aformulagéo do modelo de Camara, assume-se que a distribuicdo dos pregos do
contrato futuro é lognormal com assimetria negativa, em qualquer intervalo de tempo (item
4.3.2). Sendo F, o prego (aleatorio) do contrato futuro em seu vencimento, tem-se que

In(a - F)~N@ms?).
Automaticamente, pela definicdo de distribui¢céo lognormal, a probabilidade de F

exceder a é nula (item 4.3.1). Além disso, o0 parémetro a, presente na relacdo acima e

também na formula final de precificagdo, como pode ser verificado na equagéo (38), deve
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ser determinado antes que a precificacdo sgja efetuada. A seguir, isso sera realizado
segundo dois raciocinios distintos. O primeiro utiliza apenas as relagbes desenvolvidas
neste trabalho e o0 segundo, uma propriedade bem difundida advinda do conceito de mundo
riSCo-neutro.

Primeiramente, deve-se lembrar que o preco atual de um contrato futuro F, a cada
instante e num mercado em equilibrio, € determinado puramente por condicdo de nao-
arbitragem, a partir do preco atual do ativo-objeto. Conforme discutido nos itens 4.1.1 e
4.1.2, para um contrato futuro de moeda, F € dado pela equagdo (29), escrita novamente
abaixo:

F=S',
onde S é o preco atual da moeda, no caso o dblar, r é a taxa de juros livre de risco
doméstica e q a taxa de juros livre de risco da moeda estrangeira, ambas assumidas
constantes e conhecidas até a data de vencimento do futuro.

Pelas equactes (23) e (30) e do que foi demonstrado no item 4.1.2, pode-se escrever
que

(¥ < ..
s = :ﬁzféjag;(s&e«py 55719:(8) LSS
A relacdo acima € livre de preferéncias a risco, portanto € uma relacéo de avaliacéo

risco-neutra. Como no vencimento do contrato futuro F, =S, no mundo risco-neutro
E[Fl] = F . Essa igualdade deve valer qualquer que segja a distribuicdo de probabilidade
escolhida para F,, inclusive quando for lognormal com assimetria negativa. Nesse caso, a

equacdo (35) fornece o parametro de locacéo da distribuicdo lognormal risco-neutra com

assimetria negativa:
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2

m+g,rs,s =In(a- F)-%

Logo, aesperancade F, é dada por

1 szOuz%J
E[Fll—ToFl(a F))’ exp;-zdn(a F) - Gina - F)- S {)da F.

Pelas resolugdes ja efetuadas no capitulo 4 e pelas propriedades da distribuicdo
lognormal apresentadas no apéndice A, a solucdo da esperanca (integral) acima € dada pela
diferenca entre 0 parametro a e a exponencia da soma do parametro de locagéo,

In(a- F)- 52/2, com a metade do quadrado do parametro de escala s , ou sga

E[Fl] = e<p} gln(a -F)-
fe

C>CC

stu sl k-
20 2 f,
Assim,
a=2F.

Caso contrério, o preco do contrato futuro ndo estd em equilibrio e ha oportunidade
de arbitragem e ganho certo. Esse resultado pode parecer um pouco estranho a primeira
vista, mas s0 reforca que qualquer que seja a distribuicdo do preco de um contrato futuro,
seu preco esperado no mundo risco-neutro (livre de preferéncias a risco), em qualquer
horizonte de tempo, € dado pelo seu prego atual.

Para que haja compreensdo do sentido pratico de toda essa discussdo, a seguir sera
dado um exemplo real: em 30.11.2004, a volatilidade implicita no preco de fechamento de
uma op¢do sobre futuro de dolar no dinheiro com vencimento em sessenta e trés dias Uteis
foi de 7,59% a.a. (dado fornecido pela Reuters). Nesse dia, 0 prego do contrato futuro F

utilizado na chamada €all) de fechamento das opg¢Bes com vencimento em 1.3.2005,

liguidadas portanto pela PTAX800 de venda do dia 28.2.2005 (prazo total de sessenta e
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dois dias uteis) foi de 2.841 (dado fornecido pela Liquidez Distribuidora de Titulos e
Vaores Mobiliarios). A chamada de fechamento é um procedimento diério da BM&F que
visa a estabelecer o prego de mercado (preco ou curva de referéncia) dos contratos
negociados (futuros, opcdes etc.) e € especialmente importante para contratos iliquidos
(negdcios podem ser efetivamente fechados durante uma chamada de fechamento). Com
esses dados, podem-se construir os graficos das densidades lognormais risco-neutras com
assimetrias positiva e negativa do prego do contrato futuro, correspondentes aos model os
de Black e Camara, nessa ordem. A volatilidade que serd utilizada é a que foi divulgada

pela Reuters, ja anualizada, corrigida pelo prazo da opgéo:
S =7,59%" ,/62/252 =3,76%.

Funcdo densidade lognormal risco-neutra com assimetria positiva:

= & ! 1 < & (3,76%)° dJ P
237690F J20 P S 7evmz MR - 2.841) - — "7 F,>0.
3,76%F,~/2p p% 2(3,76%)> gn( 1) - &In( ) - > )é

Funcdo densidade lognormal risco-neutra com assimetria negativa. Nesse caso,

hy(F.) =

a=2F=2" 2841=5682:

n(F) = 3,76%(5.6812- F)/2p ,
exp:\i Wgn(%sz F,)- gn(%sz 2.841)- @:ﬂu E F, <5.682,
ou sga
n(F) = 3,76%(5.6812- Fl)@ ’
exp_\i 2(3760/)2 éln(5682 F) - g’r(284) m;u E F, < 5.682.
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As duas densidades foram plotadas no grafico abaixo:

x10° Distribuicdes lognormais
4 T T T T T T T T T
—-- Assimetria positiva
—— Assimetria negativa

3.5

2.5p

Densidade de probabilidade

0.5

S

0
2300 2400 2500 2600 2700 2800 2900 3000 3100 3200 3300

Figura 6 — Valores esper ados idénticos e assimetrias opostas

Nota-se, em primeiro lugar, que a média das duas distribuicdes é igual a2.841. Além
disso, para o horizonte de sessenta e dois dias Uteis, a diferenca entre as densidades é
peguena; todavia, quanto maior for esse intervalo ou a volatilidade, mais significativa ela
serd Por ultimo, nessas condicdes, a probabilidade de F, assumir valor menor que zero
guando a assimetria é negativa é praticamente nula (na verdade, seu valor € tdo pequeno
gue nem mesmo o Matlab, programa de enorme precisao, pdde quantifica 13).

Para que se tenha uma idéia da sensibilidade dessas densidades a mudancas de prazo
e volatilidade, as mesmas fungdes sdo plotatas na Figura 7, com prazo de um ano (252 dias
Uteis) e volatilidade de 20% a.a., mantidos os valoresde F e a. Cumpre aressalva de que
esse valor de volatilidade implicita é redista, pois foi divulgado pela Reuters para opcoes

no dinheiro de seis meses de prazo, em 30.9.2003.
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< 10" Distribuigbes lognormais

T T
—=-- Assimetria positiva
— Assimetria negativa

Densidade de probabilidade

0 r
-1000 0 5000 6000

Figura 7— Sensibilidade das densidades. aumento de prazo e volatilidade

Nesse caso, salienta-se que a média das duas distribuicdes permanece igua a 2.841.
No entanto, para o horizorte de um ano, a diferenca entre as densidades ja é bem maior.
Mais ainda, quando a assimetria & negativa, a probabilidade de F, assumir valor menor que
zero € 0,01814% (valor calculado no Matlab através da funcdo logncdf.m).

O segundo raciocinio que pode ser utilizado na determinagdo de a é o de que,
conforme Hull (1997, p. 277 e 286-287), no mundo risco-neutro um contrato futuro
equivale a um ativo que distribui dividendos a taxa de juros livre de risco r. Cumpre
lembrar que o resultado de um investimento é formado pelos ganhos de capita
(valorizagdo no prego) e pelos dividendos recebidos. Como no mundo risco-neutro o valor
esperado do retorno de qualquer investimento € a taxa de juros livre de risco, um
investimento num contrato futuro ndo possuird ganho de capital, pois todo ganho sera
proveniente do dividendo. Ou sgja, 0 valor esperado de F, € seu valor atual: E[Fl] =F.

Visto que E[Fl]:a- F, tendo em vista a densidade lognormal risco-neutra com

assimetria negativa e parametro de locacdo dado pela equacéo (35), deduz-se que a = 2F .
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A andogia referenciada no parégrafo anterior entre o contrato futuro e um ativo-
objeto que distribui dividendos ataxa r pode ser obtida, por exemplo, pela aplicacéo do
lemade Itd afuncdo F =Se" % quando o preco do ativo-objeto S segue um movimento
browniano geométrico com taxa de variagdo instantanea n e variancia s® (esse processo
estocastico é definido no apéndice C). Na equacdo final obtida, deve-seigualar n+q ar
(no mundo risco- neutro o retorno total esperado é dado por r ). Hull (1997, p. 221) ilustra
um caso similar, deduzindo tal relacdo para um futuro lancado sobre um ativo que néo
distribui dividendos.

Esse segundo raciocinio € também empregado por Jarrow e Rudd (1982, p. 353)
guando impdem que o primeiro momento central (média) da distribuicdo alternativa que
testam deve atender a condicdo de neutralidade a risco.

De acordo com tudo que foi exposto, 0o pardmetro a pode ser unicamente
determinado e sera substituido por 2F nas equacdes (36) e (37) do capitulo 4, cujas
versoes finais, que foram empregadas neste estudo para precificacdo das opgdes sobre

futuro de délar analisadas, sd0 apresentadas a seguir:

c=e"TI[- F)N(d)- (X - 2F)N(d,)], (39)

g, = In[2F - X)I(F)]- (s*/2)(T- 1) “0)
ST -t

d,=d +s+T-t,

onde

C: preco da opcao de compra;

F: preco atual do contrato futuro;

s volatilidade do prego do contrato futuro;

r: taxade juros livre de risco;



125
X: preco de exercicio;
T —t: prazo para 0 vencimento da opcéo;
A formula acima € o modelo de Camara de precificagcdo de opgdes sobre futuros,
expresso na forma tradicional, com a varidncia e a taxa de juros livre de risco

proporcionais ao prazo da opcao.

54 Compar acdo matematica dos precos dos modelos

Para que se saiba de antem@ qual dos dois modelos, de Black ou de Camara,
fornecerd o maior preco para uma dada opcdo de compra, basta o conhecimento de se ela
esta dentro ou fora do dinheiro. Para as opcfes analisadas neste estudo, define-se:

a nodinheiro ® F=X;
b) dentrododinheiro ® F > X ;
c¢) foradodinheiro ® F < X.

Os pregos fornecidos pelos dois model os serdo iguais quando as opgdes sobre futuro
estivem exatamente no dinheiro, situacdo em que as médias das duas distribui¢cdes (com
assimetria positiva e negativa) sdo idénticas e iguais aos preco de exercicio e preco atual
do contrato futuro.

Para os demais casos, Hull (1997, p. 492-494) ensina qual deve ser o raciocinio para
anadlise: para gue uma opc¢éo de compra muito fora do dinheiro tenha valor positivo em seu
vencimento, o prego do ativo-objeto deve sofrer uma grande elevagdo. Na distribuicdo com
assimetria positiva, essa probabilidade € maior do que na negativa, pois sua cauda direita &
mai's pesada, como se pode notar na Figura 7. Logo, o0 modelo de Black precifica opcoes de

compra fora do dinheiro a maior que o modelo de Camara. Quando uma opcao de compra
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esta fora do dinheiro, uma opcdo de venda de mesmas caracteristicas esta dentro do
dinheiro. Pela paridade de opcbes de compra e venda, obtida puramente por condicéo de
néo-arbitragem, quanto maior for o preco de uma, maior sera o preco da outra (HULL,
1997, p. 167-170 e 278-279). Assim, para uma opcao de venda dentro do dinheiro, 0
mesmo resultado ocorre, isto € 0 modelo de Black também precifica a maior uma opcéo de
venda dentro do dinheiro que o de Camara. Partindo de uma opc¢édo de venda muito fora do
dinheiro e refazendo o raciocinio acima, conclui-se que o modelo de Camara precifica
opcoes de venda fora do dinheiro e opcbes de compra dentro do dinheiro a maior que o
modelo de Black. A magnitude dessas diferencas é funcéo das variaveis e dos parametros
dos quais depende o preco da opcdo. Os graficos que serdo anaisados apoiardo as
conclusdes finais a respeito desse assunto. Eles foram elaborados no Matlab com o uso da
funcéo blkprice.m (calcula o preco de uma opcdo pelo modelo de Black), que o programa
dispbe, e de sua adaptacéo para 0 modelo de Camara. A tabela abaixo resume esse
comportamento:

Tabela 7— Comparacao de pregos : opcdes dentro, fora e no dinheiro

Tipo Estado No dinheiro Forado dinheiro Dentro do dinheiro
Opcéo de compra Black = Camara Black > Cémara Camara > Black
Opcao de venda Black = Camara Camara > Black Black > Camara

A Figura 8 da uma primeira idéia do que € genericamente observado na precificacéo

de uma opg&o de compra de prego c. O indice F/X indica o quanto dentro ou fora do
dinheiro estd a opgdo. Quando F/X =1, os modelos produzem o mesmo prego. Para
opgBes fora do dinheiro, nas quais F/X <1, os precos do modelo de Black sdo maiores

que os de Camara. Para opgdes dentro do dinheiro, nas quais F/X >1, os pregos do

modelo de Black sdo menores que os de Camara.
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Black x Camara
T T T T T T T
=== Black
= Camara

& L I I I I
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F/X

Figura 8— Comparacdo genérica dos precos for necidos pelos modelos

Nos gréaficos a seguir, para que fosse transmitida uma nocéo mais proxima do que foi
observado no mercado no final de 2004 (ordem de grandeza), fixou-se o prego de
exercicio: X =2.800. O prego do contrato futuro F flutuard em torno de X . A tabela

abaixo resume os dados utilizados:

Tabela 8— Dados utilizados na construcdo dos gr &ficos de compar acdo dos modelos

Referénda X I?;Zi'#g Volticee dia\g&ads) Objetivo

Figura9 2800  161% 10% 7 Eﬁfﬁﬁ;ﬁ;ﬁ?ﬁ;
Fguald 2800  161% 1% 252 Sﬂi;i%ﬁ;ﬁ;ﬁ'gg:
Fguall 2800  161% A% = Sﬂﬂiﬁf a?ﬁ(‘j’gzgga’
Fgual2 280  161% A% o5p  Representar opcoesdevidalonga,

num cendrio de volatilidede dta
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compra: Black x Camara

Precificacdo de opcéo de

—-— Black
—— Céamara

T

T

Figura 10— Comparacao dos modelos: volatilidade alta e prazo curto
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F
Figura 9— Comparacdo dos modelos: volatilidade baixa e prazo curto
Precificagdo de opcao de compra: Black x Camara
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Precificagdo de opcéo de compra: Black x Camara
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F
Figura 11— Comparacao dos modelos: volatilidade baixa e prazo longo
Precificacdo de op¢éo de compra: Black x Camara
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Figura 12— Comparagédo dos modelos:. volatilidade alta e prazo longo
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A Figura 9 indica que, para opces curtas num cend&rio de baixa volatilidade, a
diferenca entre os precos dos dois modelos € pequena. Pelas Figuras 10 a 12, fica claro
que, para variagdes da ordem de 15% no quanto dentro ou fora do dinheiro esta a opcéo,
aumentos na volatilidade ou no prazo da op¢do causam diferencas significativas nos pregos
dos modelos.

As Figuras 13 e 14 que seguem, objetivam ilustrar a diferenca de volatilidade
implicita fornecida pelos dois modelos dado um preco de mercado. As volatilidades
implicitas para os dois modelos foram calculadas no Matlab. Para ambos, adaptouse a
funcéo existente blsimpv.m (calcula a volatilidade implicita do modelo de Black-Scholes

com precisdo de 10°®). A Tabela 9 resume os dados utilizados em cada caso.

Tabela 9— Dados utilizados nos gr aficos de variacdo de volatilidade implicita

Taxadejuros Volailidade Vida

Refaénda X . . Vida et
eehaa livrederisco F=X (dias (iteis) bjetivo
Fguald 280  161% 10% 7.3 345 REpresentar avaiagio davolailicede
implicitanumaopcéo de vidacurta
Fgwald 2800  161% % 252 18087 Hepresentar avariagio davolatilidede

implicitanumaopcéo de vidalonga

Pelas Figuras 13 e 14, nota-se que quando a opcéo esta no dinheiro, a volatilidade
implicita nos precos fornecidos pelos dois modelos é a mesma. Na Figura 13,
representativa de uma opcdo de prazo curto, quando F = X =2.800, a volatilidade
implicita € 10%. Nessas condi¢des, percebe-se que peguenas variagbes no quanto uma
opcao esta dentro ou fora do dinheiro implica em peguenas diferencas de volatilidade
implicita. Por outro lado, na Figura 14, em que se representam opcdes de prazo longo, no
cen&io em que F =X =2.800, a volatlidade implicita é 20%. Nessas condicdes, a
volatilidade implicita de opcBes dentro ou fora do dinheiro difere de maneira mais

marcante.
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Comparacéo de volatilidade implicita: Black x Camara
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Figura 13— Volatilidade implicita e prazo curto
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0.26 .

0.24

0.22

0.2

0.18

0.16

1

T T T T T T T

1
—-— Black
—— Camara

I I I I I I I

0.14
2700 2720

2740 2760 2780 2800 2820 2840 2860
=

Figura 14 — Volatilidade implicita e prazo longo

2880 2900



132

Com base em tudo que foi exposto, sdo tecidas as seguintes conclusdes. Por

assumirem distribuicbes de probabilidade diferentes para os precos do ativo-objeto e,

conseqlientemente, atribuirem pesos distintos para os possiveis valores que podem assumir

no futuro, os modelos de Black e de Camara fornecem, na maioria dos casos, precos

diferentes para opcdes sobre futuros Pelas comparagdes realizadas, 0 comportamento

dessa diferenca pode ser assim resumido:

a)

b)

d)

guando a opcéo esta no dinheiro, os pregos fornecidos pelos dois modelos séo
idénticos, independentemente das outras varidvels e parametros;

a diferenca esta relacionada a quanto dentro ou fora do dinheiro esta a opcéo
(conceito também conhecido como moneyness da opc¢éo). Partindo de F/ X =1 e
variando F para mais e para menos, mantendo X constante, a diferenca de pregos
aumenta até certo ponto e depois cai, ja que o prego da opcéo tende a zero quanto
mais fora do dinheiro ela est4 e tende ao valor presente da diferenca entre F e X

€m Caso 0posto;

a volatilidade da opcdo ndo atera o padrdo resumido acima. Quanto maior a
volatilidade do ativo-objeto, mais pronunciada € adiferenca de pregos fornecidos
pelos model os, para pequenas variagdesem F /X ;

com o0 aumento do tempo para o vencimento, observa-se um aumento da diferenca
dos precos cal culados pelos model os para pequenas variagbesem F /X .

Vale ressaltar que esses resultados advém apenas das diferencas das distribuicdes do

ativo-objeto. Mais especificamente, o prego da op¢do € uma esperanca tomada em relacéo

a distribuicdo do ativo-objeto adotada na constru¢cdo do modelo. Como no mundo risco

neutro a forma dessa distribuicdo € mantida, conforme demonstrado no capitulo 3, quando
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se altera a distribuicdo, altera-se ab mesmo tempo o resultado da esperanca e também o

preco da opcgéo.

55 Testesempiricosrealizados

Nos préximos itens deste capitulo, seréo descritas as metodologias empregadas na
execucdo dos testes de normalidade e na comparacdo dos desempenhos dos modelos de
Black e de Camara.

55.1 Testes de normalidade

Antes de comparar os desempenhos dos modelos, julgouse importante averiguar,
para ambos, a plausibilidade das hipoteses que sdo feitas sobre a distribui¢do dos precos do
ativo-objeto. Os testes descritos neste item foram aplicados com esse objetivo.

Salienta-se que o contrato futuro de délar e a opcdo vencem na mesma data e ambos
sd0 liquidados pelo prego do ativo a vista. Tendo em vista que o preco da opcdo depende
da distribuicdo do délar a vista em seu vencimento, os testes de normalidade (para
assimetria positiva) foram efetuados com base na distribuicdo histérica do dolar (e ndo do

futuro de ddlar).
A utilizagio do modelo de Black pressupde que In(F,/F)~N(m-InF;s?) e
também que InF, ~N(ms?). Foi testada a hipétese de que o retorno continuo possuii

distribuicéo normal:
Ho: o retorno continuo diario do délar possui distribuicdo normal;

H1: o retorno continuo diario do délar ndo possui distribuicdo normal.

Sgaentdo S 0 preco de fechamento do ddlar no diat e S_; seu vaor no dia Util

anterior. O retorno do diat r, seradefinido como o logaritmo de S,/S;.; . Portanto
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Os retornos foram calculados com base nas cotagoes de fechamento do ddlar de
30.9.2004 a 31.12.2004, obtidas da Bloomberg (sessenta e sete cotagOes, sessenta e seis
retornos). Escolheuse esse periodo para teste em virtude das observacdes discutidas no
item 5.2.

Por outro lado, o emprego do modelo de Camara assume que:

e a

No item 5.2, provouse que a = 2F . Baseado nesse resultado, definiu-se a variavel:

e2F F u
Cr, Ine—t L tg

e Ft- 1 u.

Com essa definigdo, objetiva-se identificar se a hipotese de lognormalidade negativa
pode ser rejeitada no periodo analisado. Como cada vencimento de futuro relaciona-se a
um a diferente, testouse a hipétese de lognormalidade negativa diretamente através da
aplicacdo do teste nos precos dos contratos futuros. Foram coletados sessenta e dois pregos
diarios de fechamento, dos trés contratos mais liquidos vigentes durante todo o periodo de
andlise, que foi de 30.9.2004 a 31.12.2004. Mais especificamente, foram eleitos os
contratos de janeiro, fevereiro e margco de 2005; seus precos foram obtidos da Bloomberg.
A diferenca no niUmero de pregos observados em relaco ao délar se deve ao fato de que
houve cinco feriados no periodo, dias em que ndo houve pregdo na BM&F, mas houve

cotacdo de fechamento do ddlar.
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As seguintes hipéteses foram formuladas para o teste:
[ Ho: a distribuicdo dos precos dos futuros de dolar é lognormal com assimetria
negativa;

Hi: a distribuicdo dos pregos dos futuros de délar ndo € lognormal com assimetria

\ negativa.
Nas distribuiges histéricas de r, e Cr,, aplicou-se o teste de normalidade de Jarque-

Bera, no qual os coeficientes de assimetria e curtose sdo utilizados conjuntamente, de

acordo com a seguinte equacéo (PINDY CK; RUBINFELD, 1997, p. 47):
JB= %[AZ +(K - 37/4],

onde

JB: edtatistica de Jarque-Bera;
N: nimero de observagoes,
A: assimetria;

K: curtose.

Os autores explicam que a estatistica de Jarque-Bera (JB) possui distribuicdo qui-
quadrado com dois graus de liberdade. Sempre que JB exceder o vaor critico, deve-se
rejeitar a hipétese nula. Os testes foram redizados no Matlab, pela aplicacéo direta da
funcéo jbtest.m (redliza o teste de Jarque-Bera) as amostras, com 5% de significancia. Os
resultados serdo analisados no capitulo 6.

55.2 Compar acdo dos desempenhos dos modelos

Conforme Copeland e Weston (1988, p. 282), ha duas questdes préticas que devem
ser consideradas nas pesquisas empiricas do modelo de Black-Scholes. (a) os dados
histéricos devem permitir a estimacéo néo tendenciosa dos parametros do modelo; (b) na

amostragem, o prego da opgado deve ser tomado em sincronia com o preco do ativo-objeto.
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Enquanto a primeira questdo é de interpretacdo direta, pois parametros tendenciosos
resultam em modelos inadequados, a segunda € mais sutil. Ela implica que ndo basta se
tomarem, por exemplo, 0s pregos dos Ultimos negécios de uma opgao e de seu ativo-objeto
numa andlise de desempenho do modelo de Black-Scholes, pois 0s mesmos podem ser
relativos a diferentes circunstancias de mercado; ha que se garantir que esses precos
estgjam em sincronia

Mais especificamerte, suponha que, num determinado dia, o Ultimo negécio da
opcao tenha ocorrido as 13 horas, num momento de relativa estabilidade, ao passo que o
ultimo negdcio com o ativo-objeto tenha ocorrido as 17 horas, apés uma alta acentuada de
precos causada por um fluxo informaciona ndo antecipado pelo mercado. Nessas
circunstancias, o preco do Ultimo negdcio da op¢do esta defasado em relacéo ao do udltimo
negocio do ativo-objeto. Logo, um teste que compare o preco tedrico da opgdo, funcdo do
preco do ativo-objeto das 17 horas, a0 seu prego das 13 horas, devera produzir resultados
inconsistentes, pois as expectativas de mercado dos dois horarios em questdo eram
completamente distintas.

As questdes levantadas acima foram consideradas na elaboracdo da metodologia de
comparacdo dos modelos e serdo oportunamente comentadas. Tendo em vista que a €
funcdo de F, o preco de uma op¢do, segundo os modelos de Black e de Camara, € funcéo
de X, T-t, r, F e s, todos definidos nos itens 4.1 e 5.3. Descreve-se abaixo a amostra
utilizada e os valores dos parametros e variaveis que foram empregados na comparacéo
dos modelos.

Os modelos foram comparados no periodo de 17.11.2004 a 30.12.2004, que reflete as
indagacOes sobre o0 sinal da assmetria da distribuicdo da moeda, levantadas no item 5.2.
Foram considerados todos os precos diarios finas das séries de opgbes que foram

negociadas na chamada (call) de fechamento matina da BM&F (precos de fechamento do
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call). Para esclarecer melhor, todos os dias, no fina da manhd ocorre a chamada de
fechamento das opgdes sobre futuro de dolar, que baliza as operagOes com esses ativos
para o restante do dia. Esse procedimento visa a gerar liquidez para os contratos
disponiveis. Na chamada, ndo sdo todas as séries de opcdes que sdo efetivamente
negociadas. Para cada vencimento de opgdes, dado o preco de mercado do contrato futuro,
a chamada é feita série a s&rie e ofertas de compra ou venda sdo colocadas pelos
participantes.

Com base num resumo di&rio da chamada de fechamento, elaborado pela Liquidez
Distribuidora de Titulos e Valores Mobiliarios, os pregos dos contratos futuros e das
opcdes foram consolidados numa amostra gque totalizou quinhentos e sete pregos (um mil e
guatorze cotacBes simultaneas do contrato futuro e da op¢do), dentre os quais quatrocentos
e oitenta se referiam as opcdes de compra e o restante as de venda. Tenho em vista que
essas Ultimas exibem, em geral, menor liquidez que as outras e, aém disso, que o nimero
de observacBes em sua amostra foi pegueno, os desempenhos dos modelos foram
comparados apenas na precificacdo de opcOes de compra. Ressdtase que esse
procedimento de coleta de precos contornou o problema de sincronia mencionado.

A Tabela 10 ilustra os dados coletados para o dia 17.11.2004. Utilizou-se a média
dos pregos de compra e venda como a base para a comparagdo s desempenhos dos
modelos. Quanto mais longo é o contrato futuro, maior o seu prego, fato que pode ser
explicado pela andlise da equacdo (29). Quando a taxa de juros internar € maior do que a
taxa de juros externa g, como ocorre na relacéo real-ddlar, a hipotese de ndo-arbitragem
implica que o prego do futuro cresce com o prazo. Opgdes de mesmo vencimento possuem

0 mesmo ativo-objeto; por isso que, para elas, o prego do futuro € igual.



138

Tabela 10 — Exemplo de dados cdetados para andlise

Data-base Més Tipo Exercico Compra Venda Vol.compra  Vol.venda Futuro

17/11/2004 dez. C 2850 45 50 10,3882% 10,7788% 2794
17/11/2004 Oez. C 2900 12 19 11,7188% 12,8906% 2794
17/11/2004 jan. C 2800 520 530 8,8135% 9,0831% 2832
17/11/2004 jan. C 2880 280 290 9,2743% 9,5337% 2832
17/11/2004 jan. C 2900 16,0 165 10,4248% 10,5835% 2832
17/11/2004 fev. C 2800 850 86,0 8,9111% 9,1461% 2868
17/11/2004 fev. C 2900 3380 390 10,1990% 10,4004% 2868
17/11/2004 fev. C 3000 180 190 11,9507% 12,2192% 2868
17/11/2004 mar. C 2900 60,0 63,0 10,1440% 10,6567% 2901
17/11/2004 abr. C 2900 90,0 93,0 10,7513% 11,2122% 2937
17/11/2004 abr. C 3100 340 36,0 13,2629% 13,6292% 2937
17/11/2004 mai. C 3000 790 795 12,4451% 12,5153% 2971
17/11/2004 jun. C 3000 P5 1025 12,3596% 12,7365% 3002
17/11/2004 ago. C 300 1110 1140 13,375%% 13,7054% 3073
17/11/2004 out. C 0 1210 1255 14,025%% 14,4684% 3145
17/11/2004 nov. C P00 1410 1460 14,2792% 14,7507% 3175

Més: vencimento da opgdo (primeiro dia Util); Tipo: C — opgdo de compra; Compra: preco de compra;
Venda: preco de venda; Vol. compra: volatilidade implicita no prego de compra (modelo de Black); Vol.
venda: volatilidade implicitano preco de venda (modelo de Black).

Fonte: Liquidez Distribuidora de Titulos e Valores Mobiliéarios.

Seguindo a mesma linha de raciocinio de Jarrow e Rudd (1982) e Macheth e
Merville (1979, 1980), a amostra foi divida em grupos, de acordo com dois critérios. o
guanto dentro ou fora do dinheiro estava a opgao, e o prazo da mesma.

Tendo em vista o primeiro critério, definiu-se o indicador m (moneyness), tal como

onde F é o preco do contrato futuro e X o preco de exercicio. A Tabela 11 resume o

método de classificacéo.

Tabela 11 - Classificagdo das opgfes quanto a moneyness

Muito fora Fora Perto Dentro Muito dentro
do dinheiro do dinheiro do dinhero dodinhero dodinhero

m [13%;3%] ]-3%-05%] ]-05%;05%][ [05%; 3% [ [ 3%%; 9%]

Classificacio
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Os limites dos intervalos foram determinados arbitrariamente. O grupo como menor
nimero de elementos, vinte e sais, foi 0 de opgbes muito dentro c dinheiro, e com o
maior, cento e oitenta e dois, o de opcdes fora do dinheiro.

A amodtra foi classificada quanto ao prazo em dois grupos. opgdes curtas, prazo
menor ou igual a quarenta dias Uteis, e longas, caso contrério. A idéia de quarenta dias
Uteis surgiu do fato de que os dois primeiros vencimentos do futuro possuem maior
liquidez (dois meses ou, aproximadamente, quarenta e dois dias Uteis). Portanto, opcdes
com esse prazo podem estar melhor precificadas que as outras. Tendo em vista que as
opcdes muito dentro do dinheiro eram todas longas, obtiveram se nove grupos de andlise.

A Tabela 12 sintetiza os grupos finais e o nimero de opcdes em cada um deles.

Tabela 12— Numero de opgdes por grupo

Classificacio M ui.to fqra F.ora. P.ertol Dgntrq M uitq der.ltro Total
dodinheiro  dodinheiro dodinheiro  dodinheiro  do dinheiro

Curta 36 58 21 28 - 143

Longa 69 124 79 39 26 337

Tota 105 182 100 67 26 480

A seguir, srdo tecidas consideragdes sobre os paréametros utilizados no célculo dos
precos das opcdes segundo os dois model os.

O preco de exercicio X é fungcdo da opcdo analisada, ndo cabendo mais nenhum
comentario a seu respeito. O preco do contrato futuro F foi apurado juntamente como o
preco de mercado da opcdo. O prazo da opcdo T-t corresponde a0 nimero de dias Uteis
(expresso em anos, para isso € dividido por duzentos e cinguienta e dois) entre a data em
gue a opcdo é precificada (inclusive) e a data de apuracéo da PTAX800 pela qual vence o
contrato da opcdo (exclusive). E importante notar que, por questdes de padronizag&o, o
prazo, a volatilidade do ativo-objeto e ataxa de juros livre de risco sdo anualizados. A taxa

de juros livre de risco r foi calculada com base na curva diéaria de fechamento de mercado
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PRE x DI da BM&F. As curvas referenciais da BM&F, dia-a-dia, estdo disponiveis em
ftp://ftp.bmf.com.br/TaxasReferenciaisSwap/. Foi utilizada a interpolacéo exponencial para
a estimacdo da taxa (discreta) correspondente ao prazo da opcéo. A taxa interpolada,
expressa na base 252 dias Uteis, foi somada a0 nimero um, e o logaritmo natural dessa
soma foi calculado. O valor assim obtido corresponde a estimativa de r, recalculada
diariamente, para cada op¢do, ao longo do periodo em que as opcles foram precificadas
pelos dois model os.

Os parametros descritos acima ndo impdem, em geral, dificuldade demasiada para
uma boa estimacao (taxa de juros livre de risco) ou para seu conhecimento (os demais). No
entanto, Hull (1997, p. 157 e 507) explica que a estimacdo da volatilidade do preco do
ativo-objeto é uma questéo pratica que deve ser cuidadosamente considerada, ja que ela
ndo é diretamente observada. De fato, Wilmott (1998, p. 30-31, 71-72 e 287-288)
complementa que a volatilidade influencia bastante o preco da op¢do. Além disso, é
imprevisivel, dificil de ser estimada e ndo permanece constante.

Consequientemente, foi dada maior énfase na estimacéo da volatilidade que sera
utilizada nos modelos de precificagdo. Para dar maior robustez aos resultados da
comparagdo, estimouse a volatilidade por trés critérios. O primeiro segue um raciocinio
delineado por Macbeth e Merville (1980). Assumiu-se que para opgdes curtas e perto do
dinheiro, 0 modelo de Black fornece um preco justo. Assim, a correta volatilidade do preco
do ativo pode ser calculada a partir dos pregos de mercado dessas opcdes e utilizadas no
modelo de Black para precificar as demais opgdes. Como os modelos de Black e de
Camara fornecem precos similares para opcdes perto do dinheiro (iguais quando elas estéo
no dinheiro), a volatilidade encontrada também pode ser utilizada na precificagdo de todas

as opgoes pelo moddo de Camara. Esse procedimento também permite que se concentre
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nas opcdes em que os model os sabidamente diferem, as que estéo razoavel mente dentro ou
forado dinheiro.

A volatilidade implicita, em cada dia, foi obtida a partir das opgdes curtas (prazo
menor ou igual a quarenta) em que |F - X| £ 25, cercade 1% (de X) em termos relativos.

Esse intervalo foi escolhido de forma que houvesse poucas opcoes a cada dia e que elas
realmente estivessem perto do dinheiro. A busca nos dados retornou quarenta opgoes
(havia dados de vinte e nove dias Uteis). Para o dia 22.11.2004, a procura ndo retornou
nenhuma opc¢do. No banco de dados, selecionouse as duas opgdes mais proximas ao
critério escolhido, umacom F- X =70 eoutracom F- X =-30. A volatilidade adotada
foi a média aritmética das volatilidades de compra e venda de ambas Nos demais casos, a
busca retornou os seguintes pares (nUmero de dias; nimero de opgdes): (17; 1), (10; 2),
(1;3), totalizando quarenta. Em cada dia, a volatilidade adotada foi a média aritmética das
volatilidades de compra e venda das opgOes selecionadas. A Tabela 13 sintetiza as
estimativas.

Nos outros dois critérios, utilizowse a cotacdo de fechamento do dolar (obtida da

Bloomberg) para estimar a volatilidade histérica, calculada tanto pelo desvio-padréo do

logaritmo dos pregos de fechamento da moeda (desvio de In S;), como pelo desvio-padréo
do retorno continuo do ativo-objeto (desvio de In(S/S.,)). O vaor encontrado foi

anualizado (multiplicado pela raiz quadrada de duzentos e cinguenta e dois). Para esse
procedimento, € necess&ria a estipulacdo do tamanho da janela histérica de pregos. Num
primeiro momento, decidiu-se pelo emprego de uma regra pratica que, segundo Hull
(1997, p. 233-235), € de largo uso: a janela tempora utilizada para o céaculo da
volatilidade deve ser igual ao prazo da opcdo precificada. Infelizmente, para opcdes

longas, essa regra produziu valores de volatilidade bem maiores do que as volatilidades
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implicitas. Para contornar situacdo, decidiu-se empregar uma janela curta, de dez dias
Uteis (arbitrariamente determinada), que refletiu um histérico recente, em relacdo a data-
base, das oscilages de precos do dolar. Por exemplo, para uma opcéo cuja data-base foi
dia 17.11.2004, utilizou-se a janela histérica de dez dias Uteis, com término em 16.11.2004.

As volatilidades encontradas so dispostas na Tabela 13.

Tabela 13- Sintese das volatilidades estimadas pelos trés métodos

Data-base Implicita Retorno Log(prego)
17/11/2004 9,4040% 7,3560% 10,0980%
18/11/2004 10,3088% 7,6450% 136531%
22/11/2004 10,7419% 8,7801% 14,7846%
23/11/2004 11,0382% 8,7501% 14,6868%
24/11/2004 10,9383% 8,7968% 15,0784%
25/11/2004 94177% 9,5823% 13,1475%
26/11/2004 9,2560% 9,5935% 11,0743%
29/11/2004 10,049%4% 8,7343% 11,3955%
30/11/2004 10,3424% 9,1606% 9,9324%
01/12/2004 10,2295% 10,1411% 10,3474%
02/12/2004 10,8063% 9,3013% 12,6787%
03/12/2004 10,7849% 10,0868% 11,7553%
06/12/2004 11,5631% 10,1698% 9,9977%
07/12/2004 10,5499% 9,6267% 9,5699%
08/12/2004 12,2314% 12,0716% 10,4469%
09/12/2004 12,0262% 11,8707% 10818299
13/12/2004 11,2030% 12,0715% 15,2395%
14/12/2004 11,0914% 125301% 154933%
15/12/2004 10,1633% 11,0851% 15,3989%
16/12/2004 10,2783% 13,6130% 14,2623%
17/12/2004 10,1318% 13,2899% 13,9933%
20/12/2004 10,4980% 13,6988% 136270%
21/12/2004 11,138%% 14,9721% 18,3321%
22/12/2004 11,4014% 135011% 19,8%46%
23/12/2004 11,3220% 135870% 20,2985%9
27/12/2004 11,3022% 12,58%4% 16,8759%
28/12/2004 10,7473% 12,6369% 15,2014%
29/12/2004 10,7773% 12,283%% 10,8697%
30/12/2004 10,7910% 10,9832% 11,8988%

Em resumo, procurou-se reduzir os problemas inerentes a estimacéo da volatilidade
através da adoc¢do de trés métodos para sua estimacdo. ConstatagBes similares quanto aos
desempenhos dos modelos, independentemente do método adotado, indicam com maior

seguranca qual deles é o melhor.
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A comparacdo dos desempenhos dos modelos foi efetuada em funcdo do erro de
precificacdo D e do erro relativo de precificacéo Dr, definidos como:

D=c

mercado ~ Cmodelo

Dr = Crrercado

C

C

modelo

modelo

onde
C . preco de mercado da opcao;

mercado*

Corodelo - Preco calculado pelo modelo (Black ou Cémara) para a opgéo.

Calcularam se os intervalos de confianca da média e do desvio-padréo de D para os
nove grupos de opgdes. O seguinte raciocinio balizou a andlise dos resultados: se 0s
model os ndo apresentam viés na precificacdo de opgdes, D possui distribuicdo normal, com
média zero. Como efeito, o intervalo de confianca calculado para a média m(D), em cada
caso, deve conter o valor zero. Se o limite inferior do intervalo (ic-) € positivo, 0 modelo
consi stentemente subestima o preco das opgdes do grupo em andlise. Por outro lado, se 0
limite superior do intervalo (ict) € negativo, 0 modelo em média superestima o prego das
opcdes do grupo. Tanto para as médias como para os desviospadrdo, intervalos de
confianga mais estreitos denotam maior aderéncia do modelo aos precos de mercado.

As estimativas foram calculadas no Matlab, através da fungdo normfit.m (para um
conjunto de dados com distribuicdo normal, retorna a média, o desvio-padrdo e os
intervalos de confianga de ambos, no nivel de significancia fornecido). O nivel de
significancia escolhido foi 5%. A média m(D), o desvio (D) e seus respectivos interval os
de confianga, calculados a partir dos precos fornecidos por cada modelo, foram um a um

compar ados nas nove amostras
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Estimaramse ainda a média m(Dr) e o desvio-padrdo s(Dr) do erro relativo de
precificacdo. Tomouse cuidado especial com pregos (de opgdes) excessivamente baixos,
tipicos das opgdes curtas muito fora e fora do dinheiro. Em aguns casos, Dr assumiu
valores bastante elevados, que distorciam as conclusdes da analise. Para minimizar esse
problema, foram excluidas dessa andlise (de Dr) opcBes cujos pregos eram menores ou
iguais a R$ 0,15 (por mil dolares), o que resultou, nos casos extremos, em apenas cinco
eliminacdes de precos de opgdes curtas muito fora do dinheiro e trés de curtas fora do
dinheiro. Em compensacéo, os resultados passaram a apresentar maior coeréncia quando
analisados em conjunto.

Por dltimo, calculouse o erro quadratico médio de D EQM(D) dos precos dos
modelos para todas as amostras. Essa estatistica é a raiz quadrada da média de D?.

O objetivo de andlisar conjuntamente as estatisticas descritas, bem como 0s
intervalos de confiancga inferior e superior (ic— e ict+) da média m(D) e de seu desvio S(D),
foi o de responder as seguintes perguntas. (@) os modelos de Black e de Camara
apresentam vieses, de forma sistematica, na precificacao de opcdes de futuro de ddlar?; (b)
entre os dois modelos de precificacdo, hd 0 que fornece precos consistentemente mais
aderentes aos precos de mercado?

Os resultados dos testes sdo apresentados no capitulo 6.

5.6 Limitacdo do modelo

A principa limitagdo do modelo € que ele admite que o prego do ativo-objeto pode
assumir vaores negativos, o que é uma hipétese irreal, tendo em vista as opc¢des analisadas
neste estudo. No entanto, considerando os atuais niveis de prego e volatilidade do ativo-

objeto e também os prazos das opc¢des analisadas (até um ano), a probabilidade de o preco
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ser negativo € muito proxima de zero, como calculado no item 5.3. Consequentemente, na
pratica ela pode ser desprezada. Opcbes mais longas ou maior volatilidade certamente
agravariam esse problema, o que pediria consideracOes adicionais sobre a quest&o.

Ressdlta-se que Copeland e Weston (1988, p. 208) utilizam argumentacdo similar a
apresentada acima ao advogarem a favor do CAPM, ja que os retornos discretos dos ativos,
assumidos normamente distribuidos, implicam gue os precos dos ativos podem assumir
valores negativos em condi¢coes adversas de mercado. Contudo, o modelo € amplamente

utilizado, pois a probabilidade disso ocorrer é praticamente nula.






6 ANALISE DOSRESULTADOS

“Former student: professor, thisis the same examination you gave to my class when | was
a student twenty years ago. Don't you ever change the questions?
Professor: the questions don’t change — just the answers.”

(COPELAND; WESTON, 1988, p. 401)

6.1 Testesde normalidade

A Tabela 14 sintetiza os resultados dos testes de normalidade. Os possiveis valores
para a hipotese resultante so zero e um. Zero indica que a hipétese nula ndo pode ser
rejeitada; um indica o contrario.

Tabela 14 — Sintese dos testes de nor malidade

p Futuro Futuro Futuro
Dado Dolar jan. 05 fev. 05 mar. 05
Tamanho da 6 61 61 o
amodtra
Hipotese 0 0 0 0
resultante
Vdorp 76,12% 35,75% 36,15% 35,26%
Edatigticade

05458 20674 2,0348 0850
Jarque-Bera 2
valor 59015 59915 5915 5915
critico

A hipotese nula ndo foi rejeitada em nenhum dos testes. Ademais, nota-se que as

estatisticas de Jarque-Bera estdo bem abaixo do valor critico de 5,9915, correspondente a
5% de significancia. Pelos valores-p encontrados, aparentementeavaridvel r, possui maior
aderéncia a distribuicdo normal do que cada uma das varidveis Cr, definidas para 0s

contratos futuros que apresentaram valores-p proximos. Essa observacdo sugere gue 0s
precos dos futuros podem ndo ser tédo bem representados por uma distribuicdo lognormal

com assimetria negativa como 0 sao por uma lognormal com assimetria positiva.
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Em sintese, ao nivel de 5% de significancia, ndo se pode rejeitar a hiptese nula em
nenhum dos casos. Para 0 modelo de Black, isso significa que ndo se pode rejeitar a
hip6tese de que os pregos do dolar possuem distribuicdo lognormal. Analogamente, para o
modelo de Camara, ndo se pode rejeitar a suposicdo de que os precos do ativo-objeto
possuem distribuicdo lognormal com assimetria negativa. Portanto, a priori, nada impede a
utilizacdo dos modelos de Black e de Camara para a precificacéo de opgdes sobre futuro de

dolar.

6.2 Comparacao dos desempenhos dos modelos

Para cada um dos trés critérios de estimacdo da volatilidade dos precos do ddlar foi
elaborada uma tabela comparativa dos desempenhos dos modelos. As mesmas encontrant
se no fim do capitulo. Especificamente, aTabela 15 mostra os resultados da comparacéo
dos desempenhos dos model os para o primeiro critério de estimacéo: volatilidade implicita
nos precos das opcdes curtas perto do dinheiro. Para essas opgoes, os desempenhos dos
modelos foram similares. 1sso @a esperado, pois 0os modelos fornecem precos préximos
guardo F/X €1 (Figura 8). Para os dois modelos, os intervalos de confianca de m(D)
incluem o valor zero. Assm, no nivel de 5% de significancia, os modelos ndo subestimam
ou superestimam consi stentemente o0s pregos das opgdes nesse grupo. As estatisticas dos
dois modelos, analisadas em conjunto, apontam para uma ligeira superioridade do modelo
de Black (menores média e desvio-padréo, intervalos de confianga mais estreitos e menor
erro quadratico médio).

Para opcdes longas perto do dinheiro, os model os também apresentaram desempenho
parecido. Pelas mesmas razdes apontadas no paragrafo acima (menores média e desvio-

padréo, intervalos de confianca mais estreitos e menor erro quadrético médio), o modelo de
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Black foi superior. No entanto, constatou-se um viés de subestimacéo de precos nos dois
modelos, ja que os limites inferiores dos intervalos de confianca de m(D) séo maiores que
zero, 0 que também implica em ndo aderéncia dos precos dos modelos aos de mercado (D
ndo possui média zero). Esse mesmo padréo de resultados foi observado para opcdes fora e
muito fora do dinheiro, com a ressava de que as diferencas absolutas de todas as
estatisticas aumentaram (tornaram-se mais afavor do modelo de Black). Por exemplo, o
erro quadratico médio do modelo de Black nas opgdes longas muito fora do dinheiro foi

25,7, cerca de 10% menor gque o apresentando pelo modelo de Camara. A média do erro
relativo de precificagdo do modelo de Black, nas opcbes curtas muito fora do dinheiro, foi

aproximadamente 40% menor que a do modelo de Camara.

Nas opcles longas dentro do dinheiro e muito dentro do dinheiro, a tendéncia de
subestimacdo de pregos dos modelos permaneceu. Os limites inferiores dos intervalos de
confianca de m(D) foram maiores que zero. Curiosamente, 0 modelo de Camara passou a
apresentar estatisticas em gera melhores que o modelo padréo (para opgdes muito dentro
do dinheiro, todas as estatisticas cal culadas para 0 modelo aternativo sdo melhores).

Nas opcles curtas dentro do dinheiro, a tendéncia de os modelos subestimarem os
precos de opcgdes foi revertida. Nesse caso, os limites superiores dos intervalos de
confianca de m(D) s@o menores que zero, indicando que os modelos em média
superestimam 0s precos dessas opcdes. As estatisticas do modelo de Black sdo novamente
superiores, com excecdo de s(Dr), igual para os dois.

Os resultados da Tabela 15 sugerem que os desempenhos dos dois modelos foram
muito aguém do que era esperado, pois SO em um caso, de nove analisados, os intervalos
de confianga de m(D) incluiram o valor zero, justamente na amostra das opgdes que serviu
de base para a estimacdo da volatilidade implicita. Mais ainda, evidencia-se que 0s

modelos so produziriam melhores resultados se fosse utilizada uma volatilidade diferente
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para cada amostra analisada, 0 que claramente contraria a hipétese de volatilidade
constante e conhecida do ativo-objeto. Na verdade, esse fato aponta para uma falha de
ambos os modelos, quando utilizados para precificar opgdes sobre futuro de ddlar.
Deixando de lado os vieses constatados, o0 modelo de Black apresentou melhor
desempenho em sete das nove amostras (praticamente em todas as estatisticas), o que foi
surpreendente, tendo em vista que a amostra foi propositadamente coletadaem um periodo
gue supostamente refletiu uma tendéncia de assimetria negativa da distribuicdo do ativo-
objeto. Os resultados encontrados levam a crer que essa suposicdo foi equivocada.

A andlise da Tabela 16 corrobora o0 que foi descrito. Entretanto, analisando as
estatisticas em conjunto, dessa vez 0 modelo de Black foi melhor em seis das nove
amostras, e de forma menos acentuada. Na amostra de opcdes curtas perto do dinheiro, os
desempenhos dos modelos foram praticamente iguais, 0 que ndo ocorreu na andise
anterior. O fato de os intervalos de confianca de m(D) conterem o valor zero um ndmero
maior de vezes (Black, trés casos; Camara, dois) foi a maior ateracdo em relacdo ao
padréo observado na Tabela 15 (em que isso ocorreu apenas nas opgdes curtas perto do
dinheiro, para os dois modelos). De fato, com anova volatilidade, o0 modelo de Black
precificou melhor opgdes curtas dentro d dinheiro e longas muito dentro do dinheiro,
casos em que o valor zero esta contido nos interval os de confianga estimados. O modelo de
Camara precificou melhor opcdes longas muito dentro do dinheiro. Essas constatagdes, por
sua vez, depbem a favor da estimacdo da volatilidade através da utilizagdo do desvio-
padrdo dos retornos do ativo-objeto (ao invés da volatilidade implicita). Talvez outros
métodos de estima-la levassem a resultados ainda melhores. Adicionalmente, percebe se
gue os modelos passaram a superestimar opgdes curtas perto do dinheiro. Todavia, uma
andlise mais cautelosa mostra que o valor de m(D) encontrado ndo € significantemente

diferente de zero, 0 que mantém o resultado anterior. Por Ultimo, mais uma vez os
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desempenhos dos model os situaram-se abaixo das expectativas, hgja vista o alto nimero de
vezes que os interval os de confianca estimados néo contiveram o valor zero.

A Tabela 17 traz um panorama diferente dos arteriores. No entanto, o fato de os
intervalos de confianca estimados para as opcfes curtas perto do dinheiro ndo incluirem o
valor zero foi um mau sinal. 1sso porque o pressuposto bésico (e aceito) em relacdo ao
modelo de Black-Scholes é o de que precifica corretamente opces no dinheiro quando a
volatilidade é bem estimada (MACBETH; MERVILLE, 1980, p. 290). Dessa forma, por
ter havido uma mudanca radical em relagcéo aos padrfes anteriores e por uma premissa
importante ndo ter sido respeitada, os resultados apresentados na Tabela 17 foram
considerados imprecisos, 0 que sugere que a estimagdo da volatilidade pelo desvio-padréo
do logaritmo dos pregos ndo foi um bom método.

Por fim, a observacdo de que os modelos tendem a subestimar op¢des muito dentro
ou muito fora do dinheiro sugere que o mercado trabalha com volatilidades mais altas para
precificar essas opgdes. Assm, um modelo que considere esse efeito tem o potencial de
trazer melhores resultados que os obtidos com o modelo alternativo. Ademais, essa
observacdo também explica em parte porque 0 modelo de Black ¢ em geral, melhor para
opcdes muito fora do dinheiro e pior para as muito dentro: como 0 modelo padréo precifica
opcoes fora do dinheiro a maior que o modelo de Camara e 0 inverso ocorre para opgoes
dentro do dinheiro, se a hipotese acima quanto a volatilidade de mercado estiver correta, o
modelo de Black errara, em média, menos ao precificar opgdes muito fora do dinheiro e
mais ao precificar as muito dentro, como de fato ocorreu.

Em face de tudo que foi exposto, conclui-se que a hipotese nula deste estudo ndo
pode ser rejeitada, ou sgja, no periodo anaisado, 0 modelo de Camara (aternativo) ndo
produz resultados melhores que o0 modelo de Black (padréo) na precificacdo de opcles

sobre futuro de délar.
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Tabela 15 — Precificacdo baseada na volatilidade implicita nos pregos das opgoes

Comparaco dosmode os diferengas em rlaco aos pregos de mercado (utilizacBo davolatilidade implicita nos pregos das opgdes curtas perto do dinheiro)

Muitofora Fora Perto Dentro Muito dentro
do dinheiro do dinheiro do dinheiro do dinheiro dodinheiro
Curtas Longes Curtas Longas Curtas Longes Curtas Longes Longes

Black Cémaa Black Cémaa| Blak Camaa Blak Cémaa| Blak Cémaa Black Cimaa| Blak Cémaa Black Camaa| Blak Camaa
m(D) 3412 3910 213¥% 2382/ 2260 2647 20072 30247] 0114 0129 17042 17066 -1127 -1712 11155 10341 5314 2816
ic 2710 3078 17857 20050 175 2088 26464 27558 -0085 -0074 14340 14386 -1717 -2350 6946 6107 1965 0077
ic+ 4114 4742 24814 27604 2765 3207 31679 RWG| 0312 0332 19744 19776 -0536 -1,074 15364 14575 8664 5554
s(D) 2075 2459 14480 15723 1918 2128 14668 15128 0437 0445 12065 12098 1524 1646 12934 13062] 8283 6,780
ic 1683 1994 12402 13467 162 1,79 13042 13450 0334 0341 10432 10461 12066 1302 10611 10675 6504 5318
ict 2707 3207 17400 188%4| 2348 2606 16762 17287 0631 0643 14307 14346 2074 2241 16733 16834 11448 9360
EQM(D) 3978 4601 25726 28484 2954 338 32536 33792 0441 0453 20836 208/ 1873 2355 16991 16528 9715 7,220
m(Dr) 1870 2678 1688 2624 0321 0397 04056 0431 0003 0004 0216 026 -0016 -0024 0114 0104 0028 0011
S(Dr) 1617 2393 132 2815 0315 0384 014 0165 0019 0020 0120 012 0024 0024 012 0123 004 0039
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Tabela 16 — Precificacdo baseada na volatilidade histérica dos r etor nos continuos

Comparacdo dos modelos: diferencas em rd agdo aos pregos de mercado (utilizagso do desvio-padréo histérico dos retornos continuos do ativo-objeto)

Muito fora Fora Perto Dentro Muito dentro
do dinheiro do dinheiro do dinheiro do dinheiro do dinheiro
Curtas Longss Curtas Longes Curtes Longas Curtas Longes Longes

Blacdk Cémaa Bladk Camaa| Black Cémaa Black Cémaa| Blak Cémara Black Cémaa| Black Cémaa Black Cémaa| Black Cémaa
m(D) 271 322 20601 23059 1371 1775 20233 30413 -1,707 -1690 14905 14931 -1729 2328 8894 8073] 3284 0655
ic- 1768 2278 16783 19036 0025 0431 25438 26594 -3960 -3943 11361 11384 -39 4595 448 3628 064 -29%1
ict 3733 4307 24413 27082 2717 3120 33027 3423l 0546 0563 18449 18478 0474 0060 13301 12517 7203 4271
gD) 2904 2998 15870 16747] 5119 5114 21346 21481 4949 4949 1584 15835 5681 5848 13597 13710 9,701 8952
ic- 236 2431 13593 14344 4328 4323 18979 19099 3786 3786 13683 13693 442 4623 11112 11204 7608 7,021
ict 3788 3910 19070 20124 6267 6261 243983 245460 7147 7147 18765 18778 77B 7959 17523 17669 13391 12,358
EQMD) 3970 445 25934 284271 5257 5371 36146 37184 5122 5117 21665 21691 584 619% 16101 15758 10063 8,803
m(Dr) 1565 2342 2187 3458 0640 0781 0472 0499 -0028 0026 0212 0213 -0017 0025 0106 00% 0017 0,000
s(Dr) 206 3274 2091 40371 1581 1916 0362 0374 0184 018 0219 0219 008 000 0149 0149] 0063 0061
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Tabela 17 — Precificagdo baseada na volatilidade histérica dos logaritmos dos precos

Comparagio dosmodelos: diferencas em rdacdo aos pregos de mercado (Utilizagso do desvio-padréo histdrico do logaritmo dos pregos do ativo-objeto)

Muitofora Fora Perto Dentro Muito dentro
do dinheiro do dinheiro do dinheiro do dinheiro dodinheiro
Curtas Longas Curtas Longes Curtas Longes Curtas Longas Longes

Blaodk Cémaa Black Cémaa| Blak Camaa Blak Camaa| Black Cémaa Black Cimaa| Black Cémaa Black Cémaa| Blak Camaa
m(D) -0798 0014 11060 14610( -3624 -30% 6147 7682 -9220 9199 -3043 -3013] -9237 -998 -5983 -7065 -3878 -6935
ic 2846 -1898 68555 996 5568 -5020 2120 3685 -13872 -13847 -8070 -8046| -13299 -14126 -12816 -13983[ 9856 -13,098
ict 1249 1927 15564 19293 -1681 -1173 10174 11678 -4569 -4550 1984 202 -5174 5845 080 -0147] 2009 -0,772
s(D) 6052 5652 18751 19497 7392 7316 22653 22481 10218 10212 22444 22470 10477 10678 21078 21341 14800 15259
ic 4009 4584 16061 16700 6249 6185 20142 19989 7817 7,813 19408 19430 8284 8442 1726 17441 11607 11967
ict 784 7372 25 23420 9050 8957 25886 25690 14756 14747 26616 26647 14261 14534 27165 27504 20430 21,064
EQM(D) 6020 5573 21652 24250 8175 7,885 23384 23672 13581 13562 22500 22530 13826 14480 21649 22219 1502 16492
m(Dr) 0652 1125 083 1513 -0122 0081 0101 0120 -0208 -0207 -0004 004 -0113 -0121 -0048 -0057| -0028 -0045
s(Dr) 1521 234 126 2339 0395 0423 0284 0201 0190 019 0228 028 0126 0126 019 019 000 0090




7 CONSIDERACOESFINAIS

7.1 Sobr e os resultados alcancados

O objetivo central do presente estudo foi explicar, demonstrar e testar um modelo
aternativo de precificacdo de opgdes. O trabalho culminou com a comparagéo dos precos
fornecidos pelo modelo de Camara (aternativo) aos fornecidos pelo modelo de Black
(padréo).

Mostrourse, com sucesso, que um desvio na hipétese de lognormaidade da
distribuicéo dos precos do ativo-objeto resulta em diferencas muitas vezes relevantes para
0s pregos das opcdes lancadas sobre o0 ativo. Com base na metodologia de Camara (2003),
também foi demonstrado como, partindo de condi¢des gerais de equilibrio, uma férmula de
precificacéo de opcbes sobre futuros pode ser obtida.

Por fim, vale ressaltar que os resultados obtidos estédo em linha com a literatura, no
sentido de gque é raro concluir com éxito que um modelo alternativo é melhor que o modelo
de Black-Scholes (ou que suas extensdes mais comumente empregadas), de forma a
eliminar, consistentemente, seus conhecidos vieses. Na prética, a eliminagdo de parte dos
vieses do modelo se da através de algumas adaptactes a idéia original de Black e Scholes
(1973), como a utilizacéo de uma volatilidade obtida a partir de uma matriz de
volatilidades, relacionada ao prazo e a> moneyness da op¢do. Com isso, 0 mercado alinha
os precos do modelo as suas expectativas, mantendo ao mesmo tempo a facilidade de uso
que lhe é caracterigtica e que o distinguem de modelos alternativos mais complexos, que
por vezes demandam maiores recursos computacionais e possuem parametros de dificil

estimacdo. Com efeito, ndo € por acaso que o modelo de Black-Scholes € o modelo padréo
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de precificacdo de opcbes ha mais de trinta anos. Surpreendente seria se tivéssemos

constatado o inverso.

7.2 Outros estudos

Novos estudos poderiam utilizar esta dissertacdo como uma fonte de referéncia aos
assuntos discutidos, por vezes demonstrados. Por exemplo, apesar dos testes de
normaidade (do logaritmo) serem um indicador importante de se a hipétese de
lognormalidade de pregos € coerente, uma andise mais aprofundada da distribuicéo real
dos precos do ativo-objeto pode revelar que outras distribuigdes conhecidas sdo melhores
candidatas a sua representacdo. Modelos de precificacdo mais robustos poderiam entéo ser
desenvolvidos

Ainda nessa linha, se a distribuicéo empirica do preco do ativo réo puder ser bem
aproximada por uma distribuicdo conhecida, que resulte numa formula fechada de
precificacdo, métodos numéricos, como o desenvolvido por Jarrow e Rudd (1982), podem
ser estudados, desenvolvidos e testados.

Por fim, estudos sobre como a liquidez das op¢bes analisadas afeta seus precos de
mercado poderiam esclarecer parte dos vieses por nés constatados, ja que a liquidez pode

estar diretamente relacionada ao moneyness e ao prazo das opcdes sobre futuro de dolar.

7.3 Sobr e o atendimento do objetivo proposto

O objetivo proposto, que foi o de averiguar se um modelo alternativo e relativamente

novo de precificacdo de opcdes traz ganhos significativos em relacdo ao modelo de

precificagdo comumente utilizado, foi plenamente atendido.
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Além do modelo de Camara ter sido testado, a metodologia de precificacéo de
Camara (2003) foi pormenorizada nos capitulos 3 e 4. Conceitos importantes e
fundamentais & pratica atual da Teoria de Finangas, como 0s papéis da teoria de utilidade e
da auséncia de arbitragem ra precificacéo de ativos, foram discutidos. Além disso, muitos
estudos célebres foram referenciados ao longo desta dissertacdo, o que trouxe uma Vvisao
histérica da evolucéo da Teoria de Opgdes. Por fim, o modelo alternativo foi adaptado a
opcoes sobre futuros e matemati camente comparado ao modelo de Black. Concluiu-se que

a hipétese nula do estudo (item 1.4) ndo pode ser rejeitada.
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APENDICE A — A DISTRIBUICAO LOGNORMAL

E comum se assumir que o prego de uma ag3o (as vezes com alguns ajustes, como
por exemplo para dividendos) segue uma distribuicdo lognormal (HULL, 1997, p. 228-
230; LUENBERGER, 1998, p. 301-302 e 308-312). Neste capitulo, apresentar-se-ao dois
resultados muito utilizados na precificacdo de ativos que advém diretamente das
propriedades das distribui¢cdes normal e lognormal: dadas a média e a variancia de uma
variavel aeatdria normamente distribuida x, deduzem-se a média e a variancia esperadas
davaridvel deatériasdadapor e.

Por definicdo, uma variavel que apresenta distribuicdo lognormal € agquela cujo
logaritmo natural apresenta distribuigdo normal (LUENBERGER, 1998, p. 301).

Sgla X uma varidvel aeatdria que apresenta distribuicdo normal com média e
variancia s*. Usuamente representa-se X~ N(ms ).

A funcdo densidade de probabilidade (f.d.p.) de x é dada por:

1 e’
f(x):@se 26s g

Adicionalmente, é sabido que:

+¥ Clax- m’

¥ L
o (0o :_91/2%58 5 0 gy =1.

A equagcdo acima representa a &ea sob a f.dp de uma variavel aeatdéria de
distribuicBd normal de média m e variancia s. Ademais, implica que a soma das
probabilidades de todos os valores que x pode assumir € um.

Sgja s=¢€" outravariavel aleatoria. Como In s=In e* = x possui distribuicéo normal,
s possui distribuicdo lognormal.

O valor esperado de sé:
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E[s] = +z‘;;fl(s)ds.

A distribuicdo de probabilidade de s, representada por f,(S), pode ser obtida por

uma mudanca de variavel naintegral da distribuicéo normal. Genericamente, a mudanca de

varidvel naintegral da distribuicdo normal deve ser realizada da seguinte forma:

+¥ gt (+¥)
of dx = f (9(9)g'(9)ds,
¥ g l(-¥)
onde
x=9(s).

Para a obtencdo da f.d.p. lognormal, efetua-se a mudanca de varidvel X =In's, como

ilustrado a seguiir:
+¥ +¥ lgx- mg” +Y 1gns-mg’
\ . 1 35 < 1 e
(X)dx = e 7dx= e s 9 —ds,
G0 O Ofps® 5

=Ins:; dx =s ds

X=-¥:s5=0

Assim, se avariavel adeatoria s segue uma distribuicdo lognormal, suaf.d.p. &

1aéns mo

1 1

f.(s) = e 2 s ods.

1(9) ths s

Finalmente, pode-se proceder o calculo do valor esperado de s.
+Y _lagns- mg +¥ ladns- mo
1 X5 o1 1
E[S s)ds= e’ ° ¢ _ds= e s ogs,
[s] = OOSfl( ) 05 N s %

S80 necessarias algumas manipulacfes na integral acima para que se obtenha a

integral de umavaridvel com distribuicdo normal, cujo resultado é conhecido.
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Primeiramente, expressa-se novamente a integral em funcéo de x:

vy g ag e
E[sl= 0——e * ° “ds= (y——e **° “e’dX,
0V 2ps s/2ps

s=¢e*; ds=e"dx

S=+¥ ) X=+¥

Nota-se que a integral acima poderia ter sido obtida diretamente, sem as passagens
intermediarias para a obtencdo da funcdo densidade de probabilidade da distribuicédo
lognormal, pois o que se quer € a esperanca de e*, com x~ N(ms?), portanto de f.d.p
conhecida. Porém, optouse por detalhar cada passagem, de forma que a f.d.p de uma
variavel lognormal fosse devidamente explicitada.

Desse ponto em diante, os limites de integragdo ndo sdo indicados na integral, ja que
o intervalo de integracdo € sempre ]- ¥;+¥[. Para proceder o céalculo da esperanca,

manipula-se a equacdo acima como Segue:

Lox-mg lox- Mg
Elsl=0—=—— ! e 285 oekdy= O— ! e2s o +de :
2ps 2ps
_aem+_15 29 aenH—sl 20
Multiplica-se a Gltima expressdo por e 877 gt 2 ooq

Dessa forma, cria-se um quadrado perfeito no expoente do integrando, separando-se

0s termos restantes:
" o - O = 2 9
| gm0 m e LI _EWQ
El[sl=0——e*°° e® ? % ? ax=ge® ? ﬂ(\)iez Tk
N2ps VZ2ps

A integral da Ultima expressao acima representa a area sob a f.d.p. de uma variavel

aleat6ria com distribuicdo normal. Portanto, seu valor é um.
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Assim, conclui- se que;

1
Fne=s ?

Elg=¢ 2

Qo

L uenberger (1998, p. 304-305) aclara que o termo extra s 2 /2 gjusta a distribuicdo
lognormal. Por exemplo, quando a varidncia de x aumenta e sua média m se mantém
constante, a distribuicdo lognormal de s=¢€* é deslocada para direita. Esse gjuste se da

entdo através de s ?/2.

Para se encontrar a variancia de s, procede- se de maneira anaoga.

Dividir-se-a o problema em trés integrais, 1, 2 e 3, originadas da distribuicéo dos trés
elementos dentro do primeiro parénteses.

A primeiraintegral fica

.2 2
1 ;39( mg’ 1 ;89(_m9 +2x 1 269(—(233 er)9+23 242m
A e es’Z'dx O—e es o dx:O—‘ e 2 dx =
\J2ps \J2ps \2ps
lgx- (252+m) O
2s242m s L 2? s 9 x = @2s “+2m
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A segunda integra fica

& 1,0 1gx- m§ lox- (m#s?) § 2
. CM=s “ 24X 1 -——= .1 - T +2mis
O Zee 2 %] We 2e s ﬂd)(:_zc)’\/TeE’gB< S %} dX:
S S
L lgex-(rmsz)o
— Zlemsz \ e 28 S 5gy=-Dg2ms
O\/2ps

A terceiraintegral fica

e 1,6 1gx- m§ 2 1,0 1gx- m§ e 1,6

2cint = -—C——~ 1+ = sl + +. s

‘g Esz 1 Egsw —ng_Zsﬂ\ 1 26 s g _z‘émisg

¢ e dx=e O——¢© dx=e )
ps N2ps

Por fim, o resultado final, que € a soma das trés integrais, &
= g% 2m_ pgmist y g2mis” = g2 2(es S 1).
Em resumo, se X é uma variavel aleatéria com distribuicdo normal ~N(ms?), a
varidvel s=€" tera distribuicdo lognormal, de média e variancia dadas, respectivamente, por

1 .
EBm+=s? 2 2 (0]
ée 2 - gfms (eS - 1)3.

o

Segundo Luenberger (1998, p. 478), pode-se demonstrar que o produto e a poténcia
de variaveis com distribuicdo lognormal também tém distribuicdo lognormal. Por exemplo,

sex ey sio lognormaise a e b sio constantes, entdo x* y° élognormal.
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A densidade de probabilidade de uma variavel aeatéria lognormal possui a forma

abaixo.

014 Funcdo densidade de probabilidade lognormal
" T T T T

T

0.12,

0.06f~

Densidade de probabilidade

0.04f~

0.021~

I L ! L
0 5 10 15 20 25 30
S

O gréfico acimafoi elaborado com s=€*, em que x~ N(2,0000;0,0625) . Portanto,
nesse caso, s possui distribuicdo lognormal, de média e variancia dadas, respectivamente,

por:

S

aFerls? 2
e

ée 2 g 2 1)6 e 2+10,0625

=g, e2,2+o,oez5(eo,oezs_ 1)%: (7,6236,3,7484).
2 2

O desvio-padréo de sé

37484 =1,9361.

Nos passos finais das derivactes dos model os de precificacdo analisados (capitulo 4),
utiliza-se o valor esperado truncado de uma variavel aeatéria com distribuicdo lognormal,

resultado que partiu da seguinte demonstracéo (RUBINSTEIN, 1976, p. 422).

+¥ "

o am- X = 0s?
f(X)dx=N +s=gms /e

93 (%) s p

onde N(©) éadistribuicdo norma acumulada.



177
Sendo z uma variavel normal padréo, a igualdade acima € obtida através do

conhecimento de que

xem
+¥ +¥ X + mO
Of dx=f (2dz= of (2)dz = NE g =,
X (X-m !3

S

e de uma manipulacdo similar a feita neste apéndice para a obtencdo dos parametros de
média e varidncia de uma variavel aeatdria lognormal, de forma que a equacdo sgja
expressa em funcéo da integral de uma distribuic¢do normal padréo.

Fazendo a mudanca de variavel € = s, constata- se que

+¥ +¥

O f (dx = Osfl(s)ds N(:— +s Qs

X 4]
Similarmente, pode-se provar que

X .
o F (X)dx = cp‘l(s)ds Nw-s—e"”s/

-¥
devendo-se, nesse caso, partir do seguinte resultado

(X-m

X s ..

X - mo

Af (X)dx = f (2)dz=N -

_g( ) 9 (2) T
Corolério: se s € uma varidvel lognormal de densidade de probabilidade lognormal
f,(s), com par&metros de locagdo e escala dados pela média e pelo desvio-padréo da

distribuicdo normal do logaritmo de s, respectivamente n e s, entdo os valores esperados

truncados de s sdo
cpfl(s)ds NaE’m Ina ge”“ °f2 (1a)
@‘1(3)ds Néé”a M_ g Qgme/2, (Lb)

(7]
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onde a é uma constante positiva.

Por fim, ressalta-se que

+¥ +¥ ..
Of (k= o, ()ds = NEINA0 (10)
Ina a e 4]
Ina a .
Of (0 = g (s)ds = NELA-MO (1.d)
-¥ 0 e S [}



APENDICE B — CAPITALIZACOES CONTINUA E DISCRETA

Neste apéndice, apresentar-se-d0 agumas consequéncias imediatas das
demonstracOes feitas no apéndice A para as relacfes de conversdo entre taxas de juros
continuas e discretas.

B.1 Mundo deterministico: relacéo entre taxas de juros com capitalizacdo continua

e com capitalizacdo discreta

Num mundo deterministico, como ndo existe aleatoriedade, os fluxos de caixa e
taxas de retorno séo conhecidos a priori. Conseglientemente, a conversao entre taxas de
juros com capitalizacéo continua e com capitalizacdo discreta é elementar.

Como ambas sdo conhecidas em cada instante para qualquer prazo, é fécil perceber
gue (para um periodo):

ee-1=ry,
ou, inversamente:
r. =In(1+ry), onde:
r.: taxa de juros com capitalizagéo continua;
ry - taxa de juros com capitalizagéo discreta.

Sendo S, e S os pregos inicial e final, respectivamente, de um ativo remunerado
pelas taxas acima (prazo da taxa € o prazo do investimento), pode-se expressar:

r +1=S,/S, =e" « S, =S,(1+r,)=Se" « r.=In(S/S,) =In(r, +1).

E importante ressaltar que a taxa continua, por defini¢ao, ndo tem unidade temporal
(a0 semestre, a0 ano etc.). Sendo assim, € convenciona |he atribuir a unidade da taxa

discreta equivalente com a qual se trabalha. Adicionalmente, assumir que o mundo é

deterministico € 0 mesmo que extinguir a incerteza e a aeatoriedade futuras. Logo, essa



180
hipétese implica que ndo existem varidveis aeatdrias e que o0 desvio-padréo (risco)
esperado € sempre zero.
B.2 O mundo com aleatoriedade: relacdo entre taxas de juros com capitalizagdo
continua e com capitalizacéo discreta

No mundo com aleatoriedade (ou estocastico), tanto a taxa de juros capitalizada

continuamente como a discretamente sdo variaveis aeatdrias. Assim, para se realizarem
previsdes em relacdo ao seu comportamento futuro, deve-se, em primeiro lugar, atribuir-
Ihes uma distribuicio de probabilidade. Diferentes distribuicdes de probabilidade levam a
diferentes relacfes de conversdo de uma taxa para outra.

Por exemplo, ao se assumir gque a taxa de juros com capitalizacdo continua segue
distribuicéo normal (em qualquer intervalo de tempo), pelo que foi exposto anteriormente,
ataxa com capitalizacéo discreta somada a um tera distribuicdo lognormal, pois:

ry+1=¢€¢,
E[r, +1] = E[r,] +1= Ele*].
A expressdo r, +1 é denominadataxa de juros bruta com capitalizag&o discreta.

Se r, ~ N(ms?), entdo, utilizando os resultados enunciados no apéndice A, obtém

2

E[r,] —" T e
Var[r,| =Var [erc - 1J =Var [erCJ (pois 1 é constante), ou sgja
Var[ry]= ™" (&% - 1). (Lb)
Dessa forma, dados os pardmetros mes? da distribuicio normal da taxa de juros

capitalizada continuamente, obtém-se a esperanca e a variancia da taxa com capitalizagéo

discreta. Em suma, quando se assume gue a taxa de juros com capitalizacdo continua
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possui distribuicio normal, ataxa bruta r, +1 possui distribuigdo lognormal. E importante
que fique claro que, nessas condigOes, a taxa liquida r, ndo possui distribui¢do lognormal
nem distribuicdo normal.

Também é possivel proceder-se inversamente: dados os parametros m e s,
respectivamente média e variancia da taxa com capitalizacdo discreta, obtémse a
esperanca e a variancia da taxa com capitalizacdo continua. Esse resultado pode ser obtido

através de simples manipulacéo das equacdes acima, como Segue:

E[rd]:m:em% -1, logo

s?=2In(m+1)- nj.
Substituindo-se s * naequagéo (1.b), tem-se:

Var [rd] = &2 = g2m2lInm+1)-n (ez[ln(rml)- n 1)= ?In(m+1) S 2m+2In(m+1) _ 1

SZ

(m+1°*

+1=€°"(m+1)?,

m_ m+1

T e gmen))

efinalmente,

m+1 u

i

é
=Iné -0,
e meor g

Para se expressar s® como funcdo dos parametros da taxa com capitalizacio

discreta, procede-se analogamente:
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2

m=In(m+1)- S?

Substituindo-se r na equagdo (1.b), tem-se:

s? = gAnm)-s st (esz - 1):(m+1)2(esz - 1),

S2

.2
S
e =1+& > 0

ém+lg’

e, por fim,

z 2~
e a®s ou
s?=Ingl+ Q.
8 8m+1gg

Esses resultados s&0 muito importantes, pois mostram que, sob incerteza, as relagtes
de conversdo entre taxas continuas e taxas discretas sdo completamente diferentes das
obtidas no mundo deterministico. Adicionalmente, uma vez conhecidas essas relagles, a
modelagem matematica pode ser conduzida em tempo continuo para que depois, caso
necessario, os resultados sejam convertidos para tempo discreto. Em RiskMetrics (1996, p.
49), por exemplo, a utilizacdo de retornos continuos se justifica pela facilidade de
agregacao temporal e cruzada (entre ativos).

Por fim, quando taxas de juros aeatérias remuneram um investimento de valor
inicial conhecido S, seu valor finad S ndo é sabido no presente. Para 0 caso em que a

taxa de juros continua possui distribuicdo normal (em qualquer intervalo de tempo), e seu

prazo coincide com o prazo do investimento, podem-se estabel ecer as seguintes rel acoes:

r. :Insi~ Nms?*)« InS,+r,=InS, ~N(m+InS;;s?).

0
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Portanto, tanto o logaritmo da taxa bruta discreta de juros In(S,/S,), como o
logaritmo do vaor futuro InS;, possuem distribuicdo normal, de diferentes médias e
mesma variancia
Nesse cendrio, com base nos resultados apresentados no apéndice A, pode-se afirmar
que tanto S/S, como S, possuem distribuicdo lognormal (em quaquer intervalo de

tempo), de média e variancia dadas, respectivamente, por:

S/S: geew%sz;ezw -1, (2b)
o
& m+132 2 2 O
313§509 2 -gle™™® (eS 1): (3.b)
@

Logo, quando se assume que as taxas de juros com capitalizacdo continua possuem
distribuicdo normal, de média n e variancia s?, os pregos (ou valores futuros) dos
investimentos por elas remunerados possuem distribuicdo lognormal, de parametros média

e variancia que podem ser expressos como fungéo do valor presente do investimento S, ,

dem edes?.

Por Ultimo, salienta-se que o prazo da taxa foi assumido coincidente ao do
investimento por motivo de simplicidade na demonstragdo, sem prejuizo ao conceito
discutido. O caso mais geral, em gque o prazo do investimento ndo coincide com o prazo da
taxa, mantidas as demais premissas, € demonstrado por Hull (1997, p. 230-232): taxas

continuas normal mente distribuidas implicam em precos lognormais e vice-versa.
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B.3 Aproximacao do retorno continuo pelo retorno discreto
Usualmente, aproxima-se a taxa de juros com capitalizacdo continua pela taxa de
juros com capitalizacdo discreta. A seguir, serdo apresentados a fundamentagdo tedrica

dessa aproximagao e 0s cuidados que devem ser tomados na utilizagdo da mesma.

Mais especificamente, sgja § o preco de um ativo no ingtante t. Sgja In(S /S,) =
InS, - InS, ataxa continua de retorno do ativo entret (t >0) e o instante inicial (t =0).
Para intervalos de tempo infinitesimais, ou sgja t ® 0, pode-se aplicar aférmula de Taylor
para calcular a variagdo aproximada de InS,. Quando se faz essa aproximacdo até os
termos de primeira ordem, obtém-se a relacdo comumente empregada. Mais precisamente,
qualquer funcdo diferenciavel pode ser aproximada localmente por uma funcdo afim. A
funcdo afim obtida conforme a formula de Taylor € a Unica de sua classe que goza da
propriedade de seu erro de aproximacdo tender a zero mais rapidamente que X- X,.
Utilizando-se a formula de Taylor, pode-se aproximar a variagdo em torno de X, de uma
funcdo diferenciavel da seguinte forma:

Df (X) @f "(X,)(X- X,)-

Dessa forma, para uma variagcao do prego do ativo entre t =0 e t, pode-se escrever:

g - Inso=ln%@f'(so)(a- so>=é(s- so)%s.

Denotando-se r, ataxa continuade retorno e r, adiscreta, ambas para o intervalo de

tempo definido, tem-se a aproximacéo comumente utilizada, pois:

r. :Ini@rd -3 1, ou ainda
SO S0

S =Se* @S =S,(1+ry).
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O resultado acima sugere que para pequenos intervalos de tempo (Dt® 0) e

consegiientemente, para pequenas variacdes do preco do ativo, as taxas de retorno com
capitalizagdo continua e com capitalizacdo discreta sdo aproximadamente iguais, isto €

DInS@%.

Essa relacéo também pode ser apresentada graficamente.

Taxasderetorno: continua ediscreta
Retorno

5
4-
-
-

|_LnSt/Sc —sUSo-l |

Pelo gréfico acima, nota-se que, para pequenas variagbesde S emrelacdo a S, a
funcéo logaritmica é bem aproximada pela funcdo afim.

Por tudo que foi exposto, o cuidado a ser tomado ao se fazer essa aproximagéo é
diferente nos mundos deterministico e aleatdrio. No primeiro, deve-se garantir que
S/S, @. No segundo, deve-se, além disso, garantir que tanto s® como s° SO
suficientemente pequenos, pois esses parametros impactam diretamente a relacdo de
conversdo de taxas. Essa relagdo, no caso em que r, € normamente distribuida, foi
equacionada no item anterior. DistribuicOes alternativas produzem outras relagcbes de

conversio, nas quais 0s pardmetros s> e s° podem ter maior ou menor influéncia
Qualquer que sgja o caso, 0 impacto desses parametros deve ser cuidadosamente analisado,

para que a aproximacao represente, de fato, a realidade incerta das taxas.
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Com isso, verificarse sob quais condigbes a aproximacdo das taxas de retorno
continua e discreta pode ser feita sem prejuizo de resultado.

Por fim, ressalta-se que os conceitos ora abordados séo utilizados implicitamente na
modelagem financeira, tanto na deterministica quanto na aleatoria. Nesta Ultima,
atualmente emprega-se um conjunto de ferramentas advindas do calculo estocéstico, tais
como o lema e aintegral de Itd, que permitem estabelecer, de forma mais direta, o correto

relacionamento entre processos estocasticos que regem diferentes variaveis aleatorias.



APENDICE C — APLICACAO DO LEMA EDA INTEGRAL DE ITO NA
DETERMINACAO DA DISTRIBUICAO DE PROBABIL IDADE DE UM PRECO

REGIDO POR UM MOVIMENTO BROWNIANO GEOMETRICO

Neftci (2000, p. 45, 58-59) define cdlculo estocastico como um conjunto de métodos
internamente consistentes que resultam em novas formulas para derivacéo, integracao,
aproximacdo e modelagem dinamica de funcdes de variaveis aeatorias em tempo continuo.
Além disso, salienta que o proposito do célculo estocéstico € o mesmo que o do caculo
padréo, todavia as regras sdo diferentes.

O lema de It6 pode ser entendido como uma metodologia que utiliza a equagdo

diferencial estocastica do prego do ativo no instante t, §, para determinar a equagéo
diferencia estocastica de qualquer fungdo do preco do ativo e do tempo, F(S;t)
(NEFTCI, 2000, p. 240). O autor da a seguinte definicéo:

Lema de It6: sgja F(S;;t) uma funcdo duplamente diferenciavel de t (tempo) e do
processo randdmico S (prego do ativo), definido como

dS =a(S§;t)dt +b(§;t)dw;,t 3 0, (1.0

onde:
a(S;;t) : parémetro de média (drift); € também representado por a;
b(S;t) : par&metro de difusdo; é também representado por b;
W, : processo de Wiener, definido conforme Hull (1997, p. 210-212) e Neftci (2000, p.

177).

Nessas condic¢des, pode-se provar que:

Ft__d§+ 1.” F 20t .

15 ﬂt "2 15
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Substituindo-se dS, na equagdo acima pela expressao equivalente dada pela equagéo

(1.c), obtém-se:

U L T 28t + TE paw. (2.0)

dF, = bl
eﬂa ﬂt 2 ﬂS[ a S(

Segundo Hull (1997, p. 214) e Luenberger (1998, p. 308), 0 processo estocastico S
€ conhecido como processo de Itd. Hull (1997, p. 222-223) explica que, num processo de
It6, amudancaem § num intervalo temporal infinitessimal € normalmente distribuida, mas

mudanca, em interval os temporais mais longos, tende a ser ndo normal.

Neftci (2000, p. 240) explica que o lema de I1t6 € Util na precificagdo de derivativos
pOis, a0 Se assumir um processo estocastico para o ativo-objeto, pode-se determinar o
processo estocastico que rege o derivativo. Esse conhecimento possibilita a construcéo de
uma carteira livre de risco composta pelo derivativo e pelo ativo-objeto que, em dltima
instancia, viabiliza a determinacéo do preco do derivativo. Pela equacéo (2.c) fica claro
que o processo de Wiener dW, do ativo-objeto é herdado pelos derivativos sobre ele
lancados (como uma opcao de compra). 1sso se deve ao fato de que o ativo primitivo e seus
derivativos estdo sujeitos a mesma fonte de incerteza (risco do ativo-objeto). Num modelo
de precificacdo de derivativos que parte de condigdes gerais de equilibrio, como o exposto
no capitulo 3, esse mesmo principio permite que se utilize a utilidade marginal relativa do
ativo-objeto especifico na precificacdo de qualquer derivativo (opgdo) sobre ele lancado.

Tomando um caso especifico, inimeros autores, tais como Black e Scholes (1973, p.
640), Hull (1997, p. 215-219), Luenberger (1998, p. 308-312) e Wilmott (1998, p. 53),
assumem que 0s precos de uma acdo seguem um passeio aleatério em tempo continuo,
com variancia proporcional ao quadrado do preco. Esse modelo de comportamento de

precos é também conhecido como movimento browniano geométrico. Nesse tipo de



189

processo estocastico (geométrico), os incrementos instanténeos, normalmente distribuidos,
s80 continuamente capitalizados ao valor do processo do instante anterior. Ademais, 0
valor esperado do logaritmo do processo varia linearmente com o tempo. Segundo
Luenberger (1998, p. 301-302 e 308-309), esse modelo assume que a distribuicdo do
logaritmo dos precos, em qualquer intervalo finito de tempo, pode ser caracterizada através
de uma soma de logaritmos normal e independentemente distribuidos. Nesse contexto, o
preco do ativo, em qualquer instante, € uma funcdo exponencia do preco inicial.

No movimento browniano geométrico, 0 processo estocastico que rege, no instante t,
opreco § deum ativo é dado por

dS,/S§ =ndt +sdW, (3.0

onde:
' : constante que representa o retorno instantaneo (esperado) do processo;
S : constante que representa o desvio-padrdo instanténeo do processo;
W, : processo de Wiener, definido conforme Hull (1997, p. 210-212).

Percebe-se que a equacdo acima é um caso especifico do processo de 1t6, em que

a(§;t) =nf eb(§;t) =sS.

Ademais, a equacdo acima implica que o retorno instantaneo dsS;/S, € normamente

distribuido, com média e variancia instantaneas dadas, respectivamente, por m e s 2.
Segundo Hull (1997, p. 216) e Wilmott (1998, p. 53) esse é 0 modelo de

representacdo de pregos mais largamente utilizado em Finangas. Hull (1997, p. 219)

adiciona que, em geral, o preco de um derivativo ndo depende do retorno instanténeo

esperado do ativo-objeto n; no entanto, é criticamente dependente da variancia instantanea
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desse retorno s?. Tal fato pode ser verificado nas equactes de precificacdo de opgBes

analisadas neste estudo.

Segundo Black e Scholes (1973, p. 640), a adocdo desse modelo de representacéo
para os pregos de ativos implica que: () a distribuicdo de precos em qualquer intervalo
temporal finito € lognormal; (b) a variancia instantanea do retorno do ativo € constante.
Conforme Hull (1997, p. 215-216), sua adocdo também implica que o retorno instantaneo
do ativo é independente do seu preco (i constante). Consoante Johnson et a. (1994, p.
207-211), pela propria definicdo de distribuicdo lognormal, uma variavel aleatéria S
lognormalmente distribuida, tal que

InS ~ N(ms?),

nunca é menor gque zero. Colocando de outra forma, a probabilidade de S ser menor que
zero é nula. Logo, aadocdo do movimento browniano geométrico como modelo de
representacao de precos implica que a probabilidade do preco do ativo ser menor que zero
€ nula, fato que € economicamente condizente com a condicdo de obrigacdo limitada do
detentor de um titulo (ativo), em que o menor valor do titulo é zero. Essa condi¢do € muito
observada na prética (investimento em acfes, debéntures, empréstimos etc.). Um titulo de
valor negativo configura uma situacéo em gue seu detentor possui uma obrigacéo, e ndo
um direito.

No caso do movimento browniano geométrico, através da aplicagdo do lema de It0,
pode-se deduzir que a distribuicdo de §, em qualquer intervalo finito, & lognormal.
Especificamente, segundo Neftci (2000, p. 208), a correta utilizagéo das ferramentas do
clculo estocastico (lema e integra de Itd) permite que se transformem equactes

diferenciais estocasticas (do tipo dS ), vélidas num intervalo infinitesimal, em equagdes

estocasticas de variagdo ou diferenca (do tipo DS), vélidas num intervalo finito de tempo.
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A aplicacéo do lema de It0 ao processo F(S,t) =In § permite obter a solugédo da equagdo
(3.c). Em ultima insténcia, almeja-se expressar o preco do ativo § ao final de um intervalo
finito de tempo, como funcg&o de seu prego atual S, do tempo t e dos elementos presentes

na equaco (3.c), tais como o retorno instantdneo esperado n, sua variancia s e o

processo de Wiener W, . Matematicamente, ameja-se obter S, tal que:

§ = f(Ms% Syt W).
Na equagdo (2.c), substituindo a e b pelos parémetros do movimento browniano

geométrico, obtém se:

T 1‘HF 229 =
dF,=dIng = eﬂ—nﬁ e 2ﬂ§ SHdHﬂStSSdW'

Como

F_1

S5 S

E:O’

i

rr__1

ST
obtém-se;

ding = Sna O-?s 2g udHésStdW,

1 »u

dlnszé‘n- ES l%]dt+st\4. (4.0

A equacdo acima implica que o logaritmo do preco no instante t, In S, segue um
movimento browniano aritmético. Nesse tipo de processo estocastico (aritmético), os

incrementos instantaneos, normal mente distribuidos, sdo continuamente somados ao valor
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do processo do instante anterior. Ademais, o valor esperado do processo varia linearmente

com o tempo.

Antes do proximo passo, € importante lembrar que, pela definicdo do processo de

Wiener

Ejw]=o,
Var[w,]= EW?|=t.

Sendo t =0 o instante inicial e utilizando o conceito de integra de I1td (NEFTCI,

2000, p. 204-228 e 261-262), a equacdo (4.c) implica que:

y

e 1.
NS -INS=an- =s“;t+sW. 5.Cc
S-InS g 557y W (5.0
Sendo assim, a solucéo da equacdo diferencial estocéastica do movimento browniano
geométrico €

é

S =%ap%§n- %szgwwg. (6.)
Salienta-se que essa solucdo € vdida qualquer que sgja o intervalo de tempo finito
escolhido t. Para se verificar a validade dessa solugdo, isto & se dS obtido a partir dela €
igual ao definido na equacéo (3.c), pode-se aplicar-lhe o lema de 1t6. Para tanto, deve-se
observar que § é fungdo do tempo e do processo de Wiener W, . Assim, dado o processo

de Itd dW,;,emque a=0 e b=1, pode-se determinar dS . Utilizando-se a equagéo (2.c),

obtém-se
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€18 ,, 18,115 20, 1S
ds, é'ﬂWO T szlaudt+ﬂv\41dV\4,

e, por fim:
ds:gn- 1325 szsmdt +sSdW, =nBdt +sS,dw,.

De fato, aplicando o lema de Itd a solugdo encontrada, obtémse a equacdo
diferencial estocastica original.

Duas Ultimas observactes a respeito de distribuictes de probabilidade devem ser
feitas. Em primeiro lugar, a equacdo (5.c) implica que tanto o logaritmo do quociente do
preco em t pelo prego inicial, In(S/SO), como o logaritmo do prego em t, In§, sdo
normal mente distribuidos:

In(S,/S,) ~ N((m- s?/2)t;s%) « In(S)~N(Ins, +m- s2/2)t;s%).

Em segundo lugar, das equagdes (5.c) e (6.c) e dos conceitos discutidos no apéndice

A, tanto o quociente do preco em t pelo prego inicial, S§/S,, como o pregoemt, S, sdo

lognormal mente distribuidos, com média e variancia dadas, respectivamente, por:
S/8: [ememle™ - 1), (7€)

S: (Soe“‘;sbzez'"(eSzt - 1)) (8.c)
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Portanto, eleger o movimento browniano geométrico como representativo do
processo estocastico dos precos possui 0 mesmo efeito, em termos de distribuicdo de
precos, que assumir que O investimento € remunerado por uma taxa de juros com
capitalizacdo continua, normalmente distribuida, de média e variancia proporcionais ao
tempo de investimento.

No caso especifico de comparacdo das distribuicdes (2.b) com (7.c), e (3.b) com
(8.c), para t =1, nota-se que 0s pares ndo Sao iguais porgque os retornos esperados (Médias
das taxas de juros com capitalizagcdo continua) utilizados como base, em cada caso, ou segja,
E[In(S/S,)], diferem pelo fator s2/2. N&o fosse essa diferenca, as distribuigdes seriam
idénticas.

A consisténcia entre as demonstragdes exibidas nos apéndices A, B e C esta no fato

de que o retorno esperado discreto instanténeo

€ maior que

em justamente

Em sintese, percebe-se que a utilizacdo de ferramentas do calculo estocastico facilita
a obtencdo de relacles entre distribuicdes de varidveis aeatdrias e garantem consisténcia
com resultados mateméticos obtidos através do célculo diferencia e integral classico

(newtoniano).



APENDICE D —A DISTRIBUICAO NORMAL CONJUNTA

Johnson e Wichern (2002, p. 149) afirmam que a distribui¢do normal conjunta é Util
na prética, por duas razdes. primeiro, serve como modelo populacional genuino; segundo,
como consequéncia do teorema do limite central, a distribuicdo amostral de muitas
estatisticas multivariadas (duas ou mais variavels analisadas conjuntamente) sio
aproximadamente normais, independentemente da distribuicdo da populacéo da qual séo
extraidas. Dessa forma, complementa que muitos problemas do mundo real se encaixam
nos modelos de distribuicdo normal. Ademais, € importante ressaltar que a distribuicéo
normal conjunta € matematicamente atrativa, pois € anaditicamente tratdvel e bons
resultados podem ser obtidos. No caso especifico deste trabalho, os modelos de Brennan
(1979), Rubinstein (1976) e Camara (2003) fazem suposi¢des sobre a distribuicdo conjunta
da riqueza agregada da economia e dos pregos dos ativos.

Os conceitos necessarios para o entendimento das derivacoes realizadas pelos autores
serdo dados a seguir.

Probabilidade conjunta € a probabilidade de dois ou mais eventos acontecerem
simultaneamente. f (X,Y |q) € aprobabilidade do par X,Y ocorrer, dados os parametros
g dadistribuicéo.

Densidade de probabilidade conjunta é a func@o densidade de probabilidade de
duas ou mais varidveis aeatdrias continuas consideradas conjuntamente. A funcdo
densidade de probabilidade normal conjunta é totalmente definida por um vetor de média e
uma matriz de covariancias. Por exemplo, a densidade de probabilidade normal conjunta

de p variaveis aleatorias € definida como:

— 1 - (x-S (x-m)/2
"
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onde:
X : vetor de p variaveis aeatorias;
S: matriz de covariancias,
n: vetor de valores esperados de x.

A funcéo densidade de probabilidade normal conjunta caracteriza uma distribuicéo
norma conjunta de variaveis continuas. A distribuicdo normal conjunta também é
conhecida na literatura como distribui¢do normal multivariada

Densidade de probabilidade marginal de uma variavel € um conceito utilizado
quando se estudam duas ou mais variaveis continuas conjuntamente. E a densidade de
probabilidade de uma variavel aeatdria calculada com base nos possiveis valores que as
demais variaveis aleatOrias podem assumir. Por exemplo, supondo-se que X eY sgam
conjunta e normalmente distribuidas, a densidade de probabilidade marginal de X € obtida
integrando-se a funcéo densidade de probabilidade conjuntade X eY em Y (paratodos os
valores possiveisde Y).

Densidade de probabilidade condicional € a fungdo densidade de probabilidade de
uma variavel aleatoria continua, dados valores especificos de outras variaveis aeatérias. A
probabilidade condicional é a base para dependéncia ou independéncia estatistica. Diz-se
gue duas variaveis aeatorias sdo independentes se, para cada uma delas, as probabilidades
incondiciona e condicional forem iguais.

Johnson e Wichern (2002, cap. 4) sumarizam as principais propriedades de uma
distribuicdo normal conjunta (multivariada). Em alguns casos, os autores demonstram tais
propriedades e em outros, indicam onde as demonstragdes podem ser encontradas.

A seguir, as principais propriedades de uma distribuicdo normal conjunta sdo citadas.

Suas demonstractes estéo fora do escopo do presente trabal ho.
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Para um vetor X com distribui¢cdo normal conjunta, pode-se provar que:
a)  combinagdes lineares dos componentes de X sdo normalmente distribuidas;
b)  todos os subconjuntos de X tém distribuicéo normal (conjunta);
C) covariancia zero entre dois componentes quaisquer de X implica que 0s mesmos sao
independentemente distribuidos (estati sticamente independentes);
d) asdistribui¢bes condicionais dos componentes de X sdo (conjuntamente) normais.
Das afirmacfes acima, segue que se quaisquer combinactes lineares de n variavels
deatorias normais X,, X,,..., X, ou, equivalentemente, de quaisguer componentes do

vetor aleatorio X'=[X;,X,,..., X,], forem conjunta e normalmente distribuidas, entéo o

vetor X possuira distribuicdo normal conjunta. O inverso também é verdadeiro.

Pelo exposto acima, vale frisar que a combinacdo linear de duas varidveis aleatérias
unidimensionais normalmente distribuidas ndo implica, necessariamente, que essas
variaveis tém distribuicdo normal bivariada (distribui¢éo normal conjunta bidimensional).

De formagerd, sgja o vetor aeatorio Y, definido como um polindmio vetorial linear:

Y =bX + a,
onde X é um vetor aeatorio n-dimensional, com vetor de média i e matriz de covariancia
S; b e a sdo vetores constantes. Além disso, cada componente de X tem distribuicéo
margina normal.

Paraque Y possua distribuicdo normal n-dimensional, é necess&rio que X possua
distribuicdo normal conjunta, isto é qualquer combinacdo linear ndo trivial do vetor
aleatério deve ter distribuicdo normal.

Por outro lado, a suposicdo que duas variaveis aleatérias unidimensionais tém

distribuicdo normal bivariada implica que cada uma delas é, necessariamente, normal.
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Por isso que, nas derivagtes encontradas em Brennan (1979), Rubinstein (1976) e
Camara (2003), os autores assumem que a distribuicdo conjunta dos mapeamentos da
riqgueza agregada da economia e dos pregos dos ativos é norma bivariada. Assumir
normalidade separadamente ndo implicaria normalidade conjunta.

Quanto a independéncia estatistica, € importante destacar que se a probabilidade
conjunta P[X; £x e X, £x/] puder ser escrita como o produto das probabilidades
marginais correspondentes

PIX; £x e Xy £ x]=PX; £x]P[X, £ X]
para todos os pares de valores X, X, , entdo X; e X, sdo estatisticamente independentes.
Quando X; e X, sdo variaveis aleatorias continuas de densidade conjunta f;, (%, X,)

e densidades marginais f;(x) e f,(x,), acondi¢do de independénciaimplica que
fic (6% ) = 106 ) i (%)
paratodos os pares.
As n variaveis deatdrias continuas X,, X,,..., X, s80 mUtua e estatisticamente
independentes se sua densidade conjunta puder ser representada como
fio n (%0, %) = F10%) Fo (%) -+« £, (X,)

para qualquer énupla



APENDICE E - CODIGO DE CALCULO DO MODELO DE CAMARA

A seguir, apresentamse 0s codigos escritos em Visua Basic para a precificacéo de
opcdes de compra e de venda sobre futuro de dolar através da adaptacéo da generalizacéo
de Cémara para 0 caso em que O ativo-objeto segue uma trgjetéria lognormal com
assimetria negativa e 0 mesmo € um contrato futuro.

Opcéo de compra:

Function CMFcall(futurePrice As Double, exercisePrice As Double, expirationTime _
As Double, interestRate As Double, volatility As Double, Optional apha)

Dim z1 As Double, z2 As Double, n1 As Double, n2 As Double, a As Double

If IsMissing(alpha) Then
a=2* futurePrice
Else
a=apha
End If

If (expirationTime > 0) Then
z1 = (Log((a- exercisePrice) / (a- futurePrice)) - (volatility 2
/ 2) * expirationTime) / (volatility * Sgr(expirationTime))
z2 = 71 + voldtility * Sgr(expirationTime)
nl = Application.NormSDist(z1)
n2 = Application.NormSDist(z2)
CMFcall = ((futurePrice - @) * nl- (exercisePrice- @) * _
n2) * Exp(-interestRate * expirationTime)
Elself expirationTime = 0 Then
If futurePrice >= exercisePrice Then
CMFcall = futurePrice - exercisePrice
Else
CMFcal =0
End If
Else
CMFcal =0
End If
End Function
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Opcéo de venda:

Function CM Fput(futurePrice As Double, exercisePrice As Double, expirationTime _
As Double, interestRate As Double, volatility As Double, Optional apha)

Dim z1 As Double, zZ2 As Double, n1 As Double, n2 As Double, a As Double

If IsMissing(alpha) Then
a=2* futurePrice
Else
a=adpha
End If

If (expirationTime > 0) Then
z1 = (Log((a- exercisePrice) / (a- futurePrice)) - (volatility 2
/ 2) * expirationTime) / (volatility * Sgr(expirationTime))
z2 = z1 + volatility * Sgr(expirationTime)
nl = Application.NormSDist(-z1)
n2 = Application.NormSDist(-z2)
CMFput = -((futurePrice - @ * nl - (exercisePrice- a) * _
n2) * Exp(-interestRate * expirationTime)
Elself expirationTime = 0 Then
If futurePrice >= exercisePrice Then
CMFput=0
Else
CMFput = -(futurePrice - exercisePrice)
End If
Else
CMFput=0
End If
End Function
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ANEXO A — CONTRATO DE FUTURO DE DOLAR DA BM&F

Especificagcbes do Contrato Futuro de Taxa de Cambio de Reais por Do6lar Comercial
1. Objeto de negociacao
A taxa de cambio de reais por dolar dos Estados Unidos, para entrega pronta,
contratada nos termos da Resolucdo 1690/90, do Conselho Monetéario Nacional-CMN.
2. Cotacédo

Reais por US$1.000,00, com até trés casas decimais.

3. Variacdo minima de apregoacao
R$0,001 por US$1.000,00.

4. Oscilacdo maxima diaria
5% sobre o valor do vencimento negociado, calculados sobre o preco de ajuste do
pregéo anterior.
Os dois primeiros vencimentos abertos a negociacdo ndo estéo sujeitos a limites de
oscilacéo.
A Bolsa poderé, a qualquer momento, alterar os limites de oscilacdo, bem como sua
aplicacdo aos diversos ve ncimentos, inclusive para aqueles que habitualmente nédo
tém limites.

5. Unidade de negociacédo
US$50.000,00 para os vencimentos até outubro/97, inclusive, e US$100.000,00
para os vencimentos posteriores.

6. Meses de vencimento
Todos 0os meses.

7. Numero de vencimentos em abertos

No maximo 24 meses, conforme autorizacdo da BM&F.
8. Ultimo dia de negociacéo

Ultimo dia atil (dia de pregdo) do més anterior ao més de vencimento do contrato.
9. Data de vencimento

Primeiro dia atil (dia de pregdo) do més de vencimento do contrato.
10.Day trade

Séo admitidas operacgdes de compra e venda para liquidacado diaria (day trade),
desde que realizadas no mesmo pregéo, pelo mesmo cliente (ou operador especial),
intermediadas pela mesma corretora de mercadorias e registradas pelo mesmo
membro de compensacdo. Os resultados auferidos nessas operacfes sdo
movimentados financeiramente no dia util seguinte ao de sua realizacao.
11.Ajuste diario
As posi¢des em aberto ao final de cada pregédo serdo ajustadas com base no prego
de ajuste do dia, estabelecido conforme regras da Bolsa, com movimentagao
financeira em D+1. Para os dois primeiros vencimentos, o pre¢o de ajuste sera
estabelecido pela média ponderada dos negdcios realizados nos ultimos 15 minutos
do pregédo ou por um precgo arbitrado pela BM&F; para os demais, o preco de ajuste
sera estabelecido no call de fechamento.
O ajuste diario sera calculado de acordo com as seguintes formulas:

a) ajuste das operagdes realizadas no dia
AD = (PA'-PO) x M xn

b) ajuste das posi¢cdes em aberto no dia anterior
AD=(PA'-PA D) xMxn

onde:

AD = valor do ajuste diario;

PA = preco de ajuste do dia;

PO = preco da operacéao;

M = multiplicador do contrato, estabelecido em 50 para os vencimentos até

outubro/97, inclusive, e em 100 para os vencimentos posteriores;
n = numero de contratos;
PA *1 = preco de ajuste do dia anterior.
O valor do ajuste diario, se positivo, sera creditado ao comprador e debitado ao
vendedor. Caso o valor seja negativo, sera debitado ao comprador e creditado ao
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vendedor.
12.Condic¢8es de liquidacdo no vencimento

Na data de vencimento, as posi¢cdes em aberto seréo liquidadas financeiramente
pela Bolsa, mediante o registro de operacéo de natureza inversa (compra ou venda)
a da posicdo, na mesma quantidade de contratos, pelo valor de liquidagéo, de
acordo com a seguinte férmula:

VL = (TC x 1.000) x M onde:

VL = valor de liquidagao por contrato;

TC = taxa de cambio de reais por dolar dos Estados Unidos, para entrega
pronta, contratada nos termos da Resolugdo 1690/90, do CMN, definida
como a taxa média de venda apurada pelo Banco Central do Brasil-Bacen,
segundo critérios por ele definidos, e divulgada através do Sisbacen,
transacdo PTAX800, opc¢ao "5-L" (cotagcdo de fechamento), e que sera
utilizada com até quatro casas decimais. A taxa de cambio sera aquela
verificada no ultimo dia do més imediatamente anterior ao més de
vencimento do contrato, independentemente de, nesse dia, haver ou ndo
pregédo na BM&F;

M = conforme definido no item 11.

Os resultados financeiros da liquidacdo serdo movimentados no mesmo dia, ou seja,

na data de vencimento.

= Condicdes especiais

Se, por qualquer motivo, o Bacen ndo divulgar a taxa de caAmbio correspondente

ao ultimo dia do més imediatamente anterior ao més de vencimento deste

contrato, a BM&F podera, a seu critério:

a) prorrogar a liquidagdo do contrato até a divulgacgéao oficial; ou

b) utilizar como valor de liquidagéo o pre¢o de ajuste do ultimo dia de
negociagdo ou um valor por ela arbitrado, caso entenda nado ser
representativo o referido preco.

Em ambos os casos, a BM&F podera corrigir o valor de liquidagéo por um custo de

oportunidade, por ela arbitrado, desde a data de vencimento até o dia de sua

efetiva liquidacgéo financeira.

Ainda, se o Bacen suspender a divulgacao diaria da taxa de cambio objeto deste

contrato ou em caso de for¢ca maior, que comprometa o livre funcionamento do

mercado fisico, a BM&F encerrard a negociacédo deste contrato, liquidando as

posicOes em aberto com base no preco de ajuste do ultimo pregao ou por um

valor por ela arbitrado, a seu critério.

A BM&F podera ainda, em qualquer caso, arbitrar um preco para liquidagdo deste

contrato se, a seu critério, julgar ndo serem representativos tanto a cotacao

divulgada pelo Bacen quanto o ultimo preco de ajuste disponivel.

13.Hedgers

Instituicdes autorizadas pelo Bacen a operar no mercado de cambio comercial e
outras pessoas juridicas, cuja atividade basica esteja relacionada com as transacoes,
regulamentadas pelo Bacen, nesse mercado.
14.Margem de garantia
Valor fixo por contrato, devida em D+1, com reducdo de 20% para hedgers. A
margem de garantia é alteravel a qualquer momento, a critério da Bolsa.
15.Ativos aceitos como margem
Dinheiro, ouro e, a critério da Bolsa, titulos publicos e privados, cartas de fianca,
apolices de seguro, agdes e cotas de fundos fechados de investimento em acdes.
16.Custos operacionais
= Taxa operacional basica
Operagao normal: 0,12%; day trade: 0,06%.
A taxa operacional basica por contrato, sujeita a valor minimo estabelecido pela
Bolsa, incide sobre a seguinte base de calculo:
BC = (PA'1 x M)

onde:
BC = base de calculo;
PA*! = preco de ajuste do dia anterior, referente ao primeiro vencimento em
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aberto;
M = conforme definido no item 11.

= Taxas da Bolsa (emolumentos e fundos)

1,47% e 0,9% da taxa operacional basica para opera¢des normais e day trade,
respectivamente, para os vencimentos até outubro/97, inclusive; para os
vencimentos posteriores, 1,2% e 0,75%, respectivamente. Para as operagdes
realizadas exclusivamente nos dois ultimos dias de negociagéao e para a
liquidagéo do contrato no vencimento, as taxas da Bolsa serdo calculadas com
base na corretagem minima.

Os custos operacionais sdo devidos no dia Util seguinte ao de realizacdo da operacéao

no pregéao.

Os sdcios efetivos pagardo no maximo 75% da taxa operacional basica e 75% dos

demais custos operacionais (taxas da Bolsa).

Os investidores institucionais pagarao 75% das taxas Bolsa.

17.Normas complementares

Fazem parte integrante deste contrato a legislacdo em vigor e as normas e 0s
procedimentos da BM&F, definidos em seus Estatutos Sociais, Regulamento de
Operacgoes e oficios circulares, bem como no Protocolo de Intencdes firmado entre as
bolsas de valores, de mercadorias e de mercados de liquidagéo futura, de 25.5.88,
observadas, adicionalmente, as regras especificas do Banco Central do Brasil.

ULTIMA ATUALIZACAO: OFICIO CIRCULAR 082/97-SG, DE 2.7.97
OFICI1O CIRCULAR

Corretoras de Mercadorias, Membros de Compensacédo, Operadores Especiais e Permissionarias
Correspondentes Membros da BM&F, BMRS, BMP, BMSC, BML, BMM, BMMS, BMB, BMPA e
Brasbolsa

Ref.: Alteraracdo do Tamanho dos Contratos Futuros de Délar Comercial e Cupom
Cambial e de Opc¢des sobre Disponivel e sobre Futuro de Ddlar comercial.

Prezados Senhores

Em face da recente mudanca da politica cambial, alterou-se substancialmente a volatilidade da
taxa de cambio. Esse fato, dentre outros, causou diminui¢do nos volumes negociados com 0s
contratos referenciados nessa taxa, o que fez a BM&F a considerar a possibilidade de reduzir
seu tamanho para US$50.000,00.

Antes de deliberar sobre essa decisdo, a BM&F ouviu varios participantes do mercado e levou o
assunto a apreciacdo da Camara de Ativos Financeiros, que sugeriu a alteracdo, com base nas
seguintes razdes, dentre outras:

1) Mesmo reduzindo-se a metade a unidade de negociacdo e considerando-se que o que
realmente se transaciona e a volatilidade aplicada ao notional, o novo lote de negociacdo, ainda
assim, sera maior que o lote anterior, haja vista a pequena volatilidade existente antes da
mudanca na politica cambial;

2) A reducdo do tamanho dos contratos possibilitara mais giro e, em consequéncia, maior
liquidez, um call de fechamento mais competitivo e melhor preco de ajuste;

3) A reducao para US$50.000,00, aliada ao crescimento da demanda por hedge cambial, cria
condicdes para a entrada de novos participantes no mercado, principalmente empresas.

Isso posto, comunicamos que o Conselho de Administracdo da Bolsa decidiu que, a partir do
pregdo de 01/03/99, inclusive, os contratos em referéncia teréo suas unidades de negociacédo
alteradas para_US$50.000.00, para os vencimentos de_abril/99 e posteriores. Dessa forma, o
multiplicador dos referidos contratos passara a ser. 50, ja que a forma de cotacdo serd mantida,
ou seja, R$/US$1000,00.

As posicdes em aberto ap6s o pregao de 26/02/99, para os vencimentos de abril/99 e
posteriores, serdo ajustadas, em 01/03/99, pela multiplicacdo do numero de contratos por 2
(dois).

Em funcdo dessa alteracdo, os valores de margem para os contratos futuros, a partir do pregao
de 01/03/99, para atendimento em 02/03/99, passardo a ser 0s seguintes:
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Normal Posicdes Opostas
Contrato Comum Hedger Comum Hedger
(valores em R$1,00)
Todos os vencimentos 18.750,00 15.000,00 9.375,00 7.500,00

Os valores das margens de garantia dos demais contratos futuros permanecem inalterados.
Atenciosamente,
Dorival Rodrigues Alves
Superintendente Geral
23 de fevereiro de 1999
050/99-SG
OFICIO CIRCULAR

Corretoras de Mercadorias, Membros de Compensacdo, Operadores Especiais e Permissionéarias
Correspondentes Membros da BM&F, BMRS, BMP, BMM, BMSC, BMPA, BMMS, BML, BMB e
Brasbolsa
Ref.: Limites de Oscilacdo de Precos — Contratos Futuros de Ibovespa, D11, Délar
Comercial e DDI.
Prezados Senhores
Comunicamos que, a partir de 24/02/99, até novo aviso, os limites de oscilacao de precos para
os contratos em referéncia serdo os seguintes:
Mercado Futuro de Ibovespa:
Todos os vencimentos: 15%
Mercado Futuro de DI1:
Primeiro vencimento — 1,0%
Segundo vencimento — 1,5%
Terceiro vencimento — 2,0%
Quarto vencimento — 2,5%
Quinto vencimento — 3,0%
Sexto vencimento em diante — 3,5%
Mercados Futuros de Délar Comercial e Cupom Cambial:
Todos os vencimentos — 10%
Comunicamos também que, nos trés ultimos dias de negociacdo de qualguer dos contratos em
referéncia, ndo havera limites de oscilagcdo de precos.
Ressaltamos que a BM&F podera alterar ou revogar o limite de oscilagdo de precos de qualquer
vencimento e de qualquer contrato, mesmo no decurso do pregdo, mediante comunicagédo ao
mercado com 30 minutos de antecedéncia.
Esclarecimentos adicionais poderéao ser obtidos junto as Superintendéncias Técnica (Marco
Aurélio, Verdi, Sergio, Vania e Alvaro), de Liquidacédo e Custédia (Edemir e Nestor) e de
Operacgdes (Garbato, Branco e Marco) e Escritdrio Rio (Tata, Galvdo e Gonzaga).
Atenciosamente,
Dorival Rodrigues Alves
Superintendente Geral

Limites de Oscilacdo de Precos - Contratos Futuros Cambiais

Comunicamos que, a partir do pregao de 28/03/2002, sera de 7,5% o limite de oscilacdo diaria
de precos para os Contratos Futuro e Futuro Fracionario de Taxa de Cambio de Reais por Délar
Comercial, e Futuro de Cupom Cambial, para todos os vencimentos. Para o primeiro vencimento
em aberto, o limite de oscilagédo sera suspenso nos trés tltimos dias de negociacao.
Salientamos que a BM&F podera alterar ou revogar o limite de oscilacdo de precos de qualquer
vencimento e de qualquer contrato, mesmo no decurso do pregédo, mediante comunicagédo ao
mercado com 30 minutos de antecedéncia.

Esclarecimentos adicionais poderédo ser obtidos com as Diretorias Técnica e de Planejamento
(Marco Aurélio, Alvaro, Sérgio e Vania), de Operacdes e Desenvolvimento de Mercado (Branco,
Edson e Marcos) e da Camara de Derivativos (Nestor, Verdi e Radislau) ou com o Escritério Rio
(Galvéao).

ULTIMA ATUALIZACAO: OFICIO CIRCULAR 039/2002-DG, DE 25/3/2002



ANEXO B —CONTRATO DE OPCAO SOBRE FUTURO DE DOLAR DA BM&F

Especificacdes do Contrato de Op¢des de Compra sobre Futuro de Taxa de Cambio de
Reais por Do6lar Comercial

1. Objeto da opcao
O contrato futuro de taxa de cambio de reais por délar comercial, com vencimento no més
de vencimento da opcéo.

2. Cotacéo
Prémio da opg¢éo, em reais por US$1.000,00, com até trés casas decimais.

3. Variagdo minima de apregoacao
R$0,001 por US$1.000,00.

4. Oscilacdo maxima diaria
N&o ha limites de oscilacao diaria, podendo a Bolsa, excepcionalmente e a seu critério,
estabelecé-los.

5. Unidade de negociacao
Cada opcéo refere -se a um contrato futuro de taxa de cambio de reais por délar comercial,
cuja unidade de negociacao (tamanho do contrato) é estabelecida pela BM&F.

6. Precos de exercicio

As séries de precgos de exercicio serdo estabelecidas e divulgadas pela BM&F, sendo
expressas em reais por US$1.000,00, para cada més de vencimento.

7. Meses de vencimento
Todos 0s meses.
8. NUumero de vencimentos em aberto
No maximo 24 meses, conforme autorizacdo da BM&F.
9. Ultimo dia de negociacéo
Ultimo dia atil (dia de pregdo) do més anterior ao més de vencimento do contrato.
10.Data de vencimento
Primeiro dia util (dia de pregdo) do més de vencimento do contrato.
11.Day trade
Sao admitidas operagdes de compra e venda para liquidag¢ao diaria (day trade), desde que
realizadas no mesmo pregao, pelo mesmo cliente (ou operador especial), intermediadas pela
mesma corretora de mercadorias e registradas pelo mesmo membro de compensacéo. Os

resultados auferidos nessas operagdes sdo movimentados financeiramente no dia util
seguinte ao de sua realizacgéo.

12 Movimentacgao financeira do prémio
Pagamentos e recebimentos de prémios sao efetuados no dia Gtil seguinte ao de realizacdo

da operagdo no pregao, cujo valor é calculado de acordo com a seguinte formula:
VL =P Xx M,

onde:

VL = valor de liquidagéo do prémio por contrato;

p— prémio da opgao, expresso em reais por US$1.000,00, conforme definido no item
= 5

M= multiplicador que define o tamanho do contrato.

13.Horério de exercicio
Conforme determinacdo da BM&F.
14 Exercicio
As opcles poderdo ser exercidas pelos titulares a partir do primeiro dia util seguinte a data

de abertura da posigao, até o ultimo dia de negociagdo da opgdo. Os resultados financeiros
do exercicio serdo movimentados no dia util subsequente.

15.Condig¢des de liquidagdo no exercicio
No exercicio das opgdes, o titular assume uma posi¢cdo comprada no contrato futuro de taxa
de cambio de reais por délar comercial, pelo preco de exercicio da op¢éo, e o langador
assume uma posicao vendida no contrato futuro de taxa de cambio de reais por ddlar
comercial pelo preco de exercicio da opg¢ao.
O ajuste referente as posi¢des assumidas no mercado futuro de taxa de cambio de reais por
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dolar comercial, em decorréncia do exercicio da opg¢éo, serd, de acordo com as
especificagbes daquele contrato, movimentado financeiramente no dia subseqiiente ao de
exercicio.

16 Critério de escolha das posi¢cdes lancadoras para atendimento de exercicio
Por sorteio.

17 Margem de garantia do lancador
A margem é determinada pela BM&F, com base no prémio médio de cada pregao, sujeita a
valor minimo estabelecido e depositada em D+1, podendo ser alterada a qualquer momento,
a critério da Bolsa.

18.Ativos aceitos como margem

Dinheiro, ouro, cotas do FIF e, a critério da Bolsa, titulos publicos e privados, cartas de
fianca, apodlices de seguro, a¢des e cotas de fundos fechados de investimento em acgdes.

19 .Custos operacionais

= Taxa operacional basica
Operacgéo normal: 0,4%; day trade: 0,2%; exercicio: 0,2%.
Nas operacdes (normal e day trade), a taxa operacional basica é calculada sobre seu
respectivo valor. No exercicio, a incidéncia é sobre o valor de liquidacdo, multiplicado
pelo nimero de contratos.
Nos casos abaixo, a taxa operacional basica sera de 0,1% em cada ponta, desde que as
operacdes sejam de um mesmo cliente (ou operador especial), realizadas, no mesmo
dia, através da mesma corretora de mercadorias e registradas pelo mesmo membro de
compensagao:
a) exercer uma opc¢ao de compra e ser exercido em outra opg¢do de compra;
b) exercer uma opcdo de compra e exercer uma opc¢éo de venda;
c) ser exercido numa opg¢ao de compra e ser exercido numa opc¢do de venda.
A taxa operacional béasica estéa sujeita a valor minimo estabelecido pela Bolsa.
= Taxas da Bolsa (emolumentos e fundos)
6,32% da taxa operacional basica.
- Taxa de registro
Valor fixo divulgado pela BM&F.
Os custos operacionais sao devidos no dia util seguinte ao de realizagéo da operagéo no
pregao ou do exercicio.
Os s6cios efetivos pagardo no maximo 75% da taxa operacional basica e 75% dos demais
custos operacionais (taxas de registro e da Bolsa).
Os investidores institucionais pagardo 75% das taxas de registro e da Bolsa.
20.Sistema de garantia da BM&F
O modelo de salvaguardas financeiras da Bolsa de Mercadorias & Futuros e os aspectos
operacionais de seu sistema de garantia encontram-se detalhados no Oficio Circular 040/98-
SG, de 31 de marco de 1998, que divulga clausula contratual que é parte integrante deste
contrato.
21 .Normas complementares
Fazem parte integrante deste contrato a legislagcdo em vigor e as normas e os
procedimentos da BM&F, definidos em seus Estatutos Sociais, Regulamento de Operacgdes e
oficios circulares, bem como no Protocolo de Intenc¢des firmado entre as bolsas de valores,
de mercadorias e de mercados de liquidacado futura, de 25 de maio de 1988, observadas,
adicionalmente, as regras especificas do Banco Central do Brasil.
OFICIO CIRCULAR 057/98-SG, DE 30.6.98

Especificacdes do Contrato de Opc¢des de Venda sobre Futuro de Taxa de Cambio de
Reais por Doélar Comercial
1. Objeto da opcéo
O contrato futuro de taxa de cambio de reais por délar comercial, com vencimento no més
de vencimento da opg¢ao.
2. Cotacao
Prémio da opg¢éo, em reais por US$1.000,00, com até trés casas decimais.
3. Variagcdo minima de apregoacao
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R$0,001 por US$1.000,00.

. Oscilagdo maxima diaria

N&o ha limites de oscilacdo diaria, podendo a Bolsa, excepcionalmente e a seu critério,
estabelecé-los.

. Unidade de negociacéo

Cada opcdao refere -se a um contrato futuro de taxa de cambio de reais por délar comercial,
cuja unidade de negociagédo (tamanho do contrato) é estabelecida pela BM&F.

. Precos de exercicio

As séries de pregos de exercicio serdo estabelecidas e divulgadas pela BM&F, sendo
expressas em reais por US$1.000,00, para cada més de vencimento.

. Meses de vencimento

Todos 0s meses.

. Numero de vencimentos em aberto

No maximo 24 meses, conforme autorizacdo da BM&F.
Ultimo dia de negociacéo
Ultimo dia atil (dia de pregdo) do més anterior ao més de vencimento do contrato.

10.Data de vencimento

Primeiro dia atil (dia de pregdo) do més de vencimento do co ntrato.

11.Day trade

Sdo admitidas operagdes de compra e venda para liquidagao diaria (day trade), desde que
realizadas no mesmo pregao, pelo mesmo cliente (ou operador especial), intermediadas pela
mesma corretora de mercadorias e registradas pelo mesmo membro de compensacgéo. Os
resultados auferidos nessas operac¢des sdo movimentados financeiramente no dia util
seguinte ao de sua realizacéo.

12 Movimentagéo financeira do prémio

Pagamentos e recebimentos de prémios sdo efetuados no dia Util seguinte ao de realizagédo
da operacdo no pregdo, cujo valor é calculado de acordo com a seguinte férmula:
VL =P x M,

onde:

VL = valor de liquidagcdo do prémio por contrato;

P = prémio da opg¢ao, expresso em reais por US$1.000,00, conforme definido no item 2;
M= multiplicador que define o tamanho do contrato.

13.Horéario de exercicio

Conforme determinacao da BM&F.

14 Exercicio

As op¢Oes poderdo ser exercidas pelos titulares a partir do primeiro dia util seguinte a data
de abertura da posicéo, até o ultimo dia de negociacdo da opcdo. Os resultados financeiros
do exercicio serdo movimentados no dia util subsequente.

15.Condicdes de liquidacdo no exercicio

No exercicio das opg¢des, o titular assume uma posi¢édo vendida no contrato futuro de taxa
de cambio de reais por délar comercial, pelo preco de exercicio da opc¢ao, e o lancador
assume uma posicdo comprada no contrato futuro de taxa de cambio de reais por ddlar
comercial, pelo preco de exercicio da opgao.

O ajuste referente as posi¢cfes assumidas no mercado futuro de taxa de cambio de reais por
dolar comercial, em decorréncia do exercicio da opg¢ao, serd, de acordo com as
especificagcbes daquele contrato, movimentado financeiramente no dia subseqiiente ao de
exercicio.

16 Critério de escolha das posi¢bes lancadoras para atendimento de exercicio

Por sorteio.

17 Margem de garantia do lancador

A margem é determinada pela BM&F, com base no prémio médio de cada pregédo, sujeita a
valor minimo estabelecido e depositada em D+1, podendo ser alterada a qualquer momento,
a critério da Bolsa.

18.Ativos aceitos como margem

Dinheiro, ouro, cotas do FIF e, a critério da Bolsa, titulos publicos e privados, cartas de
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fianca, apodlices de seguro, a¢des e cotas de fundos fechados de investimento em acgdes.
19.Custos operacionais

Taxa operacional basica

Operacéo normal: 0,4%:; day trade: 0,2%; exercicio: 0,2%.

Nas operacdes (normal e day trade), a taxa operacional basica é calculada sobre seu
respectivo valor. No exercicio, a incidéncia é sobre o valor de liquida¢&do, multiplicado
pelo nimero de contratos.

Nos casos abaixo, a taxa operacional basica sera de 0,1% em cada ponta, desde que as
operacdes sejam de um mesmo cliente (ou operador especial), realizadas, no mesmo
dia, através da mesma corretora de mercadorias e registradas pelo mesmo membro de
compensacao:

a) exercer uma opc¢ao de venda e ser exercido em outra opg¢do de venda;

b) exercer uma opc¢éo de venda e exercer uma opcdo de compra;

c) ser exercido numa opc¢éo de venda e ser exercido numa opgdo de compra.

A taxa operacional béasica estéa sujeita a valor minimo estabelecido pela Bolsa.

Taxas da Bolsa (emolumentos e fundos)

6,32% da taxa operacional basica.
Taxa de registro

Valor fixo divulgado pela BM&F.

Os custos operacionais séo devidos no dia Util seguinte ao de realizagdo da operagéo no
pregao ou do exercicio.
Os so6cios efetivos pagardo no maximo 75% da taxa operacional basica e 75% dos demais
custos operacionais (taxas de registro e da Bolsa).
Os investidores institucionais pagardo 75% das taxas de registro e da Bolsa.

20.Sistema de garantia da BM&F
O modelo de salvaguardas financeiras da Bolsa de Mercadorias & Futuros e os aspectos
operacionais de seu sistema de garantia encontram-se detalhados no Oficio Circular 040/98 -
SG, de 31 de margo de 1998, que divulga clausula contratual que é parte integrante deste
contrato.

21 .Normas complementares

Fazem parte integrante deste contrato a legislagdo em vigor e as normas e 0s
procedimentos da BM&F, definidos em seus Estatutos Sociais, Regulamento de Operagdes e
oficios circulares, bem como no Protocolo de Intenc¢des firmado entre as bolsas de valores,
de mercadorias e de mercados de liquidacédo futura, de 25 de maio de 1988, observadas,
adicionalmente, as regras especificas do Banco Central do Brasil.

OFICIO CIRCULAR 057/98-SG, DE 30.6.98



