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“Why finite elements?

A natural question that one may ask is: Why

have finite element methods been so popular

in both the engineering and mathematical

community? ”

J. Tinsley Oden
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Resumo da Tese apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos necessá-

rios para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

ANÁLISE NUMÉRICA DE NOVOS MÉTODOS DE ELEMENTOS

FINITOS ESTABILIZADOS E ENRIQUECIDOS APLICADOS À

MODELOS DE REAÇÃO-DIFUSÃO ELÍPTICO E PARABÓLICO

Honório Joaquim Fernando

Julho, 2010

Orientador: Frédéric Valentin, D.Sc

Quatro novos métodos de elementos finitos destinados à resolução de

problemas de reação-difusão singularmente perturbados, e designados por mé-

todo de Galerkin enriquecido (MGE), método estabilizado multiescala (MEM-

p) e (MEM-g), e método enriquecido de Petrov-Galerkin descont́ınuo no tempo

(MEPGDT), são propostos. Os três primeiros métodos são dedicados à resolução

da equação de reação-difusão estacionária, enquanto que o último é proposto para

resolver a equação de reação-difusão transiente.

Estimativas à priori de erro ótimas nas normas naturais L2 e H1 são

derivadas para os métodos MGE, MEM-p e MEM-g. Para o MEPGDT, uma es-

timativa à priori de erro ótima na norma da energia, é fornecida. As taxas de

convergência teóricas são confirmadas através de diversos experimentos numéri-

cos. Os novos métodos numéricos são também validados numericamente através

da resolução de problemas singularmente perturbados que demonstram a ótima

performance dos novos métodos propostos.
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Abstract of Thesis presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Sciences (D.Sc.)

NUMERICAL ANALYSIS OF NEW ENRICHED AND STABILIZED

FINITE ELEMENT METHODS APPLIED FOR ELLIPTIC AND

PARABOLIC REACTION-DIFFUSION MODELS

Honório Joaquim Fernando

July, 2010

Advisor: Frédéric Valentin, D.Sc

Four new finite element methods, namely, Galerkin Enriched Method

(MGE), Multiscale Stabilizad Method (MEM-p) and (MEM-g), and time-discontinuous

Petrov-Galerkin Enriched Method (MEPGDT), are proposed to solve singularly

perturbed reaction-diffusion problems. We dedicated the first three methods for

solving stationary reaction-diffusion equation, while the latter handles the transient

case.

Optimal a priori error estimates in L2 and H1 norm for MGE, MEM-p

and MEM-g are derived. For MEPGDT, a priori optimal error estimate in the

energy norm is provided. Theoretical convergence rates are confirmed and further

investigated by numerical experiments. Also, the methods are validated through

several numerical tests of singularly perturbed type, which demonstrate their good

performance.
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2.6.2 Caso Assintótico 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.7 Conclusões . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

xi



3 Novos Métodos de Elementos Finitos Enriquecidos e Estabilizados para o

Modelo Eĺıptico 39
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tes de tempo, para ε = 10−6 e ∆t = 10−1. . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.5 Solução via método estabilizado clássico, USFEM, em distintos ins-
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Contexto do Trabalho e Motivação

A equação de reação-difusão aparece em diversas áreas da ciência e enge-

nharia (ciências biológicas, biomédicas, f́ısica, qúımica, proteção ambiental e áreas

tecnológicas), veja por exemplo (Rothe, 1984), (Britton, 1986), (Grindrod, 1996) e

(Murray, 2002) para um contato com o amplo universo das aplicações. Porém, tais

aplicações resultam em problemas complexos que requerem o emprego de novos

métodos numéricos, mais eficientes, robustos e precisos.

Em particular, essa equação pode transformar-se num problema singu-

larmente perturbado. Como sabemos, tais problemas são caracterizados pela de-

pendência de um parâmetro pequeno que induz às soluções, o desenvolvimento de

regiões de altos gradientes conhecidas por camadas limites. No modelo de reação-

difusão estacionário, essa situção ocorre no caso de reação dominante (H.G. Roos e

Tobiska, 1996). No entanto, a formulação semi-discretizada do modelo de reação-

difusão transiente também mostra tal situação quando passos de tempo pequenos

são usados, veja (Ilinca e Hétu, 2002), (Harari, 2004), (Ramalho, 2005), (Franca

et al., 2006a) e (John e Schmeyer, 2008).

Portanto, é necessário desenvolver técnicas que permitem realizar apro-

ximações numéricas de problemas singularmente perturbados em domı́nios com

geometria complexa cujas soluções contêm camadas limites.

No âmbito das aproximações por elementos finitos, os métodos propos-
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tos neste trabalho podem ser vistos como parte de três posśıveis abordagens para

contornar as dificuldades impostas pela presença de camadas limites nas soluções

de problemas de reação-difusão singularmente perturbados. A primeira diz res-

peito ao enriquecimento dos espaços clássicos de elementos finitos constituidos por

funções polinômiais por parte (Franca et al., 2005b), (Ramalho, 2005), a segunda

consiste no uso de elementos finitos não-conformes, i.e, empregando funções não

necessariamente cont́ınuas nas interfaces dos elementos, (Feistauer e Švadlenka,

2004), (Feistauer e Švadlenka, 2007), (Runchang, 2008), e por último temos a

abordagem ligada ao desenvolvimento de novas formulações estabilizadas (Ilinca e

Hétu, 2008).

Quando restrita ao problema eĺıptico, a abordagem do enriquecimento

dos espaços padrão de elementos finitos em (Franca et al., 2005b) deu origem ao

método enriquecido de Petrov-Galerkin (PGEM) para o modelo de reação-difusão

estacionário. A correspondente análise de erro é apresentada em (Franca et al.,

2005a). Ainda dentro dessa abordagem, podemos citar o método das bolhas livres

de reśıduo (RFB) conforme (Brezzi e Russo, 1994), no qual, ao contrário do PGEM,

a função de enriquecimento anula-se no bordo do elemento.

Na discretização de problemas transientes, usa-se tradicionalmente semi-

discretizações espaciais, resultando no esquema também conhecido como método

das linhas. Nessa abordagem, apenas a discretização da variável espacial é apli-

cada, enquanto o tempo permanece cont́ınuo. Isso conduz à um sistema de equações

diferenciais ordinárias que pode ser resolvido numericamente por algum esquema

conveniente de integração no tempo, veja por exemplo (Feistauer e Sobot́ıková,

2005), (Sun e Wheeler, 2005a), (Sun e Wheeler, 2005b). Adotando esse procedi-

mento, uma extensão do PGEM ao modelo de reação-difusão transiente, designada

por PGEM-m, é proposta em (Ramalho, 2005) e (Franca et al., 2006a).

Caracteŕısticas como alto potencial de paralelização e adaptatividade

(tanto com respeito ao parâmetro de malha quanto ao grau do polinômio de apro-

ximação), têm conduzido nos últimos anos a um emprego substancial de elementos
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finitos não-conformes em problemas singularmente perturbados, veja por exemplo

(Sun, 2003). Para problemas transientes, semi-discretizações de Galerkin descon-

t́ınuas no tempo, combinadas com discretizações conformes de elementos finitos

no espaço, resultam no esquema conhecido como método de Galerkin descont́ınuo

no tempo (MGDT), introduzido e analisado por (Jamet, 1978) para o problema

parabólico com fronteira dependente do tempo. Portanto, no MGDT, fronteiras

desse tipo podem ser levadas em conta de maneira natural, o que não ocorre no

método das linhas. Segundo (Johnson et al., 1984), as propriedades matemáticas

do MGDT são análogas às do método de Galerkin para problemas estacionários.

Consequentemente, um bom método numérico para problemas estacionários, pode

ser prontamente estendido à problemas transientes em uma formulação espaço-

tempo. Essa observação pode novamente ser encarada como uma vantagem do

MGDT quando comparado com o método das linhas. Em (Feistauer e Švadlenka,

2007) é considerada a não-conformidade tanto no espaço quanto no tempo aplicada

ao modelo de reação-difusão-convecção transiente.

No que concerne ao desenvolvimento de novas formulações estabilizadas,

focamos nossa atenção naquelas decorrentes das formulações enriquecidas, con-

forme (Brezzi et al., 1997), (Brezzi et al., 2003), (Barrenechea e Valentin, 2005),

(Araya et al., 2006), (Araya et al., 2009). Como sabemos, as estabilizações clássi-

cas dependem de parâmetros estabilizantes que na maioria dos casos são obtidos

de forma “ad-hoc”. Em (Barrenechea e Valentin, 2005), (Brezzi et al., 1997), uma

relação entre o parâmetro de estabilização e a média da função de enriquecimento

sobre o elemento é estabelecida, provendo assim uma justificativa matemática para

construção de parâmetros estabilizantes.

Muitas das caracteŕısticas associadas à cada uma das três abordagens

descritadas acima sugerem que o uso isolado ou combinado dessas abordagens

pode conduzir ao desenvolvimento e análise de potenciais candidatos para uma

satisfatória aproximação numérica dos modelos de reação-difusão singularmente

perturbados.
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1.2 Principais Resultados do Trabalho

Neste trabalho, são propostos e analisados quatro novos métodos desig-

nados por método de Galerkin enriquecido (MGE), método estabilizado multies-

cala (MEM-p) e (MEM-g), e método enriquecido de Petrov-Galerkin descont́ınuo

no tempo (MEPGDT). Os métodos MGE, MEM-p e MEM-g são propostos para

solucionar numericamente o modelo de reação-difusão estacionário, enquanto que

o MEPGDT destina-se à resolução da contrapartida transiente.

No PGEM introduzido em (Franca et al., 2005b), o espaço das funções

tentativas é dado pela soma direta do espaço das funções lineares ou bilineares por

partes (espaço padrão da formulação de Galerkin) com um novo espaço denominado

espaço de enriquecimento cujas funções resolvem localmente o operador eĺıptico de

reação-difusão com condições de contorno convenientemente escolhidas, enquanto

que o espaço das funções testes é uma soma direta dos espaço das funções lineares

ou bilineares por partes com o espaço das funções bolhas.

O MGE é construido seguindo as idéias do PGEM comentadas no pa-

rágrafo anterior, diferindo apenas na forma como o espaço das funções testes é

enriquecido. Agora, consideramos a soma direta do espaço das funções testes do

PGEM com o espaço de enriquecimento usado no enriquecimento das funções tenta-

tivas do PGEM. Desta forma, o MGE mostra-se superior ao PGEM em problemas

onde difusão e reação são ambas importantes.

Os métodos MEM-p e MEM-g representam formulações estabilizadas

derivadas a partir dos métodos PGEM e MGE respectivamente. Esses métodos

são construidos com dois objetivos essenciais. O primeiro está ligado às principais

vantagens dos métodos estabilizados que são a simplicidade de implementação

computacional e o baixo custo, enquanto que o segundo está associado à construção

de parâmetros estabilizantes que tenham de alguma forma justificativa f́ısica e/ou

matemática. Os novos métodos estabilizados também mostram-se superiores aos

clássicos, reproduzindo em grande medida os resultados obtidos com o MGE.

Tirando proveito novamente do arcabouço matemático desenvolvido em

4



(Franca et al., 2005b) para a construção do PGEM, na expectativa da preservação

de suas propriedades matemáticas em uma formulação espaço-tempo, construimos

o MEPGDT para a versão parabólica da equação de reação-difusão.

Em linhas gerais, este trabalho está organizado da seguinte maneira: No

caṕıtulo 2 apresentamos uma breve revisão sobre os métodos de elementos finitos

clássicos para problemas parabólicos lineares. Discutimos o método das linhas, o

MGDT e alguns métodos estabilizados, evidenciando as limitações desses esquemas

no tratamento de casos singularmente perturbados. A construção e correspondente

análise do MGE, do MEM-p e do MEM-g, é feita no caṕıtulo 3. Estimativas de

erro nas normas naturais L2 e H1 são fornecidas. Resultados numéricos são exi-

bidos. Reservamos o caṕıtulo 4 à construção do MEPGDT, que está baseado no

enriquecimento adequado dos espaços do MGDT. Uma estimativa de erro ótima

na norma da energia é desenvolvida. Resultados de experimentos numéricos são

também apresentados, mostrando que a nova abordagem de enriquecimento de es-

paços proposta neste trabalho é suficiente para evitar oscilações espúrias na solução

numérica. Finalmente, o caṕıtulo 5 é destinado às conclusões do trabalho. A figura

1.1 mostra de maneira sintética a apresentação deste trabalho.
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Figura 1.1: Representação esquemática da organização da tese.
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Caṕıtulo 2

Métodos Clássicos para Problemas

Parabólicos

2.1 Introdução

A abordagem inicial para a obtenção de soluções numéricas para proble-

mas de evolução através do método de elementos finitos (MEF), consistia exclusi-

vamente em combinar aproximações por elementos finitos no espaço com aproxi-

mações por diferenças finitas no tempo. Citando (Hughes e hulbert, 1988), “devido

a discussão sempre presente de que elementos finitos representam uma metodologia

superior a diferenças finitas, não é surpeendente que esforços tenham sido feitos

no sentido de explorar elementos finitos no tempo”, fazendo menção às referências

(Oden, 1969), (Fried, 1969), (Argyris e scharpf, 1969), (Wilson e Nickell, 1966), (Zi-

enkiewicz, 1977b) , (Zienkiewicz, 1977c) e (Zienkiewicz, 1977a). Em (Franca et al.,

2004), pg. 116, também menciona-se um diálogo entre Strang e Fix em torno da

seguinte questão: “É natural perguntar por que elementos finitos não são usados

também no tempo”. Na sequência tem-se a seguinte resposta; “Isto certamente tem

sido tentado, porém sem muito sucesso”. Uma extensa lista de referências para

uma resenha histórica sobre elementos finitos espaço-tempo pode ser encontrada

em (Franca et al., 2004), pgs. 116-123.

O trabalho pioneiro na aplicação do método de elementos finitos para a

variável temporal deve-se a Jamet (Jamet, 1978). Nessa referência, Jamet permite
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que a formulação espaço-tempo contemple o uso de funções descont́ınuas com res-

peito à variável temporal, resultando no esquema numérico hoje conhecido como

método de Galerkin descont́ınuo no tempo (MGDT). Desde então, vários pesqui-

sadores têm estudado esse método, dentre os quais destacamos os trabalhos de

(Eriksson et al., 1985), (Eriksson e Johnson, 1987), (Eriksson e Johnson, 1991),

(Eriksson e Johnson, 1995a), (Eriksson e Johnson, 1995b) e (Eriksson e Johnson,

1995c). Makridakis e Babuska (1997) estudaram o efeito do mecanismo de adapta-

tividade sobre a estabilidade do método. Schwab e Schotzau (2000) têm estudado

como resolver o sistema de equações decorrente da aplicação do MGDT, mostrando

ser posśıvel desacoplar o sistema em várias equações escalares do mesmo tipo. Em

seguida, estratégias de p-refinamento, hp-refinamento e respectivas análises de erro

são desenvolvidas.

Assim, apresentamos neste caṕıtulo uma revisão das formulações clássi-

cas do método de elementos finitos aplicado à problemas parabólicos. Discutimos

as duas abordagens frisadas acima, tecemos considerações sobre formulações esta-

bilizadas clássicas e identificamos as limitações dessas formulações na resolução de

problemas singularmente perturbados. Para fazer isso, estruturamos o caṕıtulo em

causa da seguinte maneira:

Na seção 2.2 introduzimos algumas definições e notações necessárias aos

desenvolvimentos subsequentes. Formulamos nosso problema modelo na seção 2.3.

Na seção 2.4 apresentamos tanto a abordagem clássica do método de elementos

finitos de Galekin com aproximação temporal via diferenças finitas quanto a con-

trapartida espaço-tempo. A discussão dos métodos estabilizados é feita na seção

2.5. Reservamos a seção 2.6 à apresentação de resultados de experimentos numé-

ricos. A seção 2.7 dedicada às conclusões finaliza este caṕıtulo.

2.2 Definições e Notações

Neste trabalho, seguimos a notação padrão de espaços de funções, veja

por exemplo (Quarteroni e Valli, 1997) ou (Lions e Magenes, 1992) para mais
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detalhes. Assim, consideremos Ω ⊂ IR2 um domı́nio espacial aberto e limitado, com

contorno poligonal ∂Ω. Para qualquer subconjunto aberto ω de Ω com contorno

Lipschitz ∂ω, denotamos por Hm(ω), m = 0, 1, 2, o espaço real de Hilbert de ordem

m, equipado com a norma e produto interno usuais denotados por || · ||Hm(ω) ≡

|| · ||m,ω e (·, ·)m,ω respectivamente. Em particular, para m = 0 tomamos a notação

H0(ω) = L2(ω). Designamos por | · |Hm(ω) ≡ | · |m,ω a semi-norma de Hm(ω) e

definimos o espaço H1
0 (ω) por

H1
0 (ω) :=

{
v ∈ H1(ω) ; v|∂ω = 0

}
. (2.1)

Adicionalmente consideramos o espaço

L∞(ω) := {v : ω 7−→ IR ; ess sup{|v(x)| ; x ∈ ω} <∞} , (2.2)

munido com a norma

||v||L∞(ω) = ||v||∞,ω := ess sup{|v(x)| ; x ∈ ω}. (2.3)

Seja X um espaço de Hilbert equipado com a norma || · ||X e semi-norma

|·|X . Dados dois números reais a e b com a < b, denotamos por L2(a, b;X) o espaço

das funções w mensuráveis, definidas sobre o intervalo (a, b) com valores em X tal

que a função t→ ||w(·, t)||X está em L2((a, b)). Munimos o espaço L2(a, b;X) com

a norma

||v||2L2(a,b;X) =

[∫ b

a

||v(t)||2Xdt
]1/2

. (2.4)

Além disso, definimos os espaços

C([a, b];X) :=

{
v : [a, b]→ X, cont́ınuas, ||v||C([a,b];X) = max

t∈[a,b]
||v(t)||X <∞

}
,

(2.5)
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e

L∞(a, b;X) :=
{
v : (a, b)→ X ; v é mensurável e

||v||L∞(a,b;X) = max
t∈[a,b]

||v(t)||X <∞
}
. (2.6)

Também consideramos o espaço de Hilbert

W 2(a, b;X,W ) :=

{
w ∈ L2(a, b;X) :

∂w

∂t
∈ L2(a, b;W )

}
, (2.7)

no qual X e W são dois espaços de Hilbert tal que X ⊂ W é denso em W com

injeção cont́ınua.

Dado um intervalo (a, b) ⊂ IR+ e um subconjunto ω de Ω, usamos neste

trabalho a abreviatura

L2(D) ≡ L2(ω × (a, b)) := L2((a, b);L2(ω)) , (2.8)

e porconseguinte, (·, ·)D denota o produto interno em L2(D).

Neste trabalho, denotamos por T > 0 um tempo arbitrário, porém fixo.

Com isso, designamos por J := (0, T ], o intervalo de tempo, por Q := Ω × J , o

cilindro espaço-tempo, e definimos Σ := ∂Ω× J como sendo a fronteira lateral do

cilindro Q.

2.3 Definição do Problema Modelo

Nosso modelo parabólico de interesse é representado pelo seguinte pro-

blema de valor inicial e de contorno: Dados f : Q→ IR e u0 : Ω→ IR, encontrar a

função escalar u : Q→ IR, tal que


Ltu = f em Q,

u = 0, sobre Σ,

u|t=0 = u0 em Ω,

(2.9)
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no qual Lt é o operador parabólico linear de reação-difusão dado por

Ltw :=
∂w

∂t
+ Lw , com Lw := −ε∆w + σw , (2.10)

onde assumimos que ε e σ são constantes positivas dadas.

O problema variacional cont́ınuo associado à (2.9) consiste em encontrar

a função u(t) ∈ H1
0 (Ω), para cada t ∈ J , tal que


(
∂u

∂t
, v

)
Ω

+ a(u, v)Ω = (f, v)Ω, ∀ v ∈ H1
0 (Ω),

u|t=0 = u0, em Ω,

(2.11)

no qual definimos a forma bilinear a(·, ·)ω por

a(w, v)ω := ε(∇w,∇v)ω + σ(w, v)ω. (2.12)

Sob determinadas condições de regularidade dos dados, nomeadamente

f e u0, é posśıvel mostrar que existe uma única solução fraca para o problema

(2.11), veja por exemplo (Evans, 1992), (Lions e Magenes, 1992) e (Lions e Dautry,

1992). Aqui, assumimos f ∈ L2(Q) e u0 ∈ L2(Ω). Supondo por simplicidade,

∂u

∂t
∈ L2(Q), procuramos u em W 2(J ;H1

0 (Ω), L2(Ω)). A última condição implica

em u ∈ C0([0, T ];H1
0 (Ω)), veja (Evans, 1992) para detalhes.

O problema fraco em (2.11) encontra-se numa forma conveniente ao

desenvolvimento de formulações variacionais discretas usando aproximações por

diferenças finitas no tempo. No entanto, para formulações espaço-tempo a seguinte

formulação equivalente é mais adequada.

Encontrar a única u ∈ W 2(J ;H1
0 (Ω), L2(Ω)) solução do problema fraco


(
∂u

∂t
, v

)
Q

+ a(u, v)Q = (f, v)Q, ∀ v ∈ W 2(J ;H1
0 (Ω), L2(Ω)),

u|t=0 = u0, em Ω,

(2.13)

que pode ser reescrito da seguinte maneira: para toda função v pertencente ao
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espaço W 2(J ;H1
0 (Ω), L2(Ω)), encontrar a função u ∈ W 2(J ;H1

0 (Ω), L2(Ω)) tal que

(u(T ), v(T ))Ω −
(
u,
∂v

∂t

)
Q

+ a(u, v)Q = (u0, v(0))Ω + (f, v)Q , (2.14)

após integração por partes com respeito a variável temporal do primeiro termo no

lado esquerdo de (2.13).

Na seção seguinte apresentamos as duas abordagens clássicas de aproxi-

mação dos problemas variacionais (2.11) e (2.13) através do método de elementos

finitos para a variável espacial, e diferenças finitas ou elementos finitos para a

variável temporal.

Observação 2.1 Notemos que em decorrência de (2.8), preservamos a definição

(2.12) com D em lugar de ω. �

2.4 Formulação Variacional Discreta

2.4.1 Discretização Espacial

2.4.1.1 Partições de Elementos Finitos

Seja {Th}(h > 0) uma partição regular do domı́nio Ω em elementos K

(triângulos ou quadriláteros), de contorno ∂K tal que

Ω =
⋃
K∈Th

K , (2.15)

onde a interseção de quaisquer dois elementos é um vértice, ou uma aresta, ou

vazia.

Denotamos por hK o comprimento caracteŕıstico de K ∈ Th, tomamos

h = maxK∈Th
hK e introduzimos o conjunto VZ de todas as arestas Z pertencentes

a Th.
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2.4.1.2 Espaços de Elementos Finitos

Sejam os espaços polinomiais lineares e bilineares por partes dados res-

pectivamente por

P1(K) :=

{
w =

∑
0≤i,j≤1

cijx
i
1x

j
2 : cij ∈ IR , i+ j ≤ 1 , (x1, x2) ∈ K

}
, (2.16)

e

Q1(K) :=

{
w =

∑
0≤i,j≤1

cijx
i
1x

j
2 : cij ∈ IR , (x1, x2) ∈ K

}
. (2.17)

Com isso, definimos o espaço de elementos finitos padrão

V1 :=
{
w ∈ C0(Ω) : w|K ∈ S1(K) , ∀ K ∈ Th

}
, (2.18)

onde S1(K) representa P1(K) ou Q1(K).

Adicionalmente definimos

VL := V1 ∩H1
0 (Ω). (2.19)

2.4.2 Discretização Temporal

Seja T∆t = {Jn := (tn, tn+1) : 0 ≤ n ≤ N − 1}, ∆t > 0, uma partição

uniforme de (0, T ] em N subintervalos Jn de comprimento ∆t = T/N , com 0 =

t0 < t1 < · · · < tN = T . Denotamos por N∆t = {0, 1, · · · , N − 1} o conjunto de

ı́ndices associado à partição T∆t.

Como veremos mais adiante, subseção 2.4.4, para cada n ∈ N∆t, a

abordagem de diferenças finitas considera os valores discretos un+1
L ∈ VL para

aproximação de u(tn+1), que representa a solução exata de (2.11) avaliada nos

pontos nodais tn+1 da partição T∆t.
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2.4.3 Discretização Espaço-Tempo

2.4.3.1 Partições de Elementos Finitos Espaço-Tempo

Consideremos o cilindro espaço-tempo, Q, de fronteira lateral, Σ. Vi-

sando definir uma triangulação Th∆t, resultante da associação de Th com cada

elemento de T∆t, introduzimos as notações

Q =
⋃

N−1
n=0 Qn , Qn := Ω× Jn, (2.20)

e

Σ =
⋃

N−1
n=0 Σn , Σn := ∂Ω× Jn. (2.21)

Assim, temos que

Th∆t := {Qe
n := K × Jn : 0 ≤ n ≤ N − 1 , K ∈ Th} , (2.22)

define uma triangulação do cilindro espaço-tempo, Q, em prismas induzidos pelas

partições T∆t e Th. Em particular, para cada n ∈ N∆t, T nh denota a triangulação

da fatia “slab” espaço-tempo, Qn, ou seja, T nh = Th∆t|Qn
.

Finalizamos esta subseção com as notações

Qn :=

nK⋃
e=1

Qe
n , n = 0, 1, · · · , N − 1, (2.23)

Σe
n = ∂Qe

n := ∂K × Jn , n = 0, 1, · · · , N − 1, (2.24)

e apresentação da Figura 2.1 ilustrando uma triangulação do domı́nio espaço-

tempo, Q. Aqui, nK representa o total de elementos K de Th.

2.4.3.2 Espaços de Aproximação Espaço-Tempo

Associamos a cada elemento Jn da partição T∆t uma aproximação poli-

nomial no tempo de ordem q, com q = 0, 1. Com isso, introduzimos o espaço de
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Figura 2.1: Discretização do domı́nio espaço-tempo definido por Q := Ω× (0, T ] .

elementos finitos espaço-tempo dado por

Sqh∆t =
{
w ∈ L2(J ;VL); w|Jn

∈ IPq (Jn;VL) , 0 ≤ n ≤ N − 1
}
, (2.25)

onde IPq (Jn;VL) denota o espaço dos polinômios de grau menor ou igual a q defi-

nidos sobre Jn com valores em VL.

É importante ressaltar que as funções pertencentes ao espaço Sqh∆t não

são necessariamente cont́ınuas nos pontos nodais tn, n ∈ N∆t. Para lidar com essas

posśıveis descontinuidades na variável temporal, introduzimos as definições abaixo.

Seja w : J → VL uma função pertencente ao espaço Sqh∆t. Para cada

n ∈ N∆t, denotamos por wn, a restrição de w à fatia espaço-tempo Qn, ou seja,

wn designa uma função pertencente ao espaço IPq (Jn;VL). Com isso, definimos

limites laterais à esquerda e à direita por

wn−1(tn) := lim
s→0+

w(tn − s) , n ∈ N∆t , (2.26)

e

wn(tn) := lim
s→0+

w(tn + s) , n ∈ N∆t , (2.27)

respectivamente. Definimos adicionalmente o operador salto temporal [[w(tn)]]
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como

[[w(tn)]] := wn(tn)− wn−1(tn) , n ∈ N∆t . (2.28)

A figura 2.2 mostra de forma esquemática as definições ora introduzidas.

tt tn+1n t

w(t )

(t   )

n

n n

(t)

(t   )n

n

w

(t     )n+1

(t     )n+1n−1

w

w n+1w

w

Figura 2.2: Esquema simbólico da função w definida em J , sua restrição a Jn, seus
limites laterais e salto nos pontos nodais tn, n ∈ N∆t .

Por simplicidade, designamos o espaço IPq (Jn;VL) por Sqn, fixamos Scn

para q = 0 e SLn para q = 1.

2.4.4 Abordagem de Diferenças Finitas

Uma prática usual em formulações de elementos finitos para problemas

parabólicos, veja por exemplo (Quarteroni e Valli, 1997), (Thomée, 1997), (Thomée

e Larsson, 2003) ou (Johnson, 1987), consiste em discretizar primeiramente as

variáveis espaciais, o que conduz a um sistema acoplado de equações diferenciais

ordinárias de primeira ordem com respeito ao tempo, procedimento denominado

de formulação semi-discreta. Então, para completar a discretização do problema

parabólico em estudo, resta integrar o sistema diferencial de primeira ordem com

respeito ao tempo visando obter a evolução temporal da solução a partir do dado

inicial u0(x).

Um extenso aparato de métodos numéricos para equações diferenciais
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ordinárias está dispońıvel na literatura de análise numérica. Nessa, tal procedi-

mento é denominado de método das linhas. Aqui, apresentamos o método mais

difundido conhecido como θ-esquema.

Logo, tomando o espaço VL em (2.19) para aproximação por elementos

finitos da variável espacial, de (2.11) somos conduzidos ao problema aproximado

semi-discretizado (cont́ınuo no tempo) cuja formulação lê-se: Dado f ∈ L2(Q) e

u0,h ∈ VL uma aproximação conveniente para a condição inicial u0 ∈ L2(Ω), para

cada t ∈ J , encontrar uL(t) ∈ VL tal que


(
∂uL(t)

∂t
, vL

)
Ω

+ a(uL(t), vL)Ω = (f(t), vL)Ω, ∀ vL ∈ VL,

uL(0) = u0,h.

(2.29)

Agora, visando obter uma discretização completa de (2.11), aplicamos

o θ-esquema à aproximação semi-discretizada (2.29), o que conduz ao método de

Galerkin totalmente discretizado que pode ser formulado da seguinte maneira: Para

cada n = 0, 1, · · · , N − 1, encontrar un+1
L ∈ VL tal que


1

∆t
(un+1

L − unL, vL)Ω + a(θun+1
L + (1− θ)unL, vL)Ω =

(θf(tn+1) + (1− θ)f(tn), vL)Ω, ∀ vL ∈ VL,

u0
L = u0,h,

(2.30)

onde assumimos f defindo em todo intervalo [0, T ] e θ ∈ [0, 1]. Aqui e no restante

do texto, unL denota a aproximação de u(x, tn).

Visando transformar (2.30) num problema estacionário equivalente a ser

resolvido de forma iterativa para cada passo de tempo, definimos a forma bilinear

modificada

ā(w, v)Ω := ε̃(∇w,∇v)Ω + σ̃(w, v)Ω (2.31)

onde

ε̃ = ε∆tθ , σ̃ = 1 + σ∆tθ . (2.32)

17



Com isso, o problema (2.30) pode ser reescrito como


ā(un+1

L , vL)Ω = (unL, vL)Ω + (θ − 1)∆ta(unL, vL)Ω

+ ∆t(θf(tn+1) + (1− θ)f(tn), vL)Ω, ∀ vL ∈ VL,

u0
L = u0,h .

(2.33)

Observação 2.2 • Notemos que a discussão sobre que discretização deve

ser feita primeiramente, i.e, se a temporal ou a espacial, é irrelevante para

operadores lineares com coeficientes constantes e uma formulação de Ga-

lerkin clássica.

• Diferentes métodos podem ser obtidos de (2.30) dependendo da escolha do

parâmetro θ. As escolhas θ = 0, θ = 1/2 e θ = 1 resultam nos métodos

conhecidos na literatura por método de Euler expĺıcito, método de Crank-

Nicolson e método de Euler impĺıcito respectivamente.

• Quarteroni e Valli (1997) mostram que a formulação de Galerkin em (2.30)

é incondicionalmente estável com respeito a norma L2(Ω) para 1/2 ≤ θ ≤

1. Caso contrário, i.e, para 0 ≤ θ < 1/2, (2.30) é condicionalmente estável

e uma condição de estabilidade é fornecida.

• Estudos de convergência e de estimativas de erro a priori para (2.30) podem

ser encontrados em (Quarteroni e Valli, 1997), (Thomée, 1997) e (Thomée

e Larsson, 2003), que assumindo adicionalmente certa regularidade para

u0 e
∂u

∂t
, apresentam as estimativas

||unL − u(tn)||Ω = O(h2 + ∆t) , para θ 6= 1/2 , n > 1 , (2.34)

e

||unL − u(tn)||Ω = O(h2 + ∆t2) , para θ = 1/2 , n > 1 . (2.35)

�
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2.4.5 Abordagem Espaço-Tempo

Na subseção anterior, a aproximação temporal do nosso problema mo-

delo é feita usando esquemas de diferenças finitas, enquanto elementos finitos são

empregados apenas para a aproximação espacial. Contudo, interpolações de ele-

mentos finitos também podem ser usados no domı́nio do tempo, dando lugar à

classe de métodos de aproximação denominada formulação espaço-tempo.

Neste trabalho, estamos interessados na formulação espaço-tempo usando

aproximações descont́ınuas no tempo, cuja contrapartida clássica é conhecida como

método de Galerkin descont́ınuo no tempo (MGDT). No caṕıtulo 1 levantamos di-

versas vantagens do MGDT sobre a abordagem de diferenças finitas. Como veremos

no caṕıtulo 4, exploramos a vantagem do MGDT permitir o tratamento de pro-

blemas transientes de modo similar aos problemas estacionários correlatos. Com

isso, esperamos em tese, que métodos bem sucedidos desenvolvidos para problemas

estacionários possam repetir tal feito nos casos transientes usando uma abordagem

espaço-tempo.

Iniciamos a descrição do MGDT ressaltando sua não conformidade tem-

poral, i.e, as funções em Sqh∆t não são necessariamente cont́ınuas nos pontos nodais

tn, n ∈ N∆t. Isso permite escrever o MGDT conforme veremos mais adiante,

equação (2.40), como um esquema recursivo de integração no tempo.

A seguir, definimos a forma bilinear BG(·, ·) e a forma linear FG(·) por

BG(w, v) :=
N−1∑
n=0

{(
∂wn
∂t

, vn

)
Qn

+ a(wn, vn)Qn

}
+

N−1∑
n=1

{
([[w(tn)]], vn(t+n )Ω

}
+ (w0(t+0 ), v0(t+0 ))Ω ,

(2.36)

FG(v) :=
N−1∑
n=0

{
(f, vn)Qn

}
+ (u0, v0(t+0 ))Ω . (2.37)

Então, é imediato verificar através de integração por partes que u ∈
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W 2(0, T ;H1
0 (Ω), L2(Ω)), solução fraca de (2.14) satisfaz

BG(u, v) = FG(v) ∀ v ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω), L2(Ω)) . (2.38)

Diante das definições previamente introduzidas, o MGDT pode ser for-

mulado da seguinte maneira: Encontrar uqh∆t ∈ S
q
h∆t, q = 0, 1, tal que

BG(uqh∆t, v
q
h∆t) = FG(vqh∆t) ∀ vqh∆t ∈ Sqh∆t . (2.39)

Devido a descontinuidade do espaço das funções tentativas e das funções

testes, Sqh∆t, o MGDT em (2.39) pode ser interpretado como um esquema impĺıcito

de integração no tempo. Isto significa que a solução uqh∆t, q = 0, 1, pode ser

encontrada solucionando sucessivamente para n = 0, 1, · · · , N − 1, o seguintes

problemas: Encontrar uqn ∈ IPq (Jn;VL) ≡ Sqn, q = 0, 1 tal que

(
∂uqn
∂t

, vqn

)
Qn

+ a(uqn, v
q
n)Qn + (uqn(tn), vqn(tn))Ω = (f, vqn)Qn + (uqn−1(tn), vqn(tn))Ω ,

∀vqn ∈ Sqn ,

(2.40)

nos quais uqn−1(tn) corresponde a condição inicial no passo de tempo Jn. Aqui e

para o restante do texto, fixamos uq−1(t0) = u0.

Observação 2.3 • É importante frisar que em (2.40) a condição inicial é

apenas satisfeita no sentido fraco já que em geral [[uq(tn)]] 6= 0.

• Para análise do MGDT em (2.39) fazemos referência a (Eriksson et al.,

1985), (Eriksson e Johnson, 1991), (Estep e Larsson, 1993), (Eriksson e

Johnson, 1995a) e (Thomée, 1997), onde resultados relativos a existência

e unicidade do MGDT, sua consistência variacional e estimativas de erro

a priori são fornecidos.

• Para q = 0, 1, (Eriksson e Johnson, 1991) e (Eriksson e Johnson, 1995a),
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provam uma estimativa para o erro u − uqh∆t em L∞([0, T ];L2(Ω)) que é

da ordem de q + 1 globalmente no tempo. Provam também um resultado

de superconvergência da ordem de 2q+ 1 nos ńıveis de tempo discretos tn,

na norma L2(Ω).

• Para q = 0, o MGDT em (2.40) pode ser encarado como uma variante

do método de Euler impĺıcito, sendo equivalentes para f independente do

tempo. Para q = 1 é ainda posśıvel estabelecer uma equivalência entre o

MGDT e determinados esquemas de Runge-Kutta, veja (LeSaint e Raviart,

1974).

• Na definição do espaço discreto Sqh∆t, assumimos que a discretização es-

pacial está fixa para todos os subintervalos de tempo Jn. Contudo, em

muitos problemas de aplicação o uso de uma malha diferente para cada su-

bintervalo de tempo Jn poderá conduzir à discretizações adaptativas mais

eficientes. No MGDT, tal consideração pode ser incluida de modo natural.

�

2.5 Métodos Estabilizados

Como sabemos, o método de Galerkin clássico não é adequado para

tratar problemas singularmente perturbados. Como alternativa clássica, temos os

métodos estabilizados que são particularmente atraentes porque são construidos de

forma a aumentar a estabilidade das formulações clássicas de Galerkin sem prejúızo

das demais propriedades. Outro atrativo das estabilizações clássicas é a preserva-

ção da estrutura dos códigos computacionais já desenvolvidos para as formulações

clássicas de Galerkin, ou seja, são de fácil implementação computacional.

Apresentamos sucessivamente nas subseções seguintes formulações esta-

bilizadas clássicas com aproximação temporal via diferenças finitas representadas

pelo θ-esquema e por elementos finitos descont́ınuos.

21



2.5.1 Esquemas de Diferenças Finitas

A formulação estabilizada clássica semi-discretizada associada ao pro-

blema (2.9) pode ser colocada da seguinte maneira: Dado f ∈ L2(Q) e u0,h ∈ VL

uma aproximação conveniente para a condição inicial u0 ∈ L2(Ω), para cada t ∈ J ,

encontrar uL(t) ∈ VL tal que



(
∂uL(t)

∂t
, vL

)
Ω

+ a(uL(t), vL)Ω +
∑

K∈Th

(
τR(uL(t)),P(vL)

)
K

= (f(t), vL)Ω,

∀ vL ∈ VL,

uL(0) = u0,h ,

(2.41)

onde o operador perturbação, P(·), caracteriza o método de estabilização. O termo

estabilizante envolve o operador reśıduo, R(·), da equação governante definido por

R(w) := Ltw − f , (2.42)

gerando portanto uma formulação consistente. Temos ainda a presença do parâme-

tro de estabilização, τ , que será objeto de discussão no final da subseção seguinte.

Novamente, para completar a discretização de (2.41) aplicamos o θ-

esquema, o que conduz ao problema totalmente discretizado cuja formulação lê-se:

Para cada n = 0, 1, · · · , N − 1, encontrar un+1
L ∈ VL tal que

(un+1
L , vL)Ω +

∑
K∈Th

(τun+1
L ,P(vL))K + θ∆t

[
a(un+1

L , vL)Ω +
∑
K∈Th

(
τLun+1

L ,P(vL)
)
K

]
= (unL, vL)Ω +

∑
K∈Th

(
τunL,P(vL)

)
K

+ (θ − 1)∆t
[
a(unL, vL)Ω +

∑
K∈Th

(
τLunL,P(vL)

)
K

]
+ θ∆t

[
(f(tn+1), vL)Ω +

∑
K∈Th

(
τf(tn+1),P(vL)

)
K

]
+ (1− θ)∆t

[
(f(tn), vL)Ω +

∑
K∈Th

(
τf(tn),P(vL)

)
K

]
,

(2.43)

com u0
L = uh0.
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Em função da caracterização do operador perturbação, P(·), obtemos

classes distintas de métodos estabilizados. Por exemplo, é usual tomar

P(w) = Lw , Galerkin/Mı́nimos-quadrados (GLS) , (2.44)

ou

P(w) = L?w , Não usual (USFEM) , (2.45)

com L? denotando o adjunto do operador L.

Em particular, podemos escrever (2.43) de maneira compacta como

∑
K∈Th

{
(1 + ρτσ)[1 + θσ∆t]

(
un+1
L , vL

)
K

+ θε∆t
(
∇un+1

L ,∇vL
)
K

}
=

∑
K∈Th

{
(1 + ρτσ)[1 + (θ − 1)σ∆t]

(
unL, vL

)
K

+ (θ − 1)ε∆t
(
∇unL,∇vL

)
K

}
+

∑
K∈Th

{
θ∆t(1 + ρτσ)

(
f(tn+1), vL

)
K

}
+

∑
K∈Th

{
(1− θ)∆t(1 + ρτσ)

(
f(tn), vL

)
K

}
(2.46)

onde ρ = 0 para o método de Galerkin, ρ = 1 para o método GLS e ρ = −1 para

o USFEM.

2.5.2 Esquemas de Galerkin Descont́ınuo no Tempo

Métodos estabilizados para problemas de reação-difusão transientes po-

dem ser facilmente estendidos para o domı́nio espaço-tempo. Aqui, vamos conside-

rar a estabilização clássica espaço-tempo cuja formulação lê-se: Dado uq−1(t0) := u0,

para cada n = 0, 1, · · · , N − 1, encontrar uqn : [tn, tn+1] → VL tal que uqn ∈

IPq (Jn;VL) ≡ Sqn, q = 0, 1, e satisfaz

BST (uqn, v
q
n)n = FST (vqn)n ∀ vqn ∈ vqn ∈ IPq (Jn;VL) , (2.47)
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onde

BST (wn, vn)n =

(
∂wn
∂t

, vn

)
Qn

+ a(wn, vn)Qn +
∑

Qe
n∈T n

h∆t

(
Ltwn, τP(vn)

)
Qe

n

+ (wn(tn), vn(tn))Ω ,

(2.48)

e

FST (vn)n = (f, vn)Qn + (wn−1(tn), v(tn))Ω +
∑

Qe
n∈T n

h∆t

(
f, τP(vn)

)
Qe

n
. (2.49)

Em particular, tomando P(vn) = Ltvn, (2.47) resulta no esquema co-

nhecido como método estabilizado espaço-tempo de Galerkin/mı́nimos quadrados

(GLS/ST).

2.5.3 Parâmetro de Estabilização

Os métodos estabizados apresentados nas duas subseções precedentes,

foram construidos adicionando à formulação clássica de Galerkin um termo esta-

bilizante que depende do parâmetro de estabilização, τ .

Experimentos computacionais mostram que a performance das estabili-

zações clássicas está intimamente ligada à escolha do parâmetro τ , veja por exem-

plo (Codina, 2000). Entretanto, via de regra, tal parâmetro é construido de forma

“ad-hoc”, ou seja, sem justificativa f́ısica e/ou matemática, procedimento que cer-

tamente constitui a principal cŕıtica às estabilizações clássicas.

Parâmetros de estabilização projetados para problemas estacionários

com resultados satisfatórios estão dispońıveis na literatura, veja por exemplo (Va-

lentin e Franca, 1995), (Franca e Valentin, 2000), (Franca e do Carmo, 1989) e

(Araya et al., 2006). Assim, baseado no fato de podermos resolver problemas tran-

sientes solucionando iterativamente problemas estacionários equivalentes em cada

iteração conforme (2.33), surgiu a idéia de estender a problemas transientes os pa-

râmetros de estabilização projetados para problemas estacionários correlatos. Tal

adequação de parâmetros de estabilização estacionários a problemas transientes so-
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lucionados via θ−esquema em (2.33), pode ser encontrada em (John e Schmeyer,

2008), a partir da qual reproduzimos os parâmetros de estabilização

τCod =

[
4ε̃

h2
K

+ σ̃

]−1

=
h2
K

4θ∆tε+ h2
K(1 + θσ∆t)

, (2.50)

τKLR = min

{
1

σ̃
,
h2
K

ε̃

}
= min

{
1

1 + θσ∆t
,
h2
K

θε∆t

}
, (2.51)

e

τFV =
h2
K

σ̃h2
Kξ(PeK) + 6ε̃

=
h2
K

h2
K(1 + θσ∆t)ξ(PeK) + 6θ∆tε

, (2.52)

com

PeK =
6ε̃

σ̃h2
K

=
6θ∆tε

h2
K(1 + θσ∆t)

, ξ(z) =

 1 para 0 ≤ z ≤ 1 ,

z para z > 1 ,
(2.53)

propostos por (Codina, 2000), (Knopp et al., 2002) e (Franca e Valentin, 2000)

respectivamente.

Observação 2.4 • Ainda relativamente à famı́lia de θ-métodos, (Donea e

Huerta, 2003) apresentam os parâmetros de estabilização

τSHJ =

[(
1

θ∆t

)2

+ 9

(
4ε

h2
K

)2

+ σ2

]−1/2

, θ ∈ (0, 1] , (2.54)

e

τSF =

[
1

θ∆t
+

4ε

h2
K

+ σ

]−1

, θ ∈ (0, 1] , (2.55)

propostos por (Shakib et al., 1991) e (Soulaimani e Fortin, 1994) respecti-

vamente.

• Para P(vn) = Ltvn, (Donea e Huerta, 2003) consideram o uso de (2.54)

em (2.47) tomando θ = 1. No entanto, outras definições para τ em (2.47)

são igualmente posśıveis.

�
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2.6 Testes Numéricos

Nossa intenção agora, é estudar numericamente o comportamento dos

métodos clássicos quando aplicados a casos singularmente perturbados. Para tanto,

consideramos o problema parabólico de reação-difusão


∂u

∂t
− ε∆u+ u = 1, em Ω× (0, T ),

u = 0, sobre Σ := ∂Ω× (0, T ),

u|t=0 = 0, em Ω.

(2.56)

O domı́nio Ω onde resolvemos o problema (2.56) é um quadrado unitário,

Ω̄ = [0, 1]× [0, 1], discretizado através de uma malha uniforme de 20×20 elementos

bilineares (tendo 441 pontos nodais). Com isso, solucionamos (2.56) usando o

θ−esquema em (2.46) com θ = 1 e consideramos os métodos de Galerkin clássico,

GLS e USFEM.

Para o método GLS, tomamos τ = τSHJ conforme (2.54), enquanto que

para o USFEM usamos τ = τCod e τ = τFV conforme (2.50) e (2.52) respectiva-

mente. Fixamos os demais dados do problema conforme o caso tratado em cada

uma das subseções subsequentes.

Observação 2.5 Os problemas numéricos encontrados com a discretização tem-

poral por diferenças finitas são extenśıveis à abordagem espaço-tempo.

�

2.6.1 Caso Assintótico 1

Aqui, fixamos ε = 10−6 e ∆t = 10−1. Os resultados obtidos em diferentes

instantes de tempo para os distintos métodos são apresentados nas figuras 2.3, 2.4,

2.5 e 2.6.

Para auxiliar na comparação dos resultados mostrados nas figuras men-

cionadas acima, apresentamos nas figuras 2.7 - 2.10, gráficos com os perfis das

soluções em cada instante de tempo estudado. Vemos que devido ao carácter sin-

gularmente perturbado da equação (ε pequeno), a abordagem clássica, de Galerkin
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e estabilizada, falha em corrigir as oscilações espúrias.

(a) Solução em t = 0.1 (b) Solução em t = 0.2

(c) Solução em t = 1 (d) Solução em t = 7.5

Figura 2.3: Solução via método de Galerkin clássico em distintos instantes de
tempo, para ε = 10−6 e ∆t = 10−1.
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(a) Solução em t = 0.1 (b) Solução em t = 0.2

(c) Solução em t = 1 (d) Solução em t = 7.5

Figura 2.4: Solução via método estabilizado clássico, GLS, em distintos instantes
de tempo, para ε = 10−6 e ∆t = 10−1.
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(a) Solução em t = 0.1 (b) Solução em t = 0.2

(c) Solução em t = 1 (d) Solução em t = 7.5

Figura 2.5: Solução via método estabilizado clássico, USFEM, em distintos instan-
tes de tempo com τ = τFV, para ε = 10−6 e ∆t = 10−1.

29



(a) Solução em t = 0.1 (b) Solução em t = 0.2

(c) Solução em t = 1 (d) Solução em t = 7.5

Figura 2.6: Solução via método estabilizado clássico, USFEM, em distintos instan-
tes de tempo com τ = τCod, para ε = 10−6 e ∆t = 10−1.
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Figura 2.7: Perfis das soluções dos métodos de Galerkin, GLS e USFEM no instante
de tempo t = 0.1, para ε = 10−6 e ∆t = 10−1.
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Figura 2.8: Perfis das soluções dos métodos de Galerkin, GLS e USFEM no instante
de tempo t = 0.2, para ε = 10−6 e ∆t = 10−1.
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Figura 2.9: Perfis das soluções dos métodos de Galerkin, GLS e USFEM no instante
de tempo t = 1, para ε = 10−6 e ∆t = 10−1.
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Figura 2.10: Perfis das soluções dos métodos de Galerkin, GLS e USFEM no
instante de tempo t = 7.5, para ε = 10−6 e ∆t = 10−1.
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2.6.2 Caso Assintótico 2

Agora, fixamos ε = 1 e ∆t = 10−5. Os resultados obtidos em diferentes

instantes de tempo para os distintos métodos são apresentados nas figuras 2.11,

2.12, 2.13 e 2.14.

Novamente, visando a comparação dos resultados mostrados nas figuras

2.11, 2.12, 2.13 e 2.14, apresentamos nas figuras 2.15 - 2.18, gráficos com os perfis

das soluções em cada instante de tempo estudado. Neste caso, o problema torna-

se singularmente perturbado devido ao uso de ∆t pequeno, e novamente tanto

o método de Galerkin, quanto os métodos clássicos estabilizados não corrigem

adequadamente as oscilações numéricas.

(a) Solução em t = 1× 10−5 (b) Solução em t = 4× 10−5

(c) Solução em t = 1× 10−3 (d) Solução em 1× 10−2

Figura 2.11: Solução via método de Galerkin clássico para distintos instantes de
tempo, tomando ε = 1 e ∆t = 10−5.
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(a) Solução em t = 1× 10−5 (b) Solução em t = 4× 10−5

(c) Solução em t = 1× 10−3 (d) Solução em t = 1× 10−2

Figura 2.12: Solução via método estabilizado clássico, GLS, para distintos instantes
de tempo, tomando ε = 1 e ∆t = 10−5.
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(a) Solução em t = 1× 10−5 (b) Solução em t = 4× 10−5

(c) Solução em t = 1× 10−3 (d) Solução em t = 1× 10−2

Figura 2.13: Solução via método estabilizado clássico, USFEM, para distintos
instantes de tempo com τ = τFV, tomando ε = 1 e ∆t = 10−5.
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(a) Solução em t = 1× 10−5 (b) Solução em t = 4× 10−5

(c) Solução em t = 1× 10−3 (d) Solução em t = 1× 10−2

Figura 2.14: Solução via método estabilizado clássico, USFEM, para distintos
instantes de tempo com τ = τCod, tomando ε = 1 e ∆t = 10−5.
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Figura 2.15: Perfis das soluções dos métodos de Galerkin, GLS e USFEM no
instante de tempo t = 1× 10−5, para ε = 1 e ∆t = 10−5.
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Figura 2.16: Perfis das soluções dos métodos de Galerkin, GLS e USFEM no
instante de tempo t = 4× 10−5, para ε = 1 e ∆t = 10−5.
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Figura 2.17: Perfis das soluções dos métodos de Galerkin, GLS e USFEM no
instante de tempo t = 1× 10−3, para ε = 1 e ∆t = 10−5.
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Figura 2.18: Perfis das soluções dos métodos de Galerkin, GLS e USFEM no
instante de tempo t = 1× 10−2, para ε = 1 e ∆t = 10−5.

2.7 Conclusões

Neste caṕıtulo, efetuamos uma revisão sobre os métodos de elementos

finitos clássicos aplicados à problemas parabólicos, apresentando inicialmente as

formulações clássicas de Galerkin.

Como os problemas de estabilidade do método de Galerkin clássico exis-

tentes nos problemas eĺıpticos e que motivaram o desenvolvimento de formulações

estabilizadas clássicas também encontram-se presentes aqui, somando-se ao pro-

blema da perda de acuracidade para passos de tempo pequeno (veja por exemplo
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(Franca et al., 2006a), (Harari, 2004), (Ramalho, 2005)), estudamos adicionalmente

formulações estabilizadas clássicas para problemas parabólicos.

Através do problema exemplo da seção anterior, verificamos a perfor-

mance dos métodos estudados, o que conduziu às observações abaixo.

• Todos os métodos estudados falham, ou seja, apresentam soluções com

oscilações espúrias para o caso assintótico 1 que pode ser visto como

um problema de reação dominante com passo de tempo grande. Além

disso, surpreendentemente, as soluções obtidas via formulações estabiliza-

das também apresentam oscilações até mesmo no estado estacionário, fato

que não ocorre quando usamos parâmetros de estabilização estacionários.

• Para o caso assintótico 2, onde o passo de tempo é pequeno, os métodos

de Galerkin clássico e GLS falham, enquanto que o método USFEM apesar

de eliminar as oscilações espúrias presentes nos métodos anteriores, adici-

ona excessiva difusão à solução de tal modo a descaracterizá-la quando

alcança-se o estado estacionário, como mostram as figuras 2.15 - 2.18

Em resumo, os resultados numéricos da seção anterior mostram que

o procedimento de estender à problemas transientes parâmetros de estabilização

projetados para problemas estacionários é extremamente limitado. Isso coloca o

desafio de projetar novos métodos (incluindo-se novas definições de parâmetros

de estabilização) que sejam suficientemente robustos. Uma discussão preliminar a

respeito desse desafio pode ser encontrada em (Ramalho, 2005) e (Codina et al.,

2007). Na última referência, os autores discorrem sobre a necessidade e a insu-

ficiência da depêndencia de ∆t dos parâmetros de estabilização transientes. No

entanto, a provisão de um tal parâmetro é ainda um problema em aberto. Isso

certamente motivou o desenvolvimento da nova formulação proposta no caṕıtulo

4.
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Caṕıtulo 3

Novos Métodos de Elementos Finitos

Enriquecidos e Estabilizados para o

Modelo Eĺıptico

3.1 Introdução

Como observado no caṕıtulo 1, o problema eĺıptico de reação-difusão

pode transformar-se em um problema singularmente perturbado quando o parâ-

metro de difusão torna-se pequeno comparado ao de reação (H.G. Roos e Tobiska,

1996). Nesse caso, sua solução é caracterizada pela presença de camadas limites.

Essas camadas limites impõe severas dificuldades às aproximações numéricas, de

modo que os métodos devem ser cuidadosamente construidos para aproximá-las

corretamente.

Assim, significativo esforço têm sido dedicado à resolução do problema

eĺıptico de reação-difusão singularmente perturbado. Dentro desse esforço, pode-

mos identificar a técnica que consiste em aumentar a discretização nas regiões com

camada limite através de malhas como as do tipo Shishkin (uniformes por subre-

giões), (Xenophontos, 2003), ou do tipo Bakhvalov (gradativas logaritmicamente),

(H.G. Roos e Tobiska, 1996). Como podemos ver, essa estratégia de refinamento

a priori da malha depende de um conhecimento prévio da localização da camada

limite, o que dificulta a geração automática de malhas desse tipo. Outra téc-

nica identificada é a adaptatividade. Técnicas adaptativas podem ser divididas
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em três grupos a saber; refinamento da malha (h-refinamento), variação do grau

dos polinômios de aproximação (p-refinamento) e combinação dos dois anteriores

(hp-refinamento). Um exemplo de aplicação da hp-adaptatividade ao problema

linear singularmente perturbado do tipo reação-difusão em duas dimensões pode

ser encontrado em (Melenk e Schwab, 1998).

Novamente, como frisamos no caṕıtulo 1, as formulações propostas aqui

podem ser encaradas como parte dos métodos estabilizados ou enriquecidos.

Com relação aos métodos de elementos finitos estabilizados, podemos di-

zer que esses tornaram-se bastante atraentes às aplicações práticas essencialmente

por melhorarem a precisão do método de Galerkin com baixo custo. A idéia, in-

troduzida inicialmente com o método SUPG (Streamline Upwind Petrov-Galerkin)

em (Brooks e Hughes, 1982), foi rapidamente estendida à diversos problemas, veja

por exemplo (Franca e Hughes, 1988). Esta, consiste basicamente em adicionar à

formulação de Galerkin padrão, termos que são dependentes da malha, consistentes

e numericamente estabilizantes. Para o problema de reação-difusão, destacamos

os métodos GGLS, (Franca e do Carmo, 1989), GLS, (Harari e Hughes, 1994),

GLS-GGLS, (Valentin e Franca, 1995), e USFEM, (Franca e Valentin, 2000).

Entretanto, a obtenção e correspondente justificativa f́ısica e/ou mate-

mática do parâmetro de estabilização presentes nos métodos estabilizados repre-

sentam ainda questões em aberto, e esforço considerável tem sido dedicado a esses

tópicos, veja por exemplo (Brezzi et al., 1997), (Brezzi et al., 2003) e (Araya et al.,

2009). É dentro desse esforço que desenvolvemos os dois métodos estabilizados

propostos na seção 3.5 deste caṕıtulo.

Já no que diz respeito aos métodos enriquecidos, dirigimos nosso foco à

estratégia introduzida em (Franca et al., 2005b), cujas idéias básicas descrevemos

abaixo.

Métodos enriquecidos de Petrov-Galerkin são construidos visando forne-

cer maior precisão e aumento simultâneo de estabilidade. O método está baseado

na formulação variacional de um modelo espećıfico e é obtido aproximando a função
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tentativa através de polinômios por partes enriquecidos com funções multiescala,

enquanto que a função teste é aproximada por polinômios por partes enriquecidos

com funções bolhas. Esta diferença entre as aproximações das funções tentativa e

teste é parte da abordagem de Petrov-Galerkin.

Escolhendo funções bolhas para enriquecer as funções teste, temos condi-

ções de contorno nulas sobre as arestas dos elementos, o que assegura a condensação

estática. Desta, resulta uma equação diferencial para a função de enriquecimento

válida para cada elemento, que depende da componente polinomial por partes da

solução e dos dados. Uma vez que a expressão da componente multiescala da

solução está dispońıvel, é então substituida na equação cuja função teste é so-

mente a componente polinomial por partes. Dessa abordagem, resulta um método

estabilizado com diversas melhorias. Dentre essas temos:

(1) O enriquecimento produz estabilidade adicional sem comprometer a con-

sistência de uma maneira distinta dos métodos estabilizados clássicos.

(2) A precisão é melhorada considerando o enriquecimento multiescala não

nulo sobre o contorno dos elementos.

(3) Os termos estabilizantes adicionais podem ter uma forma diferente da ob-

tida pelas modificacões clássicas usando operadores de mı́nimos-quadrados

ou adjunto.

Portanto, apresentamos neste caṕıtulo três novos métodos de elemen-

tos finitos aplicados à equação de reação-difusão. Tratam-se de um enriquecido e

dois estabilizados associados à métodos enriquecidos, derivados via o conceito de

autovalor generalizado, veja por exemplo (Loghin et al., 2006), (Peters e Wilkin-

son, 1970) e (Stewart, 1972). É importante ressaltar que os métodos estabilizados

associados aos métodos enriquecidos têm como vantagem sobre os últimos a sim-

plicidade de implementação computacional.

Nessa ordem de idéias, como nosso primeiro método estabilizado decorre

do método enriquecido de Petrov-Galerkin (PGEM) em (Franca et al., 2005b),
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fazemos previamente uma apresentação sucinta desse método. Na sequência, seção

3.4, introduzimos o primeiro método designado por método de Galerkin enriquecido

(MGE). Na seção 3.5, dedicamos as subseções 3.5.1 e 3.5.2 à derivação dos métodos

estabilizados associados ao PGEM e ao MGE respectivamente. Designamos por

MEM-p o método estabilizado multiescala associado ao PGEM, e por MEM-g

o método estabilizado multiescala associado ao MGE. Reservamos a seção 3.6 à

análise de erro dos novos métodos estabilizados, (MEM-p) e (MEM-g). A seção

3.7 apresenta a análise de erro do novo método enriquecido (MGE). Na seção

3.8 apresentamos a validação numérica dos métodos propostos. Finalizamos este

caṕıtulo com as conclusões gerais dadas na seção 3.9.

3.2 O Modelo

O problema eĺıptico linear de reação-difusão consiste em encontrar a

função escalar u = u(x), tal que

 Lu := −ε∆u+ σu = f em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.
(3.1)

Aqui, ε ∈ IR+ é o coeficiente de difusão, σ ∈ IR+ denota o coeficiente

de reação e f ∈ L2(Ω) é uma fonte externa. A formulação variacional associada a

este problema consiste em encontrar u ∈ H1
0 (Ω), tal que

a(u, v)Ω = (f, v)Ω ∀ v ∈ H1
0 (Ω), (3.2)

onde

a(u, v)Ω := ε(∇u,∇v)Ω + σ(u, v)Ω. (3.3)

Pelo teorema de Lax-Milgram, (Quarteroni e Valli, 1997), este é um

problema bem posto, pois f ∈ L2(Ω) e a forma bilinear a(., .)Ω é cont́ınua e coerciva

sobre H1
0 (Ω). Além disso, u ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω). Contudo, esta regularidade é não
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uniforme em ε já que na estimativa a priori, (Schatz e Wahlbin, 1983),

||u||2,Ω ≤ C∗||f ||0,Ω

a constante C∗ depende fortemente de ε.

Sem perda de generalidade, assumimos doravante que a função f per-

tence ao espaço V1 definido em (2.18).

Observação 3.1 Apesar de focarmos nossa atenção ao caso em que os coeficentes

ε e σ em (3.1) são constantes positivas, a extensão aos casos ε = ε(x) e σ = σ(x),

ambas funções mensuráveis, com constantes positivas ε0, ε1, σ0 e σ1 tais que

0 < ε0 ≤ ε(x) ≤ ε1, 0 < σ0 ≤ σ(x) ≤ σ1,

é direta. Também restringimos o estudo do problema (3.1) ao caso em que as

condições de contorno são do tipo Dirichlet homogêneas, pois sua contrapartida

não homogênea recai no caso homogêneo por simples mudança de variável, veja

por exemplo (Evans, 1992) para mais detalhes.

�

3.3 Revisão dos Métodos Enriquecidos

Centrando nossa revisão sobre métodos enriquecidos no PGEM proposto

em (Franca et al., 2005b), denotamos por H1(Th) e H1
0 (Th) os espaços de funções

definidas em Ω cuja restrição a cada elemento K de Th pertence a H1(K) e H1
0 (K)

respectivamente.

Por razões que ficarão claras mais adiante, introduzimos os operadores

locais BK eMK . O operador local BK : L2(∂K)→ H1(∂K) é definido da seguinte

maneira: Dada uma função wL ∈ L2(∂K), associa a esta wE = BKwL ∈ H1(∂K),

tal que  L∂KwE := σwE − ε
∂2wE
∂s2

= wL sobre Z ∈ ∂K,

wE = 0 nos nós de Z ∈ ∂K,
(3.4)
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onde s é uma variável que parametriza ∂K por comprimento de arco e σ é uma

constante positiva que depende de σ e pode variar com as medidas de K e de Z ∈

∂K como veremos mais adiante. Para o operador local MK : H1(K) → H2(K)

temos a definição que se segue: Dada uma função zL ∈ H1(K), associa a esta

zE =MKzL ∈ H2(K), a solução do problema


LzE = zL em K,

zE = BK
(
σ

σ
zL

)
sobre ∂K.

(3.5)

Consideremos o espaço VL definido em (2.19). Logo, a aproximação

clássica de Galerkin para o problema (3.2) pode ser formulada da seguinte maneira:

Encontrar uL ∈ VL, tal que

a(uL, vL)Ω = (f, vL)Ω ∀ vL ∈ VL. (3.6)

Como apontado anteriormente, se o problema é de reação dominante,

ou seja, singularmente perturbado, então, a menos que σh2 seja da mesma ordem

de ε, a solução do problema (3.6) exibirá fortes oscilações junto à camada limite.

Centrando nossa revisão sobre métodos enriquecidos no PGEM proposto

em (Franca et al., 2005b), temos que este considera por um lado a aproximação da

solução para o problema (3.2), utilizando o espaço das funções tentativas definido

por

UA := VL ⊕ UE, (3.7)

no qual UE ⊂ H1(Th) ∩ H1
0 (Ω) é um espaço de dimensão finita, chamado de es-

paço de enriquecimento ou espaço multiescala, tal que VL ∩ UE = {0} e definido

precisamente por

UE = {wE ∈ H1(Th) : wE|K =MK(wL), ∀ wL ∈ V1}. (3.8)
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Por outro lado, o espaço das funções teste é definido por

VA = VL ⊕ VB, (3.9)

onde VB ∈ H1
0 (Th) é o espaço das funções bolha dado por

VB = ⊕KH1
0 (K), (3.10)

escolhido para enriquecer o espaço padrão das funções teste, VL.

Sejam os espaços enriquecidos UA e VA definidos acima. Então, as fun-

ções uA ∈ UA e vA ∈ VA podem ser decompostas de maneira única sob a forma

uA = uL + uE ∈ VL ⊕ UE, com uL ∈ VL e uE ∈ UE, (3.11)

e

vA = vL + vB ∈ VL ⊕ VB, com vL ∈ VL e vB ∈ VB. (3.12)

Adicionalmente, vB admite decomposição única entre os elementos K

da forma

vB =
∑
K∈Th

vKb , vKb ∈ H1
0 (K). (3.13)

Então, o problema variacional (3.2) em UA e VA pode ser escrito como

se segue: Encontrar uA ∈ UA tal que

∑
K∈Th

a(uA, vA)K =
∑
K∈Th

(f, vA)K ∀ vA ∈ VA, (3.14)

onde o sub́ındice (·)K indica que as integrais envolvidas estão restritas ao elemento

K.

Usando as decomposições (3.11), (3.12), (3.13) e a bilinearidade da forma

a(·, ·)K , constatamos que resolver o problema (3.14) é equivalente a resolver os dois
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sub-problemas seguintes: encontrar uA = uL + uE ∈ VL ⊕ UE tal que

a(uL, vL)Ω +
∑
K∈Th

a(uE, vL)K = (f, vL)Ω , ∀ vL ∈ VL, (3.15)

a(uL, v
K
b )K + a(uE, v

K
b )K = (f, vKb )K , ∀K ∈ Th , vKb ∈ H1

0 (K).(3.16)

Da integração por partes temos que

a(w, z)K = (Lw, z)K ∀ z ∈ H1
0 (K), (3.17)

o que permite escrever (3.16) de forma forte como

LuE = f − LuL em K. (3.18)

Visando torná-lo bem posto, o problema diferencial acima deve ser com-

plementado com condições de contorno. Para fazer isso, (Franca et al., 2005b)

consideram também a correção do reśıduo da equação forte no contorno de K

impondo portanto a seguinte condição de contorno sobre uE:

uE = BK
(
σ

σ

(
f − LuL

))
sobre ∂K, (3.19)

garantindo assim a existência e a unidade da solução do problema (3.18) dada

formalmente por

uE =MK

(
f − LuL

)
. (3.20)

Substituindo (3.20) em (3.15) obtemos em termos de uL apenas, a equa-

ção que representa o PGEM cuja formulação lê-se: encontrar uL ∈ VL tal que

Bm(uL, vL) = Fm(vL) ∀ vL ∈ VL, (3.21)

onde

Bm(w, z) := a
(
w, z

)
Ω
−
∑
K∈Th

a
(
MK(Lw), z

)
K
, (3.22)
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e

Fm(z) := (f, z)Ω −
∑
K∈Th

a(MKf, z)K . (3.23)

Observação 3.2 No contexto dos métodos enriquecidos (métodos multi-escalas),

o termo
∑

K∈Th
a(uE, vL)K em (3.15) representa o efeito da microescala (não cap-

turadas pela malha), uE, sobre a macroescala, uL.

�

Observação 3.3 Na estratégia de enriquecimento clássica com funções bolhas,

como é o caso do método das bolhas livre de reśıduo (RFB), conforme abordagem

em (Brezzi e Russo, 1994), também é necessário resolver o problema local (3.18),

porém assumindo que uE se anula sobre todo contorno ∂K ∈ VZ . Isso implica

que o problema local correspondente deva ser resolvido numericamente, recaindo

assim nos métodos de elementos finitos em dois ńıveis (TLFEM),veja por exemplo

(Franca et al., 2006a), (Franca e Hwang, 2002) e (Nesliturk, 1999), cujo custo

computacional é sempre questionado. Ao contrário do que ocorre na abordagem

RFB, no PGEM são obtidas soluções anaĺıticas para (3.18) em virtude da condição

de contorno (3.4).

�

Observação 3.4 A análise do método (3.21) pode ser vista em (Franca et al.,

2005a). Nesse trabalho, mostra-se que o PGEM em (3.21) é bem posto, consistente

e são apresentados resultados de convergência em ambos os limites assintóticos, i.e,

em h e em ε.

�

3.3.1 Funções de Base Enriquecidas

Descrevemos agora o modo de implementar o PGEM em (3.21) em ter-

mos das funções de base. Para tanto, denotemos

UE = span{φi}i∈I e V1 = span{ψi}i∈I , (3.24)
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onde as funções ψi, i ∈ I, representam funções de base cont́ınuas e lineares ou

bilineares por partes usuais. Logo, f e uL são dadas por

uL =
∑
i∈I0

ψiui, f =
∑
j∈I

ψjfj, (3.25)

onde ui, i ∈ I0, e fj, j ∈ I, são os valores nodais de u e f respectivamente. Aqui,

I representa o conjunto de ı́ndices do total de pontos nodais em Th, enquanto que

I0 é o conjunto de ı́ndices dos pontos nodais internos da triangulação Th. Assim,

para satisfazer (3.20) escrevemos

uE =
∑
i∈I0

φiui −
∑
i∈I

φi
fi
σ
, (3.26)

onde as funções de base de enriquecimento φi ∈ UE, i ∈ I, definidas por

φj := −MK

(
Lψj

)
= −σMK

(
ψj
)
, ∀ j ∈ I, (3.27)

satisfazem 
Lφj = −σψj em K,

L∂Kφj = −σψj sobre ∂K,

φj = 0 nos nós de K.

(3.28)

Por conveniência de apresentação do PGEM introduzimos as funções

multiescala enriquecidas, λi, i ∈ I, definidas por

λj := ψj + φj = Iψj −MK(Lψj) =
(
I − σMK

)
ψj, ∀ j ∈ I, (3.29)

com I denotando o operador identidade.
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De (3.29), temos que o problema local (3.28) em termos de λj é da forma


Lλj = 0 em K,

L∂Kλj = 0 sobre ∂K,

λj = ψj nos nós de K.

(3.30)

Finalmente, usando (3.27) e (3.29) em (3.21), após manipulações algebŕı-

cas chegamos a formulação matricial do PGEM dada por: Encontrar os coeficientes

uj, j ∈ I0, tais que

∑
j∈I0

a(λj, ψi)Ω uj =
∑
j∈I

[a(λj, ψi)Ω − ε(∇ψj,∇ψi)Ω]
fj
σ
, ∀i ∈ I0. (3.31)

3.3.2 Cálculo das Funções Multiescala do PGEM

Métodos enriquecidos tornam-se extrememente competitivos, computa-

cionalmente falando, sempre que podemos fornecer aproximações anaĺıticas para

as funções de enriquecimento cujo erro é da ordem do erro do método. É dentro

deste contexto que (Franca et al., 2005b) fornecem as funções de enriquecimento

multiescala que apresentamos aqui, já que estas funções são obtidas em decorrên-

cia da perturbação introduzida na definição do operador local de contorno L∂K em

(3.4), ou seja, substitindo σ por um coeficiente perturbado σ.

Seja K um elemento da partição Th com contorno ∂K e Z uma aresta

de ∂K. Tomemos primeiramente K triangular. Neste caso, a dependência do

coefiente σ em termos das medidas de K e de Z é dada por

σ :=
σ

γiK |Z|2
, (3.32)

onde a constante positiva γiK é definida por

γiK =

(
∂ψi
∂x

∣∣∣∣
K

)2

+

(
∂ψi
∂y

∣∣∣∣
K

)2

=
|Zi|2

4|K|2
∀i ∈ I, (3.33)
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com Zi denotando a aresta de K oposta ao nó i.

Em decorrência das definções (3.32) e (3.33), a solução anaĺıtica de (3.29)

é dada por

λi(x, y) =
sinh (αiψi(x, y))

sinh (αi)
∀ i ∈ I, (3.34)

na qual

αi =

√
σ

εγiK
. (3.35)

Agora, assumimos que K é um elemento quadrangular e escolhemos

σ = σ/2. Sem perda de generalidade, consideremos um retângulo K de vértices

1, · · · , 4 em (0, 0), (hx, 0), (hx, hy), (0, hy). Como a função de forma bilinear ψ1

pode ser escrita como ψ1(x, y) = ψx1 (x)ψy1(y), segue-se que

λ1(x, y) =
sinh (αxψ

x
1 (x)) sinh (αyψ

y
1(y))

sinh (αx) sinh (αy)
, (3.36)

onde

αx =

√
σh2

x

2ε
, αy =

√
σh2

y

2ε
, (3.37)

satisfaz (3.30) exatamente. As funções de base λj, j = 2, · · · , 4 são obtidas imedi-

atamente por simples mudança de variável.

Consideremos em particular um ponto nodal l ∈ I. Então, examinando

todos os elementos conectados a este nó, podemos usar a equação (3.36) para

ilustrar a função de forma nodal λl. Fixando σ = 1, obtemos para ε = 1, ε = 10−1

e ε = 10−3, as funções de forma λl apresentadas na figura 3.1. Como podemos

observar na figura 3.1, a medida que ε tende para zero, o suporte da função λl que

coincide com o da função bilinear, ψl, para ε = 1, diminui em torno do ponto nodal

l. Este comportamento da função de forma λl, é responsável tanto em adicionar ao

PGEM a estabilização e a precisão necessárias nos casos singularmente perturbados

(ε < σh2), como em fornecer resultados próximos do método de Galekin padrão

nos casos em que ε é da ordem de σh2.

Observação 3.5 Novamente, tanto a escolha σ = 2σ quanto a escolha em (3.32)
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são justificadas pela análise de erro do método efetuada em (Franca et al., 2005a) e

pela consequente melhoria na performance computacional. Contudo, ao contrário

do caso de discretização com elementos retangulares, importa realçar que as funções

enriquecidas em (3.34) não são necessariamente cont́ınuas nas arestas. Excetuando

o caso em que a malha é composta exclusivamente por elementos equilaterais, o

valor de γjK nas arestas, e consequentemente o de λj, pode mudar de um elemento

para outro, como fica evidenciado pela equação (3.33). Em outras palavras, a

utilização dessas funções torna o PGEM um método não-conforme.

�
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(a) Função de forma λl(x, y) para
ε = 1
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(b) Perfil λl(x, 0.5) para ε = 1

(c) Função de forma λl(x, y) para
ε = 10−1
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(d) Perfil λl(x, 0.5) para ε = 10−1

(e) Função de forma λl(x, y) para
ε = 10−3
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(f) Perfil λl(x, 0.5) para ε = 10−3

Figura 3.1: Gráficos de λl(x, y) e dos perfis λj(x, 0.5) para distintos valores de ε.

3.4 Novo Método de Galerkin Enriquecido

Como veremos nos exemplos numéricos, seção 3.7, e constatado também

por (Ilinca e Hétu, 2008), apesar do PGEM apresentar robustez superior aos de-
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mais métodos também propostos para superar as dificuldades numéricas impostas

pela presença de camada limite na solução de problemas singularmente perturba-

dos, instabilidades residuais ainda persistem para certos valores de σh2/ε. Este

fato motivou o desenvolvimento do método de Galerkin enriquecido (MGE) que

apresentamos nesta seção.

Para a construção do método de Galerkin enriquecido (MGE), tomamos

como base as idéias do PGEM introduzidas na seção precedente, diferindo deste

apenas na forma como o espaço das funções teste é enriquerido, conduzindo a um

método de Galerkin e não mais de Petrov-Galerkin. Assim, seja o espaço das

funções teste para o MGE dado por

VM := VU ⊕H1
0 (Th) , com VU := VL + UE , (3.38)

onde UE é o espaço definido em (3.8).

Agora, temos que todo elemento vM de VM admite decomposição única

da forma

vM = vU + vB, (3.39)

com vU ∈ VU , e vB ∈ H1
0 (Th). Além disso, um elemento vU de VU possui decompo-

sição não necessariamente única dada por

vU = vL + vE, (3.40)

na qual vL ∈ VL e vE ∈ UE. Assim, nossa aproximação da solução exata no espaço

enriquecido (3.7) é definida pela solução do seguinte problema: Encontrar uA ∈ UA

tal que ∑
K∈Th

a(uA, vM)K =
∑
K∈Th

(f, vM)K ∀ vM ∈ VM . (3.41)

Aqui novamente, usando as decomposicões (3.10), (3.39) e a bilineari-

dade da forma a(·, ·)K , de (3.41) temos imediatamente que a solução correspondente
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uA ∈ UA satisfaz

∑
K∈Th

a(uA, vU)K =
∑
K∈Th

(f, vU)K ∀ vU ∈ VU , (3.42)

a(uA, v
K
b )K = (f, vKb )K ∀ vKb ∈ H1

0 (K), (3.43)

onde vKb = vB|K .

Como podemos observar, (3.43) é exatamente igual a (3.16). Assim,

associado a este problema, consideramos também a solução uE conforme (3.20).

Seja vE|K =MK(−LvL). Então, usando a decomposição (3.40) para as

funções vU ∈ VU , temos a relação

vU =
(
I −MKL

)
(vL) := χK(vL). (3.44)

Assim, por construção, de (3.42), usando a decomposição em (3.11),

as relações (3.20) e (3.44), obtemos finalmente o método de Galerkin enriquecido

(MGE) cuja formulação lê-se: encontrar ug ∈ VL tal que

Bg(ug, vL) = Fg(vL) ∀ vL ∈ VL, (3.45)

onde

Bg(w, z) :=
∑
K∈Th

a(χK(w), χK(z))K , (3.46)

e

Fg(z) :=
∑
K∈Th

[(f, χK(z))K − a(MK(f), χK(z))K ] . (3.47)

Das relações (3.44) e (3.29) temos que

χK(ψj) = λj, ∀ j ∈ I, (3.48)

o que permite formular a contrapartida discreta de (3.45) como se segue: encontrar
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os coeficientes uj, j ∈ I0 tais que

∑
j∈I0

a
(
λj, λi

)
uj =

∑
j∈I

[
(ψj, λi)− a

(
MK(ψj), λi

)]
fj ∀ i ∈ I0, (3.49)

ou equivalentemente

∑
j∈I0

a
(
λj, λi

)
uj =

∑
j∈I

[
a(λj, λi)− ε

(
∇ψj,∇λi

)]fj
σ

∀ i ∈ I0. (3.50)

Observação 3.6 Em particular, tomando λi = ψi em (3.50), obtemos o PGEM

em (3.31) proposto em (Franca et al., 2005b) e analisado em (Franca et al., 2005a).

�

3.5 Novos Métodos Estabilizados Multiescala

Dedicamos esta seção à construção e análise de dois novos métodos es-

tabilizados para o modelo de reação-difusão estacionário.

Na subseção 3.5.1 apresentamos o primeiro método que designamos por

método estabilizado multiescala (MEM-p), o qual está associado ao PGEM em

(3.20). Dedicamos a subseção 3.5.2 à apresentação do segundo método designado

por método estabilizado multiescala (MEM-g), associado agora ao novo método

enriquecido, MGE, em (3.45).

Precedendo a apresentação dos novos métodos, introduzimos resultados

auxiliares e algumas definições que serão usadas em seguida.

Lema 3.7 Sejam os operadores MK e χK definidos em (3.5) e (3.44) respectiva-
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mente. Então, para todo vL ∈ S1(K) temos;

i) µKmin ||vL||20,K ≤
(
χK(vL), χK(vL)

)
K
≤ µKmax ||vL||20,K ,

ii) %Kmin ||vL||20,K ≤
(
χK(vL), vL

)
K
≤ %Kmax ||vL||20,K ,

iii) ρKmin ||vL||20,K ≤
(
MK(vL), vL

)
K
≤ ρKmax ||vL||20,K ,

iv) γKmin ||vL||20,K ≤
(
MK(vL),MK(vL)

)
K
≤ γKmax ||vL||20,K ,

v) θKmin |vL|21,K ≤
(
∇(χK(vL)),∇vL

)
K
≤ θKmax |vL|21,K ,

vi) ζKmin ||vL||20,K ≤
(
∇(χK(vL)),∇[−σMK(vL)])

)
K
≤ ζKmax ||vL||20,K ,

vii) ηKmin ||vL||20,K ≤
(
∇(MK(vL)),∇(MK(vL))

)
K
≤ ηKmax ||vL||20,K ,

onde µKj , %Kj , ρKj , γKj , νKj , δKj e ηKj , com j = min,max, são parâmetros positivos

dependentes de K, σ e ε (veja apêndice B).

Prova: Os resultados acima decorrem da aplicação direta da propriedade do

quociente de Rayleigh em (A.5) (vide apêndice A).

Apenas como ilustração, provamos a seguir o item ii).

Seja NK o número de nós em K. Então, lembrando que as funções vL ∈

S1(K) são da forma vL =
∑NK

j=1 vjψj = vψT com v = (v1, v2, · · · , vNK
) e ψ =

(ψ1, ψ2, · · · , ψNK
), temos que

||vL||20,K =

∫
K

(vL)2dK = (vL, vL)K

= (vψT ,vψT )K = (vψT , (vψT )
T

)K

= (vψT , ψvT )K = v(ψT , ψ)KvT

= v[MGS1]vT .

(3.51)

Aqui [MGS1] = (ψT , ψ)K , S = P,Q é a matriz de massa definida na

subseção B.1.1 do apêndice B, equações (B.8) e (B.22). O super-́ındice T em vT e

ψT denota a transposição dos vetores v e ψ respectivamente.
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Por outro lado temos que

(
χK(vL), vL

)
K

=
(
[I − σMK ](vψT ),vψT

)
K

=
(
[I − σMK ](vψT ), (vψT )

T )
K

=
(
[I − σMK ](vψT ), ψvT

)
K

= v
(
λT , ψ

)
K

vT = v[MMsS1]vT .

(3.52)

A matriz [MMsS1] introduzida na equação acima encontra-se definida na

subseção B.1.1 do apêndice B, equações B.12 e B.26.

Assim, de (3.51) e (3.52) temos que o quociente de Rayleigh, z, em (A.5)

é dado por

z =
v[MMsS1]vT

v[MGS1]vT
∀ v 6= 0 , (3.53)

e portanto ii) segue-se.

Os restantes itens, exceto o item vi), podem ser provados de maneira

análoga. Para o item vi) seguimos a demonstração proposta em Araya et al.

(2007b).

2

3.5.1 Novo Método Estabilizado Multiescala Associado ao PGEM

O MEM-p que apresentamos nesta subseção, tem como ponto de partida

o PGEM em (3.21).

Partindo também do PGEM, (Araya et al., 2007a) desenvolveram um

método estabilizado multiescala onde a idéia central consistiu no estabelecimento

de uma relação entre o parâmetro estabilizante, τK , e a média da função enriquecida

ou de enriquecimento sobre K. Idéia similar aplicada ao operador de difusão-

convecção já havia sido explorada por (Brezzi et al., 1997).

No MEM-p que estamos propondo aqui, diferente da abordagem comen-
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tada no parágrafo anterior, procuramos estabelecer uma conexão entre o PGEM

e o MEM-p definindo um parâmetro de estabilização, τp = σρKmax, decorrente do

conceito de autovalor generalizado, veja por exemplo (Franca e Madureira, 1993).

Assim, o MEM-p cuja derivação apresentamos em seguida, consiste em

encontrar a função uL(x) ∈ VL tal que

Bp(uL, vL) = Fp(vL) ∀ vL ∈ VL, (3.54)

onde

Bp(w, z) := a(w, z)Ω −
∑
K∈Th

[τp(Lw, z)K ] , (3.55)

Fp(z) := (f, z)Ω −
∑
K∈Th

[τp(f, z)K ] , (3.56)

com

τp =


1−

6
(
sinh(αK))− αK

)
α2
K sinh(αK)

para K triangular,

1−
4
(
cosh(αK)− 1

)
α2
K

(
1 + cosh(αK)

) para K retangular.

(3.57)

Observação 3.8 Para cada K ∈ Th, designamos por αK o parâmetro adi-

mensional local definido por

αK =


max1≤i≤3{αi}, para K triangular,

max{αx, αy}, para K retangular,

(3.58)

com αi dado por (3.35) e αx e αy conforme (3.37).

�

3.5.1.1 Derivação do Método Estabilizado Multiescala (MEM-p)

Partindo de (3.21), esta seção apresenta a derivação do método (3.54).

Para tanto, algumas hipóteses são feitas e posteriormente validadas através da

análise de erro.
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Iniciamos reescrevendo (3.21) na seguinte forma : achar uL ∈ VL tal que

a(uL, vL)Ω −
∑
K∈Th

[a(MK(L(uL)− f), vL)K ] = (f, vL)Ω ∀ vL ∈ VL . (3.59)

Usando (3.3) no segundo termo do lado esquerdo da expressão acima

temos que

∑
K∈Th

[a(MK(LuL − f), vL)K ] =
∑
K∈Th

[
σ
(
MK(LuL − f), vL

)
K

+ε
(
∇(MK(LuL − f)),∇vL

)
K

]
.

(3.60)

Então, da integração por partes (fórmula de Green), temos a identidade

(
∇(MK(LuL − f)),∇vL

)
K

=
(
MK(LuL − f),∇vL · n

)
∂K

, ∀ vL ∈ VL. (3.61)

Lembrando que (LuL − f)|K ∈ VL, tomamos a aproximação

(MK(LuL − f), vL)K ∼= ρKmax(LuL − f, vL)K . (3.62)

Tal aproximação é motivada por (3.64)-(3.68).

Em seguida, negligenciamos o termo de bordo em (3.61). Com isso,

usando a aproximação em (3.62) podemos escrever (3.60) como

∑
K∈Th

[a(MK(LuL − f), vL)K ] ∼=
∑
K∈Th

[
σρKmax

(
LuL − f, vL

)
K

]
(3.63)

que substituida em (3.59) completa a derivação de (3.54). Ambas aproximações

serão precisamente validadas através da análise de erro. Estas serão baseadas

fortemente nos seguintes aspectos:

Seja wL ∈ S1(K). Então, para todo zL ∈ S1(K) as igualdades

lim
ε→0

(
MK(wL), zL

)
K

= σ−1(wL, zL)K , (3.64)
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e

lim
h→0

(
MK(wL), zL

)
K

= 0 , (3.65)

são válidas. Em particular, para zL = wL, do lema 3.7, item iii), segue-se que

ρKmin||wL||20,K ≤
(
MK(wL), wL

)
K
≤ ρKmax||wL||20,K , (3.66)

com

lim
ε→0

ρKmin = lim
ε→0

ρKmax = σ−1 , (3.67)

lim
h→0

ρKmin = lim
h→0

ρKmax = 0 , (3.68)

conforme ilustrações nas figuras B.4 e B.10, apêndice B, onde são mostrados os

gráficos de σρKmax e σρKmin em função do parâmetro αK .

3.5.2 Novo Método Estabilizado Multiescala Associado ao MGE

Adotando procedimento análogo ao descrito na subseção anterior, apre-

sentamos agora o método estabilizado multiescala, MEM-g, decorrente do MGE,

cuja formulação lê-se: encontrar a função uL(x) ∈ VL tal que

Bs(uL, vL) = Fs(vL) ∀ vL ∈ VL, (3.69)

onde

Bs(w, z) := a(w, z)Ω −
∑
K∈Th

[τs(Lw, z)K ] , (3.70)

Fs(z) := (f, z)Ω −
∑
K∈Th

[τs(f, z)K ] , (3.71)

60



com

τs =



1−
6
(
4 cosh(αK) + (cosh(αK))2 − 2αK sinh(αK)− α2

K − 5
)(

αK sinh(αK)
)2

para K triangular,

1−
3
(
(sinh(αK))2 − α2

K

)(
αK sinh(αK)

)2 para K retangular.

(3.72)

3.5.2.1 Derivação do Método Estabilizado Multiescala (MEM-g)

Agora, nosso ponto de partida visando alançar (3.69) é a equação (3.45).

Para tanto, consideremos inicialmente o lado esquerdo de (3.45). Então, por defi-

nição temos que

∑
K∈Th

a
(
χK(uL), χK(vL)

)
K

=
∑
K∈Th

[
σ
(
χK(uL), χK(vL)

)
K

+ ε
(
∇(χK(uL)),∇(χK(vL))

)
K

]
.

(3.73)

Supomos as aproximações:

(
χK(w), χK(z)

)
K
∼= µKmax

(
w, z

)
K
∀ w, z ∈ VL, (3.74)

e (
∇(χK(w)),∇(χK(z))

)
K
∼= (∇w,∇z)K ∀w, z ∈ VL. (3.75)

Além disso, aproximamos primeiramente
(
∇(MK(f)),∇(χK(z))

)
K

por(
∇(MK(f)),∇z

)
K

e adicionalmente, à semelhança de (3.61), negligenciamos tam-

bém o termo de bordo
(
MK(f),∇χK(vL) · n

)
∂K

.

Com isso, podemos escrever (3.45) sob a forma

∑
K∈Th

[
µKmaxσ

(
uL, vL

)
K

+ ε
(
∇uL,∇vL

)
K

]
=
∑
K∈Th

[
µKmax

(
f, vL

)
K

]
, (3.76)
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da qual obtemos o novo método estabilizado formulado em (3.69) fazendo

µKmax = 1− τs. (3.77)

3.6 Análise Numérica dos Novos Métodos Estabilizados

Nesta seção procedemos à analise númerica dos métodos propostos em

(3.54) e (3.69), designados por MEM-p e MEM-g respectivamente. Para tanto,

definimos inicialmente as normas ||w||p e ||w||s sobre VL, dadas por

||w||2p :=
∑
K∈Th

[
σ%Kmin||w||20,K + ε||∇w||20,K

]
, (3.78)

e

||w||2s :=
∑
K∈Th

[
σµKmax||w||20,K + ε||∇w||20,K

]
, (3.79)

associadas às formas bilineares Bp(·, ·) e Bs(·, ·), respectivamente.

Na sequência temos que C, C1, C2, C3, · · · , denotam constantes gené-

ricas positivas independentes de hK , ε, e σ, porém seus valores podem variar em

cada ocorrência.

3.6.1 Existência e Unicidade para o MEM-p

O resultado a seguir garante, pelo lema de Lax-Milgran, a existência e

unicidade de solução de (3.54).

Lema 3.9 (Continuidade e coercividade). A forma bilinear Bp(·, ·) satisfaz

i) |Bp(w, z)| ≤ C1||w||p||z||p , ∀ w, z ∈ VL, (3.80)

ii) Bp(w,w) ≥ C2||w||2p , ∀ w ∈ VL, (3.81)

e portanto, o problema (3.54) tem solução única.
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Prova: Provaremos inicialmente o item i). Assim, da definição de Bp(·, ·), equação

(3.55), da identidade

1− σρKmax = %Kmin, (3.82)

dada em (B.110) (veja apêndice B) e da desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

que

|Bp(w, z)| = |a(w, z)Ω − σ
∑
K∈Th

[
ρKmax(Lw, z)K

]
|

= |
∑
K∈Th

[
σ(1− σρKmax)(w, z)K + ε(∇w,∇z)K

]
|

= |
∑
K∈Th

[
σ%Kmin(w, z)K + ε(∇w,∇z)K

]
| = |(w, z)p|

≤ ||w||p||z||p,

(3.83)

e portanto o lema segue-se, com a constante de continuidade C1 = 1.

O item ii) segue-se imediatamente da definição de Bp(·, ·), equação

(3.55), e uso da igualdade (3.82). Novamente, a constante de coercividade C2

é unitária. 2

3.6.2 Existência e Unicidade para o MEM-g

Pelo lema de Lax-Milgran, o resultado abaixo garante que (3.69) seja

bem posto.

Lema 3.10 (Continuidade e coercividade). A forma bilinear Bs(·, ·) satisfaz

i) |Bs(w, z)| ≤ C1||w||s||z||s , ∀ w, z ∈ VL, (3.84)

ii) Bs(w,w) ≥ C2||w||2s , ∀ w ∈ VL, (3.85)

e portanto, o problema (3.69) é bem posto.
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Prova: A prova é análoga à do lema 3.9, sendo suficiente considerar agora as

definições de Bs(·, ·) e || · ||s em (3.70) e (3.79) respectivamente, e a identidade

µKmax = 1− τs. (3.86)

2

Observação 3.11 Tal como no lema 3.9, as constantes de continuidade e coerci-

vidade no lema 3.10 também são unitárias.

�

3.6.3 Estimativas de Erro para o MEM-p

Aqui, mostramos primeiramente no lema que se segue, que o MEM-p

em (3.54) possui a propriedade de ortogonalidade de Galerkin.

Lema 3.12 (Consistência). Seja u ∈ H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) solução de (3.2) e uL ∈ VL

solução de (3.54), então temos que

Bp(u− uL, vL) = 0 ∀ vL ∈ VL. (3.87)

Prova:

Primeiramente temos que u ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) solução de (3.2) também

satisfaz o problema (3.54), ou seja ;

Bp(u, vL) = a(u, vL)Ω −
∑
K

[τp(Lu− f), z)K ]

= a(u, vL)Ω

= (f, vL)Ω ∀ vL ∈ VL . (3.88)
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Logo,

Bp(u− uL, vL) = Bp(u, vL)− Bp(uL, vL)

= Fp(vL)−Fp(vL)

= 0 . (3.89)

2

Visando o estudo da convergência em h dos métodos propostos neste

trabalho, introduzimos o seguinte resultado da teoria de interpolação.

Lema 3.13 (Interpolação). Seja K um elemento triangular (ou quadrangular) de

vértices j = 1, · · · ,NK , e u ∈ H2(K). Então, a interpolante linear (bilinear) de u

nos vértices de K, definida por Ihu : C0(Ω)→ VL, tal que IKu = Ihu|K , satisfaz

|u− IKu|m,K ≤ Ch2−m
K |u|2,K , 0 ≤ m ≤ 2, (3.90)

com uma constante C > 0 independente de u e de hK .

Prova: Veja (Ciarlet, 1978), (Schwab e Suri, 1998) . 2

Antecedendo o próximo resultado referente a estimativas de interpolação

na norma || · ||p, necessitamos das seguintes desigualdades abaixo (pela definição

de %Kmin, vide apêndice B).

min

{
α2
K

24
,

1

α2
K

}
≤ %Kmin ≤ min

{
1,

2

α2
K

}
. (3.91)

Agora, usando o lema 3.13 temos o seguinte resultado de aproximação.

Lema 3.14 (Aproximação). Seja u ∈ H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) e Ih : C0(Ω) −→ VL tal

como no lema 3.13. Então temos que

||u− Ihu||2p ≤ Ch2
∑
K∈Th

[
σmin

{
1,

2

α2
K

}
h2
K + ε

]
|u|22,K . (3.92)
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Prova: Da definição da norma || · ||p em (3.78) e usando (3.90) e (3.91), temos

que

||u− IKu||2p =
∑
K∈Th

[
σ%Kmin||u− IKu||20,K + ε||∇(u− IKu)||20,K

]

≤ C
∑
K∈Th

[
σmin

{
1,

2

α2
K

}
h4
K |u|22,K + εh2

K |u|22,K
]

≤ Ch2
∑
K∈Th

[
σmin

{
1,

2

α2
K

}
h2
K + ε

]
|u|22,K .

(3.93)

2

Apresentamos em seguida estimativas de erro a priori para o MEM-p e

discutimos alguns aspectos de sua convergência na norma || · ||p.

Lema 3.15 (Convergência do MEM-p). Seja u ∈ H2(Ω)∩H1
0 (Ω) solução de (3.2)

e uL ∈ VL solução de (3.54). Então vale a seguinte estimativa de erro a priori:

||u− uL||p ≤ Ch
∑
K∈Th

[
σmin

{
1,

2

α2
K

}
h2
K + ε

]1/2

|u|2,K . (3.94)

Prova: Consideremos primeiramente a decomposição

e := u− uL = η + ξ , (3.95)

onde

η = u− IKu , ξ = IKu− uL . (3.96)

Lembrando que a forma bilinear Bp(w, z) em (3.55) pode ser escrita sob

a forma

Bp(w, z) =
∑
K∈Th

[
σ%Kmin(w, z) + ε(∇w,∇z)K

]
, (3.97)
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e levando em conta (3.80) e (3.87), de (3.78) concluimos que

||ξ||2p = Bp(ξ, ξ)

= Bp(e− η, ξ)

= Bp(e, ξ)− Bp(η, ξ)

= −Bp(η, ξ) de (3.85)

≤ |Bp(η, ξ)|

≤ C1||η||p||ξ||p ,

(3.98)

e consequentemente

||ξ||p ≤ C1||η||p . (3.99)

Por outro lado, considerando a desigualdade triangular e (3.99), de (3.95)

temos que

||e||p = ||η + ξ||p

≤ ||η||p + ||ξ||p

≤ ||η||p + C1||η||p

= (1 + C1)||η||p

= C3||η||p ,

(3.100)

da qual completamos a prova usando (3.92). 2

Analisamos em seguida a convergência do MEM-p na norma || · ||p consi-

derando por conveniência os casos assintóticos ε > σh2
K e ε < σh2

K apesar de ambos

conduzirem ao mesmo resultado. Assim, do lema 3.15, temos imediatamente os

dois resultados no corolário seguinte:

Corolário 3.16 Para o erro ||u− uL||p no lema 3.15 são válidas as estimativas:

i) ||u− uL||p ≤ Ch
√
ε|u|2,Ω , se ε > σh2

K . (3.101)

ii) ||u− uL||p ≤ Ch
√
ε|u|2,Ω , se ε < σh2

K . (3.102)
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Prova: Vamos inicialmente provar o item i). Neste caso temos que ε > σh2
K , e

portanto

ε > σh2
K =⇒ min

{
1,

2

α2
K

}
= 1 ,

e consequentemente de (3.94) chegamos a

||u− uL||2p ≤ Ch2
∑
K∈Th

[
σh2

K + ε
]
|u|22,K

≤ Ch2ε|u|22,Ω ,

da qual completamos a prova extraindo a ráız quadrada.

No caso do item ii) temos ε < σh2
K que implica em

min

{
1,

2

αK

}
=

2

α2
K

,

e portanto de (3.94) somos conduzidos a

||u− uL||2p ≤ Ch2
∑
K∈Th

[
σ

2

α2
K

h2
K + ε

]
|u|22,K

= Ch2
∑
K∈Th

3ε|u|22,K

≤ Ch2ε|u|22,Ω ,

da qual (3.102) segue-se após extração da ráız quadrada. 2

No corolário que se segue apresentamos resultados de convergência em

h do MEM-p nas normas naturais, ou seja, nas normas L2(Ω) e H1(Ω).

Corolário 3.17 Sejam u e uL satisfazendo as condições do lema 3.15. Então são

válidas as seguintes estimativas de erro a priori:

i) Supondo ε < σh2
K , então existe C independente de ε e σ tal que

||u− uL||0,Ω + h||∇(u− uL)||0,Ω ≤ Ch2|u|2,Ω . (3.103)
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ii) Supondo ε > σh2
K , então existe C? dependente de ε e σ tal que

||u− uL||0,Ω + h||∇(u− uL)||0,Ω ≤ C?h2|u|2,Ω . (3.104)

Prova: Iniciamos a prova pelo item i). Assim, considerando a definição da norma

|| · ||p em (3.78) e a primeira desigualdade em (3.91), obtemos

||u− uL||2p ≥
∑
K∈Th

[
σmin

{
α2
K

24
,

1

α2
K

}
||u− uL||20,K + ε||∇(u− uL)||20,K

]
=
∑
K∈Th

[
σ

1

α2
K

||u− uL||20,K + ε||∇(u− uL)||20,K
]

=
∑
K∈Th

[
ε

h2
K

||u− uL||20,K + ε||∇(u− uL)||20,K
]
,

(3.105)

que combinada com (3.102) conduz a

||u− uL||20,Ω + h2||∇(u− uL)||20,Ω ≤ Ch4|u|22,Ω , (3.106)

da qual obtemos (3.103), o que completa a prova do item i).

Apresentamos em seguida a prova do item ii). Agora, como ε > σh2
K ,

temos que

min

{
1,

1

α2
K

}
= 1 e %Kmin → 1 ,

e portanto, de (3.94) obtemos imediatamente as estimativas

||u− uL||p ≤ Ch
√
σh2 + ε|u|2,Ω , (3.107)

||∇(u− uL)||0,Ω ≤ Ch

√
σh2

ε
+ 1|u|2,Ω , (3.108)

||u− uL||0,Ω ≤ Ch

√
h2 +

ε

σ
|u|2,Ω . (3.109)
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Como podemos ver, a estimativa (3.109) é sub-ótima. Para recuperar

uma estimativa ótima para (3.109), usamos o argumento da dualidade. Para tanto,

seja w ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) solução do problema dual

 Lw := ε∆w + σw = e em Ω ,

w = 0 sobre ∂Ω ,
(3.110)

onde e ∈ L2(Ω).

Antes de prosseguir gostariamos de introduzir o resultado de regulari-

dade eĺıptica, veja por exemplo (Ciarlet, 1978), que para w solução de (3.110),

fornece a estimativa

||w||2,Ω ≤ C||e||0,Ω . (3.111)

A solução w do problema (3.110) satisfaz

Bp(w, e) = a(w, e)

= (e, e)Ω ,

(3.112)

pois Lw − e = 0.

Com isso, de (3.112) chegamos à

||e||20,Ω = Bp(w, e)

= Bp(w − IKw, e) + Bp(IKw, e)

= Bp(w − IKw, e) de (3.87)

≤ ||w − IKw||p||e||p de (3.80)

≤ Ch
√
σh2 + ε|w|2,Ω||e||p de (3.92)

≤ Ch
√
σh2 + ε||e||0,Ω||e||p de (3.113) ,

(3.113)

que implica em

||e||0,Ω ≤ Ch
√
σh2 + ε||e||p . (3.114)
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Usando (3.107) em (3.114) obtemos a estimativa

||e||0,Ω ≤ Ch2
(
σh2 + ε

)
|u|2,Ω . (3.115)

Finalmente, multiplicando (3.108) por h e somando o resultado obtido

com (3.115) completamos a prova com C? dada por

C? = C

[
σh2 + ε+

√
σh2

ε
+ 1

]
. (3.116)

2

Observação 3.18 • Notemos que a estimativa de erro a priori na norma

L2(Ω) apresentada em (3.103) foi obtida sem recorrer ao argumento da

dualidade conhecido na literatura como “Nicthe-Trick”.

• A dependência do erro com respeito a ε é diminuida em relação ao método

de Galerkin. Entretanto, ainda não há convergência uniforme com relação

a ε, pois ||u||H2(Ω) depende de potências negativas de ε.

• As estimativas de erro a priori nas normas naturais L2(Ω) e H1(Ω) em

(3.103) e (3.104) para o MEM-p são ótimas.

�

3.6.4 Estimativas de Erro para o MEM-g

Mostramos inicialmente no lema que se segue, que o MEM-g em (3.69)

é consistente.

Lema 3.19 (Consistência). Seja u ∈ H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) solução de (3.2) e uL ∈ VL

solução de (3.69), então temos que

Bs(u− uL, vL) = 0 ∀ vL ∈ VL. (3.117)
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Prova:

Como u ∈ H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) solução de (3.2) satisfaz o problema (3.69),

ou seja ;

Bs(u, vL) = a(u, vL)Ω −
∑
K

[τs(Lu− f), z)K ]

= a(u, vL)Ω

= (f, vL)Ω ∀ vL ∈ VL , (3.118)

então

Bs(u− uL, vL) = Bs(u, vL)− Bs(uL, vL)

= Fs(vL)−Fs(vL)

= 0 . (3.119)

2

Lema 3.20 (Aproximação). Seja u ∈ H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) e Ih : C0(Ω) −→ VL tal

como no lema 3.13. Então

||u− Ihu||2s ≤ Ch2
∑
K∈Th

[
σmin

{
1,

2

α2
K

}
h2
K + ε

]
|u|22,K . (3.120)

Prova: Como as desigualdades em (3.91) continuam válidas com µKmax em lugar

de %Kmin, a prova é análoga à do lema 3.14. 2

Lema 3.21 (Convergência do MEM-g). Seja u ∈ H2(Ω)∩H1
0 (Ω) solução de (3.2)

e uL ∈ VL solução de (3.69). Então vale a seguinte estimativa de erro a priori:

||u− uL||s ≤ Ch
∑
K∈Th

[
σmin

{
1,

2

α2
K

}
h2
K + ε

]1/2

|u|2,K . (3.121)
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Prova: A preservação de (3.91) quando substituimos µKmax por %Kmin, torna a

prova análoga à do lema 3.15. 2

Corolário 3.22 Para o erro ||u− uL||s no lema 3.21 são válidas as estimativas:

i) ||u− uL||s ≤ Ch
√
ε|u|2,Ω , se ε > σh2

K . (3.122)

ii) ||u− uL||s ≤ Ch
√
ε|u|2,Ω , se ε < σh2

K . (3.123)

Prova: Analoga à prova do corolário 3.16.

2

Corolário 3.23 Sejam u e uL satisfazendo as condições do lema 3.21. Então são

válidas as seguintes estimativas de erro a priori:

i) Supondo ε < σh2
K , então existe C independente de ε e σ tal que

||u− uL||0,Ω + h||∇(u− uL)||0,Ω ≤ Ch2|u|2,Ω . (3.124)

ii) Supondo ε > σh2
K , então existe C? dependente de ε e σ tal que

||u− uL||0,Ω + h||∇(u− uL)||0,Ω ≤ C?h2|u|2,Ω . (3.125)

Prova: Análoga à prova do corolário 3.17, pois (3.91) vale com µKmax em lugar de

%Kmin . 2

3.6.5 Equivalência Entre o PGEM e o MEM-p

Ao longo da derivação do MEM-p apresentada na subseção 3.5.1.1, su-

pomos (3.62) válido e negligenciamos o termo de bordo em (3.61). Esta subseção

objetiva essencialmente mostrar que apesar do erro incorporado ao MEM-p através
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dessas considerações, este permanece em última instância com um erro que é da

mesma ordem do erro do PGEM do qual procede.

Seja θKmin o autovalor generalizado definido na subseção B.2.2 do apên-

dice B) e consideremos a norma || · ||h sobre VL, associada a (3.21), dada por

||w||2h :=
∑
K∈Th

[
σ%Kmin||w||20,K + εθKmin||∇w||20,K

]
. (3.126)

Da definição de θKmin temos que

min

{
α2
K

24
,

1

αK

}
≤ θKmin ≤ min

{
1,

2

αK

}
. (3.127)

Em (Franca et al., 2005a), que é um trabalho dedicado à análise nu-

mérica do PGEM, mostra-se que este é consistente e bem posto. No entanto,

para auxiliar nossa análise apresentamos de maneira breve o resultado referente a

coercividade de Bm(·, ·) em (3.22).

Lema 3.24 (Coercividade). A forma bilinear Bm(·, ·) é coerciva com respeito a

norma || · ||h, i.e, existe uma constante C2 tal que

Bm(w,w) ≥ C2||w||2h ∀w ∈ VL . (3.128)

Prova: Dado w ∈ VL, a forma bilinear Bm(w,w) pode ser reescrita sob a forma

Bm(w,w) =
∑
K∈Th

[
σ([I − σMK ](w), w)K + ε

(
∇([I − σMK ](w)),∇w

)
K

]
.

Assim, da expressão acima e usando o resultado no lema 3.7, itens ii) e
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v), temos que

Bm(w,w) =
∑
K∈Th

[
σ
(
[I − σMK ](w), w

)
K

+ ε
(
∇([I − σMK ](w)),∇w

)
K

]
≥
∑
K∈Th

[
σ%Kmin||w||20,K + εθKmin||∇w||20,K

]
= ||w||2h ,

(3.129)

o que completa a prova. Aqui a constante de coercividade é unitária. 2

Lema 3.25 Sejam u ∈ H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) e uL ∈ VL soluções de (3.2) e (3.54),

respectivamente. Então existe uma constante C tal que

||u− uL||h ≤ Ch
√
ε|u|2,Ω . (3.130)

Prova: Pela definição de θKmin temos que 0 < θKmin ≤ 1. Com isso, das definições

das normas || · ||p e || · ||h em (3.78) e (3.128) respectivamete, temos que

||u− uL||h ≤ ||u− uL||p , (3.131)

e consequentemente, o lema segue-se do corolário 3.16. 2

Teorema 3.26 Seja u ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) a solução exata de (3.2) e uL e ūL solu-

ções de (3.54) e (3.21) respectivamente. Então existe uma constante positiva C∗,

dependente de σ e ε, tal que

||uL − ūL||h ≤ C∗h|u|2,Ω . (3.132)
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Prova: Do lema 3.24, da bilinearidade de Bm(·, ·) e da consistência do método

(3.21) temos que

||uL − ūL||2h ≤ Bm(uL − ūL, uL − ūL)

= Bm(uL − u+ u− ūL, uL − ūL)

= Bm(uL − u, uL − ūL) + Bm(u− ūL, uL − ūL)

= Bm(uL − u, uL − ūL) .

(3.133)

Consideremos em seguida a definição de Bm(w, z) em (3.22) e o lema

3.12. Logo,

Bm(uL − u, uL − ūL) =
∑
K∈Th

[
σ
(
uL − u, uL − ūL

)
K

+ε
(
∇(uL − u),∇(uL − ūL)

)
K
− σ

(
MK(L(uL − u)), uL − ūL

)
K

− ε
(
∇(MK(L(uL − u))),∇(uL − ūL)

)
K

]
=
∑
K∈Th

[
σρKmax

(
L(uL − u), uL − ūL

)
K
− σ

(
MK(L(uL − u)), uL − ūL

)
K

−ε
(
∇(MK(L(uL − u))),∇(uL − ūL)

)
K

]
.

(3.134)

Usando a última igualdade de (3.134) em (3.133) e aplicando a desigual-

dade de Cauchy-Schwarz chegamos à

||uL − ūL||2h ≤
∑
K∈Th

[
σρKmax||L(uL − u)||0,K ||uL − ūL||0,K

+ σ||MK(L(uL − u))||0,K ||uL − ūL||0,K

+ ε||∇(MK(L(uL − u)))||0,K ||∇(uL − ūL)||0,K
]
.

(3.135)

Pela definição da norma || · ||h em (3.126) temos

||w||0,K ≤

√
1

σ%Kmin
||w||h , ||∇w||0,K ≤

√
1

εθKmin
||w||h , (3.136)
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que permitem escrever (3.135) como

||uL − ūL||h ≤
∑
K∈Th

[
ρKmax

√
σ

%Kmin
||L(uL − u)||0,K

+

√
σ

%Kmin
||MK(L(uL − u))||0,K

+

√
ε

θKmin
||∇(MK(L(uL − u)))||0,K

]
.

(3.137)

Em seguida, como Lu = f ∈ VL, usamos os itens iv) e vii) do lema 3.7

para escrever (3.137) sob a forma

||uL − ūL||h ≤
∑
K∈Th

{[
1√
σ

√
1

%Kmin

(
σρKmax +

√
σ2γKmax

)

+

√
ε

σ

√
σ2ηKmax
θKmin

]
||L(uL − u))||0,K

}
.

(3.138)

Fazendo C∗1 = max{1/
√
σ,
√
ε/σ}, e considerando a definição e limitação

(veja figura 3.2 para ilustração)

βK :=
(
σρKmax +

√
σ2γKmax

)√ 1

%Kmin
+

√
σ2ηKmax
θKmin

≤ C2αK ,

(3.139)

de (3.138) chegamos à

||uL − ūL||h ≤
∑
K

C∗1βK ||L(uL − u)||0,K

=
∑
K

C∗1βK ||σ(uL − u)− ε∆(uL − u)||0,K

=
∑
K

C∗1βK ||σ(uL − u)− ε∆uL + ε∆u)||0,K

=
∑
K

C∗1βK ||σ(uL − u) + ε∆u||0,K

≤
∑
K

C∗1C2αK ||σ(uL − u) + ε∆u||0,K .

(3.140)

Aplicando a desigualdade triangular à última desigualdade em (3.140),
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usando o resultado (3.103), corolário 3.17, e considerando a definição de αK =

C3

√
σ/εhK obtemos

||uL − ūL||h ≤
∑
K

[
C∗1C2αK

(
||σ(uL − u)||0,K + ε|u|2,K

)]
≤ C∗h|u|2,Ω .

(3.141)

2

O próximo resultado demonstra a convergência do método PGEM, um

resultado já antecipado em (Franca et al., 2005a). Aqui, o resultado é demonstrado

de forma indireta via o novo método estabilizado.

Corolário 3.27 Sejam u ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) e ūL ∈ VL soluções de (3.2) e (3.21),

respectivamente. Então existe uma constante positiva C∗6 dependente de σ e ε tal

que

||u− ūL||h ≤ C∗6h|u|2,Ω . (3.142)

Prova: Consideremos uL solução de (3.54). Logo, da desigualdade triangular

obtemos

||u− ūL||h = ||u− ūL + uL − uL||h ≤ ||u− uL||h + ||uL − ūL||h , (3.143)

e o resultado segue do lema 3.25 e do teorema 3.26.

2

Observação 3.28 • O resultado do teorema 3.26 não só demonstra a con-

vergência do MEM-p como fornece uma justificativa para a sua derivação.

• A figura 3.2 ilustra o comportamento do parâmetro βK em função de αK .

Como podemos ver, βK é limitada superiormente por CαK . As expressões

e os gráficos de σρKmax, %
K
min, σ2γKmax, σ

2ηKmax e θKmin em função de αK podem

ser vistos no apêndice B.
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• Estimativas de erro a priori ótima e sub-ótima nas normas H1(Ω) e L2(Ω)

respectivamente, para o erro u − ūL são prontamente obtidas de (3.142).

Novamente, usando o argumento da dualidade recuperamos a estimativa

ótima em L2(Ω) para o erro u− ūL.

�

beta_K C alpha_K

a
0 20 40 60 80 100

0

50
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Figura 3.2: Gráficos de βK e CαK versus αK , C > 0.
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3.6.6 Equivalência Entre o MGE e o MEM-g

A análise desenvolvida nesta subseção visa justificar as aproximações

introduzidas ao longo da derivação do MEM-g apresentada na subseção 3.5.2.1,

através do resultado no teorema 3.32, utilizado também na obtenção das estimati-

vas de erro a priori fornecidas na seção 3.7.

Sejam µKmin e θKmin autovalores generalizados definidos na subseção B.2.2

do apêndice B e consideremos a norma || · ||r sobre VL, associada a (3.45), dada

por

||w||2r :=
∑
K∈Th

[
σµKmin||w||20,K + εθKmin||∇w||20,K

]
. (3.144)

Da definição de θKmin temos que

min

{
α2
K

24
,

1

αK

}
≤ θKmin ≤ min

{
1,

2

αK

}
. (3.145)

Apesar de dedicarmos a seção seguinte à análise do MGE, por conveni-

ência, antecipamos os resultados referentes à consistência e existência e unicidade

desse método.

Lema 3.29 (Continuidade e Coercividade para o MGE). A forma bilinear Bg(·, ·)

é cont́ınua e coerciva com respeito a norma || · ||r, i.e, existem constantes C1 e C2

tais que

i) |Bg(w, z)| ≤ C1||w||r||z||r ∀w, z ∈ VL , (3.146)

ii) Bg(w,w) ≥ C2||w||2r ∀w ∈ VL , (3.147)

e consequentemente existe uma única solução para o problema (3.45).

Prova: Iniciamos a prova pelo item i). Antes porém gostariamos de introduzir a

desigualdade seguinte. Dos resultados dos itens v) e vi), lema 3.7, temos

||∇χK(w)||20,K =
(
∇χK(w),∇χK(w)

)
K

=
(
∇χK(w),∇w

)
K

+
(
∇χK(w),∇[−σMK(w)]

)
K
,(3.148)
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que implica em

||∇χK(w)||0,K ≤
√
θKmax ||∇w||0,K +

√
ζKmax ||w||0,K . (3.149)

Para w, z ∈ VL, a definição de Bg(·, ·), equação (3.46), fornece

Bg(w, z) =
∑
K∈Th

[
σ(χK(w), χK(z))K + ε(∇χK(w),∇χK(z))K

]
, (3.150)

da qual, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos

Bg(w, z) ≤
∑
K∈Th

[
σ||χK(w)||0,K ||χK(z)||0,K + ε||∇χK(w)||0,K ||∇χK(z)||0,K

]
.

(3.151)

Levando em conta o resultado do item i), lema 3.7, e (3.149), de (3.151)

chegamos à

Bg(w, z) ≤
∑
K∈Th

[(
σµKmax + εζKmax

)
||w||0,K ||z||0,K + εθKmax||∇w||0,K ||∇z||0,K

+ ε
√
θKmax

√
ζKmax||∇w||0,K ||z||0,K + ε

√
θKmax

√
ζKmax||w||0,K ||∇z||0,K

]
.

(3.152)

O comportamento dos parâmetros µKmin, µKmax, ζ
K
max, θ

K
min e θKmax ilustrado

no apêndice B (figuras B.14 - B.17), indica que existe uma constante positiva, C,

independente de h tal que

σµKmax + εζKmax ≤ CσµKmin , (3.153)

θKmax ≤ CθKmin , (3.154)

e √
θKmax

√
ζKmax ≤ CσµKminθ

K
min . (3.155)
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Usando as desigualdades (3.153), (3.154) e (3.155) em (3.152) obtemos

Bg(w, z) ≤ C
∑
K∈Th

[
σµKmin ||w||0,K ||z||0,K + εθKmin||∇w||0,K ||∇z||0,K

+ εσµKminθ
K
min ||∇w||0,K ||z||0,K + εσµKminθ

K
min ||w||0,K ||∇z||0,K

]
,

(3.156)

da qual concluimos que

Bg(w, z) ≤ C||w||r||z||r , (3.157)

como queriamos demonstrar.

Agora provaremos o item ii). Assim, considerando inicialmente a defi-

nição de de Bg(·, ·) em (3.46), para w ∈ VL temos que

Bg(w,w) =
∑
K∈Th

[
σ(χK(w), χK(w))K + ε(∇χK(w),∇χK(w))K

]
, (3.158)

que pode ser escrita sob a forma

Bg(w,w) =
∑
K∈Th

[
σ(χK(w), χK(w))K + ε(∇χK(w),∇w)K

+ ε(∇χK(w),∇[−σMK(w)])K

]
, (3.159)

da qual, considerando os resultados dos itens i) e vi) do lema 3.7 obtemos

Bg(w,w) ≥
∑
K∈Th

[(
σµKmin + εζKmin

)
||w||20,K + εθKmin||∇w||20,K

]
, (3.160)

de onde o resultado se segue com a constante de coercividade unitária, lembrando

que o parâmetro ζKmin é positivo.

2

Lema 3.30 (Consistência do MGE). Seja u ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) solução de (3.2) e
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uL solução de (3.45). Então,

Bg(u− uL, vL) = 0 ∀vL ∈ VL . (3.161)

Prova: Reescrevendo o MGE proposto em (3.45) sob a forma

∑
K∈Th

[a(uL, χK(vL)K + a(MK(f − LuL), χK(vL))K ] =
∑
K∈Th

(f, χK(vL))K

∀vL ∈ VL ,

(3.162)

constatamos imediatamente que u ∈ H2(Ω)∩H1
0 (Ω) solução de (3.2) satisfaz (3.45),

pois o segundo termo no lado esquerdo de (3.162) desaparece, uma vez que f−Lu =

0. Com isso, obtemos

Bg(u− uL, vL) = Bg(u, vL)− Bg(uL, vL)

= Fg(vL)−Fg(vL)

= 0 ,

(3.163)

que completa a prova.

2

Estimamos primeiramente o erro da solução do método estabilizado

(3.69) na norma || · ||r.

Lema 3.31 Sejam u ∈ H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) e uL ∈ VL soluções de (3.2) e (3.69),

respectivamente. Então existe uma constante C tal que

||u− uL||r ≤ Ch
√
ε|u|2,Ω . (3.164)

Prova: Pela definição de θKmin temos que 0 < θKmin ≤ 1. Lembramos também que

µKmin ≤ µKmax. Com isso, das definições das normas || · ||s e || · ||r em (3.78) e (3.144)
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respectivamete, temos que

||u− uL||r ≤ ||u− uL||s , (3.165)

e consequentemente, o lema segue-se do corolário 3.22. 2

Em seguida, mostramos o erro entre as soluções dos métodos estabili-

zado, (3.69), e enriquecido, (3.45), na norma || · ||r.

Teorema 3.32 Consideremos u ∈ H2(Ω)∩H1
0 (Ω) a solução exata de (3.2). Sejam

uL e ūL soluções de (3.69) e (3.45) respectivamente. Então existe uma constante

positiva C∗ dependente de σ e ε tal que

||uL − ūL||r ≤ C∗h|u|2,Ω . (3.166)

Prova: Levando em conta a bilinearidade de Bg(·, ·), os resultados em (3.147) e

(3.161), somos conduzidos à

||uL − ūL||2r ≤ Bg(uL − ūL, uL − ūL)

= Bg(uL − u+ u− ūL, uL − ūL)

= Bg(uL − u, uL − ūL) + Bg(u− ūL, uL − ūL)

= Bg(uL − u, uL − ūL) .

(3.167)

Das definições de Bg(w, z) e χK(w) em (3.46) e (3.44) respectivamente,
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obtemos

Bg(uL − u, uL − ūL) =
∑
K∈Th

[
σ
(
χK(uL − u), χK(uL − ūL)

)
K

+ ε
(
∇(χK(uL − u)),∇(χK(uL − ūL))

)
K

]
=

∑
K∈Th

[
σ
(
[I −MKL](uL − u), [I −MKL](uL − ūL)

)
K

+ ε
(
∇([I −MKL](uL − u)),∇([I −MKL](uL − ūL))

)
K

]
,

(3.168)

que implica em

Bg(uL − u, uL − ūL) =
∑
K∈Th

[
σ
(
uL − u, uL − ūL

)
K

+ ε
(
∇(uL − u),∇(uL − ūL)

)
K

− σ
(
MK [L(uL − u)], (uL − ūL)

)
K

+ σ
(
MK [L(uL − u)],MK [L(uL − ūL)]

)
K

− σ
(
uL − u,MK [L(uL − ūL)]

)
K

− ε
(
∇(uL − u),∇[MK [L(uL − ūL)]]

)
K

− ε
(
∇[MK [L(uL − u)]],∇(uL − ūL)

)
K

+ ε
(
∇[MK [L(uL − u)]],∇[MK [L(uL − ūL)]]

)
K

]
.

(3.169)
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Considerando o resultado (3.117), de (3.169) chegamos à

Bg(uL − u, uL − ūL) =
∑
K∈Th

[
τs
(
L(uL − u), uL − ūL

)
K

− σ
(
MK [L(uL − u)], uL − ūL

)
K

+ σ
(
MK [L(uL − u)],MK [L(uL − ūL)]

)
K

− σ
(
uL − u,MK [L(uL − ūL)]

)
K

− ε
(
∇(uL − u),∇[MK [L(uL − ūL)]]

)
K

− ε
(
∇[MK [L(uL − u)]],∇(uL − ūL)

)
K

+ ε
(
∇[MK [L(uL − u)]],∇[MK [L(uL − ūL)]]

)
K

]
.

(3.170)

Usando (3.170) em (3.167) e aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz

somos conduzidos à

||uL − ūL||2r ≤
∑
K∈Th

[
τs||L(uL − u)||0,K ||uL − ūL||0,K

+ σ||MK [L(uL − u)]||0,K ||uL − ūL||0,K

+ σ||MK [L(uL − u)]||0,K ||MK [L(uL − ūL)]||0,K

+ σ||uL − u||0,K ||MK [L(uL − ūL)]||0,K

+ ε||∇(uL − u)||0,K ||∇[MK [L(uL − ūL)]]||0,K

+ ε||∇[MK [L(uL − u)]]||0,K ||∇(uL − ūL)||0,K

+ ε||∇[MK [L(uL − u)]]||0,K ||∇[MK [L(uL − ūL)]]||0,K
]
,

(3.171)
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na qual consideramos os resultados do lema 3.7 para obter

||uL − ūL||2r ≤
∑
K∈Th

[
τs||L(uL − u)||0,K ||uL − ūL||0,K

+ σ||MK [L(uL − u)]||0,K ||uL − ūL||0,K

+ σ2||MK [L(uL − u)]||0,K ||uL − ūL||0,K
√
γKmax

+ σ2||uL − u||0,K ||uL − ūL]||0,K
√
γKmax

+ εσ||∇(uL − u)||0,K ||uL − ūL||0,K
√
ηKmax

+ ε||∇[MK [L(uL − u)]]||0,K ||∇(uL − ūL)||0,K

+ εσ||∇[MK [L(uL − u)]]||0,K ||uL − ūL||0,K
√
ηKmax

]
.

(3.172)

Pela definição da norma || · ||r em (3.144) temos

||w||0,K ≤

√
1

σµKmin
||w||r , ||∇w||0,K ≤

√
1

εθKmin
||w||r , (3.173)

que permitem escrever (3.172) como

||uL − ūL||r ≤
∑
K∈Th

[
τs||L(uL − u)||0,K

√
1

σµKmin

+ σ||MK [L(uL − u)]||0,K

√
1

σµKmin

+ σ2||MK [L(uL − u)]||0,K

√
γKmax
σµKmin

+ σ2||uL − u||0,K

√
γKmax
σµKmin

+ εσ||∇(uL − u)||0,K

√
ηKmax
σµKmin

+ ε||∇[MK [L(uL − u)]]||0,K

√
1

εθKmin

+ εσ||∇[MK [L(uL − u)]]||0,K

√
ηKmax
σµKmin

]
.

(3.174)
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Como Lu = f ∈ VL, considerando novamente os resultados do lema 3.7

em (3.174) somos conduzidos à

||uL − ūL||r ≤
∑
K∈Th

[
τs||L(uL − u)||0,K

√
1

σµKmin

+ σ ||L(uL − u)||0,K

√
γKmax
σµKmin

+ σ2||L(uL − u)||0,K

√(
γKmax

)2

σµKmin

+ σ2||uL − u||0,K

√(
γKmax

)2

σµKmin
+ εσ||∇(uL − u)||0,K

√
ηKmax
σµKmin

+ ε||L(uL − u)||0,K

√
ηKmax
εθKmin

+ εσ||L(uL − u)||0,K

√
ηKmax
σµKmin

]
.

(3.175)

Por conveniência, definimos os parâmetros

aK1 =
1√
σµKmin

(
τs +

√
σ2γKmax + σ2γKmax

)
, (3.176)

aK2 = σ2γKmax

√
1

σµKmin
, (3.177)

aK3 =

√
σηKmax
µKmin

, (3.178)

aK4 =

√
σηKmax
µKmin

+

√
σ2ηKmax
εθKmin

, (3.179)

que permitem escrever (3.175) de maneira compacta como

||uL − ūL||r ≤
∑
K∈Th

{
aK1 ||L(uL − u)||0,K + aK2 ||uL − u||0,K

+ εaK3 ||∇(uL − u)||0,K + εaK4 ||L(uL − u)||0,K

}
. (3.180)

A figura 3.3 ilustra o comportamento dos parâmetros aKj , j = 1, 2, 3, 4,

em função de αK , para os quais a limitação

aKj ≤ CαK , (3.181)
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é válida. Com isso, de (3.180) chegamos à

||uL−ūL||r ≤ C
∑
K∈Th

{
αK

[(
1+ε

)
||L(uL−u)||0,K+||uL−u||0,K+ε||∇(uL−u)||0,K

]}
,

(3.182)

que implica em

||uL − ūL||r ≤ C
∑
K∈Th

{
αK

[(
1 + ε

)
||σ(uL − u) + ε∆(uL − u)||0,K

+ ||uL − u||0,K + ε||∇(uL − u)||0,K
]}

.

(3.183)

Considerando a desigualdade triangular e rearrumando termos, (3.183)

toma a forma

||uL − ūL||r ≤
∑
K∈Th

{
CαK

[(
σ(1 + ε) + 1

)
||uL − u||0,K + ε

(
1 + ε

)
|u|2,K

+ ε||∇(uL − u)||0,K
]}

.

(3.184)

Lembrando que αK = (σh2/ε)1/2, e usando os resultados do corolário

3.23, somos finalmente conduzidos à

||uL − ūL||r ≤ C?h|u|2,Ω , (3.185)

que completa a prova.

2
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Figura 3.3: Gráficos de aKj limitados por CαK .

Observação 3.33 O resultado do lema 3.32 não só mostra a preservação da con-

vergência do MEM-g como fornece uma justificativa para a sua derivação.

�

3.7 Análise Numérica do Novo Método Enriquecido

Destinamos esta seção à análise numérica do novo método de Galerkin

enriquecido (MGE) em (3.45). Já mostramos na seção anterior que o MGE é

consistente e bem posto. Com isso, apresentamos imediatamente na subseção

seguinte as estimativas de erro a priori para o MGE.
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3.7.1 Estimativas de Erro para o MGE

Corolário 3.34 Sejam u ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) e ūL ∈ VL soluções de (3.2) e (3.45),

respectivamente. Então existe uma constante positiva C∗ dependente de σ e ε tal

que

||u− ūL||r ≤ C∗h|u|2,Ω . (3.186)

Prova: Consideremos uL solução de (3.69). Logo, da desigualdade triangular

obtemos

||u− ūL||r = ||u− ūL + uL − uL||r

≤ ||u− uL||r + ||uL − ūL||r ,
(3.187)

e o resultado segue do lema 3.31 e do teorema 3.32.

2

Apresentamos em seguida estimativas de erro a priori para o MGE nas

normas naturais H1(Ω) e L2(Ω).

Corolário 3.35 Sejam u ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) e ūL ∈ VL soluções de (3.2) e (3.45),

respectivamente. Então existe uma constante positiva C∗ dependente de σ e ε tal

que

||u− ūL||0,Ω + h||∇(u− ūL)||0,Ω ≤ C∗h2|u|2,Ω . (3.188)

Prova: Como limh→0 µ
K
min = limh→0 θ

K
min = 1, do resultado do corolário 3.34

temos imediatamente

||u− ūL||0,Ω ≤ C∗h|u|2,Ω , (3.189)

e

||∇(u− ūL)||0,Ω ≤ C∗h|u|2,Ω . (3.190)

Entretanto, a estimativa (3.189) é sub-ótima. Usando o argumento da

dualidade de modo análogo ao corolário 3.17, recuperamos a otimalidade de (3.189).
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O resultado assim obtido juntamente com (3.190) completam a prova.

2

3.8 Validações Numéricas

Nesta seção apresentamos os resultados de experimentos numéricos usando

os novos métodos propostos para o problema modelo (3.1). Para tanto, tomamos

em todos os exemplos Ω ≡ (0, 1)2 e σ = 1.

O primeiro exemplo diz respeito a validação das taxas de convergência

ótimas provadas na seção anterior. No segundo e terceiro exemplos, considera-

mos o MEM-p, MEM-g e MGE em problemas de valor de contorno singularmente

perturbados. Avaliamos numericamente a robustez dos métodos com relação ao

parâmetro, ε, e discutimos suas performances em relação aos esquemas de Galerkin,

de estabilização clássica USFEM (veja apêndice C), e ao PGEM.

Nas simulações numéricas, consideramos os dois primeiros problemas em

um domı́nio discretizado por malhas estruturadas. Para verificar a sensibilidade

dos novos métodos com respeito a malha, resolvemos o terceiro exemplo sobre uma

malha triangular não estruturada.

3.8.1 Problema com Solução Anaĺıtica : Validação da Convergência

Lembrando que Ω = (0, 1)2 e σ = 1, (3.1) toma a forma


−ε∆u+ u = f, em Ω ,

u = 0 sobre ∂Ω,

(3.191)

onde a função f é escolhida tal que a solução anaĺıtica do problema seja

u(x, y) =

1−
cosh

(
2x− 1√

ε

)
cosh

(
1√
ε

)

1−

cosh

(
2y − 1√

ε

)
cosh

(
1√
ε

)
 . (3.192)

Verificamos que os resultados teóricos são validados numericamente. De
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fato, os erros nas normas L2 e H1 convergem, respectivamente com ordem h2 e h

(vide figura 3.4) para os valores de ε = 1 e ε = 10−3.
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(d) Caso ε = 10−3

Figura 3.4: Convergência dos métodos MEM-p, MEM-g e MGE sob h-refinamento.
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3.8.2 Problema Eĺıptico com Termo de Fonte Constante

Nosso segundo problema exemplo é dado por


−ε∆u+ u = 1, em Ω ,

u = 0 sobre ∂Ω.

(3.193)

Com o objetivo de verificar a grau de acuracidade dos métodos MEM-p,

MEM-g e MGE em relação as formulações PGEM, Galerkin e USFEM, resolvemos

o problema exemplo em (3.193) sobre uma malha uniforme quadrangular de 20×20

elementos para ε = 10−4. Para este teste numérico, (Ilinca e Hétu, 2008) ressaltam

a perda de acuracidade apresentada pelo PGEM.

Como trata-se de um caso do tipo reação dominante, algumas dificul-

dades por parte dos métodos em capturar camadas limites próximas ao contorno

são esperadas. As soluções obtidas são mostradas nas figura 3.5. Observando es-

tas figuras, constatamos que todos os métodos apresentam performance superior

ao método de Galerkin. Entretanto, os novos métodos propostos fornecem maior

precisão.

Apesar de não exibirmos as soluções para ε = 1 e ε = 10−3, constata-

mos que nesses casos todos os métodos comparados aqui apresentam performances

equiparáveis.

Também validamos o novo método enriquecido, MGE, utilizando uma

malha estruturada composta por triângulos. Os resultados apresentados nas figuras

3.6, 3.7 e 3.8 evidenciam a superioridade do novo método em corrigir as oscilações

espúrias.
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(a) Solução via método de Galerkin (b) Solução via USFEM

(c) Solução via MEM-p (d) Solução via MEM-g

(e) Solução via MGE (f) Solução via PGEM

Figura 3.5: Comparação entre os métodos de Galerkin, USFEM, MEM-g, MEM-p,
MGE e PGEM para ε = 10−4.
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Figura 3.6: Solução do método de Galerkin, para ε = 10−4.

Figura 3.7: Comparação entre os métodos PGEM (à esquerda) e MGE (à direita),
para ε = 10−4.
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Figura 3.8: Perfil das soluções em x = 0.5 correspondente zoon à direita para
ε = 10−4.

3.8.3 Problema Eĺıptico com Termo de Fonte Variável

Neste terceiro problema exemplo, estendemos as observações do exemplo

prévio ao caso em que f não é mais constante. Além disso, modificamos ligeira-
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mente as condições de contorno. Portanto, consideremos o problema de valor de

contorno 

−ε∆u+ u = f(x, y), em Ω ,

u|∂Ω = 1 para


x ≤ 1, y = 1 ,

y ≤ 1, x = 0 ,

u|∂Ω = 0 caso contrário ,

(3.194)

com

f(x, y) =


x , 0 ≤ x ≤ 1

2
,

1− x , caso contrário .

(3.195)

Como podemos ver nas figuras 3.9 e 3.10, os novos métodos propostos

apresentam performance superior ao método de Galerkin e equiparável aos demais

métodos, corrigindo portanto as oscilações espúrias.
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(a) Solução via método de Galerkin (b) Solução via USFEM

(c) Solução via MEM-p (d) Solução via MEM-g

(e) Solução via MGE (f) Solução via PGEM

Figura 3.9: Comparação entre os métodos de Galerkin, USFEM, MEM-g, MEM-p,
MGE e PGEM para ε = 10−6.
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Figura 3.10: Perfis das soluções dos diferentes métodos em y = 0.5 para ε = 10−6.
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3.8.4 Problema com Malha não Estruturada

Nosso terceiro problema exemplo consiste do problema exemplo anterior

tomando agora a função f como constante de valor 0.5.

Este teste tem como objectivo avaliar a sensibilidade dos métodos

MEM-p, MEM-g e MGE diante de malhas não estruturadas. Para tanto, resolve-

mos o problema considerando a malha de 988 elementos triangulares e 533 pontos

nodais apresentada na figura 3.11b.

y

x0.0

1.0

1.0u=0

u=0

u=1

u=1

(a) Definição do Problema Exemplo (b) Malha não estruturada

Figura 3.11: Definição do problema exemplo e malha não estruturada usada.

Resolvemos também este problema exemplo através dos métodos de Ga-

lerkin, USFEM e PGEM apenas para efeitos de comparação. Os resultados obtidos

podem ser vistos nas figuras 3.12 e 3.13. Os mesmos atestam a robustez dos no-

vos métodos propostos inclusive em malhas não-estrururadas. Em particular, os

métodos MGE e PGEM capturam perfeitamente as camadas limites inserindo a

correta difusão numérica. Enfatizamos a ausência de quaisquer parâmetros de

estabilização a serem previamente escolhidos.
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(a) Solução via método de Galerkin (b) Solução via USFEM

(c) Solução via MEM-p (d) Solução via MEM-g

(e) Solução via MGE (f) Solução via PGEM

Figura 3.12: Comparação entre os métodos de Galerkin, USFEM, MEM-g, MEM-
p, MGE e PGEM para ε = 10−6.
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(f) Solução via PGEM

Figura 3.13: Perfis das soluções dos diferentes métodos em x = 0.5 para ε = 10−6.
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3.9 Conclusões

Concluimos este caṕıtulo com a discussão de dois aspectos importantes

no desenvolvimento de esquemas numéricos que são:

(1) Simplicidade de implementação computacional dos algoritmos.

(2) Análise matemática.

Iniciamos nossas considerações finais com o primeiro importante aspecto

que é a simplicidade de implementação computacional dos algoritimos numéricos.

Com relação a este aspecto, tanto o MEM-p quanto o MEM-g, consideram os

efeitos do enriquecimento dos espaços usuais de elementos finitos que resumem-se

fundamentalmente em estabilidade e acuracidade presentes no PGEM e no MGE,

de forma indireta, i.e, transferem estas propriedades para o parâmetro de estabi-

lização, evitando com isso a integração de funções de forma multiescala para as

quais a integração gaussiana é menos precisa (veja (Oliveira et al., 2008) para mais

detalhes), resultando em esquemas numéricos com maior simplicidade de imple-

mentação computacional. Os resultados numéricos obtidos via MEM-p e MEM-g

são equiparáveis aos obtidos através do PGEM e MGE respectivamente. No en-

tanto, os métodos MEM-p e MEM-g apresentam menor custo computacional.

Prosseguindo com as considerações relativas a este primeiro aspecto impor-

tante, temos que neste particular, os métodos MEM-p e MEM-g são equivalentes

ao USFEM. No entanto é oportuno lembrar que desenvolvemos aqui um arca-

bouço matemático para a construção dos parâmetros de estabilização dos métodos

MEM-p e MEM-g, ao passo que o parâmetro de estabilização não só do USFEM

como da imensa maioria dos métodos estabilizados é construido de forma ‘ad-hoc’.

Portanto, este arcabouço matemático desenvolvido aqui para a construção de pa-

râmetros estabilizantes, abre novas perspectivas para aplicação desta abordagem

em outros problemas com natureza multiescala.

O segundo aspecto importante refere-se a análise matemática dos esque-

mas numéricos. Deste ponto de vista, a análise mumérica dos métodos MEM-p,
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MEM-g e MGE, seções 3.6 e 3.7, demonstrando a otimalidade em h nas normas

naturais, pode ser estendida de forma direta ao PGEM. Adicionalmente, nossa

análise mostra que o erro do MEM-p é da mesma ordem do erro do PGEM, e

que o erro do MEM-g também é da mesma ordem do MGE, o que justifica as

aproximações introduzidas nas respectivas derivações.

Finalizamos esta seção e consequentemente este caṕıtulo atestando que

os testes numéricos apresentados aqui, confirmam a validade e robustez dos méto-

dos propostos e dos resultados teóricos demonstrados.
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Caṕıtulo 4

Novo Método de Elementos Finitos

Enriquecido para o Modelo Parabólico

4.1 Introdução

Abordamos no caṕıtulo 2 as limitações intŕınsecas às formulações clássi-

cas de elementos finitos, tanto as de Galerkin quanto as estabilizadas, em resolver

satisfatoriamente problemas parabólicos quando suas soluções contêm camadas li-

mites. Visando contornar tais limitações, dedicamos este caṕıtulo à construção e

análise matemática de um novo método enriquecido de Petrov-Galerkin descont́ı-

nuo no tempo aplicado ao problema parabólico linear de reação-difusão em (2.9).

Usando as notações introduzidas no caṕıtulo 2, recordamos que o pro-

blema de valor inicial e de contorno lê-se: Dados f : Q→ IR, u0 : Ω→ IR e T > 0,

encontrar a função escalar u : Q→ IR, Q := Ω× J , J := (0, T ] tal que


Ltu :=

∂u

∂t
+ Lu = f em Q,

u = 0 sobre Σ := ∂Ω× J,

u|t=0 = u0 em Ω.

(4.1)

Novamente, por comodidade de leitura, voltamos a reproduzir o pro-

blema variacional cont́ınuo associado à (4.1) previamente introduzido em (2.11)
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que consiste em encontrar a função u(t) ∈ H1
0 (Ω), para cada t ∈ J , tal que


(
∂u

∂t
, v

)
Ω

+ a(u, v)Ω = (f, v)Ω, ∀ v ∈ H1
0 (Ω),

u|t=0 = u0, em Ω.

(4.2)

Como usual, para a a análise de erro desenvolvida na seção 4.4, necessi-

tamos assumir determinada regularidade para a solução u do problema (4.2). Com

esse propósito, introduzimos o espaço

W (0, T ) :=

{
w | w ∈ L2(0, T ;H2(Ω)) ∩ C0(0, T ;H1

0 (Ω)),
∂w

∂t
∈ L2(0, T ;L2(Ω))

}
,

(4.3)

e o lema que se segue.

Lema 4.1 Suponhamos f ∈ L2(0, T ;L2(Ω) e u0 ∈ H1
0 (Ω). Então, (4.2) tem uma

única solução u pertencente ao espaço W (0, T ), e satisfaz a estimativa

max
0≤t≤T

||u(t)||H1(Ω) + ||u||L2(0,T ;H2(Ω)) +

∣∣∣∣∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(0,T ;L2(0,T ))

≤ C
(
||f ||L2(0,T ;L2(Ω))

+ ||u0||H1(Ω)

)
, (4.4)

onde a constante positiva C independe de f e u0.

Prova: Veja (Evans, 1992). 2

O restante do caṕıtulo está organizado da seguinte maneira: Apresen-

tamos na seção 4.2 uma breve revisão do estado da arte do tema em discussão.

Dedicamos a seção 4.3 à derivação do novo método enriquecido para o modelo

parabólico designado por método enriquecido de Petrov-Galerkin descont́ınuo no

tempo (MEPGDT). Reservamos a seção 4.4 à análise de erro do MEPGDT usando

aproximações bilineares no espaço e constantes no tempo. A seção 4.5 responde

pelas validações numéricas do MEPGDT. Finalizamos o caṕıtulo com apresentação

das conclusões na seção 4.6.
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4.2 Revisão dos Métodos Enriquecidos via Aproximação Temporal

por Diferenças Finitas

O objetivo desta seção é apresentar de forma sintética as alternativas

propostas em (Franca et al., 2006a), (Franca et al., 2006b) e (Ramalho, 2005) no

contexto dos métodos de elementos finitos enriquecidos via diferenças finitas no

tempo, para superar as limitações das formulações clássicas de elementos finitos

levantadas no caṕıtulo 2.

4.2.1 Enriquecimento Estacionário

É comum nos métodos estabilizados clássicos, o uso em problemas tran-

sientes de parâmetros estabilizantes projetados para os problemas estacionários

correlatos. Motivado por essa prática, (Ramalho, 2005) propõe a primeira tenta-

tiva de construção de métodos enriquecidos para o problema (4.1). A idéia consiste

em tomar o espaço enriquecido UA em (3.7) para aproximar a solução exata u(t),

para cada t ∈ J , ao invés do espaço VL usado no método de Galerkin. Esta mo-

dificação, deu origem a primeira versão do método enriquecido que foi designada

por PGEM-L, também conhecida como método das linhas, cuja formulação lê-se:

Para cada t ∈ J , encontrar uA(t) ∈ UA tal que


(
∂uA(t)

∂t
, vL

)
Ω

+ a(uA(t), vL)Ω = (f, vL)Ω ∀ vL ∈ VL,

uA(0) = u0,h ,

(4.5)

onde assumi-se f independente do tempo. Com isso, de (3.11), (3.25), (3.26)

e (3.29), tem-se que as funções uA(t)|K ∈ UA, para cada t ∈ J , são escritas

unicamente como

uA(t)|K =

NK∑
j=1

uj(t)λj −
1

σ

NK∑
j=1

(λj − ψj)fj, (4.6)
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que aliadas a escolha vL = ψi, permitem escrever (4.5) na forma semi-discretizada

abaixo.

∑
K∈Th

{∑NK

j=1

[
(λj, ψi)

duj(t)

dt
+ a(λj, ψi)Kuj(t)

]}
=∑

K∈Th

{∑NK

j=1 [a(λj, ψi)K − ε(∇ψj,∇ψi)K ]
fj
σ

}
, i = 1, · · · ,NK ,

u0
j = u0(xj).

(4.7)

Em seguida, aplica-se o θ-esquema para a discretização temporal de

(4.7), que conduz após manipulação algébrica ao PGEM-L cuja formulação lê-se:

Para cada n = 0, 1, · · · , N − 1, e θ ∈ (0, 1], encontrar os coeficientes un+1
j tais que



∑
K∈Th

{∑NK

j=1 [ā(λj, ψi)K ]un+1
j

}
=∑

K∈Th

{∑NK

j=1

[
θ − 1

θ
ā(λj, ψi)K +

1

θ
(λj, ψi)K

]
unj

}
+ ∆t

∑
K∈Th

{∑NK

j=1 [a(λj, ψi)K − ε(∇ψj,∇ψi)K ]
fj
σ

}
,

i = 1, · · · ,NK , θ ∈ (0, 1],

u0
j = u0(xj).

(4.8)

Com o objetivo de mostrar as limitações dos esquemas numéricos cons-

truidos via enriquecimento estacionário, representados aqui pelo PGEM-L em (4.8),

ou via emprego de parâmetros estabilizantes estacionários no contexto dos métodos

estabilizados, representados aqui pelo USFEM em (C.9) (veja apêndice C), resol-

vemos o problema exemplo abaixo considerando não só os métodos citados acima,

como também o método de Galerkin em (2.30).
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4.2.1.1 Problema Parabólico com Termo de Fonte Constante

Seja Ω = (0, 1)2 e J = (0, 10]. Então, nosso problema exemplo é dado

por 

∂u

∂t
− ε∆u+ u = 1 em Q := Ω× J ,

u = 0 sobre Σ := ∂Ω× J ,

u|t=0 = 0 em Ω .

(4.9)

Realizamos testes numéricos para dois casos assintóticos a saber; ε < h2

e ε < h2/∆t.

Caso assintótico 1 : ε < h2

Supomos ε = 10−6 e utilizamos uma malha quadrada de 20 × 20 ele-

mentos. Adicionalmente, tomamos θ = 1 e ∆t = 0.1. Os resultados obtidos são

mostrados na figura 4.1.

Apesar do passo de tempo, ∆t, ser relativamente grande, somente o

PGEM-L fornece resultados precisos em todos os instantes de tempo. Ademais,

com base nas respectivas contrapartidas estacionárias, não é surpreendente obser-

var que enquanto as oscilações produzidas pelo USFEM desaparecem à medida que

a solução tende para o estado estacionário, o mesmo não ocorrendo com a solução

obtida através do método de Galerkin.
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Figura 4.1: Perfil das soluções de Galerkin, PGEM-L e USFEM em y = 0.5 para
distintos instantes de tempo, tomando ε = 10−6 e ∆t = 0.1.

Observação 4.2 Notemos que os resultados obtidos através do método USFEM

mostrados na figura 4.1 diferem daqueles exibidos nas figuras 2.7 - 2.10. Agora,

as oscilações espúrias são gradualmente eliminadas a medida que a solução evolui

para o estado estacionário, mostrando que apesar de não ser ótimo, o USFEM com

parâmetro estacionário é prefeŕıvel à sua variação transiente.

�

Caso assintótico 2 : ε <
h2

∆t

Adotando novamente θ = 1, escolhemos fixar ε = 1, ∆t = 10−5 e usar

a malha do caso anterior. A figura 4.2 mostra os resultados deste experimento

numérico. A partir desta, constatamos que nenhum dos métodos fornece resultados

satisfatórios nos instantes iniciais.
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Figura 4.2: Perfil das soluções de Galerkin, PGEM-L e USFEM em y = 0.5 para
diferentes instantes de tempo, tomando ε = 1 e ∆t = 10−5.

Observação 4.3 Novamente, os resultados obtidos através do método USFEM

mostrados na figura 4.2 diferem daqueles exibidos nas figuras 2.15 - 2.18. Agora,

embora as oscilações espúrias permaneçam nos instantes iniciais, não existe a adi-

ção de efeitos difusivos à solução a medida que esta evolui para o estado estacio-

nário.

�

Observação 4.4 Os resultados insatisfatórios nos instantes iniciais exibidos na

figura 4.2 levaram ao desenvolvimento de métodos enriquecidos através de funções

enriquecidas variantes no tempo, cuja discussão é objeto da subseção 4.2.2.

�
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4.2.2 Enriquecimento Transiente

As considerações colocadas no final da subseção precedente, remetem-

nos à necessidade da busca por um enriquecimento variante no tempo. É nesse

contexto que (Ramalho, 2005) propõe dois métodos com enriquecimento transiente,

sendo o primeiro designado por PGEM-r e o segundo por PGEM-m.

Estes métodos, além de guardarem certa semelhança de forma, apre-

sentam performances computacionais equivalentes, diferindo apenas na mameira

como são derivados. Por estas razões, faremos menção somente ao PGEM-m por

guardar maior similaridade com os métodos a serem propostos neste trabalho.

Assim, o PGEM-m considera primeiramente uma discretização espacial

de (4.2) usando uma famı́lia de espaços de funções multiescala variantes no tempo,

denotada por Em
h (Ω), a ser definida mais adiante. Com isso, mantendo VA definido

em (3.9) como o espaço das funções teste e supondo que Em
h (Ω) ∩ VL = {0},

t ∈ (0, T ), seja

U t
h(Ω) := Em

h (Ω)⊕ VL(Ω) , (4.10)

o espaço das funções tentativa. Com essas definições, procuramos uh(t) ∈ U t
h(Ω),

para cada t ∈ (0, T ), tal que:



(
∂uh(t)

∂t
, vL

)
Ω

+ a(uh(t), vL)Ω = (f, vL)Ω, ∀vL ∈ VL,(
∂uh(t)

∂t
, vKb

)
K

+ a(uh(t), v
K
b )K = (f, vKb )K , ∀K ∈ Th , vKb ∈ H1

0 (K) ,

uh(0) = u0,h.

(4.11)

De (4.11)2 - (4.11)3, integrando por partes e usando vKb |∂K = 0, obtemos

que uh satisfaz o problema local de reacão-difusão transiente:


∂uh(t)

∂t
+ Luh(t) = f , em K × (0, T ),

uh(0) = u0,h.

(4.12)
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Podemos escrever uh(t) univocamente como

uh(t) = uL(t) + ue(t) + uf (t), (4.13)

para cada t ∈ (0, T ), onde uL(t) ∈ VL e ue(t) + uf (t) ∈ Em
h (Ω). Desse modo, ue(t)

e uf (t) são escolhidos satisfazendo os problemas de valor inicial:


∂ue(t)

∂t
+ Lue(t) = −

(
∂uL(t)

∂t
+ LuL(t)

)
, em K × (0, T ),

ue(0) = 0,

(4.14)

e 
∂uf (t)

∂t
+ Luf (t) = f , em K × (0, T ),

uf (0) = 0.

(4.15)

O próximo objetivo consiste em definir as funções de base de enriqueci-

mento, φj(x, t), em termos das funções de base polinomiais, ψj(x), de forma que

os problemas acima sejam satisfeitos para cada t = n∆t fixo (mas arbitrário). Pri-

meiro, as soluções de (4.14)-(4.15) são procuradas de modo que une (x) = ue(x, n∆t)

e unf (x) = uf (x, n∆t) tenham a seguinte representação

une =

NK∑
j=1

(
unj +

1

σ

∂uj
∂t

∣∣∣∣
t=n∆t

)
φnj , em K, (4.16)

∂ue
∂t

∣∣∣∣
t=n∆t

=

NK∑
j=1

(
unj +

1

σ

∂uj
∂t

∣∣∣∣
t=n∆t

)
∂φj
∂t

∣∣∣∣
t=n∆t

, em K, (4.17)

unf = −
NK∑
j=1

fj
σ
φnj , em K, (4.18)

∂uf
∂t

∣∣∣∣
t=n∆t

= −
NK∑
j=1

fj
σ

∂φj
∂t

∣∣∣∣
t=n∆t

, em K, (4.19)

onde φnj = φj(x, n∆t) e, como tem sido usual neste texto, estamos supondo f ∈ V1

com V1 definido em (2.18).

As funções unL|K = uL(tn)|K ∈ VL, n = 0, 1, · · · , N são escritas unica-
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mente como

unL|K =

NK∑
j=1

unjψj. (4.20)

Em seguida, definindo as funções multiescala φj = φj(x, t) como soluções

do problema de valor inicial



∂φj
∂t

+ Lφj = −σψj , em K × (0, T ),

∂φj
∂t

+ L∂Kφj = −σψj , em ∂K × (0, T ),

φj = 0 , nos nós de K, para cada t ∈ (0, T ),

φj(x, 0) = 0 ,

(4.21)

resulta que as funções ue e uf representadas de forma discreta por (4.16) e (4.18),

respectivamente, satisfazem os problemas (4.14)-(4.15) para todo t = n∆t fixo

(mas arbitrário), onde n = 1, ..., N .

Com esses resultados, o espaço das funções multiescala é definido como

Em
h |K = span{φj(x, t)} com j = 1, · · · ,NK , ∀K ∈ Th , t ∈ (0, T ). (4.22)

Substituindo a decomposição (4.13) em (4.11)1, obtemos que

(
∂uL(t)

∂t
+
∂ue(t)

∂t
, vL

)
Ω

+ a(uL(t) + ue(t), vL)Ω = (f, vL)Ω

−
(
∂uf (t)

∂t
, vL

)
Ω

− a(uf (t), vL)Ω ∀vL ∈ VL.
(4.23)

Aplicando o θ-esquema à discretização temporal e substituindo (4.16)-

(4.19) em (4.23), esta última pode ser escrita em termos de funções de base, no
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tempo t = (n+ 1)∆t, n = 0, 1, · · · , N − 1, como:

∑
K∈Th

{NK∑
j=1

{
(ψj, ψi)K

∂uj
∂t

∣∣∣∣
t=(n+1)∆t

+ a(ψj, ψi)K
[
θun+1

j + (1− θ)unj
]

+

[(
∂φj
∂t

∣∣∣∣
t=(n+1)∆t

, ψi

)
K

+ θa(φn+1
j , ψi)K

](
un+1
j +

1

σ

∂uj
∂t

∣∣∣∣
t=(n+1)∆t

)

+(1− θ)a(φnj , ψi)K

(
unj +

1

σ

∂uj
∂t

∣∣∣∣
t=n∆t

)}}

=
∑
K∈Th

{NK∑
j=1

{
(ψj, ψi)K +

1

σ

[(
∂φj
∂t

∣∣∣∣
t=(n+1)∆t

, ψi

)
K

+ θa(φn+1
j , ψi)K

+(1− θ)a(φnj , ψi)K

]}
fj

}
, i = 1, 2, · · · ,NK ,

(4.24)

onde as derivadas temporais são aproximadas por:

∂w

∂t

∣∣∣∣
t=(n+1)∆t

≈ wn+1 − wn

∆t
.

Substituindo a aproximação acima em (4.24) e simplificando, chegamos

ao método enriquecido PGEM-m, formulado matricialmente como se segue: En-

contrar os coeficientes un+1
j , n = 1, ..., N − 1, tal que

∑
K∈Th

{NK∑
j=1

[
σ∆tã(ψj, ψi)K + (1 + σ∆t)

[
ã(φn+1

j , ψi)K − (φnj , ψi)K
]]
un+1
j

}
=

∆t
∑
K∈Th

{NK∑
j=1

[
σ∆t(ψj, ψi)K + ã(φn+1

j , ψi)K − ã(φnj , ψi)K + ∆ta(φnj , ψi)K

]
fj

}

+
∑
K∈Th

{NK∑
j=1

[
σ∆t(ψj, ψi)K + σ∆t2(θ − 1)a(ψj, ψi)K + ã(φn+1

j , ψi)K

−(φnj , ψi)K + (θ − 1)∆t(1 + σ∆t)a(φnj , ψi)K

]
unj

}

+
∑
K∈Th

{NK∑
j=1

[
(1− θ)∆ta(φnj , ψi)K

]
un−1
j

}
, i = 1, 2, · · · ,NK .

(4.25)
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Para n = 0, desejamos encontrar u1
j , tal que:

∑
K∈Th

{NK∑
j=1

[
σ∆tã(ψj, ψi)K + (1 + σ∆t)ã(φ1

j , ψi)K

]
u1
j

}

=
∑
K∈Th

{NK∑
j=1

[
σ∆t(ψj, ψi)K + σ∆t2(θ − 1)a(ψj, ψi)K + ã(φ1

j , ψi)K

]
u0j

}

+∆t
∑
K∈Th

{NK∑
j=1

[
σ∆t(ψj, ψi)K + ã(φ1

j , ψi)K

]
fj

}
, i = 1, 2, · · · ,NK ,

(4.26)

decorrente de (4.25) lembrando que φ0
j = 0.

Observação 4.5 Notamos que no esquema Euler impĺıcito (θ = 1), que é uma a-

proximação de primeira ordem para o problema parabólico (4.1), o PGEM-m utiliza

apenas um passo anterior, unj . Por outro lado, para Crank-Nicolson (θ = 1
2
), que

é uma aproximação de segunda ordem, o método utiliza dois passos unj e un−1
j ,

como ocorre em outros esquemas de segunda ordem, por exemplo, o método de

Adams-Bashforth, veja (Quarteroni e Valli, 1997).

�

Observação 4.6 É posśıvel definir novamente funções multiescala enriquecidas

λj = ψj + φj obtidas resolvendo os problemas locais do tipo reação-difusão transi-

ente: 

∂λj
∂t

+ Lλj = 0, em K × (0, T ),

∂λj
∂t

+ L∂Kλj = 0, em ∂K × (0, T ),

λj = ψj, nos nós de K, para cada t ∈ (0, T ),

λj(x, 0) = ψj.

(4.27)

As soluções destes problemas locais são calculadas aplicando a formula-

ção temporal do USFEM, baseada no método das linhas e apresentada no Apên-

dice C. As soluções locais (λj) possuem as mesmas instabilidades numéricas que

as do problema original. Contudo, as eventuais oscilações presentes nas aproxima-

ções para as funções λj não influenciam significativamente a precisão da solução

de (4.25)-(4.26).
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Observação 4.7 Supondo λj “suficientemente regular” e discretizando (4.27)

temporalmente, usando o esquema de Euler impĺıcito (θ = 1), obtemos que

λnj :=λj(x, n∆t) satisfaz:


L̃λnj = λn−1

j , em K,

L̃∂Kλnj = λn−1
j , em ∂K,

λnj = ψj, nos nós de K,

(4.28)

onde λ0
j = ψj. Aqui, L̃ é o operador eĺıptico definido por

L̃w := −ε̃∆w + σ̃w. (4.29)

�

4.3 Métodos Enriquecidos via Formulação Espaço-Tempo

Na seção anterior, apresentamos o estado da arte das formulações enri-

quecidas nas quais a variável temporal é aproximada por diferenças finitas. Entre-

tanto, apesar dessa abordagem fornecer resultados estáveis e precisos, três questões

podem ser levantadas. A primeira diz respeito ao custo computacional dessas for-

mulações, pois os problemas locais são resolvidos através de métodos de elementos

finitos em dois ńıveis usando submalhas extremamente refinadas. A segunda está

ligada à falta de análise numérica dessas formulações, propiciada em grande me-

dida pelo arcabouço matemático em que foram construidas. A terceira e última

é que a derivação do método enriquecido via uma estratégia espaço-tempo é mais

natural do que usando-se diferenças finitas no tempo.

Como observado por (Johnson et al., 1984), as propriedades matemáti-

cas das formulações espaço-tempo, são análogas às formulações de elementos finitos

para problemas estacionários. Consequentemente, os instrumentos de análise nu-
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mérica de problemas estacionários podem ser aplicados aos problemas transientes

em uma formulação espaço-tempo.

A observação acima, aponta um caminho posśıvel para atender as ques-

tões colocadas no primeiro parágrafo desta seção. Logo, somando-se ao fato de

termos desonvolvido no caṕıtulo anterior um arcabouço matemático que proporci-

onou a construção e análise numérica de formulações enriquecidas para o problema

eĺıptico correlato, apresentamos nesta seção a construção e análise numérica de

uma nova formulação enriquecida via abordagem espaço-tempo.

4.3.1 Derivação do Método

Aqui, construimos um novo método enriquecido usando elementos de

baixa ordem, ou seja, consideramos primeiramente a aproximação linear no espaço

e constante no tempo, seguida da aproximação linear tanto no espaço quanto no

tempo. No que segue, usamos as notações introduzidas no caṕıtulo 1. Assim,

sejam H1(T nh ) e H1
0 (T nh ) espaços das funções definidas sobre Qn cuja restrição a

cada elemento finito espaço-tempo, Qe
n, pertence à L2(Jn, H

1(K))∩H1(Jn, L
2(K))

e L2(Jn, H
1
0 (K)) ∩H1(Jn, L

2(K)) respectivamente.

Para cada n ∈ N∆t = {0, 1, · · · , N − 1}, definimos o espaço aumentado

das funções tentativas como

UA
n = Sqn + UE

n , (4.30)

onde UE
n é o espaço de enriquecimento também chamado de espaço multiescala,

dado formalmente por

UE
n :=

{
uEn ∈ H1(T nh ); uEn

∣∣
Qe

n
=MQe

n
uqn ∀ uqn ∈ Sqn

}
, (4.31)

no qual MQe
n

: Sqn → H1(T nh ) é um operador linear a ser definido precisamente

mais adiante.
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De igual modo, definimos o espaço aumentado das funções teste como

V A
n = Sqn ⊕ V B

n , n ∈ N∆t , (4.32)

onde V B
n é o espaço das funções bolha definido por

V B
n :=

⊕
Qe

n

H1
0 (K), (4.33)

escolhido para enriquecer o espaço polinômial das funções teste.

Em seguida fazemos as seguintes hipóteses:

Hipótese 4.8 O enriquecimento das funções teste, via V B
n , é feito com funções de

suporte compacto em K e independentes do tempo.

Hipótese 4.9 Aqui, fixamos uA−1(t0) = u0, ou seja, uE−1(t0) = 0 .

Hipótese 4.10 [[uEn (tn)]] = 0, ∀ n ∈ N∆t isto é, uEn é cont́ınua no tempo.

Agora, nossa aproximação da solução exata no espaço aumentado (4.30)

é definida pela solução do seguinte problema de Petrov-Galerkin: dado uAn−1(tn),

para cada n = 0, 1, 2, · · · , N − 1, encontrar uAn ∈ UA
n tal que

aA
(
uAn , v

A
n

)
n

= FA
(
vAn
)
n
∀ vAn ∈ V A

n , (4.34)

onde

aA
(
w, v

)
n

:=
∑

Qe
n∈T n

h

as
(
w, v

)
Qe

n
, FA

(
v
)
n

:=
∑

Qe
n∈T n

h

(
f, v
)
Qe

n
, (4.35)

com

as
(
w, v

)
Qe

n
= aG

(
w, v

)
Qe

n
+
(
[[w(tn)]], v(tn)

)
K
, (4.36)

na qual

aG
(
w, v

)
Qe

n
:=

(
∂w

∂t
, v

)
Qe

n

+
(
ε∇w,∇v

)
Qe

n
+
(
σw, v

)
Qe

n
, (4.37)
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e

[[w(tn)]] := wn(tn)− wn−1(tn). (4.38)

De (4.32), temos que toda função vAn ∈ V A
n admite decomposição única

da forma

vAn = vqn + vbn, (4.39)

onde vqn ∈ Sqn e vbn ∈ V B
n .

Por outro lado, da equação (4.30) podemos escrever as funções uAn ∈ UA
n

sob a forma

uAn = uqn + uEn , (4.40)

onde uqn ∈ Sqn e uEn ∈ UE
n .

Conseqentemente, resolver o problema (4.34) é equivalente a resolver os

subproblemas

aA
(
uqn + uEn , v

q
n

)
n

= FA
(
vqn
)
n
∀ vqn ∈ Sqn , (4.41)

e

as
(
uqn + uEn , v

b
Qe

n

)
Qe

n
= FA

(
vbQe

n

)
Qe

n
∀Qe

n ∈ T nh , vbQe
n
∈ H1

0

(
K
)
, (4.42)

para cada n pertencente a N∆t.

Pela hipótese 4.8 temos que vbQe
n

= vbQe
n
(x). Assim, tomando vbQe

n
≡ vbK ,

de (4.42) chegamos a

aG
(
uEn , v

b
K

)
Qe

n
+ aG

(
uqn, v

b
K

)
Qe

n
−
(
f, vbK

)
Qe

n
+

1

∆t

(
[[uqn(tn)]], vbK

)
Qe

n
+

+
(
[[uEn (tn)]], vbK

)
K

= 0 ∀ vbK ∈ H1
0

(
K
)
.

(4.43)

Considerando uma integração por partes e utilizando-se de vbK
∣∣
∂K

= 0,

temos que a equação (4.43) é equivalente a

(
LtuEn + Ltuqn − f +

1

∆t
[[uqn(tn)]], vbK

)
Qe

n
+
(
[[uEn (tn)]], vbK

)
K

= 0 ∀ vbK ∈ H1
0

(
K
)
.

(4.44)
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Logo, levando em conta a hipótese 4.10, temos que uEn satisfaz localmente

o problema 
LtuEn = f − Ltuqn −

1

∆t
[[uqn(tn)]] em Qe

n,

uEn (tn) = uEn−1(tn) em K ,

uEn
∣∣
Σe

n
= gEn .

(4.45)

Como condição de contorno para o problema local em (4.45), procuramos

estender a este problema uma similar à proposta em (Franca et al., 2005b) para

o problema estacionário correlato. A idéia principal consiste em definir um novo

operador diferencial denotado por LtΣe
n

encarado como uma restrição do operador

diferencial Lt à fronteira lateral Σe
n de Qe

n, e tomar uEn
∣∣
Σe

n
como sendo solução do

seguinte problema de valor inicial e de contorno:


LtΣe

n
gEn = f − LtΣe

n
uqn −

1

∆t
[[uqn(tn)]] em Σe

n := ∂K × Jn,

gEn (tn) = gEn−1(tn) em ∂K,

gEn (x, t) = 0 nos nós de ∂K ,

(4.46)

com

LtΣe
n
w :=

∂w

∂t
− ε∂

2w

∂s2
+ σ̄w , (4.47)

onde s é uma parametrização regular do contorno ∂K.

Observação 4.11 Em (4.47), σ̄ representa uma pertubação da constante de rea-

ção σ visando a obtenção de aproximações anaĺıticas para a solução uEn do problema

local (4.45).

�

Agora, estamos em condições de definir precisamente o operadorMQe
n
(·).

Portanto, definimos MQe
n
(·) como sendo um operador local linear que dada uma

função wqn ∈ Sqn, associa à esta a função wEn = MQe
n
(wqn) ∈ H1(T nh ) solução do

problema local (4.45).

Obtida a função de enriquecimento, uEn , solução do problema local (4.45),
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e lembrando que pela hipótese 4.10 [[uEn (tn)]] = 0, ∀n ∈ N∆t, o novo método

denominado por método enriquecido de Petrov-Galerkin descont́ınuo no tempo

(MEPGDT), que decorre prontamente de (4.41), pode ser formulado da seguinte

maneira: dado uqn−1(tn), encontrar a função uqn ∈ Sqn, n ∈ N∆t, tal que

∑
Qe

n∈T n
h

{
aG(uqn, v

q
n)Qe

n
+ ([[uqn(tn)]], vqn(tn))K + aG(uEn , v

q
n)Qe

n

}
=
∑

Qe
n∈T n

h

{
(f, vqn)Qe

n

}
,

∀vqn ∈ Sqn , q = c, L .

(4.48)

No novo método dado por (4.48), consideramos uma interpolação linear

no espaço. Entretanto, em relação a variável temporal, consideramos os casos

interpolação constante e linear. Além disso, para a variável espacial temos ainda

os casos elementos lineares e bilineares.

Como a resolução de (4.48) passa necessariamente pela resolução de

(4.45) que fornece soluções contendo peculiaridades de cada caso referido no pará-

grafo anterior, apresentamos nas subseções subsequentes tais desdobramentos.

4.3.2 Caso Interpolação Linear no Espaço e Constante no Tempo

Este caso decorre de (4.48) tomando q = c. Designamos o esquema

numérico resultante também por MEPGDT cuja formulação lê-se: dado ucn−1(tn),

encontrar a função ucn ∈ Scn, n = 0, 1, 2, · · · , N − 1, tal que

∑
Qe

n∈T n
h

{
aG(ucn, v

c
n)Qe

n
+ ([[ucn(tn)]], vcn(tn))K + aG(uEn , v

c
n)Qe

n

}
=
∑

Qe
n∈T n

h

{
(f, vcn)Qe

n

}
,

∀vcn ∈ Scn,

(4.49)

onde assumimos que f |Qe
n
∈ Scn|Qe

n
.

Visando tanto a construção da contrapartida matricial de (4.49), quanto
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a resolucão de (4.45), seja

UE
n

∣∣
Qe

n
= span

{
φnj (x, t)

}NK

1
, n = 0, 1, · · · , N − 1, (4.50)

onde NK representa o número de nós em K. Com isso, definimos uEn ∈ UE
n

∣∣
Qe

n

como

uEn (x, t) :=

NK∑
j=1

cnj φ
n
j (x, t) x ∈ K , t ∈ [tn, tn+1]. (4.51)

De igual modo, seja

UE
n

∣∣
Σe

n
= span

{
µnj (x, t)

}NK

1
, n = 0, 1, · · · , N − 1, (4.52)

e portanto, gEn (x, t) ∈ UE
n

∣∣
Σe

n
pode ser definida da forma

gEn (x, t) :=

NK∑
j=1

cnj µ
n
j (x, t), x ∈ ∂K , t ∈ [tn, tn+1]. (4.53)

Ademais, temos que

Scn|Qe
n

= span
{
ψj(x)

}NK

1
, n = 0, 1, · · · , N − 1, (4.54)

e logo, ucn ∈ Scn|Qe
n

pode ser escrita como

ucn(x, t) =

NK∑
j=1

un+1
j ψj(x) x ∈ K , t ∈ [tn, tn+1]. (4.55)

Analogamente a (4.55) temos que ucn−1 ∈ Scn−1

∣∣
Qe

n−1
é da forma

ucn−1(x, t) =

NK∑
j=1

unjψj(x) x ∈ K , t ∈ [tn−1, tn]. (4.56)

Usando (4.55) e (4.56) podemos expressar o termo de salto [[ucn(x, tn)]]
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como

[[ucn(x, tn)]] := ucn(x, tn)− ucn−1(x, tn) =

NK∑
j=1

[
un+1
j − unj

]
ψj(x) x ∈ K . (4.57)

Como f |Qe
n
∈ Scn|Qe

n
, então,

f(x, t) :=

NK∑
j=1

fn+1
j ψj(x) x ∈ K , t ∈ [tn, tn+1]. (4.58)

Assim, tomando uEn e gEn conforme definidas em (4.51) e (4.53) respecti-

vamente, usando (4.55), (4.57) e (4.58), de (4.45) e (4.46), concluimos que φnj (x, t)

e µnj (x, t) resolvem os problemas abaixo:



Lφnj (x, t) = −σψj(x) em Qe
n,

φnj (x, tn) = φn−1
j (x, tn) em K,

φnj (x, t) = µnj (x, t) sobre Σe
n,

(4.59)

e 

LΣe
n
µnj (x, t) = −σψj(x) em Σe

n,

µnj (x, tn) = µn−1
j (x, tn) em ∂K,

µnj (x, t) = 0 nos nós de ∂K,

(4.60)

com

cnj =
1 + σ∆t

σ∆t
un+1
j − 1

σ∆t
unj −

1

σ
fn+1
j . (4.61)

Substituindo (4.51), (4.55), (4.57) e (4.58), e tomando

vcn(x, t) = ψi(x), x ∈ K, t ∈ [tn, tn+1], (4.62)

em (4.49), obtemos nossa contrapartida matricial do MEPGDT, formulada como se

segue: dado u−1
j ≡ u0h, para cada n = 0, 1, 2, · · · , N − 1, encontrar os coeficientes
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un+1
j tais que;

∑
Qe

n∈T h
n

{NK∑
j=1

[
aG
(
ψj(x), ψi(x)

)
Qe

n
+

1 + σ∆t

σ∆t
aG
(
φnj (x, t), ψi(x)

)
Qe

n
+

(
ψj(x), ψi(x)

)
K

]
un+1
j

}
=

∑
Qe

n∈T h
n

{NK∑
j=1

[ 1

σ∆t
aG
(
φnj (x, t), ψi(x)

)
Qe

n
+
(
ψj(x), ψi(x)

)
K

]
unj

}
+

∆t
∑

Qe
n∈τht

{NK∑
j=1

[ 1

σ∆t
aG
(
φnj (x, t), ψi(x)

)
Qe

n
+
(
ψj(x), ψi(x)

)
K

]
fn+1
j

}
,

i = 1, · · · ,NK .

(4.63)

Observação 4.12 É posśıvel estabelecer uma relação entre o MEPGDT em (4.63)

e o PGEM-m em (4.25) para θ = 1. Portanto, o PGEM-m com θ = 1 pode ser visto

como um caso particular do MEPGDT no qual a função de base de enriquecimento,

φnj (x, t), é considerada constante no tempo em cada ‘slab’ Qn.

�

4.3.2.1 Resolução dos Problemas Locais

Para finalizar o tratamento do caso interpolação linear no espaço e cons-

tante no tempo, resta-nos apenas resolver o problema (4.59) e usar essa solução

em (4.63).

Antes porém, é importante frisar que um dos aspectos que pode tornar os

métodos enriquecidos extremamente competitivos do ponto de vista computacional

é a resolução de problemas locais similares a (4.59) a baixo custo. Como esses são,

normalmente, tão complexos quanto o problema original, aproximações anaĺıticas

ou numéricas são frequentemente usadas na prática, veja por exemplo (Nesliturk,

1999), (Ramalho, 2005) e (Allendes et al., 2008).

Nosso desafio agora consiste em obter aproximações anaĺıtica ou numé-

rica para a função de base de enriquecimento, φnj (x, t), solução de (4.59). Para

tanto, consideremos primeiramente o domı́nio Ω descretizado por elementos qua-
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drangulares. Neste caso, foi posśıvel obter uma aproximação anaĺıtica satisfatória

dada por

φnj (x, t) = βyj (y) γxj (x) T x(t) + βxj (x) γyj (y) T y(t) + γxj (x) γyj (y) T (t), (4.64)

onde 

βxj (x) =
sinh(αxψ

x
j (x)

sinh(αx)
, βyj (y) =

sinh(αyψ
y
j (y)

sinh(αy)
,

γxj (x) =

(
2

π
− 2π

(π)2 + (αx)
2

)
sin
(
π(1− ψxj (x)

)
,

γyj (y) =

(
2

π
− 2π

(π)2 + (αy)
2

)
sin
(
π(1− ψyj (y)

)
,

T x(t) =
[
e−Zxt − 1

]
com Zx =

[
σ

2
+

(
π

hx

)2

ε

]
,

T y(t) =
[
e−Zyt − 1

]
com Zy =

[
σ

2
+

(
π

hy

)2

ε

]
,

T (t) =
[
e−Zt − 1

]
com Z = Zx + Zy .

(4.65)

Observação 4.13 Em (4.65), as funções ψxj (x) e ψyj (y) são tais que ψj(x) =

ψxj (x)ψyj (y) e os parâmetros αx e αy permanecem os mesmos já definidos em (3.37).

�

Para o caso de elementos triângulares, não foi posśıvel obter uma apro-

ximação anaĺıtica adequada para a função φnj (x, t). Como alternativa, optamos

em aproximar φnj (x, t) via método de elementos finitos em dois ńıveis, TLFEM,

conforme (Ramalho, 2005).

4.3.3 Caso Interpolação Linear no Espaço e no Tempo

Neste caso, o método enriquecido de Petrov-Galerkin descont́ınuo no

tempo, designado novamente por (MEPGDT), decorre imediatamente de (4.48)

fazendo q = L. Com isso, obtemos a formulação seguinte para o MEPGDT em

causa.
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Dado uLn−1(tn), para cada n = 0, 1, 2, · · · , N − 1, encontrar uLn ∈ SLn tal

que

∑
Qe

n∈T n
h

{
aG(uLn , v

L
n )Qe

n
+ ([[uLn(tn)]], vLn (tn))K + aG(uEn , v

L
n )Qe

n

}
=
∑

Qe
n∈T n

h

{
(f, vLn )Qe

n

}
,

∀vLn ∈ SLn .

(4.66)

Agora, uEn é solução de (4.45) com q = L, ou seja, uEn resolve



LtuEn = f − LtuLn −
1

∆t
[[uLn(tn)]] em Qe

n,

LtΣe
n
uEn = f − LtΣe

n
uLn −

1

∆t
[[uLn(tn)]] sobre Σe

n := ∂K × Jn,

uEn (x, tn) = uEn−1(x, tn) em K,

uEn (x, t) = 0 nos nós de ∂K.

(4.67)

Seja

Tn(t) =
t− tn

∆t
, T̃n(t) =

tn+1 − t
∆t

, t ∈ [tn, tn+1], (4.68)

então, uLn ∈ SLn
∣∣
Qe

n
é dada por

uLn(x, t) =

NK∑
j=1

ψj(x)[un+1
j Tn(t) + ũnj T̃n(t)] x ∈ K , t ∈ [tn, tn+1]. (4.69)

Por outro lado, uLn−1 ∈ SLn−1

∣∣
Qe

n−1
é dada por

uLn−1(x, t) =

NK∑
j=1

ψj(x)[unj Tn−1(t) + ũn−1
j T̃n−1(t)] x ∈ K , t ∈ [tn−1, tn]. (4.70)
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Usando (4.69) e (4.70), temos que [[uLn(x, tn)]] é dada por

[[uLn(x, tn)]] := uLn(x, tn)− uLn−1(x, tn) =

NK∑
j=1

ψj(x)[ũnj − unj ] x ∈ K . (4.71)

Da definição do operador Lt(·) em (4.1) obtemos

LtuLn =

NK∑
j=1

ψj(x)

[
1

∆t

(
un+1
j − ũnj

)
+ σ
(
un+1
j Tn(t) + ũnj T̃n(t)

)]
, x ∈ K ,

t ∈ [tn, tn+1].

(4.72)

Aqui novamente consideraremos f ∈ Scn, o que permite tomar f |Qe
n

conforme (4.58). Assim, levando em conta (4.58), (4.71) e (4.72), podemos escrever

(4.67) como



LtuEn =
∑NK

j=1

(
−σψj(x)

) [ 1

σ∆t

(
un+1
j − unj

)
+ Tn(t)un+1

j + T̃n(t)ũnj −
1

σ
fn+1
j

]
,

em Qe
n,

LtΣe
n
uEn =

∑NK

j=1

(
−σψj(x)

) [ 1

σ∆t

(
un+1
j − unj

)
+ Tn(t)un+1

j + T̃n(t)ũnj −
1

σ
fn+1
j

]
,

sobre Σe
n,

uEn (x, tn) = uEn−1(x, tn) em K,

uEn (x, t) = 0 nos nós de ∂K.

(4.73)

Definindo

uEn := uE1
n + uE2

n + uE3
n , (4.74)
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podemos separar o problema em (4.73) em três subproblemas da forma;



LtuE1
n =

∑NK

j=1

(
−σψj(x)

) [ 1

σ∆t

(
un+1
j − unj

)
− 1

σ
fn+1
j

]
, em Qe

n,

LtΣe
n
uE1
n =

∑NK

j=1

(
−σψj(x)

) [ 1

σ∆t

(
un+1
j − unj

)
− 1

σ
fn+1
j

]
, sobre Σe

n,

uE1
n (x, tn) = uE1

n−1(x, tn) em K,

uE1
n (x, t) = 0 nos nós de ∂K,

(4.75)

LtuE2
n =

∑NK

j=1

(
−σψj(x)

)
Tn(t)un+1

j , em Qe
n,

LtΣe
n
uE2
n =

∑NK

j=1

(
−σψj(x)

)
Tn(t)un+1

j , sobre Σe
n,

uE2
n (x, tn) = uE2

n−1(x, tn) em K,

uE2
n (x, t) = 0 nos nós de ∂K,

(4.76)

e 

LtuE3
n =

∑NK

j=1

(
−σψj(x)

)
T̃n(t)ũnj em Qe

n,

LtΣe
n
uE3
n =

∑NK

j=1

(
−σψj(x)

)
T̃n(t)ũnj sobre Σe

n,

uE3
n (x, tn) = uE3

n−1(x, tn) em K,

uE3
n (x, t) = 0 nos nós de ∂K.

(4.77)

Sejam

uE1
n

∣∣
Qe

n
= span

{
φn,E1
j (x, t)

}NK

1
, n = 0, 1, · · · , N − 1, (4.78)

uE2
n

∣∣
Qe

n
= span

{
φn,E2
j (x, t)

}NK

1
, n = 0, 1, · · · , N − 1, (4.79)

e

uE3
n

∣∣
Qe

n
= span

{
φn,E3
j (x, t)

}NK

1
, n = 0, 1, · · · , N − 1. (4.80)

Logo, definindo

uE1
n (x, t) :=

NK∑
j=1

cn,E1
j φn,E2

j (x, t) x ∈ K , t ∈ [tn, tn+1]. (4.81)

129



uE2
n (x, t) :=

NK∑
j=1

cn,E2
j φn,E2

j (x, t) x ∈ K , t ∈ [tn, tn+1]. (4.82)

e

uE3
n (x, t) :=

NK∑
j=1

cn,E3
j φn,E3

j (x, t) x ∈ K , t ∈ [tn, tn+1], (4.83)

concluimos que as funções de base de enriquecimento φn,E1
j , φn,E2

j e φn,E3
j , satisfa-

zem respectivamente os problemas locais que se seguem ;



Ltφn,E1
j =

(
−σψj(x)

)
em Qe

n,

LtΣe
n
φn,E1
j =

(
−σψj(x)

)
sobre Σe

n,

φn,E1
j (x, tn) = φn−1,E1

j (x, tn) em K,

φn,E1
j (x, t) = 0 nos nós de ∂K,

(4.84)



Ltφn,E2
j =

(
−σψj(x)

)
Tn(t) em Qe

n,

LtΣe
n
φn,E2
j =

(
−σψj(x)

)
Tn(t) sobre Σe

n,

φn,E2
j (x, tn) = φn−1,E2

j (x, tn) em K,

φn,E2
j (x, t) = 0 nos nós de ∂K,

(4.85)

e 

Ltφn,E3
j =

(
−σψj(x)

)
T̃n(t) em Qe

n,

LtΣe
n
φn,E3
j =

(
−σψj(x)

)
T̃n(t) sobre Σe

n,

φn,E3
j (x, tn) = φn−1,E3

j (x, tn) em K,

φn,E3
j (x, t) = 0 nos nós de ∂K,

(4.86)

com

cn,E1
j =

1

σ∆t

(
un+1
j − unj

)
− 1

σ
fn+1
j (4.87)

cn,E2
j = un+1

j (4.88)

e

cn,E3
j = unj . (4.89)
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Como podemos ver, a obtenção da função de enriquecimento, uEn , solução

de (4.73), requer a resolução dos três problemas locais em (4.84), (4.85) e (4.86).

Isto de certa forma onera o método que pretendemos construir. Logo, propomos

aproximar o problema local (4.67) da seguinte maneira :

Tn(t) ∼= Tn(t?), T̃n(t) ∼= T̃n(t?), com t? =
tn+1 + tn

2
. (4.90)

Desta forma, consideramos (4.51) com coeficientes cnj dados por

cnj =
1

σ∆t

(
un+1
j − unj

)
+ Tn(t?)un+1

j + T̃n(t?)ũnj −
1

σ
fn+1
j , (4.91)

no lugar de cnj e voltamos a ter um único problema local a ser resolvido.

Em seguida, descrevemos o processo de obtenção da formulação matricial

do MEPGDT e tecemos algumas considerações referentes aos aspectos computaci-

onais do método.

4.3.3.1 Aspectos da Implementação Computacional

No caso de aproximação linear tanto no espaço quanto no tempo, o

MEPGDT conduz a um sistema acoplado com o dobro do número de graus de

liberdade quando comparado com o MEPGDT usando aproximação constante no

tempo.

Apresentamos aqui a estratégia usada na resolução do sistema resultante

que em linhas gerais consiste em desacoplar o sistema e aplicar um algoŕıtimo

preditor-corretor.

Seja

vLn (x, t) = ψi(x)[vn+1
i Tn(t) + ṽni T̃n(t)] x ∈ K , t ∈ [tn, tn+1], (4.92)

logo,

vLn (x, tn) = ψi(x)ṽni x ∈ K. (4.93)
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Portanto, inserindo as equações (4.51), (4.69), (4.71), (4.91), (4.92) e

(4.93) em (4.66), obtemos

∑
Qe

n∈T n
h

{
aG

(NK∑
j=1

ψj(x)
[
un+1
j Tn(t) + ũnj T̃n(t)

]
, ψi(x)

[
vn+1
i Tn(t) + ṽni T̃n(t)

])
Qe

n

+

(NK∑
j=1

ψj(x)
[
ũnj − unj

]
, ψi(x)ṽni

)
K

+

aG

(NK∑
j=1

cnj φ
n
j (x, t), ψi(x)

[
vn+1
i Tn(t) + ṽni T̃n(t)

])
Qe

n

}

=
∑

Qe
n∈T n

h

{(NK∑
j=1

fn+1
j ψj(x), ψi(x)

[
vn+1
i Tn(t) + ṽni T̃n(t)

])
Qe

n

}
, i = 1, · · · ,NK ,

(4.94)

⇒

∑
Qe

n∈T n
h

{NK∑
j=1

{
aG

(
ψj(x)

[
un+1
j Tn(t) + ũnj T̃n(t)

]
, ψi(x)

[
vn+1
i Tn(t) + ṽni T̃n(t)

])
Qe

n

+

(
ψj(x)

[
ũnj − unj

]
, ψi(x)ṽni

)
K

+ aG

(
cnj φ

n
j (x, t), ψi(x)

[
vn+1
i Tn(t) + ṽni T̃n(t)

])
Qe

n

−(
fn+1
j ψj(x), ψi(x)

[
vn+1
i Tn(t) + ṽni T̃n(t)

])
Qe

n

}
= 0, i = 1, · · · ,NK ,

(4.95)

⇒

∑
Qe

n∈T n
h

{
vn+1
i

[NK∑
j=1

{
aG

(
ψj(x)

[
un+1
j Tn(t) + ũnj T̃n(t)

]
, ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n

+

+aG
(
cnj φ

n
j (x, t), ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n
− (ψj(x), ψi(x)Tn(t))Qe

n
fn+1
j

}]
+

ṽni

[NK∑
j=1

{
aG

(
ψj(x)

[
un+1
j Tn(t) + ũnj T̃n(t)

]
, ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

+

(
ψj(x)

[
ũnj − unj

]
, ψi(x)

)
K

+ aG

(
cnj φ

n
j (x, t), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

−(
ψj(x), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

fn+1
j

}]}
= 0, i = 1, · · · ,NK ,

(4.96)
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A expressão (4.96) pode ser escrita de maneira compacta como

vn+1
i G(un+1, ũn, un) + ṽni G̃(ũn, un+1, un) = 0, i = 1, · · · ,NK , (4.97)

onde

G(un+1, ũn, un) =
∑

Qe
n∈T n

h

{NK∑
j=1

{
aG

(
ψj(x)

[
un+1
j Tn(t) + ũnj T̃n(t)

]
, ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n

+

+aG
(
cnj φ

n
j (x, t), ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n
− (ψj(x), ψi(x)Tn(t))Qe

n
fn+1
j

}}
,

(4.98)

e

G̃(ũn, un+1, un) =
∑

Qe
n∈T n

h

{NK∑
j=1

{
aG

(
ψj(x)

[
un+1
j Tn(t) + ũnj T̃n(t)

]
, ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

+

(
ψj(x)

[
ũnj − unj

]
, ψi(x)

)
K

+ aG

(
cnj φ

n
j (x, t), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

−(
ψj(x), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

fn+1
j

}}
.

(4.99)

Como (4.97) vale para todo número real vn+1
i e ṽni , temos que


G(un+1, ũn, un) = 0,

G̃(ũn, un+1, un) = 0.

(4.100)

Substituindo (4.91) nas equações (4.98) e (4.99), após manipulação al-
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gébrica chegamos a

G(un+1, ũn, un) =
∑

Qe
n∈T n

h

{NK∑
j=1

{[
aG (ψj(x)Tn(t), ψi(x)Tn(t))Qe

n
+

(
Tn(t?) +

1

σ∆t

)
aG
(
φnj (x, t), ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n

]
un+1
j +[

aG

(
ψj(x)T̃n(t), ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n

+ T̃n(t?)aG
(
φnj (x, t), ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n

]
ũnj−[

1

σ∆t
aG
(
φnj (x, t), ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n

]
unj−[

1

σ
aG
(
φnj (x, t), ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n
+ (ψj(x), ψi(x)Tn(t))Qe

n

]
fn+1
j

}}
, i = 1, · · · ,NK ,

(4.101)

e

G̃(ũn, un+1, un) =
∑

Qe
n∈T n

h

{NK∑
j=1

{[
aG

(
ψj(x)Tn(t), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

+

(
Tn(t?) +

1

σ∆t

)
aG

(
φnj (x, t), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

]
un+1
j +[

aG

(
ψj(x)T̃n(t), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

+ T̃n(t?)aG

(
φnj (x, t), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

+

(ψj(x), ψi(x))K

]
ũnj −

[
1

σ∆t
aG

(
φnj (x, t), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

+ (ψj(x), ψi(x))K

]
unj−[

1

σ
aG
(
φnj (x, t), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n
+
(
ψj(x), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

]
fn+1
j

}}
, i = 1, · · · ,NK .

(4.102)

As expressões para G(un+1, ũn, un) e G̃(ũn, un+1, un) em (4.101) e (4.102)

respectivamente, permitem escrever o sistema (4.100) de forma compacta como

 K11 K12

K21 K22


 un+1

ũn

−
 F1

F2

 =

 0

0

 , (4.103)
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onde

K11 =
∑

Qe
n∈T n

h

{NK∑
j=1

{
aG (ψj(x)Tn(t), ψi(x)Tn(t))Qe

n
+

(
Tn(t?) +

1

σ∆t

)
aG
(
φnj (x, t), ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n

}}
, i = 1, · · · ,NK ,

(4.104)

K12 =
∑

Qe
n∈T n

h

{NK∑
j=1

{
aG

(
ψj(x)T̃n(t), ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n

+

T̃n(t?)aG
(
φnj (x, t), ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n

}}
, i = 1, · · · ,NK ,

(4.105)

F1 =
∑

Qe
n∈T n

h

{NK∑
j=1

{[
1

σ∆t
aG
(
φnj (x, t), ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n

]
unj +

[
1

σ
aG
(
φnj (x, t), ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n
+ (ψj(x), ψi(x)Tn(t))Qe

n

]
fn+1
j

}}
, i = 1, · · · ,NK ,

(4.106)

K21 =
∑

Qe
n∈T n

h

{NK∑
j=1

{
aG

(
ψj(x)Tn(t), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

+

(
Tn(t?) +

1

σ∆t

)
aG

(
φnj (x, t), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

}}
i = 1, · · · ,NK ,

(4.107)

K22 =
∑

Qe
n∈T n

h

{NK∑
j=1

{
aG

(
ψj(x)T̃n(t), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

+

T̃n(t?)aG

(
φnj (x, t), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

+ (ψj(x), ψi(x))K

}}
i = 1, · · · ,NK ,

(4.108)

e

F2 =
∑

Qe
n∈T n

h

{NK∑
j=1

{[
1

σ∆t
aG

(
φnj (x, t), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

+ (ψj(x), ψi(x))K

]
unj +

[
1

σ
aG
(
φnj (x, t), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n
+
(
ψj(x), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

]
fn+1
j

}}
, i = 1, · · · ,NK .

(4.109)

Seja NG o número de nós da partição Th. Então, K11, K12, K21 e K22

representam matrizes quadradas de ordem NG, enquanto que F1 e F2 são vetores

coluna também de ordem NG. Aqui, un+1 e ũn denotam vetores incógnitas de
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ordem NG que conterão valores nodais decorrentes da solução de (4.103).

Por conveniência, escrevemos as matrizes K11, K12, K21 e K22, como

soma de duas parcelas, i.e,

K11 = K11
G + K11

E , K12 = K12
G + K12

E , K21 = K21
G + K21

E , K22 = K22
G + K22

E ,

(4.110)

onde para i = 1, · · · ,NK tomamos

K11
G =

∑
Qe

n∈T n
h

{NK∑
j=1

{
aG (ψj(x)Tn(t), ψi(x)Tn(t))Qe

n

}}
, (4.111)

K11
E =

∑
Qe

n∈T n
h

{NK∑
j=1

{(
Tn(t?) +

1

σ∆t

)
aG
(
φnj (x, t), ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n

}}
, (4.112)

K12
G =

∑
Qe

n∈T n
h

{NK∑
j=1

{
aG

(
ψj(x)T̃n(t), ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n

}}
, (4.113)

K12
E =

∑
Qe

n∈T n
h

{NK∑
j=1

{
T̃n(t?)aG

(
φnj (x, t), ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n

}}
, (4.114)

K21
G =

∑
Qe

n∈T n
h

{NK∑
j=1

{
aG

(
ψj(x)Tn(t), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

}}
, (4.115)

K21
E =

∑
Qe

n∈T n
h

{NK∑
j=1

{(
Tn(t?) +

1

σ∆t

)
aG

(
φnj (x, t), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

}}
, (4.116)

e

K22
G =

∑
Qe

n∈T n
h

{NK∑
j=1

{
aG
(
ψj(x)T̃n(t), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n
+ (ψj(x), ψi(x))K

}}
, (4.117)

K22
E =

∑
Qe

n∈T n
h

{NK∑
j=1

{
T̃n(t?)aG

(
φnj (x, t), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

}}
. (4.118)

Logo, usando as decomposições em (4.110), podemos reescrever (4.103)
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como K11
G K12

G

K21
G K22

G


 un+1

ũn

+

 K11
E K12

E

K21
E K22

E


 un+1

ũn

−
 F1

F2

 =

 0

0

 .

(4.119)

Os desenvolvimentos que se seguem, visam representar o sistema em

(4.119) em termos de matrizes elementares. Para tanto, definamos preliminarmente

as matrizes quadradas Ae e Be de ordem NK como

Ae := (ψj(x), ψi(x))K , Be := (∇ψj(x),∇ψi(x))K , i, j = 1, · · · ,NK . (4.120)

Da definição de aG(·, ·)Qe
n

em (4.37) segue-se:

aG (ψj(x)Tn(t), ψi(x)Tn(t))Qe
n

=

(
∂ψj(x)Tn(t)

∂t
, ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n

+

ε (∇ψj(x)Tn(t),∇ψi(x)Tn(t))Qe
n

+ σ (ψj(x)Tn(t), ψi(x)Tn(t))Qe
n
,

i, j = 1, · · · ,NK .

(4.121)

Usando (4.120), para i, j = 1, · · · ,NK , temos que

(
∂ψj(x)Tn(t)

∂t
, ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n

=
1

2
(ψj(x), ψi(x))K =

1

2
Ae, (4.122)

(∇ψj(x)Tn(t),∇ψi(x)Tn(t))Qe
n

=
1

3
∆t (∇ψj(x),∇ψi(x))K =

1

3
∆tBe, (4.123)

(ψi(x)Tn(t), ψj(x)Tn(t))Qe
n

=
1

3
∆t (ψj(x), ψi(x))K =

1

3
∆tAe, (4.124)

o que permite escrever (4.121) sob a forma

aG (ψj(x)Tn(t), ψi(x)Tn(t))Qe
n

=
1

2
Ae +

1

3
ε∆tBe +

1

3
σ∆tAe. (4.125)
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De igual modo, para i, j = 1, · · · ,NK , obtemos

(
∂ψj(x)T̃n(t)

∂t
, ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n

= −1

2
(ψj(x), ψi(x))K = −1

2
Ae, (4.126)

(
∇ψj(x)T̃n(t),∇ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n

=
1

6
∆t (∇ψj(x),∇ψi(x))K =

1

6
∆tBe, (4.127)(

ψi(x)T̃n(t), ψj(x)Tn(t)
)
Qe

n

=
1

6
∆t (ψj(x), ψi(x))K =

1

6
∆tAe, (4.128)

e portanto,

aG

(
ψj(x)T̃n(t), ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n

= −1

2
Ae +

1

6
ε∆tBe +

1

6
σ∆tAe. (4.129)

Além disso, para i, j = 1, · · · ,NK , as igualdades

(
∂ψj(x)Tn(t)

∂t
, ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

=
1

2
(ψj(x), ψi(x))K =

1

2
Ae, (4.130)(

∇ψj(x)Tn(t),∇ψi(x)T̃n(t)
)
Qe

n

=
1

6
∆t (∇ψj(x),∇ψi(x))K =

1

6
∆tBe, (4.131)(

ψi(x)Tn(t), ψj(x)T̃n(t)
)
Qe

n

=
1

6
∆t (ψj(x), ψi(x))K =

1

6
∆tAe, (4.132)

e

(
∂ψj(x)T̃n(t)

∂t
, ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

= −1

2
(ψj(x), ψi(x))K = −1

2
Ae, (4.133)

(
∇ψj(x)T̃n(t),∇ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

=
1

3
∆t (∇ψj(x),∇ψi(x))K =

1

6
∆tBe, (4.134)(

ψi(x)T̃n(t), ψj(x)T̃n(t)
)
Qe

n

=
1

3
∆t (ψj(x), ψi(x))K =

1

6
∆tAe, (4.135)

permitem escrever

aG

(
ψj(x)Tn(t), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

=
1

2
Ae +

1

6
ε∆tBe +

1

6
σ∆tAe, (4.136)

e

aG

(
ψj(x)T̃n(t), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

= −1

2
Ae +

1

3
ε∆tBe +

1

3
σ∆tAe. (4.137)
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Sejam as matrizes elementares

Ke
E := aG

(
φnj (x, t), ψi(x)Tn(t)

)
Qe

n
, i, j = 1, · · · ,NK , (4.138)

K̃e
E := aG

(
φnj (x, t), ψi(x)T̃n(t)

)
Qe

n

, i, j = 1, · · · ,NK . (4.139)

Designamos por Fe o vetor coluna cujas componentes são os valores

nodais de f(x) em K.

Denotamos por A o operador de ‘assembly ’ do método de elementos

finitos. Com isso, obtemos as matrizes quadradas globais de ordem NG dadas por

A = AAe, B = ABe, (4.140)

KE = AKe
E, K̃E = AK̃e

E. (4.141)

Logo,

K11
E =

(
Tn(t?) +

1

σ∆t

)
KE, K12

E =
(
T̃n(t?)

)
KE, (4.142)

K21
E =

(
Tn(t?) +

1

σ∆t

)
K̃E, K22

E =
(
T̃n(t?)

)
K̃E. (4.143)

Para os vetores F1 e F2 obtemos

F1 =
1

σ∆t
[KE]{un}+A

([
1

σ
Ke
E +

1

2
∆tAe

]
{Fe}

)
, (4.144)

F2 =

[
A
(

1

σ∆t
K̃e
E,+Ae

)]
{un}+A

([
1

σ
K̃e
E +

1

2
∆tAe

]
{Fe}

)
, (4.145)

com un representando o vetor coluna cujas compontentes são soluções nos pontos

nodais de Th no instante tn decorrentes do ‘slab’ anterior.

Usando (4.140)-(4.145), e designando por I a matriz identidade de ordem
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NG, podemos escrever o sistema em (4.119) como

1

2
A

 I −I

I I


 un+1

ũn

+
∆t

6

(
εB + σA

) 2I I

I 2I


 un+1

ũn

+

 K11
E K12

E

K21
E K22

E


 un+1

ũn

−
 F1

F2

 =

 0

0

 . (4.146)

Apresentamos no apêndice D o algoŕıtmo preditor-multicorretor de ter-

ceira ordem conforme (Shakib, 1988) e (Castro, 1999). Visando aplicá-lo à reso-

lução de (4.146), pré-condicionamos primeiramente este sistema por meio de uma

multiplicação à esquerda pela matriz

 I I

−I I

 , (4.147)

resultando em

1

2
A

 I I

−I I


 I −I

I I


 un+1

ũn

+

∆t

6

(
εB + σA

) I I

−I I


 2I I

I 2I


 un+1

ũn

+

 I I

−I I


 K11

E K12
E

K21
E K22

E


 un+1

ũn

−
 I I

−I I


 F1

F2

 =

 0

0

 , (4.148)

de onde obtemos

1

2
A

 2I 0

0 2I


 un+1

ũn

+
∆t

6

(
εB + σA

) 3I 3I

−I I


 un+1

ũn

+

 K11
E + K21

E K12
E + K22

E

−K11
E + K21

E −K12
E + K22

E


 un+1

ũn

−
 F1 + F2

−F1 + F2

 =

 0

0

 .(4.149)
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Com isso, podemos identificar (4.149) com o sistema formado pelos fun-

cionais G(un+1, ũn, un) e G̃(ũn, un+1, un) dado por


G(un+1, ũn, un) = 0,

G̃(ũn, un+1, un) = 0,

(4.150)

e reescrevê-lo sob a forma

[
A +

∆t

2

(
εB + σA

)
+ K11

E + K21
E

]
{un+1}+

[
∆t

2

(
εB + σA

)
+ K12

E + K22
E

]
{ũn}

−F1 − F2 = 0,[
A +

∆t

6

(
εB + σA

)
−K12

E + K22
E

]
{ũn}+[

−∆t

6

(
εB + σA

)
−K11

E + K21
E

]
{un+1}+ F1 − F2 = 0 .

(4.151)

Nosso objetivo agora é resolver o sistema em (4.151). Como podemos

observar, o sistema em (4.151) resultou de uma nova reordenação do sistema em

(4.103) de tal modo que sua primeira equação está associada à variável primária

un+1 e sua segunda equação está associada à variável secundária ũn. Além disso,

tomando ũn como parâmetro na primeira equação de (4.151), i.e, conhecido na

iteração passada, e tomando un+1 como parâmetro na segunda equação de (4.151),

definimos um processo iterativo para a determinação de un+1 e ũn (a idéia é a

mesma do método Gauss-Seidel ótimo com ordenação preto/vermelho). Assim,

denotando por u(i) e ũ(i) as aproximações de un+1 e ũn respectivamente na i-ésima

iteração, e por u
(n)
h o vetor solução no instante tn, designado anteriormente por un,

definamos;

• Vetor reśıduo associado à variável primária

R(i) = G
(
u(i), ũ(i),u

(n)
h

)
; (4.152)
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• Vetor reśıduo associado à variável secundária

R̃(i) = G̃
(
ũ(i),u(i),u

(n)
h

)
; (4.153)

• Matriz tangente associada à variável primária

T(i) =
∂G
(
u, ũ(i),uh(n)

)
∂u

; (4.154)

• Matriz tangente associada à variável secundária

T̃(i) =
∂G
(
ũ,u(i).u

(n)
h

)
∂ũ

. (4.155)

Seja a aproximação

G
(
u(i+1), ũ(i),u

(n)
h

)
∼= G

(
u(i), ũ(i),u

(n)
h

)
+
∂G
(
u, ũ(i),u

(n)
h

)
∂u

∆u(i) = 0, (4.156)

então,

R(i) + T(i)∆u(i) = 0 =⇒ T(i)∆u(i) = −R(i). (4.157)

Consideremos o primeiro funcional em (4.151). Logo,

R(i) = G
(
u(i), ũ(i),uh(n)

)
=

[
A +

∆t

2

(
εB + σA

)
+ K11

E + K21
E

]{
u(i)
}

+

[
∆t

2

(
εB + σA

)
+ K12

E + K22
E

]{
ũ(i)
}
− F1 − F2 , (4.158)

e

T(i) =
∂G
(
u, ũ(i),u

(n)
h

)
∂u

=

[
A +

∆t

2

(
εB + σA

)
+ K11

E + K21
E

]
. (4.159)

Procedendo de igual modo com relação ao segundo funcional em (4.151)
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temos que

R̃(i) = G̃
(
ũ(i),u(i),uh(n)

)
=

[
A +

∆t

6

(
εB + σA

)
−K12

E + K22
E

]{
ũ(i)
}

+

[
−∆t

6

(
εB + σA

)
−K11

E + K21
E

]{
u(i)
}

+ F1 − F2 , (4.160)

e

T̃(i) =
∂G̃
(
ũ,u(i),u

(n)
h

)
∂ũ

=

[
A +

∆t

6

(
εB + σA

)
−K12

E + K22
E

]
. (4.161)

Finalmente, considerando as equações (4.158) - (4.161), do algoritmo

preditor-multicorretor de terceira ordem descrito no apêndice (D), obtemos o vetor

solução un+1 decorrente do MEPGDT com aproximação linear tanto no espaço

quanto no tempo.

4.3.3.2 Resolução dos Problemas Locais

Com base na aproximação (4.90) resta-nos resolver apenas o problema

local em (4.59).Para elementos quadrangulares, tomamos como solução de (4.59)

a aproximação anaĺıtica dada por (4.64). Para elementos triangulares, recorremos

novamente ao método de elementos finitos em dois ńıveis conforme (Ramalho,

2005).

4.4 Análise de Erro

4.4.1 Preliminares e Resultados Auxiliares

Esta seção é dedicada à análise de erro do método formulado em (4.49)

usando elementos bilineares na aproximação espacial e uma aproximação constante

no tempo. Para tanto, consideramos a seguinte hipótese 4.14.

Hipótese 4.14 Seja a definição de MQe
n
(·) em (4.34). A quantidade

(∇MQe
n
([[ucn(tn)]]),∇vcn)Qe

n
é despreźıvel, i.e, o erro associado a sua exclusão é da

ordem do método. Este tipo de suposição é exatamente demonstrado em (Franca

et al., 2007) no contexto da forma mista do problema de Darcy.

143



�

Para maior clareza de apresentação, organizamos esta seção da seguinte

maneira: Preliminarmente introduzimos algumas definições pertinentes, reapre-

sentamos o método em análise com a hipótese simplificadora assumida acima e

fornecemos alguns resultados auxiliares. Na subseção 4.4.2 são estabelecidos os

resultados referentes a coercividade e continuidade da formulação. O estudo da

consistência do método é feito na subseção 4.4.3. A subseção 4.4.4 finaliza a seção

com apresentação de estimativas de erro.

Seja o operador residual local

Rn (w) := f − Ltw −
1

∆t
[[w(tn)]]. (4.162)

Por simplicidade, assumimos nesta seção que a condição inicial u0 ∈ V1.

Além disso, consideremos as definições

uon(v) := −MQe
n

(Ltv) , (4.163)

usn(v) := −MQe
n

(
1

∆t
v

)
, (4.164)

ufn(v) := −MQe
n

(v) , (4.165)

assim como as notações

∑
Qe

n∈T n
h

(·, ·)Qe
n

= (·, ·)Q̃e
n
,

∑
Qe

n∈T n
h

a(·, ·)Qe
n

= a(·, ·)Q̃e
n
,

∑
Qe

n∈T n
h

(·, ·)K = (·, ·)K̃ ,

(4.166)

||w||0,Q̃e
n

=

 ∑
Qe

n∈T n
h

||w||20,Qe
n

1/2

, (4.167)

e

||w||0,K̃ =

(∑
K∈Th

||w||20,K

)1/2

. (4.168)
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Lembramos que para cada ucn ∈ Scn, o problema (4.45) sempre têm uma

única solução uEn ∈ H1(T nh ) que pode ser escrita como

uEn =MQe
n

(Rn(ucn)) . (4.169)

Assim, levando em conta (4.162), consideramos a cisão

uEn = uon(ucn) + usn
(
[[ucn(tn)]]

)
− ufn(f) . (4.170)

Importa ressaltar que a análise desenvolvida aqui segue as idéias intro-

duzidas na seção 3.6 do caṕıtulo anterior, que pressupõem a existência de uma

expressão expĺıcita para a função de base de enriquecimento φnj da qual dependem

os diversos parâmetros que surgem no decorrer da análise. É dentro desse contexto

que apresentamos os quatro lemas seguintes.

Lema 4.15 Os parâmetros reais positivos ρminQe
n

, ρmaxQe
n

, αminQe
n

e αmaxQe
n

, são tais que

ρminQe
n

(w,w)Qe
n
≤
(
MQe

n
(w), w

)
Qe

n
≤ ρmaxQe

n
(w,w)Qe

n
∀w ∈ Scn, (4.171)

e

αminQe
n

(w,w)Qe
n
≤
(
∇[MQe

n
(w)],∇[MQe

n
(w)]

)
Qe

n
≤ αmaxQe

n
(w,w)Qe

n
∀w ∈ Scn.

(4.172)

Prova: Veja lema 3.7 . 2

Lema 4.16 Os parâmetros reais positivos ξminQe
n

, ξmaxQe
n

, γminQe
n

, γmaxQe
n

, βminQe
n

e βmaxQe
n

são tais que

ξminQe
n

(w,w)Qe
n
≤
(
MQe

n
(w),MQe

n
(w)
)
Qe

n
≤ ξmaxQe

n
(w,w)Qe

n
∀w ∈ Scn, (4.173)

γminQe
n

(w,w)Qe
n
≤
(
∂MQe

n
(w)

∂t
, w

)
Qe

n

≤ γmaxQe
n

(w,w)Qe
n
∀w ∈ Scn, (4.174)
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e

βminQe
n

(w,w)Qe
n
≤
(
∂MQe

n
(w)

∂t
,
∂MQe

n
(w)

∂t

)
Qe

n

≤ βmaxQe
n

(w,w)Qe
n
∀w ∈ Scn.

(4.175)

Prova:

Análoga a prova do lema 4.15 . 2

Lema 4.17 Seja o operador χQe
n

: Scn → H1(T nh ) definido por

χQe
n
(wcn) :=

[
I − σMQe

n

]
(wcn) , ∀wcn ∈ Scn . (4.176)

Então, para todo w ∈ Scn, os parâmetros reais positivos λminQe
n

, λmaxQe
n

, µminQe
n

, µmaxQe
n

,

Θmin
Qe

n
e Θmax

Qe
n

, ζminQe
n

e ζmaxQe
n

são tais que

λminQe
n

(w,w)Qe
n
≤
(
χQe

n
(w), w

)
Qe

n
≤ λmaxQe

n
(w,w)Qe

n
, (4.177)

µminQe
n

(w,w)Qe
n
≤
(
χQe

n
(w), χQe

n
(w)
)
Qe

n
≤ µmaxQe

n
(w,w)Qe

n
, (4.178)

ζminQe
n

(w,w)Qe
n
≤
(
∇
[
χQe

n
(w)
]
,∇
[
−σMQe

n
(w)
])
Qe

n
≤ ζmaxQe

n
(w,w)Qe

n
, (4.179)

e

Θmin
Qe

n
(∇w,∇w)Qe

n
≤
(
∇
[
χQe

n
(w)
]
,∇w

)
Qe

n
≤ Θmax

Qe
n

(∇w,∇w)Qe
n
. (4.180)

Prova:

Análoga a prova do lema 4.15. 2

Lema 4.18 Seja o operador ΥQe
n

: Scn → H1(T nh ) definido por

ΥQe
n
(wcn) :=

[
I − σMQe

n
−
∂MQe

n

∂t

]
(wcn) , ∀wcn ∈ Scn . (4.181)
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Então, os parâmetros ηminQe
n

, ηmaxQe
n

, ΦminQe
n

e ΦmaxQe
n

são tais que

ηminQe
n

(w,w)Qe
n
≤
(
ΥQe

n
(w),ΥQe

n
(w)
)
Qe

n
≤ ηmaxQe

n
(w,w)Qe

n
∀w ∈ Scn , (4.182)

e

ΦminQe
n

(w,w)Qe
n
≤
(
ΥQe

n
(w), w

)
Qe

n
≤ ΦmaxQe

n
(w,w)Qe

n
∀w ∈ Scn . (4.183)

Prova:

Análoga a prova do lema 4.15. 2

Observação 4.19 Os parâmetros estabelecidos nos quatro lemas acima, depen-

dem das grandezas σ, ε, ∆t e h. Um estudo numérico sobre tal dependência pode

ser visto no apêndice E.

�

A integração por partes no tempo fornece a identidade

(
∂wn
∂t

, vn

)
Qe

n

=
(
wn(tn+1), vn(tn+1)

)
K
−
(
wn(tn), vn(tn)

)
K
−
(
wn,

∂vn
∂t

)
Qe

n

,

(4.184)

que também será explorada mais adiante.

Em decorrência da hipótese 4.14 definimos a forma bilinear

āG
(
w, v

)
Qe

n
:=

(
∂w

∂t
, v

)
Qe

n

+
(
σw, v

)
Qe

n
, (4.185)

que permite formular nosso método, objeto de análise desta seção, da seguinte

maneira: dado ucn−1(tn), encontrar a função ucn ∈ Scn, n ∈ {0, 1, 2, · · · , N − 1}, tal

que

BA(ucn, v
c
n)n = FA(vcn)n, ∀vcn ∈ Scn , (4.186)
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onde

BA(ucn, v
c
n)n := aG (ucn, v

c
n))Qn

+ (ucn(tn), vcn(tn))Ω + aG (uon(ucn), vcn))Q̃e
n

+ āG (usn(ucn(tn)), vcn))Q̃e
n
, (4.187)

e

FA(vcn)n := (ucn−1, v
c
n(tn))Ω + āG

(
usn(ucn−1(tn)), vcn)

)
Q̃e

n
+ (f, vn)Qn

+ aG
(
ufn(f), vcn)

)
Q̃e

n
. (4.188)

Sejam os parâmetros reais positivos

δna = ΦminQe
n
, (4.189)

δnb = Θmin
Qe

n
. (4.190)

O apêndice E mostra o compartamento de (4.189) e (4.190) em função

de h, ∆t, σ e ε. Em particular, temos que

lim
h→0

δna = lim
h→0

δnb = lim
∆t→0

δna = lim
∆t→0

δnb = 1 . (4.191)

Com isso, para v ∈ Scn, definimos a norma

|||v|||2h∆t =
∑

Qe
n∈T n

h

{
εδnb ||∇v||20,Qe

n
+ σδna ||v||20,Qe

n
+ δna ||v(tn+1)||20,K

}
, (4.192)

na qual provaremos a estabilidade e a convergência do MEPGDT em (4.186).

Aqui como em todo texto, C, C1 e C2, representam constantes positivas

que podem assumir diferentes valores em diferentes ocorrências.

4.4.2 Existência e Unicidade de Solução

O resultado que se segue garante, pelo lema de Lax-Milgran, a existência

e unicidade de solução de (4.186).
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Lema 4.20 A forma bilinear BA(·, ·)n satisfaz

i)BA(w, v)n ≤ C1|||w|||h∆t|||v|||h∆t , ∀ w, v ∈ Scn , (4.193)

ii)BA(v, v)n ≥ C2|||v|||2h∆t , ∀ v ∈ Scn , (4.194)

e portanto, o problema (4.186) tem solução única.

Prova:

Iniciaremos a prova pelo item i). Considerando as definições previa-

mente introduzidas, da definição de BA(·, ·)n em (4.187) temos

BA(wcn, v
c
n)n = σ

([
I − σMQe

n
−
∂MQe

n

∂t

]
(wcn), vcn

)
Q̃e

n

+ ε
(
∇
[
I − σMQe

n

]
(wcn),∇vcn

)
Q̃e

n

+
1

∆t

([
I − σMQe

n
−
∂MQe

n

∂t

]
(wcn), vcn

)
Q̃e

n

, ∀ wcn, vcn ∈ Scn ,

(4.195)

que usando as definições em (4.176) e (4.181) pode ser escrita como

BA(wcn, v
c
n)n = σ

(
ΥQe

n
(wcn), vcn

)
Q̃e

n
+ ε

(
∇χQe

n
(wcn),∇vcn

)
Q̃e

n

+
1

∆t

(
ΥQe

n
(wcn), vcn

)
Q̃e

n
, ∀ wcn, vcn ∈ Scn . (4.196)

Aplicando primeiramente a desigualdade de Cauchy-Schwarz e usando

em seguida o resultado em (4.182), da expressão anterior chegamos a

BA(wcn, v
c
n)n ≤

∑
Qe

n∈T h
n

{
σ||ΥQe

n
(wcn)||0,Qe

n
||vcn||0,Qe

n
+ ε||∇χQe

n
(wcn)||0,Qe

n
||∇vcn||Qe

n

+
1

∆t
||ΥQe

n
(wcn)||0,Qe

n
||vcn||Qe

n

}
(4.197)

≤
∑

Qe
n∈T h

n

{
σ
√
ηmaxQe

n
||wcn||0,Qe

n
||vcn||0,Qe

n
+ ε||∇χQe

n
(wcn)||0,Qe

n
||∇vcn||Qe

n

+
1

∆t

√
ηmaxQe

n
||wcn||0,Qe

n
||vcn||Qe

n

}
,∀ wcn, vcn ∈ Scn . (4.198)
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Além disso, considerando os resultados em (4.179) e (4.180), concluimos

que

||∇χQe
n
(wcn)||0,Qe

n
≤
(
Θmax
Qe

n

)1/2 ||∇wcn||Qe
n

+
(
ζmaxQe

n

)1/2 ||wcn||Qe
n
. (4.199)

Substituindo (4.199) em (4.198) e rearrumando termos chegamos a

BA(wcn, v
c
n)n ≤

∑
Qe

n∈T h
n

{
σ
√
ηmaxQe

n
||wcn||0,Qe

n
||vcn||0,Qe

n
+ ε
√

Θmax
Qe

n
||∇wcn||0,Qe

n
||∇vcn||Qe

n

+
1

∆t

√
ηmaxQe

n
||wcn||0,Qe

n
||vcn||Qe

n

+ ε
√
ζmaxQe

n
||wcn||0,Qe

n
||∇vcn||Qe

n

}
,∀ wcn, vcn ∈ Scn . (4.200)

Lembrando que os parâmetros ηmaxQe
n

, ζmaxQe
n

e Θmax
Qe

n
são limitados, veja

apendice E, existe uma constante C1 independente de σ, ε, ∆t e h tal que

√
ηmaxQe

n
≤ C1δ

n
a , (4.201)√

Θmax
Qe

n
≤ C1δ

n
b , (4.202)√

ζmaxQe
n
≤ C1δ

n
a δ

n
b , (4.203)

o que permite escrever (4.200) como

BA(wcn, v
c
n)n ≤ C1

∑
Qe

n∈T h
n

{
σδna ||wcn||0,Qe

n
||vcn||0,Qe

n
+

1

∆t
δna ||wcn||0,Qe

n
||vcn||0,Qe

n

+ εδnb ||∇wcn||Qe
n
||∇vcn||Qe

n
+ εδna δ

n
b ||wcn||0,Qe

n
||∇vcn||0,Qe

n

}
, (4.204)

da qual concluimos que

BA(wcn, v
c
n)n ≤ C1|||wcn|||h∆t|||vcn|||h∆t , ∀ wcn, vcn ∈ Scn , (4.205)

o que completa a prova do item i).
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Em seguida, apresentamos a prova do item ii). Aqui, como a idéia da

prova é similar à do item i), usaremos de imediato as definições em (4.176) e (4.181)

na definição de BA(·, ·)n em (4.187). Assim, para todo vcn pertencente a Scn temos

BA(vcn, v
c
n)n = σ

(
ΥQe

n
(vcn), vcn

)
Q̃e

n
+ ε

(
∇χQe

n
(vcn),∇vcn

)
Q̃e

n
+

1

∆t

(
ΥQe

n
(vcn), vcn

)
Q̃e

n
,

(4.206)

da qual, considerando os resultados em (4.182) e (4.183), obtemos a desigualdade

BA(vcn, v
c
n)n ≥

∑
Qe

n∈T h
n

{
σΦminQe

n
||vcn||20,Qe

n
+ εΘmin

Qe
n
||∇vcn||2Qe

n
+

1

∆t
ΦminQe

n
||vcn||2Qe

n

}
,

(4.207)

que completa a prova do item ii), sendo a constante C2 unitária.

2

Observação 4.21 O resultado do lema 4.20 implica em existência e unicidade de

solução globalmente, por um argumento de indução.

�

4.4.3 Consistência Variacional

Por simplicidade, denotaremos também por u a restrição da solução

exata u de (4.2) ao slab (fatia) Qn. Lembramos ainda da vinculação do ı́ndice n

nos diversos parâmetros, funções ou operadores ao slab Qn.

Seja ucn ∈ Scn a solução de (4.186). Denotemos o erro de consistência do

MEPGDT em (4.186), eGn , como

eGn := BA(u− ucn, vcn)n ∀vcn ∈ Scn , (4.208)

para o qual são válidos os dois resultados seguintes, ou seja, (4.209) e (4.216).

Lema 4.22 (Erro de Consistência). Seja u ∈ W (0, T ) solução de (4.2) e ucn ∈ Scn
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solução de (4.186). Então,

eGn := BA(u− ucn, vcn)n

= ([u− ucn−1](tn), vcn(tn))Ω +
∑

Qe
n∈T h

n

{(
∂usn([u− ucn−1](tn))

∂t
, vcn

)
Qe

n

+ σ(usn([u− ucn−1](tn)), vcn)Qe
n

}
∀vcn ∈ Scn . (4.209)

Prova:

Da linearidade de BA(·, ·)n segue-se que

eGn := BA(u− ucn, vcn)n ,

= BA(u, vcn)n −BA(ucn, v
c
n)n . (4.210)

Aplicando a definição de BA(·, ·)n em (4.187) à primeira parcela no lado

direito de (4.210) temos que

BA(u, vcn)n =

(
∂u

∂t
, vcn

)
Qn

+ a(u, vcn)Qn + (u(tn), vcn(tn))Ω

−
∑

Qe
n∈T n

h

{[(
∂MQe

n
(Ltu)

∂t
, vcn

)
Qe

n

+ a(MQe
n
(Ltu), vcn)Qe

n

]

+
1

∆t

[(
∂MQe

n
(u(tn))

∂t
, vcn

)
Qe

n

+ σ(MQe
n
(u(tn)), vcn)Qe

n

]}
,

(4.211)

da qual, lembrando que a solução exata u de (4.2) satisfaz

(
∂u

∂t
, vcn

)
Qn

+ a(u, vcn)Qn = (f, vcn)Qn ,∀ n ∈ N∆t , (4.212)

e

Ltu = f , em Qe
n ∀ n ∈ N∆t , (4.213)
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obtemos

BA(u, vcn)n = (f, vcn)Qn + (u(tn), vcn(tn))Ω

−
∑

Qe
n∈T h

n

{[(
∂MQe

n
(f)

∂t
, vcn

)
Qe

n

+ a(MQe
n
(f), vcn)Qe

n

]

+
1

∆t

[(
∂MQe

n
(u(tn))

∂t
, vcn

)
Qe

n

+ σ(MQe
n
(u(tn)), vcn)Qe

n

]}
.

(4.214)

Por outro lado, combinando (4.186) e (4.188), temos que

BA(ucn, v
c
n)n = FA(vcn)n := (f, vcn)Qe

n
+ (ucn−1(tn), vcn(tn))Ω

−
∑

Qe
n∈T h

n

{[(
∂MQe

n
(f)

∂t
, vcn

)
Qe

n

+ a(MQe
n
(f), vcn)Qe

n

]

+
1

∆t

[(
∂MQe

n
(ucn−1(tn))

∂t
, vcn

)
Qe

n

+ σ(MQe
n
(ucn−1(tn)), vcn)Qe

n

]}
.

(4.215)

A substituição de (4.214) e (4.215) em (4.210), juntamente com a defi-

nição (4.164), completam a prova. 2

Em particular, mostramos no corolário seguinte que o erro de consistên-

cia no slab inicial, n = 0, é nulo.

Corolário 4.23 (Erro de consistência no slab n = 0). Para n = 0 temos que

eG0 = 0 . (4.216)

Prova: O resultado decorre em primeiro lugar, do fato que por definição

uc−1 := u0 = u(t0) , (4.217)
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e em segundo lugar, do fato que

usn(0) = 0 , ∀ n ∈ N∆t , (4.218)

o que completa a prova. 2

Apresentamos na subseção seguinte, estimativas de erro para o MEPGDT

em (4.186).

4.4.4 Estimativas de Erro

Dividimos esta subseção em duas partes a saber: A primeira provê re-

sultados decorrentes das estimativas de interpolação. A segunda parte finaliza a

subseção com a apresentação do teorema 4.27 e do corolário 4.28 que fornecem

estimativas de erro para o MEPGDT em (4.186) na norma tripla ||| · |||h∆t definida

em (4.192).

4.4.4.1 Estimativas de Interpolação

Denotamos por Ph o operador de projeção L2(Ω) sobre o espaço VL. Isto

significa que tomando v ∈ L2(Ω), temos que

Phv ∈ VL , (Phv − v, w)Ω = 0 ∀w ∈ VL . (4.219)

Seja IPq(Jn) o espaço dos polinômios de grau q definidos em Jn. Denota-

mos por Ĩnq , com q inteiro não-negativo, o operador de interpolação de Lagrange nos

pontos de Radau de Jn, veja (Thomée, 1997), (Thomée e Larsson, 2003), (Eriksson

et al., 1985), (Makridakis e Karakashian, 1998) para detalhes, tal que

Ĩnq := C(In) −→ IPq(Jn) , (4.220)

Ĩnq u(x, ·) ∈ IPq(Jn) , (4.221)

Ĩnq u(x, tn) = u(x, tn) , x ∈ Ω , (4.222)
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e

(u− Ĩnq u,w)Qn = 0 ∀w ∈ IPq−1(Jn) . (4.223)

O operador de interpolação Ĩnq possui a propriedade de aproximação

||Ĩnq y − y||L2(Jn) ≤ C(∆t)q+1||y(q+1)||L2(Jn) , (4.224)

na qual y(q+1) denota a derivada de y de ordem q + 1 com respeito ao tempo.

Observação 4.24 Para q = 0, a condição (4.233) torna-se inócua.

�

Seja a função

W q
h : (0, T ] −→ H1

0 (Ω) , (4.225)

definida por

W q
h(x, t) = Ĩnq Phu(x, t) , (x, t) ∈ Qn . (4.226)

Para simplicidade de notação, designamos a restrição de W q
h à Jn, W q

h |Jn
, também

por W q
h . Como assumimos u0 ∈ V1, temos

W q
h(x, 0) = u0 . (4.227)

Assumimos que para cada t ∈ [0, T ], a familia de espaços dada por V1

satisfaz

||∇(v(t)− Phv(t))||0,Ω ≤ Ch||v||2,Ω , v(t) ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) , (4.228)

e

||v(t)− Phv(t)||0,Ω ≤ Ch2||v||2,Ω , v(t) ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) . (4.229)

Das considerações acima, temos os resultados clássicos de aproximação

para a função interpolante W q
h(x, t) em (4.226) conforme o lema que se segue.
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Lema 4.25 (Estimativas de interpolação). Seja u ∈ W (0, T ) solução de (4.2) e

W q
h a função interpolante definida em (4.226). Então, são válidas as estimativas

seguintes:

||u−W q
h ||0,Qn ≤ C

[
(∆t)q+1||u(q+1)||0,Qn + (∆t)1/2h2 max

Jn

||u(t)||2,Ω
]
, (4.230)

||∇(u−W q
h)||0,Qn ≤ C

[
(∆t)q+1||∇u(q+1)||0,Qn + (∆t)1/2hmax

Jn

||u(t)||2,Ω
]
, (4.231)

e

max
Jn

||(u−W q
h)(t)||0,Ω ≤ C

[
(∆t)q+1 max

Jn

||u(q+1)(t)||0,Ω + (∆t)1/2h2 max
Jn

||u(t)||2,Ω
]
.

(4.232)

Prova:

Veja por exemplo (Makridakis e Karakashian, 1998).

2

Lema 4.26 (Erro de interpolação na norma ||| · |||h∆t). Seja u ∈ W (0, T ) solução

de (4.2) e W c
hn a restrição da função interpolante W q

h definida em (4.226) ao slab

n tomando q = 0. Então, para todo n pertencente a N∆t, a estimativa

|||u−W c
hn|||h∆t ≤ C

∑
Qe

n∈T n
h

{
∆t
[√

σδna ||u(1)||0,Qe
n

+
√
εδnb ||∇u

(1)||0,Qe
n

]
+
√

∆t h
[
h
√
σδna + h

√
δna +

√
εδnb

]
max
Jn

||u(t)||2,K

+ ∆t
√
δna max

Jn

||u(1)(t)||0,K
}
, (4.233)

é válida.

Prova: O resultado decorre imediatamente da combinação da definição da norma

||| · |||h∆t em (4.192) com as desigualdades (4.230), (4.231) e (4.232).

2
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4.4.4.2 Convergência

Iniciamos esta subseção fornecendo as desigualdades abaixo decorrentes

da definição da norma ||| · |||h∆t em (4.192);

||w||20,Qe
n
≤ 1

σδna
|||w|||2h∆t , (4.234)

||∇w||20,Qe
n
≤ 1

εδnb
|||w|||2h∆t , (4.235)

||w(tn+1)||20,K ≤ 1

δna
|||w|||2h∆t , (4.236)

usadas aqui e na subseção seguinte.

Também importa lembrar o resultado similar à (4.218) dado por

MQe
n
(0) = 0 , ∀n ∈ N∆t . (4.237)

Como foi dito na subseção anterior, denotamos também por u a restrição

da solução exata u de (4.2) ao slab (fatia) Qn. Lembramos novamente que ucn ∈ Scn

designa a solução de (4.186). Assim, definimos o erro entre u e ucn no slab Qn por

en := u− ucn . (4.238)

Apresentamos no teorema seguinte o principal resultado desta seção, ou

seja, uma estimativa para o erro do MEPGDT definido em (4.238).

Visando a simplificação de expressões que aparecerão ao longo da prova

do teorema 4.27, definimos os parâmetros reais positivos

jna :=

(
1

δna

)1/2

, (4.239)

jnb :=

(
ε

δnb

)1/2

, (4.240)
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jnc :=

(
σ2∆t

δna

)1/2

+

(
σ2∆t βmaxQe

n

δna

)1/2

+

(
σ4∆t ξmaxQe

n

δna

)1/2

+

(
σ2ε αmaxQe

n

δnb

)1/2

,

(4.241)

e

jnd := max
{

1, σ,
√
ε
}( σ

2ε

)1/2

, (4.242)

dependentes de σ, ε, h e ∆t. Tal dependência pode ser vista no apendice E. Em

particular, temos que

lim
∆t→0

jna = lim
h→0

jna = 1 , (4.243)

lim
∆t→0

jnb = lim
h→0

jnb =
√
ε , (4.244)

e

lim
∆t→0

jnc = lim
h→0

jnc = 0 . (4.245)

Adicionalmente temos ainda que

0 < δna , δ
n
b ≤ 1 . (4.246)

Teorema 4.27 Seja u solução exata do problema (4.2) satisfazendo a condição

u ∈ W (0, T ), onde o espaço W (0, T ) é definido por (4.3), e ucn a solução aproxi-

mada obtida através do Método Enriquecido de Petrov-Galerkin Descont́ınuo no

Tempo (MEPGDT) em (4.186). Então, para todo n pertencente a N∆t, existe uma

constante C independente de h e ∆t tal que o erro en = u−ucn satisfaz a estimativa

||en||h∆t ≤ C
∑

Qe
n∈T n

h

{
√

∆t
[√

∆t
(
jnc +

√
σδna

)
+ jnd h

]
||u(1)||0,Qe

n

+ ∆t
(
jnb +

√
ε δnb

)
||∇u(1)||0,Qe

n
+ jnd ε h

√
∆t ||∆u||0,Qe

n

+ h
√

∆t
(
jnb + h jnc + h

√
δna + h

√
σδna +

√
εδna

)
max
Jn

||u(t)||2,K

+ ∆t
√
δna max

Jn

||u(1)(t)||0,K

}
. (4.247)

Prova: Faremos uma prova por indução sobre cada slab n. Assim, organizamos

a prova em dois itens. No primeiro, apresentamos a prova para o caso n = 0,
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enquanto que no segundo, supondo conhecido o erro |||en−1|||h∆t, estabelecemos o

resultado final para n.

i) Caso n = 0:

Seja a cisão

|||en|||h∆t := |||u− ucn|||h∆t = |||u− ucn +W c
hn −W c

hn|||h∆t ,

≤ |||u−W c
hn|||h∆t + |||W c

hn − ucn|||h∆t . (4.248)

O primeiro termo no lado direito da desigualdade (4.248) é estimado

prontamente via (4.233). Portanto, resta-nos apenas estimar o segundo termo.

Assim, partindo de (4.194) chegamos a

C|||W c
hn − ucn|||2h∆t ≤ BA(W c

hn − ucn,W c
hn − ucn)n , de (4.207)

= BA(W c
hn − ucn + u− u,W c

hn − ucn)n ,

= BA(W c
hn − u,W c

hn − ucn)n +BA(u− ucn,W c
hn − ucn)n .

(4.249)

Como n = 0, de (4.216) concluimos que o segundo termo no lado direito

de (4.249) é nulo. Com isso, podemos escrever (4.249) sob a forma

C|||W c
hn − ucn|||2h∆t ≤ BA(W c

hn − u,W c
hn − ucn)n . (4.250)
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Da definição de BA(·, ·)n em (4.187) temos que

BA(W c
hn − u,W c

hn − ucn)n =
∑

Qe
n∈T n

h

{(
∂[W c

hn − u]

∂t
,W c

hn − ucn
)
Qe

n

+ a
(
W c
hn − u,W c

hn − ucn
)
Qe

n

+
(
[W c

hn − u](tn), [W c
hn − ucn](tn)

)
K

−
[(

∂MQe
n
(Lt[W c

hn − u])

∂t
,W c

hn − ucn
)
Qe

n

+ a
(
MQe

n
(Lt[W c

hn − u]),W c
hn − ucn

)
Qe

n

]
− 1

∆t

[(
∂MQe

n
([W c

hn − u](tn))

∂t
,W c

hn − ucn
)
Qe

n

+ σ
(
MQe

n
([W c

hn − u](tn)),W c
hn − ucn

)
Qe

n

]}

:=
∑

Qe
n∈T n

h

{
7∑
j=1

T nj

}
. (4.251)

Em seguida, estimaremos os termos T nj , j ∈ {1, · · · , 7}, em (4.251) se-

paradamente. Assim, aplicando (4.184) ao primeiro termo, T n1 , e considerando

(4.219), concluimos que T n1 = 0. Além disso, (4.219) permite concluir que o ter-

ceiro termo, T n3 , é também nulo. Da mesma forma, (4.227) juntamente com (4.237)

permitem afirmar que os dois últimos termos, T n6 e T n7 , também são nulos. Por-

tanto, resta-nos estimar os termos T n2 , T n4 e T n5 . Logo, considerando inicialmente

o termo T n2 temos que

T n2 = a
(
W c
hn − u,W c

hn − ucn
)
Qe

n

= σ
(
W c
hn − u,W c

hn − uc0
)
Qe

n
+ ε
(
∇[W c

hn − u],∇[W c
hn − ucn]

)
Qe

n
,(4.252)

da qual, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, somos conduzidos a

T n2 ≤ σ||W c
hn − u||0,Qe

n
||W c

hn − ucn||0,Qe
n

+ ε||∇[W c
hn − u]||0,Qe

n
||∇[W c

hn − ucn]||0,Qe
n
.

(4.253)

Lembrando que (W c
hn − ucn) ∈ Scn, podemos escrever a desigualdade
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anterior como

T n2 ≤ σ
√

∆t||W c
hn−u||0,Qe

n
||W c

hn−ucn||0,K + ε||∇[W c
hn−u]||0,Qe

n
||∇[W c

hn−ucn]||0,Qe
n
,

(4.254)

de onde, levando em conta (4.236) e (4.235), obtemos

T n2 ≤

[
||W c

hn − u||0,Qe
n

(
σ2∆t

δna

)1/2

+ ||∇[W c
hn − u]||0,Qe

n

(
ε

δnb

)1/2
]
||W c

hn − ucn||h∆t .

(4.255)

Com relação ao termo T n4 , dado por

T n4 = −

(
∂
(
MQe

n

(
Lt[W c

hn − u]
))

∂t
,W c

hn − ucn

)
Qe

n

, (4.256)

temos que, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e considerando o fato que

(W c
hn − ucn) ∈ Scn obtemos

T n4 ≤
√

∆t

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂
(
MQe

n

(
Lt[W c

hn − u]
))

∂t

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
0,Qe

n

||W c
hn − ucn||0,K . (4.257)

Como Ltu = f ∈ Scn, (4.175) é aplicável. Este fato, a definição do

operador Lt(·) e (4.236), usados em (4.257) conduzem a

T n4 ≤
(

∆t βmaxQe
n

δna

)1/2 ∣∣∣∣∣∣∣∣∂[W c
hn − u]

∂t
− ε∆[W c

hn − u] + σ[W c
hn − u]

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Qe

n

||W c
hn − ucn||h∆t , (4.258)

de onde, lembrando que W c
hn ∈ Scn e usando a desigualdade do triângulo, obtemos

T n4 ≤
(

∆t βmaxQe
n

δna

)1/2
[∣∣∣∣∣∣∣∣∂u∂t

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Qe

n

+ ε ||∆u||0,Qe
n

]
||W c

hn − ucn||h∆t

+ σ

(
∆t βmaxQe

n

δna

)1/2

||W c
hn − u||0,Qe

n
||W c

hn − ucn||h∆t . (4.259)

De igual modo, aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz ao termo
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T n5 dado por

T n5 = −a
(
MQe

n
[Lt(W c

hn − u)],W c
hn − ucn

)
Qe

n
,

= −σ
(
MQe

n
[Lt(W c

hn − u)],W c
hn − ucn

)
Qe

n

− ε
(
∇[MQe

n

(
Lt
(
W c
hn − u

))
],∇[W c

hn − ucn]
)
Qe

n
, (4.260)

para obter

T n5 ≤ σ||MQe
n
[Lt(W c

hn − u)]||0,Qe
n
||W c

hn − ucn||0,Qe
n

+ ε||∇[MQe
n
[Lt(W c

hn − u)]]||0,Qe
n
||∇[W c

hn − ucn]||0,Qe
n
, (4.261)

escrita por conveniência como

T n5 ≤ σ
√

∆t ||MQe
n
[Lt(W c

hn − u)]||0,Qe
n
||W c

hn − ucn||0,K

+ ε||∇[MQe
n
[Lt(W c

hn − u)]]||0,Qe
n
||∇[W c

hn − ucn]||0,Qe
n
, (4.262)

da qual, considerando (4.236) e (4.235), obtemos

T n5 ≤ σ||MQe
n
[Lt(W c

hn − u)]||0,Qe
n

(
∆t

δna

)1/2

||W c
hn − ucn||h∆t

+ ε||∇[MQe
n
[Lt(W c

hn − u)]]||0,Qe
n

(
1

εδna

)1/2

||W c
hn − ucn||h∆t . (4.263)

Repetindo mais uma vez o argumento que Ltu = f ∈ Scn, usamos (4.173)

e (4.172) em (4.263), e obtemos

T n5 ≤ ||Lt(W c
hn − u)||0,Qe

n

(
σ2∆t ξmaxQe

n

δna

)1/2

||W c
hn − ucn||h∆t

+ ||Lt(W c
hn − u)||0,Qe

n

(
ε αmaxQe

n

δnb

)1/2

||W c
hn − ucn||h∆t , (4.264)

da qual, considerando a definição do operador Lt(·), o fato que W c
hn ∈ Scn e a
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desigualdade do triângulo, somos conduzidos à

T n5 ≤

(σ2∆t ξmaxQe
n

δna

)1/2

+

(
ε αmaxQe

n

δnb

)1/2
[∣∣∣∣∣∣∣∣∂u∂t

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Qe

n

+ ε ||∆u||0,Qe
n

]

||W c
hn − ucn||h∆t + σ

(σ2∆t ξmaxQe
n

δna

)1/2

+

(
ε αmaxQe

n

δnb

)1/2


||W c
hn − u||0,Qe

n
||W c

hn − ucn||h∆t . (4.265)

Como T n1 = T n3 = T n6 = T n7 = 0, (4.250) toma a forma

C|||W c
hn − ucn|||2h∆t ≤

∑
Qe

n∈T n
h

{
T n2 + T n4 + T n5

}
, (4.266)

e logo, a substituição de (4.255), (4.259) e (4.265) em (4.266) conduz à

C|||W c
hn − ucn|||2h∆t ≤ ||W c

hn − ucn||h∆t

∑
Qe

n∈T n
h

{
σ

[(
∆t

δna

)1/2

+

(
∆tβmaxQe

n

δna

)1/2

+

(
σ2∆t ξmaxQe

n

δna

)1/2

+

(
ε αmaxQe

n

δnb

)1/2
 ||W c

hn − u||0,Qe
n

+

(
ε

δnb

)1/2

||∇[W c
hn − u]||0,Qe

n
+

[(
∆t βmaxQe

n

δna

)1/2

+

(
σ2∆t ξmaxQe

n

δna

)1/2

+

(
εαmaxQe

n

δna

)1/2


[∣∣∣∣∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣∣∣∣∣

0,Qe
n

+ ε ||∆u||0,Qe
n

]}
, (4.267)
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que implica em

|||W c
hn − ucn|||h∆t ≤ C

∑
Qe

n∈T n
h

{
σ

(∆t

δna

)1/2

+

(
∆tβmaxQe

n

δna

)1/2

+

(
σ2∆t ξmaxQe

n

δna

)1/2

+

(
ε αmaxQe

n

δnb

)1/2
]
||W c

hn − u||0,Qe
n

+

(
ε

δnb

)1/2

||∇[W c
hn − u]||0,Qe

n

+

(∆t βmaxQe
n

δna

)1/2

+

(
σ2∆t ξmaxQe

n

δna

)1/2

+

(
εαmaxQe

n

δna

)1/2


[∣∣∣∣∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣∣∣∣∣

0,Qe
n

+ ε ||∆u||0,Qe
n

]}
. (4.268)

Como podemos ver no apêndice E, existe uma constante C independente

de σ, ε, h e ∆t tal que

(
βmaxQe

n

σδna

)1/2

≤ Cα = Ch

√
σ

2ε
, (4.269)(

ξmaxQe
n

δna

)1/2

≤ Cα = Ch

√
σ

2ε
, (4.270)(

αmaxQe
n

∆t δnb

)1/2

≤ Cα = Ch

√
σ

2ε
, (4.271)

que juntamente com as definições introduzidas em (4.240), (4.241) e (4.242), per-

mitem escrever (4.268) como

|||W c
hn − ucn|||h∆t ≤ C

∑
Qe

n∈T n
h

{
jnc ||W c

hn − u||0,Qe
n

+ jnb ||∇[W c
hn − u]||0,Qe

n

+ Ch
√

∆t jnd

[∣∣∣∣∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣∣∣∣∣

0,Qe
n

+ ε ||∆u||0,Qe
n

]}
, (4.272)
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da qual, usando os resultados (4.230) e (4.231), lema 4.25, obtemos

|||W c
hn − ucn|||h∆t ≤ C

∑
Qe

n∈T n
h

{
jnc

[
∆t||u(1)||0,Qe

n
+
√

∆th2 max
Jn

||u(t)||2,K
]

+ jnb

[
∆t||∇u(1)||0,Qe

n
+
√

∆t hmax
Jn

||u(t)||2,K
]

+ jnd h
√

∆t

[∣∣∣∣∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣∣∣∣∣

0,Qe
n

+ ε ||∆u||0,Qe
n

]}
:= |||ecn|||h∆t . (4.273)

Finalmente, substituindo (4.233) e (4.273) na desigualdade (4.248) so-

mos conduzidos à

|||u− ucn|||h∆t ≤ C
∑

Qe
n∈T n

h

{
√

∆t
[√

∆t
(
jnc +

√
σδna

)
+ jnd h

]
||u(1)||0,Qe

n

+ ∆t
(
jnb +

√
ε δnb

)
||∇u(1)||0,Qe

n
+ jnd ε h

√
∆t ||∆u||0,Qe

n

+ h
√

∆t
(
jnb + h jnc + h

√
δna + h

√
σδna +

√
εδna

)
max
Jn

||u(t)||2,K

+ ∆t
√
δna max

Jn

||u(1)(t)||0,K

}
, (4.274)

que é o resultado desejado.

ii) Caso n ∈ N∆t \ {0} :

Para finalizar a prova por indução, assumimos que (4.247) é válido para

n− 1 e mostraremos a validade desse resultado para n.

Aqui, é suficiente repetir os argumentos introduzidos na prova do caso

n = 0 a menos dos termos T n6 e T n7 que agora são não nulos. Também é não nulo

o segundo termo no lado direito de (4.249). Assim, na sequência, trataremos de

fornecer uma estimativa para esses termos.

Seja eRn definido por

eRn := T n6 + T n7 +BA

(
u− ucn,W c

hn − ucn
)
n
. (4.275)

Consideremos os termos T nj definidos em (4.251), o resultado (4.209) e
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a definção (4.164). Logo,

eRn =
∑

Qe
n∈T n

h

{
− 1

∆t

[(
∂MQe

n
([W c

hn − u](tn))

∂t
,W c

hn − ucn
)
Qe

n

+ σ
(
MQe

n
([W c

hn − u](tn)),W c
hn − ucn

)
Qe

n

]
+

(
[u− ucn−1](tn), [W c

hn − ucn](tn)
)
K

− 1

∆t

[(
∂MQe

n
([u− ucn−1](tn))

∂t
,W c

hn − ucn
)
Qe

n

+ σ
(
MQe

n
([u− ucn−1](tn),W c

hn − ucn
)
Qe

n

]}
, (4.276)

que após manipulações algébricas conduz a

eRn =
∑

Qe
n∈T n

h

{(
[u− ucn−1](tn), [W c

hn − ucn](tn)
)
K

+
1

∆t

[(
∂MQe

n
([ucn−1 −W c

hn](tn))

∂t
,W c

hn − ucn
)
Qe

n

+ σ
(
MQe

n
([ucn−1 −W c

hn](tn),W c
hn − ucn

)
Qe

n

]}
. (4.277)

Considerando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, de (4.277) obtemos

eRn ≤
∑

Qe
n∈T n

h

{∣∣∣∣[u− ucn−1](tn)
∣∣∣∣

0,K
||[W c

hn − ucn](tn)||0,K

+
1

∆t

∣∣∣∣∣∣∣∣∂MQe
n
([ucn−1 −W c

hn](tn))

∂t

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Qe

n

||W c
hn − ucn||0,Qe

n

+
σ

∆t

∣∣∣∣MQe
n
([ucn−1 −W c

hn](tn)
∣∣∣∣
Qe

n
||W c

hn − ucn||0,Qe
n

}
. (4.278)
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Como (W c
hn − ucn) ∈ Scn, podemos escrever (4.278) sob a forma

eRn ≤
∑

Qe
n∈T n

h

{∣∣∣∣[u− ucn−1](tn)
∣∣∣∣

0,K
||[W c

hn − ucn](tn)||0,K

+
1√
∆t

∣∣∣∣∣∣∣∣∂MQe
n
([ucn−1 −W c

hn](tn))

∂t

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Qe

n

||W c
hn − ucn||0,K

+
σ√
∆t

∣∣∣∣MQe
n
([ucn−1 −W c

hn](tn)
∣∣∣∣
Qe

n
||W c

hn − ucn||0,K

}
, (4.279)

da qual, usando (4.236), chegamos à

eRn ≤ ||W c
hn − ucn||h∆t

∑
Qe

n∈T n
h

{(
1

δna

)1/2
[∣∣∣∣[u− ucn−1](tn)

∣∣∣∣
0,K

+
1√
∆t

∣∣∣∣∣∣∣∣∂MQe
n
([ucn−1 −W c

hn](tn))

∂t

∣∣∣∣∣∣∣∣
0,Qe

n

+
σ√
∆t

∣∣∣∣MQe
n
([ucn−1 −W c

hn](tn)
∣∣∣∣

0,Qe
n

]}
. (4.280)

Em seguida, consideramos (4.173) e (4.175) em (4.280) para obter

eRn ≤ ||W c
hn − ucn||h∆t

∑
Qe

n∈T n
h

{(
1

δna

)1/2
[∣∣∣∣[u− ucn−1](tn)

∣∣∣∣
0,K

+

(
βmaxQe

n

∆t

)1/2 ∣∣∣∣[ucn−1 −W c
hn](tn)

∣∣∣∣
0,Qe

n

+ σ

(
ξmaxQe

n

∆t

)1/2 ∣∣∣∣[ucn−1 −W c
hn](tn)

∣∣∣∣
0,Qe

n

]}
, (4.281)

que pode ser escrita como

eRn ≤ ||W c
hn − ucn||h∆t

∑
Qe

n∈T n
h

{(
1

δna

)1/2
[∣∣∣∣[u− ucn−1](tn)

∣∣∣∣
0,K

+
(
βmaxQe

n

)1/2 ∣∣∣∣[ucn−1 −W c
hn](tn)

∣∣∣∣
0,K

+ σ
(
ξmaxQe

n

)1/2 ∣∣∣∣[ucn−1 −W c
hn](tn)

∣∣∣∣
0,K

]}
. (4.282)

Somando e subtraindo a solução u ao termo [ucn−1 −W c
hn](tn) e levando
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em conta a desigualdade do triângulo, de (4.282) somos conduzidos à

eRn ≤ ||W c
hn − ucn||h∆t

∑
Qe

n∈T n
h

{(
1

δna

)1/2
[∣∣∣∣[u− ucn−1](tn)

∣∣∣∣
0,K

+
(
βmaxQe

n

)1/2
(∣∣∣∣[ucn−1 − u](tn)

∣∣∣∣
0,K

+ ||[u−W c
hn](tn)||0,K

)
+ σ

(
ξmaxQe

n

)1/2
(∣∣∣∣[ucn−1 − u](tn)

∣∣∣∣
0,K

+ ||[u−W c
hn](tn)||0,K

)]}
.(4.283)

Como podemos ver no apêndice E, existe uma constante C independente

de σ, ε, h e ∆t tal que (
1

δna

)1/2

≤ C
√
δn−1
a , (4.284)

(
βmaxQe

n

δna

)1/2

≤ C
√
δn−1
a , (4.285)

(
ξmaxQe

n

δna

)1/2

≤ C
√
δn−1
a . (4.286)

Usando as desigualdades (4.284), (4.285), e (4.286) em (4.283) obtemos

eRn ≤ |||W c
hn − ucn|||h∆tC

[
|||en−1|||h∆t + |||u−W c

hn|||h∆t

]
. (4.287)

De (4.249) segue-se que

C|||W c
hn − ucn|||2h∆t ≤ BA(W c

hn − u,W c
hn − ucn)n +BA(u− ucn,W c

hn − ucn)n ,

=
(
T n2 + T n4 + T n5

)
+ eRn . (4.288)

Levando em conta a estimativa (4.273), válida para a parcela(
T n2 + T n4 + T n5

)
, e a estimativa (4.287), de (4.288) chegamos à

|||W c
hn − ucn|||h∆t ≤ C

[
|||en−1|||h∆t + |||ecn|||h∆t

]
. (4.289)

Finalmente, usando a hipótese sobre o erro no“slab”n−1, a substituição
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de (4.289) e (4.233) em (4.248) completa a prova.

2

Apresentamos no corolário seguinte, uma estimativa para o erro global

eN definido por

eN :=
∑
n∈N∆t

en. (4.290)

Corolário 4.28 Seja eN o erro global definido em (4.290). Então, a estimativa

|||eN |||h∆t ≤ C
∑
n∈N∆t

∑
Qe

n∈T n
h

{
√

∆t
[√

∆t
(
jnc +

√
σδna

)
+ jnd h

]
||u(1)||0,Qe

n

+ ∆t
(
jnb +

√
ε δnb

)
||∇u(1)||0,Qe

n
+ jnd ε h

√
∆t ||∆u||0,Qe

n

+ h
√

∆t
(
jnb + h jnc + h

√
δna + h

√
σδna +

√
εδna

)
max
Jn

||u(t)||2,K

+ ∆t
√
δna max

Jn

||u(1)(t)||0,K

}
, (4.291)

é válida.

Prova: É suficiente tomar o somatório em n ∈ N∆t de |||en|||h∆t, considerar o

resultado do teorema 4.27, rearrumar termos e escolher uma constante C conveni-

ente. 2

Finalizamos esta seção tecendo breves considerações na observação abaixo.

Observação 4.29 • A estimativa (4.291) implica que

|||eN |||h∆t = O
(
h+ ∆t1/2

)
. (4.292)

• A estimativa (4.291) é ótima na norma da energia, ||| · |||h∆t.

• Lembramos que jnd , também presente na estimativa (4.291) e definido em

(4.242), depende apenas dos parâmetros σ e ε.

• A obtenção de uma estimativa de erro a priori ótima na norma natural
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L2(0, T ;L2(Ω)) usando argumentos de dualidade será considerado em um

trabalho futuro.

4.5 Validações Numéricas

Para avaliar o grau de acuracidade do MEPGDT apresentado na sub-

seção 4.3.1, consideramos novamente o problema exemplo com termo de fonte

constante e os dois casos assintóticos discutidos na subseção 4.2.1.1.

Por simplicidade, mostramos nas figuras 4.3-4.8, somente os resultados

obtidos através do PGEM-L e do MEPGDT usando a aproximação bilinear no

espaço e constante no tempo. O caso de aproximação linear do tempo, os resultados

são equivalentes e portanto, não são mostrados aqui.

4.5.1 Primeiro Caso Assintótico (ε < h2)

Lembremos que reproduzimos este caso adotando ε = 10−6, ∆t = 0.1 e

uma malha quadrada de 20× 20 elementos.

As figuras 4.3 e 4.4 mostram soluções obtidas através dos métodos

MEPGDT e PGEM-L respectivamente. Apenas para efeitos comparativos, apre-

sentamos na figura 4.5 os perf́ıs dessas soluções. Vemos que para esse caso as-

sintótico o resultado dos dois métodos são equivalentes, e corrigem as oscilações

espúrias presentes no método de Galerkin.
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(a) Solução em t = 0.1 (b) Solução em t = 0.2

(c) Solução em t = 1 (d) Solução em t = 7.5

Figura 4.3: Solução via MEPGDT em distintos instantes de tempo para ε = 10−6,
∆t = 0.1.

171



(a) Solução em t = 0.1 (b) Solução em t = 0.2

(c) Solução em t = 1 (d) Solução em t = 7.5

Figura 4.4: Solução via PGEM-L em distintos instantes de tempo para ε = 10−6,
∆t = 0.1.
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(a) Soluções em t = 0.1
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(b) Soluções em t = 0.2
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(c) Soluções em t = 1
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(d) Soluções em t = 7.5

Figura 4.5: Perfil das soluções dos métodos PGEM-L e MEPGDT em y = 0.5 para
distintos instantes de tempo tomando ε = 10−6, ∆t = 0.1.

4.5.2 Segundo Caso Assintótico (ε < (∆t)−1)

Lembramos também que neste caso tomamos ε = 1, ∆t = 10−5 e a

malha do caso anterior. Os resultados obtidos são mostrados nas figuras 4.6 e 4.7.

Novamente, apenas para fins comparativos, apresentamos na figura 4.8 os perfis

dos gráficos das figuras 4.6 e 4.7.

Este teste é emblemático quanto a superioridade do novo método graças

ao enriquecimento dependente do tempo. De fato, os resultados mostram a correção

das oscilações devidas a passos de tempo pequeno sem introduzir excessiva difusão

numérica a medida que a solução evolui para o estado estacionário. O PGEM-L

não é capaz de proporcionar tais resultados.
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(a) Solução em t = 1× 10−5 (b) Solução em t = 4× 10−5

(c) Solução em t = 1× 10−3 (d) Solução em t = 1× 10−2

Figura 4.6: Solução via MEPGDT em distintos instantes de tempo para ε = 1,
∆t = 10−5.
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(a) Solução em t = 1× 10−5 (b) Solução em t = 4× 10−5

(c) Solução em t = 1× 10−3 (d) Solução em 1× 10−2

Figura 4.7: Solução via PGEM-L em distintos instantes de tempo para ε = 1,
∆t = 10−5.
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(a) Soluções em t = 1.10−5
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(b) Soluções em t = 4.10−5
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(c) Soluções em t = 1.10−3
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(d) Soluções em t = 1.10−2

Figura 4.8: Perfil das soluções dos métodos PGEM-L e MEPGDT em y = 0.5 para
diferentes instantes de tempo tomando ε = 1, ∆t = 10−5.

4.5.3 Solução Anaĺıtica

Reservamos esta subseção à apresentação dos resultados numéricos que

visam verificar as taxas de convergência teóricas dadas em (4.247). Para tanto, con-

sideramos o problema (4.1) definido no domı́nio Q := (0, 1)2×(0, 1), com condições

inicial e de contorno homogêneas, e termo de fonte, f = (2επ2 +σ) sin(πx) sin(πy).

Com isso, o problema (4.1) possui uma solução suave dada por:

u(x, y, t) =
(
1− e−(2επ2+σ)t

)
sin(πx) sin(πy) . (4.293)

Adotando σ = ε = 1, realizamos dois experimentos numéricos. No pri-

meiro, destinado à verificação da taxa de convergência em ∆t, fixamos h = 1/640,

ou seja, usamos uma discretização espacial com 640 elementos quadrangulares
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em cada lado e associamos a esta, 5 discretizações de ∆t conforme a sequência(
1/16, 1/32, 1/64, 1/128, 1/256

)
. Já no segundo experimento, associado agora à

convergência em h, fixamos ∆t = 10−4 e consideramos 5 malhas uniformes de

5, 10, 20, 40 e 80 elementos quadrangulares para cada lado de Ω = (0, 1)2.

Com os resultados obtidos das simulações numéricas descritas no pa-

rágrafo anterior, construimos os gráficos mostrados nas figuras 4.9a e 4.9b que

confirmam numéricamente o resultado teórico em (4.291), isto é, a convergência

ótima na norma da energia.
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Figura 4.9: Convergência do MEPGDT na norma ||| · |||h∆t sob ∆t e h-refinamento.

Apesar de não ter sido demonstrado, esperamos que o MEPGDT con-

virja com a mesma taxa do método de Galerkin descont́ınuo no tempo (MGDT)

na norma natural do espaço L2(0, T ;L2(Ω)) ≡ L2(L2) que como sabemos, veja por

exemplo (Quarteroni e Valli, 1997), é da ordem de

||u− ugh||L2(0,T ;L2(Ω)) = O(h2 + ∆t) . (4.294)

com ugh denotando a solução aproximada via MGDT.
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Apresentamos nas figuras 4.10 e 4.11 resultados numéricos confirmando

nossas expectativas por (4.294) com ucn em lugar de ugh, mostrando convergência

ótima nessa norma.
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Figura 4.10: Convergência do MEPGDT na norma natural do espaço L2(L2) sob
∆t-refinamento.

−9

−8

−7

−6

−5

−4

−3

−2

−4.5 −4 −3.5 −3 −2.5 −2 −1.5

l
o

g
 
|
|
u

−
u

L
|
|
L

2
(
L

2
)
 
 

log h    

Convergencia em h do MEPGDTC1−Q1 na norma ||.||L2(L2) 

1

2

mgdt

(a) Convergência em L2(L2) sob h-
refinamento

−4

−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

−4.5 −4 −3.5 −3 −2.5 −2 −1.5

l
o

g
 
|
|
u

−
u

L
|
|
L

2
(
H

1
)
 
 

log h    

Convergencia em h do MEPGDTC1−Q1 na norma ||.||L2(H1) 

1

1

mgdtc1

(b) Convergência em L2(H1) sob h-
refinamento

Figura 4.11: Convergência do MEPGDT nas normas naturais dos espaços L2(L2)
e L2(H1) sob h-refinamento.
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4.6 Conclusões

Apresentamos um novo método numérico designado por MEPGDT, efi-

ciente para a solução de problemas lineares de reação-difusão transientes, o qual

está baseado na combinação do método de elementos finitos de Galerkin descont́ı-

nuo no tempo (MGDT) com o método enriquecido de Petrov Galerkin (PGEM).

Na seção 4.4, derivamos estimativas de erro a priori da ordem de

O(h + ∆t1/2) na norma da energia para o MEPGDT usando elementos bilineares

no espaço e uma aproximação constante no tempo. Os resultados obtidos con-

firmam que o MEPGDT é um método preciso e robusto no tratamento de casos

singularmente perturbados do tipo reação-difusão transiente.

Outro aspecto importante do método MEPGDT é o baixo custo compu-

tacional, sendo equiparável às formulações clássicas de Galerkin com discretização

temporal por diferenças finitas ou elementos finitos.

Os resultados numéricos validam o novo método e mostram a impor-

taância do enriquecimento dependente do tempo. Os diferentes casos assintóticos

são corretamente aproximados.

A análise apresentada para o MEPGDT representa o primeiro resultado

de convergência relativo a enriquecimentos dependentes do tempo, sendo os mé-

todos propostos em (Ramalho, 2005) um caso particular da nova proposta. Os

resultados de convergência, existência e unicidade são extensivos a esses métodos,

ou seja, àqueles propostos em (Ramalho, 2005). Contudo, algumas questões para

futuros desenvolvimentos podem ser levantadas. Dentre essas, destacamos:

• Resgate de estimativas de erro na norma natural do espaço L2(0, T ;L2(Ω))

para o MEPGDT a partir da análise ora desenvolvida.

• Extensão da análise de erro para o MEPGDT ao caso de aproximação

linear tanto no espaço quanto no tempo.
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Caṕıtulo 5

Conclusões e Futuros Desenvolvimentos

Nesta tese foram desenvolvidos e analisados novos métodos de elementos

finitos enriquecidos e estabilizados para problemas de reação-difusão estacionário e

transiente. Investigações numéricas considerando casos singularmente perturbados

foram realizadas e validaram os novos métodos em diferentes regimes assintóticos.

As principais contribuições desta pesquisa são resumidas abaixo:

• Um novo método enriquecido chamado de método de Galerkin enriquecido

(MGE), proposto para resolver o problema de reação-difusão estacionário,

segue as idéias do PGEM em (Franca et al., 2005b), diferindo desse na

forma como o espaço das funções testes é enriquecido. O MGE conduz

sempre à uma formulação simétrica, o que não ocorre no PGEM em (Franca

et al., 2005b) em geral.

• Resultados de experimentos numéricos mostram que o MGE é mais preciso

que o PGEM em (Franca et al., 2005b), para número de Peclet interme-

diário.

• Novos métodos estabilizados multiescala, chamados de MEM-p e MEM-

g, fornecem soluções numéricas equiparáveis às formulações originárias, a

saber, o PGEM em (Franca et al., 2005b) e o MGE respectivamente, o

que confirma os estudos teóricos dados pela análise de erro. Esses métodos

possuem a vantagem de serem facilmente implementáveis, com parâmetros
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de estabilização fixados a priori.

• A análise de erro a priori fornece taxas de convergência ótimas para o erro

medido nas normas naturais L2 e H1 para o MGE, MEM-p e MEM-g que

são confirmadas numericamente.

• Um novo método enriquecido para a versão parabólica do modelo de reação-

difusão foi introduzido. Esse método é do tipo Petrov-Galerkin descont́ınuo

do tempo (MEPGDT). Esse método surge do enriquecimento dos espaços

de aproximação clássicos do método de Galerkin descont́ınuo no tempo

(MGDT) com espaços contendo funções adequadas para capturar posśıveis

camadas limites apresentadas por esse problema. No caso em que o espaço

clássico a ser enriquecido é constituido de funções bilineares no espaço e

constantes no tempo, uma aproximação análitica para o enriquecimento é

proposta, tornando não só o custo do método equiparável ao do MGDT,

como viabilizando sua análise de erro. Nesse caso, uma estimativa ótima

de erro à priori na norma da energia é fornecida e validada numericamente.

• Apontamos a importância de enriquecer os espaços com funções dependen-

tes do tempo. Esse aspecto é validado numericamente.

As tabelas 5.1 e 5.2 apresentam uma śıntese dos prinicipais resultados

desta tese.

Tabela 5.1: Principais resultados para o problema eĺıptico.

Novos métodos propostos Taxa de convergência
Norma L2(Ω) Norma H1(Ω)

MGE ϑ(h2) ϑ(h)

MEM-p ϑ(h2) ϑ(h)

MEM-g ϑ(h2) ϑ(h)

As técnicas investigadas teoricamente e numericamente nesta tese indi-

cam que formulações enriquecidas são adequadas para problemas singularmente
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Tabela 5.2: Principais resultados para o problema parabólico.

Novo método proposto Convergência na norma da energia

MEPGDT ϑ(
√

∆t+ h)

perturbados e mostram alto potencial para derivação de novas formulações estabi-

lizadas cujos principais atrativos são a facilidade de implementação computacional

e o baixo custo. Baseados no presente trabalho, seguem-se abaixo as posśıveis

direções de pesquisa futura.

• Considerar uma aproximação do tipo Galerkin descont́ınuo também na

variável espacial.

• Para o MEPGDT, prover aproximações anaĺıticas para o enriquecimento

em se tratando de enriquecer o espaço clássico constituido de funções li-

neares, diminuindo o custo computacional associado à estrategia de dois

ńıveis.

• Dada a simplicidade de implementação computacional e o baixo custo das

formulações estabilizadas, derivar um método estabilizado associado ao

MEPGDT, em analogia ao que foi feito para o caso estacionário.

• Desenvolver uma estimativa de erro a priori na norma natural do espaço

L2(0, T ;L2(Ω)) para o MEPGDT visando confirmar a taxa de convergência

ótima decorrente das investigações numéricas.

• Estender as técnicas a outros operadores parabólicos singulares como o

problema reactivo-advectivo-difusivo. Também é de interesse o estudo da

extensão da teoria à problemas mistos transientes como o modelo de Stokes

parabólico.
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Apêndice A

Conceitos, Definições e Resultados da

Algebra Linear

No desenvolvimento teórico da seção 3.5, fazemos uso de autovalores

generalizados cujo conceito e aplicação podem ser encontrados em (Babuska e

Osborn, 1987), (Peters e Wilkinson, 1970), (Stewart, 1972), (Fried, 1972), (Fried,

1973), (Loghin et al., 2006), (Gantmacher, 1997), (Horn e Johnson, 1994) e (Golub

e Loan, 1989). Apresentamos de forma resumida resultados pertinentes presentes

nesses trabalhos.

A.1 Autovalores Generalizados

Aqui, as letras maiúsculas em negrito denotam matrizes quadradas de

ordem n, enquanto que as minúsculas também em negrito, denotam vetores coluna

de ordem n. O supeŕındice T nas matrizes e vetores denota a transposição. Como

usual, I é a matriz identidade e 0 é a matriz nula ou o vetor nulo.

A.1.1 Campo de Valores de uma Matriz

Seja A uma matriz quadrada genérica de ordem n. Então o campo de

valores de A é definido como

G(A) =

{
xTAx

xTx
, x ∈ IRn , x 6= 0

}
. (A.1)
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Assim como o espectro (conjunto dos autovalores), χ(A), de uma matriz

A, o campo de valores G(A) pode ser usado para analisar a matriz.

O espectro de uma matriz está contido no seu campo de valores como

podemos ver em (A.1) tomando x como sendo um autovetor de A. Consequen-

temente, um limitante sobre o campo de valores de uma matriz é também um

limitante sobre o seu espectro.

Como extensão de (A.1), introduzimos o campo de valores generalizado

para o par de matrizes A,B, com B não singular:

G(A,B) =

{
xTAx

xTBx
, x ∈ IRn , x 6= 0

}
. (A.2)

O conjunto dos autovalores generalizados, λA,B, soluções do problema

generalizado, Ax = λBx, está contido no campo de valores G(A,B), como po-

demos ver de (A.2) tomando x como sendo um autovetor de Ax = λBx. Con-

sequentemente, um limitante sobre o campo de valores generalizado do par de

matrizes A,B, é também um limitante sobre o espectro do problema generalizado

Ax = λBx.

Seja A simétrica e B simétrica positiva definida. Então o quociente de

Rayleigh generalizado RA,B é defindo como

RA,B(x) =
xTAx

xTBx
, ∀ x 6= 0. (A.3)

Um propriedade bastante conhecida na literatura do quociente de Ray-

leigh, veja por exemplo Horn e Johnson (1994) páginas 176 e 177 para demonstra-

ção, é que

λA,B
min ≤ RA,B(x) ≤ λA,B

max , ∀ x 6= 0 , (A.4)

e consequentemente,

λA,B
min ≤ z ≤ λA,B

max , ∀ z ∈ G(A,B) , (A.5)
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se A é simétrica e B é simétrica positiva definida. Aqui, λA,B
min e λA,B

min representam

respectivamente, o menor e o maior elemento do conjunto λA,B.

A definição padrão para o quociente de Rayleigh decorre de (A.3) to-

mando a matriz B como sendo a matriz identidade.

A.1.2 Problema Ax = λBx com A e B Genéricas

Quando as matrizes A e B não são simétricas e B é não singular, o

problema Ax = λBx é equivalente ao problema de autovalor padrão B−1Ax = λx,

enquanto que se A é não singular, podemos resolver o problema A−1Bx = 1
λ
x.

Quando A e B são ambas singulares, um método alternativo é neces-

sário. Para tal situação veja o método proposto por Stewart (1972). Apesar da

dificuldade no cálculo dos autovalores generalizados, os limites em (A.5) são subs-

tituidos por

|λA,B
min | ≤ |z| ≤ |λA,B

max| , ∀ z ∈ G(A,B) . (A.6)
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Apêndice B

Matrizes Elementares e Autovalores

Generalizados

Apresentamos neste apêndice as matrizes elementares e as expressões

para os autovalores generalizados que aparecem ao longo do texto.

B.1 Matrizes Elementares

Os métodos de elementos finitos descritos neste trabalho envolvem ma-

trizes de massa e de rigidez, a partir dos quais são obtidos os autovalores genera-

lizados. Em seguida, desenvolvemos essas matrizes.

B.1.1 Matrizes de Massa

B.1.1.1 Elemento Triangular

Para cálculo das matrizes elementares de massa consideremos o mape-

amento isoparamétrico do triângulo genérico, K, sobre o triângulo de referência,

K̂, conforme ilustração da figura B.1.

As funções de forma lineares definidas em K são dadas por

ψi(x, y) =
1

2|K|
(ai + bix+ ciy) , i ∈ NP1 = {1, 2, 3} , (B.1)
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Figura B.1: Mapeamento isoparâmetrico de um elemento triangular.

com

ai = xjyk − xkyj ,

bi = yj − yk ,

ci = xk − xj ,

 i 6= j 6= k , (B.2)

e i, j, k permutam em uma ordem natural. Por exemplo, a2 é determinado fazendo

i = 2, j = 3 e k = 1 na equação (B.2). Como usual, aqui também |K| denota a

medida de K.

Visando o cálculo das integrais de interesse, consideremos o mapeamento

isoparâmetrico de K̂ para K dado por

 x(ξ, η) =
∑3

i=1 ψ̂i(ξ, η)xi ,

y(ξ, η) =
∑3

i=1 ψ̂i(ξ, η)yi ,
(B.3)

onde 
ψ̂1(ξ, η) = 1− ξ − η ,

ψ̂2(ξ, η) = ξ ,

ψ̂3(ξ, η) = η ,

(B.4)

são as funções de forma lineares definidas em K̂.
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Designamos por |J | o determinante da matriz jacobiana associado a

transformação em (B.3). Um cálculo simples mostra que

|J | = 2|K| . (B.5)

Seja [MGP1] ≡ [MGP1]3×3 a matriz de massa de componentes

[MGP1]ij = (ψj(x, y), ψi(x, y))K = |J |
(
ψ̂j(ξ, η), ψ̂i(ξ, η)

)
K̂
, i, j ∈ NP1 . (B.6)

Denotamos por [ψ̂] o vetor cujas componentes são as funções de forma

lineares, também chamadas coordenadas baricentricas, definidas no elemento de

referência K̂, i.e,

[ψ̂] = [ψ̂1, ψ̂2, ψ̂3]. (B.7)

Com isso, [ψ̂]T representa o vetor coluna obtido através da transposição

do vetor [ψ̂]. Usando esta notação, [MGP1] toma a forma

[MGP1] = |J |
∫
K̂

(
[ψ̂]T [ψ̂]

)
dK̂ , (B.8)

cujas componentes

[MGP1]ij =


|J | 1

12
se i = j ,

|J | 1

24
caso contrário ,

são facilmente obtidas usando a segunda igualdade em (B.6).

Consideremos agora as funções de base enriquecidas em (3.34), reapre-

sentadas abaixo sob a forma

λj(x) =
sinh(αjψj(x))

sinh(αj)
, x ∈ K, j ∈ NP1 , (B.9)
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onde

αj =

√
σ

εγjK
,

e designemos por [λ̂] o vetor cujas componentes são as funções de base em (B.9)

definidas no elemento de referência K̂ via mapeamento isoparâmetrico em (B.3),

i.e,

[λ̂] = [λ̂1, λ̂2, λ̂3], (B.10)

com

λ̂j(x) =
sinh(αjψ̂j(x)

sinh(αj)
, x ∈ K̂, j ∈ NP1 . (B.11)

Logo podemos representar a matriz de massa enriquecida, [MMsP1] ≡

[MMsP1]3×3, sob a forma

[MMsP1] = |J |
∫
K̂

(
[λ̂]T [ψ̂]

)
dK̂ , (B.12)

cujas componentes são dadas por

[MMsP1]ij =


|J | αi sinh(αi)− 2 cosh(αi) + 2

α3
i sinh(αi)

se i = j ,

|J | 2 cosh(αi)− α2
i − 2

2α3
i sinh(αi)

caso contrário .

Outra matriz de massa de interesse é a de enriquecimento, denotada

aqui por [AMsP1] ≡ [AMsP1]3×3. Suas componentes são dadas por

[AMsP1]ij = (Mk(ψj), ψi)K = |J |
(
Mk(ψ̂j), ψ̂i

)
K̂

=
−|J |
σ

(
φ̂j, ψ̂i

)
K̂

=
−|J |
σ

(
λ̂j − ψ̂j, ψ̂i

)
K̂

=
|J |
σ

(
ψ̂j − λ̂j, ψ̂i

)
K̂

=
1

σ
([MGP1]ij − [MMsP1]ij) .

(B.13)

Observação B.1 É importante observar que a simetria das matrizes de massa

enriquecida, [MMsP1], e de enriquecimento, [AMsP1], ocorre apenas nos casos em
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que a triangulação Th de Ω é constituida exclusivamente por elementos equilaterais,

pois nessa situação temos α1 = α2 = α3, o que torna [MMsP1] e [AMsP1] matrizes

simétrica.

�

A análise de erro do caṕıtulo 3 motivou a introdução das matrizes

[WMsP1] ≡ [WMsP1]3×3 e [GMsP1] ≡ [GMsP1]3×3, onde a primeira é dada por

[WMsP1] = |J |
∫
K̂

(
[λ̂]T [λ̂]

)
dK̂ , (B.14)

e apresenta as componentes



[WMsP1]ii = |J | cosh(2α)− 2α2 − 1

8
(
α sinh(α)

)2 , i = 1, 2, 3

[WMsP1]12 = |J |
4
(
1− cosh(α)

)
+ α

(
sinh(α)− cosh(α)

)(
1− exp(2α)

)
(2α sinh(α))2

,

[WMsP1]13 = |J | 2− 2 cosh(α) + α sinh(α)

2
(
α sinh(α)

)2 ,

[WMsP1]23 = |J |
4
(
1− cosh(α)

)
+ α

(
sinh(α)− cosh(α)

)(
1− exp(2α)

)(
2α sinh(α)

)2 ,

enquanto que a segunda é da forma

[GMsP1] =
1

σ2

(
[WMsP1]− 2%Kmin[MMsP1] + (%Kmin)2[MGP1]

)
. (B.15)

No cálculo das componentes de [WMsP1] apresentadas acima, por sim-

plicidade consideramos apenas a caso simétrico.

B.1.1.2 Elemento Retangular

Assim como na subseção anterior, consideremos o mapeamento isoparâ-

metrico do retângulo genérico, K, sobre o retângulo de referência, K̂, como mostra

a figura B.2.
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Figura B.2: Mapeamento isoparâmetrico de um elemento retangular.

Agora, as funções de forma bilineares definidas em K são dadas por



ψ1(x, y) =
1

|K|
(x1 − x)(y4 − y) ,

ψ2(x, y) =
1

|K|
(x− x1)(y4 − y) ,

ψ3(x, y) =
1

|K|
(x− x1)(y − y1) ,

ψ4(x, y) =
1

|K|
(x2 − x)(y − y1) .

(B.16)

Por outro lado, o mapeamento isoparâmetrico de K̂ para K toma a

forma  x(ξ, η) =
∑4

i=1 ψ̂i(ξ, η)xi ,

y(ξ, η) =
∑4

i=1 ψ̂i(ξ, η)yi ,
(B.17)

onde

ψ̂i(ξ, η) =
1

4
(1 + ξiξ) (1 + ηiη) , i ∈ NQ1 = {1, 2, 3, 4} . (B.18)
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Aqui também um cálculo simples mostra que

|J | = |K|
4

. (B.19)

Seja [MGQ1] ≡ [MGQ1]4×4 a matriz de massa de componentes

[MGQ1]ij = (ψj(x, y), ψi(x, y))K = |J |
(
ψ̂j(ξ, η), ψ̂i(ξ, η)

)
K̂
, i, j ∈ NQ1 . (B.20)

Fazendo uso da notação já introduzida na subseção anterior, temos

[ψ̂] = [ψ̂1, ψ̂2, ψ̂3, ψ̂4] , (B.21)

de modo que [MGQ1] toma a forma

[MGQ1] = |J |
∫
K̂

(
[ψ̂]T [ψ̂]

)
dK̂ , (B.22)

cujas componentes



[MGQ1]ii = |J | 4

9
, i ∈ NQ1

[MGQ1]ik = |J | 2

9
, k = i+ 1, i = 1, 2, 3

[MGQ1]ik = |J | 1

9
, k = i+ 2, i = 1, 2

[MGQ1]ik = |J | 2

9
, k = i+ 3, i = 1

[MGQ1]ij = [MGQ1]ji , i, j ∈ NQ1 .

(B.23)

podem ser obtidas mais facilmente da segunda igualdade em (B.20).

Lembremos que para elementos bilineares, as funções de forma enrique-

cidas introduzidas em (3.36), definidas para todo x = (x, y) pertencente a K, são
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da forma

λj(x, y) =
sinh(αxψ

x
j (x))

sinh(αx)

sinh(αyψ
y
j (y))

sinh(αy)
, j ∈ NQ1 . (B.24)

O mapeamento isoparâmetrico em (B.17) permite definir (B.24) em todo

x pertencente a K̂ e escrevê-la como

λ̂j(x, y) =
sinh(αxψ̂

x
j (x))

sinh(αx)

sinh(αyψ̂
y
j (y))

sinh(αy)
, j ∈ NQ1 . (B.25)

Tal como no caso de elementos lineares, designamos por [λ̂] o vetor

linha cujas componentes são as funções em (B.24), de modo que a matriz de massa

enriquecida, [MMsQ1] ≡ [MMsQ1]4×4, dada por

[MMsQ1] = |J |
∫
K̂

(
[λ̂]T [ψ̂]

)
dK̂ , (B.26)

apresenta as componetes



[MMsQ1]ii = |J | 4(αx cosh(αx)− sinh(αx))(αy cosh(αy)− sinh(αy))

α2
xα

2
y sinh(αx) sinh(αy)

, i ∈ NQ1 ,

[MMsQ1]12 = [MMsQ1]34 = |J | 4(sinh(αx)− αx)(αy cosh(αy)− sinh(αy))

α2
xα

2
y sinh(αx) sinh(αy)

,

[MMsQ1]13 = [MMsQ1]24 = |J | 4(αx − sinh(αx))(αy − sinh(αy))

α2
xα

2
y sinh(αx) sinh(αy)

,

[MMsQ1]14 = [MMsQ1]23 = |J | 4(αx cosh(αx)− sinh(αx))(sinh(αy)− αy)
α2
xα

2
y sinh(αx) sinh(αy)

,

[MMsQ1]ji = [MMsQ1]ij , i, j ∈ NQ1 .

(B.27)

Seja [AMsQ1] ≡ [AMsQ1]4×4 a matriz de massa de enriquecimento definida
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de modo análogo a matriz [AMsP1]. Assim sendo, suas componentes são dadas por

[AMsQ1]ij = (Mk(ψj), ψi)K = |J |
(
Mk(ψ̂j), ψ̂i

)
K̂

=
−|J |
σ

(
φ̂j, ψ̂i

)
K̂

=
−|J |
σ

(
λ̂j − ψ̂j, ψ̂i

)
K̂

=
|J |
σ

(
ψ̂j − λ̂j, ψ̂i

)
K̂

=
1

σ
([MGQ1]ij − [MMsQ1]ij) .

(B.28)

Observação B.2 Ao contrário do caso de elementos lineares, agora as matrizes

[MMsQ1] e [AMsQ1] são sempre simétricas.

�

Analogamente ao caso de elementos triângulares, as matrizes [WMsQ1] ≡

[WMsQ1]4×4 e [GMsQ1] ≡ [GMsQ1]4×4 motivadas pela análise de erro do caṕıtulo 3

tomam as formas

[WMsQ1] = |J |
∫
K̂

(
[λ̂]T [λ̂]

)
dK̂ , (B.29)

com

[WMsQ1]ii = |J |

{
2 cosh(α)− 2 cosh(3α) + 8α2 + 8α sinh(α)

8α2
(
sinh(α)

)4

+
−16 sinh(α)

(
cosh(0.5α)

)2
α− 4

(
cosh(0.5α)

)2
cosh(α)

8α2
(
sinh(α)

)4

+
4
(
cosh(0.5α)

)2
cosh(3α)− 4α sinh(2α)

8α2
(
sinh(α)

)4

}
, i ∈ NQ1 ,

[WMsQ1]12 = [WMsQ1]34 = |J |

{
2 cosh(α)− 2 cosh(3α) + 8α2 + 8α sinh(α)

8α2
(
sinh(α)

)4

+
8 sinh(2α)

(
cosh(0.5α)

)2
α− 4α sinh(2α)− 16

(
α cosh(0.5α)

)2

8α2
(
sinh(α)

)4

}
,

[WMsQ1]13 = [WMsQ1]24 = |J |

{
2 cosh(2α)− 2 + 4α2 + 8α sinh(α)

64α2
(
sinh(0.5α) cosh(0.5α)

)4

+
16α2

(
cosh(0.5α)

)4 − 16α sinh(α)
(
cosh(0.5α)

)2 − 16
(
α cosh(0.5α)

)2

64α2
(
sinh(0.5α) cosh(0.5α)

)4

}
,
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[WMsQ1]14 = [WMsQ1]23 = |J |

{
2 cosh(2α)− 2 + 8α sinh(α) + 4

(
cosh(0.5α)

)2

64α2
(
sinh(0.5α) cosh(0.5α)

)4

+
4α sinh(α)

(
cosh(0.5α) sinh(0.5α)

)2 −
(
cosh(0.5α)

)2(
cosh(2α) + 2α2

)
+ α2

16α2
(
sinh(0.5α) cosh(0.5α)

)4

}
,

[WMsQ1]ij = [WMsQ1]ji , i, j ∈ NQ1 ,

e

[GMsQ1] =
1

σ2

(
[WMsQ1]− 2%Kmin[MMsQ1] + (%Kmin)2[MGQ1]

)
. (B.30)

B.1.2 Matrizes de Rigidez

Diferentemente da maneira como procedemos para obtenção das ma-

trizes elementares de massa, agora estabelecemos um procedimento genérico de

cálculo das matrizes elementares de rigidez, de modo que as de interesse serão

obtidas por simples aplicação.

Para tanto, consideremos [g] e [f ] vetores genéricos de componentes

[g1, · · · , gNK
] e [f1, · · · , fNK

] respectivamente, com gj e fj representando funções

de forma definidas em K. Esses vetores e respectivas componentes definidas em

K̂ via mapeamentos isoparâmetricos em (B.3) ou (B.17) conforme o caso, são de-

signados por [ŵ] e [ŵ1, · · · , ŵNK
], com w = g, f e wj = gj, fj. Aqui novamente,

NK = 3 para elementos lineares e NK = 4 para elementos bilineres.

Denotamos por [Bgen] ≡ [Bgen]NK×NK
, a matriz de rigidez elementar

genérica de componentes

[Bgen]ij = (∇gj(x, y),∇fi(x, y))K = |J |
(
∇ĝj(ξ, η),∇f̂i(ξ, η)

)
K̂
, i, j ∈ NK ,

(B.31)

e portanto, podemos escrever a primeira igualdade em (B.31) de maneira compacta

como

[Bgen] =

∫
K

([
∂

∂x
[g]

]T [
∂

∂x
[f ]

]
+

[
∂

∂y
[g]

]T [
∂

∂y
[f ]

])
dK . (B.32)

A regra da cadeia aplicada a w(x, y) = ŵ(x(ξ, η), y(ξ, η)) = ŵ(ξ, η),
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fornece
∂

∂x
[w(x, y)] =

∂ξ

∂x

[
∂

∂ξ
[ŵ(ξ, η)]

]
+
∂η

∂x

[
∂

∂η
[ŵ(ξ, η)]

]
, w = g , f ,

∂

∂y
[w(x, y)] =

∂ξ

∂y

[
∂

∂ξ
[ŵ(ξ, η)]

]
+
∂η

∂y

[
∂

∂η
[ŵ(ξ, η)]

]
, w = g , f ,

(B.33)

que usada em (B.32) conduz a

[Bgen] = |J |
{
b1[B1

gen] + b2[B2
gen] + b3

(
[B3

gen] + [B4
gen]
)}

, (B.34)

onde as constantes bj , j ∈ NP1 são dadas por



b1 =

(
∂ξ

∂x

)2

+

(
∂ξ

∂y

)2

,

b2 =

(
∂η

∂x

)2

+

(
∂η

∂y

)2

,

b3 =

(
∂ξ

∂x

∂η

∂x

)
+

(
∂ξ

∂y

∂η

∂y

)
,

(B.35)

e, as matrizes [Bj
gen] , j ∈ NQ1 são da forma



[B1
gen] =

∫
K̂

([
∂

∂ξ
[ĝ]

]T [
∂

∂ξ
[f̂ ]

])
dK̂ ,

[B2
gen] =

∫
K̂

([
∂

∂η
[ĝ]

]T [
∂

∂η
[f̂ ]

])
dK̂ ,

[B3
gen] =

∫
K̂

([
∂

∂ξ
[ĝ]

]T [
∂

∂η
[f̂ ]

])
dK̂ ,

[B4
gen] =

∫
K̂

([
∂

∂η
[ĝ]

]T [
∂

∂ξ
[f̂ ]

])
dK̂ .

(B.36)

B.1.2.1 Elemento Triangular

Como frisamos anteriormente, agora o cálculo das matrizes de rigidez

elementares de interesse resume-se a aplicação de (B.34).

Assim, para a matriz de rigidez elementar de Galerkin, [BGP1] ≡ [BGP1]3×3,
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obtida de (B.34) tomando gen = GP1, g = f = ψ temos



b1 =

(
∂ξ

∂x

)2

+

(
∂ξ

∂y

)2

=
1

|J |2
(

(y3 − y1)2 + (x1 − x3)2
)

=
|Z̄2|2

|J |2
,

b2 =

(
∂η

∂x

)2

+

(
∂η

∂y

)2

=
1

|J |2
(

(y1 − y2)2 + (x2 − x1)2
)

=
|Z̄3|2

|J |2
,

b3 =

(
∂ξ

∂x

∂η

∂x

)
+

(
∂ξ

∂y

∂η

∂y

)
=

1

|J |2
(

(y3 − y1)(y1 − y2) + (x1 − x3)(x2 − x1)
)

=
1

2|J |2
(
|Z̄1|2 −

(
|Z̄2|2 + |Z̄3|2

))
,

(B.37)

[B1
GP1] =

∫
K̂

([
∂

∂ξ
[ψ̂]

]T [
∂

∂ξ
[ψ̂]

])
dK̂

=
∫
K̂



−1

1

0


[
−1 1 0

] dK̂

=


1 −1 0

−1 1 0

0 0 0

∫K̂ dK̂ =
1

2


1 −1 0

−1 1 0

0 0 0

 ,

(B.38)



[B2
GP1] =

∫
K̂

([
∂

∂η
[ψ̂]

]T [
∂

∂η
[ψ̂]

])
dK̂

=
∫
K̂



−1

0

1


[
−1 0 1

] dK̂

=


1 0 −1

0 0 0

−1 0 1

∫K̂ dK̂ =
1

2


1 0 −1

0 0 0

−1 0 1

 ,

(B.39)
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[B3
GP1] =

∫
K̂

([
∂

∂ξ
[ψ̂]

]T [
∂

∂η
[ψ̂]

])
dK̂

=
∫
K̂



−1

1

0


[
−1 0 1

] dK̂

=


1 0 −1

−1 0 1

0 0 0

∫K̂ dK̂ =
1

2


1 0 −1

−1 0 1

0 0 0

 ,

(B.40)



[B4
GP1] =

∫
K̂

([
∂

∂η
[ψ̂]

]T [
∂

∂ξ
[ψ̂]

])
dK̂

=
∫
K̂



−1

0

1


[
−1 1 0

] dK̂

=


1 −1 0

0 0 0

−1 1 0

∫K̂ dK̂ =
1

2


1 −1 0

0 0 0

−1 1 0

 ,

(B.41)

que consequentemente conduzem a

[BGP1] =
1

2|J |

|Z̄2|2


1 −1 0

−1 1 0

0 0 0

 + |Z̄3|2


1 0 −1

0 0 0

−1 0 1



+
1

2

(
|Z̄1|2 −

(
|Z̄2|2 + |Z̄3|2

))


2 −1 −1

−1 0 1

−1 1 0


 .

(B.42)

208



Portanto,

[BGP1]ij =



|Z̄i|2

2|J |
para i = j ,

1

4|J |

(
|Z̄3|2 −

(
|Z̄1|2 + |Z̄2|2

))
para i = 1 , j = 2 ,

1

4|J |

(
|Z̄2|2 −

(
|Z̄1|2 + |Z̄3|2

))
para i = 1 , j = 3 ,

1

4|J |

(
|Z̄1|2 −

(
|Z̄2|2 + |Z̄3|2

))
para i = 2 , j = 3 ,

[BGP1]ji = [BGP1]ij para todo i, j ∈ NP1.

(B.43)

A matriz de rigidez elementar enriquecida, [BMsP1] ≡ [BMsP1]3×3, é

obtida tomando agora gen = MsP1, g = λ e f = ψ em (B.34), de modo que

(B.35) permanece como em (B.37), enquanto que (B.36) fornece



[B1
MsP1] =

∫
K̂

([
∂

∂ξ
[λ̂]

]T [
∂

∂ξ
[ψ̂]

])
dK̂

=
∫
K̂




− α1

sinh(α1)
cosh(α1ψ̂1)

α2

sinh(α2)
cosh(α2ψ̂2)

0


[
−1 1 0

]
 dK̂

=
∫
K̂




α1 cosh(α1ψ̂1)

sinh(α1)

−α1 cosh(α1ψ̂1)

sinh(α1)
0

−α2 cosh(α2ψ̂2)

sinh(α2)

α2 cosh(α2ψ̂2)

sinh(α2)
0

0 0 0



 dK̂

=


cosh(α1)− 1

α1 sinh(α1)
−cosh(α1)− 1

α1 sinh(α1)
0

−cosh(α2)− 1

α2 sinh(α2)

cosh(α2)− 1

α2 sinh(α2)
0

0 0 0

 ,

(B.44)
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[B2
MsP1] =

∫
K̂

([
∂

∂η
[λ̂]

]T [
∂

∂η
[ψ̂]

])
dK̂

=
∫
K̂




− α1

sinh(α1)
cosh(α1ψ̂1)

0

α3

sinh(α3)
cosh(α3ψ̂3)


[
−1 0 1

]
 dK̂

=
∫
K̂




α1 cosh(α1ψ̂1)

sinh(α1)
0
−α1 cosh(α1ψ̂1)

sinh(α1)

0 0 0

−α3 cosh(α3ψ̂3)

sinh(α3)
0

α2 cosh(α2ψ̂2)

sinh(α2)



 dK̂

=


cosh(α1)− 1

α1 sinh(α1)
0 −cosh(α1)− 1

α1 sinh(α1)

0 0 0

−cosh(α3)− 1

α3 sinh(α3)
0

cosh(α3)− 1

α3 sinh(α3)

 ,

(B.45)



[B3
MsP1] =

∫
K̂

([
∂

∂ξ
[λ̂]

]T [
∂

∂η
[ψ̂]

])
dK̂

=
∫
K̂




− α1

sinh(α1)
cosh(α1ψ̂1)

α2

sinh(α2)
cosh(α2ψ̂2)

0


[
−1 0 1

]
 dK̂

=
∫
K̂




α1 cosh(α1ψ̂1)

sinh(α1)
0
−α1 cosh(α1ψ̂1)

sinh(α1)
−α2 cosh(α2ψ̂2)

sinh(α2)
0

α2 cosh(α2ψ̂2)

sinh(α2)

0 0 0



 dK̂

=


cosh(α1)− 1

α1 sinh(α1)
0 −cosh(α1)− 1

α1 sinh(α1)

−cosh(α2)− 1

α2 sinh(α2)
0

cosh(α2)− 1

α2 sinh(α2)

0 0 0

 ,

(B.46)
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[B4
MsP1] =

∫
K̂

([
∂

∂η
[λ̂]

]T [
∂

∂ξ
[ψ̂]

])
dK̂

=
∫
K̂




− α1

sinh(α1)
cosh(α1ψ̂1)

0

α3

sinh(α3)
cosh(α3ψ̂3)


[
−1 1 0

]
 dK̂

=
∫
K̂




α1 cosh(α1ψ̂1)

sinh(α1)

−α1 cosh(α1ψ̂1)

sinh(α1)
0

0 0 0

−α3 cosh(α3ψ̂3)

sinh(α3)

α3 cosh(α3ψ̂3)

sinh(α3)
0



 dK̂

=


cosh(α1)− 1

α1 sinh(α1)
−cosh(α1)− 1

α1 sinh(α1)
0

0 0 0

−cosh(α3)− 1

α3 sinh(α3)

cosh(α3)− 1

α3 sinh(α3)
0

 ,

(B.47)

das quais segue-se que

[BMsP1] = |J |


b1


cosh(α1)− 1

α1 sinh(α1)
−cosh(α1)− 1

α1 sinh(α1)
0

−cosh(α2)− 1

α2 sinh(α2)

cosh(α2)− 1

α2 sinh(α2)
0

0 0 0



+ b2


cosh(α1)− 1

α1 sinh(α1)
0 −cosh(α1)− 1

α1 sinh(α1)

0 0 0

−cosh(α3)− 1

α3 sinh(α3)
0

cosh(α3)− 1

α3 sinh(α3)



+ b3


2

cosh(α1)− 1

α1 sinh(α1)
−cosh(α1)− 1

α1 sinh(α1)
−cosh(α1)− 1

α1 sinh(α1)

−cosh(α2)− 1

α2 sinh(α2)
0

cosh(α2)− 1

α2 sinh(α2)

−cosh(α3)− 1

α3 sinh(α3)

cosh(α3)− 1

α3 sinh(α3)
0




,

(B.48)

ou seja,

[BMsP1]ij = cij

(cosh(αi)− 1

αi sinh(αi)

)
, i, j ∈ NP1 , (B.49)
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onde 

cii =
|Z̄i|2

|J |
,

c12 = c21 =
1

2|J |

(
|Z̄3|2 −

(
|Z̄1|2 + |Z̄2|2

))
,

c13 = c31 =
1

2|J |

(
|Z̄2|2 −

(
|Z̄1|2 + |Z̄3|2

))
,

c23 = c32 =
1

2|J |

(
|Z̄1|2 −

(
|Z̄2|2 + |Z̄3|2

))
,

(B.50)

que pode ser escrita de maneira compacta sob a forma

cij =


|Z̄i|2

|J |
se i = j ,

1

2|J |

(
|Z̄k|2 −

(
|Z̄i|2 + |Z̄j|2

))
caso contrário ,

(B.51)

com i, j, k ∈ NP1 permutando na ordem natural.

Seja [CMsP1] ≡ [CMsP1]3×3 a matriz de rigidez elementar de enriquenci-

mento. Logo, definindo [CMsP1] de modo análogo a (B.13) temos

[CMsP1]ij =
(
∇
(
Mk(ψj)

)
,∇ψi

)
K

= |J |
(
∇
(
Mk(ψ̂j)

)
,∇ψ̂i

)
K̂

=
−|J |
σ

(
∇φ̂j,∇ψ̂i

)
K̂

=
−|J |
σ

(
∇λ̂j −∇ψ̂j,∇ψ̂i

)
K̂

=
|J |
σ

(
∇ψ̂j −∇λ̂j,∇ψ̂i

)
K̂

=
1

σ
([BGP1]ij − [BMsP1]ij) .

(B.52)

No caso de elementos K com geometria equilátera, temos |Z̄1| = |Z̄2| =

|Z̄3| = |Z̄|, o que implica em |α1| = |α2| = |α3| = |α|, de modo que de (B.51)

obtemos

cij =


|Z̄i|2

|J |
= |J | |Z̄|

2

|J |2
= |J | |Z̄|

2

4|K|2
= |J |4

3
se i = j ,

1

2|J |

(
|Z̄k|2 −

(
|Z̄i|2 + |Z̄j|2

))
= −|J | |Z̄|

2

2|J |2
= −|J |2

3
caso contrário ,
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que usada em (B.42), (B.49) e (B.52), conduz a

[BGP1] =
|J |
3


2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2

 , (B.53)

[BMsP1] =
2|J |

3

(
cosh(α)− 1

)
α sinh(α)


2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2

 , (B.54)

e

[CMsP1] =
|J |
3

1

σ

(
1−

2
(
cosh(α)− 1

)
α sinh(α)

) 
2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2

 (B.55)

respectivamente.

Observação B.3 Nas sentenças de cij que antecedem (B.53), usamos a identidade

|K|2 =
3|Z̄|2

16

válida para elementos K de geometria equilátera.

�

Tal como ocorreu em relação as matrizes de massa, aqui também a

análise de erro do caṕıtulo 3 motivou a introdução das matrizes abaixo.

Designamos estas matrizes por [VMsP1] ≡ [VMsP1]3×3 e [DMsP1] ≡ [DMsP1]3×3,

onde a primeira é dada por

[VMsP1] = |J |
∫
K̂

(
[∇λ̂]T [∇λ̂]

)
dK̂ , (B.56)
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e apresenta as componentes

[VMsP1]ij =



|J | cosh(2α) + 2α2 − 1

6(sinh(α))2
se i = j ,

|J | α(cosh(α)− sinh(α))(1− exp(2α))

6(sinh(α))2
para i = 1 e j = 2 ,

|J | −α
3 sinh(α)

para i = 1 e j = 3 ,

|J | α(cosh(α)− sinh(α))(1− exp(2α))

6(sinh(α))2
para i = 2 e j = 3 ,

enquanto que a segunda é da forma

[DMsP1] =
1

σ2
([VMsP1]− 2[BMsP1] + [BGP1]) . (B.57)

onde novamente estamos considerando a simetria.

B.1.2.2 Elemento Retangular

Através de simples aplicação de (B.34) tomando gen = GQ1 e g = f =

ψ, obtemos 

b1 =

(
∂ξ

∂x

)2

+

(
∂ξ

∂y

)2

=
h2
y

4|J |2
=

4

h2
x

,

b2 =

(
∂η

∂x

)2

+

(
∂η

∂y

)2

=
h2
x

4|J |2
=

4

h2
y

,

b3 =

(
∂ξ

∂x

∂η

∂x

)
+

(
∂ξ

∂y

∂η

∂y

)
= 0 ,

(B.58)
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[B1
GQ1] =

∫
K̂

([
∂

∂ξ
[ψ̂]

]T [
∂

∂ξ
[ψ̂]

])
dK̂

=
1

16

∫
K̂





−1 + η

1− η

1 + η

−1− η


[
−1 + η 1− η 1 + η − 1− η

]

dK̂

=
1

6



2 −2 −1 1

−2 2 1 −1

−1 1 2 −2

1 −1 −2 2


,

(B.59)

[B2
GQ1] =

∫
K̂

([
∂

∂η
[ψ̂]

]T [
∂

∂η
[ψ̂]

])
dK̂

=
1

16

∫
K̂





−1 + ξ

−1− ξ

1 + ξ

1− ξ


[
−1 + ξ − 1− ξ 1 + ξ 1− ξ

]

dK̂

=
1

6



2 1 −1 −2

1 2 −2 −1

−1 −2 2 1

−2 −1 1 2


,

(B.60)

que conduzem a

[BGQ1] =
1

6


hy
hx



2 −2 −1 1

−2 2 1 −1

−1 1 2 −2

1 −1 −2 2


+

hx
hy



2 1 −1 −2

1 2 −2 −1

−1 −2 2 1

−2 −1 1 2




. (B.61)

Para a matriz de rigidez elementar enriquecida, também decorrente de
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(B.34) tomando gen = MsQ1, g = λ e f = ψ, temos

[
∂

∂ξ
[λ̂]

]T
=

αx
2 sinh(αx) sinh(αy)



− cosh
(αx

2
(1− ξ)

)
sinh

(αy
2

(1− η)
)

cosh
(αx

2
(1 + ξ)

)
sinh

(αy
2

(1− η)
)

cosh
(αx

2
(1 + ξ)

)
sinh

(αy
2

(1 + η)
)

− cosh
(αx

2
(1− ξ)

)
sinh

(αy
2

(1 + η)
)


,

(B.62)

[
∂

∂η
[λ̂]

]T
=

αy
2 sinh(αx) sinh(αy)



− cosh
(αy

2
(1− η)

)
sinh

(αx
2

(1− ξ)
)

− cosh
(αy

2
(1− η)

)
sinh

(αx
2

(1 + ξ)
)

cosh
(αy

2
(1 + η)

)
sinh

(αx
2

(1 + ξ)
)

cosh
(αy

2
(1 + η)

)
sinh

(αx
2

(1− ξ)
)


,

(B.63)

[
∂

∂ξ
[ψ̂]

]
=

1

4

[
−1 + η 1− η 1 + η − 1− η

]
, (B.64)

[
∂

∂η
[ψ̂]

]
=

1

4

[
−1 + ξ − 1− ξ 1 + ξ 1− ξ

]
, (B.65)

e porconseguinte,

[B1
MsQ1] =

∫
K̂

([
∂

∂ξ
[λ̂]

]T [
∂

∂ξ
[ψ̂]

])
dK̂
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apresenta as componentes



[B1
MsQ1]ii =

1

(αy)2 sinh(αy)

(
αy cosh(αy)− sinh(αy)

)
, i ∈ NQ1 ,

[B1
MsQ1]12 = [B1

MsQ1]34 = −[B1
MsQ1]11 ,

[B1
MsQ1]13 = [B1

MsQ1]24 =
1

(αy)2 sinh(αy)

(
αy − sinh(αy)

)
,

[B1
MsQ1]14 = [B1

MsQ1]23 = −[B1
MsQ1]13 ,

[B1
MsQ1]ji = [B1

MsQ1]ij , i, j ∈ NQ1 ,

(B.66)

enquanto que as de

[B2
MsQ1] =

∫
K̂

([
∂

∂η
[λ̂]

]T [
∂

∂η
[ψ̂]

])
dK̂

são dadas por



[B2
MsQ1]ii =

1

(αx)2 sinh(αx)

(
αx cosh(αx)− sinh(αx)

)
, i ∈ NQ1 ,

[B2
MsQ1]12 = [B2

MsQ1]34 = − 1

(αx)2 sinh(αx)

(
αx − sinh(αx)

)
,

[B2
MsQ1]13 = [B2

MsQ1]24 = −[B2
MsQ1]12 ,

[B2
MsQ1]14 = [B2

MsQ1]23 = −[B2
MsQ1]11 ,

[B2
MsQ1]ji = [B2

MsQ1]ij , i, j ∈ NQ1 .

(B.67)

Logo, [BMsQ1] é da forma

[BMsQ1] =
hy
hx

[B1
MsQ1] +

hx
hy

[B2
MsQ1]. (B.68)

Tal como em (B.52), a matriz de rigidez elementar de enriquecimento,
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[CMsQ1] ≡ [CMsQ1]4×4 é dada por

[CMsQ1]ij =
(
∇
(
Mk(ψj)

)
,∇ψi

)
K

= |J |
(
∇
(
Mk(ψ̂j)

)
,∇ψ̂i

)
K̂

=
−|J |
σ

(
∇φ̂j,∇ψ̂i

)
K̂

=
−|J |
σ

(
∇λ̂j −∇ψ̂j,∇ψ̂i

)
K̂

=
|J |
σ

(
∇ψ̂j −∇λ̂j,∇ψ̂i

)
K̂

=
1

σ

(
[BGQ1]ij − [BMsQ1]ij

)
.

(B.69)

Em particular, quando hx = hy = h somos conduzidos a αx = αy = α,

de maneira que (B.61) e (B.69) tomam as formas simplificadas

[BGQ1] =
1

6



4 −1 −2 −1

−1 4 −1 −2

−2 −1 4 −1

−1 −2 −1 4


, (B.70)

e 

[BMsQ1]ii =
2
(
α cosh(α)− sinh(α)

)
α2 sinh(α)

, i ∈ NQ1 ,

[BMsQ1]12 = [BMsQ1]34 =
2 sinh(α)− α

(
1 + cosh(α)

)
α2 sinh(α)

,

[BMsQ1]13 = [BMsQ1]24 =
2
(
α− sinh(α)

)
α2 sinh(α)

,

[BMsQ1]14 = [BMsQ1]23 =
2 sinh(α)− α

(
1 + cosh(α)

)
α2 sinh(α)

,

[BMsQ1]ji = [BMsQ1]ij , i, j ∈ NQ1 ,

(B.71)

respectivamente.

Agora, as matrizes motivadas pela análise de erro do caṕıtulo 3, desig-

nadas por [VMsQ1] ≡ [VMsQ1]4×4 e [DMsQ1] ≡ [DMsQ1]4×4 são respectivamente da

forma

[VMsQ1] = |J |
∫
K̂

(
[∇λ̂]T [∇λ̂]

)
dK̂ , (B.72)
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com componentes

[VMsQ1]ii =

(
1− 2

(
cosh(0.5α)

)2)(
cosh(α)− cosh(3α)

)
− 4α2

8
(
sinh(α)

)4 , i ∈ NQ1 ,

[VMsQ1]12 = [VMsQ1]34 =
8
(
α cosh(0.5α)

)2 − cosh(3α) + cosh(α)− 4α2

8
(
sinh(α)

)4 ,

[VMsQ1]13 = [VMsQ1]24 =
cosh(2α)− 8

(
α cosh(0.5α)(sinh(0.5α)

)2 − 2α2 − 1

64
(
sinh(0.5α) cosh(0.5α)

)4 ,

[VMsQ1]14 = [VMsQ1]23 =

(
1− 2

(
cosh(0.5α)

)2)(
cosh(2α)− 1− 2α2

)
64
(
sinh(0.5α) cosh(0.5α)

)4 ,

[VMsQ1]ij = [VMsQ1]ji , i, j ∈ NQ1 ,

e

[DMsQ1] =
1

σ2
([VMsQ1]− 2[BMsQ1] + [BGQ1]) . (B.73)

B.2 Autovalores Generalizados

Por simplicidade, apresentamos aqui apenas os autovalores generaliza-

dos decorrentes das matrizes elementares associadas a elementos K de geometria

equilátera e quadrada.

Na subseção B.2.1 apresentamos os autovalores generalizados gerados

pelas matrizes elementares de massa, enquanto que na subseção B.2.2 apresentamos

aqueles relacionados com as matrizes de rigidez. Em ambos os casos discutimos

seus comportamentos em função do parâmetro adimensional α.

B.2.1 Matrizes de Massa

Para as matrizes de massa, denotamos por %K
(
MMsS1,MGS1

)
o espectro

λMMsS1,MGS1 , ρK
(
AMsS1,MGS1

)
o espectro λAMsS1,MGS1 e por ξK

(
GMsS1,MGS1

)
o

espectro λGMsS1,MGS1 sendo ρKj , %Kj e ξKj , j ∈ NS1, seus respectivos elementos. Aqui

S = P,Q.

Como os elementos ρKj , %Kj e ξKj são reais, adotamos a convenção de
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subindexa-los de forma crescente de acordo com suas magnitudes, i,e,

Jmin = J1 ≤ J2 ≤ · · · ≤ JNK
= Jmax , J = %K , ρK , ξK , (B.74)

lembrando que definimos previamente NK = 3 para S = P e NK = 4 para S = Q.

B.2.1.1 Elemento K de Geometria Equilátera

Assim, tomando S = P e considerando (B.74) obtemos:

%Kmin = %K1 =
6
(
sinh(α)− α

)
α2 sinh(α)

, (B.75)

%Kmax = %K2 = %K3 =
12
(
6 + 2α sinh(α)− 6 cosh(α) + α2

)
α3 sinh(α)

, (B.76)

ρKmin = ρK1 = ρK2 =
1

σ

(
α3 sinh(α)− 24α sinh(α) + 72 cosh(α)− 12α2 − 72

α3 sinh(α)

)
,

(B.77)

ρKmax = ρK3 =
1

σ

(
6α + α2 sinh(α)− 6 sinh(α)

α2 sinh(α)

)
. (B.78)

e

ξKmin =
6

σ2

(
2.5a1+a3−2a2−

√
(−10a1a2+a2

3−4a2a3+2.25a2
1+12a2

2+a1a3)
)
, (B.79)

ξKmax = ξK2 = ξK3 =
24 cosh(α)− 12α sinh(α)− 27 + 3 cosh(2α)− 6α2

σ2
(
α sinh(α)

)2

+
144
(
sinh(α)− α

)(
6 cosh(α)− α2 − 6− 2α sinh(α)

)
+ 36α

(
sinh(α)− α

)2

α5
(
sinh(α)

)2 .

(B.80)

Em (B.79), os parâmetros a1,a2 e a3 são dados por

a1 =
cosh(2α)− 1− 2α2

8
(
α sinh(α)

)2 −
6
(
sinh(α)− α

)(
4− 4 cosh(α) + 1.5α sinh(α) + 0.5α2

)
α5
(
sinh(α)

)2 ,
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a2 =
4−

(
4 + α

)
cosh(α) + α exp(2α) cosh(α) + α sinh(α)− α exp(2α) sinh(α)(

2α sinh(α)
)2

−
6
(
sinh(α)− α)

)(
2 cosh(α)− 2− 0.75α2 − 0.25α sinh(α)

)
α5
(
sinh(α)

)2 ,

e

a3 =
4− 4 cosh(α) + 2α sinh(α)

4
(
α sinh(α)

)2

−
6
(
sinh(α)− α

)(
2 cosh(α)− 2− 0.75α2 − 0.25α sinh(α)

)
α5
(
sinh(α)

)2 .

B.2.1.2 Elemento K de Geometria Quadrada

Neste caso temos que S = Q. Com isso, levando em conta (B.74) somos

conduzidos a

%Kmin = %K1 =
4
(
cosh(α)− 1

)
α2
(
cosh(α) + 1

) , (B.81)

%K2 = %K3 =
12
(
α sinh(α)− 2 cosh(α) + 2

)
α3 sinh(α)

, (B.82)

%Kmax = %K4 =
36
(
4 cosh(α) + α2 cosh(α) + α2 − 4α sinh(α)− 4

)
α4
(
cosh(α)− 1

) , (B.83)

ρKmin = ρK1 =
1

σ

(
144α sinh(α)− 36α2

(
cosh(α) + 1

)
+
(
α4 − 144

)(
cosh(α)− 1

)
α4
(
cosh(α)− 1

) )
,

(B.84)

ρK2 = ρK3 =
1

σ

(
24 cosh(α)− 24− 12α sinh(α) + α3 sinh(α)

α3 sinh(α)

)
, (B.85)

ρKmax = ρK4 =
1

σ

(
α2 cosh(α)− 4 cosh(α) + α2 + 4

α2
(
cosh(α) + 1

) )
, (B.86)

e

ξKmin = ξK1 =
1

σ2

(
a1 + 2a2 + a3

)
, (B.87)

ξK2 = ξK3 =
3

σ2

(
a1 − a3

)
, (B.88)

ξKmax = ξK4 =
9

σ2

(
a1 − 2a2 + a3

)
. (B.89)
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Em (B.87)-(B.89), os parâmetros a1,a2 e a3 são dados por

a1 =
b1

8α2
(
sinh(α)

)4 −
b1

(
cosh(α)− 1

)
α4
(
1 + cosh(α)

)(
sinh(α)

)4 +
64
(
cosh(α)− 1

)2

9α4
(
cosh(α) + 1

)2 ,

com

b1 = 4
(
cosh(0.5α)

)2
cosh(3α)− 2 cosh(3α) + 2 cosh(α) + 8α sinh(α)

−16
(
cosh(0.5α)

)2
α sinh(α) + 8α2 − 4 cosh(α)

(
cosh(0.5α)

)2 − 4α sinh(2α) ,

a2 = − b2

8α2
(
sinh(α)

)4 +

(
cosh(α)− 1

)
b2

α4
(
cosh(α) + 1

)(
sinh(α)

)4 +
32
(
cosh(α)− 1

)2

9α4
(
cosh(α) + 1

)2 ,

com

b2 = 4α sinh(2α)− 8
(
cosh(0.5α)

)2
α sinh(2α) + 2 cosh(3α)

+16
(
cosh(0.5α)

)2
α2 − 2 cosh(α)− 8α sinh(α)− 8α2 ,

e

a3 =
b3

64α2
(
sinh(0.5α) cosh(0.5α)

)4

−
(
cosh(α)− 1

)
b3

8α4
(
cosh(α) + 1

)(
sinh(0.5α) cosh(0.5α)

)4 +
16
(
cosh(α)− 1

)2

9α4
(
cosh(α) + 1

)2 ,

com

b3 = 8α sinh(α)− 16
(
cosh(0.5α)

)2
α sinh(α) + 2 cosh(2α)− 2

+16
(
cosh(0.5α)

)4
α2 − 16

(
α cosh(0.5α)

)2
+ 4α2 .

B.2.2 Matrizes de Rigidez

Seguindo descrição análoga à apresentada na subseção B.2.1, agora de-

signamos por θK
(
BMsS1, BGS1

)
= {θKj }, j ∈ NK , 0 ≤ θKmin = θK1 ≤ θK2 ≤ · · · ≤

θKmax = θKNK
o espectro λBMsS1,BGS1 , por ΘK

(
BMsS1, BGS1

)
= {ΘK

j }, j ∈ NK ,

0 ≤ ΘK
min = ΘK

1 ≤ ΘK
2 ≤ · · · ≤ ΘK

max = ΘK
NK

o espectro λCMsS1,BGS1 e por

ηK
(
DMsS1,MGS1

)
= {ηKj }, j ∈ NK , 0 ≤ ηKmin = ηK1 ≤ ηK2 ≤ · · · ≤ ηKmax = ηKNK

o
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espectro λDMsS1,MGS1 .

B.2.2.1 Elemento K de Geometria Equilátera

Como sabemos, trata-se do caso S = P . Assim sendo, diante do exposto

na subseção B.2.2 obtemos:

θKmin = θK1 = 0 , (B.90)

θKmax = θK2 = θK3 =
2
(
cosh(α)− 1

)
α sinh(α)

, (B.91)

ΘK
min = ΘK

1 = 0 , (B.92)

ΘK
max = ΘK

2 = ΘK
3 =

1

σ

(
α sinh(α)− 2 cosh(α) + 2

α sinh(α)

)
. (B.93)

e

ηKmin = ηK1 =
6

σ2

(
2.5a1+a3−2a2−

√
(−10a1a2+a2

3−4a2a3+2.25a2
1+12a2

2+a1a3)
)
,

(B.94)

ηKmax = ηK2 = ηK3 =
1

σ2
24
(
a1 − a3

)
, (B.95)

onde a1, a2 e a3 são dados por

a1 =
cosh(2α)− 1 + 2α2

6
(
sinh(α)

)2 −
8
(
cosh(α)− 1

)
3α sinh(α)

+
2

3
,

a2 =−
α
(
sinh(α)− cosh(α)− exp(2α) sinh(α) + exp(2α) cosh(α)

)
6
(
sinh(α)

)2

+
4
(
cosh(α)− 1

)
3α sinh(α)

− 1

3

e

a3 = − α

3 sinh(α)
+

4
(
cosh(α)− 1

)
3α sinh(α)

− 1

3
.
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B.2.2.2 Elemento K de Geometria Quadrada

Explorando novamente a subseção B.2.2 para S = Q, somos conduzidos

a

θKmin = θK1 = 0 , (B.96)

θK2 = θK3 =
2
(
cosh(α)− 1

)
α sinh(α)

, (B.97)

θKmax = θK4 =
6
(
α cosh(α)− 2 sinh(α) + α

)
α2 sinh(α)

, (B.98)

ΘK
min = ΘK

1 = 0 , (B.99)

ΘK
2 = ΘK

3 =
1

σ

(
12 sinh(α)− 6α cosh(α) + α2 sinh(α)− 6α

α2 sinh(α)

)
, (B.100)

ΘK
max = ΘK

4 =
1

σ

(
α sinh(α)− 2 cosh(α) + 2

α sinh(α)

)
. (B.101)

e

ηKmin = ηK1 =
1

σ2

(
a1 + 2a2 + a3

)
, (B.102)

ηK2 = ηK3 =
3

σ2

(
a1 − a3

)
, (B.103)

ηKmax = ηK4 =
9

σ2

(
a1 − 2a2 + a3

)
. (B.104)

onde

a1 =

(
cosh(3α)− cosh(α)

)(
2
(
cosh(0.5α)

)2 − 1
)
− 4α2

8
(
sinh(α)

)4

−
4
(
α cosh(α)− sinh(α)

)
α2 sinh(α)

+
2

3
,

a2 =
cosh(α)− cosh(3α)− 4α2 + 8

(
α cosh(0.5α)

)2

8
(
sinh(α)

)4

−
2
(
2 sinh(α)− α cosh(α)− α

)
α2 sinh(α)

− 1

6
,

a3 =
cosh(2α)− 1− 8

(
α cosh(0.5α) sinh(0.5α)

)2 − 2α2

64
(
sinh(0.5α) cosh(0.5α)

)4 −
4
(
α− sinh(α)

)
α2 sinh(α)

− 1

3
.
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B.2.3 Comportamento dos Autovalores Generalizados

A seguir apresentamos gráficos ilustrando o comportamento dos autova-

lores generalizados calculados acima em função do parâmetro adimensional α.

Aqui, negligenciamos os autovalores generalizados identicamente nulos e

atribuimos o sub́ındice min aos imediatamente superiores. Com isso, para S = P ,

de (B.91) e (B.93) temos respectivamente

θKmin = θKmax =
2
(
cosh(α)− 1

)
α sinh(α)

, (B.105)

e

ΘK
min = ΘK

max =
1

σ

(
α sinh(α)− 2 cosh(α) + 2

α sinh(α)

)
, (B.106)

enquanto que para S = Q, (B.97) e (B.100) tornam-se respectivamente

θKmin = θK2 = θK3 =
2
(
cosh(α)− 1

)
α sinh(α)

, (B.107)

e

ΘK
min = ΘK

2 = ΘK
3 =

1

σ

(
12 sinh(α)− 6α cosh(α) + α2 sinh(α)− 6α

α2 sinh(α)

)
. (B.108)

Para ambos os casos, i.e, S = P,Q, temos as seguintes relações:

%Kmax = 1− σρKmin , (B.109)

θKmax = 1− σΘK
min , (B.110)

e

θKmin = 1− σΘK
max . (B.111)

B.2.3.1 Gráficos Referentes ao Caso S = P
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Figura B.3: Perfis de %Kmin e %Kmax versus α.
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Figura B.4: Perfis de σρKmin e σρKmax versus α.
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Figura B.5: Perfil de θKmin = θKmax versus α.
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Figura B.6: Perfil de σΘK
min = σΘK

max versus α.
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Figura B.7: Perfis de σ2ξKmin e σ2ξKmax versus α.
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Figura B.8: Perfis de σ2ηKmin e σ2ηKmax versus α.
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B.2.3.2 Gráficos Referentes ao Caso S = Q
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Figura B.9: Perfis de %Kmin e %Kmax versus α.
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Figura B.10: Perfis de σρKmin e σρKmax versus α.
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Figura B.11: Perfis de θKmin e θKmax versus α.
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Figura B.12: Perfis de σΘK
min e σΘK

max versus α.
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Figura B.13: Perfis de σ2ξKmin e σ2ξKmax versus α.
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Figura B.14: Perfis de σ2ηKmin e σ2ηKmax versus α.
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Figura B.15: Limitação de σµKmax + εζKmax por Cσµkmin versus α.

Figura B.16: Limitação de θKmin por CθKmin versus α.
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Figura B.17: Comportamento de
√
θKmax

√
ζKmax versus α.

Figura B.18: Comportamento de CµKminθ
K
min versus α.
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Apêndice C

Método de Elementos Finitos

Estabilizado Não-Usual (USFEM)

Em seguida apresentamos as formulações do USFEM, escolhido neste

trabalho como representante dos métodos estabilizados clássicas. Os pormenores

deste método podem ser encontrados em (Franca e Farhat, 1995) e (Franca e

Valentin, 2000).

C.1 Caso Estacionário

O método de elementos finitos não-usual (USFEM), aplicado ao pro-

blema de reação-difusão estacionário (3.6), consiste em encontrar uL ∈ VL(Ω), tal

que

A(uL, vL) = F (vL) , ∀vL ∈ VL , (C.1)

onde A(., .) e F (.) são, respectivamente, formas bilineares e lineares definidas por

A(w, z) := a(w, z)Ω −
∑
K∈Th

τK(Lw,Laz)K , (C.2)

e

F (z) := (f, z)Ω −
∑
K∈Th

τK(f,Lav)K , (C.3)

Nas definições acima, L é o operador eĺıptico de reação-difusão definido

em (3.1)1, a(., .)Ω é a forma bilinear definida em (3.3), e L? é o operador adjunto
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de L . Para elementos lineares ou bilineares, o parâmetro estabilizante, τK , é

calculado usando as seguintes equações:

τK =
h2
K

σh2
Kξ(Pe

1
K) + 6 ε

,

Pe1
K =

6ε

σh2
K

,

ξ(x) = max(1, x).

Aqui, (veja por exemplo Harari e Hughes (1992)), o comprimento carac-

teŕıstico do elemento K, hK , é dado por:

hK =
4Área(K)√

3
∑3

i=1 |xi − xc|2
, para triângulos,

hK = hxhy

√
2

h2
x + h2

y

, para retângulos,

onde xi e xc são as coordenadas dos vértices e do centróide dos triângulos, respec-

tivamente, (hx, hy) são os comprimentos das arestas dos retângulos.

C.2 Caso Transiente

A formulação temporal do método USFEM, baseada no método das

linhas, aplicada ao modelo de reação-difusão transiente (4.1), consiste em encontrar

uL(t) ∈ VL(Ω), para cada t ∈ (0, T ), tal que

 At(uL(t), vL) = F (vL) ,∀vL ∈ VL(Ω),

uL(0) = u0h , em Ω,
(C.4)

onde

At(w, z) =

(
∂w

∂t
, z

)
Ω

+ a(w, z)Ω −
∑
K∈Th

τK

(
∂w

∂t
+ Lw,L?z

)
K

. (C.5)

Como os elementos de VL são lineares ou bilineares, (C.5) simplifica-se
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para:

At(w, z) =

(
∂w

∂t
, v

)
Ω

+ a(w, z)Ω −
∑
K∈Th

τK

(
∂w

∂t
+ σw, σz

)
K

. (C.6)

Consideremos as definições

Ã(w, z) := ā(w, z)Ω −
∑
K∈Th

στK σ̃(u, v)K , (C.7)

onde a forma bilinear, ā(., .), e o parâmetro, σ̃, são dados em (2.31) e (2.32)

respectivamente, e

M(w, z) :=
1

θ
(w, z)Ω −

∑
K∈Th

στK [1 + σ∆t(θ − 1)](w, z)K , θ ∈ (0, 1]. (C.8)

Logo, a formulação do USFEM, empregando a famı́lia θ de aproxima-

ções, resume-se em encontrar un+1
L = uL((n+1)∆t) ∈ VL(Ω), para n = 0, ..., N−1,

tal que

 Ã(un+1
L , vL) =

θ − 1

θ
Ã(unL, vL) +M(unL, vL) + ∆tF (vL) ∀vL ∈ VL(Ω) ,

uL(0) = u0h , em Ω.
(C.9)
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Apêndice D

Algoŕıtmo Preditor-Multicorretor de

Terceira Ordem

Apresentamos em seguida o algoritmo preditor-multicorretor de terceira

ordem destinado à resolução do sistema de equações decorrente do MEPGDT con-

siderando uma aproximação linear tanto no espaço quanto no tempo. Aqui, imax

representa o número máximo de iterações, e lembramos que N é o número de

elementos da partição T∆t.

Dado N , imax

(Inicialize)

Dado u
(0)
h = uh(x, t

−
0 ) = uh0

Para n = 0, 1, · · · , N − 1

(Fase Preditora)

u(0) = u
(n)
h

ũ(0) = u
(n)
h

(Fase Multicorretora)

Forme o vetor −R(0) = −R(0)
(
u(0), ũ(0),u

(n)
h

)
Forme a matriz T(0) = T(0)

(
u(0), ũ0,u

(n)
h

)
Resolva para o vetor ∆u(0)[

T(0)
] {

∆u(0)
}

= −
{
R(0)

}
u(1) = u(0) + ∆u(0)
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(Fim da fase Multicorretora)

Para i = 1, · · · , imax − 1

Forme o vetor −R̃(i−1) = −R̃(i−1)
(
ũ(i−1),u(i),u

(n)
h

)
Forme a matriz T̃(i−1) = T̃(i−1)

(
ũ(i−1),u(i),u

(n)
h

)
Resolva para o vetor ∆ũ(i−1)[

T̃(i−1)
] {

∆ũ(i−1)
}

= −
{

R̃(i−1)
}

ũ(i) = ũ(i−1) + ∆ũ(i−1)

Forme o vetor −R(i) = −R(i)
(
u(i), ũ(i),u

(n)
h

)
Forme a matriz T(i) = T(i)

(
u(i), ũi,uh(n)

)
Resolva para o vetor ∆u(i)[

T(i)
] {

∆u(i)
}

= −
{
R(i)
}

u(i+1) = u(i) + ∆u(i)

(Fim do loop Multicorretor)

un+1 = u(imax)

(Fim do processo de evolução no tempo)

Sair
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Apêndice E

Parâmetros Decorrentes da Análise de

Erro do MEPGDT

Apresentamos neste apêndice o estudo dos parâmetros introduzidos du-

rante o processo de obtenção da estimativa de erro em (4.247). É importante

ressaltar que estes parâmetros foram obtidos a partir da aproximação anáĺıtica

proposta como solução do problema local em (4.45), considerando elementos bili-

neares.

Sejam

c =
2

π
− 2π

π2 + α2
, z = σ

(
1

2
+
π2

α2

)
, α2 =

σh2

2ε
. (E.1)

Então,

δna = Θmin
Qe

n
= 1− 4c

zπ∆t

[
e−z(n+1)∆t − e−zn∆t + Z∆t

]
, (E.2)

λminQe
n

= 1−
16c
(
cosh(α)− 1

)
Zπ∆tα sinh(α)

[
e−z(n+1)∆t − e−zn∆t + z∆t

]
− 8c2

zπ2∆t

[
e−2z(n+1)∆t − e−2zn∆t + 2z∆t

]
, (E.3)
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σγmaxQe
n

=
16c
(
cosh(α)− 1

)
π∆tα sinh(α)

[
e−zn∆t − e−z(n+1)∆t

]
+

16c2

π2∆t

[
e−2zn∆t − e−2z(n+1)∆t

]
,

(E.4)

σ2ξmaxQe
n

=
2c2
(
1− cosh(α)

)(
α + sinh(α)

)
z∆tα(sinh(α))2

[
e−2z(n+1)∆t − e−2zn∆t − 2z∆t

]
+

8c2
(
1− cosh(α)

)(
α + sinh(α)

)
z∆tα(sinh(α))2

[
e−zn∆t − e−z(n+1)∆t

]
− c4

z∆t

[
e−4z(n+1)∆t − e−4zn∆t − 4e−2z(n+1)∆t + 4e−2zn∆t − 4Z∆t

]
− 16c2π2

z∆t
(
α2 + π2

)2

[
e−2z(n+1)∆t − e−2zn∆t − 2z∆t− 4e−z(n+1)∆t + 4e−zn∆t

]
+

32c3π

z∆t
(
α2 + π2

)[e−3zn∆t − e−3z(n+1)∆t + 3e−z(n+1)∆t − 3e−zn∆t + 3z∆t
]

+
48c3π

z∆t
(
α2 + π2

)[e−2z(n+1)∆t − e−2zn∆t
]
, (E.5)

σ2βmaxQe
n

=
2zc2

(
cosh(α)− 1

)(
sinh(α) + α

)
α∆t(sinh(α))2

[
e−2zn∆t − e−2z(n+1)∆t

]
+

4zc4

∆t

[
e−4zn∆t − e−4z(n+1)∆t

]
+

16π2zc2(
π2 + α2)2∆t

[
e−2zn∆t − e−2z(n+1)∆t

]
+

64πzc3

3
(
π2 + α2)∆t

[
e−3zn∆t − e−3z(n+1)∆t

]
, (E.6)

σρmin,nK =
24c
(
2 sinh(α)− α(cosh(α) + 1)

)
α2π sinh(α)

[
e−zn∆t − 1

]
, (E.7)

ζmaxQe
n

= 1 +
8c

zπ∆t

[
e−zn∆t − e−z(n+1)∆t − z∆t

]
+

c2
(
cosh(α) + 1

)(
α(π2 − α2)− sinh(α)(π2 + α2)

)
4∆tzα(sinh(α))2

[
e−2z(n+1)∆t

− e−2zn∆t + 4e−zn∆t − 4e−z(n+1)∆t − 2z∆t

]
, (E.8)

Em seguida estudaremos o comportamento dos parâmetros jna , jnb , e jnc , pre-

sentes na estimativa de erro em (4.247), reapresentados abaixo por comodidade de
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leitura.

jna =

(
1

δna

)1/2

, (E.9)

jnb =

(
1

δna

)1/2

, (E.10)

e

jnc :=

(
σ2∆t

δna

)1/2

+

(
σ2∆t βmaxQe

n

δna

)1/2

+

(
σ4∆t ξmaxQe

n

δna

)1/2

+

(
σ2ε αmaxQe

n

δnb

)1/2

.

(E.11)

Nas figuras abaixo, apresentamos os gráficos dos parâmetros δna , δ
n
b , j

n
a , j

n
b ,

e jnc , para os diferentes regimes que como sabemos dependem essencialmente dos

parâmetros α e ∆t. Aqui, por conveniência tomamos σ = 1.

(a) Perfis de δn
a versus n para ∆t = 10−2 (b) Perfis de (1/δn

a )1/2 versus n para ∆t =
10−2

Figura E.1: Comportamento dos parâmetros δna e (1/δna )1/2 versus n para distintos
valores de α.

Por conveniência, estudamos o comportamento de jnc analisando os ter-

mos

(
βmaxQe

n

σδna

)1/2

≤ Cα = Ch

√
σ

2ε
, (E.12)(

ξmaxQe
n

δna

)1/2

≤ Cα = Ch

√
σ

2ε
, (E.13)(

αmaxQe
n

∆t δnb

)1/2

≤ Cα = Ch

√
σ

2ε
, (E.14)
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(a) Perfis de δn
b versus n para ∆t = 10−2 (b) Perfis de (1/δn

b )1/2 versus n para ∆t =
10−2

Figura E.2: Comportamento dos parâmetros δnb e (1/δnb )1/2 versus n para distintos
valores de α.

separadamente conforme as três figuras seguintes. Assim, mostramos na figura E.3

a curva
(
βmaxQe

n
/(σδna )

)1/2

em traço pontilhado limitada por Cα em traço cont́ınuo.

Figura E.3: Perfil de
(
βmaxQe

n
/(σδna )

)1/2

versus α, limitada por C α.

A figura E.4 mostra a curva
(
ξmaxQe

n
/(σδna )

)1/2

em traço pontilhado limi-

tada por Cα em traço cont́ınuo.

Finalizamos o estudo do parâmetro jnc com apresentação na figura E.5 da

curva
(
αmaxQe

n
/(∆tδnb )

)1/2

em traço pontilhado limitada por Cα em traço cont́ınuo.
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Figura E.4: Perfil de
(
ξmaxQe

n
/(σδna )

)1/2

versus α, limitada por C α.

Figura E.5: Perfil de
(
αmaxQe

n
/(σ∆tδnb )

)1/2

versus α, limitada por C α.
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Milhares de Livros para Download:
 
Baixar livros de Administração
Baixar livros de Agronomia
Baixar livros de Arquitetura
Baixar livros de Artes
Baixar livros de Astronomia
Baixar livros de Biologia Geral
Baixar livros de Ciência da Computação
Baixar livros de Ciência da Informação
Baixar livros de Ciência Política
Baixar livros de Ciências da Saúde
Baixar livros de Comunicação
Baixar livros do Conselho Nacional de Educação - CNE
Baixar livros de Defesa civil
Baixar livros de Direito
Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia
Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educação
Baixar livros de Educação - Trânsito
Baixar livros de Educação Física
Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmácia
Baixar livros de Filosofia
Baixar livros de Física
Baixar livros de Geociências
Baixar livros de Geografia
Baixar livros de História
Baixar livros de Línguas

http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1


Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
 
 

http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

