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Capítulo 1Motivação para o desenvolvimento dotrabalhoHá milhares de anos, a 
uriosidade humana nos levou à des
oberta do magne-tismo, e, por muitos sé
ulos, o 
onhe
imento das propriedades magnéti
as dos materiaistem estimulado o progresso 
ientí�
o e te
nológi
o. Por um longo tempo o prin
ipalfo
o de pesquisa estava rela
ionado ao magnetismo ma
ros
ópi
o, isto é, às proprie-dades e apli
ações em sistemas grandes, 
omo as apli
ações de magnetos em bússolas,geradores e motores elétri
os, as quais se tornaram possíveis graças ao 
ampo geomag-néti
o e à habilidade de eletromagnetos e magnetos permanentes em realizar trabalhome
âni
o. O interesse em estudar os fen�menos magnéti
os em es
ala at�mi
a 
omeçoua partir do desenvolvimento da Me
âni
a Quânti
a, o que nos ajudou a 
ompreendera interação de tro
a de origem quanto-me
âni
a, a interação 
om o 
ampo 
ristalinoe o a
oplamento spin órbita relativísti
o. Tais fen�menos só foram des
obertos naprimeira metade do sé
ulo passado, abrindo 
aminho para que eles fossem utilizadosem apli
ações práti
as e te
nológi
as na atualidade. Entretanto, apenas nas últimasdé
adas, �
ou 
laro que o magnetismo em estado sólido é um fen�meno nanoestrutural.A importân
ia 
ientí�
a e te
nológi
a de nanoestruturas magnéti
as tem três razõesprin
ipais [1℄:
• Há uma grande variedade de estruturas 
om propriedades físi
as interessantes,desde nanomagnetos que apare
em naturalmente na natureza até nano
ompósitosrelativamente fá
eis de produzir para apli
ações que demandam nanoestruturasarti�
iais.
• A utilização de efeitos de nanoes
ala na expli
ação das propriedades de materiais1



magnéti
os.
• O nanomagnetismo tem aberto 
aminho para te
nologias 
ompletamente novas.Nesse 
ontexto, o nanomagnetismo vem despertando grande interesse 
ientí�
o ete
nológi
o. Espera-se, dentre outras 
onsequên
ias, inúmeras possibilidades de apli
a-ções utilizando nanoestruturas, bem 
omo, do ponto de vista fundamental, uma melhor
ompreensão das propriedades elementares de materiais magnéti
os estruturados nessaes
ala de tamanho. De fato, o avanço na te
nologia de fabri
ação de estruturas emes
ala mi
ro e nanométri
a abriu a possibilidade de estudar estruturas que se 
ompor-tam 
omo sistemas magnéti
os quase unidimensionais, os quais exibem uma variedadede estados magnéti
os interessantes, 
om possíveis apli
ações em elementos eletr�ni
os.Como exemplo, podemos 
itar apli
ações em memória lógi
a, armazenamento de dadose sensores de alta sensibilidade [2℄, mais espe
i�
amente, a melhoria na performan
ee 
apa
idade de dis
os rígidos deverá demandar que sua própria estrutura venha aser 
omposta por arranjos de nanoelementos magnéti
os [3, 4℄, os quais já têm sido
onsiderados 
omo 
onstituintes de memória de 
omputadores [5℄. Tal interesse temsido renovado e reforçado em virtude da re
ente proposta de utilizar mi
rodis
os 
omvórti
es magnéti
os 
omo estado fundamental (Fig. 1.1) em terapias anti-
ân
er [6℄.Nesta proposta, há a indução de um atrito me
âni
o devido a os
ilação dos mi
rodis
osmediante um 
ampo magnéti
o apli
ado 
om frequên
ia de algumas dezenas de Hertz.Tal pro
edimento pare
e ativar 
ertos 
anais de 
ál
io intra
elular que desen
adeia aprogramação da morte da 
élula (apoptose) (Fig. 1.2). Frequentemente, apli
açõeste
nológi
as de nanomagnetos são baseadas em novos me
anismos magneto-elet�ni
osque demandam o 
ontrole de estados estáveis de magnetização, 
omo domínios úni-
os, paredes de domínio, vórti
es, et
. Além disso, esses magnetos são um ex
elentelaboratório experimental para se estudar teoremas fundamentais em magnetostáti
a emi
romagnetismo [7, 8℄.O 
omportamento dos materiais magnéti
os depende não apenas de sua estru-tura mole
ular, mas também da geometria e da 
ompetição entre as energias mag-netostáti
a, de tro
a e de anisotropia. Com relação a isso, um dos teoremas maisfundamentais sobre estruturas magnéti
as é por 
onta devido a Brown [9, 10℄, o qualestabele
e que por 
ausa da 
ompetição entre a energia magnetostáti
a e a de tro
a, aformação de multidomínios deveria ser suprimida para partí
ulas muito pequenas, deforma que nanomagnetos se 
omportariam 
omo uma estrutura 
om spin gigante.2



Figura 1.1: Imagem de mi
ros
ópio ópti
o eletr�ni
o de uma suspensão de mi
rodis
osmagnéti
os de Permalloy utilizados em experimentos para tratamento de 
élulas 
an-
erígenas. Os dis
os têm espessura da ordem de 60 nm e diâmetro ∼ 1µm. A amostrafoi preparada via magnetron sputtering e litogra�a óti
a (retirado de [6℄).

Figura 1.2: Con
eito de destruição de 
élulas de 
ân
er via pro
essos magnetome
â-ni
os. Os mi
rodis
os são biofun
ionalizados 
om anti
orpo anti-humano-IL13α2R,espe
i�
amente atingindo 
élulas de glioblastoma humano (uma forma agressiva de
ân
er de 
érebro). Quando um 
ampo magnéti
o alternado é apli
ado, os dis
os mag-néti
os os
ilam, 
omprometendo a integridade da membrana e ini
iando a morte 
elularprogramada. 3



Figura 1.3: Prin
ipais 
on�gurações de magnetização en
ontradas em nanomagnetos
ir
ulares. A �gura da esquerda mostra, esquemati
amente, o estado de vórti
e nonanodis
o, ao passo que à direita, vemos uma representação do estado 
ebola no planodo dis
o, o qual 
onsiste em uma 
on�guração de domínio úni
o 
om um pequenodesvio da direção paralela. O vórti
e apare
e em nanomagnetos su�
ientemente grandes(diâmetro da ordem de 90 nm em nanodis
os de Permalloy). Um outro estado possível
onsiste na 
on�guração de domínio úni
o perpendi
ular ao plano do dis
o quando aespessura t do mesmo é su�
ientemente grande (t ≈ 1, 8R [18℄.)Entre os possíveis estados magnéti
os para nanomagnetos 
ir
ulares, a maioriados trabalhos dá atenção a três deles: a 
on�guração vórti
e, onde a magnetizaçãoforma uma estrutura de 
ir
ulação de spins, sem pólos magnéti
os; domínio úni
o, oqual apare
e em nanomagnetos alongados ou muito pequenos, sendo que os momentosmagnéti
os estão 
ompletamente alinhados; e o estado 
ebola, 
onsistindo de um estadode domínio úni
o 
om uma pequena não-uniformidade (momentos magnéti
os não sãoparalelos entre si) na magnetização próxima às bordas do magneto (Fig. 1.3). O fatodessas três 
on�gurações serem as mais estudadas teori
amente se deve a sua apli
açãotanto em trabalhos experimentais quanto em mi
rosimulação. Tais trabalhos mostramque essas são as 
on�gurações que apare
em e se mantêm estáveis em nanomagnetos.Inúmeros trabalhos têm se dedi
ado a determinar a 
on�guração da magnetiza-ção que minimiza a energia em nanomagnetos. Dentre as diversas geometrias estuda-das, as retangulares e 
ilíndri
as são aquelas que têm re
ebido mais atenção, uma vezque sua simpli
idade geométri
a as torna de mais fá
il fabri
ação e, eventualmente,permitem uma melhor 
omparação entre pesquisas teóri
as e experimentais. Como4



exemplo, podemos 
itar os trabalhos dedi
ados a estudar nanodis
os [11, 12℄, os quaisapontam que a 
on�guração vórti
e se torna o estado de menor energia quando o raiodo nanomagneto é maior do que um raio 
ríti
o RC (da ordem de 45 nm para o Permal-loy). Nos nanodis
os, o vórti
e apresenta um nú
leo, o qual se forma para evitar umaumento exa
erbado da energia de tro
a. Dessa forma, por 
ausa do alto 
usto tantoda energia magnetostáti
a devido a 
argas magnéti
as super�
iais quanto da energia detro
a asso
iada a tal estrutura, esse vórti
e tende a se desestabilizar em nanodis
os 
oma redução de seu raio ou aumento da espessura [13℄. Estudos experimentais mostramque nanodis
os 
ir
ulares de 
obalto (Co) e de Permalloy (Py)1 (FeNi, na proporçãoaproximada de 20% de ferro e 80% de níquel), o vórti
e é estável para diâmetros > 90nm e espessura < 15 nm [13, 14℄.A instabilidade do vórti
e 
om a redução do raio também é uma 
ara
terísti
ade nanoanéis, os quais 
onsistem em nanodis
os 
ilíndri
os 
om um bura
o 
entral.Entretanto, a presença desse bura
o impede a formação do nú
leo, tornando o vórti
euma estrutura mais estável nessa geometria, fazendo 
om que o diâmetro 
ríti
o dimi-nua para valores da ordem de 50 nm, 
om espessura 
ríti
a ∼ 5 − 6 nm. Nanoanéisideais devem ter não somente um raio interno e externo bem de�nidos, mas tambémuma espessura pequena o su�
iente para tornar a 
on�guração vórti
e estável [15℄, umavez que, 
om o aumento da espessura, a 
on�guração ferromagnéti
a na direção do eixo
z, apontando perpendi
ularmente ao plano do anel, torna-se energeti
amente favorá-vel. Krav
huk et al [16℄ mostraram, em um estudo teóri
o detalhado que, quando oraio interno do nanoanel é su�
ientemente grande, não há o apare
imento de nenhuma
omponente fora do plano para o vórti
e. No entanto, quando o valor desse raio in-terno de
res
e, atingindo um valor 
ríti
o, há o apare
imento de uma 
omponentefora do plano, a qual não é perpendi
ular ao plano do anel. Quando o raio internoé zero, esta 
omponente desenvolve seu valor máximo, sendo perpendi
ular ao planodo nanomagneto (ou seja, temos novamente um nanodis
o sem bura
o). Zhu et al.[15℄ produziram nanoanéis ferromagnéti
os assimétri
os (em que o bura
o interno nãoé 
entral, mas deslo
ado em direção à borda) e mostraram que assim 
omo nanoanelsimétri
os, quando esses são muito grandes, o vórti
e é o estado que minimiza a energia1O Permalloy, FexNi1−x; 
om x ∼ 15 − 25% é um dos materiais mais utilizados na indústriamagnéti
a. As propriedades magnéti
as do Permalloy vêm da sua 
onstituição quími
a, uma vez queo Fe e o Ni são dois dos materiais que satisfazem ao 
ritério de Stoner para o magnetismo, o qual serádis
utido mais adiante. Além disso, o Co, que também satisfaz ao 
ritério de Stoner, é um materiallargamente utilizado devido a suas propriedades isotrópi
as.5



magnéti
a [17℄. Os autores mostraram ainda que na presença de um 
ampo magnéti
oexterno, as propriedades de inversão da polaridade do nú
leo do vórti
e dependem dadireção do 
ampo magnéti
o apli
ado.Beleggia et al. [18℄ obtiveram, a partir de um tratamento puramente teóri
o, odiagrama de fases para a 
on�guração que minimiza a energia em função da razão entreos raios externo e interno e a espessura do nanoanel. O estado 
ebola foi 
onsideradonum trabalho posterior por Landeros et al. [19℄, no qual os autores propuseram um mo-delo teóri
o para essa 
on�guração. Eles 
on
luiram que, quando a 
on�guração 
ebolaé estável, o desvio da magnetização do estado de domínio úni
o é muito pequeno, 
omuma modi�
ação irrelevante no diagrama de fases obtido por Beleggia et al. [19, 20℄.Ainda para o 
aso de nanoanéis, Zhang et al. [21℄ usaram o modelo de análise de es
alapara 
onstruir um diagrama de fases para nanoanéis e nanopartí
ulas elípti
as, obtendodiagramas de fases que 
on
ordam bem 
om aqueles obtidos experimentalmente, bem
omo, por outras té
ni
as numéri
as.Re
entemente, a geometria esféri
a também tem sido 
onsiderada e seu diagramade fases fora obtido por meio de 
ál
ulos analíti
os e simulações mi
romagnéti
as [22℄.Assim 
omo no 
aso de nanoanéis e nanodis
os, o vórti
e torna-se um estado instá-vel quando o raio da esfera é muito pequeno (da ordem de 35 nm para o Permalloy),tendo neste 
aso, o estado 
ebola 
omo a 
on�guração que minimiza energia. Alémde nanomagnetos 
ir
ulares re
eberem atenção, ela também tem sido dada a nanoes-truturas retangulares, nas quais, em geral, o estado de Landau se faz presente 
omo
on�guração fundamental [5, 23℄. Na Fig. 1.4 vemos alguns exemplos de geometriasde nanomagnetos produzidos experimentalmente.Sabe-se que a energia total de um magneto 
om magnetização arbitrária nãoé fá
il de ser 
al
ulada, mesmo assumindo-se uma geometria simples e anisotropiasmuito pequenas. Com essas simpli�
ações, restam apenas as 
ontribuições da energiade tro
a e magnetostáti
a a serem avaliadas [8, 24℄. Em geral, a energia magnetostá-ti
a é muito difí
il de ser 
omputada devido às interações entre dipolos, as quais sãode longo al
an
e. Para 
on�gurações espe
iais, 
omo vórti
es ou estados alinhados,e/ou geometrias simples, 
omo aquelas sem 
urvatura, por exemplo, planar ou 
ilín-dri
a, sua avaliação é simpli�
ada e, algumas vezes, pode ser 
omputada exatamente.Para situações mais gerais, as ferramentas disponíveis nos permitem apenas realizaraproximações, 
omo por exemplo, tomar o magneto 
omo um 
ontínuo (tratamentoanalíti
o) e/ou avaliar numeri
amente para a energia [8℄. Para os 
asos espe
í�
osde geometrias 
ilíndri
a e quadrada, uma 
onsiderável quantidade de informação está6



Figura 1.4: Nanomagnetos produzidos experimentalmente. Nas �guras a
ima, (a) e(b), pode-se ver nanodis
os magnéti
os 
om diâmetro da ordem de 1 µm. Abaixo, aesquerda vemos nanoesferas 
om raio da ordem de 150 nm. À direita, um arranjo denanoanéis 
om diâmetro da ordem de 2 µm, 
ada.

7



disponível e, os dados teóri
os têm um bom a
ordo 
om aqueles obtidos experimen-talmente [4℄. No 
aso de outras geometrias, um 
onhe
imento mais detalhado aindaestá em desenvolvimento, embora alguns trabalhos explorando outras geometrias jávenham sendo realizados 
om nanoesferas magnéti
as [22℄, nano�os [25℄, nanotubos[26℄ e nanoanéis [27℄.Quando pensamos em me
anismos magneto-eletr�ni
os baseados em estadostipo vórti
e, 
omo por exemplo aqueles para memória lógi
a ou armazenamento dedados, um assunto de grande importân
ia está rela
ionado à miniaturização de 
adananomagneto e, 
onsequentemente, de um arranjo 
ontendo um grande número deles.Já que elementos de memória baseados em transistores têm atingido 
omprimentosabaixo da es
ala de 100 nm por elemento, me
anismos nanomagnéti
os baseados emvórti
es deveriam ofere
er real poten
ialidade de suportar tais estados estáveis em es-
alas muito menores, isto é, em es
alas no máximo em torno de 20 − 30 nm. Dessaforma, existe um problema envolvendo nanodis
os produzidos 
om materiais de pe-quena anisotropia, onde a estabilidade do vórti
e é perdida se o raio do dis
o atingeum valor menor que ∼ 45 nm (valor para o dis
o de Permalloy 
om espessura de 10 nm)devido ao alto 
usto da energia de tro
a requerido pelo nú
leo do vórti
e [13℄. Comofoi dito anteriormente, para remediar essa situação par
ialmente, introduz-se um bu-ra
o no 
entro do dis
o, obtendo assim um nanoanel, onde um estado vórti
e deve serestabilizado a tamanhos menores (raio externo ∼ 20 nm, 
om raio interno e espessuraem torno de 10 nm) [18℄. Fisi
amente, a presença do bura
o torna desne
essária aformação do nú
leo, diminuindo assim o 
usto da energia de tro
a 
onsideravelmente edando uma estabilidade extra, mesmo a es
alas menores. Entretanto, 
om o desapare-
imento do nú
leo, perde-se imediatamente a polarização do vórti
e, restando apenasa quiralidade (sentido de rotação de dipolos, horário ou anti-horário). Além disso, adinâmi
a de dipolos na borda pode 
omprometer a estabilidade do vórti
e devido agrandes �utuações de 
argas magnéti
as super�
iais, σmag = ~M · n̂, uma vez que nessespontos o vetor normal n̂ não é bem de�nido (em outras palavras, a 
urvatura divergenas bordas do dis
o e do bura
o). Tais �utuações devem ser evitadas de alguma forma,assim 
omo seus efeitos minimizados. Por exemplo, se o bura
o for muito grande, talque a largura do nanoanel seja su�
ientemente pequena, isto é, menor que o tamanhode uma parede de domínio, em torno do 
omprimento de tro
a (ℓex ∼ 5 − 6 nm, paraPermalloy), garantimos que nenhum nú
leo do vórti
e pode ser formado no nanoanel[15℄. 8



Figura 1.5: Estados de polarização do vórti
e em um nanodis
o, up e down. Pode-mos asso
iar a 
ada um desses estados um �bit� de informação, por exemplo, 0 ou 1
onforme o dipolo no nú
leo do vórti
e esteja apontando para 
ima ou para baixo,respe
tivamente. Além da polarização, em nanodis
os há a possibilidade de 
ontroleda quiralidade do vórti
e, deixando-nos assim, 
om um elemento magneto-eletr�ni
oque poderia armazenar dois �bits� de informação. Em nanoanéis, a presença do bura
o
entral impede a formação do nú
leo, restando apenas a quiralidade para, por exemplo,ser usada 
omo me
anismo de armazenamento de dados.O problema teóri
o da minimização da energia magnéti
a é 
onhe
ido 
omo mi-
romagnetismo [8, 10℄, o qual 
onsiste numa aproximação teóri
a em que o material édes
rito 
omo um meio 
ontínuo, o que impli
a que essa aproximação é válida apenasse as dimensões do magneto são muito grandes quando 
omparadas ao parâmetro derede [8℄. O estado magnéti
o do sistema é de�nido pelo vetor magnetização, que éuma função da posição e seu valor é assumido 
omo sendo aquele da magnetização desaturação MS(T ) em todos os pontos. A fundamentação teóri
a do mi
romagnetismose deve a Landau e Lifshitz [28℄ e pou
as soluções analíti
as são 
onhe
idas a partirdesse formalismo teóri
o devido a 
omplexidade das equações envolvidas. Por 
ausadessa di�
uldade, simulações mi
romagnéti
as se tornaram uma importante ferramentapara investigar problemas rela
ionados 
om o estado que minimiza a energia total emnanomagnetos. Entre os programas públi
os utilizados para realizar mi
rosimulaçõesresolvendo a equação de Landau-Lifshits-Gilbert, o 
ódigo OOMMF [29℄ tem sido utili-zado em uma grande quantidade de trabalhos. Outros exemplos de mi
rossimuladoressão Amumag [30℄, Simulmag [31℄, Magpar [32℄ e LLG [33℄ os quais têm sido utilizadospara realizar simulações e determinar, por exemplo, o estado fundamental magnéti
opara uma dada geometria. No entanto, tais mi
rossimuladores não são úteis apenasem situações estáti
as e também podem ser utilizados para estudar a dinâmi
a damagnetização em nanomagnetos. 9



Outra forma de des
rever as propriedades magnéti
as de nanoestruturas é aaproximação de es
ala, a qual 
onsiste em um modelo de rede dis
reta de momentosmagnéti
os. Com o objetivo de avaliar a energia total do nanomagneto, é feita a pro-posição de uma mudança de es
ala para a energia de tro
a por um fator x ≤ 1, ouseja, tro
ar J por xJ na expressão para a energia total. Nesse 
aso, a dimensão daespessura do magneto simulado para o qual o ponto triplo2 o
orre passa a ser t′ = Axη,onde η ≈ 0, 55 e A = 91, 1 nm, enquanto o número de átomos no ponto triplo es
ala
om x de a
ordo 
om a relação N = N0x
3η, 
om N0 ≈ 6, 5 × 107 [34, 35℄. Em algunstrabalhos que utilizam essa té
ni
a, p�de-se obter o diagrama de fases para sistemas
om dimensões 
omparáveis àqueles estudados experimentalmente, 
ujo número de mo-mentos at�mi
os é muito grande, fazendo 
om que simulações 
omputa
ionais 
om ate
nologia atual se tornem proibitivas [34℄. De fato, em nanomagnetos 
om dimensões
omparáveis àquelas obtidas experimentalmente (por exemplo, nanodis
os 
ilíndri
os
om espessura L ∼ 15 nm e raio r ∼ 100 nm), teríamos um número N de molé
u-las da ordem de 108, e o tempo ne
essário para simulações 
omputa
ionais aumenta
onsideravelmente 
om esse número.Apesar da grande quantidade de trabalhos dedi
ados a estudar a estabilidadede diferentes 
on�gurações magnéti
as, a geometria toroidal ainda permane
e prati-
amente inexplorada, o que, par
ialmente, deve estar asso
iado ao fato de nanotorosmagnéti
os ainda não terem sido produzidos experimentalmente. Outro motivo podeser o fato da geometria toroidal ser inerentemente 
urva, 
om 
urvatura variável pontoa ponto. No entanto, essa geometria tem re
ebido 
onsiderável atenção em outrasáreas. Por exemplo, em armadilhas para 
ondensados de Bose-Einstein, dentro dosquais os átomos desenvolvem 
omportamento quase unidimensional sujeitos a 
ondi-ções de 
ontorno periódi
as [36, 37℄. Além disso, estruturas que se assemelham ananotoros já foram produzidas através de um pro
esso que envolve a redução de íonsde prata 
onhe
ido 
omo �ele
troless� [38℄. Do ponto de vista da produção de nano-magnetos toroidais, a fabri
ação de nanotoros de 
arbono [39℄ trouxe a possibilidadeda obtenção dessas estruturas, abrindo uma nova perspe
tiva nessa área, uma vez quepode haver a possibilidade de obter tais nanomagnetos via en
apsulação de um mate-rial magnéti
o dentro dos nanotoros de 
arbono, o que já fora obtido para nanotubosde 
arbono na Ref. [40℄. Teori
amente, nanotoros de 
arbono podem ser formadospela junção de duas pontas de nanotubos de 
arbono 
onven
ionais [41℄. Então, as-2Ponto triplo é o ponto no qual as três 
on�gurações em estudo (vórti
e, domínio úni
o na direção

z e 
ebola no plano) têm mesma energia. 10



Figura 1.6: A
ima, à esquerda, vemos uma representação de um nanotubo de 
ar-bono. No 
entro e à direita, observamos a representação de nanotoros 
onstruídos apartir de nanotubos 
ondutores e semi
ondutores, respe
tivamente. Abaixo, observa-mos imagens de mi
ros
ópio de tunelamento eletr�ni
o de nanotubos de 
arbono 
ommulti
amadas (NCMC) preen
hidos 
om diferentes tipos de nano�os ferromagnéti
os,exibindo um alto grau de 
ristalinidade nas paredes do nanotubo. (a) Nano�o de Fedentro de NCMC; (b) Imagem de um nanotubo de 
arbono preen
hido 
o Permalloy;(
) e (d) Imagens de um nano�o de FeCo en
apsulado por um nanotubo de 
arbonoaltamente 
ristalino; (d) Imagem mostrando uma ampli�
ação de (
), onde o plano(110) FeCo pode ser visto ao longo da direção (111), e apare
e paralelo à G (002),sugerindo uma direção preferen
ial de 
res
imento do nano�o dentro do tubo (retiradode [40℄).
11



sim 
omo uma estrutura nanotoroidal de 
arbono poderia ser utilizada 
omo um vasode 
ontenção para apli
ações em nanobi�ni
a e nanobiométri
a [42℄, a en
apsulação demateriais magnéti
os em nanotoros de 
arbono poderia ser realizada para apli
ações emmagneto-eletr�ni
a, dentre outras possibilidades. É sabido que para nanotoros de 
ar-bono formados a partir de nanotubos metáli
os pode o
orrer um fen�meno 
onhe
ido
omo paramagnetismo gigante a temperaturas próximo de 0 K, enquanto nanotorosformados a partir de nanotubos semi
ondutores exibem um diamagnetismo fra
o [43℄.No entanto, paramagnetismo gigante é um fen�meno que o
orre apenas a temperaturasmuito baixas, o que impli
a que tanto os nanotoros metáli
os quanto os semi
ondutorespoderiam ser 
andidatos a en
apsular materiais magnéti
os sem uma grande mudançanas propriedades magnéti
as do nanomagneto a temperaturas signi�
ativamente altas(temperatura ambiente). É importante notar que, além das propriedades 
ondutoras donanotoro de 
arbono, efeitos de 
urvatura e desordem in�uen
iam no 
omportamentomagnéti
o dessas estruturas, no entanto, tais efeitos não são muito grandes e tambémsó apare
em para baixas temperaturas [41, 44℄. Outras possibilidades para a produçãode nanotoros magnéti
os poderia ser a en
apsulação de um material magnéti
o dentrode membranas biológi
as que se assemelham a toros, as quais têm sido observadas,por exemplo, em um grande número de proteínas envolvidas no metabolismo de DNA[45℄. Finalmente, nanotoros magnéti
os poderiam ser obtidos en
urvando-se nano�osmagnéti
os, 
uja produção tem sido reportada em diversos trabalhos [46℄.Além dos diversos trabalhos experimentais que são reportados, sistemas 
om ageometria toroidal têm sido, por sua vez, estudados teori
amente 
om o objetivo deentender algumas propriedades físi
as nessa geometria. Por exemplo, a aproximação
ontínua do modelo de Heisenberg foi usada para obter a energia de ex
itações topoló-gi
as de spins (sólitons e vórti
es) na superfí
ie do toro [47, 48℄, bem 
omo determinara 
on�guração de mínima energia para a magnetização no nanotoro [53, 54℄. Alémdisso, o poten
ial eletrostáti
o foi 
al
ulado para um 
ondutor toroidal 
arregandouma 
orrente azimutal [49℄. Tal poten
ial fora determinado também para se estudarfen�menos de absorção ópti
a em nanopartí
ulas metáli
as toroidais [50, 51℄. Retor-nando a dis
ussão dos nanotoros de 
arbono, 
ál
ulos teóri
os baseados na minimizaçãoda energia livre podem determinar qual o diâmetro ótimo de toros 
onstruídos a partirde nanotubos de 
arbono de parede simples [52℄.Dessa forma, propomos uma análise teóri
a para determinar a 
on�guração dosestados estáveis em nanotoros ferromagnéti
os. São 
onsideradas três 
on�guraçõespara a magnetização: vórti
e, domínio úni
o na direção do eixo z e o estado 
ebola no12



plano xy. A energia de 
ada um desses estados é determinada analiti
amente em funçãodos raios externo R e interno r do toro. O estado fundamental é dado por aquele queminimiza a soma das 
ontribuições da energia de tro
a e magnetostáti
a para um dadopar (r, R). Parti
ularmente, veri�
amos que a 
on�guração ferromagnéti
a na direçãodo eixo z não tem estabilidade em nanomagnetos toroidais. Construimos um diagramade fases mostrando o estado esperado em função de (R, r). Tal diagrama indi
a que ovórti
e é uma 
on�guração altamente estável nessa geometria para r & 10 nm, impli-
ando que, provavelmente, o estado 
ebola no plano não deverá apare
er em nanotorosproduzidos experimentalmente 
om a te
nologia disponível atualmente. Uma vez quehá dois estados equivalentes de vórti
e asso
iados 
om a quiralidade (sentido horá-rio ou sentido anti-horário), temos a possibilidade de armazenar �bits� de informaçãoasso
iando-se 0 e 1 a tais estados, tornando essa estrutura muito interessante, in
lusivedo ponto de vista apli
ado. De fato, 
omo foi dito anteriormente, essa 
on�guraçãotem sido proposta 
omo 
andidata a armazenamento de dados em nú
leos de memó-ria e há trabalhos teóri
os e experimentais investigando o me
anismo de inversão daquiralidade e polaridade de vórti
es tanto em nanoanéis [55℄, quanto em nanodis
os
ilíndri
os [56℄. Desse modo, o estudo das propriedades magnéti
as de nanotoros ferro-magnéti
os pode vir a ser de grande relevân
ia, uma vez que nanotoros apresentando ovórti
e 
omo estado fundamental podem ser produzidos, e o estudo do me
anismo deinversão da quiralidade do vórti
e poderia trazer a possibilidade de um novo elementomagneto-eletr�ni
o para armazenamento de dados. Além disso, a miniaturização denanoelementos magnéti
os 
om a 
on�guração vórti
e 
omo estado fundamental 
ria apossibilidade de apli
ações a nanobiologia, em espe
ial, em terapias anti-
ân
er.
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Capítulo 2
Modelo teóri
o
2.1 Breve introdução à teoria do magnetismoA palavra magnetismo tem sua origem ligada ao nome de uma 
idade da regiãoda Turquia que era ri
a em minério de ferro, a Magnésia. A palavra surgiu durantea Antiguidade e está asso
iada à 
apa
idade que fragmentos de ferro têm de serematraídos pela magnetita, um material en
ontrado na Natureza, de 
omposição quími
aFe3O4. Os fen�menos magnéti
os foram os primeiros a despertar a 
uriosidade dohomem sobre o interior da matéria [57℄. Os primeiros relatos de experiên
ias 
om amagnetita são atribuídos aos gregos e datam de 800 a.C.Apesar de ter sido des
oberto muito 
edo, o estudo do magnetismo só se tornoumais sistemáti
o no sé
ulo XVII, a partir de estudos realizados pelo médi
o inglêsWilliam Gilbert. O interesse ini
ial de Gilbert pelos fen�menos magnéti
os deveu-se, em parte, às 
renças de sua épo
a, pois a
reditava-se que 
omo um ímã poderiainteragir 
om alguns materiais, produziria também 
ertos efeitos 
urativos no 
orpohumano [58℄. No entanto, em seu livro De Magnete Magneti
isque Corporibus et deMagno Magnete Tellure (Sobre o ímã, os Corpos Magnéti
os e o Grande ímã, a Terra),Gilbert só des
reveu as propriedades magnéti
as dos ímãs e apresentou sua teoria deque a Terra se apresenta 
omo um grande ímã.Durante mais de dois sé
ulos a tentativa do homem em entender a natureza domagnetismo foi frustrada devido à 
omplexidade desse fen�meno. Só 
om o advento daMe
âni
a Quânti
a p�de-se 
ompreender e expli
ar a origem do magnetismo, bem 
omodiversas propriedades e 
ara
terísti
as do 
omportamento magnéti
o dos materiais.Atualmente, magnetismo é um tema de pesquisa extremamente fértil, atraindo14



interesse de boa parte da 
omunidade 
ientí�
a, dentre estes, físi
os, engenheiros, et
.Os prin
ipais objetivos da pesquisa que os 
ientistas têm nesse 
ampo são a 
ompreen-são das origens mi
ros
ópi
as das propriedades magnéti
as dos materiais, des
obertade novos materiais e fen�menos, o estudo das propriedades termodinâmi
as e das ex-
itações elementares dos materiais magnéti
os, bem 
omo o desenvolvimento de novasapli
ações te
nológi
as [59℄.Existem três quantidades importantes para a des
rição do magnetismo na ma-téria: o 
ampo H, o 
ampo magnéti
o B e a magnetização M. No vá
uo, o 
ampomagnéti
o é diretamente propor
ional ao 
ampo H, ou seja,
B = µ0H, (2.1)onde a 
onstante de propor
ionalidade µ0 é a permeabilidade magnéti
a. As quantida-des B e H estão rela
ionados somente 
om a densidade de 
orrente elétri
a ~J , e suasintensidades podem ser determinadas a partir da expressão de Biot-Savart (no regimenão-relativísti
o: v/c ≪ 1):

B(~x) =
µ0

4π

∫

J(x′)× (x− x′)

|x− x′|3 d3x′, (2.2)onde a integração é feita sobre toda a região da 
orrente.Na presença de um meio magnéti
o, o 
ampo magnéti
o não terá mais a formasimples da equação (2.2), pois o meio responde à presença do 
ampo magnéti
o 
omuma magnetização M que 
ontribui tanto para B quanto para H. Dessa forma, dentrode um meio material, B e H devem diferir em magnitude e direção devido a magneti-zação M:
B = µ0(H+M). (2.3)Se a magnetização é linearmente rela
ionada ao 
ampo H, o sólido é dito linear,isto é, M = χH, 
om χ sendo a sus
etibilidade magnéti
a. Nessa situação, existe umarelação linear entre B e H:

B = µ0(1 + χ)H = µ0µrH, (2.4)
om µr = 1 + χ sendo a permeabilidade relativa do material.Mi
ros
opi
amente, a expli
ação das propriedades magnéti
as adquiridas porum 
orpo está asso
iada à existên
ia de elétrons que se movem em torno dos nú
leosdos átomos, bem 
omo ao momento angular intrínse
o dos elétrons (spin). A magne-tização surge do ordenamento dos momentos magnéti
os at�mi
os, que apare
em em15



átomos possuindo 
amadas eletr�ni
as in
ompletas. Ela é de�nida 
omo a quantidadede momentos de dipolo magnéti
os por unidade do volume do material:
M = lim

∆V→0

1

∆V

∑

i

µi. (2.5)Podemos notar, a partir de uma análise da equação (2.5), que para haver magnetiza-ção é ne
essário que existam momentos de dipolo magnéti
os µi e que estes, na média,apontem na mesma direção, o que o
orre se um 
ampo magnéti
o atuar no sistema e/oua temperatura for su�
ientemente baixa. Experimentalmente, as 
urvas de |M| vs. |H|ou |B| vs. |H| trazem informações sobre a dureza magnéti
a do material, sua anisotro-pia 
ristalina, o 
ampo de 
oer
isividade, a magnetização remanente, et
. [8, 24, 60℄.Por outro lado, deve-se men
ionar que qualquer material magneti
amente ordenadodeixa de sê-lo a uma temperatura su�
ientemente elevada, denominada temperatura
ríti
a ou temperatura de Curie (Tc).O momento de dipolo magnéti
o de um átomo livre tem três fontes prin
ipais: ospin, 
om o qual os elétrons são dotados, seus momentos angulares orbitais, e a mudançano momento induzido por um 
ampo magnéti
o apli
ado [8, 24, 61℄. A relação entre omomento de dipolo magnéti
o e o momento angular orbital L é dada por
µl = −gl

e~

2m
L, (2.6)e, similarmente, entre o momento magnéti
o intrínse
o e o spin S:

µs = −gs
e~

2m
S. (2.7)Na equação (2.6), tem-se a relação 
om o momento angular, onde gl = 1 é o fator

g orbital. Ao passo que na equação (2.7), tem-se a relação 
om o momento angularintrínse
o, e gs ≈ 2 é o fator g de spin. Momentos magnéti
os interagem entre si e,
omo já foi dito, 
om 
ampos magnéti
os externos.Em Me
âni
a Quânti
a o momento magnéti
o ~µ de um átomo está diretamenterela
ionado ao seu momento angular total J = L + S, seguindo a relação:
µ = gµB

(

J

~

)

, (2.8)onde µB = e~/2m é uma unidade usual de momento magnéti
o, 
hamada magnetonde Bohr, m é a massa do elétron e g é o fator de Landé, dado por:
g = 1 +

J(J + 1) + S(S + 1)− L(L+ 1)

2J(J + 1)
(2.9)16



Figura 2.1: Representação esquemáti
a de alguns tipos de materiais magnéti
os exis-tentes na natureza. A) Paramagnéti
o; B) Ferromagnéti
o; C) Antiferromagnéti
o; D)Ferrimagnéti
o.Os materiais magnéti
os podem ser 
lassi�
ados de a
ordo 
om sua respostaà apli
ação de 
ampos magnéti
os, e tal resposta pode ser quanti�
ada através dasus
etibilidade magnéti
a χ. Os tipos de materiais mais 
onhe
idos são (Fig. 2.1):
• Diamagnéti
os, 
uja sus
etibilidade tem valor pequeno e é negativa.
• Paramagnéti
os, que são 
ara
terizados por uma sus
etibilidade positiva que varialinearmente 
om o inverso da temperatura.
• Ferromagnéti
os, que têm uma ordem magnéti
a espontânea abaixo de uma de-terminada temperatura 
ríti
a e também têm uma dependên
ia linear de χ 
om
1/T a
ima dessa temperatura. Além disso, mi
ros
opi
amente, o arranjo dosmomentos magnéti
os é paralelo e, ma
ros
opi
amente, obtemos ~M 6= 0 para
T < TC .

• Ferrimagnéti
os, que embora apresentem uma magnetização espontânea não são
lassi�
ados 
omo ferromagnetos, pois, ao 
ontrário do ferromagnetismo, o ar-ranjo dos momentos magnéti
os em sítios vizinhos é antiparalelo. A magnetiza-ção espontânea de
orre do fato da magnitude dos momentos antiparalelos seremdiferentes, ou seja, a magnetização numa direção é maior do que na outra. De17



qualquer modo, a temperaturas su�
ientemente altas eles perdem a �imantação�,tornando-se paramagnéti
os.
• Antiferromagnéti
os, que se 
ara
terizam pela ausên
ia de magnetização espon-tânea, não devendo ser 
onfundido, no entanto, 
om o 
aso paramagnéti
o. Atemperatura abaixo da qual um material paramagnéti
o se torna atiferromagné-ti
o denomina-se temperatura de Néel (TN).Quando um 
ampo magnéti
o externo é apli
ado sobre um material paramag-néti
o, há o 
res
imento do número de elétrons que apontam na direção do 
ampo,dando origem a uma magnetização diferente de zero para o material. Em nível at�-mi
o, o ferromagnetismo pode ser expli
ado pela presença de elétrons desemparelhadosem uma das sub-bandas at�mi
as, que o
orre mesmo na ausên
ia de um 
ampo ex-terno. Tal desemparelhamento pode ser expli
ado, aproximadamente, por uma teoriade 
ampo médio, na qual os momentos at�mi
os são in�uen
iados por um 
ampo λM ,o qual é 
ausado por todos os outros elétrons. Por outro lado, o elétron é magnetizadopor esse 
ampo médio, aumentando assim, a resultante da magnetização, que, por suavez, aumenta o 
ampo médio, o qual in�uen
ia outros momentos magnéti
os e assimsu
essivamente. Tomando base no fato de que a natureza tenta minimizar a energia deum sistema, temos que olhar se é possível de
res
er a energia de um sistema 
aso elese torne ferromagnéti
o sem a apli
ação de um 
ampo externo.Essa situação pode ser idealizada se nós passarmos alguns elétrons 
om spindown para a sub-banda da superfí
ie de Fermi na qual �
am os elétrons de spin up.Dessa forma, os elétrons 
om spin down 
om energias entre EF − δE e EF devemintegrar a banda de spin up 
om energias entre EF + δE e EF (Ver Fig. 2.2). Nesse
aso, o número de elétrons movidos é 1

2
g(EF )δE e o 
res
imento na energia 
inéti
aserá então [24℄:

∆Ecin =
1

2
g(EF )(δE)2. (2.10)Dessa forma, vemos que essa situação não pare
e favorável uma vez que há um 
res-
imento de energia 
inéti
a. Entretanto, esse aumento pode ser 
ompensado por umde
rés
imo na energia de tro
a da magnetização 
om o 
ampo mole
ular. Ou seja,
om a polarização espontânea, os números de elétrons up e down são dados, respe
ti-vamente, por:

n↑ =
1

2
n +

1

2
g(EF )δE (2.11)

n↓ =
1

2
n− 1

2
g(EF )δE, (2.12)18



Figura 2.2: Densidade de estados para elétrons 
om spin up e down exibindo umdeslo
amento espontâneo de spin sem a apli
ação de um 
ampo magnéti
o externo.sendo n o número de elétrons no nível de Fermi no 
aso paramagnéti
o. Como 
adaelétron 
arrega momento igual a 1 magneton de Bohr (µB), a magnetização pode seres
rita 
omo:
M = µB(n↑ − n↓) (2.13)e a energia poten
ial ou energia de 
ampo mole
ular é dada por:

∆Epot = −1

2
µ0M · λM = −1

2
µ0λM

2 = −1

2
µ0µ

2
Bλ(n↑ − n↓)

2. (2.14)De�nindo U = µ0µ
2
Bλ, temos:

∆Epot = −1

2
U · [g(EF )δE]2 (2.15)e a variação na energia total será de:

∆E = ∆Ecin +∆Epot =
1

2
g(EF )(δE)2[1− U · g(EF )]. (2.16)Dessa forma, a magnetização espontânea é dada para ∆E < 0, ou seja:

U · g(EF ) ≥ 1, (2.17)19



o qual é 
hamado 
ritério de Stoner para o ferromagnetismo. Entre os elementosquími
os 
onhe
idos, apenas o Fe, Co e Ni satisfazem a esse 
ritério, sendo, dessaforma, ferromagnéti
os.2.2 Modelo para o 
ál
ulo da energiaTendo sido dada uma breve expli
ação para o fen�meno ferromagnéti
o nos ma-teriais, dis
utiremos um pou
o a respeito das 
ontribuições de energia para sistemasmagnéti
os. Adotaremos aqui uma aproximação 
ontínua, na qual a granulosidadeat�mi
a não é levada em 
onta e as dimensões 
onsideradas são muito maiores do queo parâmetro de rede (distân
ia intermole
ular, ∼ 3Ao, tipi
amente). Nesse tipo deaproximação, o magneto é des
rito em termos de uma função da posição no interior doobjeto, o vetor magnetização, de�nido na Eq. (2.5). A função que de�ne a magnetiza-ção é 
onsiderada 
omo tendo o mesmo módulo em todos os pontos dentro do magneto(MS), variando apenas sua direção. Nesse 
aso, a energia do magneto, na ausên
ia de
ampo externo, é dada pela soma de três termos 
orrespondentes às 
ontribuições daenergia magnetostáti
a (Emag), da energia de tro
a (Eex) e de anisotropias (Eani). A
ompetição desses termos pode levar ao apare
imento de estruturas bem 
onhe
idas emmagnetismo, tais 
omo paredes de domínio, 
on�gurações tipo vórti
e, paredes de Neél,et
. Nesse tipo de aproximação, o estado fundamental da magnetização é determinadopela minimização da energia total. Neste trabalho, 
onsideraremos que a anisotropiaé muito pequena, podendo ser negligen
iada no 
�mputo da energia total. Tal aproxi-mação é razoável para nanomagnetos que apresentam uma orientação aleatória de suaestrutura 
ristalina, 
omo o Permalloy (neste 
aso, dizemos que, ma
ros
opi
amente,o magneto é isotrópi
o). Dessa forma, a energia total de 
ada 
on�guração magnéti
aé dada por:
Etot = Eex + Emag. (2.18)A 
ontribuição magnetostáti
a para a energia é a interação da distribuição damagnetização 
om o 
ampo 
riado pela própria distribuição, isto é, vem da interaçãodipolo-dipolo. O 
ampo gerado por M(r) pode ser de�nido diretamente a partir dasequações de Maxwell. Quando não há densidade de 
orrente livre, j = 0, temos ∇ ×

H(r) = 0, o que impli
a que o 
ampo magnetostáti
o gerado por 
argas volumétri
as,
ρ = ∇ · M(r), e super�
iais, oriundas da 
omponente de M(r) normal à superfí
ie,
σ = n ·M(r), pode ser es
rito 
omo o gradiente de uma função es
alar arbitrária Φ(r)20




onhe
ida 
omo poten
ial magnetostáti
o, ou seja, H(r) = −∇Φ(r). Já da relação deGauss, ∇ ·B = 0, onde B = µ0H+M, 
on
luimos que:
∇ ·H = − 1

µ0
∇ ·M ⇒ ∇2Φ =

1

µ0
∇ ·M. (2.19)Uma vez que estamos lidando 
om um magneto toroidal �nito, temos queM = 0no espaço livre fora do objeto, então a Eq. (2.19) pode ser aí es
rita 
omo:

∇2Φout = 0, (2.20)que é a equação de Lapla
e. As 
ondições de 
ontorno são obtidas do fato de que no
ontorno do material a 
omponente de H paralelo à superfí
ie e a 
omponente de Bperpendi
ular à superfí
ie são 
ontínuas:
{

Φin = Φout
∂Φin
∂n

− ∂Φout
∂n

= M · n
(2.21)onde n é o vetor normal à superfí
ie. A solução formal para o 
onjunto de equaçõesa
ima pode ser es
rita na forma:

Φ(r) = −MS

4π

∫

V ′

∇′ ·m(r′)

|r− r′| dv′ +
MS

4π

∫

S′

n′ ·m(r′)

|r− r′| da′, (2.22)
om m ≡ M(r)/MS e S (V ) sendo a área (volume) do magneto. Uma vez que opoten
ial magnetostáti
o foi determinado, a energia magnetostáti
a é dada por:
Emag = µ0MS

2

∫

V

m(r) · ∇Φ(r)dv > 0. (2.23)A energia magnetostáti
a é de natureza 
lássi
a e não lo
al, de onde vemosque essa grandeza é obtida através da integração dupla sobre o mesmo volume, tor-nando esse termo para a energia diferente daquele referente à energia de tro
a os quaissão lo
ais, envolvendo uma integração no volume de uma densidade de energia. Estapropriedade está asso
iada ao aspe
to de longo al
an
e das forças de interação entredipolos. Dessa forma, é muito difí
il 
al
ular a energia magnetostáti
a para uma geo-metria arbitrária. Para uma dis
ussão mais 
ompleta a
er
a da energia magnetostáti
a,reportamos o leitor às Refs. [8, 24℄.O outro termo que será levado em 
onta para determinar a energia total donanotoro magnéti
o é a energia de tro
a, que é de 
urto al
an
e e de natureza lo
al.Sua origem não tem análogo 
lássi
o e vem da sobreposição de funções de onda emMe
âni
a Quânti
a. Numa aproximação 
ontínua, onde o vetor magnetização varia21



lentamente na es
ala do parâmetro de rede, ela pode ser es
rita em termos dos ângulosentre momentos magnéti
os vizinhos e espera-se que estes sejam sempre pequenos, umavez que a 
urtas distân
ias, as forças de tro
a são muito intensas. Dessa forma, temosque, para pequenos ângulos, a energia de tro
a pode ser es
rita, a partir do modelo deHeisenberg, 
omo:
Eexdisc = −J

∑

ij

Si · Sj = −JS2
∑

ij

cosφi,j ≈ JS2
∑

ij

φ2
i,j, (2.24)onde J é a 
onstante de tro
a do material e S é o vetor (no espaço interno) de spin.Na Equação a
ima, foi feita a subtração do termo que 
onta para a energia na qualtodos os spins estão alinhados, o qual é o estado fundamental (de tro
a) ou estadoferromagnéti
o. Para ângulos muito pequenos, e após alguma manipulação algébri
a[8℄, temos que o modelo de Heisenberg a
ima des
rito nos leva a aproximação 
ontínua,o qual, tanto no volume do magneto quanto nas variáveis de magnetização/spin tomaa forma do modelo σ-não linear:

Eex = A

∫

v

[

(

~∇mx

)2

+
(

~∇my

)2

+
(

~∇mz

)2
]

dv. (2.25)onde A = 2JS2

a
c, 
om a sendo o parâmetro de rede do material e c = 1, 2 ou 4 parauma rede 
úbi
a simples, 
úbi
a de 
orpo 
entrado ou 
úbi
a de fa
e 
entrada, respe
-tivamente. Conforme A < 0 ou A > 0, a equação a
ima des
reve um sistema ferroou antiferromagnéti
o, respe
tivamente. Aqui, ~m = (mx, my, mz) é o vetor de spin
lássi
o (supostamente des
revendo a magnetização unitária, ~m = ~M/MS) valoradonuma esfera unitária (espaço interno). Para a maioria dos 
asos de interesse práti
o,a Eq. (2.25) pode ser tomada 
omo uma boa aproximação. A 
onstante A é tomadaentão 
omo um dos parâmetros físi
os do material, 
ujo valor é obtido para ajustar osresultados da teoria àqueles obtidos experimentalmente.2.3 Geometria do toroNosso objetivo é estudar o modelo des
rito a
ima na geometria do toro, a qual
onsiste numa superfí
ie 
urva 
om uma variação suave em sua 
urvatura. O toro maissimples é aquele possuindo um bura
o e, no espaço tridimensional, se assemelha a umarosquinha (veja Fig.2.3). Dependendo dos tamanhos relativos de R (raio externo) e

r (raio interno), existem três tipos de toro 
onhe
idos 
omo padrões. O 
aso R > r22



Figura 2.3: Aparên
ia de um toro embebido num espaço tridimensional. Olhando daesquerda para a direita, vemos o toro do tipo anel, o horn torus e o toro 
om autointerseção no eixo z.
orresponde ao toro do tipo anel, R = r 
orresponde a um horn torus1 o qual é tangentea si mesmo no ponto (0, 0, 0), e R < r 
orresponde a um toro 
om auto-interseção noeixo z (ilustrações são apresentadas na Fig. 2.3). Aqui 
onsideraremos apenas o 
asodo toro do tipo anel, uma vez que este é o mais fa
tível do ponto de vista físi
o (VerFig. 2.4).Dentre os inúmeros sistemas de 
oordenadas possíveis, dois deles são mais 
on-venientes para des
rever o toro no espaço: 
oordenadas tipo-esféri
as, nas quais asequações paramétri
as para um ponto ~r lo
alizado no toro são:
x = (R + rsenθ) cosφ, y = (R + rsenθ)senφ e z = r cos θ (2.26)onde r ∈ [0, a], θ ∈ [0, 2π] e φ ∈ [0, 2π]. O operador gradiente e o elemento de volumenesse sistema de 
oordenadas são fa
ilmente 
al
ulados. Esse sistema de 
oordenadasé representado na Fig. 2.4.O outro sistema 
onveniente é 
onhe
ido 
omo sistema de 
oordenadas toroidal,(α, β, ϕ). Tal sistema de 
oordenadas é obtido pela rotação do sistema de 
oordenadasbipolar bidimensional sobre um eixo separando seus fo
os e é de�nido por:

x = b
senhα cosϕ

coshα− cos β
, y = b

senhαsenϕ

coshα− cos β
, z = b

senβ

coshα− cos β
, (2.27)onde b é uma 
onstante que dá o raio de um 
ír
ulo no plano z = 0, des
rito por

α → ∞ (isto é, quando α → ∞ nós obtemos x = b cosϕ, y = bsenϕ e z = 0). Os1A tradução para o português da palavra horn é 
hifre, dessa forma, manteremos a nomen
laturaem inglês para o horn torus. 23
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r
x

z

φ
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Figura 2.4: Tipo mais 
omum de toro, o toro do tipo anel, e um possível sistema de
oordenadas sobre ele, (θ, φ) ∈ [0, 2π]. Os parâmetros r e R são os raios interno eexterno do toro, respe
tivamente.valores assumidos pelas variáveis no sistema de 
oordenadas toroidal são 0 6 α < ∞,
0 6 β 6 2π e 0 6 ϕ 6 2π. em termos de R e r, temos que, na superfí
ie do toro:

b =
√

(R + r)(R− r), coshα0 =
R

r
, (2.28)o que permite a interpretação de b e α0 
omo raio geométri
o e o ângulo ex
êntri
o,respe
tivamente (veja [48, 54℄ e referên
ias 
itadas neles). Em 
ontrapartida, temosque R = b tanhα e r = bsenhα, bem 
omo φ = ϕ.Algumas relações nesse sistema de 
oordenadas que serão importantes na dis-
ussão desse trabalho são aquelas entre vetores unitários Cartesianos (x,y, z) e vetoresunitários toroidais (α̂, β̂, ϕ̂):

α̂ =
1− coshα cos β

coshα− cos β
R− senhαsenβ

coshα− cos β
z, (2.29)

β̂ = − senhαsenβ

coshα− cos β
R− 1− coshα cos β

coshα− cos β
z, (2.30)

ϕ̂ = (−xsenϕ+ y cosϕ), (2.31)onde R = x cosϕ + ysenϕ. Uma simples substituição de valores de ϕ e β mostra que
α̂ é um vetor unitário perpendi
ular à superfí
ie e apontando para o interior do toro.Dessa forma, assumiremos que n = −α̂ é o vetor normal à superfí
ie. Ao 
ontráriodo primeiro sistema de 
oordenadas, o operador gradiente aqui não é tão fa
ilmenteobtido, e lê-se:

∇ =
coshα− cos β

b

(

α̂
∂

∂α
+ β̂

∂

∂β
+

ϕ̂

senhα

∂

∂ϕ

)

. (2.32)24



Figura 2.5: Algumas 
on�gurações 
onsideradas neste trabalho. Da esquerda paraa direita, podem-se ver as 
on�gurações de domínio úni
o (ao longo da direção z),o vórti
e, ferromagnéti
o e 
ebola (
om q = 7; ver o texto para maiores detalhes),respe
tivamente (as últimas três, 
om os dipolos ao longo do plano xy).Finalmente, o do elemento de volume é dado por:
dv =

b3senhα

(coshα− cos β)3
dαdβdϕ. (2.33)2.4 Con�gurações magnéti
as estudadasAqui, queremos determinar e 
omparar a energia de três diferentes 
on�guraçõespara o vetor de magnetização: o estado vórti
e (V), o estado ferromagnéti
o (domínioúni
o) na direção do eixo z (Fz) e o estado 
ebola (O) no plano xy (ver Fig. 2.5). Nointuito de 
ontinuar nossos 
ál
ulos, é ne
essário espe
i�
ar a função m(r) referentea 
ada uma dessas 
on�gurações. Para o 
aso ferromagnéti
o na direção do eixo z,temos mFz

= z, enquanto a 
on�guração de domínio úni
o na direção do plano xy éum 
aso espe
ial do estado 
ebola e pode ser dado por mFxy
= x. O estado vórti
e érepresentado por mV = ϕ̂, onde ϕ̂ é o vetor azimutal unitário no plano xy. Finalmente,a 
on�guração 
ebola será dada pelo modelo proposto por Landeros et al [19℄, onde ovetor de magnetização é des
rito por:

mO = mr(ϕ)R+mϕ(ϕ)ϕ̂, (2.34)onde as expressões para as 
omponentes reduzidas mr e mϕ da magnetização são:
mr(ϕ) =























f(ϕ), 0 < ϕ < π/2

−f(π − ϕ), π/2 < ϕ < π

−f(ϕ− π), π < ϕ < 3π/2

f(2π − ϕ), 3π/2 < ϕ < 2π

(2.35)25



e
mϕ(ϕ) =























−
√

1− f 2(ϕ), 0 < ϕ < π/2

−
√

1− f 2(π − ϕ), π/2 < ϕ < π
√

1− f 2(ϕ− π), π < ϕ < 3π/2
√

1− f 2(2π − ϕ), 3π/2 < ϕ < 2π,

(2.36)onde f é uma função limitada tal que −1 ≤ f(ϕ) ≤ 1. Na Ref. ([19℄) foi sugerido quea função f pode ser da forma:
f(q, ϕ) = cosq ϕ, (2.37)onde q ≥ 1 ∈ R. O valor de q deve ser es
olhido de forma que a energia da 
on�guraçãopara 
ada par (r, R) é minimizado, o que a
onte
e quando ∂E/∂q = 0. O modelo a
imapermite uma transição 
ontínua da 
on�guração de domínio úni
o na direção do plano

xy (q = 1) para o estado 
ebola (q > 1). O desvio do 
aso ferromagnéti
o se torna maispronun
iado à medida que o valor de q aumenta. Este modelo foi utilizado previamentepara determinar a energia do estado fundamental no nanoanel [19℄ e na nanoesfera [22℄.Apesar da 
on�guração 
ebola ser o estado real de magnetização, já foi demonstrado,para o 
aso de nanoanéis [18, 19℄ e nanoesferas [22℄, que o desvio da direção paralela(
on�guração de domínio úni
o) é muito pequeno, isto é, q ≈ 1 dentro dos limitesnos quais a 
on�guração 
ebola é estável, de forma que, nesses 
asos, pode-se tomar oestado ferromagnéti
o no plano para realizar a análise do problema de minimização deenergia nessas geometrias, tornando essa tarefa mais fá
il de ser realizada.
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Capítulo 3Ex
itações topológi
as de spins notoroNesta seção, estudaremos ex
itações de 
aráter topológi
o da energia de tro
ana superfí
ie do toro, isto é, estaremos analisando o modelo de Heisenberg em duasdimensões. Na seção anterior, mostramos que, numa aproximação 
ontínua, a energiade tro
a de um magneto pode ser determinada a partir do limite 
ontínuo do modelode Heisenberg, Eq. (2.25). No entanto, partindo do ponto de vista de teoria de 
am-pos apli
ada a um espaço 
urvo, tal termo de energia pode ser es
rito de uma formaligeiramente diferente, no intuito de mostrarmos que o vórti
e apare
e 
omo uma dasex
itações sobre o estado fundamental da energia de tro
a, isto é, o estado ferromag-néti
o. Dessa forma, podemos tomar a Eq. (2.25) e rees
revê-la, em duas dimensões,no formalismo de teoria de 
ampos, 
omo a Hamiltoniana:
H1 = J

∫ ∫ 2
∑

i,j=1

3
∑

a,b=1

gijhab

(

∂Sa

∂ηi

)(

∂Sb

∂ηj

)

√

|g|dη1dη2, (3.1)onde η1 e η2 são as 
oordenadas 
urvilíneas da superfí
ie, além disso,
S = (Sx, Sy, Sz) ≡ (senΘ cosΦ, senΘsenΦ, cosΘ)é o 
ampo vetorial de spin 
lássi
o avaliado numa esfera unitária (espaço interno), logo

Θ = Θ(η1, η2) e Φ = Φ(η1, η2), gij e hab são elementos da métri
a do espaço físi
oe do espaço interno (esfera de spins), respe
tivamente e √|g| =
√

|det[gij ]|. Quandoapli
amos o modelo a
ima ao sistema de 
oordenadas dado pela equação (2.26), usandoos elementos da métri
a referentes a tal sistema e parametrizando o espaço interno em27




oordenadas 
artesianas, de forma que hab = δab, a Hamiltoniana (3.1) toma a forma:
H = J

∫ π

−π

∫ 2π

0

{

r

R + rsenθ

[(

∂Sx

∂φ

)2

+

(

∂Sy

∂φ

)2

+

(

∂Sz

∂φ

)2]

+

+
R + rsenθ

r

[(

∂Sx

∂θ

)2

+

(

∂Sy

∂θ

)2

+

(

∂Sz

∂θ

)2]
}

dφdθ. (3.2)Tomando agora a representação de S em termos de Θ e Φ (
oordenadas esféri-
as), obtemos:
H = J

∫ π

−π

∫ 2π

0

{

r

R + rsenθ

[

(∂φΘ)2 + sen2Θ (∂φΦ)
2]+

+
R + rsenθ

r

[

(∂θΘ)2 + sen2Θ (∂θΦ)
2]

}

dφdθ, (3.3)onde adotamos ∂θ ≡ ∂
∂θ

e ∂φ ≡ ∂
∂φ
.Agora, podemos determinar as equações de movimento referentes a (3.3). Essasexpressões são obtidas a partir do desenvolvimento da equação de Euler-Lagrange para
ampos. Adotaremos aqui a forma 
omo ela é de�nida na referên
ia [62℄, ou seja,

∂L
∂ϕ

− ∂

∂xµ

[

∂L
∂(∂µϕ)

]

= 0, (3.4)Aqui, xµ = (x1, x2) = (φ, θ) e adotamos a 
onvenção de Einstein na qual índi
esrepetidos (um 
ovariante e outro 
ontravariante) representam somas.Como estamos pro
urando por soluções estáti
as, o papel desempenhado por Lem (3.4) é assumido pela densidade da Hamiltoniana, h, porém 
om sinal negativo, ouseja:
H =

∑

π(q, q̇)q̇− L ⇒ H = −L,onde q, π(q, q̇), H e L são, respe
tivamente, a 
oordenada 
an�ni
a, o momento 
on-jugado, a Hamiltoniana e a Lagrangiana do sistema. A densidade da Hamiltonianapara o nosso 
aso é dada por:
h =

{

r

R + rsenθ

[

(∂φΘ)2 + sen2Θ (∂φΦ)
2]+

+
R + rsenθ

r

[

(∂θΘ)2 + sen2Θ (∂θΦ)
2]

}

. (3.5)28



Então, tomando as equações (3.4) e (3.5), temos que:
∂h

∂Θ
− ∂

∂φ

[

∂h

∂(∂φΘ)

]

− ∂

∂θ

[

∂h

∂(∂θΘ)

]

= 0. (3.6)Logo, realizando as devidas operações, 
hegamos à seguinte relação:
senΘ cosΘ

{

r

R + rsenθ

[

(∂φΦ)
2]+

R + rsenθ

r

[

λ (∂θΘ)2 + (∂θΦ)
2]

}

=

cos θ (∂θΘ) +
R + rsenθ

r
∂2
θΘ+

r

R + rsenθ
∂2
φΘ. (3.7)Analogamente, obtem-se a equação:

cos θsen2Θ∂θΦ +
R + rsenθ

r
∂θ
(

sen2Θ∂θΦ
)

+
r

R + rsenθ
∂φ
(

sen2Θ∂φΦ
)

= 0. (3.8)Apesar do sistema de 
oordenadas dado por (2.27) possuir soluções mais simplespara o modelo adotado, iremos trabalhar 
om o sistema (2.26). A razão dessa es
olhase deve ao fato de que essas expressões se assemelham a suas 
omponentes para os 
asosplanar, esféri
o ou pseudo-esféri
o. Ou seja, se R+ rsenθ for identi�
ado 
om r, Rsenθou ̺τ , enquanto φ mantém seu papel de ângulo azimultal, aquela expressão re
uperaos seus análogos planar, esféri
o ou pseudo-esféri
o [63, 64℄ (aqui, r = |~r| responde peladistân
ia radial em 
oordenadas polares, R é o raio em 
oordenadas esféri
as enquanto
̺τ responde pela distân
ia medida ao longo de uma geodési
a na pseudo-esfera, isto é,uma hipérbole).Para al
ançar nossos objetivos, ou seja, en
ontrar ex
itações de 
aráter topoló-gi
o na superfí
ie do toro, 
onsideraremos as soluções 
on�nadas ao plano XY. Comoestaremos lidando 
om soluções estáti
as, apenas a variável de spin Φ terá dinâmi
a(espa
ial) enquanto Θ permane
erá 
onstante, de forma que tomaremos Θ = π/2.Então, a Hamiltoniana (3.3) para este sistema passa a ser es
rita 
omo:

HRP = J

∫ π

−π

∫ 2π

0

[

r

R + rsenθ
(∂φΦ)

2 +
R + rsenθ

r
(∂θΦ)

2

]

dφdθ. (3.9)Assumindo que existam soluções não-triviais (
aso ferromagnéti
o) 
om simetria 
ilín-dri
a em Φ, isto é, Φ = Φ(φ), temos, da equação (3.9), que:
HRP = J

∫ ∫

r

R + rsenθ
(∂φΦ)

2 dφdθ. (3.10)então:
∂2
φΦ = 0, (3.11)29




ujas soluções são da forma:
Φ(φ) = κφ+ φ0, κ ∈ Z, (3.12)a qual, quando tomamos φ0 = π/2 e κ = 1, obtemos a expressão de�nida anteriormentepara a 
on�guração vórti
e, isto é, mV = ϕ̂. Aqui, κ é a 
arga do vórti
e (vorti
idade),enquanto φ0 é uma 
onstante de integração, que não 
ontribui para a energia, apenaspara seu aspe
to global. A 
arga é formalmente de�nida, no limite 
ontínuo, 
omo:

κ =
1

2π

∮

C

(∇Φ) · dl. (3.13)Podemos agora 
al
ular a energia de tro
a asso
iada à ex
itação tipo vórti
e na super-fí
ie do toro, tomando a solução dada em (3.12) e substituindo na Hamiltoniana (3.10),en
ontrando, no 
aso do toro do tipo anel (R > r):
Evφ = 4π2Jκ2 r√

R2 − r2
, (3.14)donde se nota que, diferentemente dos 
asos, esféri
o, planar ou pseudo-esféri
o, aenergia do vórti
e no toro do tipo anel não apresenta divergên
ias espúrias, geralmenteasso
iadas ao 
entro do vórti
e, onde a aproximação 
ontínua não é, muitas vezes,apropriada. Em outras palavras, o genus (bura
o interno do toro) é um regularizadornatural para a 
on�guração vórti
e no toro do tipo anel, não permitindo que essaex
itação possa apresentar um 
aroço singular. Nos outros 
asos (R = r ou R < r), éne
essário introduzir um 
orte para impedir as divergên
ias no nú
leo do vórti
e. Paramaiores detalhes sobre tal pro
edimento, o leitor é remetido às referên
ias [63, 64℄.Analisando o limite onde R → ∞, tem-se que a energia do vórti
e se anula. Esseresultado é esperado, uma vez que neste limite, efetivamente, estamos lidando 
om umvórti
e num anel in�nito (não um plano in�nito) 
om raios interno e externo dados,respe
tivamente, por R−πr e R+πr. Alternativamente, também podemos pensar quenesse limite o vórti
e é levado à superfí
ie de um 
ilindro in�nito, ao longo do eixo de si-metria. Nesse 
aso, os spins apare
em prati
amente paralelos (no 
aso ferromagnéti
o)uns aos outros, de tal forma que ao invés de um vórti
e, temos o estado fundamentalde tro
a, 
uja energia normalizada se anula. Isto poderia sugerir, a prin
ípio, que a
on�guração em questão seria o estado fundamental do ferromagneto para a superfí
iedo toro. Entretanto vemos que existe uma 
arga topológi
a mesmo neste limite, oque não o
orre para o estado fundamental de um ferromagneto 
ilíndri
o, de onde se
on
lui que esta 
on�guração não pode ser aquela do estado fundamental de tro
a para30



um ferromagneto toroidal. Uma dis
ussão melhor a
er
a do estado fundamental paraum toro ferromagnéti
o poderá ser feita quando a energia magnetostáti
a for levadaem 
onta, o que será feito no próximo 
apítulo.Da análise da Fig. 3.1 e da expressão (3.14), nota-se que a energia diminui
om o aumento de R/r, entretanto, se r aumentar propor
ionalmente a R, isto é,se mantivermos a relação r/R 
onstante, temos que a energia do vórti
e permane
e
onstante. No limite em que r ≪ R, a Eq. 3.14 pode ser expandida em torno desseponto, de onde obtemos:
Evφ ≈

(

4π2Jκ2

R

)

r +O
[

( r

R

)3
]

, (3.15)donde 
on
luimos que no limite r/R ≪ 1, a energia 
res
e linearmente 
om r, o quepode ser notado a partir da análise da Fig.3.1.A divergên
ia da energia do vórti
e no toro, no limite R = r pode ser expli
adapelo fato de que quando R → r, o limite 
ontínuo falha, de forma que estaríamosadentrando o nú
leo do vórti
e, o que agora é possível já que o tamanho do bura
o vaia zero, ou seja, o genus do toro se reduz a um ponto. No entanto, 
uidado deve sertomado a 
urtíssimas distân
ias, pois o tratamento 
ontínuo não resolve o problemado 
ál
ulo da energia do nú
leo (de fato, pode sim desde que os spins neste 
aroçodesenvolvam Sz diferente de zero, que é possível no modelo XY). Já que o genus dotoro é reduzido a um ponto, torna-se ne
essário induzir um 
orte na superfí
ie pararegularizar a energia. Este 
orte pode ser 
onseguido, para o 
aso do horn torus,introduzindo um bura
o de tamanho l0 no nú
leo do vórti
e. Fazendo isso, a energiapode ser fa
ilmente 
al
ulada:
Ev−horn = 2πJ

[

∫ 3π
2
− l0

r

0

1

1 + senθ
(∂φΦ)

2 dθ +

∫ 2π

3π
2
+

l0
r

1

1 + senθ
(∂φΦ)

2 dθ

]

⇒

⇒ Ev−horn = 4πJκ2 cot

(

l0
2r

)

, (3.16)a qual depende apenas da relação entre os tamanhos do bura
o e do raio do vórti
e,
l0/r. No 
aso do toro 
om auto-interseção no eixo z (R < r), a densidade da Ha-miltoniana (3.10) não é bem de�nida nos dois pontos onde a superfí
ie do toro seauto-inter
epta, isto é, nos pontos onde R + rsenθ = 0. Nesse 
aso, mantendo θ31
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Figura 3.1: Grá�
o da energia em função de R para o 
aso de um vórti
e no toro. Àesquerda, temos R variando de 2 até 4. Nesta �gura, foi feito r = 2, J = 1, κ = 1.À direita, o grá�
o da energia do vórti
e em função de r, 
om r variando de 0 até R.Nesta �gura, foi feito R = 4, J = 1, κ = 1.arbitrário, a energia do vórti
e será dada por [66℄:
E = 2πJκ2r

ln

[

r+R tan( θ
2
)−

√
r2−R2

r+R tan( θ
2
)+

√
r2−R2

]

√
r2 − R2

. (3.17)O resultado a
ima deve ser avaliado num intervalo próprio, e, para tal, devemos in-troduzir dois 
ortes ao redor dos pontos onde a densidade de energia é mal de�nida(
om o objetivo de evitar as singularidades), ou seja, em θsing1 = arcsin(−R/r) e
θsing2 = π − θsing1, e só após isso podemos 
al
ular a energia do toro 
om auto inter-seção no eixo z. Entretanto, este trabalho é muito tedioso e as expressões resultantestêm 
omprimento muito grande, de forma que não serão apresentadas aqui. A 
ara
te-rísti
a prin
ipal é que a energia de vórti
e de�nida nessa superfí
ie mostra 
laramenteo apare
imento de dois 
aroços singulares lo
alizados em θsing, dado a
ima. Um outro
aso interessante é aquele no qual R = 0, onde a integração da Hamiltoniana (3.10)para a solução (3.12) nos dá exatamente o resultado obtido no 
aso esféri
o [63℄, istoé, exibindo um par de 
aroços singulares nos pontos antipodais.Em resumo, se 
omeçarmos a analisar o toro do tipo anel (R > r), onde o vórti
eé anu
leado (sem 
aroço singular) e formos diminuindo o valor de R, eventualmenteobteremos o horn torus, onde um ponto de singularidade é formado. Diminuindo aindamais o valor de R, um toro 
om auto interseção no eixo z é obtido e o vórti
e apresentaagora um par de singularidades nos pontos de auto-inter
eptação. No limite R = 0,esses pontos se lo
alizam em posições diametri
amente opostas e, efetivamente, temos32



um vórti
e numa esfera de raio r.Além de ex
itações tipo vórti
e, sólitons fra
ionários apare
em numa superfí
ietoroidal 
omo ex
itações sobre o estado fundamental, se 
onsiderarmos o modelo isotró-pi
o [48℄. Ainda estudando ex
itações de 
aráter topológi
o, num trabalho preliminar[65℄, obtivemos diversas soluções para diferentes simetrias referentes aos sistemas de
oordenadas (2.26) e (2.27). Os resultados obtidos neste 
apítulo, juntamente 
om umaanálise a
er
a de ex
itações de 
aráter topológi
o sobre uma superfí
ie toroidal forampubli
ados no Physi
al Review B [48℄.
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Capítulo 4Con�gurações de mínima energia emnanomagnetos toroidais
4.1 Resultados analíti
osA partir de agora, 
omeçaremos a dis
utir o 
aso de um toroide volumétri
oe aumentaremos o al
an
e de nossa análise para in
luir o termo magnetostáti
o no
ál
ulo da energia de diferentes estados magnéti
os no nanotoro. Começaremos pordeterminar a energia de tro
a para as 
on�gurações 
onsideradas, isto é, vórti
e (V),
ebola no plano (O) e domínio úni
o na direção z (DUz). Logo depois, determinaremosas expressões para a energia magnetostáti
a e realizaremos 
ál
ulos numéri
os no in-tuito de determinar qual o estado fundamental da magnetização em um nanomagnetotoroidal.4.1.1 Energia de tro
aComo foi dito anteriormente, os momentos magnéti
os são paralelos entre si na
on�guração ferromagnéti
a, dessa forma, este é o estado fundamental do termo detro
a para a energia do magneto. De fato, a 
on�guração de domínio úni
o não tem
usto de tro
a, uma vez que ∇~m ≡ 0.Entretanto, para a 
on�guração tipo vórti
e, a energia de tro
a deve ser 
om-putada analiti
amente dentro de nossa aproximação baseada no modelo 
ontínuo deHeisenberg, Eq. (2.25), levando a:

EVex = 2π2A
[√

b2 + t2 − |b|
]

, (4.1)34
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Figura 4.1: Energia de tro
a 
omo uma função da razão, R/r, para um número depossíveis 
on�gurações tipo 
ebola (
om diferentes valores de q). Por exemplo, noteque quando q > 7 o 
ebola é mais energéti
o que o estado vórti
e.onde b2 = R2 − r2 > 0, |t| = √
r2 − c2 ∈ (0, r] e c é o raio do bura
o do toro o
o(c = 0 representa o toroide 
ompletamente preen
hido em seu volume). A expressãoa
ima também pode ser obtida de seu 
orrespondente bidimensional representada naEq. (3.14), pela integração sobre r (ver 
apítulo 3 e Ref. [48℄). Analogamente, aenergia de tro
a do estado 
ebola deve ser avaliada, obtendo-se:

EOex = EVex(I(q)− 1
)

, (4.2)onde
I(q) = 2

π

∫ π/2

0

1

1− f 2(q, φ)

[

∂f(q, φ)

∂φ

]2

dφ,
om I(q) ≥ 1 (para mais detalhes a
er
a da obtenção da Eq. (4.2), ver Apêndi
e A).De fato, I(q) = 1 para q = 1, tal que a 
on�guração tipo 
ebola re
upera a energiado estado ferromagnéti
o ao longo do plano xy (isto é, EOex(q=1) = 0). Em adição,
I(q) & 2 sempre que q & 7, de forma que tais 
on�gurações (
om q ≥ 7) não podemo
orrer 
omo estado fundamental, uma vez que sua energia total é maior que aquelaequivalente à energia do vórti
e (ver Fig. 4.1).35



4.1.2 Energia magnetostáti
aPara o 
aso do estado vórti
e, temos que ~∇ · ~mV = 0 e ~mV · n̂ = 0, de formaque não há o apare
imento de 
argas magnéti
as efetivas, então, sua energia total sedeve apenas a 
ontribuições da energia de tro
a, 
omputada a
ima. As demais 
on-�gurações 
onsideradas neste trabalho possuem 
argas magnéti
as efetivas tanto emsua superfí
ie, quanto em seu volume, tornando o 
ál
ulo de sua energia mais 
ompli-
ada. A partir de agora, apresentaremos os prin
ipais resultados e suas interpretações,deixando maiores detalhes para os respe
tivos apêndi
es. Em todos os 
asos, 
omeça-remos determinando o poten
ial magnetostáti
o Φ, do qual o 
ampo magnéti
o emergeatravés da relação H = −∇Φm, 
omo usual. Nosso pro
edimento é baseado em 
imada avaliação da função de Green 3D em termos dos harm�ni
os toroidais, envolvendoas funções de Legendre de ordem semi-inteira , P k
n±1/2 e Qk

n±1/2, de primeiro e segundotipos, respe
tivamente (remetemos o leitor ao Apêndi
e B para maiores detalhes).Ini
iaremos nossa análise pelo 
aso mais simples, a 
on�guração ferromagnéti
a(ou domínio úni
o, DU) ao longo do eixo z, ou seja, ~mFz
= ẑ. Nesse 
aso, apenas
argas super�
iais σm apare
em. Obtemos então, formalmente (ver apêndi
e C.1 paradetalhes):

EFzmag = 128µ0M
2
Sb

3

9
senh2α0

∞
∑

n=1

n2Pn−1/2Qn−1/2

(

Q1
n−1/2

)2
, (4.3)onde omitimos os superes
ritos k = 0 nas funções de Legendre e também de�nimos

P µ
ν (coshα0) = P µ

ν e Qµ
ν (coshα0) = Qµ

ν , onde coshα0 = R/r. Embora tenhamos expli-
itamente assumido um toroide volumétri
o, o resultado a
ima nos dá, prontamente,seu 
orresponde o
a (devemos retornar a esse ponto 
om mais detalhes depois).Abaixo, apresentamos a 
ontribuição magnetostáti
a asso
iada à 
on�guraçãotipo 
ebola, 
ujo 
aso espe
ial no qual q = 1 representa o domínio úni
o ao longo doplano, DUxy. Agora, no estado 
ebola, tanto 
argas super�
iais quanto volumétri
astomam lugar, tornando a determinação de Φm muito 
ompli
ada. Mesmo para esse
aso, obtemos uma expressão formal para todo q, 
omo a seguir:
EOmag = 16µ0M

2
Sb

3

9π2

∞
∑

k=0

∞
∑

n=0

(−1)kǫnǫk
Γ
(

n− k + 1
2

)

Γ
(

n + k + 1
2

)P k
n−1/2 ×

×
[

Qk
n−1/2An

(

AnJ ′
k − Bk

nJ ′′
k

)

− Bk′

n

(

AnJ ′′
k − Bk

nGk′

n

)]

, (4.4)36
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Figura 4.2: Representação do sistema de 
oordenadas de um toro o
o, 
om raios inter-nos rA > rB a espessura é t = rA − rB.
om as de�nições:
J ′

k =

∫ 2π

0

Jk(ϕ
′)mr(ϕ

′)dϕ′, J ′′
k =

∫ 2π

0

Jk(ϕ
′)
∂[mϕ(ϕ

′)]

∂ϕ′ dϕ′

Bk′

n = −3

2

∫ ∞

α0

Q1
n−1/2(coshα)

senhα
dα, Gk′

n =

∫ 2π

0

Gk
n(ϕ

′)
∂[mϕ(ϕ

′)]

∂ϕ′ dϕ′.A
ima, usamos as 
oordenadas (α, β, ϕ), apresentadas na Eq. (2.27) (por exemplo,temos que R = b tanhα, r = bsenhα, e φ = ϕ), onde An, Jk(ϕ
′), Bk

n e, Gk
n(ϕ

′) sãodados no apêndi
e C.1.1. Devido à forma das expressões obtidas, uma avaliação maisaprofundada da energia (4.4) demanda integração numéri
a, 
om (R, r) 
omo dados deentrada.Tomando q = 1 na Eq. (4.4) obtemos a energia magnetostáti
a asso
iada à
on�guração DUxy, 
omo abaixo:
EFxymag = −32µ0M

2
Sb

3

9

∞
∑

n=0

ǫnA2
nP

1
n−1/2Q

−1
n−1/2, (4.5)onde usamos a propriedade Γ(n− 1

2
)

Γ(n+ 3

2
)
Q1

n−1/2 = Q−1
n−1/2 (ver Ref. [66℄, p. 959).Retornaremos agora a dis
utir o 
aso do toro o
o, 
om espessura t. O poten-
ial Φm deve ser prontamente 
omputado através da superposição linear dos poten
iaisasso
iados a dois toros 
on
êntri
os, possuindo magnetizações opostas em suas super-fí
ies. Fazendo uso dos resultados preliminares, tomamos as 
oordenadas (α, β, ϕ), tal37



que dois toros arbitrários, A e B, são parametrizados por (αA, β, ϕ) e (αB, β
′, ϕ′), res-pe
tivamente. Então, temos cosh(αA) = R/rA, cosh(αB) = R/rB e t = rA − rB (verFig. 4.1.2), e assumindo rA > rB, obtemos, para o estado ferromagnéti
o ao longo de

z:
EFzmag∣∣∣

hollow
=

128µ0M
2
S

9

∞
∑

n=1

n2
[

b3Asenh
2αAP

A
n−1/2Q

A
n−1/2

(

Q1A
n−1/2

)2

−b3Bsenh
2αBP

B
n−1/2Q

B
n−1/2

(

Q1B
n−1/2

)2
] (4.6)e para o estado ferromagnéti
o ao longo do plano, temos:

EFxymag∣∣∣
hollow

= −32µ0M
2
S

9

∞
∑

n=0

ǫn

{

b3AP
1A
n−1/2Q

−1A
n−1/2



coshαA

(

Q2A
n+1/2

senhαA
− nQ1A

n−1/2

)2

−
Q2A

n−1/2

senhαA

]

− b3BP
1B
n−1/2Q

−1B
n−1/2

[

coshαB

(

Q2B
n+1/2

senhαB
− nQ1B

n−1/2

)

−
Q2B

n−1/2

senhαB

]2}

. (4.7)A
ima, de�nimos bA,B =
√

R2 − r2A,B, enquanto P (Q)µν(coshαA(B)) = P (Q)
µA(B)
ν . Osegundo termo nessas expressões, propor
ional a bB, se anula quando rB → 0, de formaque, 
omo esperado, quando rA ≡ r, obtemos a expressão 4.5. O mesmo pro
edimentopode ser usado para determinar a energia do estado 
ebola, mas devido ao 
omprimentoda expressão, devemos omiti-la aqui.4.2 Resultados numéri
os e dis
ussõesEmbora tenhamos obtido expressões analíti
as para a energia magnetostáti
ados estados de magnetização estudados (Eqs. (4.3)-(4.5)), uma análise imediata de suasimpli
ações físi
as não é 
lara devido a suas formas 
ompli
adas. Dessa forma, paraextrair resultados relevantes, devemos avaliar essas expressões numeri
amente. Pararealizar os 
ál
ulos numéri
os, utilizamos a subrotina do Fortran, então denominadaDTORH1 [67℄, a qual nos dá os valores de P k

n−1/2(coshα) e Qk
n−1/2(coshα) para quais-quer valores de R e r. Também adotamos os parâmetros experimentais asso
iados aoPermalloy, isto é, A = 1, 3×10−11 J/m eMs = 8, 6×105A/m, tal que o 
omprimento detro
a é ℓex =√2A/µ0M2

s = 5, 3 nm. Tal 
omprimento 
onta a importân
ia relativa de
ada 
ontribuição, de forma que a energia de tro
a domina a 
urtas distân
ias, d . ℓex,dando lugar, em importân
ia relativa, à energia magnetostáti
a para d & ℓex.Em primeiro lugar, 
omparamos as energias asso
iadas aos estados ferromag-néti
os (domínio úni
o) ao longo do eixo z e do plano xy, 
ujas energias são, 
om38
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Figura 4.3: Energia magnetostáti
a dos estados ferromagéti
os ao longo de z e xy emfunção do volume do toro (V = 2π2r2R). A
ima, �xamos r = 5nm enquanto R variade 5, 05 nm para 2500 nm. Claramente, DUxy é energeti
amente favorável quando
omparado a seu 
orrespondente ao longo do eixo z.ex
elente pre
isão, representadas pelas expressões simples (V = 2π2r2R é o volume dotoro) dadas abaixo:
E

Fxymag
µ0M

2
S

≈ 1

8
V,

EFzmag
µ0M

2
S

≈ 1

4
V, (4.8)mostrando que DUxy 
usta, aproximadamente, metade da energia de seu 
orrespon-dente ao longo de z (Fig. 4.3). Dessa forma, de agora em diante, apenas esse estadoferromagnéti
o na direção do plano será 
onsiderado.Continuando nossa análise e 
onsiderando o fato de que esse estado é um 
asoparti
ular da 
on�guração tipo 
ebola, 
om q = 1, é importante determinar os valoresdesse parâmetro que minimizam a energia total para um dado toro. Tal resultado podeser formalmente en
ontrado resolvendo-se ∂E/∂q ≡ 0. Nossos resultados numéri
ospodem ser resumidos na Fig. 4.5, onde apresentamos a energia total dos estados devórti
e, 
ebola e DUxy em função de R/r. Para 
ada grá�
o, o estado 
ebola perdesua estabilidade no ponto O, uma vez que ele se torna mais energéti
o que o estadovórti
e para maiores valores de R/r. Neste ponto, resultados numéri
os mostram que

q ≈ 1, 7 minimiza a energia total em um toro 
om R ≈ 8 nm e r = 1nm (para maioresvalores de R, o estado fundamental 
onsiste da 
on�guração vórti
e). Podemos notar,39



Figura 4.4: Ilustrações de 
on�gurações tipo 
ebola 
om q = 1 (
on�guração ferromag-néti
a; esquerda) e q = 1, 7 (direita). Como indi
ado pelos valores de suas energias, odesvio dos momentos magnéti
os da direção paralela é muito pequeno, de forma queesses estados são semelhantes, in
lusive energeti
amente, um 
om o outro (veja textopara maiores es
lare
imentos).também, que a energia total do estado 
ebola, no ponto O, é apenas ≈ 3, 2% menor queseu 
orrespondente ferromagnéti
o (DUxy, indi
ada pelo ponto F na Fig. 4.3). Estefato està asso
iado ao pequeno desvio da direção paralela dos dipolos magnéti
os para
q = 1, 7, 
omo podemos ver na Fig. 4.4. À medida que aumentamos o valor de r, taldiferença de energia entre essas duas 
on�gurações, nos pontos de transição, diminui,
omo ilustrado na Fig. 4.3 (à esquerda) onde foi tomado r = 2nm. Dessa forma,para e
onomizar tempo e esforço 
omputa
ional, adotaremos q = 1 
omo uma boaaproximação para avaliar a energia total do magneto, ou seja, para nossos propósitos,é su�
iente 
ompararmos as energias asso
iadas aos estados de vórti
e e DUxy.No intuito de 
ompletar nossa análise, devemos 
omparar a energia asso
iada aosestados vórti
e e DUxy para de
idir qual deve ser o estado fundamental de magnetizaçãopara um dado toroide. A Figura 4.6 resume nossos resultados, onde indi
amos o estadofavorável energeti
amente para uma dada relação R/r no toro. Considerando apenasa região da �gura que nos dá um toro �si
amente possível, 
om R > r, devemosnotar que o vórti
e apare
e 
omo estado fundamental em todo toro 
om r & 10 nm(ρ = r/ℓex & 2). Naqueles toros onde r . 10 nm o vórti
e ainda minimiza a energiatotal sempre que R & 10 nm (ξ = R/ℓex & 2) enquanto DUxy é energeti
amentefavorável para valores menores de R. Devemos salientar que na região ρ . 1 e ξ . 1, 5o verdadeiro estado fundamental não é DUxy (q = 1) exatamente, mas uma 
on�guraçãotipo 
ebola suavemente diferente, 
om 1 < q . 1, 7, 
ujas energias são, no máximo,3,2% menores do que o estado 
om q = 1. Dessa forma, a 
urva de transição apresenta40
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Figura 4.5: A energia total 
orrespondente aos estados vórti
e, 
ebola e DUxy (q = 1)para r = 1nm (esquerda) e r = 2nm (direita). Em 
ada 
aso, o ponto O mar
a o valor
ríti
o, R/r, a
ima do qual o estado 
ebola não é mais estável, ou seja, sua energia émaior do que a energia do estado vórti
e (F , o ponto no qual o vórti
e e DUxy têma mesma energia). A maior diferença entre as energias dos estados tipo 
ebola (
om
q ≈ 1, 7) e DUxy, para os valores de (R, r) nos quais elas são estáveis, o
orre para umtoro 
om r = 1nm e R ≈ 8 nm, e nos dá ≈ 3% (veja dis
ussão no texto).uma 
on�dên
ia em torno desse per
entual na região de transição.

Torna-se interessante agora 
omparar nosso diagrama de estados 
om o dia-grama de estados obtido para o nanoanel, por exemplo, aquele apresentado na Ref.[18℄ (infelizmente, nesse trabalho, os autores não mostram os valores da energia paraque possamos fazer uma melhor 
omparação entre os seus resultados e os nossos).Entretanto, um 
ontraste notável 
on
erne a pequenez dessas estruturas suportandoestado fundamental tipo vórti
e no 
aso toroidal, mesmo em nanomagnetos bastantediminutos1, ou seja, 
om r ≈ 1 nm e R & 8 nm, enquanto, num nanoanel ne
essita-sede um raio externo de, no mínimo,& 10 nm, 
om um bura
o 
entral e espessura ∼ 8 nme 2 nm. Mais espe
i�
amente, se r = 1nm (espessura 2 nm), o estado vórti
e é estávelpara nanotoros 
om volume V ≈ 150 nm3, enquanto para nanoanéis 
om mesma espes-sura, essa estabilidade demanda um volume V ≈ 225 nm3 (em torno de 50% maior que1Assumimos aqui que nossa aproximação ainda é válida em tais es
alas de 
omprimento, de algunsátomos ao longo do diâmetro interno, onde 
ertamente efeitos quânti
os deveriam ser importantes.Se nós 
onsiderarmos r & ℓex ≈ 5 − 6 nm, nossa a�rmação a
er
a da estabilidade do vórti
e é maisrazoável dentro de nossa aproximação. 41



0,5 1 1,5 2 2,5
ρ

0,5

1

1,5

2

2,5

ξ

Transição
R=r

    
    

 R
egião não ace

ss
íve

l a
o to

ro do tip
o anel

R < r

Figura 4.6: Diagrama de estados para nanotoros magnéti
os (ξ = R/ℓex e ρ = r/ℓex).Para todo toro 
om r & 10 nm (ρ & 2) a 
on�guração tipo vórti
e apare
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onsideramos algumasespessuras �xas de t = {1, 2, 3, 5} nm. Note que a estabilidade do vórti
e tende aser levemente dininuída quando a espessura se torna menor, isto é, uma �na 
amadatoroidal favore
e o estado de domínio úni
o 
omo estado fundamental. A �gura dadireita mostra um aumento da região desta
ada pelo quadrado na �gura da esquerda.42



seu 
orrespondente no nanotoro). Dessa forma, em virtude de sua 
urvatura suave, ageometria toroidal ofere
e um suporte físi
o interessante para sustentar a miniaturiza-ção quando há a ne
essidade de um estado fundamental de magnetização tipo vórti
e.Além disso, quando pensamos em um arranjo de tais nanotoros, podemos 
on
eber umsistema de elementos prati
amente não interagentes, se for garantida uma separação
& ℓex entre nanotoros vizinhos. Embora tais elementos não interagentes possam serobtidos 
om nanoanéis, os nanotoros têm a vantagem de minimizar 
onsideravelmente�utuações magnetostáti
as, parti
ularmente aqueles advindos de 
argas super�
iais nasbordas do bura
o e externa do anel.Agora, dis
utiremos um pou
o a respeito do 
aso do toro o
o, 
ujas energias dovórti
e e do domínio úni
o são dadas pelas Eqs. (4.1) e (4.7), respe
tivamente; doisdiagramas de estados relevantes são mostrados na Fig. 4.7. Por exemplo, note que ummaior valor de R é demandado para garantir o estado fundamental tipo vórti
e quando
omparamos 
om o valor obtido para o toro ma
iço 
om mesmo valor de r. Então, emum toro o
o, a estabilidade da 
on�guração DUxy aumenta levemente quando dimi-nuimos a espessura do toro. Entretanto, em todos os 
asos 
onsiderados, os diagramasde estado são qualitativamente similares àqueles obtidos para um toroide ma
iço, 
ompequenas diferenças quantitativas.4.3 Estabilidade do vórti
e na presença de um 
ampomagnéti
oTendo sido obtido o diagrama de estados para 
on�guração de magnetizaçãonum nanomagneto toroidal, desejamos determinar agora quão estável é o vórti
e frentea apli
ação de agentes externos, 
omo um 
ampo magnéti
o. Quando apli
amos um
ampo magnéti
o externo na direção do plano xy, os momentos magnéti
os interagem
om esse 
ampo, tendendo a apontar na mesma direção e sentido, tornando a 
on�gu-ração de DUxy estável para maiores valores da relação R/r em 
omparação aos dadosapresentados na Fig. 4.6.Para determinar a nova 
on�guração de estado fundamental, devemos a
res
en-tar mais um termo de energia ao nosso modelo, a interação 
om o 
ampo magnéti
oou interação Zeeman, dada por:

EZeeman = −µ0

∫

V

M ·Bdv, (4.9)43



onde B é o 
ampo magnéti
o externo. Uma vez que a diferença entre os pontos detransição do estado de domínio úni
o para vórti
e e do estado 
ebola para vórti
e émuito pequena (ver Fig. 4.5), bem 
omo a 
on�guração de domínio úni
o na direção znão é estável, estudaremos apenas a interação de um 
ampo magnéti
o uniforme 
omos estados vórti
e e domínio úni
o no plano.Para analisar a interação de um 
ampo apontando na direção do plano xy 
omum vórti
e no nanotoro, pre
isamos fazer uma análise lo
al. Uma vez que a 
on�-guração de magnetização para o vórti
e é dada por mV = ϕ̂ = −x̂senϕ + ŷ cosϕ,e, tomando B = Bx̂, vemos que, lo
almente, existe uma in�nidade de pontos onde
B · M 6= 0, entretanto, ao realizarmos a integral (4.9), obtemos que globalmente, aenergia de interação do 
ampo externo 
om a 
on�guração vórti
e é nula. Já no 
asodo estado SDxy, tomando M = MSx̂, a energia de interação 
om o 
ampo é fa
ilmenteavaliada, e obtemos:

EZeeman = −µ0MSBV, (4.10)onde V é o volume do toro.A partir dessa expressão, podemos determinar o valor do 
ampo para o qual ovórti
e se torna mais energéti
o do que a 
on�guração de domínio úni
o na presençado 
ampo. Nesse intuito, realizamos 
ál
ulos numéri
os para r = 1, 2, 5, 10 e 20 nm,variando o valor de R. Nossos resultados podem ser melhor 
ompreendidos pela análiseda Fig. 4.8. Como esperado, para r = 1 nm, a 
on�guração de domínio úni
o éestável, mesmo para B = 0, no intervalo R ∈ [2, 7.5] nm. Entretanto, à medida queaumentamos o valor de R, 
om R/r . 10, notamos que a intensidade de B requeridopara estabilizar o estado DUxy aumenta rapidamente, 
ontudo, quando R/r > 10, Baumenta lentamente. Tal 
omportamento se deve ao fato de que, nesses limites, aenergia do vórti
e diminui muito lentamente 
om o aumento de R, o que pode sernotado na Fig. 4.9.Dessa forma, podemos notar, a partir de uma análise sobre 
on�gurações es-táti
as, que os valores de 
ampo 
apazes de suprimir a estabilidade do vórti
e sãorelativamente altos quando 
omparados a valores obtidos experimentalmente para na-nodis
os (∼ 190 Oe para dis
os 
om diâmetro ∼ 130 nm [56℄ ou nanoanéis2 [27℄).Isso poderia, a prin
ípio, tornar a inversão da quiralidade do vórti
e nessa geometriadi�
ilmente realizável. Nesse 
ontexto, nanotoros magnéti
os apare
eriam 
omo forte2os experimentos 
onhe
idos não estudam apli
ação de nanoanéis 
om dimensões 
omparáveis àsestudadas para o nanotoro neste trabalho, entretanto para nanoanéis 
om diâmetros da ordem de µm,o 
ampo ne
essáriio para saturar o nanomagneto é ∼ 500 Oe.44
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Figura 4.8: Valores de 
ampo magnéti
o que desestabilizam a 
on�guração tipo vórti
eem função da relação R/r. Observamos que os valores desse 
ampo são da ordem de
entenas de Oersteds. Além disso, para pequenos valores de R/r, B aumenta rapida-mente 
om o aumento de R, mas, para R/r ≫ 1, o aumento de B é prati
amente nulo,o que está asso
iado a pequena variação da energia do vórti
e para altos valores darelação R/r (Ver Fig. 4.9).
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andidatos a 
ompor elementos para gravação magnéti
a 
om grande estabilidade me-diante �utuações térmi
as, asso
iando bits de informação aos estados de quiralidadedo vórti
e.Assim 
omo no 
aso dos nanoanéis [27℄, devem existir diversos 
aminhos pos-síveis para a mudança na magnetização 
omo função do 
ampo externo apli
ado, deforma que um simples 
ál
ulo de mínima energia só nos dá os estados ini
ial e �naldo sistema. Assim, não temos a
esso a estados intermediários da magnetização parapodermos entender a dinâmi
a da desestabilização do vórti
e e traçar uma 
urva dehisterese para nanomagnetos 
om geometria toroidal, o que pode ser feito, a prin
ípio,
om simulações 
omputa
ionais.Apesar de ser um estudo rela
ionado a 
on�gurações estáti
as de mínima energiada magnetização, o presente trabalho 
arrega a importân
ia de ser o primeiro estudoanalíti
o detalhado sobre a viabilidade de produção de nanotoros magnéti
os. Osresultados apresentados neste 
apítulo serão publi
ados no Journal of Applied Physi
s[54℄. Além disso, novos resultados estão sendo obtidos e estamos trabalhando na análisedos dados.O próximo passo em nossa pesquisa 
onsiste em estudar a dinâmi
a da magneti-zação em nanotoros. Nesse intuito, pre
isamos resolver a equação de Landau-Lifshitz-Gilbert nessa geometria mediante a realização de simulações 
omputa
ionais.
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Capítulo 5Con
lusões e perspe
tivasA geometria dos nanomagnetos tem grande relevân
ia na 
on�guração de estadofundamental da magnetização. Em parti
ular, enquanto sistemas grandes apresentamum grande número de estados, para tamanhos reduzidos, a barreira de energia quesepara estados magnéti
os diferentes torna-se progressivamente maior, reduzindo sig-ni�
ativamente o número de estados magnéti
os a
essíveis ao sistema, levando, emgeral, a formação de simples 
on�gurações de equilíbrio, as quais re�etem a simetriageométri
a do elemento.Neste trabalho, estudamos a energia asso
iada a três 
on�gurações de magneti-zação sobre a geometria de um ferromagneto toroidal em es
alas nanométri
as. Nossaanálise mostra que o estado vórti
e emerge 
omo uma ex
itação de 
aráter topológi
osobre o estado fundamental da energia de tro
a. Além disso, essa ex
itação apare
e
omo a mais proeminente das 
on�gurações em estudo, permane
endo estável mesmoem toros muito pequenos, 
om r ≈ 1 nm e R & 8 nm. Realmente, 
on�gurações tipo
ebola, 
om 1 < q . 1, 7, as quais são prati
amente equivalentes a DUxy, tornam-seestáveis quando ρ = r/ℓex . 1 e ξ = R/ℓex . 1, 6. Este é um resultado importante,em espe
ial quando se trata da miniaturização de elementos magnéti
os nos quais oestado vórti
e é desejado, uma vez que esta 
on�guração é estável em nanotoros muitomenores que seus 
orrespondentes de geometria 
ir
ular, isto é, nanoanéis e nanodis
os.Atualmente, estamos estudando a dinâmi
a da magnetização num nanotoro napresença de um 
ampo magnéti
o via solução da equação de Landau-Lifshitz-Gilbertno intuito de determinar possíveis me
anismos de inversão entre os dois estados dequiralidade possíveis para o vórti
e nessa geometria. Além disso, pretendemos 
al
ular
on�gurações de mínima energia em um arranjo de nanotoros 
olo
ados lado a lado esobrepostos em 
amadas. Nesta situação, se os toros estão espaçados por uma distân
ia47



maior que o 
omprimento de tro
a, temos então um sistema de elementos prati
amentenão interagentes se a 
on�guração tipo vórti
e é favorável. De fato, mesmo possíveisinterações induzidas por agentes externos (
ampo apli
ado, et
.), o qual deve deformaro vórti
e, tal 
on�guração é esperada 
omo aquela de mínima energia devido à sua-vidade da geometria toroidal. Adi
ionalmente, tal suavidade evita grandes �utuaçõesmagnetostáti
as vindas de �utuações de 
argas super�
iais magnetostáti
as, 
omo deveo
orrer nas bordas de nanodis
os e nanoanéis.Dessa forma, nanotoros magnéti
os tornam-se importantes estruturas em apli-
ações rela
ionadas à miniaturização, 
aso o estado vórti
e seja desejado. Por um lado,a fra
a interação 
ara
terísti
a entre elementos bási
os pode tornar um 
onjunto denanotoros magnéti
os 
om a 
on�guração vórti
e num sistema interessante em pesqui-sas futuras envolvendo terapia de 
élulas 
an
erígenas, o que já é feito em nanodis
os[6℄. Por outro lado, uma vez que nanotoros muito pequenos sustentam vórti
es está-veis, outra poten
ial apli
ação seria a utilização de nanomagnetos 
om 
on�guraçãotipo vórti
e 
omo elementos de gravação magnéti
a, asso
iando �bits� de informação àquiralidade do vórti
e, aumentando assim a 
apa
idade de armazenamento de dadosdisponível atualmente.
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Apêndi
e AObtenção da equação (4.2)Para determinar a expressão para a energia de tro
a da 
on�guração 
ebola,
omeçaremos por es
rever as 
omponentes da magnetização em 
oordenadas retangu-lares, obtendo então:
mx = mr(ϕ) cosϕ−mϕ(ϕ)senϕ (A.1)
my = mr(ϕ)senϕ+mϕ(ϕ) cosϕ. (A.2)Sabendo que, no sistema de 
oordenadas (2.26), a 
omponente azimutal do operadorgradiente é dado por:

∇ϕ =
1

R + rsenθ

∂

∂ϕ
, (A.3)temos que:

(∇mx)
2 + (∇my)

2 =
1

(R + rsenθ)2

[

(

∂mr

∂ϕ
−mϕ

)2

+

(

∂mϕ

∂ϕ
+mr

)2
]

. (A.4)Dessa forma, a substituição da expressão a
ima em (2.25) nos leva a:
EO

ex = πA
[√

b2 + t2 − |b|
]

∫ 2π

0

[

(

∂mr

∂ϕ
−mϕ

)2

+

(

∂mϕ

∂ϕ
+mr

)2
]

dϕ. (A.5)Substituindo as expressões (2.35) e (2.36) em (A.5), somos levados à expressão(4.2) para a energia de tro
a da 
on�guração tipo 
ebola.
49



Apêndi
e BEquação de Lapla
e em 
oordenadastoroidaisO sistema de 
oordenadas (2.27) é muito útil porque ele tem uma solução bem
onhe
ida para a equação de Lapla
e, no qual o método de separação de variáveis éválido (veja Ref. [68℄ p. 1302):
Φ(α, β, ϕ) =

√

coshα− cos βA(α)B(β)C(ϕ). (B.1)onde as funções A, B e C satisfazem (ζ = coshα, e n, k 
onstantes):
(ζ2 − 1)

d2A

dα2
+ 2ζ

dA

dα
−
[(

n2 − 1

4

)

+
k2

ζ2 − 1

]

A = 0, (B.2)
d2B

dβ2
+ n2B = 0 (B.3)

d2C

dϕ2
+ k2C = 0. (B.4)As funções B(β) e C(ϕ) são 
ombinações lineares de funções trigonométri
as,
omo abaixo:

Bn(β) = fn cosnβ + gnsennβ, (B.5)
Ck(ϕ) = uk cos kϕ+ wksenkϕ, (B.6)onde fn, gn, uk e wk são 
oe�
ientes 
onstantes a serem determinados a partir das
ondições de 
ontorno estabele
idas para o problema. Desde que β e ϕ são variáveis
ompreendidas entre 0 e 2π, as soluções devem ser periódi
as. Esta 
ondição impli
a50
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Figura B.1: Comportamento de algumas funções toroidais 
ontra R/r.que k = 0, 1, 2, 3, ... e n = 0, 1, 2, 3, ..., isto é, invariân
ia sob rotações impõem que k e
n devem ser inteiros.As funções A(α) 
onsistem das funções de Legendre de ordem semi-inteira deprimeiro P k

n−1/2(coshα) e segundo tipo Qk
n−1/2(coshα), também 
hamadas funções to-roidais ou harm�ni
os toroidais, 
ujo 
omportamento assintóti
o é dado por (veja Fig.B.1):

limα→∞ P k
n−1/2(coshα) = ∞

limα→0Q
k
n−1/2(coshα) = ∞.

(B.7)A expansão de 1/|~r − ~r′| em termos das funções de Green, para o sistema de
oordenadas (2.27), é dado por (ver Ref. [68℄, p. 1304):
1

|~r − ~r′| =
√

(coshα− cos β)(coshα′ − cosh β ′)

πb

∞
∑

k=0

∞
∑

n=0

(−1)kǫnǫk cosn(β−β ′) cos k(ϕ−ϕ′)

× Γ
(

n− k + 1
2

)

Γ
(

n+ k + 1
2

)P k
n−1/2(coshα<)Q

k
n−1/2(coshα>), (B.8)onde ǫn = (2− δn,0), ǫk = (2 − δm,0) e ~r′ é parametrizado em termos de (α′, β ′, ϕ′). O51



fato de P k
n−1/2(coshα) e Qk

n−1/2(coshα) estarem rela
ionados aos sinais < e >, respe
-tivamente, re�ete o 
omportamento assintóti
o dessas funções (ver Fig. B.1).
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Apêndi
e CAvaliação da energia magnetostáti
a:equações (4.3), (4.4) e (4.5)
C.1 Avaliação da eq. (4.3)No 
aso do estado DUz, temos que ~M = MS ẑ, o que nos dá:

~M · n̂ = MS
senhαsenβ

coshα− cos β
, (C.1)tal que apenas as 
omponentes k = 0 
ontribuem para a soma, e a integração em ϕé fa
ilmente avaliada para dar 2π. Então, a substituição de (B.8) na Eq. (2.22) leva(superes
ritos k = 0 foram omitidos):

ΦFz
=

bMSsenh
2α

2π

∫ 2π

0

senβdβ

(coshα− cos β)5/2

√

coshα′ − cos β ′
∞
∑

n=0

ǫn cosn(β − β ′)

× Pn−1/2(coshα<)Qn−1/2(coshα>). (C.2)Agora, usando cos n(β − β ′) = cosnβ cosnβ ′ + sennβsennβ ′, obtemos
ΦFz

=
bMSsenh

2α

2π

√

coshα′ − cos β ′
∞
∑

n=0

ǫ0Pn−1/2(coshα<)Qn−1/2(coshα>)

×
[

cosnβ ′
∫ 2π

0

senβ cosnβdβ

(coshα− cos β)5/2
+ sennβ ′

∫ 2π

0

senβsennβdβ

(coshα− cos β)5/2

] (C.3)A primeira integral se anula (o integrando é ímpar sob β → −β), enquanto asegunda nos dá (Ref. [66℄, p. 961):
∫ 2π

0

senβsennβ

(coshα0 − cos β)5/2
dβ =

2n

3

∫ 2π

0

cosnβ

(coshα0 − cos β)3/2
dβ = − 8n

√
2

3senhα0
Q1

n−1/2(C.4)53



Agora, uma vez que estamos lidando 
om uma 
as
a toroidal, tal que α′ = α = α< =

α> ≡ α0, nós �nalmente obtemos:
ΦFz

= −4
√
2bMSsenhα0

3π
(coshα0 − cos β)1/2

∞
∑

n=0

nǫnsennβ

× Pn−1/2(coshα0)Qn−1/2(coshα0)Q
1
n−1/2(coshα0). (C.5)A substituição de (C.5) em (2.23) dá:

EFzmag = −4
√
2µ0M

2
Sb

3

3
senh3α0

∞
∑

n=0

nǫnPn−1/2Qn−1/2

×Q1
n−1/2

∫ 2π

0

senβsennβdβ

(coshα0 − cos β)5/2
, (C.6)a qual, após uma integração por partes leva imediatamente à Eq. (4.3), 
omo desejado.C.1.1 Avaliação das eqs. (4.4) e (4.5)Para a 
on�guração tipo 
ebola, temos que:

~M · n̂ = MS
coshα cos β − 1

coshα− cos β
mr(ϕ), (C.7)e

~∇ · ~M = MS

(

coshα− cos β

bsenhα

)

∂mϕ(ϕ)

∂ϕ
. (C.8)Agora, 
om a substituição de (C.7)-(C.8) em (2.22), obtém-se:

ΦO =
bMS

4π2
(coshα′ − cos β ′)1/2

∞
∑

k=0

∞
∑

n=0

(−1)kǫkǫn
Γ
(

n− k + 1
2

)

Γ
(

n+ k + 1
2

)P k
n−1/2

×
{

senhα0Q
k
n−1/2

∫ 2π

0

dβ
(coshα0 cos β − 1) cosn(β − β ′)

(coshα0 − cos β)5/2

∫ 2π

0

mr(ϕ) cos k(ϕ− ϕ′)dϕ

−
∫ ∞

α0

Qk
n−1/2(coshα)

senhα
dα

∫ 2π

0

cos n(β − β ′)

(coshα− cos β)3/2

∫ 2π

0

∂mϕ(ϕ)

∂ϕ
cos k(ϕ− ϕ′)dϕ

}

,(C.9)
om P µ
ν (coshα0) = P µ

ν , e similarmente para Q. Usando a identidade usual cosn(β −
β ′) = cosnβ cosnβ ′ + sennβsennβ ′, e integração por partes, temos que:54



ΦO =
2
√
2bMs

3π2
(coshα′ − cos β ′)

1/2
∞
∑

k=0

∞
∑

n=0

(−1)kǫnǫk cosnβ
′Γ
(

n− k + 1
2

)

Γ
(

n+ k + 1
2

)P k
n−1/2

×
[

Qk
n−1/2AnJk(ϕ

′)− Bk
nGk

n(ϕ
′))
]

, (C.10)onde
An =

[

coshα0

(

Q2
n+1/2

senhα0

− nQ1
n−1/2

)

−
Q2

n−1/2

senhα0

]

, Jk(ϕ
′) =

∫ 2π

0

mr(ϕ) cos k(ϕ−ϕ′)dϕ

Bk
n = −3

2

∫ ∞

α0

Qk
n−1/2(coshα)Q

1
n−1/2(coshα)

senhα
dα, Gk

n(ϕ
′) =

∫ 2π

0

∂[mϕ(ϕ)]

∂ϕ
cos k(ϕ−ϕ′)dϕ.Após uma longa e tediosa manipulação algébri
a, a substituição da expressão(C.10) na Eq.(2.22) leva a Eq. (4.4), da qual Eq. (4.5) é prontamente obtida tomando-se q = 1.
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