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Resumo

SANTOS, Vagson Luiz de Carvalho, D. Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro
de 2010. Miniaturizacao de nanomagnetos com estado vortice
utilizando-se ferromagnetos toroidais. Orientador: Winder Alexander de
Moura Melo. Co-Orientadores: Afranio Rodrigues Pereira e Daniel Heber Theodoro
Franco.

O calculo da energia associada as configuracoes de magnetizacao ferromagné-
tica, vortice e estado cebola sao explicitamente computados para a geometria toroidal.
A anélise dos dados revela que o vortice aparece como o estado mais provavel, mini-
mizando a energia total em todo toroide com raio interno r 2 10 nm, ou mesmo para
raios internos menores, se garantirmos que R//(., 2 1,5 (R ¢ o raio externo do toroide
e lep; € 0 comprimento de troca). A possibilidade de obtermos nanomagnetos muito
pequenos contendo um estado tipo vortice deve ter importancia em aplicagoes em 16-
gica binaria e/ou armazenamento de dados e em novos mecanismos de aplica¢oes em

terapias contra cancer.
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Abstract

SANTOS, Vagson Luiz de Carvalho, D. Sc., Universidade Federal de Vicosa, February,
2010. Miniaturization of vortex-comprising system using ferromagnetic
nanotori. Adviser: Winder Alexander de Moura Melo. Co-Advisers: Afranio
Rodrigues Pereira and Daniel Heber Theodoro Franco.

The energetics associated to the ferromagnetic, vortex and onion-like magneti-
zation configurations are explicitly computed in the toroidal geometry. The analysis
reveals that the vortex appears to be the most prominent of such states, minimizing
total energy in every torus with internal radius » 2 10nm, or even in smaller ones
provided that R/(., = 1.5 (R is the torus external radius and /., is the exchange
length). This possibility of having very small nanomagnets comprising a vortex-type
state, might have importance in higher density binary logic and/or storage and in novel

mechanisms for cancer therapy applications.
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Capitulo 1

Motivacao para o desenvolvimento do
trabalho

H& milhares de anos, a curiosidade humana nos levou a descoberta do magne-
tismo, e, por muitos séculos, o conhecimento das propriedades magnéticas dos materiais
tem estimulado o progresso cientifico e tecnoldgico. Por um longo tempo o principal
foco de pesquisa estava relacionado ao magnetismo macroscopico, isto é, as proprie-
dades e aplicacoes em sistemas grandes, como as aplicacoes de magnetos em biissolas,
geradores e motores elétricos, as quais se tornaram possiveis gracas ao campo geomag-
nético e a habilidade de eletromagnetos e magnetos permanentes em realizar trabalho
mecanico. O interesse em estudar os fend6menos magnéticos em escala atdbmica comegou
a partir do desenvolvimento da Mecanica Quantica, o que nos ajudou a compreender
a interacao de troca de origem quanto-mecanica, a interagao com o campo cristalino
e o acoplamento spin oOrbita relativistico. Tais fenomenos s6 foram descobertos na
primeira metade do século passado, abrindo caminho para que eles fossem utilizados
em aplicacoes praticas e tecnolégicas na atualidade. Entretanto, apenas nas tltimas
décadas, ficou claro que o magnetismo em estado s6lido é um fenémeno nanoestrutural.
A importancia cientifica e tecnologica de nanoestruturas magnéticas tem trés razoes

principais [I]:

e H4 uma grande variedade de estruturas com propriedades fisicas interessantes,
desde nanomagnetos que aparecem naturalmente na natureza até nanocompositos
relativamente faceis de produzir para aplicagoes que demandam nanoestruturas

artificiais.

e A utilizacao de efeitos de nanoescala na explicacao das propriedades de materiais



magnéticos.

¢ O nanomagnetismo tem aberto caminho para tecnologias completamente novas.

Nesse contexto, o nanomagnetismo vem despertando grande interesse cientifico e
tecnologico. Espera-se, dentre outras consequéncias, intiimeras possibilidades de aplica-
¢oes utilizando nanoestruturas, bem como, do ponto de vista fundamental, uma melhor
compreensao das propriedades elementares de materiais magnéticos estruturados nessa
escala de tamanho. De fato, o avango na tecnologia de fabricacao de estruturas em
escala micro e nanométrica abriu a possibilidade de estudar estruturas que se compor-
tam como sistemas magnéticos quase unidimensionais, os quais exibem uma variedade
de estados magnéticos interessantes, com possiveis aplicacoes em elementos eletronicos.
Como exemplo, podemos citar aplicacoes em memoria logica, armazenamento de dados
e sensores de alta sensibilidade [2], mais especificamente, a melhoria na performance
e capacidade de discos rigidos devera demandar que sua propria estrutura venha a
ser composta por arranjos de nanoelementos magnéticos [3, 4], os quais ja tém sido
considerados como constituintes de memoria de computadores [5]. Tal interesse tem
sido renovado e reforcado em virtude da recente proposta de utilizar microdiscos com
vortices magnéticos como estado fundamental (Fig. [[I)) em terapias anti-cancer [6].
Nesta proposta, ha a indugao de um atrito mecanico devido a oscilagao dos microdiscos
mediante um campo magnético aplicado com frequéncia de algumas dezenas de Hertz.
Tal procedimento parece ativar certos canais de calcio intracelular que desencadeia a
programagao da morte da célula (apoptose) (Fig. [[2). Frequentemente, aplicacoes
tecnologicas de nanomagnetos sao baseadas em novos mecanismos magneto-eletonicos
que demandam o controle de estados estaveis de magnetizacao, como dominios tini-
cos, paredes de dominio, vortices, etc. Além disso, esses magnetos sao um excelente
laboratorio experimental para se estudar teoremas fundamentais em magnetostética e
micromagnetismo [7, [§].

O comportamento dos materiais magnéticos depende nao apenas de sua estru-
tura molecular, mas também da geometria e da competicao entre as energias mag-
netostatica, de troca e de anisotropia. Com relacao a isso, um dos teoremas mais
fundamentais sobre estruturas magnéticas é por conta devido a Brown [9] 10], o qual
estabelece que por causa da competicao entre a energia magnetostatica e a de troca, a
formacao de multidominios deveria ser suprimida para particulas muito pequenas, de

forma que nanomagnetos se comportariam como uma estrutura com spin gigante.



Figura 1.1: Imagem de microscopio 6ptico eletronico de uma suspensao de microdiscos
magnéticos de Permalloy utilizados em experimentos para tratamento de células can-
cerigenas. Os discos tém espessura da ordem de 60 nm e diametro ~ 1um. A amostra

foi preparada via magnetron sputtering e litografia otica (retirado de [6]).
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Figura 1.2: Conceito de destruicao de células de cancer via processos magnetomeca-
nicos. Os microdiscos sao biofuncionalizados com anticorpo anti-humano-/L13a2R,
especificamente atingindo células de glioblastoma humano (uma forma agressiva de
cancer de cérebro). Quando um campo magnético alternado é aplicado, os discos mag-
néticos oscilam, comprometendo a integridade da membrana e iniciando a morte celular

programada.



Figura 1.3: Principais configuracoes de magnetizacao encontradas em nanomagnetos
circulares. A figura da esquerda mostra, esquematicamente, o estado de voértice no
nanodisco, ao passo que a direita, vemos uma representacao do estado cebola no plano
do disco, o qual consiste em uma configuracao de dominio tinico com um pequeno
desvio da direcao paralela. O vortice aparece em nanomagnetos suficientemente grandes
(didmetro da ordem de 90 nm em nanodiscos de Permalloy). Um outro estado possivel
consiste na configuracao de dominio tinico perpendicular ao plano do disco quando a

espessura t do mesmo ¢é suficientemente grande (¢t ~ 1,8R [18].)

Entre os possiveis estados magnéticos para nanomagnetos circulares, a maioria
dos trabalhos d& atencao a trés deles: a configuracao vortice, onde a magnetizagao
forma uma estrutura de circulagao de spins, sem poélos magnéticos; dominio tinico, o
qual aparece em nanomagnetos alongados ou muito pequenos, sendo que os momentos
magnéticos estao completamente alinhados; e o estado cebola, consistindo de um estado
de dominio tinico com uma pequena nao-uniformidade (momentos magnéticos nao sao
paralelos entre si) na magnetizagdo proxima as bordas do magneto (Fig. [3)). O fato
dessas trés configuracoes serem as mais estudadas teoricamente se deve a sua aplicacao
tanto em trabalhos experimentais quanto em microsimulagao. Tais trabalhos mostram

que essas sao as configuragoes que aparecem e se mantém estaveis em nanomagnetos.

Intimeros trabalhos tém se dedicado a determinar a configuracao da magnetiza-
¢cao que minimiza a energia em nanomagnetos. Dentre as diversas geometrias estuda-
das, as retangulares e cilindricas sao aquelas que tém recebido mais atencao, uma vez
que sua simplicidade geométrica as torna de mais facil fabricacao e, eventualmente,

permitem uma melhor comparagao entre pesquisas teoéricas e experimentais. Como
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exemplo, podemos citar os trabalhos dedicados a estudar nanodiscos [11} 12], os quais
apontam que a configuracao vortice se torna o estado de menor energia quando o raio
do nanomagneto é maior do que um raio critico R¢ (da ordem de 45 nm para o Permal-
loy). Nos nanodiscos, o vortice apresenta um nicleo, o qual se forma para evitar um
aumento exacerbado da energia de troca. Dessa forma, por causa do alto custo tanto
da energia magnetostatica devido a cargas magnéticas superficiais quanto da energia de
troca associada a tal estrutura, esse vortice tende a se desestabilizar em nanodiscos com
a redugdo de seu raio ou aumento da espessura [I3]. Estudos experimentais mostram
que nanodiscos circulares de cobalto (Co) e de Permalloy (Py) (FeNi, na proporgao
aproximada de 20% de ferro e 80% de niquel), o vortice ¢ estavel para diametros > 90

nm e espessura < 15 nm [I3| [14].

A instabilidade do vortice com a reducao do raio também é uma caracteristica
de nanoanéis, os quais consistem em nanodiscos cilindricos com um buraco central.
Entretanto, a presenca desse buraco impede a formacao do niicleo, tornando o vortice
uma estrutura mais estavel nessa geometria, fazendo com que o diametro critico dimi-
nua para valores da ordem de 50 nm, com espessura critica ~ 5 — 6 nm. Nanoanéis
ideais devem ter nao somente um raio interno e externo bem definidos, mas também
uma espessura pequena o suficiente para tornar a configuragao vortice estéavel [15], uma
vez que, com o aumento da espessura, a configuracao ferromagnética na direcao do eixo
z, apontando perpendicularmente ao plano do anel, torna-se energeticamente favora-
vel. Kravchuk et al [I6] mostraram, em um estudo teorico detalhado que, quando o
raio interno do nanoanel é suficientemente grande, nao hé o aparecimento de nenhuma
componente fora do plano para o vortice. No entanto, quando o valor desse raio in-
terno decresce, atingindo um valor critico, h4 o aparecimento de uma componente
fora do plano, a qual nao é perpendicular ao plano do anel. Quando o raio interno
é zero, esta componente desenvolve seu valor maximo, sendo perpendicular ao plano
do nanomagneto (ou seja, temos novamente um nanodisco sem buraco). Zhu et al.
[15] produziram nanoanéis ferromagnéticos assimétricos (em que o buraco interno nao
é central, mas deslocado em dire¢do a borda) e mostraram que assim como nanoanel

simétricos, quando esses sao muito grandes, o vortice é o estado que minimiza a energia

'O Permalloy, Fe,Ni;_,; com z ~ 15 — 25% é um dos materiais mais utilizados na industria
magnética. As propriedades magnéticas do Permalloy vém da sua constituicdo quimica, uma vez que
o Fe e o Ni sdo dois dos materiais que satisfazem ao critério de Stoner para o magnetismo, o qual sera
discutido mais adiante. Além disso, o Co, que também satisfaz ao critério de Stoner, é um material

largamente utilizado devido a suas propriedades isotropicas.



magnética [I7]. Os autores mostraram ainda que na presenca de um campo magnético
externo, as propriedades de inversao da polaridade do nticleo do vortice dependem da
direcao do campo magnético aplicado.

Beleggia et al. [18] obtiveram, a partir de um tratamento puramente tedrico, o
diagrama de fases para a configuracao que minimiza a energia em funcao da razao entre
os raios externo e interno e a espessura do nanoanel. O estado cebola foi considerado
num trabalho posterior por Landeros et al. [19], no qual os autores propuseram um mo-
delo teorico para essa configuragao. Eles concluiram que, quando a configuragao cebola
é estavel, o desvio da magnetizacao do estado de dominio tinico é muito pequeno, com
uma modificagao irrelevante no diagrama de fases obtido por Beleggia et al. [19] 20].
Ainda para o caso de nanoanéis, Zhang et al. [21] usaram o modelo de anélise de escala
para construir um diagrama de fases para nanoanéis e nanoparticulas elipticas, obtendo
diagramas de fases que concordam bem com aqueles obtidos experimentalmente, bem
como, por outras técnicas numeéricas.

Recentemente, a geometria esférica também tem sido considerada e seu diagrama
de fases fora obtido por meio de calculos analiticos e simulagoes micromagnéticas [22].
Assim como no caso de nanoanéis e nanodiscos, o vortice torna-se um estado insta-
vel quando o raio da esfera é muito pequeno (da ordem de 35nm para o Permalloy),
tendo neste caso, o estado cebola como a configuracao que minimiza energia. Além
de nanomagnetos circulares receberem atencao, ela também tem sido dada a nanoes-
truturas retangulares, nas quais, em geral, o estado de Landau se faz presente como
configuragido fundamental [5, 23]. Na Fig. [[L4] vemos alguns exemplos de geometrias
de nanomagnetos produzidos experimentalmente.

Sabe-se que a energia total de um magneto com magnetizacao arbitraria nao
é facil de ser calculada, mesmo assumindo-se uma geometria simples e anisotropias
muito pequenas. Com essas simplificagoes, restam apenas as contribui¢oes da energia
de troca e magnetostética a serem avaliadas [8, 24]. Em geral, a energia magnetosta-
tica é muito dificil de ser computada devido as interagoes entre dipolos, as quais sao
de longo alcance. Para configuracoes especiais, como vortices ou estados alinhados,
e/ou geometrias simples, como aquelas sem curvatura, por exemplo, planar ou cilin-
drica, sua avaliacao é simplificada e, algumas vezes, pode ser computada exatamente.
Para situacoes mais gerais, as ferramentas disponiveis nos permitem apenas realizar
aproximagoes, como por exemplo, tomar o magneto como um continuo (tratamento
analitico) e/ou avaliar numericamente para a energia [§]. Para os casos especificos

de geometrias cilindrica e quadrada, uma consideravel quantidade de informacao esta



Figura 1.4: Nanomagnetos produzidos experimentalmente. Nas figuras acima, (a) e
(b), pode-se ver nanodiscos magnéticos com diametro da ordem de 1 pm. Abaixo, a
esquerda vemos nanoesferas com raio da ordem de 150 nm. A direita, um arranjo de

nanoanéis com diametro da ordem de 2 pym, cada.



disponivel e, os dados tedricos tém um bom acordo com aqueles obtidos experimen-
talmente [4]. No caso de outras geometrias, um conhecimento mais detalhado ainda
estd em desenvolvimento, embora alguns trabalhos explorando outras geometrias ja
venham sendo realizados com nanoesferas magnéticas [22], nanofios [25], nanotubos

[26] e nanoanéis [27].

Quando pensamos em mecanismos magneto-eletronicos baseados em estados
tipo vortice, como por exemplo aqueles para memoria logica ou armazenamento de
dados, um assunto de grande importancia esta relacionado a miniaturizacao de cada
nanomagneto e, consequentemente, de um arranjo contendo um grande niimero deles.
J& que elementos de memoria baseados em transistores tém atingido comprimentos
abaixo da escala de 100 nm por elemento, mecanismos nanomagnéticos baseados em
vortices deveriam oferecer real potencialidade de suportar tais estados estaveis em es-
calas muito menores, isto é, em escalas no maximo em torno de 20 — 30 nm. Dessa
forma, existe um problema envolvendo nanodiscos produzidos com materiais de pe-
quena anisotropia, onde a estabilidade do vortice é perdida se o raio do disco atinge
um valor menor que ~ 45nm (valor para o disco de Permalloy com espessura de 10 nm)
devido ao alto custo da energia de troca requerido pelo nicleo do vortice [13]. Como
foi dito anteriormente, para remediar essa situacao parcialmente, introduz-se um bu-
raco no centro do disco, obtendo assim um nanoanel, onde um estado vortice deve ser
estabilizado a tamanhos menores (raio externo ~ 20 nm, com raio interno e espessura
em torno de 10nm) [I§]. Fisicamente, a presen¢a do buraco torna desnecessiria a
formacao do ntcleo, diminuindo assim o custo da energia de troca consideravelmente e
dando uma estabilidade extra, mesmo a escalas menores. Entretanto, com o desapare-
cimento do niicleo, perde-se imediatamente a polarizacao do vortice, restando apenas
a quiralidade (sentido de rotacao de dipolos, horario ou anti-horario). Além disso, a
dinamica de dipolos na borda pode comprometer a estabilidade do vortice devido a
grandes flutuagoes de cargas magnéticas superficiais, 0,49 = M- N, uma vez (ue nesses
pontos o vetor normal 72 nao é bem definido (em outras palavras, a curvatura diverge
nas bordas do disco e do buraco). Tais flutuagoes devem ser evitadas de alguma forma,
assim como seus efeitos minimizados. Por exemplo, se o buraco for muito grande, tal
que a largura do nanoanel seja suficientemente pequena, isto é, menor que o tamanho

de uma parede de dominio, em torno do comprimento de troca (fe ~ 5 — 6 nm, para

Permalloy), garantimos que nenhum nticleo do vortice pode ser formado no nanoanel
[15].



Figura 1.5: Estados de polarizacao do vortice em um nanodisco, up e down. Pode-
mos associar a cada um desses estados um “bit” de informacao, por exemplo, 0 ou 1
conforme o dipolo no nticleo do vortice esteja apontando para cima ou para baixo,
respectivamente. Além da polarizacao, em nanodiscos ha a possibilidade de controle
da quiralidade do vortice, deixando-nos assim, com um elemento magneto-eletronico
que poderia armazenar dois “bits” de informacao. Em nanoanéis, a presenca do buraco
central impede a formacao do niicleo, restando apenas a quiralidade para, por exemplo,

ser usada como mecanismo de armazenamento de dados.

O problema tedrico da minimizac¢ao da energia magnética é conhecido como mi-
cromagnetismo [8] 10], o qual consiste numa aproximacao teérica em que o material é
descrito como um meio continuo, o que implica que essa aproximagcao é valida apenas
se as dimensoes do magneto sao muito grandes quando comparadas ao parametro de
rede [8]. O estado magnético do sistema é definido pelo vetor magnetizagao, que é
uma funcao da posicao e seu valor é assumido como sendo aquele da magnetizacao de
saturagdo Mg(T) em todos os pontos. A fundamentacao teorica do micromagnetismo
se deve a Landau e Lifshitz [28] e poucas solugoes analiticas sao conhecidas a partir
desse formalismo tedrico devido a complexidade das equagoes envolvidas. Por causa
dessa dificuldade, simulagoes micromagnéticas se tornaram uma importante ferramenta,
para investigar problemas relacionados com o estado que minimiza a energia total em
nanomagnetos. Entre os programas publicos utilizados para realizar microsimulacoes
resolvendo a equacao de Landau-Lifshits-Gilbert, o codigo OOMMEF [29] tem sido utili-
zado em uma grande quantidade de trabalhos. Outros exemplos de microssimuladores
sao Amumag [30], Simulmag [31], Magpar [32] e LLG [33] os quais tém sido utilizados
para realizar simulacoes e determinar, por exemplo, o estado fundamental magnético
para uma dada geometria. No entanto, tais microssimuladores nao sao tteis apenas
em situacoes estaticas e também podem ser utilizados para estudar a dindmica da

magnetizagao em nanomagnetos.



Outra forma de descrever as propriedades magnéticas de nanoestruturas é a
aproximacao de escala, a qual consiste em um modelo de rede discreta de momentos
magnéticos. Com o objetivo de avaliar a energia total do nanomagneto, é feita a pro-
posicao de uma mudanca de escala para a energia de troca por um fator x < 1, ou
seja, trocar J por xJ na expressao para a energia total. Nesse caso, a dimensao da
espessura do magneto simulado para o qual o ponto triploB ocorre passa a ser t’' = Ax",
onde n ~ 0,55 e A = 91,1 nm, enquanto o nimero de a&tomos no ponto triplo escala
com z de acordo com a relagio N = Noz*7, com Ny ~ 6,5 x 107 [34, [35]. Em alguns
trabalhos que utilizam essa técnica, pdde-se obter o diagrama de fases para sistemas
com dimensoes comparaveis aqueles estudados experimentalmente, cujo niimero de mo-
mentos atomicos é muito grande, fazendo com que simulacoes computacionais com a
tecnologia atual se tornem proibitivas [34]. De fato, em nanomagnetos com dimensoes
comparaveis aquelas obtidas experimentalmente (por exemplo, nanodiscos cilindricos
com espessura L ~ 15nm e raio r ~ 100 nm), teriamos um ntimero N de molécu-
las da ordem de 10%, e o tempo necessario para simulacoes computacionais aumenta
consideravelmente com esse niimero.

Apesar da grande quantidade de trabalhos dedicados a estudar a estabilidade
de diferentes configuracoes magnéticas, a geometria toroidal ainda permanece prati-
camente inexplorada, o que, parcialmente, deve estar associado ao fato de nanotoros
magnéticos ainda nao terem sido produzidos experimentalmente. Outro motivo pode
ser o fato da geometria toroidal ser inerentemente curva, com curvatura variavel ponto
a ponto. No entanto, essa geometria tem recebido consideravel atencao em outras
areas. Por exemplo, em armadilhas para condensados de Bose-Einstein, dentro dos
quais os atomos desenvolvem comportamento quase unidimensional sujeitos a condi-
¢oes de contorno periodicas [36] 37]. Além disso, estruturas que se assemelham a
nanotoros ja foram produzidas através de um processo que envolve a reducao de ions
de prata conhecido como “electroless” [38]. Do ponto de vista da produgdo de nano-
magnetos toroidais, a fabricagdo de nanotoros de carbono [39] trouxe a possibilidade
da obtencao dessas estruturas, abrindo uma nova perspectiva nessa area, uma vez que
pode haver a possibilidade de obter tais nanomagnetos via encapsulagao de um mate-
rial magnético dentro dos nanotoros de carbono, o que ji fora obtido para nanotubos
de carbono na Ref. [40]. Teoricamente, nanotoros de carbono podem ser formados

pela jungao de duas pontas de nanotubos de carbono convencionais [41]. Entao, as-

2Ponto triplo é o ponto no qual as trés configuracoes em estudo (vortice, dominio tinico na diregio

z e cebola no plano) tém mesma energia.
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Figura 1.6: Acima, a esquerda, vemos uma representacao de um nanotubo de car-
bono. No centro e a direita, observamos a representacao de nanotoros construidos a
partir de nanotubos condutores e semicondutores, respectivamente. Abaixo, observa-
mos imagens de microscopio de tunelamento eletronico de nanotubos de carbono com
multicamadas (NCMC) preenchidos com diferentes tipos de nanofios ferromagnéticos,
exibindo um alto grau de cristalinidade nas paredes do nanotubo. (a) Nanofio de Fe
dentro de NCMC; (b) Imagem de um nanotubo de carbono preenchido co Permalloy;
(c) e (d) Imagens de um nanofio de FeCo encapsulado por um nanotubo de carbono
altamente cristalino; (d) Imagem mostrando uma amplificagao de (c), onde o plano
(110) FeCo pode ser visto ao longo da dire¢do (111), e aparece paralelo & G (002),

sugerindo uma diregao preferencial de crescimento do nanofio dentro do tubo (retirado

de [40]).
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sim como uma estrutura nanotoroidal de carbono poderia ser utilizada como um vaso
de conten¢ao para aplica¢oes em nanobionica e nanobiométrica [42], a encapsulagao de
materiais magnéticos em nanotoros de carbono poderia ser realizada para aplicacoes em
magneto-eletronica, dentre outras possibilidades. E sabido que para nanotoros de car-
bono formados a partir de nanotubos metélicos pode ocorrer um fenémeno conhecido
como paramagnetismo gigante a temperaturas proximo de 0 K, enquanto nanotoros
formados a partir de nanotubos semicondutores exibem um diamagnetismo fraco [43].
No entanto, paramagnetismo gigante é um fend6meno que ocorre apenas a temperaturas
muito baixas, o que implica que tanto os nanotoros metalicos quanto os semicondutores
poderiam ser candidatos a encapsular materiais magnéticos sem uma grande mudanca
nas propriedades magnéticas do nanomagneto a temperaturas significativamente altas
(temperatura ambiente). E importante notar que, além das propriedades condutoras do
nanotoro de carbono, efeitos de curvatura e desordem influenciam no comportamento
magnético dessas estruturas, no entanto, tais efeitos nao sao muito grandes e também
s6 aparecem para baixas temperaturas [41} [44]. Outras possibilidades para a produgao
de nanotoros magnéticos poderia ser a encapsulacao de um material magnético dentro
de membranas biolégicas que se assemelham a toros, as quais tém sido observadas,
por exemplo, em um grande nimero de proteinas envolvidas no metabolismo de DNA
[45]. Finalmente, nanotoros magnéticos poderiam ser obtidos encurvando-se nanofios
magnéticos, cuja produgio tem sido reportada em diversos trabalhos [46].

Além dos diversos trabalhos experimentais que sao reportados, sistemas com a
geometria toroidal tém sido, por sua vez, estudados teoricamente com o objetivo de
entender algumas propriedades fisicas nessa geometria. Por exemplo, a aproximagao
continua do modelo de Heisenberg foi usada para obter a energia de excitacoes topolo-
gicas de spins (solitons e vortices) na superficie do toro [47), 48], bem como determinar
a configuracdo de minima energia para a magnetizacdo no nanotoro [53, [54]. Além
disso, o potencial eletrostatico foi calculado para um condutor toroidal carregando
uma corrente azimutal [49]. Tal potencial fora determinado também para se estudar
fenomenos de absorgao optica em nanoparticulas metalicas toroidais [50, 51]. Retor-
nando a discussao dos nanotoros de carbono, calculos teoricos baseados na minimizacao
da energia livre podem determinar qual o diametro 6timo de toros construidos a partir
de nanotubos de carbono de parede simples [52].

Dessa forma, propomos uma analise teorica para determinar a configuracao dos
estados estdaveis em nanotoros ferromagnéticos. Sao consideradas trés configuracgoes

para a magnetizagao: vortice, dominio tinico na direcao do eixo z e o estado cebola no
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plano zy. A energia de cada um desses estados é determinada analiticamente em funcao
dos raios externo R e interno r do toro. O estado fundamental é dado por aquele que
minimiza a soma das contribuigoes da energia de troca e magnetostatica para um dado
par (r, R). Particularmente, verificamos que a configuracao ferromagnética na diregao
do eixo z nao tem estabilidade em nanomagnetos toroidais. Construimos um diagrama
de fases mostrando o estado esperado em fungao de (R,r). Tal diagrama indica que o
vortice é uma configuragao altamente estével nessa geometria para r 2 10 nm, impli-
cando que, provavelmente, o estado cebola no plano nao devera aparecer em nanotoros
produzidos experimentalmente com a tecnologia disponivel atualmente. Uma vez que
h& dois estados equivalentes de vortice associados com a quiralidade (sentido horéa-
rio ou sentido anti-horario), temos a possibilidade de armazenar “bits” de informagao
associando-se 0 e 1 a tais estados, tornando essa estrutura muito interessante, inclusive
do ponto de vista aplicado. De fato, como foi dito anteriormente, essa configuracao
tem sido proposta como candidata a armazenamento de dados em niicleos de memo-
ria e ha trabalhos tedricos e experimentais investigando o mecanismo de inversao da
quiralidade e polaridade de vortices tanto em nanoanéis [55], quanto em nanodiscos
cilindricos [56]. Desse modo, o estudo das propriedades magnéticas de nanotoros ferro-
magnéticos pode vir a ser de grande relevancia, uma vez que nanotoros apresentando o
vortice como estado fundamental podem ser produzidos, e o estudo do mecanismo de
inversao da quiralidade do vortice poderia trazer a possibilidade de um novo elemento
magneto-eletronico para armazenamento de dados. Além disso, a miniaturizagao de
nanoelementos magnéticos com a configuracao vortice como estado fundamental cria a

possibilidade de aplicacoes a nanobiologia, em especial, em terapias anti-cancer.
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Capitulo 2

Modelo tedrico

2.1 Breve introducao & teoria do magnetismo

A palavra magnetismo tem sua origem ligada ao nome de uma cidade da regiao
da Turquia que era rica em minério de ferro, a Magnésia. A palavra surgiu durante
a Antiguidade e estd associada a capacidade que fragmentos de ferro tém de serem
atraidos pela magnetita, um material encontrado na Natureza, de composicao quimica
Fe3O4. Os fendomenos magnéticos foram os primeiros a despertar a curiosidade do
homem sobre o interior da matéria [57]. Os primeiros relatos de experiéncias com a

magnetita sao atribuidos aos gregos e datam de 800 a.C.

Apesar de ter sido descoberto muito cedo, o estudo do magnetismo s6 se tornou
mais sistematico no século XVII, a partir de estudos realizados pelo médico inglés
William Gilbert. O interesse inicial de Gilbert pelos fendmenos magnéticos deveu-
se, em parte, as crencas de sua época, pois acreditava-se que como um ima poderia
interagir com alguns materiais, produziria também certos efeitos curativos no corpo
humano [58]. No entanto, em seu livro De Magnete Magneticisque Corporibus et de
Magno Magnete Tellure (Sobre o ima, os Corpos Magnéticos e o Grande ima, a Terra),
Gilbert s6 descreveu as propriedades magnéticas dos imas e apresentou sua teoria de

que a Terra se apresenta como um grande ima.

Durante mais de dois séculos a tentativa do homem em entender a natureza do
magnetismo foi frustrada devido a complexidade desse fendmeno. S6 com o advento da
Mecanica Quantica pode-se compreender e explicar a origem do magnetismo, bem como

diversas propriedades e caracteristicas do comportamento magnético dos materiais.

Atualmente, magnetismo é um tema de pesquisa extremamente fértil, atraindo
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interesse de boa parte da comunidade cientifica, dentre estes, fisicos, engenheiros, etc.
Os principais objetivos da pesquisa que os cientistas tém nesse campo sao a compreen-
sao das origens microscopicas das propriedades magnéticas dos materiais, descoberta
de novos materiais e fenomenos, o estudo das propriedades termodinamicas e das ex-
citacoes elementares dos materiais magnéticos, bem como o desenvolvimento de novas
aplicagoes tecnologicas [59].

Existem trés quantidades importantes para a descrigao do magnetismo na ma-
téria: o campo H, o campo magnético B e a magnetizacao M. No véicuo, o campo

magnético é diretamente proporcional ao campo H, ou seja,

onde a constante de proporcionalidade i é a permeabilidade magnética. As quantida-
des B e H estao relacionados somente com a densidade de corrente elétrica J_: e suas
intensidades podem ser determinadas a partir da expressdo de Biot-Savart (no regime
nao-relativistico: v/c < 1):

B(f) — ﬂ / J(X/) X (X — Xl)d?;x/’ (22)

4 |x —x'|3

onde a integracao é feita sobre toda a regiao da corrente.

Na presenca de um meio magnético, o campo magnético nao terd mais a forma
simples da equacao (22), pois o meio responde a presenga do campo magnético com
uma magnetizacao M que contribui tanto para B quanto para H. Dessa forma, dentro
de um meio material, B e H devem diferir em magnitude e direcao devido a magneti-
zacao M:

B = uo(H+ M). (2.3)

Se a magnetizacao é linearmente relacionada ao campo H, o solido é dito linear,
isto &, M = yH, com x sendo a suscetibilidade magnética. Nessa situagao, existe uma

relacao linear entre B e H:
B = (1 + x)H = pop,H, (2.4)

com u, = 1+ x sendo a permeabilidade relativa do material.

Microscopicamente, a explicacao das propriedades magnéticas adquiridas por
um corpo esta associada a existéncia de elétrons que se movem em torno dos niucleos
dos atomos, bem como ao momento angular intrinseco dos elétrons (spin). A magne-

tizacao surge do ordenamento dos momentos magnéticos atomicos, que aparecem em
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aAtomos possuindo camadas eletronicas incompletas. Ela é definida como a quantidade

de momentos de dipolo magnéticos por unidade do volume do material:
) 1

Podemos notar, a partir de uma anélise da equagao (2.3), que para haver magnetiza-
¢ao ¢ necessario que existam momentos de dipolo magnéticos u; e que estes, na média,
apontem na mesma dire¢io, o que ocorre se um campo magnético atuar no sistema e/ou
a temperatura for suficientemente baixa. Experimentalmente, as curvas de |M| vs. |H]
ou |B| vs. |H| trazem informagoes sobre a dureza magnética do material, sua anisotro-
pia cristalina, o campo de coercisividade, a magnetizacdo remanente, etc. [8 24} 60].
Por outro lado, deve-se mencionar que qualquer material magneticamente ordenado
deixa de sé-lo a uma temperatura suficientemente elevada, denominada temperatura
critica ou temperatura de Curie (7).

O momento de dipolo magnético de um atomo livre tem trés fontes principais: o
spin, com o qual os elétrons sao dotados, seus momentos angulares orbitais, e a mudanca
no momento induzido por um campo magnético aplicado [8, 24, [61]. A relagao entre o

momento de dipolo magnético e o momento angular orbital L é dada por

eh
= —g—L, 2.6
2| g1 om (2.6)
e, similarmente, entre o momento magnético intrinseco e o spin S:

eh

.= —g—S. 2.
L 92mS (2.7)

Na equagao (2.6), tem-se a rela¢do com o momento angular, onde g; = 1 é o fator
g orbital. Ao passo que na equacao (2.71), tem-se a relagdo com o momento angular
intrinseco, e g; ~ 2 é o fator g de spin. Momentos magnéticos interagem entre si e,
como ja foi dito, com campos magnéticos externos.

Em Mecanica Quantica o momento magnético i de um atomo esta diretamente

relacionado ao seu momento angular total J = L 4 S, seguindo a relagao:

1= gps (%) : (2.8)

onde pup = eh/2m é uma unidade usual de momento magnético, chamada magneton
de Bohr, m é a massa do elétron e g é o fator de Landé, dado por:

J(J+1)+S(S+1)— L(L+1)
2J(J +1)

g=1+ (2.9)
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Figura 2.1: Representacao esquematica de alguns tipos de materiais magnéticos exis-
tentes na natureza. A) Paramagnético; B) Ferromagnético; C) Antiferromagnético; D)

Ferrimagnético.

Os materiais magnéticos podem ser classificados de acordo com sua resposta
a aplicacao de campos magnéticos, e tal resposta pode ser quantificada através da

suscetibilidade magnética y. Os tipos de materiais mais conhecidos sao (Fig. 2.1)):

e Diamagnéticos, cuja suscetibilidade tem valor pequeno e é negativa.

e Paramagnéticos, que sao caracterizados por uma suscetibilidade positiva que varia

linearmente com o inverso da temperatura.

e Ferromagnéticos, que tém uma ordem magnética espontanea abaixo de uma de-
terminada temperatura critica e também tém uma dependéncia linear de xy com
1/T acima dessa temperatura. Além disso, microscopicamente, o arranjo dos

momentos magnéticos é paralelo e, macroscopicamente, obtemos M # 0 para
T <Te.

e Ferrimagnéticos, que embora apresentem uma magnetizagao espontanea nao sao
classificados como ferromagnetos, pois, ao contrario do ferromagnetismo, o ar-
ranjo dos momentos magnéticos em sitios vizinhos é antiparalelo. A magnetiza-
¢ao espontanea decorre do fato da magnitude dos momentos antiparalelos serem

diferentes, ou seja, a magnetizacdo numa direcao é maior do que na outra. De
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qualquer modo, a temperaturas suficientemente altas eles perdem a “imantacao”,

tornando-se paramagnéticos.

e Antiferromagnéticos, que se caracterizam pela auséncia de magnetizacao espon-
tanea, nao devendo ser confundido, no entanto, com o caso paramagnético. A
temperatura abaixo da qual um material paramagnético se torna atiferromagné-

tico denomina-se temperatura de Néel (7).

Quando um campo magnético externo é aplicado sobre um material paramag-
nético, ha o crescimento do nimero de elétrons que apontam na direcao do campo,
dando origem a uma magnetizacao diferente de zero para o material. Em nivel ato-
mico, o ferromagnetismo pode ser explicado pela presenca de elétrons desemparelhados
em uma das sub-bandas atdmicas, que ocorre mesmo na auséncia de um campo ex-
terno. Tal desemparelhamento pode ser explicado, aproximadamente, por uma teoria
de campo médio, na qual os momentos atomicos sao influenciados por um campo AM,
o qual é causado por todos os outros elétrons. Por outro lado, o elétron é magnetizado
por esse campo médio, aumentando assim, a resultante da magnetizacao, que, por sua
vez, aumenta o campo médio, o qual influencia outros momentos magnéticos e assim
sucessivamente. Tomando base no fato de que a natureza tenta minimizar a energia de
um sistema, temos que olhar se é possivel decrescer a energia de um sistema caso ele
se torne ferromagnético sem a aplicagao de um campo externo.

Essa situacao pode ser idealizada se nos passarmos alguns elétrons com spin
down para a sub-banda da superficie de Fermi na qual ficam os elétrons de spin up.
Dessa forma, os elétrons com spin down com energias entre Er — 0F e Er devem
integrar a banda de spin up com energias entre Fr + 0E e Er (Ver Fig. [22]). Nesse
caso, o nimero de elétrons movidos é %g(EF)cSE e o crescimento na energia cinética
serd entao [24]:

AB = %g(Ep)(éE)Q. (2.10)

Dessa forma, vemos que essa situacao nao parece favoravel uma vez que hi um cres-
cimento de energia cinética. Entretanto, esse aumento pode ser compensado por um
decréscimo na energia de troca da magnetizacao com o campo molecular. Ou seja,
com a polarizacao espontanea, os nimeros de elétrons up e down sao dados, respecti-

vamente, por:

1 1
1 1
ny=gn = ig(EF)éE, (2.12)

18



Figura 2.2: Densidade de estados para elétrons com spin up e down exibindo um

deslocamento espontaneo de spin sem a aplicagao de um campo magnético externo.

sendo n o nimero de elétrons no nivel de Fermi no caso paramagnético. Como cada

elétron carrega momento igual a 1 magneton de Bohr (up), a magnetizagdo pode ser

escrita como:

M = pp(nty —ny)

e a energia potencial ou energia de campo molecular é dada por:

1 1 1
AVISES _QMOM “AM = —éuo)\MQ = —iuo,uzB)\(nT —ny)%

Definindo U = pou% ), temos:

1 2

ABpo = —5U - [9(Ep)OE]

e a variacao na energia total serd de:

1

AE = AE¢, + AE, = §g(EF)(5E)2[1 ~U-g(Ep)].
Dessa forma, a magnetizacao espontanea é dada para AE < 0, ou seja:
U-g(EF) 21,
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o qual é chamado critério de Stoner para o ferromagnetismo. Entre os elementos
quimicos conhecidos, apenas o Fe, Co e Ni satisfazem a esse critério, sendo, dessa

forma, ferromagnéticos.

2.2 Modelo para o calculo da energia

Tendo sido dada uma breve explicacao para o fenomeno ferromagnético nos ma-
teriais, discutiremos um pouco a respeito das contribuigoes de energia para sistemas
magnéticos. Adotaremos aqui uma aproximacao continua, na qual a granulosidade
atomica nao é levada em conta e as dimensoes consideradas sao muito maiores do que
o parametro de rede (distancia intermolecular, ~ 3 A° tipicamente). Nesse tipo de
aproximagcao, o magneto é descrito em termos de uma fun¢ao da posi¢ao no interior do
objeto, o vetor magnetizagao, definido na Eq. (Z.3]). A func¢ao que define a magnetiza-
¢ao é considerada como tendo o mesmo médulo em todos os pontos dentro do magneto
(Ms), variando apenas sua direcdo. Nesse caso, a energia do magneto, na auséncia de
campo externo, é dada pela soma de trés termos correspondentes as contribuicoes da
energia magnetostatica (Emag), da energia de troca (Ee) e de anisotropias (Eapi). A
competicao desses termos pode levar ao aparecimento de estruturas bem conhecidas em
magnetismo, tais como paredes de dominio, configuracoes tipo vortice, paredes de Neél,
etc. Nesse tipo de aproximacao, o estado fundamental da magnetizacao é determinado
pela minimizacao da energia total. Neste trabalho, consideraremos que a anisotropia
¢ muito pequena, podendo ser negligenciada no computo da energia total. Tal aproxi-
macao é razoavel para nanomagnetos que apresentam uma orientagao aleatoria de sua
estrutura cristalina, como o Permalloy (neste caso, dizemos que, macroscopicamente,
o magneto é isotropico). Dessa forma, a energia total de cada configuracao magnética

¢ dada por:
Etot - Eex + Emag- (218)

A contribuicao magnetostatica para a energia é a interacao da distribuicao da
magnetizagao com o campo criado pela propria distribuicao, isto é, vem da interagao
dipolo-dipolo. O campo gerado por M(r) pode ser definido diretamente a partir das
equacgoes de Maxwell. Quando nao ha densidade de corrente livre, j = 0, temos V x
H(r) = 0, o que implica que o campo magnetostatico gerado por cargas volumétricas,
p = V - M(r), e superficiais, oriundas da componente de M(r) normal a superficie,

o =n-M(r), pode ser escrito como o gradiente de uma fun¢ao escalar arbitraria ®(r)
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conhecida como potencial magnetostatico, ou seja, H(r) = —V®(r). Ja da relacao de
Gauss, V- B =0, onde B = poH + M, concluimos que:
1 9 1

VH=-—V - M=V®d=—V.-M. (2.19)
Ho Ho

Uma vez que estamos lidando com um magneto toroidal finito, temos que M = 0

no espaco livre fora do objeto, entao a Eq. (ZI9) pode ser ai escrita como:
V20 = 0, (2.20)

que é a equacao de Laplace. As condicoes de contorno sao obtidas do fato de que no
contorno do material a componente de H paralelo & superficie e a componente de B

perpendicular a superficie sao continuas:

(Din = (I)ou
{ ' (2.21)

8<1>in _ OPout __ .
on on M n

onde n é o vetor normal a superficie. A solucao formal para o conjunto de equagoes

acima pode ser escrita na forma:

d(r) = da’ (2.22)

r—r|

Mg v m(r’)d , MS/ n' - m(r)

—_—— _— ’U —_— _—
dr Jyr |r—1/| AT Jo

com m = M(r)/Ms e S (V) sendo a area (volume) do magneto. Uma vez que o

potencial magnetostatico foi determinado, a energia magnetostatica é dada por:

Ernag = ,uo;\/fs /Vm(r) -V&(r)dv > 0. (2.23)

A energia magnetostatica é de natureza classica e nao local, de onde vemos
que essa grandeza é obtida através da integracao dupla sobre o mesmo volume, tor-
nando esse termo para a energia diferente daquele referente a energia de troca os quais
sao locais, envolvendo uma integracao no volume de uma densidade de energia. Esta
propriedade esta associada ao aspecto de longo alcance das forcas de interacao entre
dipolos. Dessa forma, é muito dificil calcular a energia magnetostatica para uma geo-
metria arbitraria. Para uma discussao mais completa acerca da energia magnetostética,
reportamos o leitor as Refs. [8] 24].

O outro termo que sera levado em conta para determinar a energia total do
nanotoro magnético é a energia de troca, que é de curto alcance e de natureza local.
Sua origem nao tem andlogo classico e vem da sobreposicao de funcoes de onda em

Mecanica Quantica. Numa aproximacgao continua, onde o vetor magnetizagao varia
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lentamente na escala do parametro de rede, ela pode ser escrita em termos dos angulos
entre momentos magnéticos vizinhos e espera-se que estes sejam sempre pequenos, uma
vez que a curtas distancias, as forcas de troca sao muito intensas. Dessa forma, temos
que, para pequenos angulos, a energia de troca pode ser escrita, a partir do modelo de

Heisenberg, como:
Fexy. =—J g Si-S; = —JSs? E CoS ¢ j ~ JS? g gbij, (2.24)
ij ij ij

onde J é a constante de troca do material e S é o vetor (no espaco interno) de spin.
Na Equagao acima, foi feita a subtracao do termo que conta para a energia na qual
todos os spins estao alinhados, o qual é o estado fundamental (de troca) ou estado
ferromagnético. Para angulos muito pequenos, e apos alguma manipulacao algébrica
[8], temos que o modelo de Heisenberg acima descrito nos leva a aproximagao continua,
o qual, tanto no volume do magneto quanto nas variaveis de magnetizagio/spin toma

a forma do modelo o-nao linear:

Fo = A/U {(ﬁmzf + (ﬁmy>2 + (ﬁmz)Q] dv. (2.25)

onde A = %c, com a sendo o parametro de rede do material e ¢ = 1,2 ou 4 para
uma rede cubica simples, ciibica de corpo centrado ou ciibica de face centrada, respec-
tivamente. Conforme A < 0 ou A > 0, a equacao acima descreve um sistema ferro
ou antiferromagnético, respectivamente. Aqui, m = (m,,m,,m,) é o vetor de spin
classico (supostamente descrevendo a magnetiza¢do unitaria, m = M /Ms) valorado
numa esfera unitaria (espago interno). Para a maioria dos casos de interesse préatico,
a Eq. (Z20) pode ser tomada como uma boa aproximagao. A constante A é tomada
entao como um dos parametros fisicos do material, cujo valor é obtido para ajustar os

resultados da teoria aqueles obtidos experimentalmente.

2.3 Geometria do toro

Nosso objetivo ¢ estudar o modelo descrito acima na geometria do toro, a qual
consiste numa superficie curva com uma varia¢ao suave em sua curvatura. O toro mais
simples é aquele possuindo um buraco e, no espaco tridimensional, se assemelha a uma
rosquinha (veja Figl2:3). Dependendo dos tamanhos relativos de R (raio externo) e

r (raio interno), existem trés tipos de toro conhecidos como padroes. O caso R > r
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Figura 2.3: Aparéncia de um toro embebido num espacgo tridimensional. Olhando da
esquerda para a direita, vemos o toro do tipo anel, o horn torus e o toro com auto

interse¢ao no eixo z.

corresponde ao toro do tipo anel, R = r corresponde a um horn torusEI o qual é tangente
a si mesmo no ponto (0,0,0), e R < r corresponde a um toro com auto-interse¢cao no
eixo z (ilustragoes sao apresentadas na Fig. [23]). Aqui consideraremos apenas o caso
do toro do tipo anel, uma vez que este é o mais factivel do ponto de vista fisico (Ver
Fig. 24).

Dentre os iniimeros sistemas de coordenadas possiveis, dois deles sao mais con-
venientes para descrever o toro no espaco: coordenadas tipo-esféricas, nas quais as

equacoes paramétricas para um ponto 7 localizado no toro sao:
r = (R+ rsenf) cos¢, y=(R+rsenf)seng e z =rcosf (2.26)

onde r € [0,al, 6 € [0,27] e ¢ € [0,27]. O operador gradiente e o elemento de volume
nesse sistema de coordenadas sao facilmente calculados. Esse sistema de coordenadas
é representado na Fig. 2.4

O outro sistema conveniente é conhecido como sistema de coordenadas toroidal,
(a, B, ). Tal sistema de coordenadas é obtido pela rotagao do sistema de coordenadas

bipolar bidimensional sobre um eixo separando seus focos e é definido por:

b senha cos ¢ - senhassenp R senf3 ’ (2.27)
cosh o — cos 3 cosh o — cos 3 cosh o — cos 3

onde b ¢ uma constante que da o raio de um circulo no plano z = 0, descrito por

a — oo (isto é, quando o — oo nos obtemos x = beosy, y = bsenp e z = 0). Os

LA traducdo para o portugués da palavra horn é chifre, dessa forma, manteremos a nomenclatura

em inglés para o horn torus.
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Figura 2.4: Tipo mais comum de toro, o toro do tipo anel, e um possivel sistema de
coordenadas sobre ele, (6,¢) € [0,27]. Os parametros r e R sdo os raios interno e

externo do toro, respectivamente.

valores assumidos pelas variaveis no sistema de coordenadas toroidal sao 0 < a < o0,

0< B <2re0< < 2m. em termos de R e r, temos que, na superficie do toro:

b=+/(R+7)(R—r), coshag= g, (2.28)

0 que permite a interpretacao de b e ay como raio geométrico e o dngulo excéntrico,
respectivamente (veja [48, [54] e referéncias citadas neles). Em contrapartida, temos
que R = btanh a e r = bsenha, bem como ¢ = .

Algumas relagoes nesse sistema de coordenadas que serao importantes na dis-
cussdo desse trabalho sdo aquelas entre vetores unitarios Cartesianos (x,y, z) e vetores

unitarios toroidais (&, 5, ¢):

.1 —coshacosp senhasen(
&= — z, (2.29)
cosh o — cos 3 cosh o — cos 3
B _ senhasen( 11— cosh a cos 8 7 (2.30)
cosh a — cos 8 cosha — cos 8
® = (—xseny + y cos p), (2.31)

onde R = xcos ¢ + yseny. Uma simples substituicao de valores de ¢ e 8 mostra que
& é um vetor unitario perpendicular a superficie e apontando para o interior do toro.
Dessa forma, assumiremos que n = —& é o vetor normal & superficie. Ao contrario
do primeiro sistema de coordenadas, o operador gradiente aqui nao é tao facilmente

obtido, e lé-se:

_cosha—cosf3 (. 0 ~ 0 o 0
V= — (aa—& + ﬁ% + senha%) ) (2.32)
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Figura 2.5: Algumas configuragoes consideradas neste trabalho. Da esquerda para
a direita, podem-se ver as configuragoes de dominio tinico (ao longo da diregao z),
o vortice, ferromagnético e cebola (com ¢ = 7; ver o texto para maiores detalhes),

respectivamente (as tltimas trés, com os dipolos ao longo do plano zy).

Finalmente, o do elemento de volume é dado por:

b3senha
dv = dadBdep. 2.
! (cosh a — cos 5)3 adjdy (2:33)

2.4 Configuracoes magnéticas estudadas

Aqui, queremos determinar e comparar a energia de trés diferentes configuracoes
para o vetor de magnetizagao: o estado vortice (1), o estado ferromagnético (dominio
tinico) na diregao do eixo z (F,) e o estado cebola (O) no plano zy (ver Fig. 2.0]). No
intuito de continuar nossos céalculos, é necessario especificar a fun¢do m(r) referente
a cada uma dessas configuracoes. Para o caso ferromagnético na direcao do eixo z,
temos mz, = z, enquanto a configuragdo de dominio tnico na dire¢ao do plano xy é
um caso especial do estado cebola e pode ser dado por mz,, = x. O estado vortice é
representado por my = ¢, onde ¢ é o vetor azimutal unitario no plano zy. Finalmente,
a configuracao cebola sera dada pelo modelo proposto por Landeros et al [19], onde o

vetor de magnetizagao é descrito por:
mo = m, ()R + m,(p)3, (2.34)

onde as expressoes para as componentes reduzidas m, e m, da magnetizacao sao:

f(e), 0<p<m/2
m _ _f<7T_90)7 7T/2<90<7T 235
(%) —fle—m), 7™<e@<3m/2 (2.35)

f2r—y¢), 3n/2<¢<27m
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-V 1= (), 0<p<m/2
malp) =4 VLT fr=e), m2<e<m (2.36)
1—fp—m), 7<@<3m/2
V1= 227 — ), 3m/2<¢<2m,

onde f é uma fungao limitada tal que —1 < f(¢) < 1. Na Ref. ([19]) foi sugerido que

a funcao f pode ser da forma:
fg,¢) = cos’p, (2.37)

onde g > 1 € R. O valor de ¢ deve ser escolhido de forma que a energia da configuracao
para cada par (r, R) é minimizado, o que acontece quando 0F/dq = 0. O modelo acima
permite uma transicao continua da configuracao de dominio tinico na direcao do plano
xy (¢ = 1) para o estado cebola (¢ > 1). O desvio do caso ferromagnético se torna mais
pronunciado & medida que o valor de ¢ aumenta. Este modelo foi utilizado previamente
para determinar a energia do estado fundamental no nanoanel [19] e na nanoesfera [22].
Apesar da configuracao cebola ser o estado real de magnetizacao, ja foi demonstrado,
para o caso de nanoanéis |18, [19] e nanoesferas [22], que o desvio da diregao paralela
(configuracdo de dominio unico) é muito pequeno, isto é, ¢ ~ 1 dentro dos limites
nos quais a configuracao cebola é estavel, de forma que, nesses casos, pode-se tomar o
estado ferromagnético no plano para realizar a analise do problema de minimizacao de

energia nessas geometrias, tornando essa tarefa mais facil de ser realizada.
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Capitulo 3

Excitacoes topologicas de spins no

toro

Nesta secao, estudaremos excitacoes de carater topologico da energia de troca
na superficie do toro, isto é, estaremos analisando o modelo de Heisenberg em duas
dimensoes. Na secao anterior, mostramos que, numa aproximacao continua, a energia
de troca de um magneto pode ser determinada a partir do limite continuo do modelo
de Heisenberg, Eq. (2:25). No entanto, partindo do ponto de vista de teoria de cam-
pos aplicada a um espaco curvo, tal termo de energia pode ser escrito de uma forma
ligeiramente diferente, no intuito de mostrarmos que o vortice aparece como uma das
excitagoes sobre o estado fundamental da energia de troca, isto é, o estado ferromag-
nético. Dessa forma, podemos tomar a Eq. (225) e reescrevé-la, em duas dimensoes,

no formalismo de teoria de campos, como a Hamiltoniana:

e 55 () i

ij=1ab=1 I

onde 7, e 75 sao as coordenadas curvilineas da superficie, além disso,
S = (5S4, 9y, 5:) = (senO cos @, senOsend, cos O)

é o campo vetorial de spin cléssico avaliado numa esfera unitaria (espago interno), logo
© =0O(n,m) e ® = D(n,m), g9 e hy sio elementos da métrica do espago fisico

e do espago interno (esfera de spins), respectivamente e \/|g| = +/|det[g;;]|. Quando
aplicamos o modelo acima ao sistema de coordenadas dado pela equacao (226]), usando

os elementos da métrica referentes a tal sistema e parametrizando o espaco interno em
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coordenadas cartesianas, de forma que hy, = 4, a Hamiltoniana (3.1 toma a forma:
dS* aSv\? [0S*\?
"= J// {Rwsene{( &b) <a¢) +< a¢) }+
N R+ rsenf | [ 0S* 2+ @ 2+ 057\ 2 ddd (3.2)
r 00 00 00 ' '

Tomando agora a representacao de S em termos de © e ® (coordenadas esféri-

cas), obtemos:

™ 2 r
H = J/ /(; {m [(8¢@)2 —+ sen2@ (6(;5(1))2} +

R 0
+ ﬁ [(8,0)° + sen®0 (9, D)?] }dgbd@, (3.3)
onde adotamos Jyp = % edy = a%'

Agora, podemos determinar as equacoes de movimento referentes a ([B.3]). Essas
expressoes sao obtidas a partir do desenvolvimento da equacao de Fuler-Lagrange para

campos. Adotaremos aqui a forma como ela é definida na referéncia [62], ou seja,

oc 0 oL

= _ 2 = 3.4

%~ o (a0 O 34
Aqui, 2# = (z',2%) = (¢,0) e adotamos a convencao de Einstein na qual indices

repetidos (um covariante e outro contravariante) representam somas.

Como estamos procurando por solugoes estaticas, o papel desempenhado por £
em (B.4]) é assumido pela densidade da Hamiltoniana, h, porém com sinal negativo, ou
seja:

H=> mla@q-L=>H=-L

onde q, 7(q,q), H e L sdo, respectivamente, a coordenada canonica, 0 momento con-
jugado, a Hamiltoniana e a Lagrangiana do sistema. A densidade da Hamiltoniana

para o nosso caso ¢ dada por:
h={ ———[(9,0) + sen?0 (9,0)?] +
R + rsenf

R 4 rsenf
_'_ T

[(89@)2 + sen’© (09613)2} } (3.5)
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Entao, tomando as equagoes (B.4) e (B.5)), temos que:

% s e~ |aae)] 59

Logo, realizando as devidas operagoes, chegamos a seguinte relagao:

r

R 4 rsenf [ \
R + rsenf

sen© COS@{ [(8(15(1))2} +

(990)* + (aecp)?}} _

6
cos 0 (950) + R+$639 +

,
- 3.7
R+ rsenf ? (37)
Analogamente, obtem-se a equacao:

r

R+ rsenf
R + rsenf

r

cos fsen’00, P + Oy (sen2@8gq>) + Op (sen2@8¢,<b) =0. (3.8)

Apesar do sistema de coordenadas dado por (2.27]) possuir solu¢oes mais simples
para o modelo adotado, iremos trabalhar com o sistema (2Z26). A razao dessa escolha
se deve ao fato de que essas expressoes se assemelham a suas componentes para os casos
planar, esférico ou pseudo-esférico. Ou seja, se R+ rsenf for identificado com t, Rsend
ou o7, enquanto ¢ mantém seu papel de angulo azimultal, aquela expressao recupera
os seus anélogos planar, esférico ou pseudo-esférico [63] 64] (aqui, v = |¢] responde pela
distancia radial em coordenadas polares, R é o raio em coordenadas esféricas enquanto
ot responde pela distancia medida ao longo de uma geodésica na pseudo-esfera, isto é,
uma hipérbole).

Para alcancar nossos objetivos, ou seja, encontrar excitacoes de carater topolo-
gico na superficie do toro, consideraremos as solucoes confinadas ao plano XY. Como
estaremos lidando com solucoes estaticas, apenas a variavel de spin ® tera dinamica
(espacial) enquanto © permanecera constante, de forma que tomaremos © = 7/2.

Entdo, a Hamiltoniana (B.3) para este sistema passa a ser escrita como:

s 27
r 9 R+ rsenf 9
Hep = B g (Oe® ——— (0p®)" | dodb. ]
w J/w/o {R + rsenf (0®)" + r (0p®)”| do (3.9)

Assumindo que existam solug¢oes nao-triviais (caso ferromagnético) com simetria cilin-

drica em ®, isto é, & = $(¢), temos, da equagao ([BH), que:

_ __r 2
Hgp = J// Tt rsond (0,P)” dpdb. (3.10)

entao:

P =0, (3.11)
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cujas solucoes sao da forma:
O(¢) = Ko + o, Kk € Z, (3.12)

a qual, quando tomamos ¢y = 7/2 e k = 1, obtemos a expressao definida anteriormente
para a configuracao vortice, isto é, my, = ¢. Aqui, x é a carga do vortice (vorticidade),
enquanto ¢y é uma constante de integracao, que nao contribui para a energia, apenas

para seu aspecto global. A carga é formalmente definida, no limite continuo, como:

1

R = —
2T C

(V®) - dl. (3.13)

Podemos agora calcular a energia de troca associada a excitagao tipo vortice na super-
ficie do toro, tomando a solugao dada em (3.12) e substituindo na Hamiltoniana (3.10),

encontrando, no caso do toro do tipo anel (R > r):

.
VR 2

donde se nota que, diferentemente dos casos, esférico, planar ou pseudo-esférico, a

B,y = 4% JK? (3.14)

energia do vortice no toro do tipo anel nao apresenta divergéncias espirias, geralmente
associadas ao centro do vortice, onde a aproximacao continua nao é, muitas vezes,
apropriada. Em outras palavras, o genus (buraco interno do toro) é um regularizador
natural para a configuracao vortice no toro do tipo anel, ndao permitindo que essa
excitacdo possa apresentar um caroco singular. Nos outros casos (R =7 ou R <), é
necessario introduzir um corte para impedir as divergéncias no ntcleo do vortice. Para
maiores detalhes sobre tal procedimento, o leitor é remetido as referéncias [63, [64].
Analisando o limite onde R — oo, tem-se que a energia do vortice se anula. Esse
resultado é esperado, uma vez que neste limite, efetivamente, estamos lidando com um
vortice num anel infinito (ndo um plano infinito) com raios interno e externo dados,
respectivamente, por R—nr e R+ mr. Alternativamente, também podemos pensar que
nesse limite o vortice é levado a superficie de um cilindro infinito, ao longo do eixo de si-
metria. Nesse caso, os spins aparecem praticamente paralelos (no caso ferromagnético)
uns aos outros, de tal forma que ao invés de um vortice, temos o estado fundamental
de troca, cuja energia normalizada se anula. Isto poderia sugerir, a principio, que a
configuracao em questao seria o estado fundamental do ferromagneto para a superficie
do toro. Entretanto vemos que existe uma carga topoldgica mesmo neste limite, o
que nao ocorre para o estado fundamental de um ferromagneto cilindrico, de onde se

conclui que esta configuracao nao pode ser aquela do estado fundamental de troca para
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um ferromagneto toroidal. Uma discussao melhor acerca do estado fundamental para
um toro ferromagnético poderé ser feita quando a energia magnetostatica for levada
em conta, o que serd feito no préximo capitulo.

Da andlise da Fig. Bl e da expressao (3.14), nota-se que a energia diminui
com o aumento de R/r, entretanto, se r aumentar proporcionalmente a R, isto é,
se mantivermos a relacdo r/R constante, temos que a energia do vortice permanece
constante. No limite em que r < R, a Eq. pode ser expandida em torno desse

ponto, de onde obtemos:

By ~ (“Z“Q) ro l(%ﬂ , (3.15)

donde concluimos que no limite /R < 1, a energia cresce linearmente com r, o que
pode ser notado a partir da analise da Fig[3.1l

A divergéncia da energia do vortice no toro, no limite R = r pode ser explicada
pelo fato de que quando R — r, o limite continuo falha, de forma que estariamos
adentrando o niicleo do vortice, o que agora é possivel ja que o tamanho do buraco vai
a zero, ou seja, o genus do toro se reduz a um ponto. No entanto, cuidado deve ser
tomado a curtissimas distancias, pois o tratamento continuo nao resolve o problema
do célculo da energia do nicleo (de fato, pode sim desde que os spins neste carogo
desenvolvam S, diferente de zero, que é possivel no modelo XY). Ja que o genus do
toro é reduzido a um ponto, torna-se necessario induzir um corte na superficie para
regularizar a energia. Este corte pode ser conseguido, para o caso do horn torus,
introduzindo um buraco de tamanho [y no nticleo do vortice. Fazendo isso, a energia

pode ser facilmente calculada:

3r_lg 2
2 T ]_ 2 ]_ 2
Ey_horn =2 ———(04,P)" db —— (04P)" db
" mJ [/0 1+ sené (952) +/37w+l_o 1 4 senf (952) ] ~
2 lo
= Ey phorn = 4mJK° cot 5 ) (3.16)

a qual depende apenas da relacao entre os tamanhos do buraco e do raio do vortice,
lo/ 7.

No caso do toro com auto-intersegao no eixo z (R < r), a densidade da Ha-
miltoniana (BJ0) ndo é bem definida nos dois pontos onde a superficie do toro se

auto-intercepta, isto é, nos pontos onde R + rsenf = (0. Nesse caso, mantendo 6
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Figura 3.1: Grafico da energia em funcio de R para o caso de um vortice no toro. A
esquerda, temos R variando de 2 até 4. Nesta figura, foi feito r =2, J =1, k = 1.
A direita, o grafico da energia do vortice em funcio de r, com r variando de 0 até R.
Nesta figura, foi feito R =4, J =1, k = 1.

arbitrario, a energia do vortice serd dada por [66]:

r+Rtan( )7\/7“27R2
r+Rtan( )+\/r27R2

N

O resultado acima deve ser avaliado num intervalo proprio, e, para tal, devemos in-

2]
2
2]
2

E = 2nJK%r

(3.17)

troduzir dois cortes ao redor dos pontos onde a densidade de energia é mal definida
(com o objetivo de evitar as singularidades), ou seja, em 0g,, = arcsin(—R/r) e
Osings = T — Osing,, € S0 apos isso podemos calcular a energia do toro com auto inter-
secao no eixo z. Entretanto, este trabalho é muito tedioso e as expressoes resultantes
tém comprimento muito grande, de forma que nao serao apresentadas aqui. A caracte-
ristica principal é que a energia de vortice definida nessa superficie mostra claramente
o aparecimento de dois carocos singulares localizados em 0,4, dado acima. Um outro
caso interessante é aquele no qual R = 0, onde a integracdo da Hamiltoniana (B.10])
para a solugao (B.I12) nos da exatamente o resultado obtido no caso esférico [63], isto
é, exibindo um par de carocos singulares nos pontos antipodais.

Em resumo, se comegarmos a analisar o toro do tipo anel (R > r), onde o vortice
é anucleado (sem carogo singular) e formos diminuindo o valor de R, eventualmente
obteremos o horn torus, onde um ponto de singularidade é formado. Diminuindo ainda
mais o valor de R, um toro com auto intersecao no eixo z é obtido e o vortice apresenta
agora um par de singularidades nos pontos de auto-interceptacgao. No limite R = 0,

esses pontos se localizam em posicoes diametricamente opostas e, efetivamente, temos
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um vortice numa esfera de raio r.

Além de excitacgoes tipo vortice, solitons fracionéarios aparecem numa superficie
toroidal como excitacoes sobre o estado fundamental, se considerarmos o modelo isotro-
pico [48]. Ainda estudando excitagoes de carater topologico, num trabalho preliminar
[65], obtivemos diversas solugoes para diferentes simetrias referentes aos sistemas de
coordenadas ([2.26) e (2.217). Os resultados obtidos neste capitulo, juntamente com uma
analise acerca de excitagoes de carater topologico sobre uma superficie toroidal foram
publicados no Physical Review B [48].

33



Capitulo 4

Configuracoes de minima energia em

nanomagnetos toroidais

4.1 Resultados analiticos

A partir de agora, comecaremos a discutir o caso de um toroide volumétrico
e aumentaremos o alcance de nossa anélise para incluir o termo magnetostatico no
calculo da energia de diferentes estados magnéticos no nanotoro. Comegaremos por
determinar a energia de troca para as configuracoes consideradas, isto é, vortice (V),
cebola no plano (O) e dominio tnico na dire¢ao z (DU,). Logo depois, determinaremos
as expressoes para a energia magnetostatica e realizaremos calculos numéricos no in-
tuito de determinar qual o estado fundamental da magnetizacao em um nanomagneto

toroidal.

4.1.1 Energia de troca

Como foi dito anteriormente, os momentos magnéticos sao paralelos entre si na
configuracao ferromagnética, dessa forma, este é o estado fundamental do termo de
troca para a energia do magneto. De fato, a configuracao de dominio tinico nao tem
custo de troca, uma vez que Vm = 0.

Entretanto, para a configuracao tipo vortice, a energia de troca deve ser com-
putada analiticamente dentro de nossa aproximacao baseada no modelo continuo de
Heisenberg, Eq. (2:25), levando a:

EY =2m%A |VbB2 + 12— |b||, (4.1)
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Figura 4.1: Energia de troca como uma fun¢io da razdo, R/r, para um nimero de
possiveis configurages tipo cebola (com diferentes valores de ¢). Por exemplo, note

que quando ¢ > 7 o cebola é mais energético que o estado vortice.

onde > = R2 — 72 > 0, |t| = V12— € (0,7] e ¢ é o raio do buraco do toro oco
(¢ = 0 representa o toroide completamente preenchido em seu volume). A expressao
acima também pode ser obtida de seu correspondente bidimensional representada na
Eq. ([BId), pela integracao sobre r (ver capitulo 3 e Ref. [48]). Analogamente, a

energia de troca do estado cebola deve ser avaliada, obtendo-se:

EO = BV <I(q) _ 1), (4.2)

onde

Ho) = %// o {af(aqai (b)rd‘ﬁ’

com Z(q) > 1 (para mais detalhes acerca da obtencao da Eq. (&2]), ver Apéndice [A]).
De fato, Z(q) = 1 para ¢ = 1, tal que a configuragio tipo cebola recupera a energia
do estado ferromagnético ao longo do plano zy (isto é, Egc(q:n
Z(q) = 2 sempre que g = 7, de forma que tais configuragoes (com ¢ > 7) nao podem

= 0). Em adigao,

ocorrer como estado fundamental, uma vez que sua energia total é maior que aquela

equivalente & energia do vortice (ver Fig. [.T)).
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4.1.2 Energia magnetostatica

Para o caso do estado vortice, temos que V- my = 0 e my-n =0, de forma
que nao ha o aparecimento de cargas magnéticas efetivas, entao, sua energia total se
deve apenas a contribui¢coes da energia de troca, computada acima. As demais con-
figuragoes consideradas neste trabalho possuem cargas magnéticas efetivas tanto em
sua superficie, quanto em seu volume, tornando o calculo de sua energia mais compli-
cada. A partir de agora, apresentaremos os principais resultados e suas interpretacoes,
deixando maiores detalhes para os respectivos apéndices. Em todos os casos, comeca-
remos determinando o potencial magnetostatico ®, do qual o campo magnético emerge
através da relacao H = —V®,,,, como usual. Nosso procedimento é baseado em cima
da avaliacao da fungao de Green 3D em termos dos harmonicos toroidais, envolvendo
as funcoes de Legendre de ordem semi-inteira , P::I:I/Q e Qﬁ:l:l/? de primeiro e segundo
tipos, respectivamente (remetemos o leitor ao Apéndice [Bl para maiores detalhes).

Iniciaremos nossa anélise pelo caso mais simples, a configuragao ferromagnética
(ou dominio tinico, DU) ao longo do eixo z, ou seja, miz, = Z. Nesse caso, apenas
cargas superficiais o, aparecem. Obtemos entao, formalmente (ver apéndice para
detalhes):

128410 M 203 = 5
Er]n-—;g = %senh%zo Zn2Pn_1/2Qn_1/2 (Q:l,fl/Q) y (43)

n=1

onde omitimos os superescritos £k = 0 nas funcoes de Legendre e também definimos
P! (cosh o) = P! e Q¥(coshap) = Q¥, onde cosh oy = R/r. Embora tenhamos expli-
citamente assumido um toroide volumétrico, o resultado acima nos d&, prontamente,
seu corresponde oca (devemos retornar a esse ponto com mais detalhes depois).
Abaixo, apresentamos a contribuicdo magnetostatica associada a configuracao
tipo cebola, cujo caso especial no qual ¢ = 1 representa o dominio tinico ao longo do
plano, DU,,. Agora, no estado cebola, tanto cargas superficiais quanto volumétricas
tomam lugar, tornando a determinacao de ®,, muito complicada. Mesmo para esse

caso, obtemos uma expressao formal para todo ¢, como a seguir:

o 16poMEP o F(n—k+1) .

X @ ajpAe (AT~ BLTY) = BY (AT = BIGY )| (49)
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Figura 4.2: Representacao do sistema de coordenadas de um toro oco, com raios inter-

nos r4 > rpg a espessura é t =r, — rp.

com as defini¢oes:

Jk—/ Tl )ma (&) de, j”_/ Tl MW

Bk' — _§ /OO Q:L—l/Z(COSh O[) do gk’ / gk ( )] dg@l

2 senhq
Acima, usamos as coordenadas («, 3, ¢), apresentadas na Eq. (IQZZI) (por exemplo,
temos que R = btanha, r = bsenha, e ¢ = ¢), onde A,, Ju(¢'), BE e, GF(¢') sao
dados no apéndice Devido a forma das expressoes obtidas, uma avaliacao mais
aprofundada da energia (£4)) demanda integragdo numérica, com (R, r) como dados de
entrada.
Tomando ¢ = 1 na Eq. (44) obtemos a energia magnetostatica associada &

configuracao DU,,,, como abaixo:

Y

32410 M2b
Eﬁag 752 A2P1 1/2Qn 1/2> (45)

onde usamos a propriedade m(rd) On-12 = Qn—l/Z (ver Ref. [66], p. 959).
Retornaremos agora a discutir o caso do toro oco, com espessura t. O poten-

cial ®,, deve ser prontamente computado através da superposicao linear dos potenciais

associados a dois toros concéntricos, possuindo magnetizagoes opostas em suas super-

ficies. Fazendo uso dos resultados preliminares, tomamos as coordenadas («, 3, ¢), tal
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que dois toros arbitrarios, A e B, sdo parametrizados por (a4, 3, ¢) e (ap, 5, ¢’), res-
pectivamente. Entao, temos cosh(as) = R/ra, cosh(ag) = R/rg et =ry —rp (ver

Fig. A1.2)), e assumindo r4 > rpg, obtemos, para o estado ferromagnético ao longo de

z.
128110 M2 & ,
f;g hollow TSZnQ[ bsenh’a, Pyl 1/2Qn 1/2( iﬁlp)
n=1
2
_b senh? OéBP 1/2Qn 1/2( ,11]'31/2) } (4_6)

e para o estado ferromagnético ao longo do plano, temos:

24 2
32,u0 n+1/2

Fo 3 plA 14
mag|, = Z {b P2 pQn 1, |coshay (m — Q1

24 ) 2B ) 2B ) 2

n—1/2 3 plB - n+1/2 1B n—1/2

— —bpP, h — = — . (4.7

SeHhOéA] UQQ” 1/2 [COS an <senhoz3 nQn_1/2> senhozB] } (4.7)

Acima, definimos b p = y/R? — 17} 5, enquanto P(Q)4(coshasp)) = PQEP 0
segundo termo nessas expressoes, proporcional a bg, se anula quando rg — 0, de forma
que, como esperado, quando r4 = r, obtemos a expressao [£.5. O mesmo procedimento
pode ser usado para determinar a energia do estado cebola, mas devido ao comprimento

da expressao, devemos omiti-la aqui.

4.2 Resultados numeéricos e discussoes

Embora tenhamos obtido expressoes analiticas para a energia magnetostatica
dos estados de magnetizagao estudados (Eqs. (£3)-(4.3])), uma analise imediata de suas
implicagoes fisicas nao é clara devido a suas formas complicadas. Dessa forma, para
extrair resultados relevantes, devemos avaliar essas expressoes numericamente. Para
realizar os céalculos numéricos, utilizamos a subrotina do Fortran, entao denominada
DTORHI [67], a qual nos da os valores de Py, ,(cosha) e QF_, ,(cosha) para quais-
quer valores de R e r. Também adotamos os parametros experimentais associados ao
Permalloy, isto ¢, A = 1,3x 107" J/m e M, = 8,6 x 10°> A /m, tal que o comprimento de
troca é lex = \/2A/puoM? = 5,3nm. Tal comprimento conta a importancia relativa de
cada contribuicao, de forma que a energia de troca domina a curtas distancias, d < lu,
dando lugar, em importancia relativa, & energia magnetostatica para d 2 l.

Em primeiro lugar, comparamos as energias associadas aos estados ferromag-

néticos (dominio tnico) ao longo do eixo z e do plano zy, cujas energias sdo, com
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Figura 4.3: Energia magnetostatica dos estados ferromagéticos ao longo de z e xy em
fungdo do volume do toro (V = 27%r?R). Acima, fixamos r = 5 nm enquanto R varia
de 5,05 nm para 2500 nm. Claramente, DU, é energeticamente favoravel quando

comparado a seu correspondente ao longo do eixo z.

excelente precisio, representadas pelas expressoes simples (V = 27%r?R é o volume do

toro) dadas abaixo:

Bl 1 El:, 1
— 5~V I~V (4.8)

mostrando que DUy, custa, aproximadamente, metade da energia de seu correspon-
dente ao longo de z (Fig. [43]). Dessa forma, de agora em diante, apenas esse estado
ferromagnético na direcao do plano sera considerado.

Continuando nossa anélise e considerando o fato de que esse estado é um caso
particular da configuragao tipo cebola, com ¢ = 1, é importante determinar os valores
desse parametro que minimizam a energia total para um dado toro. Tal resultado pode
ser formalmente encontrado resolvendo-se 0E/dq = 0. Nossos resultados numéricos
podem ser resumidos na Fig. [£35] onde apresentamos a energia total dos estados de
vortice, cebola e DU,, em fungdo de R/r. Para cada grafico, o estado cebola perde
sua estabilidade no ponto O, uma vez que ele se torna mais energético que o estado
vortice para maiores valores de R/r. Neste ponto, resultados numéricos mostram que
g ~ 1,7 minimiza a energia total em um toro com R ~ 8nm e r = 1 nm (para maiores

valores de R, o estado fundamental consiste da configurac¢do vortice). Podemos notar,
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Figura 4.4: Tlustragoes de configuragoes tipo cebola com ¢ = 1 (configuracao ferromag-
nética; esquerda) e ¢ = 1,7 (direita). Como indicado pelos valores de suas energias, o
desvio dos momentos magnéticos da direcao paralela € muito pequeno, de forma que
esses estados sao semelhantes, inclusive energeticamente, um com o outro (veja texto

para maiores esclarecimentos).

também, que a energia total do estado cebola, no ponto O, é apenas ~ 3, 2% menor que
seu correspondente ferromagnético (DU,,, indicada pelo ponto F' na Fig. [L3]). Este
fato esta associado ao pequeno desvio da direcao paralela dos dipolos magnéticos para
g = 1,7, como podemos ver na Fig. @4l A medida que aumentamos o valor de r, tal
diferenca de energia entre essas duas configuragoes, nos pontos de transicao, diminui,
como ilustrado na Fig. E3] (4 esquerda) onde foi tomado r = 2nm. Dessa forma,
para economizar tempo e esforco computacional, adotaremos ¢ = 1 como uma boa
aproximacao para avaliar a energia total do magneto, ou seja, para nossos propositos,

¢ suficiente compararmos as energias associadas aos estados de vortice e DU,,,.

No intuito de completar nossa anélise, devemos comparar a energia associada aos
estados vortice e DU, para decidir qual deve ser o estado fundamental de magnetizacao
para um dado toroide. A Figura[4.6lresume nossos resultados, onde indicamos o estado
favoravel energeticamente para uma dada relagdo R/r no toro. Considerando apenas
a regiao da figura que nos da um toro fisicamente possivel, com R > r, devemos
notar que o vortice aparece como estado fundamental em todo toro com r 2 10nm
(p = r/ley 2 2). Naqueles toros onde r < 10nm o vortice ainda minimiza a energia
total sempre que R 2 10nm ({ = R/{., 2 2) enquanto DU,, é energeticamente
favoravel para valores menores de R. Devemos salientar que na regiao p S1e & S 1,5
o verdadeiro estado fundamental nao ¢ DU,,, (¢ = 1) exatamente, mas uma configuracao
tipo cebola suavemente diferente, com 1 < ¢ < 1,7, cujas energias sao, no maximo,

3,2% menores do que o estado com ¢ = 1. Dessa forma, a curva de transicao apresenta
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Figura 4.5: A energia total correspondente aos estados vortice, cebola e DU,, (¢ = 1)
para r = 1nm (esquerda) e r = 2nm (direita). Em cada caso, o ponto O marca o valor
critico, R/r, acima do qual o estado cebola ndo é mais estavel, ou seja, sua energia é
maior do que a energia do estado vortice (F, o ponto no qual o vortice e DU, tém
a mesma energia). A maior diferenga entre as energias dos estados tipo cebola (com
q~1,7) e DU,,, para os valores de (R, ) nos quais elas sdo estaveis, ocorre para um

toro com r = Inm e R ~ 8nm, e nos da ~ 3% (veja discussao no texto).

uma confidéncia em torno desse percentual na regiao de transicao.

Torna-se interessante agora comparar nosso diagrama de estados com o dia-
grama de estados obtido para o nanoanel, por exemplo, aquele apresentado na Ref.
[18] (infelizmente, nesse trabalho, os autores ndo mostram os valores da energia para
que possamos fazer uma melhor comparacao entre os seus resultados e 0s nossos).
Entretanto, um contraste notavel concerne a pequenez dessas estruturas suportando
estado fundamental tipo vortice no caso toroidal, mesmo em nanomagnetos bastante
diminuto, ou seja, com r &~ lnm e R 2 8nm, enquanto, num nanoanel necessita-se
de um raio externo de, no minimo, = 10 nm, com um buraco central e espessura ~ 8 nm
e 2nm. Mais especificamente, se 7 = 1 nm (espessura 2 nm), o estado vortice é estéavel
para nanotoros com volume V ~ 150 nm?, enquanto para nanoanéis com mesma espes-

sura, essa estabilidade demanda um volume V'~ 225nm? (em torno de 50% maior que

! Assumimos aqui que nossa aproximacio ainda é valida em tais escalas de comprimento, de alguns
atomos ao longo do didmetro interno, onde certamente efeitos quanticos deveriam ser importantes.
Se nos considerarmos r 2 fo &= 5 — 6 nm, nossa afirmagio acerca da estabilidade do vortice é mais

razoavel dentro de nossa aproximagao.
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Figura 4.6: Diagrama de estados para nanotoros magnéticos (§ = R/le, € p =1/ley).

Para todo toro com r 2 10nm (p 2 2) a configuragao tipo vortice aparece como estado

fundamental. Para raios menores, » < 10nm, o vortice permanece como o estado

fundamental, desde que R 2 8nm (¢ 2 1,5), sendo substituido pelo estado DU, para

valores menores de R. A curva de transicao tem uma imprecisao da ordem de ~ 3%

(para p S1led S 1,5).
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Figura 4.7: Diagramas de estado para um toro oco.

Aqui, consideramos algumas

espessuras fixas de t = {1,2,3,5} nm. Note que a estabilidade do vortice tende a

ser levemente dininuida quando a espessura se torna menor, isto é, uma fina camada

toroidal favorece o estado de dominio tinico como estado fundamental. A figura da

direita mostra um aumento da regiao destacada pelo quadrado na figura da esquerda.
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seu correspondente no nanotoro). Dessa forma, em virtude de sua curvatura suave, a
geometria toroidal oferece um suporte fisico interessante para sustentar a miniaturiza-
¢ao quando hé a necessidade de um estado fundamental de magnetizacao tipo vortice.
Além disso, quando pensamos em um arranjo de tais nanotoros, podemos conceber um
sistema de elementos praticamente nao interagentes, se for garantida uma separacao
2 L., entre nanotoros vizinhos. Embora tais elementos nao interagentes possam ser
obtidos com nanoanéis, os nanotoros tém a vantagem de minimizar consideravelmente
flutuacoes magnetostaticas, particularmente aqueles advindos de cargas superficiais nas
bordas do buraco e externa do anel.

Agora, discutiremos um pouco a respeito do caso do toro oco, cujas energias do
vortice e do dominio unico sdo dadas pelas Eqs. (1)) e (41), respectivamente; dois
diagramas de estados relevantes sao mostrados na Fig. [£7. Por exemplo, note que um
maior valor de R é demandado para garantir o estado fundamental tipo vortice quando
comparamos com o valor obtido para o toro maci¢co com mesmo valor de r. Entao, em
um toro oco, a estabilidade da configuracao DU,, aumenta levemente quando dimi-
nuimos a espessura do toro. Entretanto, em todos os casos considerados, os diagramas
de estado sao qualitativamente similares aqueles obtidos para um toroide macico, com

pequenas diferencas quantitativas.

4.3 Estabilidade do vértice na presenca de um campo
magnético

Tendo sido obtido o diagrama de estados para configuracao de magnetizacao
num nanomagneto toroidal, desejamos determinar agora quao estavel é o vortice frente
a aplicacao de agentes externos, como um campo magnético. Quando aplicamos um
campo magnético externo na direcao do plano zy, os momentos magnéticos interagem
com esse campo, tendendo a apontar na mesma direcao e sentido, tornando a configu-
racao de DU,, estavel para maiores valores da relacdo R/r em comparagao aos dados
apresentados na Fig. (.0

Para determinar a nova configuracao de estado fundamental, devemos acrescen-
tar mais um termo de energia ao nosso modelo, a interacao com o campo magnético

ou interacao Zeeman, dada por:

EZeeman = _,UO/ M - dea (49)
1%
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onde B é o campo magnético externo. Uma vez que a diferenca entre os pontos de
transicao do estado de dominio tinico para vortice e do estado cebola para vortice é
muito pequena (ver Fig. [L1]), bem como a configuragdo de dominio tnico na direc¢ao z
nao é estavel, estudaremos apenas a interacao de um campo magnético uniforme com
os estados vortice e dominio tinico no plano.

Para analisar a interacao de um campo apontando na direcao do plano xy com
um vortice no nanotoro, precisamos fazer uma anélise local. Uma vez que a confi-
guracao de magnetizacao para o vortice é dada por my = ¢ = —Zseny + ¢ cos p,
e, tomando B = Bz, vemos que, localmente, existe uma infinidade de pontos onde
B - M # 0, entretanto, ao realizarmos a integral (£9), obtemos que globalmente, a
energia de interacao do campo externo com a configuracao vortice é nula. J& no caso
do estado SD

avaliada, e obtemos:

zy, tomando M = MgX, a energia de interagao com o campo ¢é facilmente

EZeeman = _NOMSB‘/a (410)

onde V' é o volume do toro.

A partir dessa expressao, podemos determinar o valor do campo para o qual o
vortice se torna mais energético do que a configuracao de dominio tinico na presenca
do campo. Nesse intuito, realizamos calculos numéricos para » = 1,2,5,10e20 nm,
variando o valor de R. Nossos resultados podem ser melhor compreendidos pela anélise
da Fig. @8 Como esperado, para » = 1 nm, a configuracao de dominio tnico é
estavel, mesmo para B = 0, no intervalo R € [2,7.5] nm. Entretanto, & medida que
aumentamos o valor de R, com R/r < 10, notamos que a intensidade de B requerido
para estabilizar o estado DU,, aumenta rapidamente, contudo, quando R/r > 10, B
aumenta lentamente. Tal comportamento se deve ao fato de que, nesses limites, a
energia do vortice diminui muito lentamente com o aumento de R, o que pode ser
notado na Fig. [4.9

Dessa forma, podemos notar, a partir de uma analise sobre configuragoes es-
taticas, que os valores de campo capazes de suprimir a estabilidade do vortice sao
relativamente altos quando comparados a valores obtidos experimentalmente para na-
nodiscos (~ 190 Oe para discos com diametro ~ 130 nm [56] ou nanoanéieH [27]).
Isso poderia, a principio, tornar a inversao da quiralidade do vortice nessa geometria

dificilmente realizavel. Nesse contexto, nanotoros magnéticos apareceriam como forte

20s experimentos conhecidos nio estudam aplicacdo de nanoanéis com dimensdes comparaveis as

estudadas para o nanotoro neste trabalho, entretanto para nanoanéis com didmetros da ordem de pm,

0 campo necessariio para saturar o nanomagneto é ~ 500 Oe.
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candidatos a compor elementos para gravacao magnética com grande estabilidade me-
diante flutuagoes térmicas, associando bits de informacao aos estados de quiralidade
do vortice.

Assim como no caso dos nanoanéis [27], devem existir diversos caminhos pos-
siveis para a mudanca na magnetizacao como funcao do campo externo aplicado, de
forma que um simples célculo de minima energia s6 nos da os estados inicial e final
do sistema. Assim, nao temos acesso a estados intermediarios da magnetizacao para
podermos entender a dinamica da desestabilizacao do vortice e tracar uma curva de
histerese para nanomagnetos com geometria toroidal, o que pode ser feito, a principio,
com simulacoes computacionais.

Apesar de ser um estudo relacionado a configuracoes estaticas de minima energia
da magnetizacao, o presente trabalho carrega a importancia de ser o primeiro estudo
analitico detalhado sobre a viabilidade de produgao de nanotoros magnéticos. Os
resultados apresentados neste capitulo serao publicados no Journal of Applied Physics
[54]. Além disso, novos resultados estao sendo obtidos e estamos trabalhando na anélise
dos dados.

O proximo passo em nossa pesquisa consiste em estudar a dinamica da magneti-
zagao em nanotoros. Nesse intuito, precisamos resolver a equagao de Landau-Lifshitz-

Gilbert nessa geometria mediante a realizacao de simulacoes computacionais.
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Capitulo 5
Conclusoes e perspectivas

A geometria dos nanomagnetos tem grande relevancia na configuracao de estado
fundamental da magnetizacao. Em particular, enquanto sistemas grandes apresentam
um grande nimero de estados, para tamanhos reduzidos, a barreira de energia que
separa estados magnéticos diferentes torna-se progressivamente maior, reduzindo sig-
nificativamente o ntimero de estados magnéticos acessiveis ao sistema, levando, em
geral, a formacao de simples configuracoes de equilibrio, as quais refletem a simetria
geométrica do elemento.

Neste trabalho, estudamos a energia associada a trés configuracoes de magneti-
zagao sobre a geometria de um ferromagneto toroidal em escalas nanométricas. Nossa
analise mostra que o estado vortice emerge como uma excitagao de carater topologico
sobre o estado fundamental da energia de troca. Além disso, essa excitagao aparece
como a mais proeminente das configuracoes em estudo, permanecendo estavel mesmo
em toros muito pequenos, com r ~ Inm e R 2 8nm. Realmente, configuragoes tipo
cebola, com 1 < ¢ < 1,7, as quais sdo praticamente equivalentes a DU,,, tornam-se
estaveis quando p = 17/l S 1e & = R/l < 1,6. Este é um resultado importante,
em especial quando se trata da miniaturizacao de elementos magnéticos nos quais o
estado vortice é desejado, uma vez que esta configuragao é estavel em nanotoros muito
menores que seus correspondentes de geometria circular, isto é, nanoanéis e nanodiscos.

Atualmente, estamos estudando a dinamica da magnetizacao num nanotoro na
presenca de um campo magnético via solucao da equacao de Landau-Lifshitz-Gilbert
no intuito de determinar possiveis mecanismos de inversao entre os dois estados de
quiralidade possiveis para o vortice nessa geometria. Além disso, pretendemos calcular
configuracoes de minima energia em um arranjo de nanotoros colocados lado a lado e

sobrepostos em camadas. Nesta situacao, se os toros estao espacados por uma distancia
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maior que o comprimento de troca, temos entao um sistema de elementos praticamente
nao interagentes se a configuracao tipo vortice é favoravel. De fato, mesmo possiveis
interagoes induzidas por agentes externos (campo aplicado, etc.), o qual deve deformar
o vortice, tal configuracao é esperada como aquela de minima energia devido a sua-
vidade da geometria toroidal. Adicionalmente, tal suavidade evita grandes flutuagoes
magnetostaticas vindas de flutuacgoes de cargas superficiais magnetostaticas, como deve
ocorrer nas bordas de nanodiscos e nanoanéis.

Dessa forma, nanotoros magnéticos tornam-se importantes estruturas em apli-
cagoes relacionadas a miniaturizacao, caso o estado vortice seja desejado. Por um lado,
a fraca interacao caracteristica entre elementos basicos pode tornar um conjunto de
nanotoros magnéticos com a configuragao vortice num sistema interessante em pesqui-
sas futuras envolvendo terapia de células cancerigenas, o que ja é feito em nanodiscos
[6]. Por outro lado, uma vez que nanotoros muito pequenos sustentam vortices esté-
veis, outra potencial aplicagao seria a utilizacao de nanomagnetos com configuracao
tipo vortice como elementos de gravagao magnética, associando “bits” de informacao a
quiralidade do vortice, aumentando assim a capacidade de armazenamento de dados

disponivel atualmente.
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Apéndice A
Obtencgao da equacao (4.2)

Para determinar a expressao para a energia de troca da configuracao cebola,
comecaremos por escrever as componentes da magnetizacao em coordenadas retangu-

lares, obtendo entao:

my = m,(p) cos @ — my,(p)seny (A.1)
my = m,(p)seny + my, () cos ¢. (A.2)

Sabendo que, no sistema de coordenadas (2:26]), a componente azimutal do operador

gradiente é dado por:

1 0

Vi = R+ rsenf 0’

(A.3)

temos que:

Dessa forma, a substitui¢ao da expressao acima em (2.25) nos leva a:

2 2 2
£S A [VIETE -] | [(853—%) +(8m¢+mr) ]dgo. (A.5)
0

Substituindo as expressoes ([2.35) e (2306) em (A.D), somos levados a expressao

([A2) para a energia de troca da configuragio tipo cebola.
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Apéndice B

Equacao de Laplace em coordenadas

toroidais

O sistema de coordenadas (2.27)) é muito 1til porque ele tem uma solugao bem
conhecida para a equacao de Laplace, no qual o método de separacao de variaveis é
valido (veja Ref. [68] p. 1302):

O(a, B, ) = y/cosha — cos BA(a)B(5)C (). (B.1)

onde as fungoes A, B e C satisfazem ({ = cosh o, e n, k constantes):

A dA 1 k>
2 o o 2 - v —
(C =1 +20~ Kn 4) tas 1] A=0, (B.2)
d’B
2
% + k*C = 0. (B.4)

As fungoes B(f) e C(yp) sdo combinagoes lineares de fungoes trigonométricas,

como abaixo:

Bo(B) = fucosnff + gusennf, (B.5)
Cr(p) = uy, cos kp + wysenk, (B.6)

onde f,, g, ur € wy sao coeficientes constantes a serem determinados a partir das
condicoes de contorno estabelecidas para o problema. Desde que ( e ¢ sao variaveis

compreendidas entre 0 e 27, as solucoes devem ser periddicas. Esta condicao implica
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Figura B.1: Comportamento de algumas fungoes toroidais contra R /7.

que k=0,1,2,3,...e n=0,1,2,3, ..., isto é, invariancia sob rotacoes impoem que k e
n devem ser inteiros.

As fungbes A(«) consistem das fungoes de Legendre de ordem semi-inteira de
primeiro Pffﬁlp(cosh a) e segundo tipo Qﬁf1/2 (cosh av), também chamadas fungoes to-
roidais ou harmonicos toroidais, cujo comportamento assintotico é dado por (veja Fig.

B.1):

limg,_ oo Pr’fflﬂ(cosh a) =00 (B.7)
limg 0 Q) j5(cosh @) = oo.

A expansao de 1/|7"— 7’| em termos das func¢oes de Green, para o sistema de
coordenadas (2.27), é dado por (ver Ref. [68], p. 1304):

1 cosh a — cos 3)(cosh o — cosh ') o= —
=7 = 7)r§; ) YD (—Denecosn(—p') cos k(=)
k=0 n=0
F'(n—Fk+1
( 2) Py 1/2(COSh O‘<)QZ—1/2(COSh ), (B.8)

Xr(n+k+%) "

onde €, = (2 — 0p0), € = (2 — 0no) e 7 & parametrizado em termos de (o/, 3, ¢'). O

ol



fato de P¥ | jo(cosha) e QF | jo(cosh a) estarem relacionados aos sinais < e >, respec-

tivamente, reflete o comportamento assintotico dessas fungoes (ver Fig. [B.)).
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Apéndice C

Avaliacao da energia magnetostatica:
equagoes (4.3), (4.4) e (4.5))

C.1 Avaliagao da eq. (4.3)

No caso do estado DU, temos que M = Msz, o que nos da:

- senhasens

M- = Mg (C.1)

cosha — cos B’
tal que apenas as componentes k& = 0 contribuem para a soma, e a integracao em ¢
é facilmente avaliada para dar 27. Entao, a substituicao de (B.8) na Eq. (Z22) leva

(superescritos k = 0 foram omitidos):

o0

572 V/cosh o/ — cos 3/ Z encosn(B — )

n=0

bMgsenh’a /2” senfdf
br = —— (
0

: 27 cosh o — cos 3)
X P,_15(cosh )@y /2(cosh o). (C.2)
Agora, usando cosn(f — ') = cosnf cosnf’ + sennfsennf’, obtemos

bMgsenh?
by = 2svent @ \/cosh o/ — cos [/ Z €0Pn—1/2(cosh o )@y, —1/2(cosh )

27
n=0
s 2m
. lcosnﬁ//z ( senf3 cosnBdf +senn5’/ : senfsennfdf (C.3)
0 0

cosh @ — cos 3)5/2 cosh o — cos 3)5/2
A primeira integral se anula (o integrando é impar sob § — —f), enquanto a
segunda nos da (Ref. [66], p. 961):
/27r senf3senn3 _2n /2” cosnf d 8nv/2 1
o o (

dB =
cosh g — cos [3)5/2 P 3 n-1/2
(C.4)

e}

coshag — cos 3)3/2° ~ 3senhayg
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Agora, uma vez que estamos lidando com uma casca toroidal, tal que o/ = o = a. =

as = ag, nos finalmente obtemos:

44/2bMgsenh -
dr, = — V2bMssenhag (cosh ag — cos B)1/2 Znensennﬁ
37 o
X P,_1/2(cosh ag)@Q,—1/2(cosh aO)Q}L_l/Q(Cosh ap). (C.5)
A substituicao de (Chl) em ([2:23) da:
AN2po M2V -
Ei;g = —#Senhg’ao Z nenPn71/2Qn71/2
n=0
21
1 senfsenndp
C.6
x Q"1/2/0 (cosh ag — cos 3)5/2’ (C6)

a qual, apos uma integragao por partes leva imediatamente & Eq. (£.3), como desejado.

C.1.1 Avaliacdo das eqs. (4.4) e (4.5)

Para a configuracao tipo cebola, temos que:

coshacosff —1

M-i=M ; C.7
" 5 cosh a — cos B (), (C.7)
e
R cosha — cos 3\ Omy, ()
-M =M LA C.8
v 5 ( bsenha ) O (C8)
Agora, com a substitui¢ao de (C.7)-(C.8)) em (2.22]), obtém-se:
by = bMs (cosh o’ — cos 5')1/2 f: N (—1)*ere MP/LC
i =0 n=0 Ttk "

2 / 2
X {SenhOZonzl/z/O dﬁ(COSh aocosfp — 1) cosnlf — ) /0 m, () cos k(p — ¢')dyp

(cosh arg — cos 3)5/2

% Qn_iplcosha) 2 cosp(B— ) [ Omy(yp)
-, o[ /

k(o —¢')d
senho cosh a — cos 3)3/2 dp cos k( ¢') W}a
(C.9)

com P!(coshag) = P*, e similarmente para ). Usando a identidade usual cosn(S —

v

B') = cosnf cosnf’ + sennfsennf’, e integracdo por partes, temos que:
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220 M, © = C(n—k+1L
Qo = TR (cosh o/ — cos 3')"/? kZ:O no(—l)kenek cos nﬁ'FET]H;Pf_l/Q
X [Qﬁfl/zAnjk(Spl) - Bﬁgﬁ(d))] ) (C.10)
onde

senhayg senhayg

2 2 27
A, = [coshao< "“/Z—nQ;_l/z)— /] Til¢') = / m, () cos k(p—¢')dy
0

" 2

0o QF cosh o) Q! cosh a 2m
g 3 / @12 )i»l?n_l/ﬂ ) do, GH (o) — / 8[7715,(@)] cos k(-0 )di,
a0 senha 0 ©

Apo6s uma longa e tediosa manipulacao algébrica, a substituicao da expressao

(C.10) na Eq.[2.22) leva a Eq. (£.4), da qual Eq. (4.3]) é prontamente obtida tomando-
se g =1.
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