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Resumo

Este trabalho tem como objetivo a modelagem dinamica e caracterizacao de sistemas
de planetas multiplos. Restringimo-nos mais especificamente aos sistemas préximos a
ressonancia de movimentos médios 3:1. Estudamos os sistemas Saturno-Urano, 55 Cnc b-c
e HD 60532 b-c.

Inicialmente construimos o Hamiltoniano para um sistema nestas condicoes através da
expansao da funcao perturbadora que se escreve em termos de coeficientes de Laplace.
Introduzimos a definicdo de um parametro de proximidade com a ressonancia d descrito
primeiramente em Tittemore e Wisdom (1988). Desenvolvemos programas computacionais
que determinassem os termos importantes que compoem a série. Também construimos o
integradores numérico de Runge-Kutta de 4* ordem e aplicamos o Radau 15(Everhart
(1985)).

A partir do Hamiltoniano construido, primeiramente estudamos o modelo secular e
suas solugoes especiais e espaco de fase, observando as solucoes possiveis em funcao da
Energia. Para o Hamiltoniano Completo, que contém a parte secular e ressonante, fizemos
a construcao do plano representativo através das curvas de nivel. Observamos os diferentes
regimes de movimento possiveis através da variacao do valor de 4.

Concluimos com a construgao dos planos paramétricos para classificar os sistemas estu-
dados como estando em regime puramente secular, quasi-ressonante ou ressonante. Com-
paramos os resultados aos obtidos através da integracao das equagoes do movimento dos

sistemas utilizando-nos do integrador Radau 15.






Abstract

The aim of this work is the dynamical modelling and characterization of multiple-
planetary systems. We apply our model to the known systems near the 3:1 mean-motion
resonance. The systems studied are Saturn-Uranus, 55 Cnc b-c and HD 60532 b-c.

First we construct the averaged Hamiltonian which contains the secular and resonante
parts. We introduce the parameter ¢ which provides us a measurement of proximity to
resonance, first described at Tittemore e Wisdom (1988). We develope computational
programs which derives the importants terms of the series. We contruct in addition, the
4th degree Runge-Kutta numerical integrator and utilized the RA 15 (Everhart, 1985).

Using the Hamiltonian obtained, we study the secular model and its especial solutions
and phase space, detecting the possible solutions as a function of the energy. We introduce
the representative plane of the initial conditions and then plot the energy levels to the total
Hamiltonian. We analise the possible different dynamical regimes through the § parameter
variation.

We concluded our work by constructing the parametric plane in order to classify the
planetary systems under study, as being on the secular, quasi-resonant or resonant regime
of motion. We compared the results obtained to those of the integration of exact equations

of motion using the Radau 15 integrator.
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Capitulo 1

Introducao

A descoberta de um planeta em torno da estrela da Seqiiéncia Principal, 51 Pegasi
(Mayor e Queloz, 1995) foi um marco importante na histéria da Astronomia Moderna.
Até a presente data foram confirmados mais de 400 planetas fora do Sistema Solar, con-
hecidos como exoplanetas. A informacao sobre novas descobertas tem fluxo continuo
e tem como a fonte as publicacoes em revistas periédicas e o World Wide Web. Ex-
istem varios catalogos desses sistemas, um deles é continuamente atualizado em sitio
(http://www.obspm.fr/encycl/encycl.html).

Uma parte dos planetas descobertos esta localizada em sistemas de planetas multiplos.
Uma amostra de 43 sistemas de planetas miultiplos é atualmente conhecida. Em con-
traste com o Sistema Solar, o niimero dos planetas em exosistemas é geralmente baixo,
sendo apenas dois ou trés. Acredita-se que isso se deve as limitagoes das técnicas ob-
servacionais, principalmente aquela chamada Velocidade Radial. Essa técnica consiste
em medidas precisas do efeito Doppler na luz de emissao de uma estrela, provocado por
variacao da velocidade da estrela originada por interacao com um invisivel planeta. Porém,
os métodos observacionais sao aperfeicoados rapidamente, permitindo a detecgao de sis-
temas planetarios parecidos com o nosso sistema. O sistema 55 Cnc com cinco planetas
que orbitam a estrela central, é um exemplo.

Com a constante descoberta de mais sistemas de planetas, nosso Sistema Solar acaba
por se configurar como sendo atipico em relagao aos outros sistemas que por ventura vem
sendo descobertos. Diante disso, é de grande importancia a classificacao e caracterizacao
de tais sistemas, a partir da obtencao e estudo dos parametros fisicos que determinam

seus propriedades fisicas e dinamicas. Um recente estudo com os mais recentes sistemas
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exoplanetérios foi feito pelo grupo de Dinamica Orbital (ver dissertacao de Victor Hugo

da Cunha Oliveira (2010)), e é mostrado na figura 1.1.
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Figura 1.1: Distribuicao dos pares planetéarios descobertos em funcao do semi-eixo maior e excentricidade.
O eixo-y corresponde ao valor de maior excentricidade entre os planetas do sistema e o eixo-x corresponde
a razao dos periodos, decorrente da razao dos semi-eixos, préoximo a ressonancia. As linhas verticais

mostram a posicao nominal da ressonancia de movimentos mérdios dos pares dos planetas consecutivos.

A figura mostra os atuais sistemas planetarios representados através dos pares dos plan-
etas consecutivos. A razao dos seus periodos orbitais que foi escolhida para apresentacao
devido ao fato de possuir uma relacao intrinseca com a razao dos semi-eixos dos planetas,
sendo este um dos parametros de maior importancia para estudo dos sistemas dinamicos.
Igualmente a excentricidade, que compoe parametro do eixo y do grafico, na forma da
maior excentricidade do sistema. Os picos que aparecem acompanhados de uma razao
entre multiplos é determinado pelo inverso do valor da ressonancia.

Conforme uma proposta inicial elaborada no grupo de Dinamica do TAG, os sistemas

planetarios podem ser divididos em trés classes. A Classe I inclui os sistemas envolvidos
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em principais ressonancias de movimentos médios. As estrelas vermelhas na figura 1.1
localizadas muito préoximo a uma das linhas verticais representam os membros dessa classe.
Esta classe possui uma subclasse com sistemas de excentricidades baixas que nao estao em
ressonancia, mas muito proximos a uma. Os planetas gigantes do Sistema Solar (cruzes
azuis) pertencem a essa subclasse dinamica.

A Classe II descreve os sistemas dos planetas com forte interacao secular. Na Figura
1, os membros dessa classe estao apresentados pelas estrelas vermelhas posicionadas entre
as linhas verticais, que representam a posicao das principais ressonancias de movimentos
médios. Finalmente, a Classe III inclui os sistemas chamados hierarquicos, que estao
suficientemente distantes para produzir interacoes mutuas fracas. Uma populagao grande
dessa classe pode ser observada na parte esquerda da Figura 1, longe das ressonancias de
movimentos médios.

Conforme o nosso trabalho foi se desenvolvendo, acabamos por enfocar o regime de
sistemas planetarios que encontram-se em regiao préxima a ressonante. Enfocamos os
sistemas que encontram-se préximos a ressonancia 3:1 por ser, depois dos sistemas de
primeira ordem da ressonancia na forma 2:1, o mais abundante em relacao a quantidade
de sistemas descobertos proximos a ela. Outro motivo que levou-nos ao estudo é o fato de
um dos sistemas mais interessantes, 55 Cnc ter um par de planetas proximos a ressonancia
de movimentos médios 3:1. Este sistema é composto por cinco planetas, o sistema com
mais planetas descobertos até o momento, além de possui o planeta de menor periodo
orbital conhecido,de 0.74 dias, conforme Dawson e Fabrycky (2010). Os outros sistemas
que estudaremos em nosso trabalho tratam-se de dois planetas de nosso proprio Sistema
Solar:Saturno e Urano, que conforme a figura 1.1 encontram-se relativamente préxima a
uma ressonancia de movimentos médios na forma 3:1. O terceiro sistema é o sistema HD
60532 b-c, sendo este um sistema exoplanetario de apenas dois planetas descobertos ha
pouco mais de dois anos por Desort et al. (2008), e que possui todas as caracteristicas,
segundo Laskar e Correia (2009), necessérias para se situarem dentro de uma ressonancia
de movimentos médios na forma 3:1.

Pretendemos estudar a dinamica dos sistemas inicialmente observando suas carac-
teristicas de longo periodo, observando a partir da construcao do Hamiltoniano para o

sistema através da funcao perturbadora. Posteriormente iremos observar a classificacao
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geral dos sistemas e uma analise mais geral de suas caracteristicas principais, através das
curvas de nivel e planos de fase com a introducao de um parametro que determina a sua
proximidade com a ressonancia, e das solugoes especiais para o Hamiltoniano secular dos
sistemas. Nosso trabalho organizar-se-a da seguinte forma:

No Capitulo 2 mostraremos os conceitos basicos para o entendimento do problema
fisico que envolve a interacao gravitacional entre os sistemas, que basicamente sera de-
scrito como o problema de trés corpos sob o formalismo Hamiltoniano, envolvendo a ex-
pansao em série infinita a partir da determinacao da fungao perturbadora do sistema. No
capitulo 3 descrevemos as modelagens dinamicas que utilizamos para analisar o comporta-
mento dinamico dos sistemas estudados neste trabalho. Construimos o Hamiltoniano para
o problema através da expansao em elementos orbitais, e utilizando o formalismos Hamil-
toniano com transformacoes canonicas para reduzir os graus de liberdade do sistema para
até um grau de liberdade para o caso do Hamiltoniano Secular, e dois graus de liberdade
para o Hamiltoniano Total. No Capitulo 4 descreveremos as ferramentas utilizadas no
trabalho, que se compoem principalmente da implementacao de progrmas computacionais
para tratamento dos dados obtidos. No Capitulo 5 descrevemos os sistemas planetérios
estudados e explicitamos quais os dadosm utilizados para cada um deles. Em sequéncia
nos Capitulos 6,7 e 8 aplicamos toda a teoria estudada nos capitulos anteriores, com a
aplicacao das ferramentas e desenvolvimento tedrico a partir dos dados ja possuidos para
caracterizar e analisar as principais caracteristicas seculares e classificagao dinamica dos
sistemas a partir das modelagens desenvolvidas. Concluimos os resultados do nosso tra-
balho no capitulo 9 e encerramo-lo com as perspectivas futuras que o trabalho pode vir a

proporcionar.



Capitulo 2

Conceitos Basicos

Este capitulo tem como objetivo introduzir de maneira concisa os principais fundamen-
tos tedricos classicos utilizados em todo o decorrer do trabalho. Focaremos o estudo em
direcao do problema de varios corpos, em especial envolvendo a interacao gravitacional
entre dois planetas de massa comparavel, com uma oérbita em torno de uma estrela de
massa muito maior que as dos dois planetas. O capitulo inicia-se com um breve estudo do
problema de dois corpos, a fim de determinarmos as principais coordenadas e sistemas de
referéncias utilizados. Em seguida, estendemos o estudo para o problema de trés corpos,
especificamente para as condigoes observadas no nosso trabalho, através da expansao da

funcao perturbadora.

2.1 Problema de Dois Corpos

A interacao principal ao se determinar a dinamica de sistemas planetarios é a in-
teracao gravitacional. Apesar de ser uma das forcas fundamentais mais fracas existentes,
os parametros que as caracterizam, a massa principalmente, sao de valores bastante expres-
sivos, sendo portanto um dos parametros mais importantes na caracterizacao da interacao
entre os planetas.

Consideramos entao, dois corpos de massa my e msy interagindo gravitacionalmente um
com o outro. Os corpos encontram-se a uma distancia r um do outro. Denotaremos por

ry e ry as distancias do corpo 1 e do corpo 2 respectivamente a um referencial inercial.

Na formulacao Newtoniana, as equacoes do movimento para ambos corpos se escrevem
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(o

Figura 2.1: Posigao de dois corpos interagindo gravitacionalmente em relagao a um referencial inercial.

CO1mMo:

dI‘l Gmlmgf'

i M 1
g r3 (2.1a)
dI‘2 Gmlmgf'
—_— = 2.1b
"2 r3 (2.1b)

Nm?

onde G é a constante gravitacional universal, de valor G' = 6.67260.10~!* R

Somando ambas as equacoes, chegamos a :

Podemos entao, integrando (2.2) duas vezes, obter as equagoes para o centro de massa

do sistema.Como:

miry + mers = at + b. (2.3)
Logo chegamos a:
t+b
R 2P (2.4)
my + msy

e, escrevendo a posicao do corpo 2 em relacao ao corpo 1, podemos chegar a equacao:

. r
P+ pos = 0, (2.5)
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que é a equacao do movimento relativo ao centro de massa, com u = G (mq+msy) e
r = ro —ry. Para resolver essa equacao necessitamos diminuir os graus de liberdade
do sistema, e uma maneira de fazé-lo é descobrindo constantes do movimento que criem
vinculos nas equagoes.

Como a forca atuante nos corpos é uma forca central, e portanto tem como direcao a
reta que liga ambos os corpos, o movimento causado por esta forga ocorre em um mesmo
plano para ambos os corpos. Saimos entao das coordenadas retangulares para coordenadas
polares r, 6 . Utilizando a definicao de momento angular: r x r = h. Uma vez que a tnica
interacao do sistema ¢ a forca gravitacional, nao ha forcas dissipativas envolvidas, apenas
conservativa. O que implica ser o momento angular total do sistema constante.

Considerando a origem como tendo a posi¢ao do corpo de massa mq, chegamos a:

E= (7o) ee 14 (0)] o (2:6)

Podemos ver também que:

h = 20z, (2.7)

o que nos leva a segunda lei de Kepler, que diz que dois corpos ligados gravitacionalmente,
varrem areas iguais em tempos iguais, ao se calcular a area entre os dois corpos e o tempo

percorrido pelo mesmo. Encontramos dessa forma que:

dA  r*df 1
_—e—=—— —h‘ 2.
dt 2dt 2 (28)

2.2 Orbita no Espaco

A partir das equagoes geradas iremos entao determinar novas maneiras de se definir a
posicao e deslocamento dos corpos ligados gravitacionalmente. Tanto através das suas co-
ordenadas retangulares, como da definicao de novas variaveis, conhecidas como elementos
orbitais, que definirao a forma e posicao da érbita de dois corpos ligados gravitacional-
mente.

De (2.5) e (2.6), podemos escrever a equagao diferencial do movimento de forma escalar,
tomando a forma:

-2 =~ (2.9)

)
T2
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e utilizando a equagao (2.7) e diferenciando r em relagdo ao tempo, utilizando a trans-

formacao r = —, chegamos a solucao:
u

p
r= : 2.10
1+ ecos (f —w) (2.10)
2
onde p = —. Esta equagao corresponde a equacao de uma secgao conica em coor-
1

denadas polares, onde define-se e como sendo a excentricidade, @ é uma fase que é uma
constante de integracao, assim como e. Dependendo do tipo da secgao conica, podemos
definir uma nova variavel para os elementos orbitais, o semi-eixo maior a. Para uma elipse,
por exemplo, temos: p = a (1 — e?). Um elemento importante da conica é a reta dos no-
dos, que é definida como a reta que intersecta o plano de referéncia com o plano da érbita
(figura 2.2). No caso em que consideramos um planeta em torno de uma estrela, teremos
uma 6rbita eliptica, onde identificamos a fase w como sendo o argumento do pericentro e
0 a posicao angular do corpo em relacao a estrela, que, no caso, ocupa um dos focos da
elipse.

A partir da equacao (2.10), podemos comegar a definir os elementos orbitais que deter-
minarao a posicao da érbita no espaco, e a posicao do planeta nesta orbita. Vale salientar
que o argumento do pericentro é um angulo definido para o problema de dois corpos com
movimento eliptico. No caso em que o plano de referéncia nao é coincidente com o plano
da orbita, utiliza-se o angulo chamado de longitude do pericentro. Tal angulo, neste caso,
tem a forma de uma dogleg (perna de cachorro), por ter uma quebra no momento em que
muda do plano da referéncia para o plano da érbita.

Quando o momento angular nao é ortogonal ao plano de referéncia, o plano da érbita
intersecta-se em uma reta chamada de linha dos nodos, como ja citamos acima. O angulo
formado entre o plano da érbita e o plano de referéncia é chamado inclinacao da érbita,
e denotado pela letra I. Durante o movimento do corpo ao longo de sua érbita, o mesmo
cruza o plano de referéncia em dois pontos. Um com sentido crescente no eixo z, e o
segundo com sentido decrescente em relacao ao eixo z. O primeiro corresponde a outro
angulo importante do problema, w, chamado de longitude do nodo ascendente 2.

Até o momento temos cinco elementos orbitais, que, no caso do problema de dois
corpos, sao constantes de movimento. O sexto elemento orbitais tem carater cinematico e

¢é definido pelo instante de tempo em que o planeta ou corpo passa pelo pericentro de sua
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Plano da
Orhita

[ H]

Pericentro

Plano de referéncia

No ascendente

Direcio de /

Referéncia .

X

Figura 2.2: Planos da 6rbita e fundamental de referéncia e a relacao entre alguns dos angulos dos elementos

orbitais. Observamos a inclinacao I, o argumento do pericentro w e a longitude do né ascendente €.

orbita.

Para o problema de dois corpos, tais elementos podem ser obtidos em termos da posicao
e velocidade inicial do corpo. Onde as primeiras cinco constantes podem ser calculadas
explicitamente.

Visualizamos os elementos orbitais na érbita de um planeta na figura 2.2. Para deter-
minar a posi¢ao do corpo na érbita, precisamos introduzir outras variaveis. A primeira
delas é a anomalia verdadeira, que é introduzida a partir da definicao f = 0 — w que
determina a posigao na 6rbita e tem periodicidade de 2. De modo que a equagao (2.10)

pode ser reescrita como:
a(l—e?)

= 7/ 2.11
1+ecosf ( )
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Com a definicao da Anomalia Excéntrica £ que veremos adiante, em adi¢ao a equagao

2.11, chega-se a:
B 42a?
o

Que corresponde a terceira lei de Kepler do movimento planetario.

T2

(2.12)

Logo em seguida, determinamos o movimento médio n do corpo, que é é uma espécie

de velocidade angular média do corpo em questao, definido da forma:
n=>2>= (2.13)

A partir desta equacao, podemos escrever também que:

n=n’a® e h=na*V1—e2=\/pa(l— e2). (2.14)

No caso do problema de dois corpos, o valor do movimento médio n é constante. Uma
vez definido o movimento médio de um corpo, definimos a anomalia média do mesmo como

sendo:

M =n(t—r1), (2.15)

onde 7 é o instante de tempo em que o corpo passa pelo argumento do pericentro. A
anomalia média nao possui uma representacao geométrica. Entretanto, a ela pode ser
associada a um angulo o qual possui interpretacao geométrica. Para isso, consideramos
um circulo de raio a igual valor do semi-eixo maior da 6rbita do corpo, circunscrito a érbita
eliptica do corpo em questao. Definimos F, a anomalia excéntrica, como sendo o angulo
formado entre o semi-eixo maior da elipse da érbita e o raio do circulo circunscrito, que
parte do centro da elipse até tocar o circulo para uma anomalia verdadeira f (figura 2.3).

Utilizando as defini¢coes acima, encontramos o valor de E explicito de acordo com a
equacao

r=a(l—ecoskE). (2.16)

Desenvolvendo essa equagao em funcao da anomalia verdadeira e excentricidade, chegamos

a:
f 1+e E

= = —. 2.1
tan2 1_6tan2 (2.17)

Para localizarmos um corpo em sua érbita em qualquer instante de tempo t, precisamos

encontrar uma relacao entre M e E. Utilizando-se algumas relacoes entrte a velocidade do
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Figura 2.3: Plano da dérbita eliptica circunscrita. Observamos a definigio na anomalia verdadeira e

excéntrica.

corpo e a anomalia verdadeira e suas derivadas, chegamos finalmente a:
M =FE—esinE, (2.18)

que é chamada Equacgao de Kepler, e sua solucao é importante para a determinacao da
posicao de um corpo em um instante exato. A equacao é transcedental para FE, sendo
impossivel obter uma solucao analitica para a mesma.

Introduzimos entao um novo angulo, chamado de longitude média, e definido por:
A=M+ w, (2.19)

onde A nao tem uma representacao geométrica para os casos em que a orbita nao seja
circular, e é linear no tempo.

Ha& vérias formas numéricas para encontrar uma solucao para a equacao transcedental
em (2.18). Entre os métodos que se destacam, encontram-se os de Newton-Rhapson, Danby

(1988) e Hagihara (1970). Pode-se também utilizar metodos iterativos, da forma:
Ei+1 = M + esin Ez (220)

Atribuindo-se a Fy um valor igual a M, e entao, calculando-se os valores de ordem i
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mais altos iterativamente, com uma condicao de parada, que determinaria o valor de F,

quando, para um ¢ = n, tivermos E, ~ E,_;.

2.3 Transformacao entre Coordenadas

Durante nosso trabalho, vamos precisar fazer uma tranformacao entre elementos or-
bitais e coordenadas retangulares. Os elementos orbitais permitem-nos uma anédlise do
problema mais facil do que seria através das coordenadas retangulares. Porém, sendo as
equagoes de Newton mais simples de construir, embora de dificil solucao analitica, muitas
vezes faz-se necessario fazer a transposicao para as coordenadas retangulares, a fim de
realizar alguma operacao, como no caso, ao integrar as equagoes de movimento.

Nesta secao, apresentamos como se obter os elementos orbitais ou as coordenadas re-
tangulares, uma através da outra. Para isto, utilizamos alguns resultados ja obtidos na
secao anterior.

Como ja detalhamos anteriormente, os elementos orbitais sao seis: excentricidade (e),
semi-eixo maior (a), argumento do pericentro (w), inclinagao (I), longitude do né ascen-
dente (€2) e a anomalia verdadeira (M). Ja definimos a maioria dos elementos descritos
acima. Quando estamos observando a orbita no espaco, o argumento do pericentro tem
uma definicao diferente do que para o caso planar. Neste caso, o argumento do pericentro
¢ o angulo medido sobre a érbita a partir do nodo ascendente até o pericentro da érbita.
O nodo ascendente é o ponto no qual o plano da érbita intersecta o plano fundamen-
tal da referéncia. Considerando-se uma direcao de referéncia no plano fundamental da
referéncia, normalmente determinada pelo eixo X das coordenadas retangulares. Determi-

namos, entao, a longitude do pericentro, previamente explicada, e tendo como definicao:
w=0+w. (2.21)

Para fazermos a transformacao de um tipo de coordenada para o outro, precisamos
entao, fazer a transformacao do plano da orbita para o plano de referéncia. E, escrevendo
tais coordenadas em func¢ao dos elementos orbitais, encontramos relagoes que determinam

tal transformacao.
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2.3.1 'Transformacao de Coordenadas Retangulares para Elementos Orbitais

Para realizar esta operacao (ver figura 2.2, fazemos a rotagoes dos eixos, de modo a obter
uma coordenada em funcao da outra. A relagao entre coordenadas polares e retangulaers

no plano da orbita é:

x =rcosf, y =rsin f, z=0. (2.22)

Para termos os dois conjunto de eixos coincidentes, precisamos realizar as rotagoes conheci-
das como rotacoes de Euler, que correspondem a: Primeiramente uma rotagao em torno de
z de um angulo w, para que assim o eixo x coincida com o plano X —Y. Logo em seguida,
uma rotagao de um angulo 7, em torno de x, assim o eixo y também coincide com o plano
X — Y. E finalmente uma rotacao em torno de z, novamente, de um angulo 2 até que os
eixos x e y coincidam com os eixos X e Y.

Visto como uma aplicagao de transformacao de espacos vetoriais, podemos fazer tal
rotacoes na forma de matrizes. Dessa forma, as rotacoes que descrevemos acima corre-

spondem, respectivamente a:

cosw —sinw 0 1 0 0 cosf2 —sin2 0
P, = sinw cosw 0 |, P, = 0 cosI —sinl |,Ps3= sin€2?  cos) 0
0 0 1 0 sinl cos/ 0 0 1

(2.23)

De modo que, a transformacao de um plano no outro equivale a equacao:

X T
Y =P3PPy | oy | (2.24)
Z z

E escrevendo z e y como fungdo da anomalia verdadeira, como em (2.22), chegamos a:

X cos Q2 cos (w+ f) — sinQsin (w + f)cos T
Y | =7 sinQcos(w+ f)+ cosQsin (w+ f)cosl |- (2.25)
Z sin (w+ f)sin [/

Iremos entao, fazer a correspondéncia das coordenadas retangulares do plano (XY, Z)

e as velocidades (X, Y, Z) para os elementos orbitais a,e, I, w e f.
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Escrevendo entao o momento angular total, sabendo que:

R = X?+4+Y*+ 22 (2.26)

Vo= X24Y2422. (2.27)

De modo que, escrevemos o momento angular como:

h = (YZ' IV, ZX — XZ,XY — YX> (2.28)
E chegamos, entao a:
hsinIsinQ) = =+h,, (2.29)
hsinlcos) = TFhy, (2.30)
hcosI = h,. (2.31)

Os sinais superiores ocorrem quando temos h, > 0 e os inferiores quando h, < 0. Os

elementos orbitais em funcao das coordenadas retangulares, sao escritas como:

(2.32)

2 1
Onde utilizamos o fato de que v? = pu (— — —), que advém das equagoes (2.26) e
a

(2.27). '

Para a excentricidade, a partir de (2.14) e (2.32), encontramos:

h2
e= \/1—m. (2.33)

Para encontrarmos a inclinagao I basta utilizarmos a equagao (2.31), de modo que temos:

h.
I =cos™* T (2.34)

E utilizando as expressoes (2.29) e (2.30), chegamos a:

+h
nH = —% 2.
St hsin I’ (2.35)
Fhy
Q = ) 2.
o8 hsin I (2:36)

Cujo sinal se determina a partir do sinal de h, como previamente detalhado.
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Das matrizes de rotagao que construimos em (2.25), encontramos:

Z

i = — 2.37
sin (w + f) Renl (2.37)
X
cos(w+ f) = secQ (E + sin Qsin (w + f) cos[) : (2.38)
Para encontrar w e f separadamente, encontramos primeiramente f, a partir de:
, a(l—e?) .
= —R 2.39
sin f e ; (2.39)
1 (a(l—e?)
= —-|—-"—-1]. 2.40
cosf = 1 (M) (2.40)

Uma vez encontrado o valor de f, basta introduzi-lo em (2.37) e (2.38), e encontrar o
valor de w.
Finalizamos nossa tranformacao, ao encontrar o tempo de passagem pelo pericentro,
através de (2.14) er = a(l —ecos E):
E —esink
 VGa (g + ma))

Para encontrar os valores para €2, w e f, uma vez que realizamos calculo numérico para

T=1 (2.41)

encontra-los, determinar o quadrante o qual se encontra, uma vez que as fungoes seno e
cosseno sao impar e par. Para isso, basta observar os valores positivos e negativos do
cosseno e seno de cada angulo, e assim, é possivel determinar o valor do angulo exato para

cada um.

2.3.2 'Transformacao de Elementos Orbitais para Coordenadas Retangulares

Para o problema de dois corpos, o movimento dos mesmos ocorre em um plano fixo,
que corresponde ao plano no qual a reta que liga os dois corpos, e através do qual ocorre
a interacao gravitacional, ocorre. Para fazer a volta para as coordenadas, valemo-nos
principalmente da matriz (2.25). Uma vez que, no movimento sobre tal plano, temos a

equacao de uma elipse, sabemos que a mesma obdece a seguinte equagao:

DROS =

Para encontrar o valor de F/, precisamos fazer encontrar a solucao da Equacao de Kepler

(2.18), obtendo E = E (M). E da figura 2.3, podemos dizer que:

r=acosE e y=0bsin’FE. (2.43)
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De onde chegamos a:

x = a(l—ecosE), (2.44)
y = aVvl—e?sinkE. (2.45)

Desta relagao, e de acordo com a matriz (2.25), onde fazemos a transformagao trigonométrica

de cos (260) e sin (260) podemos dizer que:

X = z(coswcosf) —sinwsinQcos ) — y (sinw cos ) — coswsin 2 cos I)

+ zsinQsin/, (2.46)
Y = x(coswsinQ +sinwcosQcosl) —y (sinwsinQ + cosw cos Q cos )

+ —zcos{sinl, (2.47)
Z = xsinwsinl 4+ ycoswsinl + zcos 1. (2.48)

J& para encontrar as velocidades, usamos as equagoes (2.22), que, ao ser derivada,

gera-nos:
. na’
* = ——sink, (2.49)
r
. _naQ\/l—e?cos.E7 (2.50)
r
i =0 (2.51)

E usando a mesma matriz de rotagao previamente utilizada, chegamos as velocidades

em coordenadas retangulares:

X = i(coswcosQ —sinwsinQcosl) — g (sinw cos Q — coswsin Q cos I)

+ ZsinQsinl, (2.52)
Y = i(coswsinQ+sinwcosQcos ) — ¢ (sinwsin Q + cosw cos Qcos 1),

+ —ZcosQsinl, (2.53)
Z = dsinwsinl + gcoswsinl + Zcos . (2.54)

Notamos que nas equagoes (2.49) e (2.50) temos a dependéncia em E que foi definida

como a Anomalia Excéntrica, anteriormente. Existem varias maneiras de se obter o valor
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da anomalia excéntrica: Na secao 2.2 citamos algumas das maneiras de se calcula-la. No
nosso trabalho, utilizamos o método iterativo ja mencionado, e que sera detalhado melhor

na secao 4.1

2.4 A Funcao Perturbadora

Na secao anterior estudamos o problema que envolvia dois corpos ligados gravitaciona-
mente. Uma vez que nosso trabalho envolve o estudo de um par de planetas proximo a
ressonancia de segunda ordem, na forma 3:1, precisamos estudar o problema que envolve
trés corpos interagindo gravitacionalmente. A interacao gravitacional tem o mesmo for-
mato, porém, teremos agora uma segunda componente para forca que atua sobre cada
corpo, devido ao 3° corpo presente no problema. Comparativamente ao problema de dois
corpos, a principal diferenca em termos matematicos é a nao existéncia de uma solucao
analitica exata para o problema. O problema de trés corpos ja foi estudado por diver-
sos cientistas, entre eles, alguns dos que deram significante desenvolvimento ao problema
foram: Laplace, Jacobi, Le Verrier, Hamilton, Poincaré, Birkhoff, e mais recentemente
Brouwer(Brouwer e Clemence, 1961), Chebotarev(Chebotarev, 1967), entre outros. Uma
vez que agora temos trés corpos envolvidos, o problema deixa de ser planar,sendo necessario
a adi¢ao de outros angulos, e referenciais mais apurados, a fim de determinar a posicao
espacial dos trés corpos. O problema de trés corpos pode ser simplificado dependendo-se
das massas e inclinagoes dos planetas a um plano de referéncia.

Ao introduzirmos um terceiro corpo no problema, e tendo um corpo ’central’ com massa
muito maior que os outros dois, a aceleragao causada pelo corpo central aos outros dois sera
afetada pela aceleracao que tais corpos produzem no primeiro, central. Essas aceleracoes
adicionais em relacao ao corpo primario, de massa maior, pode ser obtida ao se analisar o
gradiente do potencial perturbardor, também chamado de funcdao perturbadora.

Considerando o sistema definido acima, podemos escrever o mesmo em coordenadas
retangulares em relacao a um referencial arbitrario com origem em O. Considerando o
corpo primario como uma estrela e os secundarios como planetas, podemos denotar as
posigoes vetoriais dos planetas em relacao a estrela da seguinte forma:

il = (22, + 2+ 22) (2.55)

i?j
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E a posicao vetorial relativa entre o corpo 7 e j pode ser escrita entao:

1/2

il = Irj — ri) = [(&5 — 2:)" + (s — v)* + (25 — 20)°] (2.56)

Onde as coordenadas 1 e 2 correspondem aos planetas interno e externo respectivamente.
Consideraremos as massas para cada as estrelas e os planetas como sendo M, m; e mo
respectivamente. E as posicoes vetoriais de cada corpo em relacao ao referencial inercial
sendo: R, R; e Ry. No referencial inercial, podemos entao escrever a interacao gravita-

cional para cada corpo, através das leis de Newton da seguinte forma:

MR = GMm;—~ + GMm,—=, (2.57)
Ut Ty

miRy = Gm1m2(r2;r12} — GMmlr—;, (2.58)
|rg — 1] T

m2R2 = Gmlmg(rl—_r% — GMmzr—z (259)
1 — 12 T2

Escrevendo agora as aceleracoes dos planetas relativo a aceleracao da estrela, temos:

r; = R; — R, (2.60)

s = Rs — R. (2.61)

Entao, substituindo as expressoes para R, R; e Ry em (2.57) a (2.62), temos:

.. Iy s — 11 I
.. I T — T2 I
G (M —- = G —_— = — | 2.63

Analisando a expressao acima, notamos que podemos escrevé-la na forma de gradientes

de funcoes escalares, e se assim o fizermos, teremos:

. 0 . 0 .0
= = |1 il k 2.64
ry Vl (U1—|-R1) (lax1 +Jax1 + 8331) s ( 6 )
. 0 . 0 .0
— — (i k 2.
1) VQ (Ug + Rg) <la;€2 +‘]8:c2 + 8372) ( 65)
Onde temos:
M M
el S NP A Al (2.66)

(8] ]
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mo ry.ro

Ry = G———— —Gmy—3—, (2.67)
[r2 — 14| T

Ry = GL—GWM¥ (2.68)
vy — ra A1

Os termos da equagao (2.66) sao conhecidos como termos Keplerianos e sdo correspon-
dentes aos potenciais para o caso do problema de dois corpos. O operador V tem o indice
1 ou 2 de acordo com o corpo o qual ele estd associado. J& as equagoes (2.67) e (2.68)
correspondem aos termos do potencial que tem origem na perturbacao causada pelos plan-
etas. O primeiro termo do lado direito das equagoes (2.67) e (2.68) sao os chamados termos
diretos e os segundos os indiretos. Os termos indiretos nao aparecem se o centro de massa
do sistema ¢é a origem dos sistemas coordenados. Como consideramos o planeta 1 interno
ao planeta 2, ou seja r; < ry sempre, podemos escrever a equacao do movimento do planeta
interno como nas equagoes (2.62) e (2.63). E a partir das mesmas, podemos reescrever o

potencial perturbador para o planeta 1 e 2 como:

R = ), nr (2.69)
|I‘2—I'1| 9
Ry, = M 1ﬂ7 (2.70)

ry — I“2| s T
onde u; = G(M + m;). Podemos estudar as fungdes perturbadoras acima escritas de
diversas formas, expandido-a de varias maneiras. Dentre as formas mais utilizadas temos
a expansao em polinomios de Legendre, a expansao em elementos orbitais. Neste trabalho
iremos nos ater a expansao em elementos orbitais.

A expansao em Elementos Orbitais para o problema de 3 corpos foi feita inicialmente na
metade do século XVIII por Pierce, em 1849, que fez uma expansao até a sexta ordem em
excentricidades e inclinacoes mutuas. Posteriormente, Le Verrier, em 1855, fez a expansao
até a sétima ordem, que foi corrigida e ampliada até a 8 ordem por Boquet (1889).
Detalharemos o método de expansao abaixo, que segue a sequéncia dada em Murray e
Dermott (2001). Dado o alto grau de complexidade dessas fungoes, fazemos uma separagao
entre a parte direta e indireta do Hamiltoniano expandido.

Definindo portanto:

a2

Rp (2.71)

B |7“2—7”1.
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Podemos escrever as equagoes (2.69) e (2.70) como:

R = 22Rp+P2aRy, (2.72)
a2 D)

R, = YRry+ R, (2.73)
a9 oY

onde definimos a; e as como sendo o semi-eixo maior do planeta interno e externo e «
como sendo a razao dos semi-eixos da forma:

a=2 (2.74)

a2
As expressoes Rp e Ry correspondem aos termos indiretos provenientes da funcao pertur-
badora e sao respectivamente devido ao planeta externo e interno. Para podermos entao
escrever Rp de forma a fornecer a parte direta de R; ou R,. Iremos entao, realizar uma
expansao de Rp. Essa expansao queremos que seja tal que R; e Ry possua apenas como
termos seus elementos orbitais. Isso implica que precisamos de uma expansao da parte
direta de Rp, e das partes indiretas Rg e R;.

A partir da expressao (2.56), utilizando a lei dos cossenos, podemos escrever:
[rg —71* = 13 + 13 — 2ryry cos 1. (2.75)

Ou de outra forma, podemos escrever:

1 R _
— =2 _ [T% + 73— 2r 179 COS’Q/}}

A ag

onde A = |ry — ry| é a separacdo entre os dois corpos de massas comparaveis. E 1 é o

N

(2.76)

angulo de abertura entre os dois raios-vetores. Uma vez quer;.ro = rirs cosy, podemos

escrever:
costp = T1Ts T Y1Ys + 2120 (2.77)
rire

E a partir da matriz (2.25) podemos escrever:
Lo cos Q; cos (w; + fi) — sinQ; sin (w; + f;) cos I, (2.78)
T
% — gin Q; cos (w; + fi) + cos Q; sin (w; + f;) cos I, (2.79)
T
Z _ gin (wi + fi)sin I;. (2.80)
7

Podemos expandir as expressoes acima, em funcao das anomalias verdadeiras M; e Ms,
e entao, podemos expandir a equagao (2.76) em uma série de Taylor em funcao de 1, de

modo que encontramos:
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1 _
X = (7} + 75 — 21175 (cos (61 — 65) + cos i — cos (61 — 62))]

Onde definimos: 6; = w; + f;, sendo #; a longitude verdadeira dos planetas com indice

[N

(2.81)

Simplificando a equagao (2.81), ao definir:

(S

— = [r{+713 = 2riracos (61 — 62)] 2, (2.82)

onde usamos,

(NI

po = [a% + a3 — 2ayay cos (6, — 62)]_ , (2.83)

para definir uma série te Taylor em pg, de modo a termos:

= () (1 ' 1
; = <Z|)2 . 57"17“2 COS@ZJ — COS (01 — 92) X F (284)
Expandindo entao em série de Taylor em funcao de py, utilizando os operadores definidos
como:
m-+n
Dy = QTQSW e com: (2.85)
6 = L1 e =21, (2.86)
aq a9
chegamos a:
1 il o= ¢ .
T = a2<2+4>§ > zéfé (a)cos[j (61 — 62)]., (2.87)
0 j=—o00

onde bgj ) s30 os coeficientes de Laplace, cada um podendo ser expresso como uma série
convergente em « para todo a < 1.

A série para os coeficientes de Laplace é definida da seguinte forma:

1. s(s+1)...(s+75—1) .
Zp0) — J
20 (@) 1.2.3.. “
" s(s+4) o, s+ (+7)(s+i+1) 4 (2.88)
1(j+1) 12(+1)(j+2)
Quando temos j = 0, o termo:
1)... —1) .
st e lsti=b) 5y (2.89)

1.2.3...j
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A série é sempre convergente para a < 1. A expressao obtida em (2.87) pode ser

generalizada, de forma que obtemos:

oo

1 1

0 l
1 l
Z_ E <k‘) 6162 kAZJ kl— k] COS] (81 - 92) (290)

=0 k=0

j=—o0

que leva finalmente a:

oo . i 00 00 !
20 (1 1, 1 I .

=2 = (2 aiazw> e > [Z 72 <k:) ey ’“A,-J,k’,k] cos [j (61 — 05)],

_0 .

= j=—o0 Li=0 " k=0
(2.91)
onde A; jmn corresponde a um conjunto de funcoes tais que:
Aijmn = Dmn <a2 (@+1) b(j (a)) = agnagam—w (a;(%ﬂ)bwl (a)) : (2.92)
. ’ +3 dai*Oal i+3

Uma vez obtida Rp, podemos expandi-la em varias ordens de poténcia. As expansoes
que devem ser feitas a partir da funcao cosseno, sao realizadas em termos da anomalia
verdadeira f e da anomalia média M, e com limite de ordem na excentricidade e inclinacao.
Le Verrier em 1855 publicou em volumes do Annals of the Paris Observatory uma expansao
de até sétima ordem, que foi posteriormente corrigida em volumes posteriores, e por Murray
(1985). Podemos encontrar em Murray e Dermott (2001) e Brouwer e Clemence (1961)
mais detalhes acerca do assunto.

Em nosso trabalho utilizamos uma expansao em 2* ordem obtida a partir de Murray e
Dermott (2001), para escrever os termos os termos da expansao correspondente aos termos
seculares e ressonantes do Hamiltoniano escrito para um sistema exoplanetario de massas
comparaveis entre si e muito menores que a massa da estrela que orbitam.

Uma vez que geramos a série infinita para a parte direta da funcao perturbadora, para
gerarmos para os termos indiretos, ¢ bem mais simples, uma vez que utilizamos a mesma
expansao em cos V.

No capitulo seguinte descrevemos como obtemos o Hamiltoniano para o nosso problema,
e como modelamos o mesmo a fim de obtermos informagoes importantes da sua dinamica,

utilizando a teoria vista neste capitulo.



Capitulo 3

Modelagem dos sistemas quasi-ressonantes

Neste capitulo iremos descrever quais os principais conjeturas que formarao o modelo
empregado para estudar a dinamica de um problema de trés corpos, mais especificamente
a dinamica de dois planetas, de massas comparaveis os quais estao proximos a ressonancia
de movimentos médios 3:1.

Os sistemas aos quais os métodos serao aplicados serao : Saturno-Urano e Sol, o sistema
55 Cnc b-c e sua respectiva estrela e o sistema HD60532 b-c. Estando este iltimo imerso
na ressonancia 3:1 completamente (Laskar e Correia, 2009).

A resolucao para sistemas desse tipo é bastante complexa e nao é obtida de forma
analitica. Iremos neste capitulo desenvolver algumas técnicas que ajudem-nos a enten-
der o problema observando como se comportam suas varidveis em diferentes regimes, ao
avaliarmos o problema de modo a observarmos os termos de longo-periodo, ou as solucoes
préoximos aos pontos de equilibrio dos mesmos.

Introduzimos um modelo que descreve o problema supracitado através da teoria de
Hamilton-Jacobi, escrevendo seu Hamiltoniano, que, devido ao fator de utilizarmos a
funcao perturbadora, gerard uma série infinita de termos. Discutiremos portanto, como
devemos escolher os termos de maior importancia, e quais as consequéncias de tais escol-
has. Em seguida, descreveremos como analisar com os dados gerados pelo Hamiltoniano
construido, através da construcao de graficos. Observando a solugao préxima a seus pontos
de estabilidade e suas solugoes especiais, no caso, periédicas. Iremos observar como varia a
energia do sistema para varias excentricidades, construindo as curvas de nivel dos sistemas,
e observaremos com a definicao de um parametro que descreve a proximidade do sistema

a uma ressonancia, como determinar em que regime dinamico o sistema se encontra.
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As modelagens utilizadas nesta dissertacao foram utilizadas em outros trabalhos, como
exemplo, Callegari et al. (2004), Callegari et al. (2006) ou Michtchenko e Ferraz-Mello
(2001a).

3.1 Construcao do Hamiltoniano para sistemas proximos a ressonancia
3:1

Resolveremos o problema utilizando o formalismo Hamiltoniano. O Hamiltoniano de um

problema de trés corpos interagindo gravitacionalmente é:

2 .2 ! G X
H— (P_l M z>  Gimymy 4 P1 X P2 (3'1)
=1

m’i I A M ’
que ja se encontra escrito no referencial heliocéntrico e nas coordenadas de Poincaré. E

onde temos: m; e my sao as massas do planeta interno e externo em unidades de massas
/ / . ~ , m; M ., , A
solares, m} e m/, as massas reduzidas que sao m; = ——— . A variavel r; é a distancia
do corpo a estrela central do sistema, G é a constante gravitacional, u; = G (M + m;),
dp
dt
sistema de trés corpos. Os indices 1 e 2 correspondem respectivamente ao planeta interno

A =r;—ral e p; = é o momento conjugado relativo ao centro de gravidade do
e o externo. Analisando o Hamiltoniano (3.1), é de conhecimento que os dois primeiros
termos sao responsaveis pelo movimento kepleriano de cada planeta, e o terceiro termo
corresponde ao de interacao entre os dois planetas.

Uma vez que o estudo do problema com este Hamiltoniano se mostra bastante dificil
do ponto de vista da resolucao do mesmo através de suas equacoes de movimento; sendo
possivel sua resolucao apenas numericamente, reescrevemos o Hamiltoniano nas variaveis
elipticas de Poincaré, para tentarmos analisarmos o mesmo de forma a simplificar o prob-

lema. As coordenadas e momentos conjugados nas variaveis elipticas de Poincaré sao:

Ai = longitude média, L; = m/'i\/sa;, (3.2)

2

—w; = longitude do pericentro, L,—G;,=1L; (1 —4/1— 62) , (3.3)

—Q; = Longitude do nodo ascendente, G;— H; = L;\/1—e? x (1 — cosl;)(3.4)
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onde: a;, e; e i; sao respectivamente os semi-eixos maiores, excentricidades e inclinacgoes
dos planetas. Reescrevemos entao o hamiltoniano nas novas coodenadas, e encontramos:

2 2,3
pim’i  Gmamg

H=—
2L12 as

X R(Ll, Lz — Gi, Gl — Hi, )\7;, Wi, Qz) R (35)

i=1
em que R é chamada de funcdo perturbadora, e a soma corresponde integralmente aos
termos que descrevem o movimento kepleriano dos planetas.

As transformacoes canonicas que utilizamos neste trabalho vem a simplificar o prob-
lema, ao termos a diminuigao dos graus de liberdade utilizando-se o formalismo de Hamilton-
Jacobi, cuja idéia é fazer com que as transformagoes sejam tais que os momentos conjugados
as varidveis sejam constante. Quando fazemos a transformacao presene nas equagoes (3.2)
a eqreftrans3, estamos diminuindo os graus de liberdade do sistema ao considerarmos que
resolveremos o problema plano, ou seja I = 0.

Para construirmos o Hamiltoniano para o nosso problema, iremos considerar uma série
de fatores que determinarao quais sao os termos importantes para o mesmo. E quais sao
os coeficientes de Laplace e suas combinacoes que formarao as constantes que teremos no
nosso problema. A equacao (3.5) é formada por uma série infinita, conforme vimos no
capitulo 1. Podemos escrever a funcao perturbadora como uma soma de trés funcoes, na
forma:

R = Rp + Rg + Ry, (3.6)

em que Rp é a parte direta, conforme vimos no final do Capitulo 2 (2.91). R; é a parte

indireta causada pelo perturbador externo, cujo termo da fungao perturbadora tem a forma:

2
Rp = — (ﬁ) (@ > cos 0, (3.7)
aq T2

e R; é também devido a parte indireta da funcao perturbadora, neste caso, devido ao

perturbador interno. E se escreve da seguinte forma:

Rr=— (Z—Z) (%2) cos 0. (3.8)

Para determinar nossos Hamiltoniano, utilizamos o principio da média, onde assumimos
que todos os termos de curto periodo nao sao importantes, uma vez que feita uma média
sobre os mesmos em um intervalo muito maior que o periodo orbital do planeta em questao,

obteremos um valor nulo.
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Uma vez que as séries sao escritas em funcao de «, que é a razao dos semi-eixos dos
planetas, é fundamental que as orbitas nao se cruzem, para que assim, tenhamos sempre
uma série convergente em todos os seus termos. A condicao que tem de ser obedecida é a
seguinte:

a; (1+e)=as(l—ey), (3.9)

O que significa que o valor da distancia do planeta interno no apocentro nao deve ser
maior que o valor da distancia do planeta externo no seu pericentro. Para os trés sistemas
estudados, tal valor confere.

Vale salientar que, uma vez que podemos escrever a funcao perturbadora de forma geral

cOmo
R = ,LLQZSCOS b, (3.10)

onde S é uma funcao dos semi-eixos maiores, excentricidade e inclinacoes, da definicao de

longitude de pericentro, a forma geral do argumento de ¢ pode ser escrita como:
¢ = jida + JoA1 + 302 + Jawor + 580 + J6fh (3.11)

Chamando o coeficiente de cada variavel como j, percebemos que:

6
> ji=0, (3.12)
=1

que é a regra conhecida como regra de D’Alembert. Esta regra nao se aplica a qualquer
escolha dos angulos. Precisamos utilizar angulos que determinem uma direcao fixa, ou seja,
longitudes, ao invés de anomalias(médias, verdadeiras, ...). Como angulos mais utilizados
temos o conjunto formado por: wy, ws, 2, Qo, A1 € Ag.

Na expressao (3.10) chamamos ’S” da "for¢a”individual de um termo, e iremos uti-
lizar este parametro para escolher termos mais importantes em relacao a proximidade da
ressonancia do problema.

Para determinar quais os termos para R, seguimos as orientagoes abaixo, como vistas
em Murray e Dermott (2001):

1. Decidir quais as combinagoes de angulo ¢ ¢ aplicada ao problema.

2. Determinar a ordem 'N’ do argumento. Que é igual a soma dos valores absolutos dos

coeficientes das variaveis \;,.
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3. A partir dos termos de ordem apropriada na expansao em Rp, determinar o valor de

J que concorde com o argumento desejado ¢.

4. Calcular a combinacao dos coeficientes de Laplace para o dado valor de j para de-

terminar explicitamente a forma do termo de interesse.

5. Decidir se ha uma perturbacao interna ou externa, e a partir dai fazer uso das

expressoes que determinam sua série.

Precisamos também classificar os diferentes tipos de termos presentes no Hamiltoniano.
Uma vez que todo termo em cosseno possui argumentos dependentes de w1, ws, 21, (o, AjeAs,
que se combinam linearmente. Caracaterizaremos os termos de acordo com suas pro-
priedades dinamicas.

Sabemos, para o caso nao-perturbado, que os unicos elementos que variam sao as
longitudes médias dos planetas considerados. Todos os outros elementos permanecem
constantes. O mesmo nao ocorre para o caso perturbado, onde a longitude média ainda
varia bastante durante o intervalo de um periodo. Os outros elementos, porém, variam
lentamente em uma escala de tempo de vérios periodos. Os termos que variam lenta-
mente, os quais observamos uma variacao consideravel em uma escala de tempo muito
alta, chamamos de termos seculares ou de longo periodo. Por este igual motivo, aos termos
que dependem das longitudes, podemos chamar de termos de curto periodo. Ha também
os termos ressonantes, que se caracterizam devido aos argumentos do cosseno estarem
escritos quando os movimentos médios dos planetas sao préximos a um valor multiplo in-
teiro, cuja diferenca é muito pequena e uma vez na equagao dos movimentos para o caso
perturbado, gera termos bastante expressivos na mesma, chamados de pequenos divisores

(Ferraz-Mello, 2007). Tal relagao pode ser escrita da forma:
Janz — jim = 0, (3.13)

onde j; sao valores inteiros, e n; sao os movimentos médios dos corpos. Se consideramos os
semi-eixos maiores dos planetas, podemos escrever uma relagao para os termos ressonantes

da seguinte forma:
2
1 3
a) =~ m 9. (314)
|J2]
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Definiremos entao a fungao perturbadora para o nosso problema da seguinte forma:
R = Rgee + Ryes, (3.15)

onde os termos do lado direito da equacao correspondem respectivamente a parte sec-
ular e a ressonante do Hamiltoniano. Os coeficientes para os termos da expansao da
funcao perturbadora sao escritos como combinacao de coeficientes de Laplace, conforme
visto no Capitulo 2. Esses coeficientes sao conhecidos como coeficientes de Le Verrier.
Através de Murray e Dermott (2001), determinamos a série infinita e os termos gerais
que a compoem. Observando a forma geral de Rp, que determinara a parte perturbadora
do nosso Hamiltoniano, e sabendo-se que a parte secular do Hamiltoniano é aquela que
nao possui dependéncia das longitudes médias, encontramos os coeficientes para os termos

seculares, que estao dispostos na parte secular do Hamiltoniano abaixo:

Ryee = 1 + 2 (ef + e%) + o573 + cqere9 cos (wy — w1 ), (3.16)
onde os ¢s sao:
1
o = —=ab (),
2 3
1
G = éb(;) (Oé) )
1
e = g[2aDa+a’D]] b\, (3.17)
2
1
Cqy = Z [2 — QO[Da — OéQDi} b(%l)

A notacgao acima, é escrita dessa forma para uma futura organizacao dos termos utilizados,
como veremos mais adiante. A varidvel s; = sin %) , e I é ainclinacao da érbita do corpo
especificado em relagao a um plano referencial. Para nosso trabalho, trataremos do caso
planar. Entao, fazendo I = 0 , nao utilizaremos o coeficiente ¢y.. Logo, a parte de longo

periodo do Hamiltoniano do nosso problema pode ser escrito:
Ryee = 1 + ¢ (e1) 4 €3 (€2)” + ¢4 (e163) cos (wy — 1), (3.18)

Para determinar os termos ressonantes, é preciso observar os termos que obedecem as

condigoes (3.13) ou (3.14). Cujos argumentos no cosseno, serao da forma:

kAs — I\ — mwy — nw;. (3.19)
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Porém, uma vez que temos uma série infinita, sempre existirao ntmeros inteiros tais que
a condicao de ressonancia seja satisfeita. Porém, os termos de maior ”forca” para o nosso
caso, sera determinado pelos que obedecem a condicao da ressonancia 3:1. Uma vez que
vamos trabalhar especificamente com o sistema ressonante 3:1, nos interessa apenas os
termos em que temos k = 3 e [ = 1. Para estes valores, os termos serao mais ”fortes”,
de acordo com a fungao S vista em (3.10). Mais detalhes podem ser vistos em Murray e
Dermott (2001).

Baseado no trabalho de Tittemore e Wisdom (1988),Michtchenko e Ferraz-Mello (2001a)
e Callegari et al. (2004), determinamos os coeficientes que estdo escritos na forma de Le
Verrier (Le Verrier, 1855). Apesar de termos problemas com ordem de ressonancia difer-
ente nos dois casos, a parte secular da funcao peturbardora serd a mesma tanto para os
sistemas de ordem de ressonancia 3, como para 0 nosso caso, que corresponde a uma res-
sonancia de 2% ordem. Para escrever a parte ressonante da funcao perturbadora do sistema
3:1 descobrimos quem eram os coficientes que sao combinagcoes dos coeficientes de Laplace,
chamados coeficientes de Le Verrier(Le Verrier, 1855), para o sistema 3:1, observando os
termos diretos da expans@o em coeficientes de Laplace encontrada em (Murray e Dermott,
2001).

Uma vez que estamos tratando nosso problema como sendo planar e médio, os termos
dependentes das inclinagoes deverao ser descartados pois dependem das inclinacoes dos
corpos. Em adigao a estes termos, os termos cujos argumentos do cosseno nao sao escritos
em seus angulos de longitude média como tendo a proporcao 3:1 da ressonancia, serao
também excluidos, pois nao terao influéncia expressiva no problema, ja que nao geram
minimos com valor proximo a zero. Entao, os possiveis argumentos para os termos em

cosseno da parte ressonante da fungao perturbardora sao os seguintes:

3Xy — A\l — @y — wo,
3)\2 - )\1 - 2@1, (320)

3/\2 - /\1 - 2@2.

Logo, observando a func¢ao perturbadora direta e indireta, que podemos encontrar em
Brouwer e Clemence (1961) ou em Murray e Dermott (2001), os coeficientes restantes para

os termos cujo argumento sao os definidos em (3.20) serdo os seguintes:
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€l

1
) [21 + 10aD,, + a2Da2] bg% cos(3M\y — A\ — 2w01),

etes o L 997,0) N

55[ 20 — 10aDy — a” D3] by cos(3Xe — At — w2 — @), (3.21)

1 27
12 ([17 + 10aD,, + oﬂDi] bf;)z — ga) cos(3N\y — A — 2w09).

Onde os bgj) sao os coeficientes de Laplace que tem como forma geral a descrita no
capitulo 1(equacao(2.88)). os D's correspondem as derivadas em fungao de «, onde « ¢ a
- .o ay 27 .
razao dos semi-eixos na forma: o = —. O termo que aparece em cy, —gat proveniente

a2
da parte indireta da funcao perturbadora. Para calcular os coeficientes de Laplace em
questao e posteriormente os Coeficientes de Le Verrier, utilizamos o programa descrito no
capitulo 4. De posse de tais informacoes, a parte ressonante do nosso Hamiltoniano se

escreve:

Ryes = c5€2 cos(3Xg — A; — 2001) + cgea cos(3ha — A\| — w01 — @) + creres cos(3Ag — A — 2003,

(3.22)
onde c¢s, ¢ e ¢; podem ser identificados respectivamente de (3.21) e se escrevem:
_ 1 27927 ,(3)

G = 3 [21 +10aD, + a® D3] b7,
1

¢ = 4 [-20—-10aD, —a*D7] b7, (3.23)
1 27

o ) [17 + 10aD,, + a2Di} bgl/)Q — ga.

Para estudar as propriedades de longo-periodo dos sistemas, para todos os calculos
acimas consideramos « como estando na ressonancia exata. Para tal, tomamos o valor
mais recente calculado para o semi-eixo maior do planeta interno, e calculamos o valor
do semi-eixo maior do planeta externo em funcao da razao dos periodos da ressonancia
3:1 através da condigao de ressonancia vista em (3.14) Para os trés casos, uma vez que as
massas dos planetas sao muito menores que a massa das estrelas (da ordem de 103 ~ 10*x
menores), podemos considerar que:

—2/3
o= (I) ~ 0.480749857. (3.24)

Seguindo os artigos Michtchenko e Ferraz-Mello (2001a), Callegari et al. (2004) ou Callegari



Secao 3.1. Construgao do Hamiltoniano para sistemas préximos a ressonancia 3:1 49

et al. (2006)realizamos uma nova transformacao canonica nas varidveis, obtendo:

)\1, Jl - Ll+%(]1+[2)7
A2, Jy = Lz—g(fl‘i‘[z),
3 1
o1 = 5)\2 — 5)\1 — Wi, Il = L1 - Gl, (325)
3 1
02 = 5)\2 - 5)\1 — W2, I, = Ly— Gy,

onde os angulos o7 e 09 sao os angulos ressonantes e I;, Iy os momentos conjugados a
longitude do pericentro e do nodo, respectivamente. A escolha para os angulos ressonantes
implica em algumas consequéncias na hora de construirmos o plano de fase da energia em
funcao das excentricidades, como veremos posteriormente. Tal escolha, segundo Lemaitre
(1984) faz com que o plano de fase tenha uma modulacao ocasionada pelo fato de termos
usado o angulo que corresponde a 1/i do valor do angulo ressonante (equagoes (3.20)).

Pois, usamos o angulo ¢ na forma:

g1 = p+q}\2—£)\1—w1, (326)
q q

[ p+q)\2—8)\1—ZU2 (327)
q q

Esta notagao é a mesma introduzida e utilizada em Poincaré (1902) e Schubart (1966),
e o resultado é que como as equagoes (3.26) e (3.27) definem ¢ médulo 27p/q, produzimos
1 vezes o plano de fase no nosso diagrama.
Escrevendo Hamiltoniano com essas novas variaveis, verificamos que o mesmo nao de-
pende das variaveis A\; e Ay, ou seja, as variaveis J; e Jo sao constantes do movimento.
2

Assumindo agora a hipdtese de que I ~ J;( 5’) expandimos o Hamiltoniano uma série de

poténcias, sabendo-se que:

1 o
1 - (_1)nxn’
+ n=0
d{ 1 } i 0o
— = —>» (=1)"nz""". (3.28)
de |1+ x o

Escrevendo o Hamiltoniano (3.5) em funcao de (3.18) e (3.21), e fazendo a aproximagcao

(3.28), levando em conta apenas os dois primeiros termos da série, pois ap6s os 2°° termos
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da série, os termos ficam muito menores que os 2 primeiros. Temos, entao:

H = 2A(L 4+ L) +4B (I, + I,)> + 2CI, + 2DI, + 2E+/I, I,cos (01 — 03)

+ 2F1[1COS (20'1) + 2F2[2008 (202) + 2F3\/ IIIQ COS (0'1 + 0'2). (329)

Os coeficientes que aparecem no Hamiltoniano acima sao:

2
C = —02%;22 ;Cl%’ D= —cgﬂf—; + ;clﬂj—;, (3.30)
M. 1 M.
E = —c4t]22\/—ﬁ, Fy :_565ﬁa
Fy, = —%c(gﬂj—;, ng%@%.
E onde: My = 12mf?, My = ji2ml e Mz = m]l\?@.

O célculo dos coeficientes A, B, C.... sao feitos considerando-se J; e Jo constantes com
os valores dos semi-eixos dos planetas como estando exatamente na ressonancia, e com
a excentricidade igual a zero da mesma forma para ambos. Calculamos os coeficientes
para cada um dos sistemas estudados. Os valores encontram-se destacados nos capitulos
de aplicacao a cada sistema especifico. O fato de usarmos estas condigoes para calcular
as constantes vem do fato de que, com o sistema préximo a ressonancia, as constantes
praticamente nao variarao, com excecao de A.

Esperamos que o valor de B seja bem maior que o valor das outras constantes. Porém,
esse aspecto é explicado pelo fato do mesmo ser multiplicado por termos de 4° grau de
poténcia de excentricidade, que sao bastante pequenos.

A expansao que realizamos em (3.28), é uma expansao feita em termos de I; e I,

e estamos considerando uma aproximacao linear, ou seja, apenas os termos de primeira
2

i

ordem da expansao. Estes termos, conforme a hipotese de que I; = J; ( 5 ), pressupoe
termos quadraticos nas excentricidades.

A transformagcao canonica utilizada em (3.29), faz com que tenhamos uma diminuicao
ainda maior para os graus de liberdade, ao fazermos a exclusao dos termos de curto periodo

do Hamiltoniano e o caso planar.
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3.2 Introducao do Parametro de Proximidade com a Ressonancia

Precisamos estudar a regiao proxima a ressonancia, e para isso fazemos uso de um
parametro 0 de proximidade com a ressonancia. Este parametro foi primeiramente in-
troduzido em Tittemore e Wisdom (1988). O parametro demonstra a proximidade com
a ressonancia encontrando em func¢ao dos coeficientes em (3.30); uma combinacdo linear
em que consigamos escrever a relacao de ressonancia dos movimentos médios. Uma vez
que estamos tratando do caso 3:1, temos que a relacao entre os movimentos médios na
ressonancia sera: 3ns —n; = 0.

Este valor de § pode ser também atribuido ao se analisar os angulos ressonantes do
problema, que sao os trés mostrados na equacao (3.20). Se analisamos as constantes A, C
e D presente no Hamiltoniano (3.29), notamos que: 44 ~ 3\ — A\, @y =~ 2C e wy ~ 2D.
Ou seja, quando estamos proximos a ressonancia, o valor de ¢ ird se aproximar de zero,
uma vez que na ressonancia de movimentos médios, o fator 3ny — n; ~ 0. Como temos
trés angulos ressonantes, escolhemos entre um deles para determinar o valor de § que
utilizaremos.

Os trés angulos ressonantes, de acordo com os coeficientes do Hamiltoniano nos dao

como posibilidade os seguintes parametros:

§ = 4A+42C+ 2D,
5 = 4A44C, (3.31)

0 = 4A+4D.

Os valores de ¢ calculados acima sao bastante préximos. Escolhemos o 6 = 4A+2C+2D
porque a uma primeira aproximagao pode ser escrito como 3n; —ny —w; — ws, € este termo
tem o maior coeficiente constante F3, sendo, portanto, mais influente no Hamiltoniano.

Uma vez que o Hamiltoniano depende fortemente dos semi-eixos devido ao coeficiente
A, iremos introduzir o § a partir de A, para que assim nao haja mais tal dependéncia.

Fazendo tal substituicao, o Hamiltoniano fica:

1
H = 5(0-20=2D)(h+ L) +4B (I, + 1) +2CI +2DIy + 2B\/Ti Iy cos (0 — o)

+ 2F 1 cos (201) + 2F515 cos (209) + 2F5+\/ 1115 cos (o1 + 02). (3.32)
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Com o Hamiltoniano escrito desta forma, diminuimos o nimero de parametros livres do
problema, deixando apenas 0 e H.
Para uma posterior andlise, foi também necessério escrever o Hamiltoniano em coorde-

nadas nao-singulares. Pela sua definicao:

x; =/ 2l;cos (0;) , yi = \/2L;sen (o) . (3.33)
Substituindo em (3.32), temos:

1
H = Z(&—QC—QD)(m§+y%+x§+y§)+B(m%+y%+az§+y§)2+c(aﬁ+y%)
+ D(x%—l—y%) + E (x129 + t1y2) + Fi (ﬁ_y%) + Iy (x%—yg) (3.34)
+

Fy (531332 - Z/ly2) .

De posse do Hamiltoniano recém construido, iremos estudar o dominio secular dos sistemas.

3.3 Movimento Secular dos Sistemas Planetarios

Para estudar o dominio secular dos sistemas planetarios deste trabalho, iremos inicial-
mente retirar do Hamiltoniano os termos ressonantes, que possuem argumentos em cosseno
envolvendo os angulos ressonantes. Com este novo Hamiltoniano, queremos observar as
solugoes especiais do mesmo. Porém, escrito apenas sem a parte ressonante encontramos
problemas para encontrar solucoes analiticas ao integrar as equagoes dos movimentos.

Entao, fazemos uma nova transformacao canonica, que permite-nos obter uma relacao
entre as novas variaveis, simplifcando assim, as equacoes diferenciais do problema.

A transformacao canodnica realizada foi:

Aw = 01 — 09, Kl :[17

¢ = 09, K2 :Il+[2, (335)

onde a variavel Ky é chamada déficit do momento angular do sistema. E escrevemos

um novo Hamiltoniano nessas variaveis, obtendo:

1
Hsec = 5 ((5 —2C — 2D) K2+4BK22+2CK1+2D (K2 - K1>+2E Kl (KQ - Kl) COS(AW).
(3.36)
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O Hamiltoniano escrito deste modo possui apenas um grau de liberdade. O fato de
termos retirado os termos ressonantes, somado ao fato de considerarmos o problema planar
médio, reduzem-o a esta forma. A partir deste Hamiltoniano, queremos encontrar as
solugoes para as variaveis no Hamiltoniano. Encontraremos as equagoes de Hamilton-

Jacobi para este sistema, que sao:

) a[—Isec .
Kl = - A =2F Kl (K2 - Kl) S11 Aw, (337)
. OHg.. E (K, - 2K
Aw = =2(C—-D)+ (K ) cos Aw. (3.38)
0K, K, (K, — K))

Uma vez que o Hamiltoniano nao depende de ¢ ela é ignoravel, e portanto:

y 8Hsec
Ky = — =0 3.39
K, = constante. (3.40)
Resta-nos, portanto, resolver:
. OHg 1 EK,
= =—-(0—2C+ D)+ 8BK, + cos Aw. 3.41
b= Grr =5l )+ 88K+~ (3.41)

Com a equagao acima, iremos encontrar as solucoes periodicas. Uma solugao periddica
¢é estacionaria. E sabemos que para que um movimento seja estacionério, suas coordenadas
nao-ciclicas ou ignoraveis devem ser constantes. Desse modo, teremos que: K; = cte, ou
seja, K; = 0. O mesmo vale para Aw. Para um dado H,.. podemos facilmente integrar as
equagoes (3.37) e (3.38), pois podemos encontrar Ks, que é uma constante do movimento.

As equacgoes de movimento obedecem:

K, = 0, Aw =0,
Ky, = cte, ¢ = vyt + cte. (3.42)
A primeira coisa que podemos ver é que, os valores do angulo secular Aw deve serAw =

0 ou 7. Definimos respectivamente cada uma dessas solugoes respetivamente como Modo

I e Modo II. Podemos também tirar uma relacao entre K, e Ky a partir da primeira parte
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da equacao(3.41), de modo que podemos escrever o Hamiltoniano em func¢ao de uma das
duas varidveis apenas. Vale a pena notar que as solugoes acima sao validas apenas quando
nao temos singularidades. Observando as equagoes de movimento (3.38) e (3.41), vemos
que ocorrem singularidades se temos: K; =0 ou K; = K.

Queremos observar como se comportam as solugoes periddicas em relacao aos valores de
energia. Entao, encontraremos a relacao entre K; e K5 , a partir da equagao (3.42). Para
encontrar as solugoes, escrevemos K; em funcao de K e vice-versa. Pois queremos escrever
a energia em funcao das excentricidades dos dois planetas individualmente.Resolvendo,

obtemos:

K = % [a 242 4a] , (3.43)
Ky

K = = [oz +var - 44 , (3.44)
onde: a = \? 44, )\:2(D—_C) e A= 1L, (1—«1—@%).
E

Escrevemos entao, o Hamiltoniano em funcao das excentricidades e; e ey, para os trés
sistemas estudados. E assim poderemos analisar como as solugoes do Hamiltoniano de-
pendem das excentricidades e verificar os modos de movimento para os sistemas dinamicos
que pretendemos estudar. Nos capitulos seguintes fazemos os graficos (figuras6.1, 7.1 e8.1)
para cada sistema estudado.

Notamos que para valores do Hamiltoniano H,.. abaixo de zero, teremos apenas duas
solugoes, enquanto que para valores positivos, teremos quatro solugoes possiveis. Se anal-
isarmos os angulos o7 e o9, percebemos que os mesmos mudam de sinal ao passar pelo
valor das excentricidades que corresponde ao maximo das parabolas quartendrias que sao
solugao deste problema. A escolha do valor de ¢ foi feita a fim de podermos observar o
regime secular e as regioes ressonantes para valores altos de d se comparado aos valores
necessarios para o sistema encontrar-se imerso na ressonancia totalmente. Estudamos as
solucoes para o Hamiltoniano Secular a partir da construcao do plano de fase das excen-
tricidades e da varidavel Aw. A partir das solugdes para K; e Aw definidas em (3.42),
integramos as equagoes de movimento mostradas em (3.37) e (3.38) através do método de
Runge-Kutta, que sera explicado no capitulo seguinte. Variamos as condigoes iniciais para

K, e as condigoes iniciais para Aw eram basicamente dadas pelos valores 0 ou 7. Uma vez
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encontradas as solugoes, montamos o plano de fase de e; cos Aw e e; sin Aw. Escolhemos
o grafico desta forma pois podemos observar de modo mais intuitivo se ocorrem libragoes
ou circulagoes das excentricidades em torno de um determinado angulo.

As equagoes de movimento nao dependem de 4, e, para a integracao, consideramos
uma energia constante obtida a partir de Ky que é uma constante do movimento chamada
de Deficit do Momento angular como visto em Michtchenko e Malhotra (2004). Define-se
também o momento angular total como sendo AM = Li + Ly — K.

Para o calculo dos planos de fase descritos acima, determinamos portanto, um valor
fixo para Ky, que implica em um momento angular constante. O tempo de integracao
para cada um dos sistemas também ¢é diferente uma vez que os periodos de cada um sao
bastante dispares.

Para determinar os valores das condicoes iniciais, uma vez que queriamos observar todas
as caracteristicas do plano de fase, variamos o valor das excentricidades durante todo o
intervalo relevante para o nosso estudo, e a partir do mesmo determinamos o valor inicial
de K;. Ja para Aw, iniciamos com o valor de 0 ou 7 para que assim pudessemos observar
o maior valor absoluto possivel positivo e negativo, dentro das excentricidades utilizadas.
Quando temos os valores de e; ou ey negativos, estamos tratando do modo II das solucoes

periddicas ja descrita.

3.4 Clurvas de Nivel

A fim de analisar de outra forma a dinamica do problema, observando os possiveis
regimes de movimento possivel para uma grade de condicoes iniciais diferentes, construimos
as curvas de nivel do Hamiltoniano para sistemas proximos a ressonancia 3:1 e o aplicamos
para os mesmos trés sistemas que vem sido estudado neste trabalho. Construiremos os
graficos para as curvas de nivel do Hamiltoniano total para cada sistema (3.35), Porém,
faz-se também necessario utilizar o Hamiltoniano Secular (3.36) para encontrar os pontos
de equilibrio que serao utilizados para construcao do plano paramétrico que veremos na
secao 3.5. O Hamiltoniano Secular sera obtido ao retornarmos das variaveis K; e Aw para
as variaveis x;, yi, que pode-se observar no Hamiltoniano (3.35). Para isso, basta excluir
da equagao os termos que possuem termos ressonantes. De modo que temos, no fim das

contas:
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1
H,., = Z(5—20—2D) (:c§+y%+x§+y§)+B(x§+yf+x§+y§)2+0(x§+yf)

+ D (23 +y3) + E (x122 + y19a) - (3.45)

Para este Hamiltoniano, nas variaveis z; e y; temos quatro parametros livres. Utilizamos

a mesma condicao que utilizamos na secao passada:

x; = +/2[;cosoy,
Y, = \/2L;Siﬂ0'i,

que sao chamadas varidveis nao-singulares. Uma vez que as condicoes iniciais sempre
implicam Aw = 0° ou 180°, usamos esse fato para diminuir o espaco de apresencao das
curvas de nivel. Como relataremos um pouco mais abaixo, de acordo com os angulos em
torno dos quais nossas variaveis oscilam, implica que teremos apenas um Hamiltoniano
dependente de y, pois todos os termos em cosseno terao valor zero.

Para variar os valores de z, fazemos variar os valores da excentricidade dentro de
um intervalo, de acordo com os valores atuais de excentricidade dos planetas desses sis-

temas. Variamos cada excentricidade independentemente. E importante frisar que nosso

3\ A
Hamiltoniano utiliza os angulos o. Que sao escritos da forma o; = 72 — ?1 — 1w, €
3\ A
09 = 72 — 71 — wy. O fato de usarmos estes angulos faz com que tenhamos uma re-

producao de duas vezes o plano de fas no grafico que corresponde as curvas de nivel dos
sistemas. Pois os angulos ressonantes sao escritos como o dobro do angulo que utiliza-se
acima. A transformagdo canonica em (3.26) é a responsavel para que isto acontega. Para
analisarmos o plano das curvas de nivel, portanto, iremos utilizar duas defini¢oes diferentes
de angulos. Os angulos o previamente descritos, e os angulos 20;.

A informagcao sobre os angulos criticos ou ressonantes estd embutida no sinal de e; e
es. Para os angulos o;, teremos que, quando: e; < 0, 0; = 90, 09 = —90°. Para os angulos
201 e 209, essa condicao sera tal que quando e; < 0, 20, = 180°. E quando e; > 0 temos
o1 e g9 = 0. Isto implica basicamente que o Hamiltoniano (3.35) se escreverd unicamente
nas variaveis y.

Para analisar os diferentes regimes dinamicos dos sistemas, construimos curvas de nivel

para diferentes valores de d que é nosso parametro de proximidade com a ressonancia
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(Tittemore e Wisdom, 1988). Com a variacao do valor de ¢ tivemos a intengao de observar
as bifurcacoes dos pontos fixos existentes no sistema. Pontos fixos tais que observamos
através das curvas de nivel da energia que geramos. Exploramos os valores de § a trés
ordens de grandeza, a fim de observar as bifurcagoes que a sua variacao geram nos pontos
fixos. De acordo com (Lemaitre, 1984), para sistemas com ressonancias de segunda ordem,
esperamos observar trés tipos de dominio: A zona de ressonancia, uma zona externa e
outra interna a ressonancia. Com esses graficos podemos observar também a bifurcagao
que ocorre de acordo com a variacao de 0 e observar para que valores de § teremos o
aparecimento de um centro, e diminuicao das zonas de ressonancia interna.

No nosso trabalho iremos também, a partir destas curvas de nivel, determinar os valores
de energia para os pontos fixos que delimitarao essas zonas, e entao determinar as regioes de
ressonancia, de longo periodo e de quasi-ressonancia, e observar em que regioes encontram-
se exatamente os sistemas estudados.

As curvas de nivel nos serao importantes porque a partir delas podemos estimar a
dinamica do sistema, caracterizando as diferentes regides que se observam em graficos
deste tipo.

Sabemos por exemplo, que regides onde ocorrem visualmente um cruzamento de tra-
jetorias costumam envolver pontos fixos conhecidos como pontos de sela. Tais pontos estao
associados a separatrizes de diferentes regimes dinamicos.

Um ponto de minimo de energia normalmente esta relacionado a centros, e consequente-
mente, trajetorias circulares que normalmente envolvem libracoes ou circulagoes. Para o
problema estudado, os pontos fixos mais comumente encontrados sao portanto pontos de
sela e centros.

Dependendo da localizacao do sistema no grafico, podemos dizer se 0 mesmo encontra-
se no regime ressonante de movimento, quasi-ressonante ou secular. A curva de menor
valor, corresponde ao valor minimo de energia, que no caso, corresponde ao ponto fixo
caracterizado por ser um centro, de acordo com Strogatz (2000).

Variamos o valor de § em trés ordens de grandeza pra cada um dos sistemas estudados,
a fim de observar as bifurcacoes que ocorrem com relagao ao tipo de ponto fixo encontrado
para cada um deles. Notamos na figura 3.1, que para valores de § muito baixos, teremos nao

haverd a existéncia de uma regiao ressonante(painéis 'A’ e 'B’). A medida que aumentamos
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o valor de § ocorre o aparecimento da regiao ressonante, restrito a excentricidades bastante
baixas: Dois centros de ressonancia com energia maxima, e um ponto de sela na origem. Se
aumentarmos ainda mais o valor de 0 observaremos o aumento da regiao ressonante(painéis
'C’ e ’D’), e enfim, para altos valores do parametro observamos o nascimento da regiao
interna a ressonancia que ocorre devido a bifurcacao do ponto de sela em um centro e dois
pontos de sela(painéis 'E’ e 'F’). O aumento da regiao interna a ressonancia é proporcional a
0. Com o aumento do centro, a regiao de ressonancia que estava limitada a excentricidades
muito baixas, passa a abranger uma area maior, como se pode averiguar na figura 3.1.

Faremos o uso o angulo 20 e o para observar as curvas de nivel, de modo que temos
sempre o plano de fase ”duplicado”, exibindo duas regides de ressonancia e um centro para
o valor o, e apenas uma regiao de ressonancia para 2c. As duas regides de ressonancia
ocorrem devido a uma reproducao de ¢ vezes o plano de fase causada pelo angulo utilizado.
A partir dos graficos podemos também, definir, baseado nos valores de excentricidade
observados, as trés zonas de regime de movimentos possiveis. A zona externa a regiao em
que temos os dois 16bulos de maximo de energia, circundados pela separatriz definida pelo
ponto de sela, é a zona externa a ressonancia. E a regiao delimitada interiormente pela
separatriz ¢ a regiao interna a ressonancia.

Podemos, uma vez que fizemos a andlise das curvas de energia para o angulo ¢ faze-lo
para o angulo 20. Onde esperamos que nao ocorrae mais a reproducao do plano de fase
de 2x causada pelo primeiro angulo. Uma vez que o angulo tem metade do valor anterior,
podemos, fazendo tal mudanca, observar como ficam os graficos deste modo. Esperamos
que o valor de maximo localize-se ao lado negativo do eixo y, uma vez que devemos ter

uma libracao do angulo ressonante a 270°.



Secao 3.4. Curvas de Nivel 59

7\
\S2
n)

S5

G

e

</

J

)
aanm

Figura 3.1: Curvas de nivel do Hamiltoniano possiveis para um sistema que encontre-se em ressonancia
3:1.0bservaremos as diferentes regides acima ao variarmos o valor de ¢, conforme a descrigdo na segao
seguinte. Podemos identificar as regices internas ou externas a ressonancia apos a bifurcagao do ponto de

sela, em centro(Lemaitre, 1984).

Esperamos através da construcao destas curvas para varios valores de 0 observar os
diferentes regimes dinamicos que surgem e como se mantém através da variacao do mesmo.
Esperamos observar os regimes observados na figura 3.1, conforme varie o valor do
nosso parametro. A partir de tais valores em dependéncia de ¢ poderemos definir em
que situagoes os sistemas encontrar-se-ao em cada uma das reigoes, a saber: Ressonante,
quasi-ressonante ou secular, para cada tipo de plano de energia observado, e sabendo-se

suas excentricidades e energia.
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3.5 Construcao do Plano Paramétrico

Uma vez de posse das curvas de energia para o sistema, podemos determinar visual-
mente em que condig¢oes tem-se cada regime dinamico. Porém, o estudo através das curvas
de nivel exige que construamos varios graficos e, a partir dos mesmos identifiquemos para
que valores de excentricidade e § o sistema encontrar-se-4 em regime ressonante, quasi-
ressonante ou secular.

Construimos entao, a fim de determinar de modo mais pratico, um grafico que contém
os valores de energia em funcao do 9, o parametro de proximidade com a ressonancia.

Para isso, precisamos inicialmente definir a quais regides no plano de niveis de energia
corresponde a cada um dos regimes dinamicos caracteristicos dos sistemas planetarios.

Baseando-se na figura 3.1 da secao anterior, sabemos que:

Dentro da regiao definida pelo niimero 1 corresponde a regiao ressonante, onde o sistema
encontra-se dentro da ressonancia. A regiao 2 corresponde a regiao fora da ressonancia,
caracteristicamente secular. Porém, quando possuimos um plano em que ha a ocorréncia
de um centro na origem, definimos que, para valores de energia entre os valores correspon-
dentes ao minimo e o valor de energia que define a separatriz, o sistema encontrar-se-a em
regime quasi-ressonante. Para energias abaixo da energia do minimo, diremos que o sis-
tema encontra-se em regime puramente secular, ou seja, no regime o qual o sistema possui
variagoes em seus parametros que variam somente a intervalos de tempo muito maior que
o valor de seu periodo orbital.

Para determinar os valores de energia numericamente, precisamos, a partir do hamil-
toniano dependente das varidaveis nao-singulares, conforme visto em (3.35), e transcrito

abaixo,

1 2
H = Z(5—2(1—2D) (2f 4y +as+ys) + B(x]+yi +a5+y3) +C (2 +47)
+ D (ch + ZJ%) + E (122 + 1hy2) + F4 (xf - y%) + F; (x% - y%) (3.46)
+ Fs (2122 — y1y2) ,

definir como obter os valores da energia exatamente. Quando as libragoes ressonantes

ocorrem em 90°, sabemos que todos os valores de x serao zero. Isto porque da definicao
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de x e y em (3.33), x depende explicitamente do cosseno de o, que em 90° tem valor igual

a zero. Logo, nosso Hamiltoniano pode ser reduzido a:

H = i(d—QC—QD)(yf—l—yg)—i—B(yf—l—y%)Q—l—Cyf

+ Dy; + Eyiys — Fiyi — Fays — Fsngs. (3.47)

Entao, uma vez que B, C, D, ... sao constantes, temos uma fungao de duas variaveis, x e
y. Sabemos de Strogatz (2000), que um centro normalmente esta associado a um minimo,
local ou nao. Logo, podemos determinar a energia do centro, que sabemos neste caso estar
na origem, ou seja, quando as excentricidades possuem valor igual a zero. Logo, para tais
valores, teremos a energia do minimo como sendo igual a zero.

Os méaximos da funcao Hamiltoniano correspondem ao estado de maior energia, que,
neste caso, corresponde aos centros associados com a ressonancia do sistema. Uma vez
que estamos escrevendo o Hamiltoniano em funcao de o, observaremos o grafico com duas
regioes ressonantes, que ocorrem devido a escolha do angulo. Determinamo-os numerica-
mente igualmente ao minimo.

Ja para definir o valor da energia na separatriz que divide o regime ressonante do
regime secular interno ou externo (cabendo o interno a regiao quasi-ressonante uma vez
que ¢ limitado em energia pelo valor de energia do minimo local da fun¢ao Hamiltoniano;
que é o centro). A curva separatriz da funcao Hamiltoniano estd associada ao seu ponto
de sela, em funcao de y; e y», como os pontos de sela observados na figura 3.1. Entao,
utilizamos a teoria de cédlculo diferencial para encontrar os pontos de sela a partir das
diferenciais segunda e primeira do Hamiltoniano em funcao de y; e ys.

As diferenciais do Hamiltoniano podem entao ser escritas como:
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0H 1
@ = 3 (6 —2C —2D)y, + 4B (y% + yg) y1 + 20y + By, — 2F1y1 — F3y43.48)
1
0H 1 2, 2
B = 3 (0 —2C = 2D) y» + 4B (Y} + 3) y2 + 2Dys + Eyy — 2F5ys — F3y(3.49)
2
0*H
= 8B E - F 3.50
ayzayl Y1y2 + 35 ( )
0*H 0*H
_ , (3.51)
Oy10ys Y20y
0*H 1 2, 2 2
G — 30-20-2D)+4B (v +v3) + 8By +2C — 2, (3.52)
1
0*H 1 2, 2
7 = 3(0-20-2D)+4B (4 +3) +2D - 2F, (3.53)
2

E a partir de Guidorizzi (2001), sabemos ser a condi¢ao para existéncia de um ponto

de sela para uma funcao de duas variaveis, as seguintes descritas:

K (y1,52) < 0.0, (3.54)
OH
o 0 e (3.55)
oOH
-—— = 0. 3.56
9 (3.56)

Onde K ¢é chamado Hessiano de f, e é definido por:

O*H O°H
G

K=| S e (3.57)
Y2y Y3

Para obter tais valores numericamente, explicitamos as derivadas no nosso programa,
e utilizamos um optimizador para encontrar os valores tais que temos pontos critico. Ou
seja, que satisfaca as condigoes (3.55) e (3.56). O optimizador tomou os valores para = e
y tais que as derivadas primeiras fossem as menores possiveis, dentro da condigao (3.54)
satisfeita.

Os valores de energia estudados, em vista da nossa escolha de unidade trabalhadas,
implica valores muito pequenos para as energias, o que dificultaria a visualizacao da local-
izagao de um sistema planetdrio em seu regime dinamico. Para resolver este problema, ao
invés de construirmos o grafico com a energia do maximo, minimo e do ponto de sela, faze-

mos a deducao do valor da energia do ponto de sela para o Hamiltoniano Secular para cada
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energia em cada 6. Assim, ampliamos a visualizacao do gréafico e facilitamos a observacao
do mesmo. Uma vez com os planos paramétricos de H x ¢ construidos, iremos verificar se
a posicao dos sistemas equivale a situacao geral em que se classificam os sistemas.

Todos os métodos descritos acima serao aplicados aos sistemas planetarios estudados,
que sao: Saturno-Urano, 55 Cnc b-c e HD 60532 b-c. No capitulo seguinte iremos descrever
algumas das ferramentas as quais foram necessarias desenvolver para a aplicacao de toda

a teoria ja descrita neste capitulo e nos anteriores.
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Capitulo 4

Ferramentas Utilizadas

Neste capitulo faremos uma breve descricao dos programas computacionais desenvolvi-
dos durante todo o projeto. Todos os programas foram escritos em linguagem de pro-
gramacao C, e foram utilizados a fim de analisar e entender os dados dos problemas em
questao. O calculo numérico, embora seja passivel de erros em comparacao com a res-
olucao analitica, é bastante utilizado principalmente pelos resultados praticos, e por sua
aplicabilidade em problemas que nao possuam solucao analitica exata, como ¢é o caso do

problema de N corpos, com n > 2.

4.1 Conversor entre Coordenadas Retangulares e Elementos Orbitais

Em geral, as coordenadas mais frequentemente encontradas na literatura para tratar
de sistemas planetarios e dinamica orbital sao os elementos orbitais. Conforme ja vimos no
capitulo 1, eles sao seis, e podemos obter as coordenadas em funcao de coordenadas retan-
gulares, ou mesmo coordenadas esféricas ou cilindricas. Implementamos em um programa
as transformagoes dadas entre (2.32) e (2.41), para as tranformagoes feitas das coordenadas
retangulares para os elementos orbitais, e as tranformagoes dadas entre (2.46) e (2.48) e
entre(2.52) e (2.54) para gerar as transformagoes a partir dos elementos orbitais para as
coordenadas retangulares.

Todo o cédigo foi escrito em C. Testamos com alguns conjuntos de coordenadas seus

resultados. Testamos o programa que levava as coordenadas retangulares para orbitais.
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Utilizando os seguintes dados:

r = —3.443016,
y = 0.787732,
: = —1.151037,

v, = 0.859169,
v, = 3.551274,

v, = —0.139595 (4.1)

chegamos aos seguintes elementos orbitais:

Anomalia Média: M = 0.0, Anomalia Excéntrica: E = 0, Excentricidade: e =
0.175704, Semi-Eixo Maior: a = 4.506637, Inclinacao: I = 2.824090 e Longitude do
N6 ascendente €2 = 1.216899.

Fizemos a transformacao inversa também. Utilizando-nos dos elementos orbitais, obter

as coordenadas retangulares em um instante. Utilizando os seguintes dados, por exemplo:

M = 0.0,E=0.0,e=0.175704, a = 4.506637, (4.2)

I = 2824090, Q2 = 1.216899, w = 4.589786. (4.3)

chegamos as seguintes coordenadas retangulares:

r = —3.443020, y = 0.787709, z = —1.151038,

v, = 0.859148,v, = 3.551280, v, = —0.139602.

Para incrementar a transformacao de elementos orbitais em coordenadas retangulares
e vice-versa, fizemos também a sua propagacao em um certo intervalo de tempo, ao invés

de gerar apenas para um dado instante. Obtivemos, usando os dados acima:
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orbita no espago

15

z(UA) 0.5
0

Figura 4.1: Trajetoria obtida ao fazer a transformacdo de coordenadas retangulares para elementos
orbitais, e variando o tempo de modo a explorar toda a variagao dos elementos orbitais al longo de sua

orbita.

4.2  Gerador de Coeficientes de Laplace

Construimos um programa que fornece as ferramentas necessarias para saber os coe-
ficientes de Le Verrier. Precisamos consultar o apéndice contido em Murray e Dermott
(2001), para descobrir os termos que compdem os coeficientes de Laplace.

Tais coeficientes sao escritos como uma combinacao de coeficientes de Laplace, cujo
algoritmo que os gera encontra-se na equagao (2.88). Uma func¢ao que gera os coeficientes
de laplace, foi construida. A série esta escrita em funcao da variavel o que corresponde a
razao dos semi-eixos maior dos planetas.

A forma de um coeficiente de Laplace é a que jé consta na equagao (2.88) Porém, para
todos os coeficientes de Laplace que calculamos, tinhamos s = 1/2. De modo que fixamo-lo
assim, no programa.

No algoritmo, uma vez que temos uma série infinita, tivemos que considerar uma

condi¢ao de truncamento. A condi¢ao considerada foi a que, quando dois termos con-
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secutivos tivessem diferenca menor que 10719 a série seria truncada. As combinacoes
dos coeficientes de Laplace que formam os coeficientes de Le Verrier incluem derivadas
primeiras e segundas. Entao foi necessario também integrar ao programa, uma funcao que
calculasse derivadas primeiras e segundas. Resolvemos para esse intuito, separar em duas
funcoes computacionais diferentes, de modo que as mesmas fossem dependentes entre si.

Para construir as derivadas, utilizamos a definicao de derivada:

a fa+h) - f@)

e limp_o A

E testamos para varios h’s a fim de observar a continuidade e suavidade das derivadas.

(4.4)

Terminamos por escolher h=0.01. Para o cédlculo das derivadas segundas, calculamos, pela

propria definicao de derivada, a derivada de uma derivada. Entao, temos:

flx+h)=2f(x+h)+ f(z)
h? ’

onde h é considerado o mesmo para ambas as derivadas. E com valor h = 0.01 de modo a

d*f(z)

dx?

= limh_,o (45)

coincidir com o valor da funcao derivada primeira.

De posse das ferramentas para cédlculos dos coeficientes de Le Verrier: derivadas e
gerador de coeficientes de Laplace, pudemos gerar os coeficientes referentes ao nosso tra-
balho em questao. Para fazeé-lo, entramos com uma linha de comando onde escrevemos a
equacao dos coeficientes de Le Verrier de acordo com os termos que desejamos, utilizando
as defini¢oes das funcgoes derivadas aplicadas nos termos corretamente, e dos coeficientes
de laplace especificos.

Uma vez que a série € inifinita, psrsa a < 1, mas proximo a ele, a sua convergéncia
ainda ¢é satisfeita, conforme visto na secao 1.5.1. Porém, precisariamos de uma quantidade
de termos da série muito maior, a fim de que a condig¢ao de trucamento do nosso programa
fosse satisfeita. O que torna o programa ou bastante lento, ou pouco preciso, dependendo
da condicao utilizada. Em nosso programa utilizamos uma condicao de quebra de 1 x 10719,
Ou seja, quando a diferenca entre termos consecutivos da série tiver valor que este, o

programa dara por terminado o valor para o coeficiente de laplace.
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4.3 Integradores Numéricos

O uso de metodos de integracao numéricos para a solucao de sistemas de equagoes
diferenciais é bastante importante, e tem se tornado cada vez mais utilizado a medida
que aumenta a complexidade das equacoes estudadas. Um dos métodos mais amplamente
utilizados corresponde ao método de Runge-Kutta, que pode ser adaptado e desenvolvido
para ordens cada vez maiores, gerando erros menores, quanto maior for a sua ordem. Os
dois integradores utilizados em nosso trabalho sao métodos baseados no de Runge-Kutta,

porém de ordens diferentes.

4.3.1 Runge-Kutta de 4* Ordem

O método de integracao numérica de Runge-Kutta foi desenvolvido em meados de 1900
por dois matematicos alemaes: C. Runge e M.W. Kutta.

O algoritmo do método encontra-se abaixo:

Xpi1 = Xn + é (ky + 2ky + 2ks + ky) (4.6)
onde:
ki o= [t yn), (4.7)
ko = f <tn + %h,yn + %hkl) , (4.8)
ks = f (tn + %h,yn + %hk’g) , (4.9)
ki = f(ta+h,yn+ hks). (4.10)

O método ¢é puramente iterativo. Os termos de ordem n + 1 sao determinados a partir
dos termos de ordem n, e o incremento se da pelo fator h, que observamos nas equagoes, e
que corresponde ao tamanho do intervalo temporal utilizado. A curvatura utilizada para
medir-se o proximo valor da iteragao ¢ uma média ponderada das inclinagoes da seguinte

forma:
1. %y € a inclinagao no comeco do intervalo.

2. ko é a inclinacao na metade do intervalo, utilizando o valor de k; para determinar o

valor de y no ponto ¢, + 5
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3. k3 é a inclinacao na metade do intervalo, mas agora utilizando-se ky para determinar

o valor de y.

4. k4 é a inclinagao no final do intervalo, utilizando-se k3 para determinar o valor de y

neste ponto.

O método é considerado de 4* ordem porque os erros por passo tem ordem de h®,
enquanto o erro total acumulado tem ordem h*.

Utilizamos o método do Runge-Kutta de 4* ordem principalmente para a integracao dos
sistemas sem os termos ressonantes. O passo de integracao utilizado variou de sistema para
sistema de acordo com suas caracteristicas e com que regime estamos querendo observar.
Para notar os efeitos de longo-periodo por exemplo, utilizamos um passo maior, com valor
maior que alguns periodos orbitais. Enquanto para efeitos ressonantes e quasi-ressonantes

utilizamos passos menores, no minimo 10 vezes menor que o valor do periodo orbital.

4.3.2 Integrador RADAU 15

O método de integracdo numérica RADAU 15 (ou RA15) é baseado no método de
Runge-Kutta, mas de ordem bastante maior, de 15* ordeme de espacamento variavel. O
método ¢ importante para a integracao dos sistemas planetarios principalmente no que diz
respeito ao tempo de integracao. Uma vez que as mudangas no comportamento dinamico
de tais sistemas ocorrem a longo periodos de tempo;bilhoes de anos. A implementacao do
mesmo foi feita em linguagem FORTRAN em Everhart (1985), e posteriormente traduzido
para linguagem C, por Gozdziewski e Maciejewski (1995).

Para fazer a integracao dos sistemas no corpo do programa, além das coordenadas
iniciais, do tempo de integracao e passo, ¢ necessario também inserir alguns parametros
que dizem respeito ao funcionamento e entendimento dos tipos de equacoes utilizadas. Os
parametros definem a ordem das equagoes diferenciais utilizadas (nclass), a quantidade
de equacoes a ser integradas, o tempo total de integracao; definido como a diferenca de
duas variaveis que correspondem ao instante final e inicial.

Também define-se dois parametros que dizem respeito a ordem da integracao utilizada.
Para um deles (ss) é dado um determinado valor em vista de economizar o tempo de
execucao do programa, e diz respeito a ordem de grandeza 10~" do erro associado & inte-

gracao. Se por exemplo, fazemos uma integracao em que um erro menor do que 10719 é
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desprezivel o suficiente para nosso problema, denotamos tal valor a este parametro, e ao
invés de seguir-se os calculos até a 15*ordem, o programa trunca na 10* ordem.

O outro parametro diz respeito a quando queremos forcar a ordem do nosso inte-
grador. Para isso, quando o valor do parametro (11) for menor do que zero, o valor o qual
determinarmos para xl sera o valor utilizado para a ordem de integracao utilizado.

No nosso trabalho, uma vez que utilizamos com mais frequéncia os elementos orbitais
do sistema, para se fazer a inetegragao, uma vez que o RA15 utiliza-se das coordenadas
posicao e velocidade(ou seja, da primeira deirvada das fungdes) como condigoes iniciais, foi
preciso utilizar da transformagao entre coordenadas tanto antes; para fornecer as condigoes
iniciais, como depois da integragao;para se obter a solucao do problema em termo dos

elementos orbitais.

4.4 Modelagens e sua implementacao

Todas as modelagens descritas no capitulo anterior foram feitas numericamente, e em
linguagem de programacao C. Para a maior parte das modelagens especificamos qual o
integrador foi utilizado. E é importante salientar que a maioria dos sistemas se comportou
de maneira satisfatéria para o método de integracao de Runge-Kutta e 4* ordem. Foi-
se realizada a integracao, em alguns casos, das duas formas, a fim de se verificar sua
procedéncia.

No capitulo seguinte discutiremos os sistemas estudados no trabalho, e suas principais

caracteristicas.
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Capitulo 5

Sistemas Planetarios Proximos a Ressonancia 3:1

Neste capitulo definiremos os sistemas planetarios utilizados em nosso trabalho. Todos
os trés sistemas obedecem as condigoes de termos dois planetas com massa comparavel
e ambas sao muito menores em relagao a um terceiro corpo, correspondente a estrela em
torno da qual os planetas orbitam. De acordo com a literatura, todos os corpos encontram-
se proximos ou no interior de uma ressonancia de 2* ordem na forma 3:1. Queremos com
nosso trabalho determinar em que regime de movimento encontram-se nossos sistemas,
através de um modelo dinamico, observando suas solugoes periddicas.

Os sistemas que estudamos correspondem a um no nosso proprio sistema solar, e outros
dois compostos de exoplanetas. Sao eles: Saturno-Urano-Sol, 55 Cnc b-¢c e HD60532 b-c.
Apesar de Saturno e Urano ja terem sido descobertos e estudados ha mais dois séculos,
¢é importante estuda-lo nesse aspecto, uma vez que, estando no interior do nosso sistema
solar, os seus parametros orbitais sao melhor determinados do que os exoplanetas.

55 Cnc b-c, por sua vez, ¢ um sistema que faz parte de um sistema composto por
cinco planetas. E cuja confirmacao encontra-se em ressonancia ou nao passou por varias
mudancgas devido a adicao de novos planetas, e da modificacao de outros parametros, o
mais recente deles, o periodo do seu planeta mais interno.

HD 60532 ¢ o sistema exoplanetario mais recentemente descoberto dentre os trés estu-
dados. Todos os estudos a respeito da dinamica do mesmo apontam para uma ressonancia
de movimentos médios envolvendo o movimento destes dos planetas. A presenca de caos
de maneira pouco efetiva e sua estabilidade sao importantes para compararmos suas car-
acteristicas com os sistemas anteriores.

Estes sistemas se inserem no que se determina ACR simétrico (Apsidal Corotation



74 Capitulo 5. Sistemas Planetarios Préximos a Ressonancia 3:1

Resonance), ou seja, que as solugoes periédicas para os angulos o7 e gy, adquiram valores
0.0 ou . Em Ferraz-Mello et al. (1993) e Beaugé et al. (2003), viu-se que a configuragao
de ACR que os angulos ressonantes oscilam em torno de um angulo de equilibrio, e nossos
sistemas enquadram-se neste caso. Beaugé et al. (2003) também mostrou que o ACR néo
depende dos valores dos semi-eixo independentemente, mas apenas da razao entre eles.
Integramos numericamente também neste capitulo,e usando o integrador RA 15 cada um
dos sistemas estudados, e fizemos o grafico que mostra a familias para o ACR simétrico
(Michtchenko et al., 2006)com a razao entre as massas do nossos sistemas, observamos os
valores de excentricidade para os quais o sistema se encontra em sua solucao simétrica,
a partir do método geométrico utilizado em Beaugé et al. (2003) e Michtchenko et al.
(2006), e da integragao das equagoes do movimento para o hamiltoniano total utilizando-

se o integrador ralb, desenvolvido em Everhart (1985).

5.1 O Sistema 55 Cnc b-c

Este par de planetas pertence a um sistema de um total de cinco planetas que orbitam
em torno da estrela 55 Cancri, localizada na direcao da constelagao de Cancer, um sistema
bindrio que encontra-se a 41 anos-luz do nosso sistema solar. A estrela 55 Cnc em torno da
qual encontra-se o sistema planetario estudado tem massa 0.94 + 0.05M, (Fischer et al.,
2008). Sua estrela companheira, 55 Cnc B é uma estrela ana M de 13* magnitude, que
encontra-se a 1000 U A da primeira, estando portanto, longe o suficiente para que nao
haja interferémcia na dinamica do problema que estudamos.

A massa da estrela 55 Cnc foi medida a partir do método de Yale, combinando as medi-
das feitas da temperatura efetiva, luminosidade e metalicidade com os modelos existentes
de propriedades do interior estelar.

O sistema 55 Cnc foi a primeira estrela a ter sido descoberta tendo cinco planetas
em Orbita ao seu redor. O primeiro planeta foi descoberto em 1997 por Butler et al.
(1997), e estando bastante proximo a estrela, com periodo de apenas 14.65 dias, com
uma massa de 0.038M; e distancia a estrela de 0.115UA. A descoberta foi feita através
de andlises com observacoes de efeito Doppler, com observacoes realizadas emtre 1989 e
1996. Alguns anos depois foram descobertos dois novos planeta, desta vez um estando

bastante distante; a uma distancia de 5.77TUA, que é o planeta d do sistema. O outro
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planeta com uma distancia de 0.240 +4.5U A da estrela, e com periodo de 44.3 dias, foram
descobertos igualmente através de medigoes do efeito Dopler (Marcy et al., 2002), através
de mais de 140 observacoes realizadas entre 1989 e 2002. Logo apds sua descoberta, e
uma vez que os periodos dos planetas b e ¢ sao multiplos na razao 3:1, foi-se sugerido se
nao estariam em ressonancia. No trabalho de Marcy et al. (2002) foi constatado que os
angulos ressonantes nao encontravam-se librando. O que sugeriria que poderiam estar em
ressonancia no passado, e evoluiram para um estado proximo a ressonancia. Porém, outros
estudos, como por exemplo Ji et al. (2003), Zhou et al. (2004), sugerem que a libragao dos
angulos ressonante ocorria.

Foi-se sugerido, posteriormente a existéncia de um quarto planeta, com periodo de 2.8
dias. Porém, a existéncia de um sinal com periodo de 260 dias fez-se crer que aquele
poderia ser apenas um alias deste. Em 2005, Wisdom apresentou um trabalho (Wisdom,
2005) onde mostrou vérias razoes pelas quais o sinal com este periodo seria apenas um
alias do sinal de 260 dias de periodo. Mostrou que o sinal de periodo de 2.8 dias estava
ligado ao de 44 dias, mas que nao havia razao para que houvesse um alias causado por
um sinal de 3 dias. Além da nao existéncia de um pico em 1/3 dias na janela do espectro
analisado, para qualquer um dos conjunto de dados obtidos.

Em 2008, Fischer (Fischer et al., 2008) confirmou a existéncia do planeta com sinal
de 2.8 dias e a descoberta de um quinto planeta, o 55 Cnc f, que encontra-se a uma
distancia um pouco maior do par b-c a 0.781 4 0.007U A que corresponde ao sinal de 260
dias de periodo. Estes novos resultados geraram a mudanc¢a da determinagao dos varios
elementos orbitais dos planetas mais préximos. A excentricidade do planeta ¢ que havia
sido estimada bastante alta, da ordem de 0.4, caiu bastante em vista da estabilidade do
sistema, configurando-se numa o6rbita de baixa excentricidade. Com isto, o par apesar
de ter periodos multiplos da ordem da ressonancia de movimentos médios 3:1, nao mais
foi considerado pertencente a tal ressonancia corroborando o fato de nao haver a libracao
dos angulos ressonantes, apenas a circulagao (Fischer et al., 2008). E interessante notar
também que o planetas pertencentes ao sistema 55 Cnc nao possui érbitas que se cruzam.

Recentemente, astronomos do Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics divul-
garam um trabalho no qual constantou-se que o periodo do planeta mais interno do sistema

55 Cnc tem periodo menor que o anteriormente calculado(Dawson e Fabrycky, 2010),sendo
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este de 0.737 dias. Sendo portanto, o exoplaneta de menor periodo orbital registrado até o
momento. O erro deveu-se a confusao da frequéncia do planeta com uma das alias de sua

frequéncia, medidas através do método de velocidade radial aplicado a estrela do sistema.

Planeta Perfodo(dias) e w K (ms™') Msinl a(UA)
b 14.65162 0.014 131.94 71.32 0.824 0.115
¢ 44.3446 0.086 77.9 10.18 0.169 0.240
d 5218 0.025 181.3 46.85 3.835 D.77

e 2.81705 0.07 248.9 5.07 0.034 0.038
f 260.00 0.2 181.1 4.879 0.144 0.781

Tabela 5.1 - Elementos Orbitais para os planetas do sistema 55 Cnc obtido de Fischer et al. (2008), nestes
dados ainda consta o fato do periodo do planeta e ser 2.81705. A ordem dos planetas na tabela obedece a
ordem de descoberta dos planetas. A ordem segundo a proximidade com a estrela seria: e-b-c-f-d. Todos

os angulos estao em unidades de grau.

Uma das consequéncias do periodo do planeta e ser de 0.737 dias é o fato de sua
6rbita provavelmente ser circular, pois e, = 0 devido ao forte efeito de maré que atua
da estrela sobre o planeta. A proximidade com a estrela possibilita ainda, observa-lo
através do método de transito, a fim de melhor determinar seus parametros fisicos. Esta
mudanga nao afeta visivelmente o nosso problema dado o fato de a um periodo menor, o
planeta 55 Cnc e encontra-se portanto, mais interno e préximo a sua estrela, e portanto,
mais distante dos planetas 55 Cnc b e ¢ que sao os planetas do sistema que estudamos.
Os novos parametros orbitais para o sistema 55 Cnc, comparados com os antigos podem
ser encontrados em Dawson e Fabrycky (2010) e foram obtidos a partir dos parametros
obtidos em Fischer et al. (2008). Na tabela 5.1 reproduzimos os dados obtidos por Fischer
et al. (2008) e os novos parametros orbitais, cuja fonte sao Dawson e Fabrycky (2010)

encontram-se na tabela 5.1.
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Planeta Periodo(dias) e w K(ms ') Msinl a(UA)
b 14.6515811 0.0124 147.17 71.43 0.8253  0.11488
c 44.3417 0.063 99.23 10.32 0.1724 90.515
d 5214.54 0.02910 189.14 46.74 3.834 5.776
e 0.736540 0.000 0.0 6.12 0.025810 0.01564
f 260.05 0.136  180.21 5.03 0.1508 0.7816

Tabela 5.2 - Elementos Orbitais para os planetas do sistema 55 Cnc obtido de Dawson e Fabrycky (2010).
Os dados foram obtidos utilizando-se o periodo do planeta e inicial sendo P, = 0.74 e excentricidade
e. = 0.0. Notamos que os valores dos parametros para os outros planetas nao mudam drasticamente.

Todos s Anconlos estan em 1nidades de oran
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Figura 5.1: Familia de ACR simétrico para a razao de massas do sistema 55Cnc b-c. A curva que cruza
em sentido descendente da esquerda para a direita corresponde aos valores de excentricidade obtidos pela
integracdo das equagdes de movimento totais do sistema 55 Cnc b-¢ utilizando-se o método RA 15. A

outra curva corresponde a solugao para o ACR do sistema. .

Utilizando o integrador RA15, ja detalhado no capitulo anterior, integramos as equagoes
de movimento do problema de trés corpos envolvendo o sistema 55 Cnc b-c, e colocamos

num grafico conjunto com a solugao simétrica do ACR para um sistema com razao de
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massas iguais a deste sistema.
Observamos no grafico os pontos em que a curva é cruzada correspondem aos valores

de excentricidade e; ~ 0.028 e ey ~ 0.046.

5.2 O Sistema Saturno-Urano

Saturno e Urano sao planetas pertencentes ao nosso Sistema Solar, bastante conhecidos
e estudados. Ambos sao considerados gigantes gasosos com massa aproximada de 5.6846 e
8.6810 Kgs e figuram a uma distancia de 9.54U A e 19.19 respectivamente, do sol. Saturno
¢ detentor de 62 satélites conhecidos até o momento, entre os quais se destaca Tita, sua
maior lua, que compoe mais de 90% da massa que orbita-o, ja incluindo os anéis. Urano
por sua vez, possui 26 luas descobertas até o momento, e possui também anel, sugeridos
em 1789 por Wiliam Herschel e depois confirmados em 1977 por James L. Elliot, Edward
W. Dunham, and Douglas J. Mink utilizando o Kuiper Airborne Observatory.

Com periodos orbitais de 29.4571 e 84.3233 anos, Saturno e Urano, embora tenham
periodos préximos da razao 3:1, Tal valor de razao sugere que sua configuracao encontra-
se fora da ressonancia 3:1. O objetivo ao estudar ambos os planetas sob a configuracao da
ressonancia 3:1 servira para classificarmos o quao distante desta ressonancia se encontram
os planetas. Uma vez que seus dados sao melhores determinados do que os dos exoplanetas,
estuda-lo pode nos dar base para um aprofundamento em sistemas que se encontram no
seu regime de movimento, e entender a influéncia que a ressonancia 3:1 teria sobre o
sistema, uma vez que o caos observado nos planetas jovianos ocorre devido a sobreposicao
das ressonancias que ocorrem entre Jupiter, Saturno e Urano (Michtchenko e Ferraz-Mello,
2001b). Sabe-se que Urano sofre influéncia de trés ressonancias de movimentos médios, que
correspondem a uma ressonancia 7U:1J, 3U:1S e 2N:1U. Onde "U’ corresponde a Urano, 'J’
a Jupiter e 'S’ a Saturno. E também sabido que Urano e Jupiter possuem seus argumentos
de pericentro defasados em 180°, que corresponde a um envolvimento em modo II de
movimento secular, como pode ser visto em Michtchenko e Ferraz-Mello (2001b). Abaixo

encontra-se uma tabela 5.2 com os dados utilizados no nosso trabalho.
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Planeta  a(UA) e I (graus) w (graus) Q(graus) L(graus)
Saturno  9.54149  0.05550  2.49424  92.86136 113.63998  50.07571
Urano  19.18797 0.04685 0.77298  172.43404 73.96250  314.20276

Tabela 5.3 - FElementos Orbitais para os planetas Saturno e Urano.Dados extraidos de

http://ssd.jpl.nasa.gov/txt/aprx_pos_planets.pdf

Neste trabalho estudamos a dinamica de Saturno-Urano ao fazermos a integragao do
planeta de trés corpos, composto apenas por Saturno, Urano e o Sol. Embora saibamos
que a influéncia de Jupiter e Netuno interfere bastante na dinamica destes dois plane-
tas, principalmente pela sobreposicao de ressonancias que ocorrem entre eles, esperamos,
uma vez que focamos o regime secular e quasi-ressonante da dinamica de ambos, que tais
perturbacgoes nao influenciem o suficiente para termos uma mudanca drastica do compor-
tamento de ambos. Como forma de andlise de tal dinamica, resolvemos o problema de trés
corpos para os supracitados, a fim de observar o comportamento dos angulos dos elemen-
tos orbitais, assim como seu semi-eixo maior e excentricidade, e assim confirmarmos que o
sistema continua estavel dadas essas condicoes.

Integramos as equacoes de movimento, ao escrevermos as mesmas nas equagoes de
Newton utilizando-se o método do RA15, Com o grafico obtido utilizando-se o método

geométrico visto em Beaugé et al. (2003) e Michtchenko et al. (2006), temos:
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Figura 5.2: Familia de ACR simétrico para a razado de massas do sistema Saturno-Urano. A curva que
cruza da esquerda para a direita em sentido descendente corresponde aos valores de excentricidade obtidos
através da integracao completa das equagoes de movimento utilizando-se o integrador RA 15. A outra

curva corresponde a solugao para o ACR..

O gréfico mostra em que ponto hé o cruzamento da solucao simétrica do ACR, com os
valores de excentricidade obtidas ao se integrar o problema utilizando o método do RA15.

Observamos que as curvas se cruzam aproximadamente no ponto e; ~ 0.045 e e; ~ 0.075.

5.3 O Sistema HD 60532 b-c

A estrela HD 60532 estéa localizada na direcao da constelagao de Puppis e encontra-se
a 25.7 pc do nosso Sol. Possui massa de 1.44M, e é uma estrela de tipo F.

Em érbita em torno da estrela, foram descobertos dois planetas através do método
de velocidade radial (Desort et al., 2008). Os dois planetas encontrados sao estéveis e
encontram-se em ressonancia de movimentos médios de ordem 3. Tais planetas foram
descobertos utilizando-se o método de fotometria, em setembro de 2008, em La Silla Ob-
servatory, utilizando-se o espectdgrafo HARPS durante o periodo 2006-2008. De acordo
com as medidas realizadas por (Desort et al., 2008), a incerteza nos valores dos semi-eixos

maiores para os planetas b e ¢ nao permitiam a confirmagcao de se o sistema exoplanetario
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encontrava-se de fato em uma ressonancia de movimentos médios, uma vez que para res-
sonancia ¢é necessario que haja a libracao dos angulos ressonantes, e tal incerteza nao daria
certeza a respeito de haver de fato a libragao. Desort et al. (2008) fez a integragao do
problema de trés corpos para o sistema utilizando-se €. —Q, = 50° (diferenga da longitude
dos nodos), gerou-se uma oscilacao de longo-periodo de 70 anos, e uma oscilagao rapida
de periodo 1 2 anos tanto para os semi-eixos maiores e as excentricidades. Com pequena
variacao de amplitude para a oscilagao de curto-periodo. A ressonancia dos planetas orbi-
tantes de HD 60532 foi confirmada mais recentemente no artigo de Laskar e Correia(Laskar
e Correia, 2009). Neste trabalho, para determinar a estabilidade do sistema, foi-se consid-
erada a inclinacao em relagao ao plano do céu como um parametro livre. Laskar coloca
como valor mais provavel para a inclinacao em relacao ao plano do céu 20°. Uma vez
que os elementos orbitais sao diferentes para cada variacao inicial utilizada, restringimos
no nosso trabalho os parametros utilizados por Laskar neste trabalho para a integracao
e resolucao do caso periddico, além da determinagao dos planos de energia do problema.
Abaixo detalhamos os valores dos parametros orbitais para o caso planar e o caso em que
temos I = 20°, ondel ¢ a inclinagao em relagao ao plano do céu, ambos retirados de Laskar

e Correia (2009):

Planeta Periodo(dias) e w K (ms™) M (M;,) a(UA)

b 201.46 £ 0.13 0.279 £0.006 352.15+1.08 29.63 +0.32 1.0484 0.7597
C 605.28 £2.12 0.027 £ 0.007 136.81 =16.34 46.80 £ 0.40 2.4866 1.5822
rms 4.380

VX2 4.407

Tabela 5.4 - Elementos Orbitais para os planetas do sistema HD60532 para o caso em que considera-se

a inclinagao em relacao ao plano do céu como sendo 90°.
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Planeta Periodo(dias) e w K(ms™') M (M;,) a(UA)

b 201.83 +£0.14 0.278 £0.006 352.83 £1.05 30.34 £ 0.32 3.1548 0.7606
C 607.06 £2.07 0.038 +£0.008 119.49+9.14 47.84 +0.44 7.4634 1.5854
rms 4.342

VX2 4.369

Tabela 5.5 - Elementos Orbitais para os planetas do sistema HD60532 para o caso em que supde-se a

inclinacao em relacao ao plano do céu com valor de 20°.

Em nosso trabalho utilizamos principalmente os parametros de HD60532 com inclinacao
de 20°, e sempre consideramos o caso planar para o estudo do mesmo. integramos o sistema
utilizando o integrador RA15, e, construimos o grafico das familias para um ACR simétrico

com razao de massas iguais ao do sistema HD60532, e obtivemos:

Figura 5.3: Familia de ACR simétrico para a razao de massas do sistema HD 60532 b-c. A curva da que
cruza superiormente da esquerda para a direita em sentido descendente corresponde as excentricidades

obtidas ao se integrar o sistema com o integrador RA15.

Observamos que a solu¢ao em que temos a solucao para o ACR ocorre com as excent-

ricidades e; =~ 0.27 e e5 =~ 0.09.



Capitulo 0

Aplicagoes ao Sistema 55 Cnc b-c

A partir deste capitulo faremos a aplicacao de toda a teoria descrita nos capitulos
anteriores aos sistemas planetarios existentes que encontram-se préximos a ressonancia 3:1.
Tais sistemas foram descritos no capitulo anterior. Neste capitulo trataremos do sistema
55 Cnc b-c. Espera-se que o sistema encontre-se no interior da regiao quasi-ressonante.

Utilizando os dados do sistema 55 Cnc b-c, ja visto no capitulo anterior da tabela 5.1,
podemos determinar entao os coeficientes que compoem Hamiltoniano do sistema, para
o seu dado valor de ¢. Utilizamos as massas conhecidas dos sistemas, as excentricidades
tendo valor igual a zero, e os semi-eixos calculados tais que o sistema estivesse dentro da

ressonancia. Os valores de semi-eixo utilizados foram portanto:

a; = 0.115, (6.1)
as = 0.241. (6.2)

Os coeficientes do Hamiltoniano encontrados foram os que se encontram na tabela 6.1:
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Tabela 6.1 - Constantes do Hamiltoniano do sistema 55 Cnc b-¢ préximos a ressonancia 3:1

coeficientes 55 Cnc b-c¢

A —0.35638
B —-97913
C 0.0620238
D 0.0451183
E 0.0154259
Fy —0.0307706
Fy 0.18922
F 0.149326

Com estes valores podemos agora seguir o estudo do sistema observando suas solucoes
periddicas e seus planos de fase como ja mencionado no Capitulo 2, a fim de verificar seu
comportamente de longo-periodo. Calculamos o valor do Déficite do Momento Angular

K, e § para o sistema, e obtivemos: K, = 1.0104 x 107% ¢ § = 0.673061.

6.1 FEstudo do Dominio Secular do Sistema

Nesta secao analisaremos as caracteristicas correspondentes ao dominio secular dinamico
do sistema 55 Cnc b-c. Seguimos o passo-a-passo descrito no capitulo 3, e construimos
os graficos para as solugoes periddicas do Hamiltoniano apenas com os termos seculares.
Tais valores sao importantes para determinacao de certos valores de energia que serao
utilizados como parametros para determinar os regimes de movimento entre ressonante,
quasi-ressonante ou de longo-periodo. Para encontrar as solucoes periddicas para o Hamil-
toniano contendo apenas os termos de longo-periodo, desconsiderando os termos resso-
nantes, seguindo o método visto no Capitulo 2, utilizamos um valor de 6 = 1.0 com K

constante e igual a 5.0 x 1077, Os resultados estdao na figura 6.1
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Figura 6.1: Grafico das curvas caracteristicas do Hamiltoniano secular em funcao das excentricidades.para
o sistema Cnc 55 b-c. No grafico superior temos a curva em funcao da excentricidade do planeta interno
do sistema em questao. Inferiormente, em funcao da excentricidade do planeta externo. Notamos que nos
dois casos, temos duas solugoes peridédicas acima de zero, para cada um dos modos.Para valores negativos
de Hge., ha apenas uma solucao periédica para cada modo. As solugoes sao pardbolas quartenarias. Os
pontos maximos de cada curva sao as solugoes de equilibrio do Hamiltoniano com termos de longo-periodo.

Os valores de § utilizados encontram-se acima de cada gréafico. E usamos Ko = 5 x 1077,
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Notamos que para valores do Hamiltoniano H,.. abaixo de zero, teremos apenas duas
solugoes, enquanto que para valores positivos, teremos quatro solugoes possiveis. Se anal-
isarmos os angulos 01 e 03 e Aw, percebemos que os mesmos mudam de sinal ao passar
pelo valor das excentricidades que corresponde ao maximo das parabolas quartendrias que
sao solucao deste problema. Os pontos de maximo localizados nos graficos correspondem
as solugoes estaveis do problema, onde o ponto marcado por Aw = 0.0 corresponde ao
Modo I. E o ponto marcado por Aw = 7 corresponde ao Modo II das solugoes.

Para entender como se comporta o sistema no regime de longo-periodo, precisamos
obter as equacoes de movimento do mesmo. Para isso realizamos uma integracao, feita
utilizando-se o método de Runge-Kutta de 4* ordem, com um passo de integracao de 0.005
ano

Esperando observar as solugoes do modo I e IT de outra forma, estudamos as solucgoes
para o Hamiltoniano Secular a partir da construcao do plano de fase das excentricidades e
da variavel Aw. Variamos as condic¢oes iniciais para K7, e as condigoes iniciais para Aw
eram basicamente dadas pelos valores 0 ou 7. Uma vez encontradas as solucoes, montamos
o plano de fase de ¢; cos Aw e e; sin Aw.

As equagoes de movimento K e Aw nao dependem de 6, e, para a integracao, consider-
amos um valor constante do Déficit do Momento Angular K, e variamos as excentricidades,

para observamos o plano gerado.



Secao 6.1. Estudo do Dominio Secular do Sistema

87

e, sen(Amw)

0.04

0.03
0.02
0.01

0 L
-0.01 r
-0.02 r
-0.03

-0.04
-0.04

-0.02

0
e, cos(Am)

0.02

0.04



88 Capitulo 6. Aplicagées ao Sistema 55 Cnc b-c

0.08 . . .
0.06 |
0.04
0.02

0
-0.02 r
-0.04 -
-0.06

-0.08 '
-0.08 -0.04 0 0.04 0.08

e, cos(Aw)

e, sen(Amw)

Figura 6.2: Plano de fase do sistema secular. Utilizamos o Hamiltoniano contendo apenas os termos
de longo periodo e excluindo-se os termos ressonantes. A integracao do problema foi feita utilizando-se o
método de Runge-Kutta de 4* ordem. Observamos a existéncia de duas regioes principais em torno do qual
as trajetorias oscilam ou circulam. Os pontos fixos e as trajetorias em torno dos mesmos definem os Modos
I e IT de movimento, que sao solugoes estaveis periddicas para o problema. O gréafico superior e inferior

correspondem respectivamente aos planetas interno e externo com condigdes iniciais para Aw = 0.0 e 7.

Observando os graficos, vemos claramente dois pontos fixos que correspondem aos Mo-
dos I e I, que encontram-se destacados nos préprios graficos. Utilizamos a mesma condicao
inicial para os dois graficos. O valor da constante K5 utilizado foi escolhido considerando-
se o calculo da mesma préximo ao valor calculado caso a excentricidade em questao dos
planetas fosse zero. O valor de K, escolhido foi de: 5.0 x 1077.

Analisando as trajetorias em tornos dos pontos fixos, notamos que ocorre a dominancia
pelo planeta interno no modo II das solugoes periddicas. Enquanto que para o planeta
externo prevalesce o modo I das solugoes periodicas.

Observamos claramente que ha a oscilacao em torno dos angulos 0 e 180°. Quando
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o sistema encontra-se no interior do Modo I, notamos que o angulo Aw oscila em torno
de 0° e, neste caso, as linhas de apses dos dois planetas estao alinhadas, e portanto, os
planetas encontram-se mais proximos entre si quando ambos estao no pericentro. E as
excentricidades oscilam em torno das excentricidades das solucoes periddicas do Modo 1.
No caso em que Aw oscila em torno de 180°, as linhas de apses estao anti-alinhadas, os
planetas se aproximam mais quando o planeta interno encontra-se no seu afélio e o externo
no periélio. As excentricidades, neste caso, oscilam em torno das excentricidades para a
solugao periodica do Modo II.

De acordo com Michtchenko e Ferraz-Mello (2001a), chegamos também a mesma con-
clusao em relagao a oscilagao de longo periodo das excentricidades ocorrer em fases opostas
para ambos os planetas. Uma vez que Ky = I+ 15 = cte. Ou seja, quando a excentricidade
do planeta interno é maxima, a do externo ¢ minima. E isso ocorre quando possuimos os
valores de Aw = 0 ou Aw = 7. Quando aquela é satisfeita, temos a excentricidade do
planeta 'b’ interno maxima, e a do externo, 'c’ minima. Para esta, o oposto acontece.

Uma vez que estudamos o regime secular do nosso problema, iremos passar agora a
estudar o Hamiltoniano completo, construindo os graficos das curvas de nivel a fim de
determinar os regimes dinamicos seus pontos fixos, e entao, obter em que regime o sistema

55 Cnc b-c¢ se encontra de fato.

6.2 Curvas de Nivel em Funcao das Excentricidades

Construimos as curvas de nivel para o sistema 55 Cnc b-c, variando o valor de ¢ a fim
de observar as bifurcagoes que ocorrem com os pontos fixos. Podemos determinar com tais
graficos para quais valores de J teremos quais regimes dinamicos predominantes. Para o
sistema 55 Cnc b-c, variamos o valor de § no intervalo que vai de 1 x 1072 < § < 9 x 10°.
Abaixo do valor minimo, nao observamos mudancas consideraveis na forma das curvas de
nivel. Assim como, para valores acima do valor méaximo, apenas observamos o alargamento
das regioes para excentricidades mais altas.

Iremos construir as curvas de nivel atentando para os diferentes valores de ¢ que im-
plicam em bifurcacoes dos pontos fixos. Escolhemos apenas alguns determinados valores
para mostrar os diferentes tipos trajetorias observadas através das curvas de nivel.

Podemos construir os graficos correspondentes as curvas de nivel acordo com o angulo
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utilizado. Construiremos o grafico utilizando o angulo 20, assim como o angulo o. Este
ultimo corresponde a metade do primeiro, e por isso observamos uma reproducao dupla
na forma do grafico para o primeiro.

Os valores de excentricidade negativos e positivos estao relacionados com o sinal positivo
e negativo que aparece devido ao argumento do seno. Para ¢ temos que quando e; < 0 ou
es < 0 menores que zero, o1 = 90° e g9 < 0. Assim como, quando e; > 0e e; > 0,01 =0¢
o9 = 0. Tornando Aw = 0 ou 180°.

Quando utilizamos o angulo 20, a modulagao deixa de existir, e portanto teremos,
quando e; < 0, 2071 = 180°, e5 < 0, 205 = 180, e quando ambos forem positivos 20; =
202 =0°.

Esta relacao gera uma modulagao para o angulo o, que acaba mostrando a repeticao
das regioes dinamicas no plano das curvas de nivel.

Na figura 6.2 mostramos as curvas de nivel utilizando-se os angulos o7 e os.
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Figura 6.3: Curvas de nivel da energia do sistema exoplanetario 55 Cnc b-c, para trés diferentes valores de
delta. Podemos observar os diferentes regimes de movimento de acordo com o valor de delta. Observamos
a bifurcacao de um ponto de sela na origem em pontos de sela e um centro na origem, aparecendo um

regime quasi-ressonante.

Com um valor de § muito pequeno, observamos que a regiao ressonante é bastante
pequena, limitada a pequenas excetricidades e nao ha a existéncia de uma regiao interna
a mesma. Com o aumento do valor do parametro, comegamos a ver o aparecimento da
formacao de um centro onde antes tinhamos um ponto de sela. Tal centro comeca a

aparecer para um valor préximo a d ~ 9 x 1071,
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Aumentando ainda mais, a regiao ressonante comega a se mover para valores de excen-
tricidade maior, e notamos que a regiao interna a ressonancia torna-se cada vez maior.

Trocando a construcao do grafico agora em funcao dos angulos 207 e 205, esperamos, que
o0 mesmo perca sua dupla reproducao, e vejamos apenas uma regiao ressonante, localizada
no terceiro quadrante, pois corresponderia ao aos angulos o; = £90° e 05 = F90°, daqui

segure: Aw = +180°.
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Figura 6.4: Curvas de nivel do sistema exoplanetario 55 Cnc b-c, para trés diferentes valores de 6.
Podemos observar os diferentes regimes de movimento de acordo com o valor d, observando a bifurcagao

de um ponto de sela em um centro e outro ponto de sela.

De maneira andloga ao grafico anterior, vemos a bifurcacao ocorrer e o surgimento do

centro e a definicao da regiao ressonante a medida que aumentamos o valor de §.

6.3 Construcao do Plano Paramétrico

Nesta secao utilizamos os procedimentos descritos na secao 3.5, e construimos o plano

ao variarmos o valor de § para as energias do sistema. Antes, porém, fizemos a integracao
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utilizando o Ral5 Everhart (1985), para avaliarmos nosso resultado baseando-nos nos
resultados obtidos da integracao. Construimos os graficos referentes as excentricidades,
razao dos movimentos médios, angulos ressonantes e angulo 207 e 205 e Aw. Os sistemas
foram integrados por pouco mais que um periodo do angulo secular,e em seguida os termos

devido as interagoes de curto periodo retiradas ao utilizarmo-nos de um filtro passa-baixa.
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Figura 6.5: Excentricidades e razao dos movimentos médios em funcao do tempo obtidas através da
integragao numérica utilizando-se o Radau 15. Além de longo periodo dominante, associado am movimento

secular, notamos a oscilagao mais rapida, sugerindo a influéncia da ressonancia 3:1.
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Figura 6.6: Na figura acima temos, de cima para baixo, o angulo Aw, o angulo ressonante oy e o3 obtidos
pelas integracdo numérica utilizando-se o Radau 15. Observamos que o angulo o circula, e o angulo Aw

também.

Analisando os graficos das figuras 6.5 e 6.6, notamos que o sistema 55 Cnc b-¢ nao
encontra-se na ressonancia de movimentos médios 3:1, pois observamos que os angulos
ressonantes circulam durante todo o intervalo de angulos. Porém, o mesmo encontra-se

préximo a ressonancia, pois podemos notar que os periodos de circulagao dos angulos oy e
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o9 podem ser observados na variagdo de n;/ns e nas excentricidades.

Seguimos entao e construimos a curva paramétrica da energia do sistema em funcao do
parametros de proximidade com a ressonancia 0. Os dados utilizados seguem os descritos
no capitulo 5, e o grafico realizado ja com a inclusao do valor atual de energia do sistema

55 Cnc b-c e seu valor de § foi o seguinte:

55 Cnc b-c

2e-07 T T T T T

1e-07 — vor

Ressonante

-1e-07 =

AE
T

-2e-07 —

-3e-07 —
Secular

4e-07 |-

_5¢-07 I | 1 | 1 | 1 | I
o 0.5 1 15 2 2.5

3

Figura 6.7: Plano paramétrico para o sistemas 55 Cnc b-c. O sistema encontra-se imerso dentro da regiao
secular, apesar de estar muito proximo a regiao ressonante. O valor de 0 e AFE obtidos para o sistema

foram de 0.6731 e —5.59561° respectivamente.

Analisando o grafico, notamos claramente que o sistema encontra-se muito proximo a
regiao ressonante. Porém, com um valor de ¢ baixo o suficiente para que o ponto de sela que
corresponde a separatriz da parte ressonante e secular ainda nao seja grande o suficiente
para ter bifurcado em um centro e dois pontos de sela. O fato de nao podermos caracteriza-

lo como pertencente a regiao quasi-ressonante pode implicar numa falta de cobertura do
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modelo para o que podemos definir como uma regiao quasi-ressonante quando nao ocorre

o aparecimento de um centro nas curvas de nivel do sistema em questao.
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Capitulo 7

Aplicacoes ao Sistema Saturno-Urano

Neste capitulo trataremos do sistema multiplanetario Saturno-Urano, que encontra-
se no nosso proprio Sistema Solar. Esperamos, entretanto, que o mesmo encontre-se em
uma regiao mais proxima da secular, uma vez que a razao dos periodos para o sistema
encontra-se abaixo de 2.9.

Com os dados possuidos e mostrados no capitulo 4 (tabela 5.2, obtemos os coeficientes
A, B,C, ... que compoem nosso Hamiltoniano. Os valores sao calculados utilizando-se as
excentricidades dos planetas como sendo zero. E seus semi-eixos maiores calculados como
se o par de planetas estivesse na ressonancia exata. Abaixo exibimos a Tabela7.1 com
todos os valores dos coeficientes calculados. Os valores dos semi-eixos maiores utilizados,

escritos em unidades de unidades astronomicas foram:

a; = 9.58290720, (7.1)

a; = 19.933250245. (7.2)

Onde o primeiro corresponde a Saturno, e o segundo a Urano.
Depois que possuimos estes dados, seguindo a teoria descrita no Capitulo 2, iremos
analisar a dinamica do sistema, levando primeiramente em consideracao apenas o Hamil-

toniano sem os termos ressonantes.

7.1 FEstudo do Dominio Secular do Sistema

Construiremos os graficos correspondentes as solucoes periddicas discutidas no capitulo

2. Para encontrar estas solucoes foi realizada uma integracao utilizando o método de
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Tabela 7.1 - Constantes do Hamiltoniano do sistema Saturno-Urano préximo a ressonancia 3:1.

coeficientes Saturno-Urano

A —6.41054 x 107
B —52.2322

C 2.96278 x 1079
D 1.95856 x 107%
E 7.27737 x 107%
F —1.20635 x 1079
E 9.76747 x 107%
3 6.34942 x 1079

Runge-Kutta de 4* ordem, com um passo de integracao de 10 anos, uma vez que os efeitos
de longo-periodo aparecem apenas para escalas de tempo mais altas que as do periodo
de translacdo dos planetas. Utilizamos um valor de § = 0.02 com K, = 8 x 107% fixo
que servem de constantes ao problema. Abaixo observamos os gréaficos referentes a tais

solugoes:
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Figura 7.1: Grafico das Curvas Caracteristicas do Hamiltoniano secular em funcao das excentrici-

dades.para o sistema Saturno-Urano. No grafico superior temos a curva em fungao da excentricidade

de Satunro. E abaixo, em funcao da excentricidade de Urano. Notamos que nos dois casos, temos um

par de solucao acima de zero, para cada um dos Modos. Para valores negativos de Hg.., hd apenas uma

solugao para cada modo. As solugoes sao pardbolas quartendrias. Os pontos méaximos de cada curva

sao as solucoes de equilibrio do Hamiltoniano com termos de longo-periodo. Os valores de J utilizados

encontram-se acima de cada gréafico, e usamos Ky = 8 x 107%, em unidades de massa solar, unidades

astornomicas e ano.
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Analisando o gréafico percebemos que para valores de Hg.. maiores que zero, teremos
dois pares de solugao possiveis para as excentricidade de Saturno e Urano. Para valores
abaixo de zero, possui-se apenas um par de solucoes. Os pontos marcados por Aw = 0.0.
e Aw = m sao os pontos de estabilidade do problema, e o ultimo corresponde ao Modo 11
da solucao enquanto o primeiro ao Modo I.

De outro modo, podemos agora analisar as solugoes do modo I e II construindo o
plano de fase da excentricidade dos planetas em funcao do seno e cosseno do angulo
Aw(figura 7.1). Variando as condigdes iniciais para Aw apenas com os valores 0.0 ou
7, e as condigoes iniciais para K; sendo variadas linearmente a fim de varrer os diferentes
movimentos esperados para o problema. A equacgoes de movimento para Aw e K; nao

dependem explicitamente do valor de §.
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Figura 7.2: Plano de fase das excentricidades em fungao do seno e cosseno do angulo Aw para Saturno-
Urano. O gréfico superior corresponde a Saturno, com condicao inicial para Aw = 0.0. Abaixo deste,

temos a excentricidade de Urano, utilizando-se uma condicao inicial de Aw = 7.

Do grafico, vemos que Saturno é dominado pelo modo II das solugoes periédicas. En-
quanto que para Urano prevalece o modo I das solugoes peridédicas. Observamos também
que os valores das excentricidades para os planetas ocorrem em fases opostas. Ou seja,
quando o planeta interno encontra-se com a excentricidade mais alta, o planeta externo
encontra-se com o seu menor valor de excentricidade.

Observamos claramente que ha a oscilacao em torno dos angulos 0 e 180°. Quando
o sistema encontra-se no interior do Modo I, notamos que o angulo Aw oscila em torno
de 0° e, neste caso, as linhas de apses dos dois planetas estao alinhadas, e portanto, os
planetas encontram-se mais proximos entre si quando ambos estao no pericentro. E as
excentricidades oscilam em torno das excentricidades das solugoes periédicas do Modo 1.

No caso em que Aw oscila em torno de 180°, as linhas de apses estao anti-alinhadas, os



106 Capitulo 7. Aplicagées ao Sistema Saturno-Urano

planetas se aproximam mais quando o planeta interno encontra-se no seu afélio e o externo
no periélio. As excentricidades, neste caso, oscilam em torno das excentricidades para a
solucao periédica do Modo II.

De acordo com Michtchenko e Ferraz-Mello (2001a), chegamos também a mesma con-
clusao em relacao a oscilagao de longo periodo das excentricidades ocorrer em fases opostas
para ambos os planetas. Uma vez que Ky = I;+ 15 = cte. Ou seja, quando a excentricidade
do planeta interno é maxima, a do externo é minima. E isso ocorre quando possuimos os
valores de Aw = 0 ou Aw = 7. Quando aquela é satisfeita, temos a excentricidade do
planeta 'b’ interno méaxima, e a do externo, ¢’ minima. Para esta, o oposto acontece.

Uma vez que ja investigamos algumas propriedades dinamicas para o regime de longo-
periodo, iremos agora trabalhar com o Hamiltoniano completo, incluindo os termos resso-
nantes, e analisaremos as curvas de nivel de energia. E a partir de tais curvas, e com os
dados obtidos com o estudo do regime de longo periodo, iremos determinar o quao proximo

o sistema encontra-se da ressonancia.

7.2 Curvas de Nivel em Funcao das Excentricidades

Conforme ja discutido, construiremos as curvas de energia para o sistema Saturno-
Urano, utilizando-se as excentricidades de ambos como parametros livre. Variamos também
o valor do parametro de proximidade com a ressonancia ¢ de forma que queremos observar
as bifurcacoes que ocorrem nos pontos fixos do Hamiltoniano total, para assim analisar os
diferentes regimes dinamicos que aparecem, e como se comportam ao longo da variacao de

0. Os resultados sao apresentados nas figuras 7.3 e 7.4.
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5= 1x1072

0.05 1.8e-08

Figura 7.3: Curvas de nivel construidas para trés valores de § que mostram os diferentes regimes dinamicos

do sistema. Estamos utilizando os angulos o1 e o2 para a construgao da mesma.

Variamos o valor de § e mostramos os principais retratos de fase com as curvas de
energia em funcao das excentricidades dos dois planetas. Notamos que para valores muito
pequenos de 9§, a regiao ressonante se limita a valores muito pequenos de excentricidade.
Quando aumentamos o valor do parametro de proximidade com a ressonancia, vemos o
ponto fixo que antes era um ponto de sela, bifurcar em um centro e dois pontos de sela, que
geram uma regiao interna a ressonancia. Quanto mais aumentamos o valo para § vemos
a regiao interna a ressonancia aumentar e a regiao ressonante se afastar dos valores de
baixa excentricidade. O valor para o qual notamos o aparecimento do centro, ocorre entre

4 ~ x10%
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Figura 7.4: Gréafico dos niveis de energia ao variarmos o valor de § para o angulo o. Observamos o regime

em que ocorre o aparecimento de um centro com ponto de sela bifurcado de um ponto de sela.

Com o angulo 207 e 205, notamos analogamente o mesmo efeito que ocorre no problema

utilizando-se do angulo o (ver figura 7.4).

7.3 Construcao do Plano Paramétrico

Nesta secao seguimos os passos descritos na se¢ao 3.5, e, variando o valor de H, a ener-
gia do sistema, em funcao de ,parametro de proximidade com a ressonancia, construimos o
grafico, encontrando e delimitando as regioes ressonante, quasi-ressonante e secular. Antes
porém, fizemos a integracao das equagoes de movimento newtonianas para o sistema, a
fim de observar se possui caracteristicas ressonantes ou seculares, ao analisar os angulos

e os parametros orbitais. Exporemos as curvas em funcao do tempo obtidas para a ex-
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centricidades, angulos ressonantes, razao dos movimentos médios e angulo Aw nas figuras
7.3 ¢ 7.3. Todos os gréficos foram filtrados por um filtro passa-baixa, retirando todos os
termos de alta frequéncia, pois interessa-nos observar apenas os aspectos de longo-periodo
do sistema. Utilizamos um tempo total de integracao correspondente a um periodo do

angulo Aw. As figuras abaixo mostram os resultados obtidos:
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Figura 7.5: Excentricidades e razao dos movimentos médios em funcao do tempo obtidas através da
integracao numérica utilizando-se o Radau 15. Notamos a oscilagdo das excentricidades quase & mesma
frequéncia para os dois planetas. Notamos que a variacao da razao dos movimentos médios é praticamente

constante, e encontra-se abaixo do valor necessario para o sistema encontrar-se no interior da ressonancia.
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Figura 7.6: Na figura acima temos, de cima para baixo, o angulo Aw, o angulo ressonante oy e o9 obtidos
pelas integracao numérica utilizando-se o Radau 15. Percebemos que os angulos o1 e Aw circulam por

todos os angulos. E o angulo o9 oscila em torno de zero.

Esperava-se que o sistema Saturno-Urano se encontrasse praticamente em regime sec-
ular. A oscilacao da razao dos movimentos médios para o sistema encontra-se abaixo da
razao 3:1, o que o colocaria fora da ressonancia. Porém, notamos que o angulo o, oscila

em torno de 0°. Por outro lado, o centro estavel da ressonancia 3:1, ou ACR, e esta em
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209 = 180° e Aw = 180°. O que significa a oscilagao do angulo o9 em torno de zero. E
uma questao para futuros estudos.

Utilizamos os dados que constam no Capitulo 5, e variando as excentricidades entre
—0.1 e 0.1 (onde os valores negativos correspondem a definicao dada anteriormente, de
acordo com o modo o qual o sistema se encontra), o grafico construido, com a posigao

atual de Saturno-Urano encontra-se na figura 7.3.
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Figura 7.7: Plano paramétrico para o sistema Saturno-Urano. O sistema encontra-se imerso dentro da
regiao quasi-ressonante. Com seus valores de § = 0.02023 e H = 2.022 x 10~® devidamente subtraido do

valor da energia da separatriz para o mesmo delta, do hamiltoniano secular.

Observamos o grafico, notamos que o sistema nao encontra-se na regiao secular. Porém,
notamos que a regiao quasi-ressonante é muito pequena se comparada com as duas out-

ras regioes. E os valores de excentricidade de Saturno-Urano sao bastante pequenos, se
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comparados a outros sistemas, o que colocaria o mesmo longe de uma regiao ressonante

estavel.
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Capitulo 8

Aplicacoes ao Sistema HD 60532 b-c

Neste capitulo, assim como nos anteriores, faremos aplicagao da teoria e modelagem
ao sistema HD60532 b-c. Tal sistema encontra-se, de acordo com a literatura, no interior
de uma ressonancia de movimentos médios. Definimos os coeficientes que compoem o
Hamiltoniano, de acordo com os dados vistos na tabela 5.3. Vale salientar que, como temos
dois conjuntos de dados para o sistema, estamos fazendo todos os cédlculos considerando-
se os dados obtidos com a inclinagao em relagao ao plano do céu como tendo valor 20°
conforme visto no capitulob.

Para calcularmos seus valores, consideramos os semi-eixos maiores calculados como
se 0s mesmos estivessem exatamente na ressonancia, as excentricidades igual a zero e as

massas conhecidas do sistema. Os valores de semi-eixo maior utilizados foram:

a, = 0.7606, (8.1)
as = 1.5776. (8.2)
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Tabela 8.1 - Constantes do Hamiltoniano para o sistema HD 60532 b-c préximo a ressonancia 3:1.

coeficientes HD 60532 b-c

A —0.0048084
B —101.307
C —0.00260004
D 0.00818809
E 0.0096057
F —0.0642066
Fy 0.0348594
F 0.0921066

Com estes dados podemos dar continuidade e estudar o Hamiltoniano do problema,
considerando inicialmente apenas o mesmo sem os termos ressonantes para analisar seu

comportamento de longo-periodo.

8.1 Estudo do Dominio Secular do Sistema

Para obter as solugoes periédicas do Hamiltoniano contendo apenas os termos de longo-
periodo, fazemos uma integracao através do método de runge-kutta de 4 * ordem,utilizamos
o valor Ky = 8.28 x 107*, com um § = 1.33 constantes ao problema. Os resultados estao

na figura 8.1
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Figura 8.1: Gréfico das curvas caracteristicas do Hamiltoniano secular em fungao das excentricidades

para o sistema HD6053 2b-c. No grafico superior temos a curva em fungao da excentricidade do planeta

interno do sistema em questao. No gréfico inferior, em funcao da excentricidade do planeta externo.Os

graficos possuem as mesmas caracteristicas dos obtidos para os outros sistemas estudados. Para ambos os

gréaficos consideramos Ko = 8.28 x 10~%. O valor de ¢ utilizado encontra-se acima do gréfico.



120 Capitulo 8. Aplicagées ao Sistema HD 60532 b-c

Percebemos os dois pares de solugoes possivels para uma energia acima de zero, assim
como nos casos anteriores. Diferentemente para os sistemas anteriores, o Modo I e Modo I1,
os valores maximos da solucao, aparecem com uma diferenca bastante visivel, mostrando
ser o modo I com valor mais alto que o modo II.

Para gerar os planos de fase das excentricidades em fun¢ao do cosseno e seno do angulo
Aw, integramos as equagoes de movimento para as variaveis K; e Aw. Utilizamos como
condigoes iniciais para Aw os valores 0 e m. Definimos um valor para 6 e Ky conforme ja

mencionado, para calcular as curvas.

e, sen(Aw)

-01 0 0.1 0.2 0.3
e, cos(Aw)
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e, sen(Aw)

-0.15 t, .

-0.15-0.1-0.05 0 0.05 0.1 0.15

e, cos(Am)

Figura 8.2: Plano de fase das excentricidades em func¢ao do cosseno e seno de Aw. Utilizamos o Hamil-
toniano contendo apenas os termos de longo periodo e excluindo-se os termos ressonantes. A integragao
do problema ¢ feita utilizando-se o método de Runge-Kutta de 4* ordem. Observamos a existéncia de
duas regides principais em torno do qual as trajetérias libram ou circulam. Os pontos fixos e as trajetérias
em torno dos mesmos definem os modos I e IT de movimento, que sao solugoes estaveis periédicas para o
problema.O grafico superior foi feito utilizando-se uma condigao inicial de Aw = pi, e corresponde & ex-
centricidade do planeta interno. O grafico inferior foi construido com uma condigao inicial para Aw = 0.0

e nele visualiza-se as excentricidades do planeta externo.

Observamos claramente que ha a oscilacao em torno dos angulos 0 e 180°. Quando
o sistema encontra-se no interior do Modo I, notamos que o angulo Aw oscila em torno
de 0° e, neste caso, as linhas de apses dos dois planetas estao alinhadas, e portanto, os
planetas encontram-se mais proximos entre si quando ambos estao no pericentro. E as
excentricidades oscilam em torno das excentricidades das solucoes periddicas do Modo 1.
No caso em que Aw oscila em torno de 180°, as linhas de apses estao anti-alinhadas, os

planetas se aproximam mais quando o planeta interno encontra-se no seu afélio e o externo
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no periélio. As excentricidades, neste caso, oscilam em torno das excentricidades para a
solugao periddica do Modo II.

Observando os graficos acima, percebemos os tipos de movimento encontrados para os
sistemas 55 Cnc b-c¢ e Saturno-Urano. Porém, diferentemente dos dois, para HD60532-b, o
planeta interno e externo terao uma predominancia dos modos de movimento inversas as
observadas para os outros dois sistemas. O planeta b’ interno tem predominantemente sua
solucao no modo II, enquanto que o planeta externo ’¢’ tem seu plano de fase dominado
pelo modo 1. Isso ocorre devido ao fato da razao das massas mo/m; > 1, enquanto que

para os outros dois a razao ¢ menor do que 1.

8.2 Clurvas de Nivel em Funcao das Excentricidades

Construimos as curvas de nivel da energia para o sistema utilizando-se as excentri-
cidades como parametros livres, para varios valores do coeficientes de proximidade da
ressonancia 0. KEsperamos observar as bifurcacoes que ocorrem para os pontos fixos ao
variarmos seu valor. Como fizemos varios graficos, escolhemos apenas alguns para os quais
os valores de § exibem as trajetorias das curvas de nivel antes e depois de termos o aparec-
imento de um centro. E importante ressaltar que faremos a demonstracao das curvas de
nivel de duas formas. Na primeira em func¢ao dos angulos o7 e 05 (figura 8.3),e em seguida

em funcao dos angulos 207 e 209 (figura 8.4).
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Figura 8.3: Curvas de nivel do sistema exoplanetario HD60532 b-c, com trés diferentes valores de delta.
Podemos observar os diferentes regimes de movimento de acordo com o valor de delta. Estamos utilizando

o angulo os.

Para valores baixos de § observamos uma regiao ressonante bastante pequeno proximas
a pequenos valores de excentricidade. A medida que o valor de 9 é aumentado, vemos o
aparecimento de uma regiao interna a ressonancia, que ocorre para valores intermediarios
de energia, abaixo do valor de maximo que corresponde aos centros da regiao de res-
sonancia. A regiao de centro compreende um minimo local de energia, como podemos
veficicar. Os pontos de sela, que compreende a separatriz entre a regiao interna a res-

sonancia e a propriamente dita, sao pontos em que a variacao das coordenadas ¢é positiva
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em um sentido e negativa no outro. Conseguimos perceber em torno de que angulos ocorre
a libracao da igual forma, apenas atentando em que posi¢ao no grafico encontram-se os
pontos maximos devido ao centro ressonante. O valor de § para o qual comecamos a notar

o aparecimento de um centro, ocorre aproximadamente em § ~ 3 x 107
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Figura 8.4: Curvas de nivel do sistema exoplanetario HD60532 b-c, para trés valores diferentes de § em
funcao de 207 e 205. Podemos observar os diferentes regimes de movimento de acordo com o valor de
delta. Utilizamos o angulo ¢ neste caso, e notamos para valores altos de ¢ o aparecimento de uma regiao

interna a ressonancia, com o aparecimento do centro.

Notamos que, quando mudamos para o angulo o, observamos o aparecimento de varios
pequenos centros, que ocorrem devido ao fato do sistema estar em ressonancia. Variamos
o valor de delta, e percebemos que o aparecimento das regioes ocorre pra quanto maior
for o 6 do mesmo. Para valores extremamente baixos, percebemos apenas uma regiao de

ressonancia para valores muito pequenos de excentricidade. Com o aumento do valor de ¢
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ocorre o aparecimento de um centro, que acaba sendo incorporado a regiao de ressonancia,

formando trés regimes de ressonancia interna.

8.3 Construcao do Plano Paramétrico

Nesta secao utilizamos os procedimentos descritos em 3.5, e construimos o plano ao
variarmos o valor de 0 para as energias do sistema. Antes fazemos a integracao das
equacgoes de movimentos completas para o sistema, utilizando-se o método Radau 15,
ja mencionado posteriormente. Observaremos os graficos obtidos para as excentricidades,
angulos ressonantes, angulo da diferenca das longitudes de pericentro e razao dos movi-
mentos médios. Esperamos comparar os resultados da integracao aos resultados obtidos
com a implementacao da curva paramétrica que construimos em seguida, localizando a
posi¢ao do sistema no mesmo. Todos as curvas listadas das figuras 8.3 e 8.3 passaram
pela filtragem de um filtro passa-baixa para retirar a influéncia nas curvas dos termos de

curto-periodo.
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Figura 8.5: Excentricidades e razao dos movimentos médios em funcao do tempo obtidas através da
integracao numeérica utilizando-se o Radau 15. Notamos a oscilagao das excentricidades quase & mesma

frequéncia para os dois planetas.
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Figura 8.6: Variacao temporal dos angulos Aw, o angulo ressonante o2 e o9 obtidos pelas integragao
numérica utilizando-se o Radau 15. Observamos que todos os angulos o1, 02 € Aw oscilam em torno de

180°. O que o insere dentro da ressonancia de movimentos médios 3:1, com ACR em (m,7).

Analisando os graficos acima, vemos que o sistema HD60532 situa-se no interior da
ressonancia de movimentos médios 3:1 devido ao fato dos angulos ressonantes, assim como
o angulo Aw librarem em torno do angulo de 180°. Notamos também a alta amplitude

da libragao para o angulo oy que chega a ser de 100°. Com estes resultados em mao,
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implementamos entao o grafico referente a curva paramétrica, que corresponde a energia
do sistema em funcao do parametro o de proximidade com a ressonancia ja estudado. Os

dados utilizados seguem os descritos no capitulo 5, e encontramos o grafico observando na

figura 8.3

HD 60532 b-c

0.0002 T T | T

——r

0.0001 — Ressonante a

= -0.0001
Quasi-ressonante
-0.0002 — _|
Secular
-0.0003 —
-0.0004 : ' : ' :
0 0.5 1 1.5 2

S

Figura 8.7: Curva Paramétrica para o sistemas HD60532 b-c. O sistema encontra-se imerso dentro da
regido ressonante. O valor AFE corresponde ao valor da energia calculado menos a energia da separatriz

para o Hamiltoniano Secular.

Observando o grafico acima, podemos confirmar claramente que o sistema encontra-se
imerso na ressonancia. Foram utilizados os dados obtidos em Laskar e Correia (2009) que
se encontram na tabela 5.3. Notamos também o quao larga é a regiao ressonante para o
sistema se em comparacao com o sistema Saturno-Urano. O que implica em uma maior

estabilidade do mesmo, que seria tema de estudos futuros. Os resultados obtidos através
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da integracao utilizando o Radau 15, conferem entao com a construgao da nossa curva

paramétrica.



Capitulo 9

Conclusoes

Neste capitulo formalizamos os resultados obtidos e os interpretamos, e em seguida
observamos as perspectivas futuras do trabalho.

Focamos nosso trabalho principalmente no estudo da dinamica secular dos sistemas
estudados. Mais especificamente em sistemas préximos a ressonancia 3:1. Fizemos a
modelagem dos sistemas construindo primeiramente o Hamiltoniano planar médioo dos
mesmos através da expansao em elementos orbitais da funcao perturbadora, omitindo os
termos de curto periodo, analisando os termos seculares e ressonantes, ambos de primeira
ordem, observamos suas solugoes especiais e fizemos o estudo das condigoes iniciais e os
tipos de movimento, construindo as curvas de energia.Por fim, implementamos o plano
paramétrico comparando-os as integracoes numéricas dos sistemas para avaliar em que

regime dinamico os sistemas se encontram; Se secular, quasi-ressonante ou ressonante.

9.1 Principais Resultados

O resultado inicial, ao se analisar as solugoes especiais para o Hamiltoniano contendo
apenas seus termos seculares, constituiu-se do fato de apresentarem os mesmos tipos de
solucao, com os valores de Aw = 0 ou 7, para um movimento estacionario. Com dois
pares de solugao para um H,.. > 0 e apenas um par para H,.. < 0. Isto se deve pelo fato
de observamos as solucoes gerais para suas equacoes de movimento, que sao as mesmas
para os trés sistemas, dado que encontram-se proximos a ressonancia 3:1.

Os resultados obtidos para cada sistema separadamente encontram-se divididos em suas

respectivas secoes, a seguir:
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9.1.

1 55 Cnc b-c

Com a modelagem aplicada ao sistema 55 Cnc b-c, chegamos as seguintes conclusoes:

1. Conforme visto no capitulo 6, o dominio do movimento para o planeta interno ocorre

no Modo II de movimento, enquanto que para o planeta externo, ocorre no Modo I.

2. As construgoes das curvas de nivel sao eficazes no que implica a observacao dos
regimes dinamicos para cada valor de 0.

3. O sistema possui valor § = 0.6731 e AE = —5.595617", o que o configura na
regiao secular, bastante proxima a ressonante, conforme a figura 6.7. Isso concorda
com as integragoes que fizemos, onde nao observamos a libragao de nenhum dos
angulos ressonantes. E também explica porque a determinacao se estao ou nao em
ressonancia 3:1 vem mudando conforme as correcoes de suas configracoes iniciais
citepji2003,(Fischer et al., 2008).

9.1.2 Saturno-Urano

Os resultados obtidos para o sistema Saturno-Urano foram:

1. O dominio do movimento para Saturno ocorreu no Modo II de movimento, e para

Urano no Modo I, da mesma maneira que o sistema 55 Cnc b-c.

A construcao das curvas de nivel do Hamiltoniano sao bastante eficazes no que diz
respeito a observar como se comportam os regimes dinamicos utilizando o parametro

de proximidade com a ressonancia 9.

Com a construcao do plano paramétrico, encontramos que os valores ¢ = 0.02023 e
AE =2.022 x 1078, O que o coloca na posicao quasi-ressonante. Comparando com
as integragoes obtidas, notamos que o sistema possui um dos seus angulos ressonantes
oscilando em torno de zero. Um estudo mais profundo se faz necessario para classificar

o sistema.

9.1.3 HD 60532 b-c

Os principais resultados para o sistema HD 60532 b-c foram:
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1. O dominio do movimento para o planeta interno ocorre no Modo I de movimento,
enquanto que para o planeta externo ocorre par ao Modo II, diferentemente dos
dois sistemas estudados. Isto ocorre devido a razao entre as massas de HD 60532 b-c

satisfazer a condigao my/my > 1, enquanto os outros sistemas satisfazem m, /mqy < 1.

2. A construgao das curvas de nivel mostrou-se eficaz para entender quais os regimes
possiveis para um determinado valor de 9, e entender como os regimes bifurcam com

sua variagao.

3. Com a construcao do plano paramétrico do sistema, encontramos os valores § =
1.33133 e AE = 5.8283¢ — 5. O que o coloca no interior da regiao ressonante. O que

é confirmado com as integracoes que fizemos utilizando o integrador Radau 15.

9.2 (Questoes nao Resolvidas e Perspectivas Futuras

A descobeta de um angulo oscilante para o sistema Saturno-Urano, foi algo nao esper-
ado. Uma vez que a razao dos periodos entre os dois figura abaixo de 3, (oscila em torno
de 2.85), um estudo mais aprofundado do mesmo faz-se necessério. A sua classificagdo
como quasi-ressonante, segundo a construgao do plano paramétrico é outra evidéncia que
fez-nos questionar sua classificacao.

A posicao de 55 Cnc b-¢ como estando na regiao secular, e nao quasi-ressonante, foi
outro resultado que surpreendeu-nos, pois esperava-se, devido a razao dos seus periodos
figurar em torno de 3.017, que observassemos o mesmo em regime quasi-ressonante. Porém,
de acordo com nosso plano paramétrico, obsevamo-lo préximo a regiao ressonante, contudo,
com um valor de § abaixo do valor minimo para o qual a regiao é definida. Isto pode se
dar devido a limitacao da definicao da regido quasi-ressonante, apenas para valores de ¢
nos quais observamos na curva de nivel a existéncia de um minimo.

Podemos aprofundar o trabalho em maneira a estudar se uma defini¢ao para uma regiao
quasi-ressonante € possivel para valores de  pequenos o suficiente para que nao haja a
bifurcagao do ponto-de-sela em centro e ponto-de-sela, conforma observamos na construcgao

das curvas de nivel.
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Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

