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RESUMO

SOLUCOES ANAI:iTICAS PARA CAVIDADES ACUSTICAS BIDIMENSIONAIS
COM APLICACAO AO ESTUDO DE PROBLEMAS DE INTERACAO
DINAMICA BARRAGEM-RESERVATORIO

Autor: Paulo Marcelo Vieira Ribeiro

Orientador: Lineu José Pedroso

Programa de Pds-graduacdo em Estruturas e Construcéo Civil
Brasilia, agosto de 2010

Os efeitos de interacdo produzidos por um fluido sdo de fundamental importancia na
andlise de sistemas acoplados. Solucdes produzidas por este dominio podem ser obtidas
analiticamente, no dominio da freqiiéncia, sendo dependentes desta varidvel e da funcédo de
deslocamentos atribuida a interface. Estes efeitos podem ser associados a um carregamento

externo atuante na estrutura, que representa uma estratégia eficaz de solugdo do problema.

Neste trabalho serdo verificadas duas alternativas para a solugdo de freqiiéncias e modos
do sistema acoplado. A primeira consiste em um procedimento simplificado (Método
Pseudo-Acoplado), contribuicdo desta tese, que depende da imposicdo de uma determinada
deformada modal para construcdo da equacdo de frequéncias do modo associado. A
segunda é uma abordagem exata, com a solu¢do da equacdo diferencial envolvida (equacéo
da viga), resultando em freqtiéncias e modos acoplados.

As cavidades serdo resolvidas pelo método de separacdo de varidveis para condi¢bes de
contorno diversas, que poderdo representar fronteiras fechadas, abertas ou contornos
maveis. A natureza analitica da solucdo ira permitir uma andlise detalhada dos parametros

envolvidos, permitindo uma maior compreensao do fenémeno de interacéo.

Os conceitos do procedimento proposto podem ser aplicados a geometrias estruturais
complexas, desde que os parametros generalizados de um determinado modo de vibragdo
sejam conhecidos. Assim, surge uma contribuicdo adicional desta tese, de carater pratico,
que implica na definicdo de massas adicionais que dependem da flexibilidade da estrutura
e da compressibilidade do fluido. Esta técnica permite a solugdo no dominio do tempo de
problemas de interacdo barragem-reservatério, possibilitando a analise em codigos

computacionais onde o fluido ndo pode ser discretizado.
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ABSTRACT

ANALYTICAL SOLUTIONS FOR BIDIMENSIONAL ACOUSTIC CAVITIES
WITH APPLICATIONS TO DAM-RESERVOIR INTERACTION PROBLEMS

Author: Paulo Marcelo Vieira Ribeiro

Supervisor: Lineu Jose Pedroso

Programa de Pds-graduacao em Estruturas e Construcao Civil
Brasilia, August of 2010

Fluid interaction effects play an important role in analysis of coupled systems. Solutions
related to this domain can be achieved analytically, in the frequency domain, being
dependent on this variable and the displacement function related to the corresponding
fluid-structure interface. Dynamic pressure solution at the interface acts as an external load
on the associated structure, leading to an efficient solution method for this type of problem.

This thesis presents two alternatives for free vibration analysis of beam-cavity systems.
The first one is an original contribution of this research, entitled Pseudo-Coupled Method,
representing a simplified approach, with an imposed deformation function applied to a
generalized coordinate solution, providing corresponding frequencies for a given structural
mode shape. The second one is an exact solution of the partial differential equation of
motion governing the associated beam, resulting in frequencies and structural mode

shapes.

Fluid domain solutions are achieved by means of the separation of variables method for
different sets of boundary conditions, representing rigid, open and vibrating contours. The
analytical nature of resulting expressions provides useful insights on the involved

parameters, allowing a greater comprehension of the interaction phenomenon.

Described concepts can be extended to more complex geometries, requiring the previous
knowledge of generalized parameters for a given mode shape. This conclusion leads to an
additional contribution of this thesis, directed to practical applications, with corresponding
added masses for structural systems which are dependent on the structural mode shape and
fluid compressibility effects. As a result this technique allows time domain solution of
dam-reservoir interaction problems using computer codes without fluid-structure

capabilities.
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1- INTRODUCAO
1.1 - GENERALIDADES

Os problemas de interagdo entre um fluido e uma estrutura séo de grande interesse em um
vasto nimero de aplicagdes préaticas da engenharia. Nestes casos, 0 movimento destes dois
subsistemas ndo € independente, sendo governado por condi¢des dinamicas de contato
entre os meios. Um exemplo simples desta interacdo pode ser verificado pelo movimento
de um corpo em contato com um fluido. Axisa (2007) apresenta um experimento elementar
(Figura 1.1) que permite obter conclusdes imediatas, consistindo no movimento de uma
mdo submersa em um recipiente contendo agua. Nota-se que o fluido resiste ao
movimento, entretanto ndo o impede. A magnitude das forcas resistivas € diretamente

influenciada pela freqiiéncia e amplitude da oscilagao.

=~/

Figura 1.1 — Experimento de vibracdo de um corpo submerso em um fluido

Dentre as categorias de interagdo destaca-se, por sua simplicidade, a interacdo entre a
estrutura e um fluido acustico (Bathe, 1998). Por meio de diversos mecanismos as
estruturas sdo capazes de radiar, transmitir e responder as ondas sonoras (Filippi, 1998). Os
instrumentos musicais constituem exemplos praticos, onde ondas sonoras sdo radiadas ao
meio por mecanismos de vibragdes induzidas. Um aspecto reciproco deste fendmeno € a
vibragdo de uma estrutura por meio de uma onda incidente. Os 0ssos do ouvido humano,
por exemplo, respondem ao receber ondas acUsticas do meio externo, produzindo
movimentos que excitam os nervos auditivos e permitem a percepcao do som. E evidente
que os dois fenbmenos podem ocorrer simultaneamente. Neste caso, as ondas sonoras
excitam a estrutura, que por sua vez produz um segundo campo acustico, caracterizando
um fendmeno de transmissdo. E por este motivo que torna-se possivel escutar ruidos
externos no interior de uma sala. O campo de estudo dedicado a fenbmenos desta natureza

é conhecido como Vibroacustica ou Acustica Estrutural (Fahy, 2007).
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O contato inevitavel do meio acustico (ar, agua, etc.) com estruturas produzidas pelo
homem torna a interagcdo acustico-estrutural relevante na analise dindmica de muitos

sistemas fisicos (Davis, 2008).

De acordo com Fahy (2007) existem diversos casos onde a interacdo entre uma estrutura
vibrante e um fluido é capaz de influenciar a magnitude, as freqiéncias, e até mesmo a
estabilidade de um sistema estrutural. Alguns exemplos incluem: barragens, chamines,
tubos de troca de calor, navios e seus propulsores, plataformas “off-shore”, acronaves ¢
cabos de transmissdo. Este mesmo autor explica que os efeitos praticos da acdo de um
fluido sobre uma estrutura incluem a modificacdo: das frequéncias naturais (por forcas
inerciais ou elasticas) e do amortecimento (por radiacdo de energia sonora). Portanto, estes
efeitos influenciam a resposta dinamica e, conseqiientemente, a radiacio de energia. E
evidente que os efeitos produzidos pelo fluido serdo mais intensos em estruturas em
contato com fluidos densos, pois as forcas de interacdo geralmente sdo proporcionais a
densidade do fluido. Os problemas acusticos e estruturais podem ser resolvidos de forma
independente & medida que os efeitos de acoplamento tornam-se menos significativos.
Entretanto, em casos especificos, até mesmo o ar pode exercer forcas significativas de

interacdo.

Em muitas aplicagdes praticas surge o problema de fluidos contidos em compartimentos
(Figura 1.2). Trata-se de um campo de estudo de grande interesse na engenharia, em
particular devido ao conforto aclstico em cabines de passageiros em aeronaves e
automaveis, por exemplo. Adicionalmente, pode-se citar o caso de reatores nucleares
resfriados a agua, tanques propulsores de foguetes, domos de sonar submersos e
reservatorios. (Fahy, 2001). Este autor explica que, embora os sistemas reais apresentem
formas complexas, o tratamento de geometrias simplificadas fornece a base para um
entendimento qualitativo e o desenvolvimento de solucGes alternativas. Este campo de
estudo é geralmente definido como elasticidade acustica ou problema acoplado acustico-
estrutural (Hong et al., 1995 e Dowell et al., 1977).

O tratamento analitico de problemas acoplados apresenta como maior vantagem a
identificacdo de parametros adimensionais que permitem a interpretacdo fisica das

solugdes. Entretanto, para modelos mais complexos uma solucdo deste tipo muitas vezes



ndo é possivel. Problemas de interagdo fluido-estrutura jA foram resolvidos por vérios
métodos, incluindo abordagens analiticas, semi-analiticas e numéricas. As solucdes
analiticas sao aplicadas a poucos casos especificos, enquanto as solu¢ées numéricas lidam
com casos mais gerais. Entretanto, a implementacdo numérica requer tempo na construcao
de modelos e em processamento computacional. Adicionalmente torna-se dificil explicar
os efeitos qualitativos do fluido no sistema acoplado. Desta forma, os procedimentos
analiticos apresentam a sua importancia na solucdo de casos mais simples, podendo ser

utilizados na validacdo de solu¢Ges numéricas (Amabili, 1996).

Figura 1.2 — Exemplos de compartimentos preenchidos por fluidos.
(a) tanque propulsor (NASA), (b) cabine de aeronave (NEOMETRIXTECH), (c) torre de
resfriamento (USNEWS), (d) barragem de concreto (ULTRAFLUX)

Um caso de grande interesse na engenharia de barragens, e que sera objeto deste estudo,
surge durante a interagdo dindmica entre a barragem e o reservatorio durante um sismo.
Trata-se de um fendbmeno de natureza acoplada, onde 0 movimento da estrutura produz
solicitagfes no fluido, que por sua vez interage produzindo pressdes hidrodindmicas sobre
a estrutura. Caso o fluido seja considerado acustico, o problema sera tratado como uma
interacdo acustico-estrutural, onde a barragem ira representar uma parede flexivel e o
reservatorio serd associado a um compartimento acustico. As varias condi¢des de contorno

apresentadas na Figura 1.3 poderdo ser investigadas ao longo destes estudos.
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Figura 1.3 — Representacdo esquematica do problema: estrutura (barragem) e cavidade
associada (reservatério)

1.2 - REVISAO DA LITERATURA

A andlise da interacdo entre um fluido e uma estrutura ja foi objetivo de diversos estudos.
Na metade do século dezenove foram realizados alguns experimentos, que demonstravam a
radiacdo do som por meio das vibracées de um sino, contido em um recipiente de vidro. A
medida que o ar era parcialmente retirado do recipiente, o som produzido pelo sino torna-
se cada vez mais fraco. Uma variacdo do experimento consistia em substituir o fluido do
recipiente por hélio, ao invés de ar. Desta forma, 0 som produzido torna-se ainda menos
intenso (Rayleigh, 1945).

E conveniente destacar que o desenvolvimento cientifico deste campo de pesquisa permite
dividi-lo em duas categorias. A Vibroacustica é relacionada ao estudo de cavidades onde o
fluido em questdo é um gas. Desta forma, sdo estudados problemas de radiacdo e
transmissdo do som, fuselagens aeronauticas, conforto acustico em cabines, etc. Na Fluido-
Estrutura enquadram-se os problemas de cavidades preenchidas, ou parcialmente
preenchidas por fluidos densos, como a agua, por exemplo. Algumas aplica¢fes incluem:

reservatorios, tubos de troca de calor e vasos de reatores nucleares (Davis, 2008).

1.2.1 - Vibroacustica (cavidades contendo fluidos gasosos)

Esta categoria envolve os problemas vibroacusticos classicos, onde o fluido em questao
apresenta baixa densidade. Textos de referéncia podem ser encontrados nos trabalhos de
Rayleigh (1945), Morse e Ingard (1986), Junger e Feit (1993), Howe (1998) e Fahy (2007).
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Uma das primeiras explicacOes para este fendmeno de interacdo foi a produzida por Stokes
(1868): “Quando um corpo ¢ movimentado periodicamente de forma lenta em um fluido,
este apresenta um comportamento incompressivel, acompanhando o movimento do corpo.
Entretanto, a medida que a velocidade deste movimento aumenta, implicando em uma
diminuicdo do periodo de vibracdo, a condensacdo e a rarefacdo do fluido, que
inicialmente era insensivel, passam a se tornar significativas, com a producdo de ondas
sonoras geradas pelo fluxo. Para um dado periodo, tamanho, forma e modo de vibragéo do
corpo, o fluido ira se aproximar de um comportamento incompressivel a medida que ocorra

o incremento da velocidade de propagagdo do som no meio.”

Os estudos de uma cavidade acustica associada a uma placa partiram do interesse na
estabilidade e excitacdo de painéis por ruidos aerodinamicos (Pan et al., 1990). A resposta
analitica do sistema painel-cavidade tridimensional foi inicialmente investigada por
Dowell e Voss (1963). Neste estudo foram consideradas amplitudes de movimento
pequenas, de forma que as equacdes linearizadas de fluxo pudessem ser utilizadas. O

objetivo do estudo era determinar os efeitos aerodindmicos de instabilidade em aeronaves.

Lyon (1963) investigou uma cavidade acustica rigida, contendo um painel flexivel,
considerando que a frequéncia critica do painel era superior a primeira freqiiéncia de

ressonancia da cavidade, propondo um procedimento para reducéo do ruido.

Pretlove (1965) deu continuidade ao estudo das cavidades acusticas fechadas, verificando
os efeitos do acoplamento nas frequéncias e modos de vibracdo do painel. Solucdes
analiticas foram obtidas com a utilizacdo de modos acusticos aproximados. Este autor
concluiu que existem duas categorias distintas de sistemas painel-cavidade. No primeiro
tipo a acdo da cavidade sobre o comportamento dindmico do painel é desprezivel. No
segundo tipo modificacbes considerdveis sdo encontradas nos modos e freqliéncias de
vibracdo do sistema. Pretlove (1966) estudou a resposta forcada deste tipo de sistema,
chegando a concluséo de que os efeitos de acoplamento tornam-se significativos em

painéis delgados acoplados a cavidades curtas.

Guy e Bhattacharya (1973) estudaram os efeitos de uma cavidade finita na vibragdo e
transmissdo de ondas acusticas por um painel acoplado. Fenémenos tipicos do sistema

painel-cavidade (como ressonancia, por exemplo) foram identificados. Técnicas graficas
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foram aplicadas para a solucdo de freqiiéncias de interesse, além da comparagdo entre

solugdes analiticas e experimentais.

Gerges e Fahy (1976) analisaram a resposta de velocidade de uma viga cilindrica contida
em uma camara de reverberacdo, verificando a vibracao induzida pelo campo acustico e a
radiagdo sonora emitida por esta estrutura. Este estudo permite aplicagdo a reatores
nucleares resfriados a gas, além de viabilizar o estudo de camaras de reverberacdo nas

situacGes em que um experimento de excitacdo direta ndo é possivel.

Gerges e Fahy (1977) investigaram a resposta de cascas cilindricas esbeltas submetidas a
excitacdes internas de natureza acustica, utilizando um modelo tedrico para estimar o nivel
de vibragao em situacdes abaixo da freqiiéncia de corte (“cut-off”). Estes resultados foram

posteriormente validados via experimentos.

Dowell et al.(1977) utilizou a técnica de expansdo do campo acustico e dos deslocamentos
estruturais em termos dos seus modos de vibracdo desacoplados para a solucdo do
problema acoplado. Neste trabalho foi apresentada uma discussdo sobre a teoria geral da
elasticidade acustica, incluindo o efeito de uma parede absorvente. Um método
computacional foi proposto e utilizado para a solucéo de frequéncias naturais de cavidades
maultiplas conectadas. Formulas simplificadas foram desenvolvidas e os resultados teéricos
foram comparados a experimentos, revelando uma boa concordancia. Utilizando um
procedimento semelhante Pan e Bies (1990) estudaram os efeitos produzidos por um painel
em uma cavidade tridimensional retangular. De acordo com Hong e Kim (1995a), ambos
os procedimentos permitem a solu¢do do problema de frequéncias acopladas, embora a
matematica envolvida seja um tanto complexa. Estes Gltimos autores propuseram um
procedimento para a analise de vibracgdes livres de sistemas com acoplamento acustico-
estrutural, onde as equacOes sdo resolvidas pelo método de expansdo modal utilizando os
modos desacoplados dos subsistemas. Neste método um sistema de equacGes é definido
para a solucdo dos valores préprios do sistema acoplado, onde a precisdo dos resultados é
diretamente relacionada ao ndmero de equacbes envolvidas. Hong e Kim (1995b)
apresentam a segunda parte do trabalho, onde o procedimento anterior € aplicado a solucao

de problemas em duas e trés dimensoes.



O avanco tecnoldgico, produzindo computadores com maior capacidade de processamento
e memoria, permitiu a solucdo de problemas acusticos complexos, envolvendo geometrias
arbitrarias, permitindo a utilizacdo de modelos numéricos nas analises e eliminando, ou
diminuindo, a necessidade de prototipos para a analise das caracteristicas vibroacusticas de

sistemas, tais como: salas de teatro, cinemas e cabines automotivas (Gerges, 2000).

O setor automotivo demonstra grande interesse por estudos nesta area e dentre os trabalhos
mais recentes, de ambito nacional, pode-se citar os Galli (1995) e Pavan (2008), que
investigaram cabines de automoveis utilizando o Método dos Elementos Finitos. O
primeiro autor estudou problemas bidimensionais, envolvendo aplicagGes a cavidades com
contornos rigidos, mdveis e flexiveis. O segundo autor estudou problemas tridimensionais,

incluindo aplicagdes a cavidades cubicas e hexaédricas.

1.2.2 - Interagéo fluido-estrutura (cavidades contendo fluidos densos)

Esta categoria de problema foi inicialmente abordada de forma analitica, na maioria das
vezes associada a resultados experimentais. Trabalhos classicos incluem os textos de Lamb
(1945), Westergaard (1933), Abramson (1967), Gibert (1988), Blevins (1990) e tantos

outros.

Rayleigh (1945) calculou o aumento da inércia de um disco rigido vibrando em contato
com um fluido. Lamb (1921) determinou as frequiéncias naturais de uma placa circular
rigida, engastada em uma parede infinita em contato com a agua, utilizando a abordagem
de modos de vibracdo pré-definidos. Powell e Roberts (1923) validaram por meio de
experimentos os resultados obtidos por Lamb. McLachlan (1932) analisou os efeitos de

interacdo em placas circulares com bordos livres.

De forma paralela a este desenvolvimento surgia o estudo analitico mais detalhado da
interacdo bidimensional barragem-reservatério. Foi Westergaard (1933) quem primeiro
verificou a interacdo dinamica existente entre uma barragem de concreto gravidade e o
reservatorio adjacente, propondo uma solucdo analitica para 0 campo de pressdes
hidrodindmicas produzido pelo movimento de corpo rigido em direcdo ao fluido. As
seguintes hipdteses foram consideradas: reservatorio de profundidade constante e com

extensdo infinita na direcdo longitudinal, efeitos de ondas de superficie livre desprezados,
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fluido linearmente compressivel, e barragem rigida infinitamente longa com face de
montante vertical. Este estudo inspirou o conceito de massa adicional, onde uma massa
extra € mobilizada pelo movimento de corpo rigido da barragem. Este procedimento
tradicional de andlise ficou conhecido como Método Pseudo-Estatico ou Método do
Coeficiente Sismico (USBR, 1976).

Brahtz e Heilbron (1933), em discussdo ao artigo original de Westergaard (1933),
apresentaram uma solugdo alternativa para reservatorios de comprimento finito. Estes
autores demonstram que a diferenca entre os resultados (dominio finito e infinito) torna-se
desprezivel (menor que 5%) para uma relacdo entre o comprimento e a profundidade maior
do que dois, no caso de um reservatorio fixo em relacdo ao movimento do solo, e maior do
que trés, no caso de um reservatorio que acompanha o0 movimento do solo.
Adicionalmente, estes autores propuseram uma modificacdo que incluia os efeitos de
flexibilidade da barragem. Este procedimento consistia em inicialmente calcular os efeitos
hidrodinamicos e de inércia devido ao movimento de corpo rigido. Estas acdes eram
aplicadas a barragem para o calculo dos deslocamentos. Entdo, o deslocamento total era
composto pelo movimento da base acrescido da deflexdo estrutural. As forgas
hidrodindmicas e de inércia eram recalculadas com base nestes novos deslocamentos,

podendo o processo ser repetido caso uma maior precisao fosse necessaria.

Hoskins e Jacobsen (1934) estudaram os efeitos produzidos pelo fluido em um reservatorio
finito, em um experimento que consistia em um tanque associado a um pistdo submetido a
uma forca de impacto. Os resultados experimentais da forca adicional produzida pelo
fluido foram comparados a uma solucdo analitica, semelhante a expressdo obtida por
Westergaard. Esta expressdo representava uma solucdo geral, reduzindo a solugdo de

Westergaard a um caso limite.

Zangar (1952) investigou a distribuicdo de pressdes hidrodinamicas para varias inclinagdes
do paramento de montante, sem a consideragéo da compressibilidade do fluido. Este autor
concluiu que barragens onde a face de montante apresenta um trecho reto, maior ou igual
que a metade da altura total, apresentam uma distribuicdo de pressfes hidrodindmicas

praticamente igual a de um paramento completamente vertical.



Os estudos de Westergaard (1933) incluiam a compressibilidade do fluido, produzindo
uma massa adicional dependente da frequéncia de excitagdo do movimento do solo.
Entretanto, Kotsubo (1959) demonstrou que esta solucdo era valida apenas para

frequiéncias de excitagdo menores que a freqiiéncia natural do reservatorio.

Bustamante et al.(1963) investigou os efeitos do comprimento do reservatorio finito para
uma grande faixa de excitacGes, e concluiu que este parametro apresentava influéncia
importante apenas em barragens de altura elevada. Este mesmo autor verificou os efeitos
produzidos pelas ondas de superficie em fungdo da profundidade do reservatério e da
freqUéncia de excitacdo, concluindo que esta condicdo contribuia de forma pouco

significativa na resposta.

Chopra (1966) apresentou um estudo onde o problema foi dividido em duas solugdes
desacopladas: resposta sismica da barragem ignorando os efeitos de interacdo com o fluido
(Caso 1) e pressdes hidrodindmicas produzidas por uma barragem rigida durante um
terremoto (Caso Il). Desta forma, a resposta completa da barragem poderia ser obtida nas
situacbes em que os efeitos de interacdo fossem pequenos, resultando em uma solugéo

dada pela combinacédo dos Casos I e II.

A hipotese de um fluido incompressivel simplifica em grande parte o fenbmeno de
interacdo. Este tipo de solu¢do modifica a natureza do problema hidrodindmico. De acordo
com Chopra (1966), uma excitacdo do tipo sismica consiste em uma vasta gama de
frequéncias, e a resposta mais significativa das pressées hidrodinamicas sera dada pela
aproximacdo entre os valores préprios de vibracdo do sistema e as freqiiéncias de excitacao
do sismo. Assim, a ndo-consideracdo da compressibilidade do fluido pode conduzir a erros

inaceitaveis na resposta dindmica da estrutura.

Chopra (1967) e Bustamante et al.(1963) estudaram os efeitos da compressibilidade do
fluido em uma barragem rigida. Estes autores concluiram que a solucdo torna-se
independente da freqliéncia de excitagdo quando a compressibilidade é desprezada,
dependendo apenas da aceleracdo do solo para um instante de tempo qualquer, e que 0s
erros resultantes desta abordagem na resposta de forcas atuantes ao longo do tempo
tornam-se significativos a medida que a profundidade do reservatdrio aumenta. Chopra



(1967) também concluiu que a abordagem do tipo massa adicional ndo é vélida para

excitacOes de origem sismica.

Em 1967, um terremoto de magnitude 6.5 ocorrido na india produziu danos na barragem
de Koyna, que havia sido calculada de acordo com o procedimento tradicional (pseudo-
estatico). A barragem, projetada com um coeficiente sismico de 0.05g, apresentou fissuras
importantes nos paramentos de montante e jusante, em locais proximos a mudangas de
inclinagdo. Uma ruptura brusca ndo ocorreu, e nenhum vazamento foi detectado, entretanto
os danos foram severos, levando a construcdo de contrafortes nos paramentos de jusante
(CEE, 1990). Este acontecimento motivou um estudo mais detalhado da interacdo
dindmica existente neste tipo de problema e gerou duvidas quanto a validade do

procedimento tradicional de projeto (Chopra e Chakrabarti, 1971).

Chopra (1970) investigou a resposta de barragens de concreto gravidade, quando
submetidas a excitacGes horizontais de origem sismica. O problema foi simplificado a uma
andlise linear de um sistema bidimensional, com a resposta da barragem sendo aproximada
pelo modo fundamental de vibragdo. Quatro situacdes foram estudadas: barragem
desacoplada, sistema barragem-reservatorio sem interacao, sistema barragem-reservatério
com interacdo, e sistema barragem-reservatorio com interacdo e sem efeitos de
compressibilidade. Este autor concluiu que os efeitos de interacdo entre a barragem e o
reservatorio, além dos efeitos de compressibilidade do fluido, ndo podem ser desprezados.
Desta forma, verificou que o procedimento tradicional de corpo rigido em direcdo a um

fluido incompressivel pode produzir erros significativos.

Chopra (1978) apresentou um procedimento analitico simplificado, onde os efeitos de
interacdo e a compressibilidade do fluido foram incluidos na andlise. Este procedimento
ficou conhecido como Método Pseudo-Dinamico (Leclerc et al.,2003), que consiste em
uma andlise simplificada do espectro de resposta, determinando a resposta da estrutura no

modo fundamental de vibrag&o para um movimento horizontal do terreno.

Chwang (1978) apresentou uma solugcdo exata para a distribuicdo de pressdes
hidrodinamicas em barragens rigidas com varias inclinagdes do paramento de montante,
sem a inclusdo dos efeitos de compressibilidade do reservatorio. Alteracbes pouco

significativas foram encontradas para paramentos praticamente verticais. Este trabalho teve
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seqliéncia dada por Liu (1986), que obteve a solucéo exata para uma barragem rigida com

paramento inclinado associada a um reservatorio triangular.

Rashed (1983) investigou analiticamente e numericamente problemas de interacdo fluido-
estrutura, determinando freqtiéncias e modos de vibragcdo do problema acoplado. Solugdes
em duas e trés dimensfes foram desenvolvidas e aplicadas a problemas de interacdo

barragem-reservatorio sob acdo de excitacGes de origem sismica.

Fenves e Chopra (1984) estudaram o problema bidimensional onde foi considerada a
interacdo barragem-reservatorio-fundagéo, incluindo os efeitos de absor¢do de ondas no
fundo do reservatorio. Estes autores desenvolveram um procedimento simplificado para a
analise preliminar de barragens de concreto gravidade, considerando o modo fundamental
de vibragdo. A flexibilidade da fundacdo e os efeitos de absorcdo dos sedimentos
representam refinamentos em relacdo ao método proposto por Chopra (1978). Estes autores
concluiram que tanto os efeitos de absorcdo de ondas, como a interacdo com a fundacéo,
tendem a diminuir os efeitos produzidos pelo sismo. Fenves e Chopra (1985)
acrescentaram uma correcdo estatica ao procedimento anterior para a inclusdao dos efeitos

dos modos mais altos de vibragéo.

Lee e Tsai (1991) determinaram a solucdo analitica, no dominio do tempo, de uma
barragem associada a um reservatorio infinito. Os efeitos de ondas de superficie ndo foram
considerados. Estes autores apresentaram os resultados da analise transiente do sistema
submetido a funcbes de excitacdo do tipo rampa e sismica. Entretanto, caracteristicas
dindmicas do sistema acoplado, tais como freqliéncias e modos de vibracdo ndo foram

discutidos.

Weber (1994) investigou modelos analiticos bidimensionais e tridimensionais de barragens
rigidas, incluindo os efeitos de absor¢do de ondas no fundo do reservatorio e da
compressibilidade do fluido. Solugdes para canais de formato retangular e semicircular

também foram apresentadas.

Bouaanani et al. (2003) apresentou uma solucdo analitica fechada para as pressdes
hidrodindmicas, incluindo uma condi¢do de absor¢do de ondas no fundo do reservatério.
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Esta solucdo inclui um procedimento para a determinagdo dos autovalores do sistema

acoplado barragem-reservatorio.

Ribeiro (2006) propds um procedimento analitico para a solu¢do do campo de tenses em
barragens de concreto gravidade. Este método permite a solucdo pseudo-estatica e pseudo-
dindmica simplificada, baseada nas equacdes do Método da Gravidade (USBR, 1976).

Silva (2007) estudou analiticamente e comparou numericamente casos de interacao
dindmica barragem-reservatério. Este autor utilizou a técnica de separacdo de varidveis
para a solucdo analitica das pressdes hidrodindmicas em barragens rigidas e flexiveis,
aceleradas em fluidos compressiveis e incompressiveis. Adicionalmente, propds um
amortecedor para a superficie de truncamento em reservatorio infinitos. A solucdo obtida
para a barragem flexivel em um fluido compressivel representa exatamente a solucdo
obtida por Chopra (1978).

De acordo com Silva (2007), na analise do sistema barragem-reservatorio é usual tratar
uma das dimensdes do reservatério com extensdo infinita, onde as pressGes sdo nulas.
Nestes casos as solugdes analiticas devem satisfazer a condi¢do de radiacdo no infinito,

como a indicada por Sommerfeld (1947).

Numerosas investigaches também foram realizadas utilizando procedimentos semi-
analiticos. Avilés e Li (1998) analisaram as pressdes hidrodindmicas em paramentos
inclinados, compostos por uma ou duas inclinacBes, incluindo os efeitos de
compressibilidade e viscosidade do fluido. O problema de analise no dominio do tempo da
interacdo barragem-reservatério foi estudado em duas e trés dimensdes. Podem-se citar 0s
trabalhos de Tsai e Lee (1990), Tsai et al. (1990), Tsai e Lee (1991). Recentemente,
Shang-ming et al. (2008) apresentou uma solucdo semi-analitica para o sistema
bidimensional barragem-reservatério no dominio da fregiiéncia, incluindo os efeitos de

absorcdo de ondas no fundo do reservatério.

Observa-se que a busca por solucBes analiticas ou semi-analiticas motivou o
desenvolvimento dos trabalhos apresentados anteriormente. Entretanto, destacam-se
também os estudos relacionados a métodos numéricos. Por meio do Método dos Elementos

Finitos a solucdo no dominio da frequéncia foi obtida por: Saini et al.(1978), Chopra e
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Chakrabarti (1981), Hall e Chopra (1982), Fenves e Chopra (1985), Lofti et al.(1987),
dentre outros. Este problema também foi abordado no dominio do tempo, incluindo os
trabalhos de Sharan (1987) e Tsai et al. (1990). Para esta Gltima solugdo é conveniente
utilizar uma condicéo de radiacdo ao infinito (Sommerfeld, 1947), para representacao da
transmissdao de ondas no limite do reservatorio (Kugukarslan, 2003). Aplicacdes
envolvendo o Método dos Elementos de Contorno no dominio da frequéncia foram
desenvolvidas por Humar e Jablonski (1988), e Medina e Dominguez (1989). No dominio
do tempo solucBes foram desenvolvidas por Antes e von Storff (1987), e Wept et
al.(1988). No ambito nacional destaca-se o trabalho de Aradjo (1995), que utilizou o
Método dos Elementos Finitos para analise de barragens de gravidade de concreto, desde a

sua fase construtiva até o inicio das operacdes.

Uma das maiores dificuldades encontradas na aplicacdo do Método dos Elementos Finitos,
assim como em outras técnicas de discretizacdo, ocorre devido a longa extensdo do
dominio do fluido. Desta forma, condi¢bes de truncamento sdo estabelecidas utilizando
condicdes de absorcdo adequadas. A ndo-imposicdo destas superficies resulta em custos
computacionais proibitivos em uma analise tridimensional do reservatorio (Pani e
Bhattacharyya, 2008). Nesta linha de pesquisa destacam-se as investigacOes conduzidas
por: Sharan (1985), Bayliss e Turkel (1979), Humar e Roufaiel (1983).

Destacam-se também os trabalhos envolvendo solugbes analiticas de vibragdes de uma
coluna flexivel em contato com um fluido. Goto e Toki (1965) estudaram as caracteristicas
vibratérias de colunas de pontes submetidas a excitagdes de origem sismica. Liaw e
Chopra (1973) investigaram o comportamento dindmico de torres axissimétricas
parcialmente submersas, concluindo que a interacdo aumenta o periodo de vibracdo e
diminui a taxa de amortecimento modal. Concluiram que a abordagem classica de massa
adicional produz uma boa aproximacdo para a resposta do modo fundamental. Zhu et
al.(1989) analisou as caracteristicas da vibragdo acoplada entre uma coluna e um fluido,
incluindo os efeitos de ondas de superficie e a compressibilidade da agua. Estes trabalhos
demonstram que as ondas de superficie exercem influéncia importante no comportamento
de torres esbeltas, enquanto o efeito de compressibilidade ¢ mais importante para estruturas
curtas e espessas, onde a relacdo entre altura e largura é pequena. Um estudo mais
detalhado das caracteristicas dindmicas do problema, incluindo uma investigacédo detalhada

dos efeitos da compressibilidade, ondas de superficie e esheltez é apresentado por Xing et
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al.(1997). Getelina (2002) estudo um problema semelhante, porém sem a inclusdo dos
efeitos de ondas de superficie. Donin (2003) deu continuidade a estes estudos, incluindo
estes efeitos e truncando a série relacionada as pressdes hidrodindmicas no trigésimo
termo. O calculo dos autovalores foi obtido a partir de um determinante de uma matriz

simbdlica de oitava ordem, cujos elementos eram somas parciais das séries envolvidas.

Outro problema de grande interesse surge durante o estudo de comportas associadas a
estrutura da barragem, destinadas ao controle do fluxo de &gua. Durante a interacdo
dindmica estes elementos sdo submetidos a esfor¢os hidrodindmicos, produzidos pelo
movimento do solo, por exemplo. Trata-se de uma tematica pouco estudada e que

recentemente foi investigada por Pani e Bhattacharyya (2008).

Dentre os trabalhos envolvendo a interacdo dindmica barragem-reservatorio em territorio
nacional destacam-se: Aradjo (1995), Pedroso e Souza Junior (2003), Souza Junior (2006),
Ribeiro (2006), Ribeiro e Pedroso (2007), Silva (2007), Souza Junior et al. (2006), Silva e
Pedroso (2006a), Silva e Pedroso (2006b) , Silva et al. (2007) Ribeiro et al.( (2009).
Adicionalmente, podem-se citar numerosos trabalhos aplicados ao estudo da interacéo
fluido-estrutura, envolvendo outros tipos de estruturas, tais como: Galli (1995), Ahmida
(1996), Pavanello e Almeida (1996), Goncalves e Ramos (1996), Martini (1996), Paula
(2003), Awruch (2005), Sanches (2006), Gongalves et al.(2006) e Pavan (2008).

O Grupo de Dinadmica e Fluido-Estrutura, da Universidade de Brasilia, tem ao longo dos
ultimos anos desenvolvido e sistematizado metodologias que permitem a analise de
problemas envolvendo a interacdo fluido-estrutura. Dentre os estudos realizados em
cavidades acusticas merecem destaque: Pedroso (1996), Barbosa (1998), Morais (2000),
Pedroso (2000), Pedroso (2003), Souza Janior e Pedroso (2004), Souza Junior et al. (2006),
Souza (2007), Souza e Pedroso (2008), Barbosa e Pedroso (2008), Oliveira Janior e
Pedroso (2008a), Oliveira Junior e Pedroso (2008b).

1.3- MOTIVACAO

Problemas envolvendo interacdo dindmica entre estruturas e meios acusticos possuem
vasta aplicagdo na inddstria. Numerosos estudos foram desenvolvidos, destinados aos

setores naval, aeronautico, aeroespacial, automobilistico, nuclear, etc.
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Na engenharia de barragens esta categoria de problema pode representar adequadamente a
interacdo dindmica existente quando o sistema barragem-reservatdrio € submetido a acéo
de um sismo. Desta forma, ocorre ndo sO a interacdo entre o macico e o fluido contido,
como também a interacdo entre os elementos constituintes deste sistema e o reservatorio,

tais como: comportas, pieres, adutoras e torres de tomada d"agua, por exemplo.

A iniciativa do governo brasileiro com o Programa de Aceleracdo do Crescimento — PAC
(envolvendo a construcdo de novas usinas hidrelétricas), a participacdo crescente de
empreiteiras nacionais construindo obras deste tipo em zonas sismicas (regido norte em
diregdo aos Andes, por exemplo, ou mesmo em outros paises localizados nesta
cordilheira), a crescente conscientizacdo da necessidade do projeto sismo-resistente (com a
primeira norma aprovada em 2006), e a caréncia de estudos desta natureza em territorio

nacional fortalecem a importancia deste estudo.

1.4 - PROBLEMA ABORDADO E METODOLOGIA

Os efeitos de interacdo produzidos pelo fluido sdo de fundamental importancia na anélise
do sistema acoplado. SolucGes produzidas por este dominio podem ser obtidas
analiticamente, no dominio da freqliéncia w, sendo dependentes desta variavel e da funcédo
de deslocamentos ¢ (y) atribuida a interface. Estes efeitos podem ser associados a um
carregamento externo P (0, y) atuante na estrutura, que representa uma estratégia eficaz de
solucéo do problema. Neste trabalho serdo verificadas duas alternativas para a solucgéo de
frequiéncias e modos do sistema acoplado (ilustradas na Figura 1.4). A primeira consiste
em um procedimento simplificado (método pseudo-acoplado), contribuicdo desta tese, que
depende da imposicdo de uma determinada deformada modal para construcdo da equagao
de freqiiéncias do modo associado. A segunda € uma abordagem exata, com a solugéo da
equacdo diferencial envolvida (equagdo da viga), resultando em frequéncias e modos

acoplados.

As cavidades serdo resolvidas pelo méetodo de separacdo de variaveis para condi¢cfes de
contorno diversas, que poderdo representar fronteiras fechadas, abertas ou contornos
moveis. A natureza analitica da solucdo ird permitir uma analise mais detalhada dos

parametros envolvidos, permitindo uma maior compreensao do fendmeno de interagéo.
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Figura 1.4 — Alternativas para solucdo de frequéncias e modos do problema acoplado

Inicialmente serd adotada a abordagem de modos desacoplados para a estrutura acoplada
Desta forma, a solucdo do problema sera simplificada. Entretanto, como nem sempre este
comportamento serd satisfeito, um procedimento exato serd desenvolvido, e os modos
resultantes desta nova solucdo serdo comparados aos do procedimento anterior. Solugbes
numéricas envolvendo o Método dos Elementos Finitos serdo utilizadas para validar as

abordagens propostas.

O caso de interacdo bidimensional barragem-reservatério representa uma situacao
especifica contida nas analises anteriores. Portanto, estudos envolvendo este caso particular
irdo permitir o desenvolvimento de metodologias para a solucdo desta categoria de

problema.

1.5- OBJETIVOS

Em resumo, pretende-se:

1. Resolver analiticamente as freqiiéncias e modos de vibrag¢do do problema acoplado;

2. Determinar a resposta dindmica do sistema acustico-estrutural;

3. Aplicar este procedimento a interacdo dindmica barragem-reservatorio.
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1.6 - CONTRIBUICOES DA TESE

Os problemas de interacdo fluido-estrutura envolvendo paredes flexiveis associadas a uma
cavidade bidimensional ja foram resolvidos por diversas abordagens. Entretanto, em boa
parte destas solucBes as operacOes matematicas envolvem um alto grau de complexidade.
A propria natureza do problema, que exige a solugdo de dois dominios, limita a
possibilidade de solucBes exatas a poucos casos especificos, que geralmente implicam no

uso de computadores para solugédo das equacdes envolvidas.

O que se propOe neste trabalho é uma metodologia original, denominada Método Pseudo-
Acoplado, que utiliza a solucdo da estrutura em coordenadas generalizadas combinada com
a solucdo de pressfes da cavidade. Este procedimento produz uma equacdo de fregiiéncias,
que pode ser resolvida para um determinado modo de vibragdo imposto na interface. E o
modo imposto que caracteriza a natureza simplificada deste método, que apesar desta
limitacdo resulta em equacdes simples e com parametros bem definidos. O estudo do
fendmeno de acoplamento por esta metodologia € também um dos pontos marcantes deste
trabalho, sendo possivel devido a abacos de analise do problema, que identificam regides
de interesse. Além disso, o procedimento apresenta carater geral, podendo ser aplicado a

geometrias tridimensionais e diversas condi¢es de contorno da estrutura e da cavidade.

A solucéo exata do problema acoplado também é possivel, e foi abordada nesta tese, com a
avaliacdo de trés casos especificos. Destaca-se a contribuicdo relacionada a construcao de
solucdes de casos ndo estudados, que podem ser avaliados por meio de uma estratégia
proposta. A aplicacdo de superposicdo modal envolvendo modos exatos, para solucdo de
problemas transientes, também tem um carater inovador, apesar de ter sido abordada em

inimeros trabalhos por procedimentos alternativos.

Os conceitos do procedimento proposto podem ser aplicados a geometrias estruturais
complexas, desde que os parametros generalizados de um determinado modo de vibragdo
sejam conhecidos. Assim, surge uma contribuicdo adicional desta tese, de carater pratico,
que implica na definicdo de massas adicionais que dependem da flexibilidade da estrutura
e da compressibilidade do fluido. Esta técnica permite a solugdo no dominio do tempo de
problemas de interacdo barragem-reservatério, possibilitando a analise em co6digos

computacionais onde o fluido ndo pode ser discretizado.
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1.7 - ABRANGENCIA E LIMITACAO

Os problemas estudados neste trabalho envolvem casos onde ndo existe escoamento do
fluido (meio acustico). Assumem-se pequenos deslocamentos, com o fluido suposto
inviscido, homogéneo e linearmente compressivel. O movimento é definido como
irrotacional. Os efeitos de ondas de superficie e fronteira absorvente ndo serdo

considerados nas analises.

Apenas a interacdo bidimensional entre o meio acustico e a estrutura sera analisada.
Supbem-se uma fundagdo infinitamente rigida em todos os casos, e 0 sistema sem
dissipacdo de energia. A parede mdvel em contato com a cavidade € tratada como flexivel,
definida por uma funcédo continua e integravel de deslocamentos, podendo eventualmente

ser considerada rigida.

As excitacdes aplicadas a estrutura podem ser forcas localizadas em pontos arbitrarios ou
de origem sismica. A solucdo da resposta dinamica é realizada por meio de superposicao

modal.

1.8 - DESENVOLVIMENTO DO CONTEUDO E ORGANIZACAO DA TESE

Este trabalho encontra-se dividido em oito capitulos, seguindo uma seqiiéncia logica de
desenvolvimento do conteudo esquematizada na Figura 1.5.

Capitulo 2 Solugao da Cavidade

Capitulo 3 Analise Paramétrica

Capitulo 4 Método Pseudo — Acoplado

Capitulo 5 Solugdo Acoplada Exata

Capitulo 6 Aplicagdes — Solugdes Transientes

Capitulo 7 Estudo de Caso

Capitulo 8 Conclusdes
Figura 1.5 — Esquema de desenvolvimento do contetddo da tese
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O primeiro capitulo apresenta generalidades em relacdo ao problema estudado,
demonstrando a importancia do fendmeno de interagcdo fluido-estrutura. Uma reviséo
bibliografica sucinta é realizada, ajudando a identificar pontos de uma eventual
contribuicdo. Neste capitulo € descrita a problematica da tese, seguida pelas contribuicdes

desta pesquisa.

No segundo capitulo é apresentado o desenvolvimento matematico da cavidade preenchida
por fluido. Todas as condi¢cdes de contorno possiveis em uma cavidade bidimensional sao
estudadas, com uma ou duas das extremidades representando um contorno mavel, que
poderd ser considerado rigido ou flexivel. Nove casos sdo avaliados, incluindo o caso
especifico da interagdo dindmica barragem-reservatério. Este ndo é o capitulo
correspondente a solucdo acoplada, pois até este ponto nenhuma propriedade da estrutura
sera incluida no desenvolvimento. Trata-se apenas da solu¢do do campo de pressdes

hidrodindmicas para uma excitagdo harmonica da fronteira vibrante.

No terceiro capitulo é realizada a analise dos parametros envolvidos em alguns dos casos
do capitulo anterior. As andlises incluem: cavidades quadradas com contorno rigido-movel,
cavidades retangulares com contorno rigido-mdvel e cavidades retangulares com contorno
flexivel. Em alguns casos serad avaliada a situacdo onde uma das dimensdes da cavidade
tende ao infinito. Estas andlises irdo permitir a construcdo de solucBes simplificadas para
cada caso especifico e irdo auxiliar na compreensdo das possiveis configuracbes de

pressdes hidrodinamicas no fendmeno de interagéo.

O quarto capitulo apresenta a técnica de solucdo pseudo-acoplada, onde a deformada da
estrutura no vacuo é utilizada para a solug¢do do problema acoplado. O objetivo principal é
associar a solucéo de pressdes hidrodinamicas na interface a um carregamento externo que
sera aplicado a estrutura. O emprego de uma deformada conhecida na fronteira facilita em
grande parte o problema. E evidente que a suposicio de deformada acoplada igual a
deformada no véacuo néo é totalmente valida. Porém, este tipo de simplificacdo produz uma
solugdo com apenas uma incognita, resultando em solugbes analiticas praticas para as
frequiéncias acopladas. Esta solucdo é denominada equacéo de frequiéncias, pois permite a
obtencdo de uma série de freqiiéncias acopladas para um dado modo de vibracdo. Estes
valores podem ser substituidos nas solu¢des do segundo capitulo, para obtencédo dos modos

correspondentes ao fluido. Com a frequéncia acoplada a massa adicional é obtida, e a
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equacdo do equilibrio dindmico do sistema estrutural estabelecida, possibilitando a solugéo
para excitacdes arbitrarias.

No quinto capitulo é desenvolvida a técnica de solucdo dos autovalores e autovetores do
problema acoplado. Neste caso nenhuma simplificacdo serd adotada. Esta metodologia
permite uma anélise mais detalhada do problema de interagdo, identificando situagdes onde
a presenca do fluido altera os modos de vibracdo da estrutura no vacuo. Resultados deste
procedimento sdo comparados a solugcdo do capitulo anterior, permitindo estabelecer

dominios de validade da solucéo aproximada.

O sexto capitulo apresenta exemplos de aplicacdo de sistemas submetidos a excitacfes
arbitrarias. Tanto a solugdo exata, como o procedimento pseudo-acoplado sdo utilizados,
com a resposta dindmica obtida por superposicdo modal. Uma interpretacdo fisica
detalhada do problema de excitacdo dos apoios é realizada, identificando a importancia das
componentes translacional e relativa do movimento, além da contribuicdo de modos

superiores na analise do problema.

O sétimo capitulo descreve o processo de transi¢cdo dos conhecimentos académicos para 0
mundo real. Aqui as técnicas utilizadas para a obtencdo da massa adicional sdo aplicadas
ao problema de interacdo barragens-reservatorio, produzindo solucdes analiticas
simplificadas. Adicionalmente, é apresentada uma técnica que permite adicionar massas
ficticias a0 modelo numérico, reproduzindo as caracteristicas de interagdo do problema
acoplado. Solucdes no dominio do tempo e com a utilizacdo de espectros de resposta serdo
abordadas. A principal dificuldade deste capitulo envolve a obtencdo dos parametros
generalizados de uma geometria mais complexa, que é o caso de uma barragem. Com estes
parametros e a massa adicional é possivel estabelecer a equacdo de equilibrio dindmico do
problema, tornando a solucdo independente de um pacote computacional de elementos

finitos e permitindo a solucdo analitica para uma excitacao arbitraria.

O oitavo capitulo finaliza o trabalho, apresentando as principais conclusdes obtidas e

contribui¢des do trabalho, além das perspectivas para as proximas investigacoes.
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2 - SOLUCOES ANALITICAS EM CAVIDADES ACUSTICAS COM
CONTORNOS RIGIDO-MOVEIS E FLEXIVEIS

2.1- INTRODUCAO

Neste capitulo serdo apresentadas as hipoteses basicas e a equagdo governante das pressdes
dindmicas no fluido, o desenvolvimento matematico e as solugdes gerais e especificas
deste problema. O estudo deste dominio isolado ird permitir a avaliacdo dos efeitos
decorrentes do movimento de um contorno rigido ou flexivel em direcdo a este subsistema.
A interacdo fluido-estrutura, envolvendo os dois dominios, ainda ndo sera abordada, pois
nenhuma propriedade da estrutura serd inserida no desenvolvimento matematico. O
comportamento dindmico do dominio fluido é diretamente influenciado pelos
deslocamentos produzidos na fronteira entre os dois subsistemas. As solucdes que serdo
apresentadas tratam estes deslocamentos como funcdes a serem definidas. Estas serdo
determinadas posteriormente na solucdo do sistema acoplado. Entretanto, faz-se necessario
um estudo preliminar dos subsistemas fluido e estrutura, para posterior construcdo de
solucdes acopladas, tendo em vista que as solucdes isoladas destes subsistemas néo
representam corretamente o fendmeno envolvido. Numerosos exemplos envolvendo
diversos tipos de cavidades bidimensionais seréo estudados, assim como o caso particular
envolvido na interacdo dindmica barragem-reservatorio. Em seguida as formulagdes

apresentadas serdo validadas e os resultados obtidos avaliados.

2.2 - HIPOTESES BASICAS E EQUACAO GOVERNANTE PARA O DOMINIO
DO FLUIDO

As hipdteses basicas deste problema sdo as que conduzem ao tratamento deste dominio
como um fluido acustico. De acordo com Bathe (1998) a interacdo fluido-estrutura pode
ser classificada em trés categorias distintas: o fluido acustico, o fluido incompressivel de
Navier-Stokes e o fluido compressivel de Navier-Stokes. Este mesmo autor indica que o
modelo acustico representa 0 modelo mais simples de interacdo, devido a uma série de
simplificacBes impostas, tais como: fluido inviscido e pequenos deslocamentos das
particulas. Com estas consideracfes, assume-se que o fluido transmite apenas ondas de
pressdo. Algumas aplicacfes desta teoria incluem: propagacdo de ondas de pressdo em

tubulacBes e ondas sonoras propagando-se entre meios fluido-sélido. Solucdes para este

21



tipo de problema foram estudadas em trabalhos classicos, tais como o de Westergaard
(1933), que propbs uma solucdo analitica para a distribuicdo de pressfes hidrodinamicas
em uma barragem rigida submetida a a¢6es sismicas. A considerac¢do do dominio fluido em
situacOes praticas geralmente exige a avaliacdo de contornos irregulares de geometrias
complicadas. O tratamento matemético deste problema pode ser simplificado com a
utilizacdo de formas geométricas basicas, de contornos regulares. Adicionalmente,
considera-se que o continuo pode ser representado de forma bi-dimensional. As seguintes
hipdteses basicas sdo feitas para a solucdo deste problema (baseadas nas proposicdes de
Chopra, 1970 e Rashed, 1983):

O fluido é homogéneo, inviscido e linearmente compressivel;
O movimento do fluido é suposto irrotacional;
Os deslocamentos e suas derivadas espaciais sao pequenos;

Os efeitos de ondas de superficie livre sdo despreziveis;

o &~ w0 DN

O movimento da interface fluido-estrutura é bidimensional (o mesmo para qualquer
plano vertical perpendicular ao eixo da estrutura);

6. A interface fluido-estrutura é vertical,

7. A profundidade do dominio fluido é constante;

8. Os deslocamentos da interface sdo representados por funcbes continuas integraveis;

2.2.1 - Equacao governante das pressdes dinamicas

As hipdteses mencionadas anteriormente conduzem a uma distribuicdo de pressdes

dindmicas p(x, y, t), em excesso das pressdes estaticas, dada por:

1 9%p
2, — P 2.1
P= 29 @D
que corresponde a equacao da onda em duas dimensdes. Onde:
92 02
e 2.2
dx? * y? (2.2)

corresponde ao operador laplaciano bidimensional e c = ,/4/p representa a velocidade
do som no fluido, onde & representa a rigidez volumétrica do fluido (bulk modulus) e pf a

sua densidade.
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No caso de um fluido incompressivel, onde a rigidez volumétrica torna-se infinitamente

grande e conseqlientemente ¢ — oo, a Equacéo (2.1) passa a assumir a seguinte forma:

Vlp=0 (2.3)

que corresponde a equacdo de Laplace para as pressdes dindmicas em um fluido

incompressivel. E evidente que a Equac&o (2.3) é um caso particular da Equacdo (2.1).

2.3 - DESENVOLVIMENTO MATEMATICO E SOLUCAO GERAL

A solucédo da Equacdo (2.1) pode ser obtida por meio da técnica de separacao de variaveis.
Este procedimento € utilizado em uma vasta gama de equacGes da fisica matematica. O
fundamento envolvido nesta técnica é a representacdo da solucdo por meio de funcdes
independentes para cada variavel. Portanto assume-se que a funcdo pode ser separada,

resultando em:

p(x,y,6) = F()G)T(t) (2.4)

A substituicdo da Equacéo (2.4) em (2.1) resulta em:

d?F(x) d*G(y) 1 d*T(t)
7z COTO) +F(x) e M) =z FO)CO)—5 (2.5)
que pode ser simplificada com a introducdo da seguinte notacao:
" " 1 ..
F-)GOT®) + FG)G OIT(E) = Z FIGOIT () (2.6)

onde os apostrofos indicam diferenciacdo em relacdo a coordenada espacial e 0s pontos em

relacdo a varidvel temporal. A divisdo da Equacdo (2.6) por F(x)G(y)T(t) resulta em:

FFi) 6 _ 17(@®
F(x) GO T

(2.7)
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A Equacdo (2.7) pode ser reescrita da seguinte forma:

GO _F@®_1T0
GOy)  F() 2T

(2.8)

A andlise da Equacdo (2.8) indica que o lado esquerdo da equacdo depende apenas da
variavel y, ao passo que o lado direito depende das varidveis x e t. Para que esta equacao
seja satisfeita para qualquer valor de x, y e t, é necessario que ambos os lados sejam iguais
a uma constante arbitraria §, que pode assumir um valor nulo, positivo ou negativo.

Portanto:

G'(y) F') 17T@)

6O F( T (2.9)
Desta ultima expressdo podem ser derivadas trés equacdes diferenciais ordinarias:
Gg((y);) 3 (2.10)
1:((;)) =b+ Clz% =Y (2.11)
%% Kﬁ?‘d (212)

onde y e § representam constantes de separacgdo arbitrarias. Das Equagdes (2.11) e (2.12)

pode-se obter a seguinte relagéo:

1
y=5+c_25 (2.13)

As solucdes combinadas das equacOes diferenciais ordinarias (2.10), (2.11) e (2.12)
fornecem a solucdo completa para a Equacdo (2.1). Entretanto, serdo necessarias duas
constantes para cada uma das equacOes diferenciais, resultando em um total de seis

constantes desconhecidas.
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Uma solucdo mais simples e independente do tempo para o problema pode ser obtida com
a consideracdo da hipotese de oscilacdes harménicas no tempo, com freqiiéncia w. Desta

forma, assume-se que a funcdo relacionada ao tempo seja dada por:
T(t) = et (2.14)
A substituicao de (2.14) em (2.4) fornece:

p(x,y,t) = F(x)G(y)e " (2.15)
A expressao acima pode ser substituida em (2.6), resultando em:

2
F'(060) + F0G' 0) = — FRIGE) (2.16)

Utilizando a notagdo P(x,y) = F(x)G(y) e substituindo-a em (2.16), obtém-se:

V2P + (%)2 P=0 (2.17)

que representa a equacdo diferencial classica de Helmholtz, ou equacdo da onda reduzida.
Nesta equacdo o problema torna-se independente do tempo. Entretanto, a solu¢do completa

continua sendo dada por:

p(x,y,t) = P(x,y)e " (2.18)

A hipétese de propagacdo de ondas harmdnicas no tempo permite estabelecer uma
importante relacdo entre as constantes de separag@o nas diregdes x e y. A substituicdo de
(2.14) em (2.12) fornece:

T()
m = —(1)2 = 5 (219)

A substituicdo de (2.19) em (2.9) estabelece:
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C'»_F@ o

TG0) F T (2.20)
Portanto:
F' (x) w?
Feo  PT@ (221)
Desta ultima expresséo pode-se concluir que:
re ‘g' (2.22)

A Equacdo (2.22) indica que a consideracdo de propagacdo de ondas harménicas no tempo
proporciona uma constante de separacéo na dire¢do x que depende apenas da frequéncia de
propagacao das ondas (w), da velocidade do som no fluido (c) e da constante de separagao

na direcdo y (B).

2.3.1 - Solucéo geral

A solucdo da Equacédo (2.17) pode ser estabelecida por meio das solugdes das equagdes
diferenciais ordinérias (2.20) e (2.21). As constantes de separacdo y e f podem assumir um
valor nulo, positivo ou negativo. Entretanto, dependendo do valor escolhido a solugdo nédo

apresentard significado fisico. Inicialmente serd feita a avaliacdo da constante . A

Equacdo (2.20) pode ser reescrita da seguinte forma:

G MN+G6HB=0 (2.23)

Para f = 0, a solucdo da Equacdo (2.23) é do tipo:

G(y) =C; +Cyy (2.24)

Substituindo f = 0 em (2.21) obtém-se:
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" 2
I;(%) =-5=-a (2.25)

F'(x)+a’F(x) =0 (2.26)

onde a representa uma constante arbitraria. Portanto, a solucéo de (2.26) sera do tipo:

F(x) = C3e'* + C, e™'®* (2.27)

onde i representa 0 numero imaginario. Esta expressdo pode ser simplificada com a

utilizacdo das identidades de Euler, que estabelecem:

e!® = cos(0) + i sen(0) (2.28)

e 9 = cos(0) — i sen(6) (2.29)

Substituindo (2.28) e (2.29) em (2.27), obtém-se:

F(x) = C3[cos(ax) + i sen(ax)] + Ci[cos(ax) — i sen(ax)] (2.30)

F(x) = (C3 + Cy)cos(ax) + i(C; — Cy)sen(ax) (2.31)

A Equagdo (2.31) pode ser simplificada com a utilizacdo das constantes C3 e C,

representadas em termos de suas componentes reais e imaginarias. Portanto:

C3 == C3R + iC3i (232)

C4 == C4R + iC4,i (233)

Substituindo estas expressdes em (2.31), obtém-se:

F(x) = (C3p + Csg)cos(ax) + i(Cs; + Cy4;)cos(ax) + i(C3gp — Cap)sen(ax)

(2.34)
— (C3; — Cy)sen(ax)
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A Equagdo (2.34) pode ser reescrita em termos das componentes reais e imaginarias.
Portanto:

F(x) = (C3g + Cyp)cos(ax) — (C3; — Cyi)sen(ax)

(2.35)
+ i[(C5; + C4;)cos(ax) + (C3p — Cap)sen(ax)]

Para que a solucdo de pressfes seja um numero real € necessario que o termo imaginario
assuma um valor nulo. Portanto, o termo entre colchetes da Equacéo (2.35) devera ser nulo
para qualquer valor de y. Entdo:

C3i=—C4 =C; e C3p =C4p =Cp (2.36)

Estas relacdes podem ser substituidas em (2.32) e (2.33). Desta forma, para pressdes reais,

as constantes C3 e C, deverdo formar o par conjugado complexo dado por:

Cg = CR + lC[ e C4, = CR - lC[ (237)

Portanto, a Equacdo (2.35) assume a seguinte forma:

F(x) = 2Crcos(ax) — 2C;sen(ax) (2.38)

que pode ser reescrita com A = 2Cr e B = —2(;. Entéo:

F(x) = A cos(ax) + B sen(ax) (2.39)
onde A e B representam constantes reais. Observa-se que as simplificagdes utilizando as
identidades de Euler somente serdo validas para constantes C5 e C, ndo nulas formando um
par conjugado complexo. Para C; = 0 ou C, = 0 a resposta ira apresentar uma parte real e

outra imaginaria.

Outra opgédo consiste em considerar a constante § com um valor negativo. Portanto,

tomando § = —«? e substituindo esta expressdo em (2.23), obtém-se:
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G ) -GOK?=0 (2.40)

resultando na seguinte solucdo:

G(y)=Cye*7 +Cye™™Y (2.41)

Substituindo § = —x? em (2.21) obtém-se:

F' (x) w? w?
o - —K? — poiie [Kz +t—|= —a? (2.42)
F'(x)+a?F(x) =0 (2.43)

onde «a indica uma constante arbitraria. A solucédo de (2.43) é obtida com (2.27) ou (2.39).

Resta agora assumir a constante 8 com um valor positivo. Portanto, tomando § = k? e

substituindo esta expressdo em (2.23), obtém-se:
G (M) +G6(HK*=0 (2.44)
resultando na seguinte solucdo:
G(y) = Cie™V + C,e Y (2.45)
que pode ser simplificada com a utilizacdo das identidades de Euler para:
G(y) = A cos(ky) + B sen(ky) (2.46)

onde A4 e B representam constantes reais. Substituindo § = x? em (2.21) obtém-se:

"

F 2 ?

onde observa-se que a constante arbitraria a podera ser positiva ou negativa. Portanto:
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F'(x)+aF(x) =0 (2.48)
cuja solugdo é dada por:
F(x) = C3 eV** 4 ¢, e~iVax (2.49)
que pode ser simplificada utilizando as identidades de Euler para:
F(x) = C cos(vax) + D sen(vax) (2.50)
onde C e D representam constantes reais.

A Tabela 2.1 apresenta um resumo das solugdes para os possiveis valores de £.

Tabela 2.1 — Resumo das solucdes para

a G(y) F(x)
Cs o™ §C,e
B=0 % Ci + Cyy ou’
A cos(ax) + B sen(ax)
Cs e 1 C, e
B =—kK? K2 + w_22 Cy ey +Cye™V ou’
¢ A cos(ax) + B sen(ax)
Cie™Y + Cre™ C; eVex 4 ¢, e~iVax
B = K2 w_zz_ 2 out ou?
¢ A cos(ky) + B sen(iy) C cos(Va x) + D sen(va x)

! apenas para o caso onde as constantes C; e C, sio n4o nulas e formam um par conjugado complexo.

2 apenas para o caso onde as constantes C; e C, s&0 ndo nulas e formam um par conjugado complexo.

A escolha de uma das solug@es indicadas na Tabela 2.1 ira depender das condicdes de

contorno definidas no problema. Soluges especificas serdo apresentadas a seguir.

2.3.2 - Caso 1A (cavidade com contorno movel-aberta e aberta-aberta)

Neste caso assume-se que a cavidade bidimensional apresenta as seguintes condic¢des de

contorno nas direcdes x e y, respectivamente: contorno movel-aberta e aberta-aberta. A
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condicdo contorno mével implica na imposicao de uma interface fluido-estrutura (rigida ou
flexivel), ao passo que a condicdo aberta implica em pressdo nula na borda do dominio. A

Figura 2.1 ilustra o dominio analisado e as condic¢des de contorno adotadas.

S4 N
o) |\ p=0
\
Bl iy, 6) = p(y) et
/ i 52 L,
, .
sl |y
FAN
N S3
= p=0 +

Ly

Figura 2.1 — Representacdo esquematica da cavidade — Caso 1A

Para a solucdo deste problema ser& conveniente representar as pressdes dindmicas por meio

da Equacéo (2.18). Portanto:

p(x,y,t) = P(x,y)e™"" (2.51)

Adicionalmente assume-se que o contorno mével apresenta um movimento vibratério na
direcdo horizontal, de caracteristicas harmonicas, relacionado ao seu ponto de maior
amplitude A por meio de uma fungdo normalizada continua e integravel ¢(y), resultando

em uma aceleracdo horizontal distribuida ao longo da interface dada por:

ii(y,t) = p(y)Ae™* (2.52)

As Equacdes (2.51) e (2.52) podem ser substituidas na condi¢do de contorno da fronteira.

Entéo:
dp "
S1 — e = —pyil (2.53)
x=
JP . .
ae_“"t = —prp(y)Ae " (2.54)
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Portanto:

dP -
S1———|  =-pp(A (2.55)
X lx=0

onde nota-se que a condicdo de contorno independe do tempo. As condic¢bes de contorno
remanescentes sdo facilmente estabelecidas, pois indicam que a presséo deve ser nula.
Portanto, P(x,y) = F(x)G(y) deverd ser nulo nestas superficies, de forma a evitar a
solucéo trivial. Entdo:

§2 - p(L,,y,t) =0 ~ F(L,)G(y) =0 (2.56)
S3 > p(x,0,t) =0 ~ F(x)G(0) =0 (2.57)
S4 —p(x,L,,t)=0 « F(x)G(L,) =0 (2.58)

Tanto F(x) como G(y) ndo podem ser nulos, pois caso contrario a solucdo sera trivial.
Assim as Equacdes (2.56), (2.57) e (2.58) resultam em:

F(L)=0; G0)=0 ; G(L,)=0 (2.59)
As Equacles (2.55) e (2.59) estabelecem as quatro condi¢fes de contorno necessarias para
a solucdo do problema. A Tabela 2.1 sera utilizada como guia para a escolha das solucdes
de F(x) e G(y). Para g = 0 asolucdo de G(y) é dada por:
Gy) =C + Gy (2.60)
Utilizando as condi¢des de contorno (2.59), obtém-se:

;=0 e (=0 (2.61)

que resulta na solucdo trivial, ou seja: G(y) = 0e p(x,y,t) = 0. Este tipo de solugcdo ndo

interessa ao problema, portanto um novo valor de S sera estudado.
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Para B = —k? a solucdo de G (y) ¢é dada por:
G(y) = Cie"Y + Cre ™Y (2.62)
Utilizando as condic@es de contorno (2.59), obtém-se:
GO)=C+C,=0 =~ C=-C (2.63)
G(Ly) = Cre*Y + Cre ™y =0 (2.64)
A substituicdo de (2.63) em (2.64) resulta em:
Ci[e*ty —e™ly] =0 (2.65)
A Equacao (2.65) admite duas solucBes: C; = 0 ou k = 0. Para a primeira op¢do C, = 0
e a solucado é trivial, com G(y) = 0. Para a segunda op¢do f = 0, resultando na solugéo
estudada anteriormente, que também & trivial.
Para B = x? a solugdo de G(y) é dada por:
G(y) = A cos(ky) + B sen(ky) (2.66)
Utilizando as condic@es de contorno (2.59), obtém-se:
G0O)=4=0 (2.67)
G(Ly) =B sen(KLy) =0 (2.68)
A Equacdo (2.68) apresenta duas possiveis solu¢fes: B = 0 ou sen(KLy) = 0. A primeira
opcao é descartada, pois resulta na solucdo trivial, com G (y) = 0. A segunda opcdo resulta

na seguinte solug&o:

kL, = nm n=123.. (2.69)
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Da Equacédo (2.69) pode-se concluir que:

K=— n=1273.. (2.70)

Portanto, 8 = k2 produz uma solucéo valida para o problema, dada por:
G(y) = B sen(ky) (2.71)

Resta agora verificar a solucdo para F(x). A Tabela 2.1 indica que a solucdo

correspondente é dada por:
F(x) = C cos(va x) + D sen(va x) (2.72)
Utilizando as condic@es de contorno (2.59), obtém-se:
F(L,) =Ccos(Val,)+Dsen(Nal,)=0 (2.73)
€ =-Dtan(Va L,) (2.74)
Substituindo (2.74) em (2.72):
F(x) = D [sen(Na x) — tan(a L, ) cos(Va x)] (2.75)

O valor da constante de separacdo « é dado por:

2 2
o= <’L’—”> n=123.. (2.76)

onde existem infinitos valores de k e a. Para cada valor de n existe uma solugéo

correspondente para G(y) e para F(x). Portanto:

B,(x,y) = E, [sen(\/a_n x) — tan(\/a—n Lx) cos(\/a—n x)]sen(;cny) (2.77)
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onde n = 1,2,3 ... e E, representa uma constante remanescente. A solucdo completa é dada

pela soma das solugbes para cada valor de n. Portanto:

P(x,y) = Z E, [sen(\/a_n x) — tan(\/a_n Lx) cos(\/a_n x)]sen(lcny) (2.78)
n=1

A constante remanescente E,, sera obtida com a aplica¢do da condicdo de contorno (2.55).

Entao:

P —
S1 > | =—p¢p(»)A (2.79)
A derivada parcial de (2.78) em relacdo a x é dada por:

apP _ c Jan cos(Ja, x) +
Frvi z E tan( |y L) @ sen(y/an %) sen(k,y) (2.80)

n=1

Aplicando a condicéo de contorno (2.79) em (2.80), obtém-se:

oP
0x

= By @ sen(i,y) = —prd()A (2.81)
n=1

x=0

Para a solucédo de (2.81) torna-se necessaria a utilizacdo da propriedade de ortogonalidade

da fungéo seno. Sabe-se que:

fLsen (?) sen (mnx) dx =0 — m#n (2.82)
0

mmy

Multiplicando ambos os lados da Equacéo (2.81) por sen (L—) e substituindo x,, :
y

n m - m
Z E, | a, sen <Liy> sen (Liy> = —prp(¥)A sen< Lﬂy
n=1 y

Yy y

) (2.83)
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A integracdo em y em ambos os lados da Equacao (2.83) resulta em:

> Ly _ LY
Z E, Ja, J. sen (?) sen <?> dy = —psA f d(y) sen <?> dy (2.84)
g | 0 y y 0 y

Aplicando a propriedade de ortogonalidade (2.82) em (2.84), obtém-se:

Ly
E, \/a_nfo Isen (%)l dy = —pfAf ¢(y) sen <n;ry> dy (2.85)

y

Lembrando que:

Ly nry\1? y 2nmy\] Ly, ) | =Ly
fo sen <?> dy = {E_ sen( L ) %} (2.86)
y=0
Ly ny\ |’ L, L
— =2 _ 2 . 2.87
jo Isen< L )l dy 5 sen(2nm) oo (2.87)

e que sen(2nm) = 0 paran = 1,2,3 ..., a Equacdo (2.87) se reduz a:

2
fLy [Sen <w>l dy = L—y (288)
0 L, 2
A substituicdo de (2.87) em (2.85) resulta em:
L by nmy
A —
E, \Ja, 5 pfAJ;) 016} sen< L >dy (2.89)

Portanto:

B, = - 2" A f () sen(ic,y) dy (2.90)
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A Equacdo (2.90) pode ser substituida em (2.78) resultando em:

o N
LyA;% fo ¢ () sen(x,y) dy [sen(\/a, x)
— tan(\[a, L) cos(\/a, x)|sen(x,y)

onden =123 ...

P(ny) = -
(2.91)

A Equacdo (2.91) corresponde a solucdo do campo de pressfes dindmicas de uma cavidade
bidimensional retangular, aberta em trés lados e com um contorno mével, submetido a um
movimento vibratério harmdnico de acordo com ¢ (y). Esta equacdo pode ser substituida
em (2.51) para avaliacdo da resposta p(x,y,t). Um caso particular desta equacdo consiste
em ¢(y) = 1. Neste caso, assume-se que 0 contorno moével vibra com todos os pontos da
interface possuindo a mesma amplitude, semelhante a uma parede rigida. Desta forma, a

Equacéo (2.91) se reduz a:

pr/T - 1 Ly
P(x,y) =— Z j sen(k,y) dy |sen(/a, x
y L, 27 s 2y) dy [sen(\[a, x)

(2.92)
— tan(/a, Ly) cos(/a, x)]sen(rcny)
Lembrando que:
Ly nm L nay\|’ = L
f sen ny dy = —— cos ny = ——2 [cos(nn) — 1] (2.93)
0 L, nm L, nm
y=0
Da expressao acima é possivel observar que esta podera assumir os seguintes valores:
Ly L 0 - n=par
j sen(k,y)dy = ——= [cos(nm) — 1] { 2L, i (2.94)
0 nm — - n=impar

nm

Portanto, a Equacdo (2.92) apresentara valor nulo para n = par e desta forma apenas 0s

valores de n = impar irdo interessar ao problema quando ¢(y) = 1. Ent&o:
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4p;Ad O 1
P(x,y) = ——— z [sen(a, x)
T oaiEs,. M (2.95)

— tan(yay, Ly) cos(y/a, x)] sen(i,y)
onden = 1,3,5, ...

A Equagdo (2.95) corresponde a solucdo do problema anterior com a consideragdo de um
contorno rigido-movel vibrando harmonicamente. Outra condi¢do de interesse consiste na

situacdo em que a relagdo r entre os comprimentos L, e L,, se aproxima de zero.

A Equagdo (2.76) pode-se ser reescrita em fungdo do comprimento L,,, resultando em:

2

a, = LKM—?) — (nm)?

a
= L—"2 (2.96)
y

Esta Ultima expressdo pode ser substituida em (2.95):

4pr AL, Z Jsen(lcny)

Px,y)=—-—— " (2.97)
n=13,5...
onde J é definido por:
7y x/Ly) — 7 ¥y X)L
Iz /Lo T = [sen(r/@&, x/L,) tan(f\/a—n) cos(ryfa, x/Ly)] (2.98)

A

A Equacdo (2.98) sofre simplificagbes importantes quando r — 0. O seno de angulos
muito pequenos é aproximadamente o valor do préprio angulo. O mesmo ocorre para a
funcdo tangente, j& que esta pode ser representada por uma relagdo entre as funcdes seno e
cosseno. E o cosseno de angulos muito pequenos sera aproximadamente 1. Desta forma, a

expressao (2.98) podera ser eliminada do somatorio de (2.97), que sera dada por:

38



4
lim P(x,y) = - PrALy L — 1) Z Z sen<"L” Y ) (2.99)
~ n=1,3,5,.. Y

O somatério contido na Equacdo (2.99) representa uma série convergente, com valor

definido por (obtido com auxilio do software Maple 12):

o imy imy
1 nry\ 1 —1-ely 1+ely

z — sen|— =1 —In T +in Ty (2.100)
n=135 y ely —1 ely —1

A equacdo acima pode ser simplificada com a utilizacdo das seguintes propriedades

matematicas envolvendo logaritmos:
In(-1) =in (2.101)
a
In (B) = In(a) — In(b) ; In(ab) = In(a) + In(b) (2.102)

Portanto, a Equacéo (2.100) podera ser reescrita da seguinte forma:

—ln[—1<1+eLY>l+ln<eLy —1)
iy ny (2.103)
k +ln<1+eLy>—ln<eLy—1> )

que poderé ser simplificada para a seguinte forma:

i

IS

i (nny)
sen =
13,5,.

n=

( iy i”—y \
B —im—In({1+el |+inflely —1
2 l nny =1 1 2.104)
n sen L, T4 ! imy i (
n=135,.. L +in[1+el |—inlelr —1 J
resultando em:
c 1 nmy\ _ 1, m
Z — sen <?> =— =7 (2.105)



Portanto, substituindo (2.105) em (2.99):
lim P(x,y) = —ppALy 7(x/Ly = 1) = P(x) = —pALy(x/L, = 1) (2.106)

que corresponde a uma solucao unidimensional, com funcédo definida pela equacdo de uma
reta, com amplitude maxima na interface x = 0, diminuindo a medida que x se aproxima
de L,. Em x = L, a pressao € nula, correspondendo a condicdo de contorno imposta nesta
posicao.
A pressdo na interface em (2.106) é dada por (2.107):

P(0) = prAL, (2.107)
Esta Gltima expressdo depende apenas da densidade do fluido, da aceleracdo do contorno
rigido-mével e do comprimento longitudinal da cavidade, sendo diretamente proporcional

a todos estes parametros.

A Tabela 2.2 apresenta um resumo das solu¢fes encontradas:

Tabela 2.2 — Resumo das solugdes para P(x,y) - Caso 1A

Condicéao Solugéo Aplicacao
P(x,y)
_ o cavidade bidimensional
20 A 0 1 (b
geral =77 Z f o (y) sen(k, y) dy [sen(\/ an x) com contorno moével
Y n=1V dn Jo
arbitrario
— tan(,/an Lx) cos(,/an x)] sen(x, y)
4prA = 1 cavidade bidimensional
P(x,y) = e o Z [sen(,/an x)
¢p=1 T n=135,. "tV com contorno rigido —
— tan(Ja, L,) cos(\Ja, x)] sen(x, y) mével (pistdo 2D)
6=1 cavidade bidimensional
- 0 P(x) = —pyAL,(x/L, — 1) com contorno rigido —
Y
moveler - 0
a, = (w/c)Z - (Kn)z ; Ky = nT[/Ly
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Na Tabela 2.2 pode ser verificada a presenca do radical ,/a,, no denominador das solucdes

geral e particular para ¢ = 1. O termo a,, ird assumir valor nulo quando:

w=— n = 1,2,3 (2108)

que correspondem aos valores proprios da cavidade na direcdo vertical (aberta-aberta).
Portanto, quando w for igual a uma das freqiiéncias naturais na direcdo y a solucdo para
um determinado n ndo sera possivel (divisdo por zero). O seguinte limite sera estabelecido

para os termos dependentes de n quando «,, = 0 :

lim {\/Z_n [sen(/a, x) — tan(|/a, L,) cos(/a, x)]} =x—L, (2.109)

O termo a, podera ser positivo ou negativo. A partir da solucdo geral é possivel a
construcdo de uma solugcdo composta por duas partes: uma para cada condicdo. Para a,,

negativo (w < nmc/L,) € interessante estabelecer as seguintes expressoes:

2 2
a, = <E) -2 n=123. (2.110)
L, c
sen(ia) = i sinh(a) ; cos(ia) = cosh(a) ; tan(ia) =itanh(a) (2.111)

Desta forma, a solucdo geral pode ser reescrita com o auxilio das relacGes entre funcdes
trigonométricas e hiperbolicas (2.111), resultando na seguinte expresséo:

110—1

2pfrA 1 Ly
P(x,y) =— if Z \/7 J;) ¢(y) sen(k, y) dy [Sen(\/a_n x)
y n n

=1

— tan(\/a, L) cos(/a, x)] sen(i,y)

4 (2.112)

[oe)

Ly
nZ;O \/t?—nj; () sen(k,y) dy [senh(\/@, x)

— tanh(\/@, L,) cosh( /&, x)| sen(ic,y)

L

y
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Pode-se observar que a primeira parte da solucdo € valida den = 1 até n = ny — 1, onde
ny € 0 menor valor de n para o qual w < nmc/L,. A segunda parte da solugdo ¢ valida de
n = n, em diante. Caso w seja menor que mc/L,, entdo n, = 1 e apenas a segunda parte
da solucdo estara presente. Para w maior que c/L,,, as duas solugdes estardo presentes. A

primeira parte da solucdo é composta por funcdes trigonomeétricas, ao passo que a segunda
parte é representada por fungdes hiperbolicas. As duas partes representam respostas reais

de presséo.
2.3.3 - Caso 2A (cavidade com contorno mdvel-aberta e fechada-aberta)
Neste caso assume-se que a cavidade bidimensional apresenta as seguintes condicOes de

contorno nas direcdes x e y, respectivamente: contorno moével-aberta e fechada-aberta. A

Figura 2.2 ilustra o dominio analisado e as condi¢des de contorno adotadas.

S4 N
¢(}’)\ \ p=0
\
B 00,0 = pG)e
/ S2 . L,
p —
4
s1! |y
AN
Y “t S3
> dp/0x =0 il

Ly

Figura 2.2 — Representacdo esquematica da cavidade — Caso 2A

Uma particularidade deste problema em relacdo ao caso anterior é o fato de a direcdo y
apresentar condicdo de contorno fechada-aberta, o que levara a uma constante E,

desenvolvida em série de cossenos. As condigdes de contorno do problema séo dadas por:
P -
51 — Ix = —prp(¥)A (2.113)

S2 - p(L,y,t) =0 ~ F(L,) =0 (2.114)
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ap .
S3—>—| =0:6(0)=0 (2.115)
ay y:O
S4 —p(x,L,,t)=0 = G(L,) =0 (2.116)

Inicialmente é estabelecida a solucdo para G(y). Para § = 0 esta funcéo é dada por:
G) =C, +Cyy (2.117)
Utilizando as condic@es de contorno (2.115) e (2.116), obtém-se:
;=0 e C,=0 (2.118)

que resulta na solucdo trivial, ou seja: G(y) = 0 e p(x,y,t) = 0. Este tipo de solucdo ndo

interessa ao problema, portanto um novo valor de S sera estudado.
Para B = —k? a solucdo de G (y) ¢é dada por:

G(y) = Cie*Y + Cre™7 (2.119)
Utilizando a condicédo de contorno (2.115), obtém-se:

G0)=Ck—Ck=0 ~ C, =C, (2.120)

Substituindo esta Ultima expressao em (2.119):

G(y) =Ci(e"Y +e7™Y) (2.121)
Aplicando a condicdo de contorno (2.116) em (2.121):

G(Ly) =Ci(ey +e™b) =0 (2.122)

Entfo, existem duas opcdes para a solucdo de (2.122): C; = 0 ou (e¥ty +e™™ly) = 0. A
primeira opcao resulta na solucdo trivial, pois C; = C, = 0. A segunda resulta em:
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e

—1, = -1 (2.123)
que pode ser reescrita da seguinte forma:

etly = 1 (2.124)

Esta equacdo é facilmente resolvida com o auxilio de (2.101). Portanto:

i

ZKLy =im -~ K =£

(2.125)

Assim, k € definido por uma constante de separacdo complexa. Entretanto, inicialmente foi
feita a suposicdo de que f = —k?, resultando em um nimero negativo. A substituicdo de

(2.125) na expressao de S resulta em:

i 2 T 2
r=-(ar) = () (2129

que indica um numero positivo, contrariando a suposi¢do inicialmente feita para 8. Desta

forma, pode-se concluir que esta ndo é uma solucéo valida para o problema.
Para B = x? a solugdo de G(y) é dada por:
G(y) = Acos(ky) + B sen(ky) (2.127)
Aplicando a condigdo de contorno (2.115) em (2.127):
G(0)=Bxk=0 . B=0 (2.128)
A substituicao de (2.128) em (2.127) resulta em:

G(y) = A cos(ky) (2.129)
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Aplicando a condigdo de contorno (2.116) em (2.129):
G(Ly) =Acos(kL,) =0 (2.130)
Portanto, como A = 0 resulta na solucdo trivial, a solucéo possivel para (2.130) € dada por:
COS(KLy) =0 (2.131)
Assim, a constante de separacdo k, que é solucdo de (2.131), sera dada por:

2n—-1Dm
=-—_"’"

=1,23.. .
57 n 2,3 (2.132)

y

Portanto, f = k2 produz uma solucéo valida para o problema, dada por (2.129) e (2.132).
Resta agora verificar a solucdo para F(x). A Tabela 2.1 indica que a solucdo

correspondente é dada por:
F(x) = C cos(vJax) + D sen(vax) (2.133)
Aplicando a condicdo de contorno (2.114) em (2.133):

F(L,) = Ccos(Nal,)+Dsen(NaL,) =0

(2.134)
C cos(vaL,)=—-Dsen(Va L,)
Portanto:
¢ =-Dtan(Va L,) (2.135)
Substituindo esta Ultima expresséo em (2.133):
F(x) = D [sen(Vax) — tan(VaL,) cos(vax)] (2.136)

que corresponde a uma solugdo idéntica a encontrada em (2.75), ja que as mesmas

condigGes de contorno foram mantidas na direcdo x.
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O valor da constante de separacdo a é dado por:

n=123.. (2.137)

onde existem infinitos valores de k e a. Para cada valor de n existe uma solugédo

correspondente para G(y) e para F(x). Portanto:

B,(x,y) = E, [sen(\/a_n x) — tan(\/a_n Lx) cos(\/a_n x)] cos(k,y) (2.138)

onden = 1,2,3 ... e E,, representa uma constante remanescente. A solucdo completa é dada

pela soma das solugOes para cada valor de n. Portanto:

P(x,y) = z E, [sen({a, x) — tan(\[a, L,) cos(\/a, x)]cos(x,y) (2.139)
n=1

O valor de E,, sera obtido com a aplicacdo da condicdo de contorno (2.113). A derivada

parcial de (2.139) em relacdo a x é dada por:

— cos(k,y) (2.140)
x)

oP & Ja, cos({a, x) +
ox ; En [tan(\/a_n L) Ja, sen({/a,

Portanto:

JoP
0x

x=0

= Z E, \Ja, cos(ic,y) = —prp(y)A (2.141)
n=1

Para a solucdo de (2.141) torna-se necessaria a utilizagdo da propriedade de ortogonalidade
da funcdo cosseno. Sabe-se que:

fL cos (nLﬂ) cos (mnx) dx =0 — m#n (2.142)
0
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Multiplicando ambos os lados da Equagao (2.141) por cos [(ZWZLL_D”
y

ZE Ja, cos [———
=

(Zn - 1)n l cos [(Zm - }’l
2L

2m—-1m
2L, l

= —prp(¥)A cos [
y

A integracdo em y em ambos os lados da Equacdo (2.143) resulta em:

WG

_rLy -1
= —pfA fo d(y) cos [%yl dy

(Zn - D l [(Zm - Dm l
oS |[——————y|dy

Aplicando a propriedade de ortogonalidade (2.142) em (2.144), obtém-se:

2n—-1m
2L

Ly 2n—1 2 _rLy
En\/a—njo {COS [%yl} dy = —psA O ¢ () cos

y

Lembrando que:

Ly @2n—-1Dm ? (2n—Dm L
[l o= G P )

Ly 2n—1 2 L L
{cos [%yl} dy = 73’ + sen[(2n — 1)m] m

y=L,y

y=0

e que sen[(2n — 1)x] = 0 paran = 1,2,3 ..., a Equagdo (2.146) se reduz a:

Ly 2n-Dr ) L,
[P} -3

A substituicdo de (2.147) em (2.145) resulta em:
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L (b 2n—1
E, Ja, 7y = —PfAfo $(y) cos [%Yl dy (2.148)

Portanto:

La

E,=—

Ly
f ¢ (y) cos(k,y) dy (2.149)
0

A Equacdo (2.149) pode ser substituida em (2.139) resultando em:

20/ A 1 Ly
PG = =23 = |7 000 costinn) ay sen )
y n=1 n

— tan(\/a_n Lx) COS(\/a_nx)] COS(Kny)

(2.150)

onden =1,2,3 ...

A Equacdo (2.150) corresponde a solugdo do campo de pressdes dindmicas de uma
cavidade bidimensional retangular, fechada-aberta na direcdo y, e com uma extremidade
aberta e um contorno movel flexivel na direcdo x, submetido a um movimento vibratorio
harmonico de acordo com ¢. Esta equacdo pode ser substituida em (2.51) para avaliacéo
da resposta p(x, y, t). Um caso particular desta equacdo consiste em ¢(y) = 1. Neste caso
assume-se que o contorno movel vibra com todos os pontos da interface possuindo a
mesma amplitude, semelhante a uma parede rigida. Neste caso a Equacdo (2.150) fica

reduzida a:

_ prA = 1 LJ/
P(x,y) = — L Z \/a_njo cos(r,y) dy [sen(|/a, x)

(2.151)
- tan(\/a—n Ly) cos(\/a—n x)] cos(k,y)
Lembrando que:
Ly 2n-Dm 2L, 2n-Dm
J;) cos [T}/l dy = m sen [Tl (2152)
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O termo trigonométrico de (2.152) pode ser substituido por:

2n—-1Dm
sen lT

l = (-1 para n=123.. (2.153)
Entdo, substituindo (2.153) em (2.152):

? dy = —22 1t 2.154
fo COS(Kny) y—m (— ) ( : )

A substituicdo de (2.154) em (2.151) resulta em:

Ja n—1) (2.155)
— tan(\/a_n Lx) COS(\/a_n x)]COS(Kny)

4piAve 1 (=1)H
Peoy) =~ AN L E fsen( )
n=1

A Equagdo (2.155) corresponde a solucgdo do problema anterior com a considera¢édo de um

contorno rigido-mdvel vibrando harmonicamente.

A Tabela 2.3 apresenta um resumo das solu¢bes encontradas, onde pode ser verificada a
presenca do radical \/a, no denominador das solucBes geral e particular para¢ = 1. O

termo a,, ird assumir valor nulo quando:

(2n — 1Dmc
w=———

m n=123.. (2.156)

y

que correspondem aos valores proprios da cavidade na direcdo vertical (fechada-aberta).
Portanto, quando w for igual a uma das freqiiéncias naturais na direcdo y a solucéo para
um determinado n ndo sera possivel (divisdo por zero). O seguinte limite sera estabelecido

para os termos dependentes de n quando a,, — 0 :

lim {\/Z_n [sen(\/a, x) — tan(\/a, L,) cos(\/a, x)]} =x—L, (2.157)
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Tabela 2.3 — Resumo das solugdes para P(x,y) - Caso 2A

Condicao Solucédo Aplicacao
P(x,y)
_ cavidade bidimensional
2p,A 1 (b
geral =77 Z J. ¢ () cos(x,y) dy [sen(\/ an x) com contorno moével
Y on=1 V @n Jo
arbitrario
— tan(\/a, Ly) cos(/a, x)]cos(x, )
4p;A o1 (=1)r+t cavidade bidimensional
P(x,y) = — ! Z 3 T [sen(Ja,x)
p=1 T o=y @2n-1) com contorno rigido —
— tan(\/a, L,) cos(\/a, x)]cos(x,y) movel (pistdo 2D)

a, = (w/c)* = (k)% 5 K, =(@2n—Dn/2L,

O termo a, poderd ser positivo ou negativo. A partir da solucdo geral é possivel a
construcdo de uma solucdo composta por duas partes: uma para cada condicdo. Para a,,

negativo (w < (2n — 1)mc/2L,) é interessante estabelecer a seguinte expressao:
2
2n—Dm 2
P (it L (2.158)
2L,

Desta forma, a solucdo geral pode ser reescrita com o auxilio das relacdes (2.111),
resultando na seguinte express&o:

Tlo—l
2pcA 1 Ly
P(x,y) = — Z nZl \/T_nfo () cos(k,y) dy [sen(\/ay x)
— tan(\/a, L,) cos(y/a, x)] cos(r,y)

+ (2.159)

[ee]

_prI‘I 1 Ly _
= = [ 90 costiny) ay fsen (/@ 2

y n=ny

- tanh(\/a Lx) cosh(\/a x)] cos(k,y)

Pode-se observar que a primeira parte da solucdo € vélida de n = 1 até n = ny — 1, onde

ng € 0 menor valor de n para o qual w < (2n — 1)mc/2L,,. A segunda parte da solugdo é
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valida de n = n, em diante. Caso w seja menor que rc/2L,,, entdo ny = 1 € apenas a

segunda parte da solucdo estard presente. Para w maior que mc/2L,, as duas solugdes

y’
estardo presentes. A primeira parte da solucdo € composta por funcGes trigonométricas, ao
passo que a segunda parte é representada por fungdes hiperbdlicas. As duas partes

representam respostas reais de pressao.

2.3.4 - Solucdo especifica para uma cavidade com comprimento infinito na direcdo

horizontal (Caso 2A - infinito)

Neste caso assume-se que a cavidade apresenta comprimento infinito na direcdo horizontal.
Ou seja: L, — oo. Trata-se de um caso particular da andlise anterior, muito estudado na
interacdo dinamica barragem-reservatorio. As condi¢Ges de contorno do problema sédo

dadas por:

oP _
S2 - p(ly,y,t) =0 ~ F(Ly)=0 para L, > o (2.161)
d
s3 —>—p| =0~ G(0)=0 (2.162)
ady =0
S4 —p(x,L,,t)=0 =~ G(L,) =0 (2.163)

Pode-se observar que as condigdes de contorno deste problema permanecem as mesmas do
caso anterior, a excecdo de (2.161), que indica um comprimento L, infinito. Portanto, esta
suposicdo sendo feita na solucdo para um comprimento finito devera resultar no caso
especifico desejado. Para aplicacdo deste procedimento sdo estabelecidas as seguintes
relacoes:

lim tanh(x) =1 (2.164)

X—00

X _ =X

senh(x) = eT (2.165)
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e*+e™*
cosh(x) = — (2.166)

Entdo, substituindo L, — oo na segunda solucao de (2.159) e lembrando que esta equacao
também ¢é geral para n < n, (tendo apenas seus termos hiperbélicos alterados para fungdes

trigonométricas) resulta em:

204 1 Ly I3
PO,y om0 = 'LL)f Z \/a_ .[;) o (y) cos(k,y) dy [e \/a_nx] cos(k,y)  (2.167)
Y n=1 n

onde k,, é dado por (2.132) e @,, é dado por (2.158). Esta equacdo corresponde a solugdo
do campo de pressdes dinamicas de uma cavidade bidimensional retangular infinita na
direcdo horizontal, fechada-aberta na direcdo y, e com uma extremidade aberta e um
contorno mavel flexivel na dire¢do x, submetido a um movimento vibratério harménico
arbitrério ¢. De forma semelhante ao caso anterior, verifica-se que a expressao (2.167)
ndo sera definida quando &, assumir um valor nulo. Esta situacdo ira ocorrer quando a
freqUéncia w for igual a um dos valores proprios da cavidade na direcdo vertical (fechada-
aberta). Os seguintes limites serdo estabelecidos para os termos dependentes de n quando

A~

a, - 0:

al:rilo { } oo (2.168)

Verifica-se que @, podera ser positivo ou negativo. Portanto, a expressao (2.167) pode ser

reescrita de forma analoga a expressdo (2.159):

- _ i\/a_nx
PG en = z{ ) = f B() cosery) dy e ]cosocny)}

+ (2.169)

L

ny) dy [ —/an x ]COS(Kny)

Y TlTl
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Pode-se observar que a primeira parte da solucdo € valida den = 1 até n = ny — 1, onde
ny € 0 menor valor de n para 0 qual w < (2n — 1)mtc/2L,,. A segunda parte da solugdo é
valida de n = n, em diante. Caso w seja menor que mc/2L,, entdo n, = 1 e apenas a

segunda parte da solucdo estara presente. Para w maior que mc/2L,, as duas solucdes

y 1
estardo presentes. A primeira parte da solucédo representa uma resposta com componentes

reais e imaginarias, ao passo que a segunda parte indica apenas respostas reais de pressao.

E interessante observar as diferencas existentes entre as Equacdes (2.159) e (2.169). A
primeira solucdo sempre produzira respostas reais de pressdo, tanto para a parte
trigonométrica, como para a parte hiperbdlica. J& a Equacdo (2.169) podera produzir
respostas complexas de pressdo. De fato, basta que w seja maior que mc/2L, para que esta
solucdo passe a apresentar componentes imaginarias. A segunda solucdo de (2.169) indica

apenas um termo entre colchetes relacionado a solugédo na direcéo x, dado por:

[e—\/@_n x] (2.170)

Portanto, pode-se concluir que neste tipo de solucdo a funcéo F(x) € do tipo:

F(x)=C,e VX (2.171)
que pode ser reescrita, lembrando que &,, = —a. Entéo:

F(x) = C, e~ Vax (2.172)

A Equacio (2.172) corresponde a solugdo dada pela Tabela 2.1 para f = k2. Verifica-se
que a constante C3 assume valor nulo neste tipo de solucdo. A condigdo necessaria para
que as respostas de pressdo sejam reais exige que tanto C3, como C4, sejam nao nulas, e
formem um par conjugado complexo. Desta forma, utilizando a identidade de Euler (2.29),

a expressdo (2.172) assume a seguinte forma:

F(x) _
C,

e~ iVax _ cos(Vax) — i sen(vax) (2.173)
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que pode ser substituida na primeira parte da solugéo (2.169), indicando a presenca de uma
componente imaginaria para w maior que mc/2L,, (ny > 1). Portanto, a solugdo para um
comprimento horizontal infinito ird apresentar respostas imaginarias de pressdo quando

esta condicdo for satisfeita.

A segunda parte da solucdo (2.169) representa exatamente o campo de pressdes
hidrodindmicas obtido por Silva (2007), para uma barragem flexivel na interface de um
fluido compressivel. Para esta comparacdo é conveniente introduzir as seguintes notagdes

adotadas por este autor:

@n-Dm 2.174
=
2n -
o = A Ly = T (2.175)
Ly
b= |00 costeiy) dy (2.176)
0

que podem ser substituidas na segunda parte da solucao (2.169), resultando em:

wLy
c

< I; — y
_ Jm ¢ y Z
P(x,y) = 2pfA E : e cos <,un Ly> (2.177)
n=1
\/.unz - (

A Equacéo (2.177) representa uma solucédo geral idéntica a solugdo dada por (2.169), sendo
valida inclusive para n < ny, onde ocorre a presenga de termos imaginarios. Caso seja
considerada a hipotese de um contorno rigido-movel, onde ¢(y) = 1, a Equagéo (2.177)

ird assumir a seguinte forma:

L 2
(- - () £
e

wLy\?
o - (22)

54

= 2p;4 Y
P(x,y) = 2pfA Ly Z €os (“n Ly> (2.178)



A Equacdo (2.178) corresponde a mesma expressao obtida por Silva (2007) para uma
barragem rigida na interface de um fluido compressivel. Esta expressdo, de forma
semelhante a (2.177), também ird apresentar componentes imaginarias de pressdo para w

maior que mtc/2L, (ny > 1).

A Tabela 2.4 apresenta um resumo das solugfes encontradas.

Tabela 2.4 — Resumo das solugdes para P(x,y) - Caso 2A com L, — o

Condicao Solucédo Aplicacéo
P(x,y) cavidade bidimensional
geral 20 A 1 Ly e com contorno mével
= p—fz f () cos(k,y) dy [e O x] cos(k,y)
L, ] [&, Jo arbitrario
o " cavidade bidimensional
2prA —-1)" _ (7
p=1 P(x,y) = if (K \)/&_ [e dn x] cos(x,y) com contorno rigido —
y =
n=1 TRV mével (pistio 2D)
w? 2n-Dr
5 2 . -
an_(Kn)_C_z T

y

2.3.5 - Caso 3A (cavidade com contorno mdvel-aberta e fechada-fechada)

Neste caso assume-se que a cavidade bidimensional apresenta as seguintes condicGes de
contorno nas direcdes x e y, respectivamente: contorno movel-aberta e fechada-fechada. A

Figura 2.3 ilustra o dominio analisado e as condi¢des de contorno adotadas.

54 "
¢(y)\ \ op/0x =0
\
i i(y,0) = p()Ae "
/ 20 | Ly
p —
/
si! |y
L
Y ‘] S3
> dp/0x =0 +

Ly

Figura 2.3 — Representacao esquematica da cavidade — Caso 3A
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As condigdes de contorno do problema seréo dadas por:

oP i}
51 — P = —prp(¥)A (2.179)
X lx=0
S2 —p(L,y,t) =0 ~ F(L,) =0 (2.180)
9
$3 —>a—p‘ =0 - G'(0)=0 (2.181)
v,
dp ,
$4 — a_| =0~ G'(L,)=0 (2.182)
vl

Inicialmente é estabelecida a solucéo para G(y). Para § = 0 esta funcdo é dada por:

Gy) =C + Gy (2.183)

A aplicacdo das condic¢des de contorno (2.181) e (2.182) em (2.183), resulta em:
G0 =6(L)=C=0 (2.184)
Portanto, a solucdo de G(y) para f = 0 sera dada por:
G =0 (2.185)
Da Tabela 2.1 pode-se observar que a solugdo correspondente para F(x) é dada por:
F(x) = A cos(ax) + B sen(ax) (2.186)
Aplicando a condigéo de contorno (2.180) na equagao acima:

F(L,) = Acos(aL,) + B sen(alL,) =0

(2.187)
A = —B tan(al,)
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Substituindo (2.187) em (2.186):
F(x) = B [sen(ax) — tan(aL,) cos(ax)] (2.188)
Portanto, a solu¢do completa do problema para § = 0 sera dada por:
P(x) = B [sen(ax) — tan(aL,) cos(ax)] C; (2.189)
que pode ser reescrita com uma constante equivalente C = BC,. Assim:

P(x) = C [sen(ax) — tan(aL,) cos(ax)] (2.190)

onde a constante remanescente C ¢ obtida com a aplicacdo da condic&o de contorno dada

pela Equacdo (2.179). Entdo:

dapP _
x| = C [ a cos(ax) + tan(alL,) a sen(ax)] (2.191)
Portanto:
apP — _ - 1 —_
| =Ca=-ppmA « C=-—prpa (2.192)
X lx=0 a

Entretanto, a definicdo prévia de C = BC,, onde tanto B, como C; sdo constantes, implica
em ¢ (y) assumindo valor constante. Um valor unitério resulta em todos os pontos com

mesma aceleragdo A. Portanto:
P4 (2.193)

Substituindo esta Ultima expresséo em (2.190) resulta em:

P(x) =— % [sen(ax) — tan(alL,) cos(ax)] (2.194)
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A Equacéo (2.194) corresponde a solucdo do pistdo unidimensional (pistdo-fechado). Esta

expressao é valida para o problema quando g = 0.
Para B = —k? a solugio de G (y) é dada por:

G(y) = Cie*Y + Cre™™7 (2.195)
Aplicando a condicdo de contorno (2.181) em (2.195):

G'(0) =k[C;—C,] =0 (2.196)
A equacdo acima admite duas solucBes: k = 0 ou C; = C,. A primeira resulta na solucéo
obtida anteriormente, dada por (2.194). Portanto, fazendo C; = C, e substituindo esta
expressao em (2.195):

G(y) =C[e"?Y +e™™Y] « G'(y)=Cik[e*Y —e 7] (2.197)

Aplicando a condicdo de contorno (2.182) em (2.197):

G'(Ly) = Cix[e*y —e™®v] =0 (2.198)

A Equacdo (2.198) admite duas solucBes: C; = 0 ou k = 0. Para a primeira op¢do C, = 0

e a solucdo é trivial. Para a segunda opcdo 8 = 0, resultando na solucdo anterior (2.194).
Para § = k2 a solugéo de G (y) é dada por:
G(y) = Acos(ky) + B sen(ky) (2.199)
Aplicando a condicdo de contorno (2.181) em (2.199):
G(0)=Bk=0: B=0 (2.200)

Aplicando (2.200) e a condigéo de contorno (2.182) na derivada de (2.199):
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G'(Ly) = —Axsin(kL,) =0 (2.201)
A equacdo acima devera apresentar A # 0, para que a solugdo seja nao trivial. Para k = 0,

a solucdo é valida, e corresponde a (2.194), encontrada anteriormente. Outra op¢do

consiste em:
sin(kL,) =0 (2.202)
Portanto:

KL, = nm n=20,123.. (2.203)

y

onde verifica-se que o indice n tem inicio em zero, pois k = 0 também é solucdo do

problema. Desta forma:

K=— n=0123.. (2.204)

Portanto, 8 = k2 produz uma solucéo valida para o problema, dada por:
G(y) = A cos(ky) (2.205)

Resta agora verificar a solucdo para F(x). A Tabela 2.1 indica que a solucdo

correspondente é dada por:
F(x) = C cos(vJa x) + D sen(Va x) (2.206)
Aplicando a condicdo de contorno (2.180) em (2.206):

F(L,) = Ccos(Nal,)+Dsen(NaL,) =0

(2.207)
C =-Dtan(\Va L,)

Substituindo esta Gltima expressdo em (2.206):
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F(x) = D [sen(Va x) — tan(Na L, ) cos(Va x)] (2.208)

que corresponde a uma solucdo idéntica as encontradas em (2.75) e (2.136), ja que as

mesmas condigdes de contorno foram mantidas na direc¢éo x.

O valor da constante de separacao a é dado por:
w?  [nm)’
Ay =—F—\7- n=0,123.. (2.209)

onde existem infinitos valores de k e a. Para cada valor de n existe uma solugéo

correspondente para G(y) e para F(x). Portanto:

B, (x,y) = E, [sen({Ja, x) — tan(\/a, L,) cos(y/a, x)]cos(k,y) (2.210)

onde n = 0,1,2,3 ... e E,, representa uma constante remanescente. A solucdo completa é

dada pela soma das solugdes para cada valor de n. Portanto:

P(x,y) = Z E, [sen(\/a_n x) — tan(\/a_n Lx) cos(\/a_n x)] cos(k,y) (2.211)
n=0

O valor de E,, serd obtido com a aplicacdo da condi¢do de contorno (2.179). A derivada

parcial de (2.211) em relacdo a x é dada por:

ap=§:En [ \/a_ncos(\/a_nx)+

— cos(x,y) (2.212)
x)

0 tan(\/a, L) Ja, sen({/a,

Portanto:

JoP
0x

x=0

= ) By cos(e,y) = —ppd (A (2.213)
n=0
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Para a solucédo de (2.213) torna-se necessaria a utilizacdo da propriedade de ortogonalidade

da funcéo cosseno, dada por (2.142).

Multiplicando ambos os lados da Equacéo (2.213) por cos ( ) e substituindo x,, :

mmy
L

y

; E, \Ja, cos (%) cos (mL_ZT,y) = —prp(¥)A cos <n:ry> (2.214)

y

A integracdo em y em ambos os lados da Equacdo (2.214) resulta em:

c Ly nm mm (b mm
z E, Ja, j cos <_y> cos < y) dy = —pfAj ¢(y) cos ( Y
~ 0 Ly L 0 L

y

)dy (2.215)

Aplicando a propriedade de ortogonalidade (2.142) em (2.215), obtém-se:

Ly 2 _ Ly
E, \/a—njo [cos (%)l dy = —pfAfO ¢(y) cos <nLﬂ> dy (2.216)

y

Lembrando que:

Ly v\ 1
j Icos <u>l dy =L, p/ n=0 (2.217)
0 Ly
Ly nmy y 2nmy\ Ly, ) |V =Ly
jo lcos (?)l dy = {E+sen< L >M} p/ n>0 (2.218)
y=0
Entéo:
Ly nry\|’ L, L,
i == — 2.219
fo lcos( L )l dy 5 + sen(2nm) ppow p/ n>0 ( )

Entretanto, sen(2nm) = 0 paran = 1,2,3 ... . Desta forma, (2.219) se reduz a:
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L 2 L
f ’ [cos <@>l dy = 2 p/ n>0 (2.220)

Substituindo (2.217) e (2.220) em (2.216):

_rLy
Ey /a0 Ly=—pfAf ) dy p/n=0
0

(2.221)

L, (b nmy

E, Ja, _=_PfAf ¢(y) cos|—)dy p/n>0
2 0 L,
Assim, a constante remanescente E,, sera dada por:
pfA Ly
Eo=——f ¢(») dy p/n=0
Lyﬂ/ao 0

(2.222)

SN

Portanto, a solugdo para 8 = k2 sera dada pela substituicdo de (2.222) em (2.211). Entdo, a

Ly
j ¢(y) cos(k,y)dy p/ n>0
0

resposta das pressdes dinamicas sera dada por:

P(x,y) = — Lpf/A— jOLyqb(y) dy [sen(\/a—o x)— tan(\/a—o L) cos(\/a—o x)|

yV @0

2p (2.223)

I
LJ;A ZJ% fo () cos(ie,y) dy [sen(y/a, %)
- tan(\/a—n L) cos(\/a—n x)]COS(Kny)

onden =1,2,3 ...

A Equacdo (2.223) corresponde a solucdo do campo de pressdes dindmicas de uma
cavidade bidimensional retangular, fechada-fechada na direcdo y, e com uma extremidade
aberta e um contorno movel flexivel na direcdo x, submetido a um movimento vibratério
harmonico de acordo com ¢. Esta equacdo pode ser substituida em (2.51) para avaliacéo

da resposta p(x, y, t). Um caso particular desta equacdo consiste em ¢(y) = 1. Neste caso
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assume-se que o contorno movel vibra com todos o0s pontos da interface possuindo a
mesma amplitude, semelhante a uma parede rigida. Para esta simplificacdo € interessante

observar que:
[ e () or = sen(F2)2
cos| —)dy = sen|——|—
0 L, L, Jnm

Entretanto, sen(nm) = 0 paran = 1,2,3 ... . Desta forma, (2.224) se reduz a:

y=L,y L
= sen(nm) = (2.224)
nm

y=0

Ly
f cos ("Lﬂ> dy = 0 (2.225)
0

Portanto, para ¢(y) = 1, a segunda parte da solucdo (2.223) ¢ nula, resultando em:

P(x) = —\[;f—aé [sen(\/ao x) — tan(Jag L, ) cos(\Jay x)] (2.226)

que corresponde exatamente a expressdo (2.194), pois de (2.209) resulta que:

Jao =w/c (2.227)

Desta forma, pode-se concluir que a solugéo para ¢(y) = 1 € dada pela equacgédo do pistao
unidimensional (pistdo-aberto). Nao é necessario estabelecer um limite parar — 0, pois
neste tipo de problema a solugdo com um contorno rigido-mdvel é independente da direcéo
vertical. A Tabela 2.5 apresenta um resumo das solugdes encontradas. Observa-se que a

solucéo néo ¢ definida para a,, = 0.

O seguinte limite sera estabelecido para os termos dependentes de n quando a,, = 0 :

6{lrilr_r}o {% [sen(\/a, x) — tan(\/a, L) cos(/a, x)]} =x—L, (2.228)

A solucdo para este problema também pode ser dividida (de forma semelhante aos casos

anteriores) em duas partes: uma representando func@es onde a,, > 0 e outra representando
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funces onde a, < 0. Para a, negativo (w <nmc/L,) € interessante estabelecer a

seguinte expressao:

2 2
n
&, = (—”) _ ‘;’—2 n=123.. (2.229)
y

Tabela 2.5 — Resumo das solugdes para P(x,y) - Caso 3A

Condicao Solugéo Aplicacao

P(x,y)

A (b
- f () dy [sen(/a x)
y‘/a—o 0 cavidade bidimensional
geral — tan(\[aq Ly) cos(\fag x)] com contorno movel
prﬁi 1 J'Ly arbitrario
- ¢(y) cos(k,y) dy |sen(ya, x
L, 2 Jah [sen(a x)

— tan(\/ZLx) cos(\/a_n x)] cos(k,y)

cavidade unidimensional

ou bidimensional

¢p=1 P(x) = ——= [sen({/ag x) — tan(\fa, L,) cos(\Ja, x)]

Pr
v Qo com contorno rigido —
movel (pistio 1D ou 2D)

a, = (W/c)* = (k,)* ; Ky = nm/L,

Desta forma, a solucdo geral pode ser reescrita com o auxilio das relagBes (2.111),

resultando na seguinte express&o:

P(x,y) = — Lpf/A_ J;)Lyqb(y) dy [sen(ag x) — tan(Jay L) cos(yfap x)]

vV %o
_no—1 Ly
_ ZZA Z; J%f() $() cos(ic,y) dy [sen(yay x)
— tan(\/a, L,) cos(y/a, x)] cos(x,y) (2.230)

+

_prA > 1 Ly _
Ly er $() cos(1c,y) dy [senh(J/a, x)

— tanh(\/o?_n Lx) cosh(\/&—n x)] cos(k,y)
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Pode-se observar que a primeira parte da solucdo € valida den = 1 até n = ny — 1, onde
ny € 0 menor valor de n para o qual w < nmc/L,. A segunda parte da solugdo ¢ valida de
n = n, em diante. Caso w seja menor que mc/L,, entdo n, = 1 e apenas a segunda parte
da solucdo estara presente. Para w maior que rc/L,, as duas solugdes estardo presentes.

As duas partes representam respostas reais de presséo.
2.3.6 - Nota sobre cavidades com dois contornos moveis

Um caso de grande interesse surge durante a interacdo de duas paredes rigidas ou flexiveis
com a cavidade adjacente, com aplicacdes praticas envolvendo reservatorios e comportas,
por exemplo. Neste caso, sdo definidas duas fungcbes de deslocamentos da interface, ¢4 ()
e ¢,(y) , relacionadas, respectivamente, aos contornos moveis localizados nas

extremidades esquerda e direita. A Figura 2.4 ilustra este problema.

$10) g 00 ]

\ \
—— i (1, ) = 1 () Ae T iy (y, 1) = ¢ (y)Ae Tt
r L

i
S2

S3 +

Ly

Figura 2.4 — Representacdo esquematica da cavidade com dois contornos moveis

Para uma cavidade aberta-aberta na direcdo transversal a solucdo ndo-trivial estd

relacionada a § = k2. Assim, a solugdo G (y) sera definida por:

G(y) = B sen(ky) (2.231)
onde:
nm
k=7 n=123. (2.232)
y

A solucdo correspondente na direcdo longitudinal, F(x), é definida por:
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F(x) = C cos(vVa x) + D sen(Va x) (2.233)

onde o valor da constante de separa¢do a é dado por:

2 n 2
a=2 (-”) n=123.. (2.234)

Portanto, a solu¢do completa seré definida por:

P(x,y) = Z [E, cos({Jan x) + F, sen(\/a, x)|sen(x,y) (2.235)
n=1

Esta Gltima expressao indica a presenca de duas constantes remanescentes, E, e E,, que
serdo obtidas com a aplicacdo das condigdes de contorno em S; e S, , definidas

respectivamente por:

= —prp1 (A (2.236)

= —pr 2 ()4 (2.237)

Entao:
oP
0x

= Z [Fn \/a—n cos(\/a—n x) —E, \/a—n sen(\/a—n x)]sen(;cny) (2.238)
n=1

Substituindo x = 0 na expressao acima e aplicando a condicao de contorno (2.236):

> E @ sene,y) = —ppi (DA (2.239)
n=1

Aplicando a propriedade de ortogonalidade da funcdo seno nesta Gltima expresséo:
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F, = f $1(y) sen(ic,y) dy (2.240)

Substituindo x = L, na expressao (2.238) e aplicando a condicdo de contorno (2.237):

> 1B an cos(ya L) = Ex i sen(y/a, L,)]sen(e,y) = —pbo0)A  (2:241)
n=1

O somatorio da expressdo anterior pode ser expandido em duas partes. Entdo:

Z [Fn \/a_n cos(\/a_n Lx)]sen(;cny) — Z [En \/a_n sen(\/a_n Lx)]sen(rcny)
n=1 n=1

(2.242)
= —prd (A
Aplicando a propriedade de ortogonalidade da funcdo seno nesta Gltima expressao:
Ly
E, \/a—n sen(\/a—n Lx) >
L L (2.243)
= i Jan cos(yan L) 2+ oy | 920 sen(,y) dy
0
Definindo:
Ly Ly
= | 9100 senCe)dy i gz = [ #20) senCey) dy (2.244)
0 0

Substituindo (2.240) em (2.243) e utilizando as relagdes indicadas em (2.244):

E, \/_sen(\/—L) Ly = —prAcos(\Jan Ly) Iy +ppAly, (2.245)

Entao:

2p,A I I
E, =2 L ik (2.246)

Ly\/a—n sen(\/a—an) tan(\/a—an)
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Substituindo (2.240) e (2.246) em (2.235):

_2pAx0 1 {l e In
P(x,y) = L ;\/a—n sen(\Ja, L,) tan(\/a, L) cos(\ay, x)
1y sen(a x)} sen(k,y)

(2.247)

A Equacdo (2.247) corresponde a solucdo do campo de pressdes dindmicas de uma
cavidade bidimensional retangular, aberta na direcdo transversal e com dois contornos
moveis, submetidos a movimentos vibratérios harménicos de acordo com ¢ (y) € ¢, (y).

Para I4, = 0 esta expressdo assume as caracteristicas de uma cavidade fechada em S2.

Solugdes para cavidades com outras condi¢des de contorno na direcdo transversal também
podem ser obtidas de forma semelhante. E interessante notar que as alteraces irdo incluir
apenas as funcgdes G (y), que serdo utilizadas na obtencdo das constantes E,, e F,. Assim,

para uma cavidade fechada-aberta na direcdo transversal resulta:

Pay) = Zl To sentya 1)~ wantya 1) ©Wan )

(2.248)
= Iy sen(fa, )| costi,
onde:
- =123 2.249
Kn, = 2Ly n=1.4>5.. ( )
Ly L
Iyy = f $1(y) cos(kny) dy ; lpz = f ¢, (y) cos(k,y) dy (2.250)
0 0

2.3.7 - Resumo e analise das solugdes gerais para os casos estudados

A partir das solucGes gerais obtidas para cada caso especifico € possivel a construcdo de
tabelas que identificam termos em comum e facilitam a aplicagcdo destas equagOes. A
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Tabela 2.6 apresenta um resumo das solucOes gerais obtidas para cavidades com condigéo

de contorno mdvel-aberta na dire¢do horizontal.

Tabela 2.6 — Resumo das solugdes gerais (condi¢do de contorno movel-aberta em x)

Cavidade R, S, Ky,
a
¢ nm
‘ sen(i,) b
n=123..
X
a
a
¢ 2n—-1m
| / sen[‘/an(x — Lx)] —
y
¢ N cos(‘/an Lx) cos(iny)
n=123..
X
f
f
¢ nr
“ cos,) b
n=012..
X
f
a, = (w/c)? — (k,)? a = aberta f= fechada
Desta forma, as pressdes dinamicas P (x, y) serdo dadas pela seguinte expressdo:
P(x,y) =Py + Z P, (2.251)
n=1
onde:
4 2prA
Po=-2ZRys, 5 B =-PLRs, (2.252)
Ly L,
L}’
y= | #0)s.dy (2:253)
0

Nos casos 1A e 2A o termo P, é nulo.
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A Tabela 2.6 indica que a solucéo R,, esta relacionada a direcdo horizontal, enquanto S,
corresponde a solucéo na direcdo vertical. O primeiro termo representa as caracteristicas de
um problema acoplado unidimensional na dire¢cdo x. O segundo termo representa as
caracteristicas de uma cavidade unidimensional na direcdo y, com uma constante
relacionada a deformada adotada para o contorno mdvel ¢(y). Em todas as solucGes a
resposta de pressdes P, ndo sera definida para w = k,,c, resultando em um valor nulo no
denominador da solucdo R, . Estas frequéncias correspondem exatamente aos valores
proprios da cavidade unidimensional na diregdo vertical. O limite de R, paraa, = 0 é
definido nas solugfes 1A, 2A e 3A, com valor igual a x — L,.. A solucdo R,, ser& composta
por funcBes trigonométricas para a, > 0. Para valores de a, menores que zero esta
solucdo sera representada por funcdes hiperbdlicas. Em ambos o0s casos as funcdes

resultantes irdo representar componentes reais de pressdo dinamica.

A solucdo R, para uma cavidade contorno mdvel-aberta em x pode ser reescrita da

seguinte forma:

sen[\[a, (x — L,)] B filly, ay ,x,Ly)
\/a—ncos(\/a—n Lx)  falan, L)

(2.254)

E interessante observar que o numerador f; na expressdo acima indica a variagio das
pressdes dindmicas ao longo da diregdo horizontal. O denominador f, indica um fator de
amplitude. Na expressdo (2.254) pode-se adotar um comprimento arbitrario L, para
verificacdo do comportamento do numerador em fungdo dos parametros x e a,,. As Figuras

2.5 e 2.6 ilustram os resultados obtidos para valores de «,, > 0.

f

Figura 2.5 — Variagdo da fungéo f; para um comprimento L, =1ely =1
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Figura 2.6 — Variagdo da fungdo f; para um comprimento L, = 2ely = 1

A andlise das Figuras 2.5 e 2.6 indica que o pardametro «, exerce influéncia na
configuracdo das curvas longitudinais, aumentando a freqiiéncia de distribuicdo com o
incremento deste parametro. Adicionalmente, pode-se observar que um aumento no
comprimento L, implica em um acréscimo no ndmero de curvas para um determinado
valor de a,,. E interessante verificar a variacdo de f; ao longo de x para uma série de

valores de «,,. A Figura 2.7 ilustra os resultados obtidos para L, = 1 e[y = 1.

1.5
=0—a =20
1 =0 =50
a=100

-1.5

x(m)

Figura 2.7 — Variagdo da fungdo f; ao longode x (L, = 1el, = 1)

A andlise da Figura 2.7 indica que todas as curvas apresentam valor nulo na extremidade
x = L,. Este valor é resultado da condi¢cdo de contorno imposta, que implica em pressdo
nula nesta posicdo. Observa-se também que o nimero de ciclos aumenta com o incremento
de a,, com amplitudes oscilando entre —1 e 1. O valor inicial da funcdo parax =0 ¢
variavel, podendo ser positivo, negativo ou nulo. Estas curvas representam as funcées sem

os efeitos de amplitude relacionados a f,. Entretanto, para cada valor de «,, e L, existe um
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valor correspondente desta funcdo. Desta forma, as amplitudes ndo serdo as mesmas para
cada curva, e irdo sofrer influéncia direta deste parametro. A Figura 2.8 ilustra a variagéo

de f, ao longo de «,,, para um comprimento L, = 1.

15 2

o (3)

-
N
[
=
o
=
«
o
N
w
o
o
w
@
o

SO E G

-20 o

Figura 2.8 — Variacao da funcéo f, ao longo de a,, (L, = 1)

Na Figura 2.8 pode-se observar que a curva f, intercepta diversas vezes o eixo horizontal,

sendo cada ponto de intersecdo definido por:
2m-1Dn 2
Aeritico = [T p/ m=1.273,.. (2.255)

Estes pontos definem valores de a,, onde a funcéo f, apresenta valor nulo. Desta forma, o
valor de R, ndo serd definido, resultando em uma divisdo por zero. Entretanto, é
interessante estudar os limites da funcdo R, para valores de a,, proximos a estes valores.

Entdo:
lim 2 = {_°° (2.256)

Da Equagéo (2.256) pode-se concluir que a amplitude da fungdo R, tenderd ao infinito
para valores de a,, proximos aos pontos criticos de f,. Portanto, a forma da curva R,, sera
semelhante a curva f; (Figura 2.7), com valor de amplitude que ird depender da
proximidade de um dos pontos criticos definidos por (2.255). A Figura 2.9 ilustra a
variacio de R,, para um comprimento L, = 1. E interessante observar neste grafico que as
maiores amplitudes ocorrem exatamente nos pontos criticos (representados pela intersecao

da curva f, com o0 eixo a,,).
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Figura 2.9 — Variagdo da fungéo R, ao longode x e ar, (L, = 1,15 = 1)

Outra forma de representacao consiste no grafico da funcdo R,, para os mesmos valores de
a, estudados na Figura 2.7. Desta forma pode-se avaliar o efeito da amplitude f, em cada
uma destas curvas. A Figura 2.10 ilustra os resultados obtidos, onde € possivel verificar
que a curva com a, = 20 apresentou maior amplitude. Nota-se também que as curvas
conservam suas caracteristicas quando comparadas a Figura 2.7, tendo apenas suas

magnitudes modificadas.

0.5

Rn 0 FQ ) f "
0.2 ) 0.5'*.“‘.’1

== =20
== =50
a =100

x (m)

Figura 2.10 — Variagdo da fungdo R, ao longo de x (L, = 1,1, = 1)
A funcédo R,, também pode ser estudada para valores de a,, < 0. A Figura 2.11 ilustra os
resultados obtidos para um comprimento L, = 1. E interessante observar que o limite

a, — 0 representa uma funcdo de 1° grau definida por x — L,. A funcdo R, passa a
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representar uma assintota horizontal, com menores amplitudes, a medida que o valor de «,,
diminui. Desta forma, pode-se concluir que a influéncia de parcelas com pequenos valores

de a,, na resposta de pressdes dinamicas é infinitamente pequena.

==a=0
=l=-o=-2
0.5 a=-10
== =-50

x(m)

Figura 2.11 — Variagdo da fungdo R, ao longo de x para a, <0 (L, = 1,15 = 1)

A Tabela 2.7 apresenta um resumo das solugfes gerais obtidas para cavidades com dois

contornos moveis, classificadas em B (¢, = 0, fechada) e C (¢, # 0, fronteira movel).

Tabela 2.7 — Resumo das solugdes gerais (cavidades com dois contornos moveis)

Cavidade R, Sy Ky
/ a ,"‘I‘.
b1 ( b2 -
\y L\ sen(k,y) Y
' | | n=1273
a L
| {cos[\/a—n(Lx - x)]}
$1
\/a—n sen(\/a_n LX) 2n-Dm

g { cos[\/a—nx] } cos(k,y) 2Ly
¢z Ja sen(\fa, L,) n=123..

cos(k,y) Y
n=2012..

a, = (w/c)? — (k,)? a =aberta f= fechada
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As pressdes dinamicas P (x, y) serdo dadas pela seguinte expressao:

P(x,y) = P, + Z P, (2.257)
n=1
onde:

p, = 2L R s, (2.258)

Ly

2prA

p=-Pp s (2.259)

Ly

Verifica-se que o termo P, € nulo nos dois primeiros casos. Os valores de Iy € I, S30

definidos por:

Ly Ly
o1 = fo S Sudy ; Iy = fo 200 S, dy (2.260)

Para ¢, (y) = 0 a solugéo corresponde a uma cavidade fechada em S2, com I, = 0. Desta

forma, os resultados apresentados na Tabela 2.7 envolvem expressdes validas para

cavidades com dois contornos moveis, ou com um contorno mével e uma parede rigida.

A Tabela 2.7 indica que a solugdo R,, esta relacionada a dire¢do horizontal, enquanto S,
corresponde a solucdo na direcdo vertical. Em todas as solucdes a resposta de pressoes P,
ndo sera definida para w = k,,c, resultando em um valor nulo no denominador da solucéo
R, . Estas freqliéncias correspondem exatamente aos valores proprios da cavidade
unidimensional na dire¢do vertical. O limite de R, para a, — 0 é infinito em todas as
solugdes do tipo B, podendo ser positivo ou negativo, dependendo da aproximacao
(esquerda ou direita). A solucdo R, sera composta por funcgdes trigonometricas para
a, > 0. Para valores de a,, menores que zero esta solucéo sera representada por funcdes
hiperbdlicas. Em ambos os casos as fungdes resultantes irdo representar componentes reais

de pressdo dinamica.

A solucdo R,, para uma cavidade com dois contornos maéveis é dada por:
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_ lp1{eos|y/an (@, = 0]} — Iy {cos|yaur]} _ g1(Jp1 lp2 @ %, L) (2.261)
\/a_n sen(\/a_n Lx) 92(ay, Ly) .

Ry

De forma semelhante ao que ocorre em uma cavidade contorno movel-aberta em x, o
numerador na expressdo acima indica a variagdo das pressdes hidrodindmicas ao longo da
direcdo horizontal. O denominador indica um fator de amplitude. Um estudo detalhado

destes dois termos sera feito a seguir.

A variagdo de g, ao longo de x para uma serie de valores de a,, com Iy; = 1elg, =0

(contorno rigido), encontra-se ilustrada na Figura 2.12, para um comprimento L, = 1.

1.5

=0—0 =20
=0 =50

81

-1.5

x(m)

Figura 2.12 — Variagdo da fungdo g; ao longo de x (I = 1 € I, = 0)

A andlise da Figura 2.12 indica que todas as curvas apresentam valor unitério e inclinagédo
nula na extremidade x = L,. Estas caracteristicas sdo resultado da condicdo de contorno
imposta, I, = 0, resultando em uma cavidade fechada em S2, que implica em derivada
em relacdo a x igual a zero nesta posicdo. Observa-se também que o ndmero de ciclos
aumenta com o incremento de a,,, com amplitudes oscilando entre —1 e 1. O valor inicial
da funcdo para x = 0 € variavel, podendo ser positivo, negativo ou nulo. Estas curvas
representam as fungdes sem os efeitos de amplitude relacionados a g,. Entretanto, para
cada valor de a,, e L, ira existir um valor correspondente desta funcdo. Desta forma, as
amplitudes ndo serdo as mesmas para cada curva, e irdo sofrer influéncia direta deste
parametro. A Figura 2.13 ilustra a variacdo de g, ao longo de «,,, para um comprimento
L, =1.
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Figura 2.13 — Variacdo da fungéo g, ao longo de x (L, = 1)

Na Figura 2.13 pode-se observar que a curva g, intercepta diversas vezes 0 eixo

horizontal, sendo cada ponto de intersecdo definido por:

mm

2
Acritico = (L_) p/ m=123,.. (2.262)
x

Estes pontos definem valores de a,, onde a fungdo g, apresenta valor nulo. Assim, o valor
de R, ndo seré definido, resultando em uma divisdo por zero. De forma semelhante ao caso
anterior (contorno movel-aberta), a funcdo R,, ird atingir os seguintes limites para valores

de a,, proximos a estes valores:
(2.263)

Da Equagéo (2.263) pode-se concluir que a amplitude da fungdo R, tenderd ao infinito
para valores de a,, proximos aos pontos criticos de g,. Portanto, a forma da curva R,, sera
semelhante a curva g;, com valor de amplitude que ira depender da proximidade de um
dos pontos criticos definidos por (2.262). A Figura 2.14 ilustra o grafico da funcéo R,, para
0s mesmos valores de a,, estudados na Figura 2.12. Desta forma pode-se avaliar o efeito da
amplitude g,. Nota-se que as curvas desta figura conservam suas caracteristicas quando
comparadas a Figura 2.12, tendo apenas suas magnitudes modificadas. Esta funcao
também pode ser estudada para valores de a,, < 0. A Figura 2.15 ilustra estes resultados

para um comprimento L, = 1.
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0.5

=00 =20
== =50
-0.5 a=100
x(m)

Figura 2.14 — Variagdo da fungdo R, ao longo de x (I = 1 € I, = 0)

x(m)

Figura 2.15 — Variagdo da fungdo R,, ao longo de x para a, < 0 (Iy; =1ely, = 0)

A analise da Figura 2.15 indica que a funcdo R, passa a representar uma assintota
horizontal, com menores amplitudes, a medida que o valor de a,, diminui. Desta forma,
pode-se concluir que a influéncia de parcelas com pequenos valores de «,, na resposta de
pressdes dinamicas é infinitamente pequena. E interessante observar que o limite a,, — 0 é
indefinido, com a funcgéo g, assumindo amplitude infinita. Esta observacéo indica que este

limite também corresponde a um ponto critico da fungéo g,.

E interessante avaliar o comportamento da Equacdo (2.261) para valores de Iy # 0
(cavidades com dois contornos moveis). Neste caso, pode-se assumir Iy, = Iy; OU
lyz = —Ig1. As Figuras 2.16 e 2.17 ilustram estes resultados para L, = 1, com valores de

a, > 0. Observa-se que a inclina¢do ndo é nula nas extremidades x =0 e x = L,.
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Figura 2.16 — Variagdo da fungdo R, ao longo de x (I, = Iy1 = 1)

0.5

a=100

-0.5
x(m)

Figura 2.17 — Variagdo da fungdo R,, ao longo de x (Iy, = —Iy1 = —1)

Os seguintes limites da funcao R,, séo estabelecidos quando a,, = O:

I
g _

lim R, ={/#1¥ =5 e = o2 =g (2.264)

an—0 +00 - ]¢2 = —]¢1

Portanto, a expressédo (2.264) indica que a funcéo R,, é governada pela equacdo de uma reta
quando Iy, =14y . Para Iy, = —Iy; 0 limite € definido por um valor infinito,
estabelecendo um ponto critico da fungdo g, idéntico ao observado para uma cavidade
fechada em S2 (I,, = 0). A Figura 2.18 ilustra os resultados para L, = 1 e Iy, = I47, COM
valores de a,, < 0. Verifica-se que todas as curvas apresentam interse¢do em L, /2, com
tendéncia de linearizacgéo para a,, = 0.
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0.6 0.8 1
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=0 =-10

a=-20

x(m)

Figura 2.18 — Variagdo da fungdo R, ao longo de x para a, < 0 (Ig, = Iy = 1)

A Figura 2.19 ilustra os resultados para L, = 1€ I, = —Ig, com valores de a, < 0.

Rn
==, =—5
=W=a=-10
a=-20
-0.6

x(m)

Figura 2.19 — Variagdo da fungéo R, ao longo de x para a, < 0 (I, = —Is1 = —1)

E interessante notar que as Figuras 2.16 e 2.18 sdo anti-simétricas em relacdo a metade do
comprimento longitudinal, enquanto as Figuras 2.17 e 2.19 sdo simétricas em relacdo a esta
mesma posicdo. Além disso, estas figuras apresentam semelhancas, no intervalo de 0 a
L,/2 com, respectivamente, solugdes de cavidades abertas e fechadas em S2. Assim,
observa-se que em x = L, /2 as Figuras 2.16 e 2.18 apresentam solucdo R,, = 0, enquanto

as Figuras 2.17 e 2.19 apresentam inclinag&o nula nesta posigéo.

As conclusdes obtidas na direcdo longitudinal, R,,, para todas as cavidades estudadas,

encontram-se resumidas na Tabela 2.8.
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Tabela 2.8 — Resumo das conclusdes obtidas para a solucdo longitudinal R,,

Cavidade Aeritico Jim Ry | Particularidade
[ s4
2m-Drm 2
= p) m=123, .
2L, X — Ly P(L,,y) =0
JapP _ 0
ioo ox x=L, B
(E)z p/ m=123 I ( b | op (L 0
L nlr=3)| P(5)
apr _ 0
too o |ote ™

a = aberta f = fechada

As anélises apresentadas até 0 momento foram dedicadas apenas as solucgdes longitudinais

R, . No capitulo seguinte as solugdes transversais S, serdo analisadas para cada caso

especifico e combinadas com a solugéo longitudinal, tornando possivel a anélise completa

dos parametros envolvidos nas cavidades estudadas.
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3 - ESTUDO DAS SOLUCOES DO DOMINIO DO FLUIDO

3.1- INTRODUCAO

No capitulo anterior foram deduzidas as solugdes gerais e especificas para o dominio do
fluido, envolvendo fronteiras moveis e diversas condi¢des de contorno. Estas solucOes
foram em seguida categorizadas de acordo com a funcdo R, , relacionada a direcéo
longitudinal. Um breve estudo do comportamento das pressées dindmicas nesta direcédo foi
apresentado, sem a preocupacdo em estudar a influéncia da solugdo na direcdo transversal
(S,). Neste capitulo estes efeitos serdo analisados, assim como o campo de pressdes
resultante, composto pela solucao nas duas direcdes P(x,y). Assim, pretende-se avaliar as
principais caracteristicas de cada caso especifico, verificando a influéncia de diversos
parametros, tais como: frequéncia (w), funcdo de deslocamentos da interface (¢ ),

comprimentos da cavidade (L, € L, ) e nimero de termos envolvidos na série (n).

3.2 - INFLUENCIA DA SOLUCAO TRANSVERSAL

Neste item serdo apresentados o mecanismo de formacdo dos valores criticos do sistema
acoplado, os modos criticos associados e as propriedades de ortogonalidade envolvidas

entre a funcéo transversal S, (y) e a funcdo de deslocamentos da interface ¢ (y).
3.2.1 - Estudo dos valores criticos e modos associados

A andlise das solu¢des longitudinais apresentadas no capitulo anterior indica a presenga do

termo a,,, cujo valor é definido por:

an = (2) - () @)

Assim, a solucdo transversal é independente, com valores definidos de k,,. Entretanto, o
mesmo ndo ocorre em (3.1), que apresenta uma relacdo de dependéncia com a constante de
separacdo na direcdo transversal. Esta relacdo, combinada com os valores de @, da
Tabela 2.8, estabelece as freqiiéncias w associadas as ressonancias do sistema. Esta ultima

expressdo pode ser reescrita, resultando em:
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2

|( (Z2m — Dmc + (i, )2 fronteira mével — aberta em x
{ 2L, n (32)
w s p— R
eritico | mies 2 fronteira mével — fechada ou fronteira
2
k ( L, ) + (knC) movel — fronteira mével em x
ondem =1,2,3 ...

A expressdo (3.2) indica que as ressonancias estdo associadas a combinacdo entre as
freqUéncias da direcédo transversal (x,c) e as freqiéncias criticas da direcdo longitudinal,
que sdo equivalentes aos valores de uma cavidade unidimensional fechada-aberta ou
fechada-fechada. Portanto, observa-se que as freqliéncias criticas do sistema correspondem
aos valores préprios de uma cavidade equivalente, onde 0s contornos moveis sdo

substituidos por paredes rigidas.

A ocorréncia das freqgiiéncias indicadas em (3.2) implica em uma amplitude infinita para
um conjunto de valores de m e n. O limite onde w = W riico (OU @ = Arririco ) define as

seguintes solucgdes longitudinais R,, (normalizadas pela amplitude):

_ 2m — 1Dnx
R, = cos T fronteira mével — aberta em x
X
N . 3.3)
_ mitx fronteira mével — fechada ou fronteira
R, = cos ( I ) mével — fronteira mével em x
X

As duas funcbes longitudinais indicadas em (3.3) correspondem, respectivamente, a
solugBes unidimensionais de cavidades fechada-aberta e fechada-fechada. A amplitude
infinita produzida por estas solucdes torna a participacdo dos indices m e n dominante na
resposta de pressdes. Assim, em todas as solucdes este limite estabelece uma configuracéo

critica de pressdes P(x,y), normalizada pela amplitude, definida por:

_ 2m — Dnx
P(x,y) = cos T S, () fronteira mével — aberta em x
X
3.4
B mix fronteira mével — fechada ou fronteira (34)
P(x,y) = cos ( I )Sn ) mével — fronteira mével em x
X
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que correspondem aos modos de uma cavidade equivalente, onde os contornos moéveis séo

substituidos por paredes rigidas.
3.2.2 - Estudo das propriedades de ortogonalidade entre ¢p(y) e S,,(y)

A funcdo trigonométrica S,, () pode ser representada por um seno, ou por um cosseno. As
propriedades de ortogonalidade destas funcGes podem ser aplicadas para eliminar, ou
simplificar, 0 somatdrio existente na solucdo de pressdes do capitulo anterior. Vale lembrar
que as expressdes do Capitulo 2 definem o seguinte termo:

Ly
= [ 40)5,0)dy 35)

Portanto, a combinacdo das fungdes que definem ¢(y) e S, (y) poderd resultar em
condicdes de ortogonalidade da Equacédo (3.5). Um caso classico é o representado pelos

modos de vibracdo de uma viga bi-apoiada, cuja funcdo de deslocamentos é dada por:

¢(y) = sen <]Lﬂ> p/ j=123,.. (3.6)
y

Considerando, por exemplo, uma cavidade aberta-aberta na direcdo transversal, a solucao

de (3.5), com funcdo de deslocamentos definida por (3.6), seré representada por:

Ly jy nmy 0=>mn#j
Iy = j sen <—> sen (—) dy =1L, , (3.7)
0 L, L, 5 > n=j

Assim, verifica-se que o somatorio da solucdo representada por (3.7) sera nulo para valores
de n # j, restando apenas o termo onde n = j. Portanto, solugdes de pressdo dadas por
expressdes onde o somatorio é eliminado sdo obtidas quando a funcéo (3.6) encontra-se
associada a uma cavidade aberta na dire¢do transversal. Este caso especifico resulta na
forma mais simples de abordagem do problema e serd desenvolvido neste capitulo. A
funcdo (3.6) pode ser aplicada a outras condi¢des de contorno da diregdo transversal,

resultando em simplificacfes do somatorio. A Tabela 3.1 ilustra estes resultados.
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Tabela 3.1 — Ortogonalidade entre as fungdes ¢(y) e S, (y)

d) S () Iy Caracteristicas da série
0->n+j
nmy .
sen <L—> n=123.. Somatorio nulo
g paran # j
aberta — aberta L,
2
()
sen L_ )
y 0->n=j Somatério nulo paran = j

Viga
Bi-apoiada

nm
cos <_y> n=1223,..
Ly

fechada — fechada

jLy[1 = cos(jm)cos(nm)]

(j2 —n?)

n#+j

Somatoério ndo nulo:
Sej par,n=1,3, ..

Sej impar,n =24, ..

[(Zn - Dm
cos |———

=1,23,..

2L,

fechada — aberta

4jL,,
m(4j%2 —4n? +4n—1)

Somatério ndo nulo para
qualquer combinacdo

denej

3.3- ESTUDO DA SOLUCAO - CASO 1A

A expressao geral que governa este caso é dada pela Equacéo (2.91). Portanto:

P(x;J’) = -

L, ;%L ¢(y) sen(x,y) dy [sen(/a, x)

_ tan(\/a—n L) cos(\/a—n x)]Sen(Kn}’)

onden =123..,a, = (w/c)* — (k,)* e k, =nn/L,

(3.8)

Um estudo detalhado de casos especificos desta cavidade sera apresentado a seguir.

3.3.1 - Cavidade quadrada com contorno rigido-movel (¢ = 1)

Para este caso especifico adotam-se comprimentos iguais nas dire¢cBes longitudinal e

transversal. Adicionalmente o contorno é considerado rigido-movel, com todos os pontos
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apresentando mesma amplitude. Desta forma, a Equacéo (3.8) fica reduzida a expresséo
apresentada em (2.95), onde é possivel observar uma funcdo que varia tanto em x, como
em y. Um estudo inicial consiste em verificar as caracteristicas das fungdes longitudinal

(R,,) e transversal (S,,), que neste caso serdo definidas por:

_, sen[\[a, (x — L,)]
" e cos(an 1)

L, iy 0 p/ n par
Iy =f sen| —|dy =42L, , (3.10)
0 L, oy p/ n impar

R (3.9)

nmy

S, = sen <?> (3.11)

Portanto, da Equacdo (3.10) pode-se concluir que a solugdo para n par sera nula, ja que o

campo de pressdes hidrodinamicas € definido neste caso por:

P(x,y) = 7 R, S, (3.12)
y n=1

onden =1,2,3 ...

As caracteristicas da Equacdo (3.9) foram estudadas no capitulo anterior, e indicam que
funcBes trigonométricas serdo desenvolvidas para valores de a, > 0. Também foi
verificado que quanto maior for o valor deste pardmetro, maior serd o nimero de ciclos
desenvolvidos na direcdo longitudinal. Para valores de a, < 0 a resposta se da em termos
de funcbes hiperbolicas, perdendo a influéncia na resposta de pressfes hidrodindmicas a
medida que este valor diminui. Esta equacdo pode ser reescrita para os indices n ndo nulos,

resultando em:

R = 2L, sen[\/a_n(x — L]
" cos(a L)

p/ n impar (3.13)
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A Figura 3.1 ilustra a variacdo da funcdo S,,, distribuida ao longo de um comprimento L,,

para uma série de valores de n. Pode-se observar um aumento no nimero de ciclos com o

incremento deste parametro.

BTR

-0.5 =@—-n=1

Figura 3.1 — Variagdo da funcéo S, ao longo de L, para uma série de valores de n

As Equac0es (3.11), (3.12) e (3.13) podem ser combinadas, resultando em:

C w _ nry
by < oA S S L) sen('7)
’ n=1,3,5 n\/a—n COS(\/a—n Ly)

4pfA Z fl(an'x'Lx)Sl(n'yﬂLy)
e n\/a_ncos(\/a_an)

(3.14)

onde numerador do termo contido no somatorio indica a variacdo das pressoes
hidrodinamicas, ao passo que o termo do denominador indica um fator de amplitude desta
distribuicdo. E interessante observar que para um valor fixo de x a fungéo f; assume as
caracteristicas de um termo de amplitude. O mesmo ocorre para um valor fixo de y, com a
funcdo s; representando um termo multiplicador da resposta. Portanto, este tipo de
raciocinio permite interpretar o problema, para um dado valor de n, de duas formas
distintas. A primeira consiste na funcéo s; distribuida ao longo do eixo longitudinal, tendo
sua amplitude modificada ao longo de x. A segunda consiste na fungdo f; distribuida ao
longo do eixo transversal, tendo sua amplitude modificada ao longo de y. E evidente que a

combinacdo de todas as solucBes possiveis para cada n ird definir o campo de pressdes
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hidrodinamicas. Deve-se observar que o campo de pressdes para cada valor de n serd dado
pela composicao de duas funcGes seno, distribuidas longitudinalmente e transversalmente,
com amplitudes que irdo depender do valor deste indice. Para o estudo do campo de
pressbes hidrodindmicas definido por (3.14) é conveniente adotar a freqliéncia w como

sendo um multiplo da primeira freqliéncia da cavidade na direcédo transversal. Portanto:
w=—-— (3.15)

onde y representa um namero arbitrério. A substituicdo desta expressdo em «,, resulta em:

X 2 n\> 7\’
w=(5) - () (&) w-m 19

A Equacdo (3.16) também pode ser escrita em funcdo do parametro de compressibilidade
(4), definido por:

Como sera mostrado mais adiante, o fator y influenciara a resposta em termos de presséo,
em funcdo de sua proximidade com as freqliéncias naturais da cavidade correspondente.
Portanto, substituindo (3.17) em (3.16):

2
o = (i) ()2 — (nm?] (3.18)
Ly

As expressoes (3.16) ou (3.18) podem ser utilizadas para a solu¢do do problema. Deve-se

observar que A = 0 implicaem y = 0. Para A = nm, 0 termo y sera igual a n.

A substituicao de (3.16) em (3.14) resulta na seguinte expressao:

4prAL, - fl(n,)(,Lx,Ly,x) sl(n,y,Ly)
m? n=1,3,5 q(n,)(,Lx,Ly)

P(x,y) =— (3.19)
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onde tanto o numerador, como o denominador contidos no somatério sdo adimensionais.

Este Gltimo termo indica um fator de amplitude q(n, X> Ly, Ly) definido por:

q(nx, Ly, L,) =n+x* —n? cos [m‘\/)(z — nz] (3.20)

onde r = L, /L,. Para uma cavidade quadrada, r = 1, e a expressdo (3.20) fica reduzida a:

q(n, ) = nx%—n?cos [n\/)(z - nz] (3.21)

Da expressdo (3.21) pode-se concluir que g(n, y) ira resultar em um ndmero imaginario
para valores de y < n. Entretanto, nestes casos a funcdo f; também ird produzir uma
solucdo complexa, transformando a relagdo f;/q em um numero real. Portanto, &
conveniente trabalhar com esta Gltima relacdo, tendo em vista que os resultados serdo
sempre reais para quaisquer valores de y e n. Assim, esta relacdo ira definir um fator de
amplitude variavel ao longo do eixo x, que sera aplicado as funcdes transversais s;. Desta
forma, paran = 1, por exemplo, a solu¢do sera dada por uma curva sen(ny/Ly), com
amplitude variando ao longo do eixo longitudinal. Para n = 3, a solucdo sera dada por uma
curva sen(Bny/Ly), com amplitude variavel ao longo do eixo x. E assim, sucessivamente.

Um estudo detalhado da relacdo f; /q sera feito a seguir.

Para uma cavidade quadrada a relagéo f; /q pode ser simplificada para:

fitnx L) sen| VG —n)(x - 1)
q(n, x) _nmcos[nm]

(3.22)

que ¢é funcdo de quatro variaveis: n, y, L e x. E interessante observar que no numerador
existe a relacdo (x — L)/L, indicando que a posicdo longitudinal pode ser representada
proporcionalmente ao comprimento. Esta equagdo pode ser reescrita de uma maneira mais

elegante, com a utilizacdo de um fator &, = x/L, que ira variar de 0 a 1. Entdo:

fl(n')(' Ex) _ Sen[n\/ (XZ - nz)(’fx - 1)]
q(n, x) nmcos[nm]

(3.23)
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que reduz o problema a apenas trés varidveis. Para valores fixos de dois parametros, pode-
se estudar a influéncia da terceira variavel. Verifica-se que o denominador desta expressdo
apresenta uma funcdo cosseno, que levara a amplitude ao infinito sempre que o valor desta
funcdo trigonométrica se aproximar de zero. Portanto, estes valores criticos serdo dados

quando:

mn
T\ X% — n? = - p/ m=135.. (3.24)

onde m € um numero inteiro que conduz a um valor singular do denominador de (3.23). Da

Equacao (3.24) resultam os valores criticos de y:

2

m
Xcritico = (7) + n? p/ m=13,5.. (325)

Esta Gltima expressao indica que cada valor de n encontra-se associado a infinitos valores
criticos de y, que levardo a resposta ao infinito. O primeiro valor serd dado paran =1e
m =1, resultando em Y. 1o = 1.1180. Para n = 3, o primeiro valor serd igual a
Xeritico = 3.0414. Desta forma, pode-se observar que os valores criticos para um dado n

surgem logo apos o valor deste indice, continuando para os proximos valores de m.

Outra observacdo importante consiste no fato de que os valores criticos dados por (3.25)
correspondem as freqiiéncias naturais de uma cavidade quadrada, fechada-aberta na
direcdo longitudinal e aberta-aberta na direcdo transversal. Estes resultados sao facilmente

representados por meio da substituicdo de (3.15) em (3.25). Portanto:

c | /my2
W= (7) +n?2 p/ m=135.. (3.26)

Deve-se notar que a Equacéo (3.26) ndo representa toda a gama de freqtiéncias da cavidade
fechada-aberta e aberta-aberta (que inclui os valores pares do indice n). Entretanto, todas
as frequiéncias dadas por esta ultima equacao estdo incluidas na solugdo de valores proprios
da cavidade equivalente (onde contorno movel é substituido por uma parede rigida).
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As Figuras 3.2 a 3.4 ilustram a variacao da relacdo f; /q em funcdo de y, para valores de
n=1, 3 e5. Posicoes do fator £, = 0 e 0.7 foram escolhidas para representar as

diferencas relacionadas ao longo do eixo longitudinal.
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Figura 3.2 — Variacao da funcéo f; /q em funcédo de y (n = 1)

A anélise da Figura 3.2 indica que o parametro f;/q apresenta um comportamento sem
pontos criticos no intervalo de y = 0 a 1. Esta figura também indica que a partirde y = 1
comecgam a surgir os pontos de pico relacionados aos valores dados por (3.25). O primeiro
0COIre em Yoririco = 1.1180. O segundo em y . irico = 1.8028, e assim sucessivamente.
Todos os valores criticos estdo relacionados a n = 1. E interessante observar que as curvas

se comportam tanto com valores positivos, como negativos.

Figura 3.3 — Variacdo da funcéo f; /q em funcdo de y (n = 3)
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A analise da Figura 3.3 indica um comportamento sem valores de pico até y = 3. Até este
ponto 0 comportamento das curvas é praticamente uma reta, com valores proximos de
zero, aumentando a medida que y se aproxima de 3. Porém, a partir dai comecam a surgir
os valores criticos, com o primeiro sendo dado por yritico = 3.0414, 0 segundo
correspondendo a y.ririco = 3.3541, e assim sucessivamente. Todos os valores criticos
estdo relacionados a n = 3. A Figura 3.4 indica um comportamento semelhante, sem
valores de pico até y = 5. A partir deste ponto comecam a surgir os valores criticos, com o
primeiro definido por y.,iico = 5.0249, 0 segundo correspondendo a y . irico = 5.2202, €

assim sucessivamente. Todos os valores criticos estdo relacionados an = 5.

Figura 3.4 — Variacdo da funcdo f; /q em funcéo de y paran =5

-25 —

Figura 3.5 — Variacdo da funcéo f; /q ao longo de &, paran = 1

Outra forma de representacdo da relacdo f;/q consiste em fixar valores de y e n, para

estudo da distribuicdo ao longo do eixo longitudinal &,. A Figura 3.5 ilustra os resultados
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obtidos paran = 1, onde é feita uma variacdo de y = 0 a 0.9. Pode-se observar que 0
aumento de y implica em maiores valores da relacdo f;/q. A Figura 3.6 apresenta 0s
resultados obtidos para valores de y proximos a 1. Observa-se uma tendéncia de
linearizacdo das curvas & medida que o valor de y se aproxima de 1. A funcdo para y = 1

ndo é definida, mas o seu limite é estabelecido por (3.27).

Esta ultima expressao indica exatamente a equacao de uma reta, com valor igual a - 7 para
&, = 0. A solucdo correspondente an = 1, durante este intervalo, pode ser obtida com a
composicdo das solucdes longitudinal e transversal. As Figuras 3.7 e 3.8 apresentam o

desenvolvimento desta solucdo para y = 0 e y = 0.9.

Figura 3.7 — Variagdo da funcdo f;s;/q ao longode &, e &, paran=1ey =0
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Figura 3.8 — Variagdo da funcdo f;s;/q aolongode ¢, e &, paran =1e y = 0.9

A analise paran=1¢e y =1a 1.1180 ajuda a entender o comportamento das curvas
préximo ao primeiro ponto critico. A Figura 3.9 apresenta os resultados obtidos para este
intervalo. Observa-se um grande aumento do fator de amplitude para pequenas variagdes
de y. Para y . i1ico = 1.12 a relagdo f;/q atinge um valor infinito. A comparacdo entre as
curvas deste intervalo e as obtidas no intervalo anterior indica uma tendéncia de inclinacao

nulaem &, = 0, a medida que o valor de y se aproxima do ponto critico.

Figura 3.9 — Variacdo da funcéo f; /q ao longo de &, paran = 1

O préximo intervalo de interesse consiste na variagcdo entre dois pontos criticos. Pode-se
adotar um limite inferior ligeiramente maior que Y. irico = 1.1180. E um limite superior
ligeiramente menor que x. i:ico = 1.8028. A Figura 3.10 apresenta os resultados obtidos
para este intervalo. Observa-se que logo ap0s o primeiro ponto critico ocorre uma inversao
brusca de sinal, com a curva mantendo a mesma configuracdo do intervalo anterior. Em

seguida, tem inicio a formacdo de uma segunda concavidade. Nas proximidades do
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segundo ponto critico as duas concavidades ficam completamente definidas, atingindo suas

amplitudes maximas. Para y . i.ico = 1.8028 arelagdo f; /q atinge um valor infinito.

20 7

Figura 3.10 — Variacgdo da funcédo f;/q ao longo de &, paran = 1

A solucdo correspondente a este valor de n, durante este intervalo, pode ser obtida com a
composicdo das solucBes longitudinal e transversal. Para este caso especifico (n =1) a
solugdo transversal apresenta apenas um pico. Entretanto, como a solucdo longitudinal
apresenta duas concavidades, a solucdo sera composta por dois nucleos de sinais opostos.
A Figura 3.11 ilustra esta distribuicdo.

¢ 075 : ¢x
y 1,0 0,0

Figura 3.11 — Variagdo da funcéo f;s;/q aolongode &, e &, paran =1e y = 1.79

Deve-se observar que para valores de y <n a relacdo f;/q é composta por fungdes

hiperbdlicas, e que para valores de y >n a solucdo se dad em termos de fungdes
trigonométricas.
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Para um dado valor do fator y é possivel avaliar a distribui¢do da relagdo f; /q ao longo do

eixo &, para diferentes valores de n. A Figura 3.12 apresenta os resultados obtidos para

x = 0.5. Observam-se pequenas amplitudes para as curvasn = 3 en = 5. A composi¢do

da solucdo longitudinal e transversal para estes valores é indicada na Figura 3.13.

0.4
i
q
-0.8
12—

Figura 3.12 — Variacgdo da funcdo f; /q ao longo de &, para y = 0.5

-0,041

-0,03]

-0,02]

-0,019

0,0

-0,114

-0,085]

-0,06]

3 Y 1000 $x

Figura 3.13 — Variagdo da funcéo f;s;/q ao longo de &, e &, paran = 1,3,5e y = 0.5
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A contribuicdo de um determinado indice passa a ser mais significativa a medida que y se
aproxima de n. A Figura 3.14 ilustra os resultados obtidos para y = 2.9, onde é possivel
observar uma maior participacdo do indice n = 3. A composic¢do da solucdo longitudinal e

transversal para estes valores € indicada na Figura 3.15.

0.8 —

1,0 0,0

Figura 3.15 — Variacdo da funcéo f;s,/q ao longo de &, e §,, paran = 1,3,5e y = 2.9
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Nas proximidades de y =3 a funcdo f;/q, em n =3, também ira apresentar uma

tendéncia de linearizagdo. A Figura 3.16 ilustra os resultados obtidos.

Figura 3.16 — Variagdo da funcéo f; /q ao longo de &, paran = 3

Em resumo, pode-se concluir que a analise do caso especifico envolvendo uma cavidade
quadrada pode ser representada por duas solucBes: uma longitudinal, dada por (3.23), e
uma transversal, dada por sen(nnfy). A composicdo destas duas solucbes para cada valor
de n ird representar a solucdo completa do problema. Como este tipo de solucdo depende
de uma frequiéncia w, foi conveniente adotar um fator y, dado por (3.15), que representa
um maultiplo da primeira frequéncia transversal da cavidade (aberta-aberta). Para valores de
x > n asolucdo longitudinal sera dada em termos de func@es trigonométricas. Para valores
de y < n a solucdo sera representada por funcdes hiperbdlicas. A Equacdo (3.23) ndo é
definida para y = n. Entretanto, o seu limite é dado por (3.27), indicando a equacdo de
uma reta. Para cada valor de n existem infinitos valores criticos de y, dados por (3.25), que
irdo produzir uma resposta infinita na solugdo longitudinal. Estes pontos sempre seréo
definidos em valores maiores que o indice n correspondente. As curvas a esquerda e a
direita de um ponto critico apresentam uma mudanga brusca de sinal, preservando o
aspecto da funcdo dada por (3.23). Para um dado valor de n, 0 aumento de y implica em
fungdes longitudinais com maiores quantidades de ciclos, resultando em uma maior
formacdo de nucleos na solugdo completa. O conceito de nucleo encontra-se ilustrado na
Figura 3.17, que indica uma configuracdo critica, onde é possivel perceber o
desenvolvimento de trés nucleos completos no sentido transversal (y), além de dois

nucleos e um semi-nucleo no sentido longitudinal (x).
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Figura 3.17 — Definicéo do conceito de nicleo (n =3 em =5)

As particularidades da cavidade quadrada com contorno rigido-mével incluem: valores
criticos de y, solucdo longitudinal e solucdo transversal independentes das dimensfes da

cavidade.

A Tabela 3.2 ilustra a solucdo f;s;/q para uma série de valores criticos de y. Estas
distribuicbes serdo importantes para o estudo dos modos do problema acoplado. Pode-se
observar que a solucdo para m = 1 apresenta apenas uma concavidade na direcdo
transversal. Para n = 3, surgem trés concavidades. O nimero de concavidades na direcdo
longitudinal, para um dado n, aumenta com o incremento do valor de m, seguindo uma
relacdo m/2. Portanto, para m = 5, por exemplo, irdo surgir dois ndcleos e um semi-
nicleo. E interessante notar que € possivel obter um mesmo valor de y, e Para
diferentes valores de n e m, resultando em duas configuracOes distintas. Este fendmeno,

denominado duplicidade de modos criticos, sera abordado mais adiante.

Todos os modos indicados na Tabela 3.2 compdem a solucéo de valores proprios de uma
cavidade fechada-aberta na direcdo longitudinal e aberta-aberta na direcdo transversal. A
Tabela 3.3 ilustra esta solucdo, obtida com a aplicacdo da Equacéo (3.28). Estes resultados

incluem as solugdes onde n = 2,4,6, ..., que ndo representam valores criticos de y.

P, m (fx,fy) = cos (mzfx) sin(nnfy) {31::11”23”35” (3.28)

As distribuicdes indicadas na Tabela 3.2 sdo dominantes para valores de ¥ = ¥critico - 1StO
indica que a contribuicdo de indices n # n.,., Serad infinitamente pequena. Nestes casos

a solucdo podera ser construida utilizando apenas o indice n,,tico -
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Tabela 3.2 — Variacdo da fungéo f;s;/q para valores criticos de y

Xeritico N M flsl/q
L1 >
2

1

E\/ﬁ 1 3

1

E\/ﬁ 1 5

1

E\/ﬁ 3 1

1

E\/4_5 3 3

1

E\/ﬁ 1 7

1

E\/ﬁ 3 5

1

E\/ﬁ 1 9

1

E\/@ 3 7
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Tabela 3.3 — Freqguiéncias e modos (cavidade quadrada fechada-aberta e aberta-aberta)

Xmodo M M flsl/q Xmodo M M flsl/q

' -
%\/311 %\/Hss'o.
' »

- 2 1 _ 4 1
V17 ves o—
—
-
. -
1 1 - -
- 2 3 _ 4 3
S R <
- -

1 1 » -

—/ 2 5 — 4 5

2" ‘B s 2 P-®
P- .

—
1 1 —
53 1 7 ZV101 5 010 e
2 2 ——

A freqiiéncia de cada modo é dada por w = ¥moq0 * 7C/L
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Entretanto, as solu¢des em que y se distancia de y., i, S80 compostas pelo conjunto de

solucdes relacionadas an = 1,3,5 ..., dadas por:

Y = z fisy (3.29)

n=1,3,5,. q

A Tabela 3.4 ilustra a solugdo Y, , relacionada ao somatério de uma determinada
quantidade de indices n na série dada por (3.29), para uma excitacdo arbitraria y. A
avaliacdo desta equacdo é feita por meio da soma das contribuicfes individuais de f;s1/q,
incluindo os n primeiros termos da série. Estes resultados sdo individualmente
comparados a curva Y5, (representada por uma superficie), que envolve os dez primeiros
indices da soma. Esta tabela indica que modos com configuracdes diferentes das
apresentadas na Tabela 3.2 sdo possiveis. Isto significa que valores de y que ndo sejam
criticos produzem uma combinacdo de efeitos das contribui¢cdes individuais de fis;/q,
onde cada indice n participa da solucdo. Pode-se observar que, para y variando de 0 a 3,
Y, produz uma excelente aproximacao da resposta, indicando que os indicesn =1en =3
influenciam fortemente a solucdo. Para y = 2.90, nota-se que o indice n = 3 passa a ter
maior contribuicdo na resposta. Este acréscimo pode ser observado na Figura 3.3, que
indica uma maior participacdo de f;/q a medida que y se aproxima de 3. O mesmo ocorre
em y = 4.30, onde o indice n = 5 comeca a apresentar sua influéncia. Portanto, pode-se
concluir que a participacdo dos indices n em Y ird depender do valor de y. Valores de

n > y irdo exercer influéncia desprezivel.

Para valores de y proximos aos pontos criticos, observam-se modos semelhantes aos da
Tabela 3.2. Isto ocorre devido a prépria natureza dos valores criticos, que tornam a
resposta de um determinado indice infinitamente maior que a dos demais, de forma
semelhante ao que ocorre em y =3.04 e ¥; —Y;,, onde o indice n =3 governa o
problema. Esta caracteristica também € observada em y = 1.10. Neste caso, o indice
n = 1 domina a resposta. Em y = 4.6, que é a proximidade de um ponto critico, ocorre um
fendmeno interessante: as participacdes de n = 1 e n = 3 sdo significativas, indicando a
presenca de modos com duplicidade de freqiiéncias. De fato, 0 valor y,,¢ico = 1/2V85
encontra-se presente tanto em n = 1, como em n = 3. Portanto, o resultado é um modo

composto pelas duas configuracdes criticas.
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Tabela 3.4 — Comparagao entre as solugdes ¥, e Y3, para um dado valor de y
X Vel el z el

0.00

1.10

2.30

2.90

3.04

4.30

4.60
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3.3.1.1- Interpretacdo do fendmeno de valores criticos idénticos para diferentes valores

dos indicesmen

A andlise da Tabela 3.2 indica a possibilidade de mais de um modo compartilhando a
mesma freqliéncia. Trata-se de um fendmeno interessante, pois embora as freqiiéncias
sejam as mesmas, as representacOes sdo totalmente distintas. Matematicamente a
explicacdo surge do fato de alguns nimeros poderem ser representados por uma soma de
quadrados em mais de uma forma. O nimero 65, por exemplo, pode ser representado
como: 8% + 1% ou 72 + 4% . Graficamente estes nimeros representam dois triangulos

retdngulos com mesma hipotenusa e catetos distintos (Figura 3.18).

Figura 3.18 — Triangulos retangulos com mesma hipotenusa e catetos distintos

Os catetos deste problema s&o dados por inspecdo da Equacéo (3.25), resultando emn e
m/2. Portanto, no caso do numero 65, as solucdes possiveis serdo: {n=1,m=4}e
{n = 2,m = 7}. Beiler (1966) apresenta um estudo sobre a teoria dos nimeros e explica
uma relacdo interessante: o produto da soma de dois quadrados por outra soma de dois
quadrados, sempre ira reproduzir uma soma de dois quadrados. Esta explicacdo pode ser

representada por:

(ac + bd)? + (ad — bc)?

@ +b%) - (c? +d*) = {(ac —bd)? + (ad + bc)?

(3.30)

que indica duas formas de representacdo. Portanto, no caso do numero 65, é possivel
realizar uma fatoragdo, resultando em: 65 =5-13. Mas 5 =22 + 12 e 13 = 32 4+ 22,
Entdo 65 é um ndimero composto por uma multiplicacdo de dois nimeros que podem ser
representados por uma soma de quadrados. Logo, aplicando a Equacéo (3.30) é possivel

obter duas formas de representacdo deste nUmero como uma soma de quadrados. De fato:
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(2-3+1-2)*+(2-2-1-3)>=8%2+17

22 12 . 32 22 ={
(2419 37+ 29 (2:3-1-2)+(2-2+1-3)*=4*+7?

(3.31)

Para 0 numero 85 € possivel realizar operacdo semelhante, pois: 85 =5-17. Entéo:
5=22+1%2e17 = 1% + 42. Aplicando a Equacéo (3.25) obtém-se:

(12+2%)-(124+4>)=(1-1+2-4)*+(1-4—-2-1)> =92+ 2 (3.32)

(22412 -(424+1)=(2-4—-1-1)2+Q2-1+1-4)2 =72 + 62 '
Tanto 65, como 85, correspondem a radicandos das solucdes da Tabela 3.2. Nestes dois
casos ocorreram solugdes duplicadas. O motivo € a dupla representacdo destes valores por

uma soma de quadrados, obtidos em (3.31) e (3.32).

Beiler (1966) apresenta uma formula pratica para identificacdo de quantas vezes um
determinado nlimero N = 2%p,%%1p,2%  p 2% g b1 g,b2 g br (onde p correspondem
aos nameros primos no formato 4j — 1 e g correspondem aos nimeros primos no formato
4j+ 1, onde j € um inteiro) pode ser representado por um soma de dois quadrados
distintos. Esta solucdo é dada por (3.33) caso o numerador seja par, e por (3.34) caso 0

numerador seja impar.

(by + Dby + 1) ...(b, + 1)
2

(3.33)

(by + 1) (b, +21) (b, +1) _% (3.34)

Por exemplo, o nmero N = 27 - 3* - 5. 72 . 133 pode ser representado por:

(1 + 1)2(3 D _,

somas de dois quadrados distintos. Deve-se observar que apenas 0s expoentes dos niumeros

5 e 7 foram utilizados, pois s&o numeros primos do tipo 4j + 1.

105



As Equac0es (3.33) e (3.34) ajudam a entender o motivo pelo qual ndo ocorreu duplicidade
em algumas freqiiéncias da Tabela 3.2. O nimero 53, por exemplo, é primo do tipo 45 + 1.

Portanto a aplicacdo de (3.33) resulta em:

1+1)
> =1

que indica uma unica forma de representacdo por soma de dois quadrados distintos.
Portanto, pode-se imediatamente concluir que nimeros primos do tipo 4; + 1 no radicando
de x.ritico NA0 identificam solucBes com mais de uma repeticdo. A aplicacdo de (3.33) em
N =5-17 = 85 resultaem:

A+Da+n
: -

solugdes por soma de dois quadrados distintos, cujos resultados foram obtidos em (3.32).

Uma curiosidade matematica consiste no fato de que todos os radicandos da Tabela 3.2
sejam numeros no formato 4;j + 1. Esta caracteristica é resultado da natureza dos indices n

e m, que podem ser rearranjados na Equagéo (3.25):

1
Xcritico = 5\/(m)2 +(@2n)2 p/ m=135.. (3.35)

Como m é um namero impar, o seu quadrado também serd um ndmero impar. O nimero n,
para a solucéo da cavidade, podera ser par ou impar. Entretanto, o valor de 2n sera sempre
um namero par. Desta forma, o resultado do radicando sera a soma do quadrado de dois
nameros, onde um é par e o outro é impar. Fazendo m = 2k + 1, onde k é um inteiro

arbitrario, e substituindo esta expressdo no radicando, obtém-se:

1
Xcritico = E\/‘l'(kz +k + nZ) +1 (336)
que prova que neste caso o radicando serd sempre do tipo 4j + 1.
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3.3.2 - Cavidade retangular com contorno rigido-movel (¢ = 1)

Para este caso especifico adotam-se comprimentos iguais a L, na dire¢do longitudinal e L,

na direcdo transversal. Adicionalmente o contorno é considerado rigido-moével, com todos

0S pontos apresentando mesma amplitude.
A Equacdo (3.20) indica que:

qgn,x,r)=n W cos [nm r] (3.37)
onder = L,/L,.

Neste caso especifico o valor de f; sera dado por:

filn, x, &, 1) = sen [n\/xz -n%(, —1) r] (3.38)

Portanto, o valor da relacéo f; /q resulta em:

A &) sen|mxF =i - Dl
q ) [y —n? cos[nm r]

(3.39)

onde deve-se observar a presenca do termo r no numerador e no denominador. Para um
valor fixo deste parametro o estudo fica reduzido a apenas trés variaveis. Parar =1 a
Equacéo (3.39) assume a mesma forma de (3.23), resultando no problema de uma cavidade

guadrada.

No denominador desta expressdo existe uma funcéo cosseno, que levard a amplitude ao
infinito sempre que o valor desta funcdo trigonométrica se aproximar de zero. Portanto,

estes valores criticos serdo dados quando:
mrm
T\ x? —n?r= - p/ m=135.. (3.40)
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Da Equacédo (3.40) resultam os valores criticos de y:

(3.41)

Xcritico =

Esta ultima expressao, de forma semelhante a (3.25), indica que cada valor de n encontra-
se associado a infinitos valores criticos do fator y, que levardo a resposta ao infinito. Os
valores em questdo dependem da relagdo r = L, /L,,. Para valores de L, > L, o valor de r
sera infinitamente grande. Desta forma, a Equacdo (3.41) ira apresentar, para um dado
valor de n, uma sequéncia de valores criticos muito proximos, ja que o incremento m/2r

serd infinitamente pequeno.

Para valores de L, <« L, o valor de r sera infinitamente pequeno, e o seguinte limite sera

estabelecido:

11_138 Xcritico = (342)

Estas situacGes especificas serdo analisadas posteriormente. Por enquanto o estudo sera
limitado a valores de r iguais a 1/2, 2 e 4. As Figuras 3.19 a 3.21 ilustram os resultados
obtidos para a distribuicdo do parametro f;/q ao longo de &,, onde o indicen =1 e 0s

valores de » mencionados anteriormente foram utilizados.

Figura 3.19 — Variacao da fungéo f;/q ao longo de ¢, paran=1er =1/2
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Figura 3.21 — Variagdo da funcdo f;/qao longode &, paran =1er =4

Por inspecdo da Equacdo (3.39) e das figuras anteriores pode-se concluir que, para y > n,
maiores valores de r irdo resultar em um maior nimero de ciclos na direcao longitudinal.
Para valores de y <n, a resposta continua sendo dada por funcdes hiperbdlicas. As
Figuras 3.22 a 3.24 ilustram os resultados obtidos para a variacdo de f;/q ao longo de &,,

onde n = 1 e valores arbitrarios de y < n foram adotados.

-0.24

-0.4
i

q -0.6 4

-0.8

-1
Figura 3.22 — Variacdo da funcédo f; /q ao longode &, paran=1ey =0
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Figura 3.23 — Variagdo da funcéo f; /q ao longo de &, paran =1e y = 0.9

Observam-se diferencas entre as curvas, indicando que estas funcdes também sofrem
influéncia de r. Embora todas apresentem uma tendéncia de linearizacdo para y — 1,
verifica-se que quanto menor for o valor de r, mais rapida sera essa aproximacao. A
amplitude final também é alterada, sendo maior para maiores valores deste parametro. A

Equacéo (3.43) apresenta estes limites.

li fl _ T(ﬂfx _T[)
im—=——

(3.43)
x-n q n

Esta Gltima equacdo corresponde a (3.27) com um termo adicional » no numerador. Para

n =1e & = 0 as amplitudes serdo dadas por - rm. Estes valores séo verificados na Figura
3.24.

Figura 3.24 — Variacdo da funcdo f; /g aolongode &, paran =1ley =1
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De forma semelhante ao caso anterior, este problema também apresenta valores criticos,
dados pela Equacdo (3.41), que correspondem as frequéncias de uma cavidade retangular

fechadada-aberta em x e aberta-aberta em y. Estes valores sdo dados por:

m 2
r) +n?2 p/ m=135.. (3.44)

Deve-se notar que a Equacéo (3.44) ndo representa toda a gama de freqiiéncias da cavidade
fechada-aberta e aberta-aberta (que inclui os valores pares do indice n). Entretanto, todas
as freqliéncias dadas por esta ultima equacao estdo incluidas na solucdo de valores proprios
da cavidade equivalente (contorno movel substituido por parede rigida).

As particularidades deste caso incluem valores criticos e solugdo longitudinal dependentes
do valor de r, que indica uma relacdo entre as dimensGes da cavidade. A solucédo
transversal s; ndo € alterada, e continua sendo dada por sen(nnéy). A composicdo das
solucdes longitudinal e transversal para cada valor de n ird representar a solucdo completa
do problema. E interessante observar que um maior valor de r implica em uma maior
quantidade de pontos criticos. A Figura 3.25 ilustra esta propriedade, onde é apresentada a
variacdo do parametro g ao longo de y paran = 1. Um novo ponto critico é estabelecido

cada vez que a curva intercepta a abscissa deste grafico.
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Figura 3.25 — Variagao da fungéo q ao longo de y paran =1
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As Tabelas 3.5 e 3.7 ilustram, respectivamente, a solucdo f;s;/q para uma série de valores
criticos de y, utilizando os valores de r iguais a 1/2 e 2 . Estas distribuicdes serdo
importantes para o estudo dos modos do problema acoplado. Todos os modos indicados
nestas tabelas compdem a solugdo de valores proprios de uma cavidade retangular fechada-
aberta na direcao longitudinal e aberta-aberta na direcdo transversal. As Tabelas 3.6 e 3.8
indicam, respectivamente, as solu¢des da cavidade parar = 1/2 e r = 2. Estes resultados

incluem as solucdes onde n = 2,4,6, ..., que ndo representam valores criticos do fator y.
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Tabela 3.5 — Variacdo da funcgéo f;s;/q para valores criticosde y (r = 1/2)

Xeritico M M flsl/q

- 1 1
SV8

1

E\/40 1 3
1

E\/40 3 1
1

E\/72 3 3
1

E\/104 1 5
1

§V104 5 1
1

§v136 3 5
1

§v136 5 3
1

EVZOO 1 7
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Tabela 3.6 — Freguiéncias e modos (cavidade retangular fechada-aberta e aberta-aberta)
r=1/2

Xmodo N M flsl/q Xmodo N M flsl/q

-
-
%\/g 11 B %m 5 1 e
=
—
1 1 )0
V2021 SVIi6 2 5
- @
N
1 1
2 1 3 ~Vi36 3 5
40 ' ~V136 D+ 0
'@
- "--
1 1 —t
_ 1 _
vio 3 1 [ Vi 5 3 L -
- - -
' * I;-
1 1 " -
1 2 3 ~Viés 4 5
Zx/ﬁ '. 5 V164 P+ @
' -
—
1 - 1
2 4 1 V200 1 7
7V - |
-
b . B~
1 1 P9
-v72 3 3 .. —V200 5 5 @B =
2 2 P-®
r @ T
r e '
1 . 1
z 4 3 SV2iz 2 7
5 V100 B o V2 ’...
- -
90
1\/104 1 5 ' ‘ 1\/232 3 7 '0.0
2 2
00
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Tabela 3.7 — Variacdo da funcgéo f;s;/q para valores criticos de y (r = 2)

Xeritico N M flsl/q

by =
TESE 2 |

w

1

Va1 05

4

1

4, 3

1

V97 19 w‘ ".'.

1

V7 b “ ....

1

JViss 31 ’

1

;53 3 3 “

1 -_

Z\/169 3 5 o
-
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Tabela 3.8 — Freqguiéncias e modos (cavidade retangular fechada-aberta e aberta-aberta)
r=2

Xmodo N M flsl/q Xmodo N M flsl/q

1 1
R Z\/_137111|.....
» »
1z 1 3 L 2 9' L
; ; 90>
1
VA 105 —vias 3 1 [
-
) ) -
Z\/E 1 7 Z\/1533 3 T .-
- A
. . - - -
V6 2 1 ZVieo 3 5 I =
- - -
1 1
V732 3 VIS 1 13 |.. ...
» L »
1@ 2 s s 2 11' ' .
’ ’ '9+0+0
. . D ~ 9
V7 109 Vi3 3 7 - -
S -~ 9
. . -9
VI3 2 7 V225 3 9 B @
-9
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A andlise das Tabelas 3.5 e 3.7 indica diferencas nos valores criticos encontrados para
estas duas situaces. Na cavidade com maior comprimento na direcdo longitudinal (r = 2)
predominam os modos longitudinais, e isto pode ser observado pelo desenvolvimento do
indice n, que é mantido em n =1 até o sexto valor critico. Desta forma, a solugdo
resultante até esta frequéncia poderd apresentar apenas uma concavidade na direcdo
transversal. Na cavidade com maior comprimento na dire¢do transversal (r = 1/2) os
modos transversais surgem nos valores criticos iniciais, e isto pode ser observado pelo
desenvolvimento do indice n, que até o sexto valor critico atinge o valor n = 5. Desta
forma, a solucdo resultante até esta freqliéncia podera apresentar cinco concavidades na

direcdo transversal.

Outra observacdo importante consiste no fato das solugdes apresentadas nas Tabelas 3.5 e
3.7 serem idénticas para um mesmo par de valores de n e m. E evidente que, devido as
dimensbes da cavidade, determinadas frequéncias irdo surgir inicialmente para um dado
valor de r, ja que os valores proprios dependem desta relacdo. Entretanto, o campo de

pressdes resultante € independente das dimens6es da cavidade, e é dado por:

i) - (R ons) [T e

Por outro lado, o valor critico de um determinado par de valores de n e m ira variar de
acordo com a relagdo entre as dimensdes da cavidade. O conjunto n = 1 e m = 1 indica,
por exemplo, um valor critico igual a 1/2+/8 para a relagdo r = 1/2. Entretanto, para a
relagio r = 2 este valor corresponde a 1/4+/17. Nos dois casos 0 campo de pressdes
hidrodindmicas apresenta a mesma configuragdo, indicando um mesmo modo para duas
frequéncias distintas, correspondendo a solucéo de (3.45) para o par de valores dado por
n=1em = 1. Estas duas solu¢bes sdo idénticas devido ao limite estabelecido quando

f1/q se aproxima de um ponto critico, que resulta em:

) fi _sen [% &, — 1)]
oum El = Tmn__ [);nTn] (3.46)

2r
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que pode ser simplificada para:

I fl B sen (mTZ[fx) cos (g) — sen (g) cos (mgfx) o
X_’Xl:’rrl?tico 3 B m M ( ' )
2r COS[ 2 ]

Como m = 1,3,5, ... a expressao acima fica reduzida a:

) fi 2r mmn ] (mnfx)
1 — |- — 3.48
x—wlcr:?m q mn tan( ) O\ 2 (3.48)

onde o termo entre colchetes representa uma amplitude e a funcdo cosseno representa a
variacdo longitudinal. Observa-se que esta variacdo € independente de r. A combinacéo

entre esta Ultima equacéo e a solucdo transversal resulta em:

) fis1 2r mmn mné,
X_)}{lcrrrilm 7 | mm tan (—)] cos( > > sen(nnfy) (3.49)

E interessante notar as semelhangas existentes entre a expressdo acima e (3.45). A
normalizacdo de (3.49) ira resultar em uma expressdo idéntica a (3.45). Portanto,
distribuicdes de pressdes semelhantes seréo estabelecidas para um dado par de valores de n
e m, independente do valor de r adotado. A Equacédo (3.49) ndo ¢ definida para valores de
m = 1,3,5, ..., resultando em uma amplitude infinita. Entretanto, nas proximidades destes
valores a resposta pode ser obtida, com o termo de amplitude assumindo sinal positivo para

aproximacoes pela direita e negativo caso contrario.

Graficamente é possivel compreender melhor a distribuicéo de freqliéncias criticas para um
determinado par de valores de n e m, em funcdo de r. Pode-se construir, com auxilio da
Equacgéo (3.41), um grafico denominado mapa de freqiiéncias, onde a abscissa indica 0s
valores de m e a ordenada indica os valores de y.,itico - A0 longo deste grafico séo
desenvolvidas curvas para diferentes valores de n. Os pontos alinhados em uma reta
horizontal (indicada na Figura 3.26) representam as solucdes de n e m possiveis para uma
determinada frequéncia. As Figuras 3.26, 3.27 e 3.28 ilustram, respectivamente, 0s mapas

de frequéncias para valores de r iguaisa 1/2, 1 e 2.
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Figura 3.26 — Mapa de freqliéncias criticas parar = 1/2
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Figura 3.27 — Mapa de freqliéncias criticas parar = 1
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Figura 3.28 — Mapa de freqliéncias criticas parar = 2
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A grande vantagem deste tipo de representacdo é a identificacdo e ordenamento dos pontos
criticos, que variam de acordo com o parametro r. Pode-se observar que a inclinagdo das
retas diminui com o aumento deste fator. Isto implica em um maior distanciamento das
curvas, e consequentemente em um desenvolvimento seqliencial de valores criticos para
uma pequena gama de valores de n. Nestes casos, 0 surgimento de modos transversais
ocorre apds o desenvolvimento de uma longa série de modos longitudinais. Menores
valores deste parametro implicam em modos iniciais com maior diversidade de valores de
n. Desta forma, as solugfes transversais irdo apresentar maior participacdo nas freqiéncias
criticas iniciais. Isto corresponde exatamente ao que foi observado nos resultados das
Tabelas 3.5 e 3.7. O limite dado por r — oo resulta em um grafico onde as curvas sdo
praticamente retas para valores inicias de m, indicando uma seqliéncia praticamente

infinita de modos longitudinais. A Figura 3.29 ilustra esta condic&o.

Io—6O0—6C6—O6—O6—6C—6—6—06—0
8_
7-_ ¢ n=1
6 * n=3
X 9 ©6 ©6 © © © © © © o ® 15
n=7
H O n=9
34k S e e % K * * Kk i
2_

[NEPNP PSP S L A
7 9
Figura 3.29 — Mapa de frequéncias criticas para r = 10

O valor de r sera infinitamente pequeno para valores de L, < L,,. Para este caso a fungéo

f1/q (dada pela Equacéo 3.39) atinge o seguinte limite:

li fl _ 7T(fx - 1)7"
im—=—

(3.50)
r—0 q n

Deve-se notar que a expressao (3.50) corresponde a equacdo de uma reta para valores
constantes de n. A solu¢do completa para um dado n ser& obtida pela combinacdo desta

solugéo com s;. Entéo:
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S sen\nm
lim 2151 = r(€, — 1)M (3.51)
r-0 q n
A solucdo resultante para os valores de n = 1,3,5, ... serd dada por:
S sen\nm
Y= Z B8 e -1 (T";y) (3.52)
n=1,3,5,. q n=1,3,5,.

A série apresentada em (3.52) é convergente, com resultado dado por (2.105). Portanto,

esta expressdo podera ser simplificada para:

2

Y=l - D (353)

que indica uma expressdo unidimensional, confirmando as deducgdes apresentadas no
Capitulo 2 para o Caso 1A, com comprimento transversal infinitamente maior que o
comprimento longitudinal. As Figuras 3.30 e 3.31 ilustram a transicdo da solugéo
bidimensional para a unidimensional, para valores variaveis de r. A linha sélida nestes

graficos representa a solucdo dada por (3.53).

27

Figura 3.30 — Variagdo da fungéo Y ao longo de &, em &, = 0.5, parar = 1/2

Estas figuras indicam que as curvas apresentam uma tendéncia de aproximacéo da solucao
dada por (3.53) a medida que o valor de r diminui. Quanto menor for o valor de y, mais

rapida sera esta aproximacao.
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Figura 3.31 — Variagdo da fungéo Y ao longo de &, em &, = 0.5, parar = 1/10

A Tabela 3.9 ilustra a transicdo do campo de pressbes dado por Y, onde podem ser
observados aspectos relacionados a y e r. Deve-se notar que todas as configuracdes
evoluem para um aspecto final semelhante, onde a variacdo de pressdes hidrodinamicas é
unidimensional. Esta caracteristica ajuda a entender a natureza da Equacdo (3.53),

indicando que para r — 0 a solucéo é independente do fator y.

Tabela 3.9 — Variagdo da fungdo Y ao longo de ¢, € &,

1 r-0
r=—
100 Eq. (3.53)

ﬁ
I
sl=

HV VR
L™=
e

=
Il
Ul
&
»

-
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3.3.3 - Cavidade retangular com contorno governado por uma fungéo senoidal
Para este caso especifico adotam-se comprimentos iguais a L, na direcdo longitudinal e L,

na diregdo transversal. Adicionalmente o contorno é considerado flexivel (funcdo de

deslocamentos ndo-uniforme), com a funcdo ¢ (y) sendo definida por:

¢@)=sm{%?g p/ j=123,.. (3.54)
Y

que correspondem aos modos de vibragdo de um viga bi-apoiada.

A Tabela 3.1 fornece as condicdes de ortogonalidade deste caso, indicando que:

R T ok
o= sen|=——|sen|——| dy =
0 L, Ly

A propriedade de ortogonalidade da funcdo seno indica que a integral (3.55) sera nula para

Ly . (3.55)

valores de j # n. Portanto, a Unica solucdo possivel serd aquela onde n = j. Ent&o:

2ppAC 2pfA L i
P(x,y) = - [L)f Z R,S, = — IL)f R; % sen (JL—y> (3.56)
y & y y

onde verifica-se que o somatério fica reduzido ao indice n = j. Esta expressdo pode ser

simplificada, resultando em:

_pf/TLy sen[myx? —j2(& — D] sen(jn£, )
T Jx%—j%cos(mx?—j2r) g

P(fx:fy) = (3.57)

A expressdo acima pode ser reescrita em termos de uma funcdo longitudinal f;, uma

funcéo transversal s; e um fator de amplitude q. Desta forma:

_pfALy fl(j')(' 'Ex'r)
T qG.xT)

P(§x &) = 510,¢,) (3.58)
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As fungdes f; e s; sdo idénticas as expressdes apresentadas no caso anterior (contorno
rigido-maével). Entretanto, nesta Gltima solu¢do o campo de pressdes hidrodindmicas era
dado por um somatorio do termo fis;/q. Na expressdo (3.58) apenas o indice n = j

compde a solucéo.

Um estudo detalhado da funcéo longitudinal f;/q € apresentado nas Figuras 3.32 e 3.33,
onde se observa a variacao desta relacdo ao longo de y. Valores arbitrarios de j e r foram
escolhidos. Estes resultados sdo semelhantes aos obtidos no caso anterior, e incluem: a
presenca de pontos criticos, que levam a funcdo longitudinal a um valor infinito, e a

relacdo existente entre o fator r e a freqliéncia de pontos criticos em um dado intervalo.

1 2\ 3

Figura 3.32 — Variacdo da funcdo f;/q ao longo de y,em &, = 0, parar = 1/2

Figura 3.33 — Variagdo da funcdo f;/q ao longo de y,em &, = 0, parar = 1
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O denominador de (3.58) apresenta uma funcao cosseno, que levara a amplitude ao infinito
sempre que o valor desta funcdo trigonométrica se aproximar de zero. Portanto, estes

valores criticos serdo estabelecidos quando:

2

m
Xeritico = (Z) +j2 p/ m=135.. (3.59)

Desta forma, para cada modo j da estrutura irdo existir infinitos valores criticos que
levaréo a amplitude da resposta ao infinito. Estes valores serdo sempre desenvolvidos para

x > j. O limite da expresséo (3.58) quando y = X.riico © dado por:

sG]
X*}(Iff?m i ;n_r - [%] (3.60)

que pode ser simplificada para:

i () (e )
X*)(lcl;riltico E B m mr ( : )
7 cos 7]

Como m = 1,3,5, ... a expressao acima fica reduzida a:

2
lim U —|-Z tan (m)] cos (mnfx) (3.62)
XX critico 4 m

onde o termo entre colchetes representa uma amplitude e a funcdo cosseno indica a
variacdo longitudinal. Nota-se que esta variacdo é independente de r. A combinagdo entre

esta Ultima equacao e a solucdo transversal resulta em:

lim fis1 = _ar tan (?)] cos (ngx> sen(jn&,) (3.63)

X2 Xcritico m

A Equagdo (3.63) apresenta caracteristicas semelhantes a solucédo dada por (3.49). Assim,
as configurac0es criticas irdo corresponder as solugdes da cavidade.
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As Equactes (3.59) e (3.63) indicam que os valores e configuragdes dos pontos criticos,
parar = 1 (cavidade quadrada), irdo corresponder exatamente aos resultados ilustrados na
Tabela 3.3. E evidente que o indice n = j ird associar cada uma destas configuragdes a um
determinado modo do contorno vibrante. Estas solugdes sdo apresentadas em uma forma

alternativa na Tabela 3.10.

Tabela 3.10 — Variacgdo da funcéo f;s;/q para valores criticos de y

fis51

Xcritico ] m ¢(y)

Ve L

%M/\/_Vw/\/\
= o
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Da Tabela 3.10 pode-se concluir que um determinado modo j ira produzir apenas j nucleos
na direcdo transversal. Por exemplo: solu¢Bes com dois nucleos na direcdo transversal
serdo sempre associadas a uma deformada com modo correspondente a j = 2. As Tabelas

3.11 e 3.12 ilustram, respectivamente, os resultados obtidos parar = 1/2 er = 2.

Tabela 3.11 — Variacdo da funcéo f;s;/q para valores criticos de y
r=1/2

. fis1
Xeritico ] M d)(:V) -

; <;j.
0

|
=)

[EEN

[EEN

N

AN AN AL AN N
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Tabela 3.12 — Variagdo da funcéo f;s;/q para valores criticos de y

r=2
, fis1
Xeritico ] M ¢(y) T
%\/ﬁ 11 -

Estes resultados também sdo semelhantes aos apresentados nas Tabelas 3.6 e 3.8. Nas
cavidades com menores valores do pardmetro r existe a presenca de modos com maiores
valores de j. Nas cavidades com maior comprimento longitudinal ocorre a predominancia
de modos com valores mais baixos deste indice. Os valores criticos e os modos serdo

sempre associados a cavidade com um valor correspondente de r.
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3.4 - ESTUDO DA SOLUCAO - CASO 3A

A expressao geral que governa este caso é dada pela Equacéo (2.223). Portanto:

— prA (b _
P == fo () dy [sen(Ja x) — tan(Ja L,) cos(/as x)]

(3.64)

- o L
— Z'ZJ;A;\/%L ¢(y) cos(k,y) dy [sen(\/a—n x)
— tan(\/a_n Lx) cos(\/a_n x)]cos(icny)

onden =123..,a, = (w/c)* = (k,)* e k, =nn/L,

As frequéncias neste caso também serdo representadas por mdultiplos da primeira

frequiéncia da cavidade na direcdo transversal. Assim:

w=—— (3.65)
Um estudo detalhado de casos especificos desta cavidade sera apresentado a seguir.
3.4.1 - Cavidade retangular com contorno rigido-movel (¢p = 1)

Para este caso especifico adotam-se comprimentos iguais a L, na dire¢do longitudinal e L,

na direcdo transversal. Adicionalmente o contorno é considerado rigido-movel, com todos

0s pontos apresentando mesma amplitude.

Para ¢ = 1 a Equacéo (3.64) se reduz a solucdo do pistdo unidimensional, dada por:

P(x) =—

\/f—_ [sen(\/_ x) — tan(\/—L )cos(\/— x)] (3.66)

onde ay = (w/c)?. A expressdo acima pode ser simplificada para:

_ n Sen[Xo(Ex - 1)] _ T fl
P(Ex) - _pfALx Yo COS(XO) - _pfALxE (367)
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onde y, = wL, /c . Esta Ultima expressdo é semelhante as obtidas anteriormente, onde o
numerador f; indica a variagdo longitudinal e o denominador g indica um termo de
amplitude. E interessante notar que a Equacio (3.67) sera sempre funcdo de expressdes

trigonométricas independente do valor de y,.

Os valores criticos de (3.67) irdo ocorrer quando a fun¢éo cos(y,) — 0. Desta forma:

mn
Xcritico = T p/ m=135.. (3.68)

Uma observacdo importante consiste no fato de que os valores criticos dados por (3.68)
correspondem as freqliéncias naturais de uma cavidade unidimensional, fechada-aberta.
Estes resultados sdo facilmente representados por meio da substituicdo de y = wL, /c em
(3.68). Portanto:

mrc
2L,

w= p/ m=135.. (3.69)

Adicionalmente, é interessante observar o limite de f;/q quando ¥ = xcritico - ASSIM:

mn
. fi  sen|5 (6 - 1)] B [ 2 . (mn)] (mnfx) 370
x~Xerideo 4 % cos (%) = 2 T2 (3.70)

onde o termo entre colchetes representa uma amplitude e a funcdo cosseno representa a
variacdo longitudinal. A normalizagcdo da expressao (3.70) resulta nas formas modais de
uma cavidade fechada-aberta unidimensional. Desta forma, pode-se concluir que o
significado fisico dos valores criticos neste problema é o mesmo dos casos anteriores: sao
os multiplos que produzem valores proprios e modos de vibragdo idénticos aos da cavidade

correspondente.

3.4.2 - Cavidade retangular com contorno governado por uma fungéo senoidal

Neste caso o contorno é considerado flexivel, com a funcdo ¢ (y) sendo definida por

(3.54). A Tabela 3.1 fornece as condigdes de ortogonalidade deste caso, indicando que:
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jLy[1 = cos(jm)cos(nm)]

Ly T nm ;
o L L .
0->n=j

Esta Gltima expresséo indica que a solucdo seréd nula para n = j. Adicionalmente, quando j
e n forem impares, a expressao tera valor nulo. O mesmo ocorre para dois hUmeros pares.
Assim, pode-se concluir que a Unica solugdo possivel sera aquela onde ocorre uma
combinagdo de um ndmero par com um numero impar. Por exemplo: para j =1, sO
existem solucdes ndo-nulas de (3.71) com n = 2,4,6, .... Para j = 2, solu¢Bes ndo-nulas

irdo ocorrer comn = 1,3,5, ....

Paran = 0 a integral indicada em (3.71) fica reduzida a:

b iy . 0 - j par
Iy, = —)dy=—-= m) —1] § 2L , 3.72
o= [ sen (T2 dy = = Zicosm -1 L ey 6T

Entéo, a solucdo de pressbes dinamicas deste caso sera definida por:

P(Ex'fy) = PO(fx) + Pn (fx' fy) (373)

onde:

prAL, sen[ny(§, — 1) r] [cos(jm) — 1]
jm? x cos(myr)

Po($y) = n=0 (3.74)

Bety) = - 20 S senlmx? ~wi(E — D]
ey m L —n? COS(’TW r) (3.75)

jl[1 — cos(jm)cos(nm)]
B GEED

cos(nnfy) n=123..

A solucdo completa € definida pela soma das expressbes (3.74) e (3.75). A parcela
indicada em (3.74) € nula quando j corresponde a um numero par. Neste caso a solucédo é

dada apenas por (3.75), que assume valores ndo-nulos para n = 1,3,5... Para valores
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impares de j as expressoes (3.74) e (3.75) compdem a solugdo, com (3.75) assumindo

resultados néo-triviais paran = 2,4,6 ...

Assim como nos casos anteriores, valores criticos também estdo presentes nas expressdes
(3.74) e (3.75). O significado fisico destes pontos singulares é preservado, sendo
relacionados as frequéncias e modos de uma cavidade equivalente, onde o contorno movel

é substituido por uma parede rigida. Estes sdo definidos por:

2

m
(—) +n2 n=012.. m=135.. (3.76)
2r

Xcritico =

Tabela 3.13 — Frequiéncias e modos da cavidade associados a valores criticos de y

j par j impar
fis1 fis1
Xcritical n -m Xcritical T M
q q
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Configuracdes criticas de (3.73) sdo estabelecidas quando y = Xririco - A Tabela 3.13
apresenta estes resultados para r = 1, com os valores correspondentes de n e m. E
importante notar que valores impares de j estdo relacionados a distribui¢des simétricas de

pressdes em relagdo a &, = 1/2. O oposto ocorre para valores pares de j.

As particularidades deste caso incluem a presenca de uma série, que podera ter indices n
pares ou impares, dependendo da natureza do indice j. Adicionalmente, verifica-se em
(3.76) a presenga de valores criticos de uma cavidade unidimensional para n =0, e
bidimensional paran = 1,2,3 ... Assim, duas categorias de ressonancias sdo possiveis. A
primeira, unidimensional, associada a (3.74). E a segunda, bidimensional, associada a
(3.75). Quando j é um namero par a expressao (3.74) é nula. Desta forma, as ressonancias

associadas serdo representadas apenas por (3.75).

3.5- CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo foram estudadas as propriedades das solugdes do dominio do fluido,
considerando as contribuicdes longitudinal e transversal. Verifica-se que, ao contrario da
solucdo transversal (que é independente), a solucdo longitudinal R,, depende da constante
de separacdo transversal k,,, que esta diretamente relacionada as condic¢@es de contorno na
direcdo y. Desta forma, os valores a,,ii.,s definidos no capitulo anterior (Tabela 2.8)
dependem das caracteristicas do contorno na direcdo transversal. Estes valores, quando
combinados com k,,, definem as frequéncias criticas do problema (w. i ), indicadas em
(3.2), que estdo associadas a uma cavidade equivalente onde os contornos moveis sao
substituidos por paredes rigidas. Observa-se que amplitudes infinitas de pressGes sdo
definidas quando w — w100, INdicadas em (3.4), com configuracdes idénticas aos modos

da cavidade equivalente.

O parametro y foi convenientemente definido como um multiplicador da primeira
freqUéncia da cavidade na diregdo transversal. Desta forma, as solucGes R,, serdo dadas por
funcgdes hiperbdlicas para y < n e funcdes trigonométricas para y > n. Para um dado valor
de n, 0o aumento de y implica em funcdes longitudinais com maiores quantidades de ciclos,
resultando em uma maior formacdo de nucleos na solugcdo completa. O limite y - n é

definido nas cavidades que possuem uma extremidade aberta na dire¢do longitudinal, ou
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dois contornos moveis em fase, estabelecendo uma variagéo linear de pressées ao longo de
x. Para cavidades fechadas em x = L,, ou com dois contornos madveis em oposic¢ao de
fase, o limite y — n resulta em um valor infinito, definindo um ponto critico adicional ao

problema.

As cavidades fechadas na direcdo transversal apresentam solucdo valida para n = 0, com
expressdes unidimensionais em x . Estes casos definem, além dos valores criticos
associados ao problema bidimensional (n > 0), ressonancias relacionadas a cavidade
unidimensional. Esta observacao pode ser verificada na analise do Caso 3A, estudado neste
capitulo. Neste tipo de problema as solucbes longitudinais R, sdo definidas por fungdes

trigonométricas.

O parametro r exerce influéncia direta nas freqiiéncias criticas do problema, definindo o
conjunto de modos associados. Nas cavidades com menores valores deste pardmetro
predominam 0s modos transversais, ao passo que maiores valores de r implicam em uma

maior sequéncia de modos longitudinais.

A escolha da funcdo de deslocamento ¢(y) pode resultar em simplificacbes da solucdo
completa, conforme ilustrado na Tabela 3.1. Uma cavidade aberta na direcdo transversal,
com ¢ (y) definido por (3.54), resulta no caso mais simples a ser analisado, pois reduz a
série ao indice n = j. A natureza da solugdo de pressfes dinamicas (para uma dada funcédo
de deslocamento) sera importante no préximo capitulo, permitindo a construcdo e

interpretacdo das solugdes de freqliéncias do problema acoplado.
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4 - DESENVOLVIMENTO DA SOLUCAO PSEUDO-ACOPLADA
4.1 - INTRODUCAO

O objetivo desta série de estudos é avaliar a influéncia das pressfes dindmicas em sistemas
com acoplamento acustico-estrutural. Uma abordagem direta consiste na solucdo das
equacOes acopladas, envolvendo os dois dominios. Entretanto, uma estratégia alternativa
pode ser estabelecida, onde a solucdo das pressbes na interface é associada a um

carregamento externo aplicado a estrutura.

A técnica de acoplamento inercial consiste exatamente na substituicio do campo de
pressdes na interface por um conjunto de massas, que devem ser acrescentadas a estrutura
ao longo de sua superficie de contato com o fluido. Este sistema equivalente deve ser capaz
de representar os efeitos do acoplamento, eliminando a necessidade de solucdo de um
sistema acoplado. A grande vantagem deste tipo de representacdo é a eliminacdo de uma

etapa adicional do problema, que consiste na constru¢cdo do dominio do fluido.

O problema de interacdo fluido-estrutura envolve a determinacdo da resposta destes dois
subsistemas. Entretanto, deve-se ressaltar que estas solucdes ndo sdo independentes. O
campo de pressdes produzido no fluido depende do movimento da estrutura, e este, por sua
vez, depende das forgas exercidas pelo fluido na interface entre os dois meios. No segundo
capitulo foram estabelecidas solucdes de pressdes dindmicas para um movimento arbitrario
¢ (y) de uma parede flexivel. O campo de pressdes dindmicas produzido por estas solugdes
ao longo da interface entre o fluido e a estrutura representa exatamente as acfes que devem
ser acrescentadas a estrutura, fornecendo assim os efeitos de interacdo entre os dois
subsistemas. A combinacao entre a solucdo analitica de pressdes do fluido e a equacéo de
movimento da estrutura, em um dado modo de vibragdo pré-estabelecido, permite o
desenvolvimento de uma solugdo pseudo-acoplada, que incorpora os efeitos do fluido na

estrutura e permite a solugdo das freqtiéncias acopladas do problema.
4.2 - SOLUCAO ANALITICA PARA O MODELO ESTRUTURAL

O problema analisado consiste em uma viga bi-apoiada (embora as conclusfes a serem

obtidas sejam gerais para outras condigdes de contorno), ilustrada na Figura 4.1.
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Figura 4.1 — Representacdo esquematica do modelo estrutural

A resposta dinamica deste sistema pode ser representada por uma coordenada generalizada
X(t), tornando possivel a obtencdo dos parametros generalizados (massa, rigidez e forca),
para um dado modo de vibracéo, relacionado a funcdo ¢(y). Este tipo de solucdo serad
muito util para a introducdo dos efeitos do fluido, tendo em vista que as solucGes
desenvolvidas no segundo capitulo dependem da funcéo de deslocamentos da interface.

Para o desenvolvimento matematico deste problema serdo considerados: massa por

unidade de comprimento u(y), rigidez a flexdo EI(y), comprimento L, , carregamento

y 1
externo distribuido F(y, t) e largura unitaria perpendicular ao plano xy. As deflexdes serdo
representadas por v(y,t), relacionadas a uma coordenada arbitraria X(t) e a uma funcao

de deslocamento normalizada nesta posi¢do, dada por ¢ (y). Portanto:

v(y,t) = ()X (1) (4.1)

As forgas resistentes desenvolvidas neste sistema durante 0 movimento séo dadas por:

i) = M, 1) = uM[X ¢(»)] — forcade inércia (4.2)
m(y,t) = EI(y) % = EI(y) [X (t) %} — momentos resist. internos (4.3)

Desta forma, assume-se que apenas deformacdes de flexao irdo ocorrer e que 0s momentos

elasticos desenvolvidos serdo proporcionais a curvatura d2v(y,t)/dy?>.
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A equacdo de movimento do sistema pode ser obtida por meio da aplica¢do do principio
dos trabalhos virtuais, igualando o trabalho das forcas internas ao trabalho das forgas
externas.

O deslocamento virtual (6v) consistente com o deslocamento da estrutura (¢) € dado por:

6v = p(y)oX (4.4)

onde 6X corresponde a um deslocamento virtual arbitrario ao longo da coordenada

generalizada (no caso da Figura 4.1, a posi¢do y = L, /2).

O trabalho das forcas externas exercido durante este deslocamento virtual é dado por:

Ly Ly
W, = j 0(y,t) 6vdy = 6X j 00, () dy (45)
0 0

O trabalho das forcas internas (inércia e momentos) é dado por:

Ly Ly 6217 (4 6)
M/i=j fiy,)évdy + j m(y,t) 6 —— dy '
0 0 dy
Lembrando que:
0% d*¢(y) 4.7
v =0¢()sX — 5a—yz= 6Xd—yz (4.7)

Substituindo (4.2), (4.3) e (4.7) em (4.6):

L

6X dy  (4.8)

d2¢(y) d*¢p(y)
dy?

Ly .
W, = j u[E $O)] 6GIX dy + El()[
0

0

A expressdo acima pode ser simplificada, resultando em:

Ly

42
¢(}’)l dy (4.9)

L
W, = X6X j HDLPOI dy + X6X f EI(y)

0
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Igualando o trabalho externo ao trabalho interno e dividindo a expressao resultante pelo

deslocamento virtual arbitrario §X:

2
_fQ&ﬂMﬁ@'Xfu@Mﬂw]w-kX EK)[¢@)dy (4.10)
0
Finalmente, introduzindo as seguintes notagoes:
~ Ly
7= [ e dy (4.11)
0
2
%= (" e [ ¢(y) dy (4.12)
Ly
- fo 00y, 9 (y) dy (4.13)
e substituindo-as na Equacéo (4.10):
MX(t) + KX(t) = F(¢) (4.14)

que representa a equacdo de equilibrio dindmico do sistema em termos da coordenada
generalizada X (t), onde M, K e F correspondem, respectivamente, a: massa generalizada,
rigidez generalizada e forga generalizada. Deve-se ressaltar que a rigidez generalizada
obtida para este sistema inclui apenas os efeitos das deformacgdes de flexdo. Efeitos
adicionais podem ser introduzidos por meio da modificacdo deste parametro generalizado.
O amortecimento também poderia ser acrescentado a esta estrutura, e neste caso seria mais

conveniente expressa-lo por meio de uma razdo de amortecimento (§). Assim:

¢ =2¢ M (4.15)

4.3 - SOLUCAO ANALITICA SIMPLIFICADA DO SISTEMA ACOPLADO

A solucdo anterior € funcao de um carregamento externo. No caso de um sistema acoplado

este carregamento € representado pela pressdo hidrodindmica na interface. Entdo:
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9@y, t) = p(0,y,t) x 1 = P(0, y)e @t (4.16)

onde a fungdo P (0, y) esté relacionada ao tipo de cavidade estudada, com valores definidos
no segundo capitulo. E importante lembrar que estas solucbes foram definidas para um

movimento harmoénico do contorno vibrante, com aceleracdo dada por:

ii(y,t) = p(y)Ae " (4.17)

No caso em que o contorno vibrante corresponde a vibracdo da estrutura a seguinte relagao
é estabelecida:

iy, t) = v(y,t) = p(X () (4.18)
Entdo, de (4.17) e (4.18) resulta:
X(t) = Ae~iot (4.19)

Substituindo (4.13) e (4.16) em (4.14):

L

MX(t) + KX(t) + et J yp(o, ) ¢(y)dy =0 (4.20)

0

Na expressdo acima a forca generalizada foi posicionada no lado esquerdo da equacéo,
pois fisicamente as pressdes dinamicas apresentam o mesmo sentido de atuacédo das forcas
de inércia e elastica. Esta equagdo pode ser reescrita com a utilizacdo da relacéo (4.19).

Entao:

L}’
MX(@) + KX(t) + X(t)f P((Zy) d(y)dy =0 (4.21)
0
gue pode ser simplificada para:
L}’
[1\7 w[7F 02 49) dyl (0 + RX(D) = 0 (4.22)
0
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A Equagéo (4.22) representa uma vibragdo livre do modelo estrutural, com uma massa
generalizada adicional produzida pela interagdo entre os dominios do fluido e da estrutura.
Fisicamente isto significa que a estrutura em contato com o fluido apresenta uma parcela
adicional de massa distribuida por unidade de comprimento, pois a expressdo da massa

generalizada pode ser reescrita da seguinte forma:

. P(0,y) ,
= [ uo + Ze 3 o0 oy 423

A Equacdo (4.22) pode ser simplificada com a inclusdo de um termo de massa

generalizada total, que corresponde a massa da estrutura e do fluido. Portanto:

Miora X(8) + KX (t) = 0 (4.24)
Da expressao (4.19) pode-se concluir que:

A o—lwt

X(@t) =— — X(t) = —w?X(0) (4.25)

(1)2
Substituindo (4.25) em (4.24):

[E - wZMtotal ]X(t) =0 (4.26)

Para que a solucdo nao seja trivial o termo entre colchetes da Equacdo (4.26) devera ser

nulo. Portanto:

K - wZMtotal =0 (427)

A solucdo da expressdo acima ird fornecer as freqliéncias do problema acoplado. Deve-se
observar que a rigidez generalizada depende da funcéo ¢(y). E a massa generalizada total
é composta por duas parcelas: uma relativa a estrutura e outra relativa a massa do fluido. A
parcela relacionada a estrutura depende da fungdo ¢(y). A parcela associada ao fluido é
funcdo de ¢(y) e w. Estes dois pardmetros representam incognitas do problema, pois

indicam, respectivamente: modo de vibracdo e freqiiéncia do problema acoplado. Desta
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forma, o problema estabelece apenas uma equagdo e duas incognitas. Uma solugdo
simplificada pode ser obtida com a hipdtese de modo de vibragdo no vécuo idéntico ao
modo de vibracdo acoplado. Assim, assume-se que a presenca do fluido néo ira alterar os
modos do problema desacoplado. Portanto, um determinado modo ¢, (y) podera ser
introduzido em (4.27), e o problema podera ser resolvido para todas as frequéncias
acopladas relacionadas ao modo n. Esta solucdo simplificada serd denominada pseudo-
acoplada, com (4.27) estabelecendo a equacdo de freqiiéncias. Estes valores podem ser
substituidos na expressdo de M, , definindo a equacdo de equilibrio dindmico do
problema acoplado, que podera ser resolvida para uma excitacdo arbitraria.
Adicionalmente, é possivel estabelecer o modo de vibragdo correspondente a cavidade por
meio da substituicdo de ¢ (y) e w em P(x,y).

4.4 - EQUACAO DE FREQUENCIAS COM O METODO PSEUDO-ACOPLADO

Neste item serdo apresentados exemplos de aplicacdo do procedimento pseudo-acoplado a
alguns dos casos estudados no segundo capitulo. Os resultados serdo validados por meio de

solucdes obtidas via Métodos dos Elementos Finitos.
4.4.1 - Caso 1A com fronteira governada por funcdes senoidais

Neste caso, considera-se uma cavidade aberta em todos os bordos. A solucdo de P(x,y) é
dada pela Equacdo (2.91). Entretanto, uma solucgdo reduzida, dada pela aplicacdo de modos
desacoplados de uma viga bi-apoiada, é fornecida pela Equacdo (3.57). Na interface

&, = 0 esta solucdo apresenta a seguinte forma:

pfAL tan(m“,/)( —J ) ( f)
sen(jm
Vx? = J? ’

P(0,¢,) = (4.28)

A massa generalizada do fluido sera dada por:

——¢()dy

j P(o, fy) pr tan(m“\/ﬁ ) J l <]7ry>l (4.29)

X_]

que pode ser simplificada para:
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o yP(O %) _ prly” tan(mryx? - j2) 4.30
Mg piq0 —L —22 6(y)dy o \/)(2__]2 (4.30)

A Equacdo (4.30) representa a massa generalizada do fluido de uma cavidade retangular
aberta em todos os bordos, para uma funcdo ¢(y) = sen(jny/Ly) correspondente a um
determinado modo j de uma viga bi-apoiada no vacuo. Esta expressdo pode ser

acrescentada & massa generalizada desacoplada, resultando em uma massa total dada por:

pry2 tan(mry/ x? _]-2) (4.31)
2T /XZ _jZ

A expressao acima pode ser substituida em (4.27), resultando em:

Mtotal =M+

2 -
- oo prly tan(nr,/)(z —12) B (4.32)
K—w"|M+ =0
onde y ¢ dado por:
wlL
=—7 4,33
X ic ( )

Portanto, a solucdo de (4.32) ira fornecer os valores das frequéncias acopladas para um

dado modo j. Os parametros generalizados K e M deste problema s&o definidos por:

. 4 L . 2 . N4
K =EI (J—ﬂ> f ’ [cos (Jﬂ)] dy =EI (]71)3 (4.34)
Ly ) Jo L, 2L,
by jry\|° pL
= uf lsen <—>l dy = =% (4.35)

Substituindo (4.34) e (4.35) em (4.32):

00 [n“;y L prly” tan(aryx? - )] _ 0 (4.36)

3
2L, 2 Jxt=j?

142



que representa a equacdo de freqiiéncias do problema acoplado. Para o caso desacoplado o

segundo termo entre colchetes € nulo, e a solucdo é dada por:

. , El
{Jécuo = (]71.)2 ,uL 4 (437)
y

w

Para o caso acoplado a solucdo envolve maior dificuldade, pois o termo entre colchetes é
funcdo de y, que por sua vez é funcdo de w. Entretanto, pode-se observar uma situacéo

especifica onde y < j. Neste caso a Equacao (4.36) assume a seguinte forma:

£l (m)* ey N psLy® tanh(nr\[j2 — x?)
3

w
ZLy 2 2T /jZ — x2

que indica uma massa generalizada do fluido governada por uma funcéo hiperbdlica.

=0 p/x<j (4.38)

E interessante verificar a variacdo do termo de massa generalizada do fluido da Equacéo

(4.30) em fungéo do parametro y. Esta expressao pode ser representada por:

prL

2
- . 4.39
Mepiqo = 2; fxj,r) (4.39)

fGoim) 0

X

0 1 2 3 4

Figura 4.2 — Variacdo de f(x,j,r) ao longo de y,comr = 1,paraj =1¢e3

A Figura 4.2 ilustra a variagdo de f(x,j,r) ao longo de y, comr =1, paraj =1e3. A

analise deste grafico permite concluir que o comportamento da massa generalizada €
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hiperbolico e sem pontos criticos durante o intervalo em que y < j. Deste ponto em diante
surgem pontos criticos que levam o valor da massa generalizada do fluido ao infinito
(devido a natureza trigonométrica da solucdo). Trata-se de uma conclusdo semelhante a
obtida para as pressdes dindmicas no capitulo anterior. E interessante notar que para

x << j ovalor da fungdo é praticamente constante, tendo valor definido em y = 0.

Os pontos criticos de (4.39) séo obtidos com a investigacéo da fungdo f (x,j, ). Neste caso
correspondem aos valores estabelecidos por (3.59), com r = 1. Este resultado ja era
esperado, tendo em vista que a massa generalizada critica esta diretamente relacionada ao

valor critico de pressdes dinamicas. Entdo:

mn 2
Xerivco = |(37) +42 P/ m=135.. (4.40)

O limite em que y — 0 estabelece:

prLy* tanh(mrj) (4.41)
21 J]

;1_{13 Meyigo =

que indica uma massa generalizada independente de w. Neste caso especifico é possivel
estabelecer valores para a funcdo f(yx,j,r). A Tabela 4.1 ilustra estes resultados, com
r = 1. Pode-se observar que modos mais altos mobilizam uma menor parcela de massa

generalizada do fluido.

Tabela 4.1 — Valores da funcéo f(y, j,r), comr = 1, no limite onde y — 0

J
1 2 3 4 5
tanh(mj)
J

0.9963 0.5000 0.3333 0.2500 0.2000

Por conveniéncia pode-se representar a Equacao (4.36) em funcdo de y. Ent&o:

. 2 .
g1 (m)* _(xme\" | ULy N prLy,* tan(mryx% - j?) _ 0 (4.42)
2L, \ Ly 2 2m [Z—j2
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Também ¢é possivel reescrever esta Ultima expressdo em termos das frequéncias da

cavidade desacoplada e da estrutura no vacuo. Desta forma:

uL

2
vacuo ) - cav.)

| Prly tan(mryy? —j )B ) (4.43)
pr N
onde wvam é definido por (4.37) e w},, = nc/Ly, que corresponde a primeira freqliéncia

transversal da cavidade desacoplada. As solugdes das freqiiéncias acopladas de (4.43)
serdo dadas quando o termo entre chaves for nulo. Portanto:

15‘2 tan(mq/)( —J )
VXt —j?

($1)* - =J1-J2=0 (4.44)

onde foram definidos os seguintes parametros adimensionais: #; = w{Jécuo Jwl, e
#2 = psL,/p. O termo u pode ser reescrito em termos da densidade da estrutura (p;) e de

sua espessura (F), resultando em:

P (4.45)
ps

onde p = ps/ps € + = F/L,.Portanto, as solugbes do problema acoplado sdo definidas

em funcdo de quatro parametros: a frequéncia desacoplada do modo correspondente, a

primeira frequéncia transversal da cavidade, a relacdo entre as densidades do fluido e da

estrutura, e a relacdo entre espessura e altura da estrutura (indice de esbeltez).

Um estudo paramétrico da Equacéo (4.44), com r = 1, é apresentado na Figura 4.3, para o
valor de j = 1. Nestes graficos as curvas representam a funcao /2 associada a um valor de
#2. As solucbes do problema serdo estabelecidas no ponto de encontro destas curvas com
uma reta horizontal de valor constante definida por J1 = (#;)?. Uma reta de valor J1 = 4
encontra-se representada nesta figura, servindo de referéncia para o estudo das solucgdes

acopladas.

A andlise da Figura 4.3 indica que o incremento do termo #, resulta em um distanciamento
da fungdo J2 em relacédo as assintotas verticais. Isto implica em freqiiéncias acopladas com

maior diferenca relativa em relacdo aos valores criticos do problema. O aumento deste
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pardmetro ocorre quando a densidade relativa entre o fluido e a estrutura aumenta, ou
quando a relagdo entre espessura e altura diminui. Assim, é possivel concluir que o
problema analisado ira apresentar frequéncias mais proximas ou mais distantes dos valores
criticos em funcdo destes parametros. Com relacdo a Regido A, pode-se perceber que um
valor constante de #; ird produzir menores solugdes de y de acordo com o aumento de #,.
Ou seja: menores frequéncias acopladas irdo ocorrer quando a densidade do fluido
aumentar, ou quando a estrutura se tornar mais esbelta. Observa-se que uma linha
horizontal arbitraria (J1 = 4, por exemplo) ird fornecer infinitas solugdes, interceptando as

curvas /2 mais de uma vez.

rigidez
adicional I

Yy !
T
Xeritico

Regido B 2 3 X
>

Regido A

y
\

Figura 4.3 — Estudo paramétrico da equacéo de freqiiénciasparaj =1er =1

Uma caracteristica interessante apresentada na Figura 4.3 é a presenca de pontos de
intersecdo das curvas J2, definidos como ponto comum. Estes pontos ocorrem no encontro

com a fungdo (#,)? = x?2. Esta condigdo implica em:

- 2
<w{7écu0> — ( W )2 . w = wj (446)
wl 1 . — “acuo
cav.

wcav.

Portanto, (4.46) indica que os pontos sobre a curva y? apresentam freqiiéncia acoplada
igual a fregliéncia desacoplada da estrutura. Trata-se de um fendbmeno interessante, pois
neste caso a estrutura se comporta como se ndao houvesse a presenca da cavidade. A regido
localizada acima desta curva representa uma zona de freqiiéncias acopladas menores que as

freqliéncias da estrutura no vacuo (massa adicional). A regido abaixo indica exatamente o
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contrario (rigidez adicional). Na Regido A todas as solucdes séo tipicas de massa adicional,
com frequiéncias reduzidas em relacdo a frequéncia da estrutura no vacuo. Deste ponto em
diante o problema ird apresentar caracteristicas da Regido B, podendo ocorrer mais
solugdes com freqliéncias menores (caso onde /1 = 4), ou ter inicio uma série de solucdes
com freqliéncias maiores que a correspondente ao modo no vacuo (caso onde J1 = 1).
Entretanto, este gréafico indica que as freqiiéncias mais altas sempre se fardo presentes,
tendo um inicio retardado dependendo do valor de (#)?. A identificacdo dos pontos

indicados em (4.46) é obtida com a substituicdo de (#;)? = x? em (4.44). Portanto:

b tan(myx® - %) _ (4.47)
s /XZ _j2

Esta ultima expressao apresenta solu¢do dada por:

m/y:—ji=mn p/ m=123.. (4.48)
Portanto:
x=+m2+j2 p/m=123.. (4.49)

Desta forma, pode-se concluir que a expressao acima € independente de #, ,
correspondendo exatamente ao que € observado na Figura 4.3. A solucdo correspondente a

J1 quando a condicao (4.46) é satisfeita é dada por:

Portanto, problemas definidos pela condigdo (4.50) irdo apresentar uma frequéncia
acoplada de valor igual ao da estrutura no vacuo. Solucdes deste tipo irdo ocorrer sempre

na Regido B.

As Figuras 4.4 e 4.5 ilustram, respectivamente, o estudo paramétrico da Equacdo (4.44)
paraj =2ej =3, comr = 1. Deve-se observar que em ambos 0s casos a Regido A é
ampliada até as proximidades de y = j. As observacdes realizadas para j = 1 continuam

validas nestes diagramas.
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| X
Xcritico

1 2 3 4

X

Xcritico

1 2 3 4
Figura 4.5 — Estudo paramétrico da equacdo de freqiiénciasparaj =3er =1

Os abacos apresentados nas figuras anteriores estdo relacionados a cavidades quadradas,
onde r = 1. Os efeitos deste parametro encontram-se associados aos valores criticos
definidos por (3.59). Um aumento deste termo resulta em uma maior quantidade de pontos
criticos, definindo, em um mesmo intervalo, maior quantidade de Regides B. A primeira
ressonancia tambeém ¢é influenciada por este parametro, definindo a extenséo horizontal da
Regido A. Uma diminuicdo no valor de r resulta em um aumento da Regido A e em uma

menor frequéncia de Regibes B.

A Equacdo (4.41) pode ser avaliada para valores de j e r. A Tabela 4.2 ilustra estes
resultados. Observa-se que valores reduzidos de massa generalizada sdo obtidos parar < 1

(cavidades curtas). Entretanto, estes efeitos s&o mais intensos para menores valores de j,
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com pouca influéncia em maiores valores deste termo. Cavidades com r > 1 apresentam

massa generalizada praticamente constante para um dado valor de ;.

Tabela 4.2 — Valores da funcéo f(x,j,r) no limite onde y - 0

J
1 2 3 4 5

r:% 0.6558 0.4586 0.3274 0.2491 0.1998

r=% 0.9172 0.4981 0.3333 0.2500 0.2000

r=1 0.9963 0.5000 0.3333 0.2500 0.2000

Nota: parar = 1 a funcéo pode ser aproximada por 1/j

200

T
Xeritico

0.4 0.8 1.2 1.6
Figura 4.6 — Estudo paramétrico da equacdo de freqiiénciasparaj =1er =2

40

1 2 3 4 5
Figura 4.7 — Estudo paramétrico da equacdo de freqiénciasparaj =1er =1/2
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As Figuras 4.6 e 4.7 ilustram, respectivamente, os efeitos de  nos abacos paramétricos
paraj = 1. A comparagdo com a Figura 4.3 indica uma maior freqiiéncia de Regides B
parar = 2. O oposto ocorre parar = 1/2, com menor frequéncia e regides deste tipo

deslocadas para valores maiores de y.

4.4.1.1 - Solucéo exata da equacdo de freqliéncias

Uma solucdo exata para este problema foi apresentada por Shin e Chargin (1983), que
combinaram as equacOes diferenciais da viga e do campo acustico, com as pressoes
dindmicas associadas a forcas externas na interface, para construcdo de uma equacéo de
freqUéncias. Procedimento semelhante serd apresentado no Capitulo 5. A expressdo

desenvolvida por estes autores é dada por:

. .\ 4

tanh(&; L T

o [ﬂ+pf h(g x)l e <J_) j=123.. (4.51)
a; Ly

onde:

AN (4.52)
o= &) -

A manipulacdo algébrica de (4.36) resulta em uma expressdo idéntica a (4.51). Esta
observacao indica que a equacdo de freqliéncias do método pseudo-acoplado é exata no
Caso 1A com fronteira governada por funcGes senoidais. Portanto, a hipotese de modo de
vibracdo no vacuo idéntico ao modo de vibracdo acoplado é valida neste tipo de problema.

4.4.2 - Caso 3A com fronteira governada por funcdes senoidais

Neste caso, a cavidade apresenta as seguintes condi¢fes de contorno: fronteira movel e
contorno aberto na direcdo longitudinal, e ambos os contornos fechados na direcédo
transversal. A solugdo de pressdes dindmicas é dada pela soma das expressdes (3.74) e

(3.75). Nainterface (¢, = 0) estas equacdes sdo definidas por:

_pfALy tan(mry) [cos(jm) — 1]

PO(O) = ]71_2 ¥

n=0 (4.53)
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2p/AL, i tan[nr,/)(z — nz]
= Jxt-n (4.54)

j[1 — cos(jm)cos(nm)]
B GEED

Pn(o'fy) =

T2

cos(nnfy) n=123..

Assim, a pressao na interface sera representada por:

P(0,&,) = Py(0) + B, (0,&,) (4.55)

e a massa generalizada produzida pelo fluido sera definida por:

_ Ly py(0) Lyp,(0,¢ _ _
Miao = j OA () dy + f %4’()’) dy = Mrigo 1 + Mpigo 2 (4.56)
0 0

Esta dltima expressdo pode ser avaliada com a utilizacdo das propriedades de

ortogonalidade das funcdes seno e cosseno. Entéo, substituindo (4.53) e (4.54) em (4.56):

pry2 ' tan(mry) . [cos(jm) — 1]?

Mfluido 1= 3 X ]2 (457)
o . . 2
Mﬂ . prLyz Z tan(nr\/)(z — nZ) . lj[l — cos(jm)cos(nm)] (4.58)
utao . .
71-3 o /XZ — nz (]2 — nZ)

Tabela 4.3 — Caracteristicas dos termos de massa generalizada do fluido em funcéo de j

modo associado n Mriiao 1 Meniao 2
j par 1,3,5, ... nulo nao-nulo
j impar 2,4,6, ... ndo-nulo nao-nulo

A Equacdo (4.56) indica a presenca de dois termos de massa generalizada. Deve-se
observar que as conclusdes obtidas para as pressdes dinamicas permanecem validas. Ou
seja: quando j for um namero par, a expressdo (4.57) serd nula. Neste caso, (4.58) sera

representada apenas por indices n de valores impares. Quando j for um namero impar, a
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massa generalizada serd composta pelas duas parcelas, com a expressao (4.58) contendo
indices n de valores pares. Estas conclusdes permitem dividir a massa generalizada do

fluido em duas categorias, ilustradas na Tabela 4.3.

E interessante verificar a variacdo do termo de massa generalizada do fluido da Equac&o

(4.56) em funcéo do parametro y. Esta expressao pode ser representada por:

2
= prL . 4,59
Mfluido = fn_?,y f(X!]'rl Tl) ( )

A Figura 4.8 ilustra a variacdo de f(yx,j,r,n) ao longo de y,comr =1, paraj =1e3. A

Figura 4.9 apresenta os resultados obtidos para j = 2 e 4.

150

fQujrm) 0

-150 X

0 1 2 3

Figura 4.8 — Variacdo de f(x,j,7,n) ao longode y,comr = 1,paraj =1e 3

100

f()(,j,r,n) 0

-100 : : X
0 1 2 3

Figura 4.9 — Variacdo de f(x,j,r,n) ao longode y,comr = 1,paraj =2 e 4
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A analise da Figura 4.8 indica ressonancias idénticas para ambos os valores de j. O mesmo
ocorre na Figura 4.9. Nos dois casos 0s pontos criticos sdo definidos por (3.76). Valores
impares de j estdo associados a n = 0,2,4 ... Para valores pares de j apenas os indices n
impares produzem solugbes ndo triviais. Esta observacdo explica a diferenga entre as

ressonancias encontradas nestas duas figuras.

De forma semelhante ao caso anterior, uma equacdo de frequéncias também € definida

neste problema, sendo funcdo dos parametros adimensionais #; € #,. Entéo:

P
($0)* = x° [1 +3 M] =Jj1-J2=0 (4.60)
onde:
2w 2nd _ xYmc
M = oL, Mfigo = m (Mrwidgo 1+ Mriao 2) 5 = ? (4.61)

A expressdo (4.60) apresenta uma configuracdo similar a obtida em (4.44), definindo
propriedades semelhantes, tais como: regifes de massa adicional e rigidez adicional, além
de pontos comuns, onde as freqiiéncias acopladas sdo iguais aos valores associados a
estrutura no vacuo. As principais diferencas em relacdo a uma cavidade totalmente aberta
(Caso 1A) incluem: a presenca da série (que ndo é eliminada de M) e o indice n = 0, que
produz solucdo valida neste tipo de problema. Conforme foi demonstrado em (3.76), 0s
valores criticos deste caso estdo associados apenas a natureza de j (par ou impar). Assim,
os limites das Regides A e B serdo 0s mesmos para valores pares de j, e incluem valores de
n = 1,3,5 ... Valores impares deste parametro resultam em valores criticos que incluem os
indicesn = 0,2,4 ...A Tabela 3.13 ilustra as ressonancias e as configuracfes de pressdes
associadas neste caso. O fenébmeno de ressonancias coincidentes para diferentes valores de
j seré abordado mais adiante e estd relacionado a formagdo de modos compostos, que

incluem a combinacg&o de dois ou mais valores de j.

4.4.3 - Caso 1C com fronteiras governadas por fungdes senoidais

Neste caso, a cavidade apresenta as seguintes condi¢des de contorno: duas fronteiras

moveis na direcdo longitudinal e ambos os contornos abertos na dire¢do transversal. A

153



solucdo de pressdes dindmicas € obtida com o auxilio da Tabela 2.7. Assim, de acordo com

(2.257) a solucdo na interface (¢, = 0) sera definida por:

pr/T = 1 I¢2
P(0.§) = z 7 _ 2
T &=\x*—n sen(rtr\/)(2 — nz)
(4.62)
— o1 sen(nmé,)
tan(mq/)(z —n? ) g
onde y = wL, /mc. Os termos I4; € I, sdo dados por:
Ly nmy Ly nmy
= | oosen(2) dy o= [ #0rsen(TE)ay @69
0 y 0 y

A aplicacdo de funcdes senoidais em (4.63), definidas por (3.54), pode ser realizada de
duas maneiras distintas. A primeira, considerando deslocamentos em fase. Ou seja:
¢, = ¢,. Entéo:

P(0,,) _pfAL, 1 1
e T w72 sen(ar 2 - 7) st
" :
—_— e 1
tan(m" /—XZ _jz )}S n(]TEEY)
Para deslocamentos em oposicédo de fase ¢p; = —¢,. Entdo:
_pfAL, 1 1
P(O, fy)opos. i \/ﬁ \/ﬁ
j sen(nr Xc—] ) (4.65)

1 .
+ tan(m“ /—XZ _].2 )} Sen(]n€Y)

Verifica-se que a série € eliminada nas expressoes (4.64) e (4.65) reduzindo o problema ao
indice n = j. A massa generalizada do fluido relacionada a estrutura na posicdo 1 é

definida por:
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_ Ly p(o,
Mo =f0 %‘M(}’) dy

pryZ 1

+1 1
2n ‘Jgifrjf{sen(nrva;r:77) tan(nrqur:77)}

onde sinal positivo devera ser utilizado para os modos em fase e o sinal negativo para 0s

(4.66)

modos em oposicdo de fase. Esta Ultima expressao pode ser reescrita da seguinte forma:

Qi) (4.67)

Ho, = prl,t 1 +1 — cos(mry/ x% — j?) _ psLy”
e =" | senlariir ) ) 2%

Os pontos criticos de (4.67) séo obtidos com a investigacdo da funcdo f(x,j,r), que pode

ser simplificada para:

FOujr) = 1 { sen(m‘\/)(z—jz) } (4.68)

Jxt=j2 cos(mryx? —j2) £ 1

Valores infinitos de massa generalizada ocorrem quando o denominador do termo entre

chaves se aproxima de zero. Entéo:

my? m=1,35.. fase
- — _ .2 ) ) 4-69
Xecritico (r) tJ {m = 2,4,6.. oposicio de fase (4.69)

Adicionalmente, a funcdo f(x, j, 7) admite os seguintes limites quando y — j:

r  fase
limf(x,j,r) =1 2 (4.70)
x=J +00 oposicao de fase

Portanto, um ponto critico extra é definido para os deslocamentos em oposi¢do de fase,
ocorrendo quando y — j. Esta ressonancia também se faz presente no caso onde Iy, = 0,
indicando as semelhancas existentes entre a solu¢cdo em oposigéo de fase e uma cavidade

fechada em S,. Nesta situacéo especifica, a Equacdo (4.66) fica reduzida a:

_ Ly p(0,¢& prl,? 1 1
Miao = f ©5) $1(y) dy = — L2 (4.71)

0 A 21 /)(2_]'2 tan(n--r /XZ_]Z)
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Um estudo da expressao (4.68) é apresentado nas Figuras 4.10 e 4.11. Verifica-se que as
ressonancias sdo distintas para os modos em fase e oposi¢do de fase, com este Ultimo caso

apresentando uma ressonancia adicional quando y — j.

20

— fase
""" oposicao

fooj,r) o

-20 —F r \ I X
0 1 2 3 a 5

Figura 4.10 — Variacdo de f(yx,j,r) aolongode y,comr =1ej =1

20

—— fase
"""" oposicao

P LT T R —

fQuir) o

20 o b : X
0 1 2 3 4 5

Figura 4.11 — Variacdo de f(yx,j,r) ao longode y,comr =1ej = 2

Uma equacdo de freqiiéncias também é definida neste problema, sendo fungdo dos

parametros adimensionais #; € #,. Entdo:

#)*—x* |1 +% finl=/j1-Jj2=0 (4.72)

onde o parametro f(y, j,7) € dado por (4.68) e w = ymc/L,.
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As principais diferengas desta Gltima expressdo em relagdo ao caso de uma cavidade
totalmente aberta (Caso 1A) incluem: a presenca de solugdes em fase e oposicao de fase, e
a definicdo de dois conjuntos de valores criticos, que para um mesmo j sdo distintos de

acordo com o movimento relativo das paredes moveis.

4.5 - EXEMPLOS DE APLICACAO DO METODO PSEUDO-ACOPLADO

Este item apresenta diversos exemplos onde as equacdes de freqiiéncias anteriormente
desenvolvidas sdo utilizadas para a solucdo e estudo dos valores préprios do problema
acoplado. Valores de referéncia, obtidos em um modelo de elementos finitos, sdo
confrontados com as soluc@es analiticas propostas, estabelecendo os limites de validade do
procedimento simplificado. Esta comparacdo € necessaria, pois a hipotese basica do
Método Pseudo-Acoplado corresponde a deformadas modais da estrutura inalteradas pela
presenca do fluido. Entretanto, numerosos estudos indicam que esta hipotese nem sempre é
valida. Assim, sdo apresentados a seguir exemplos de andlise que permitem a avaliacdo das
limitacOes do procedimento Pseudo-Acoplado.

4.5.1 - Modelo numérico analisado

As andlises em elementos finitos, obtidas com o auxilio do software ANSYS v. 11, foram
conduzidas em uma cavidade bidimensional quadrada, discretizada com quatrocentos
(20 x 20) elementos acusticos planos de quatro nds (Fluid 29). A estrutura foi discretizada
com vinte elementos de viga (Beam 3) em S1, ou em S1 e S2, com condig¢Ges de contorno
relacionadas a uma estrutura bi-apoiada. A Figura 4.12 ilustra a representacao esquematica
da cavidade e da estrutura. As propriedades geometricas e dos materiais envolvidos séo

indicadas na Tabela 4.4.

Tabela 4.4 — Propriedades geométricas e dos materiais utilizados no modelo

fluido estrutura

Densidade (py) 1000 kg/m3 | Mddulo de Elasticidade (E) definido no caso

Velocidade do som (¢)  1500m/s Densidade (py) definido no caso
L, 10m Espessura (F) 1im
L, 10m
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Figura 4.12 — Representacdo esquematica da cavidade (a) e da estrutura (b)

4.5.2 - Andlise 01 (Caso 1A)

Neste caso, considera-se uma cavidade aberta, com uma viga bi-apoiada em S1. A equacéo
de fregliéncias € indicada em (4.44). O méddulo de elasticidade e a densidade sdo definidos

por: E = 2.1 x 10" N/m? e p, = 7800 kg/m3. Os pardmetros #; e #, sio dados por:
9

_ Yyscuo (4.73)
h= L,
1000 x 10
= "~ 128 (4.74)
#2 7800 X 1

Portanto, as equacfes acima indicam que o parametro #, & constante, enquanto o
parametro #; depende de j, que esta associado ao modo de vibracdo da estrutura. Os trés

primeiros modos da estrutura no vacuo apresentam as seguintes frequiéncias:

wl =147.83 rad/s; wi,,, = 591.33 rad/s; w3,.,, = 1330.50 rad/s (4.75)

vacuo — vacuo — vacuo

A primeira freqliéncia transversal da cavidade desacoplada é dada por:

Weay. = TC/L, = 471.24 rad/s (4.76)
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Assim, para os trés primeiros modos o parametro #; assume o0s seguintes valores:
#i = 0.31 (1°modo) ; #Z = 1.25 (2°modo); #7 = 2.82 (3°modo) (4.77)

Os valores indicados em (4.77), em conjunto com (4.74), podem ser aplicados nos abacos
paramétricos das Figuras 4.3 a 4.5, ou utilizados na Equacdo (4.44) para solucdo das

frequiéncias acopladas do problema, que sdo definidas por:

w = ymc/L, (4.78)

Tabela 4.5 — Solucdes analitica e numéricas (Analise 01)

. . . Cavidade d lad
Sistema acoplado (viga + cavidade) av(lmi)deos ii;icé):s; @
Xcritico
modo modo
Wnym érico  Ppseudo —acoplado . . (Eg. 3.59) modo da
modo (rad /s) (rad/s) <;b(y/Ly) analitico numérico ' cavidade
J m
1 123.68 122.52 < ] | 1 1 » I
DN
2 523.34 527.79 / 1 3 '
( |
\/ P
3 570.11 570.20 : . e 2 1 -
N -
-~ P -
4 882.36 881.22 1 . . 2 3
N @
D - -
5 1002.54 1003.74 /
( -
.
/\ > )
6 1162.82 1187.52 / ) I
“ » ’
S e &
7 1207.65 1206.37 /
- e
< »

A Tabela 4.5 ilustra a distribuicdo de pressdes hidrodinamicas, as frequéncias acopladas e
as deformadas da estrutura correspondentes aos sete primeiros modos, obtidas

analiticamente e numericamente. As duas Ultimas colunas do lado direito indicam,
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respectivamente, as freqiiéncias criticas e deformadas modais da cavidade desacoplada.
Uma forma alternativa de representacdo destes resultados é indicada na Tabela 4.6, que
ilustra a diferenca relativa entre as freqiiéncias obtidas analiticamente e numericamente,
assim como as diferencas entre as frequéncias analiticas acopladas e as frequéncias da
cavidade desacoplada (freqliéncias criticas). Esta mesma tabela indica que os modos 1, 2 e
6 ndo apresentam caracteristicas de modos da cavidade (ou modos ressonantes), com
frequiéncias bastante diferentes das relacionadas a cavidade associada. Os demais modos
apresentam certa aproximacdo em relacdo aos valores de freqiiéncias (conforme verificado
na Tabela 4.6) e deformadas modais da cavidade, com configuragdes modais ligeiramente
deslocadas na diregcdo horizontal quando comparadas aos respectivos modos criticos. Os
trés modos mencionados anteriormente possuem freqiiéncias acopladas inferiores aos
respectivos valores da estrutura no vacuo. Assim, pode-se concluir que estas solugcoes estao

localizadas na regido de massa adicional dos abacos paramétricos (acima da curva y?).

Tabela 4.6 — Diferencas relativas entre as freqiiéncias analisadas (%)

*
Xcritico |Xnum érico — Xanal itico | - 100 |Xanal itico — Xecritico | -100

modo Xnum érico Xanal itico

m Xnum érico Kecritico
1 0.26 0.26 - 0.94 -
2 1.11 1.12 - 0.85 -
3 1.21 1.21 1 1 0.02 8.23
4 1.87 1.87 1 3 0.13 3.73
5 2.13 2.13 2 1 0.12 3.32
6 2.47 2.52 - 2.12 -
7 2.56 2.56 2 3 0.11 2.40

“ associado por semelhanca aos modos acoplados do problema

As freqiiéncias dos modos de massa adicional podem ser obtidas de forma aproximada
com a utilizacdo da Tabela 4.1 e da Equacéo (4.41). Assim, as freqiiéncias acopladas serdo

dadas por:

(4.79)




onde o termo Mfluido é indicado na Tabela 4.1 para um dado valor de j. Entdo:

wq = 122.52 rad/s ; w, = 537.21 rad/s ; ws = 1248.78 rad/s (4.80)

que apresentam uma excelente aproximacgdo, respectivamente, com os valores das
freqiiéncias dos modos 1, 2 e 6, indicadas na Tabela 4.5. Deve-se observar que resultados
mais precisos sdo obtidos quando y <« j. Portanto, a solucdo para j =1 (y = 0.26) é
praticamente exata, enquanto a solucdo onde j = 3 (y = 2.65) apresenta um erro relativo

de 7% em relacdo ao valor indicado na Tabela 4.5.

Uma conclusdo importante pode ser estabelecida com os resultados anteriores. Um
determinado modo com caracteristicas nitidas de massa adicional, correspondente a um

dado valor de j, tera valor y; inferior a:

] jmc
X <Jj < T (4.81)
y

Desta Gltima expressdo é possivel concluir que estruturas com freqiiéncias acopladas
superiores ao lado direito de (4.81) ndo irdo produzir modos com caracteristicas nitidas de
massa adicional. Estes limites correspondem as frequéncias da cavidade na direcdo

transversal.

Tabela 4.7 — Possiveis configuracfes para os modos de massa adicional

j  x=02 x=07 x=12 x=17 x=22 X =27

1

'v'
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Os modos de massa adicional representam a primeira configuracdo critica de um dado j
com uma solucdo hiperbolica na direcdo longitudinal. Ou seja: um campo de presses
formado na interface com um decaimento exponencial em dire¢do a x = L,. Quanto mais
proximo x; for de j, maior sera a semelhanca entre este modo e a configuragdo critica
correspondente. A Tabela 4.7 ilustra possiveis configuragdes para os modos de massa
adicional.

Os resultados apresentados anteriormente permitem concluir que os modos poderdo ser
divididos em categorias distintas, de acordo com o valor de y. Caso este parametro seja
menor que j, a solucdo serd representada por funcgdes hiperbolicas, e a resposta estard
contida em um trecho onde ndo existem valores criticos, j& que o primeiro ponto critico
terd sempre valor maior que j. Esta configuracdo representa o modo tipico de massa
adicional (Regido I). Se ¥ = Xcritico » 0 CAMpPO de pressdes ird tender a configuracao critica
(Ponto critico). Para valores de j < ¥ < Xcritico» @ COnfiguragdo do modo serd dada pela
configuracdo do modo critico deslocada para a esquerda (Regido I1). Se ¥ > ¥critico » €5ta
configuragdo sera deslocada para a direita (Regido Ill-a). A Tabela 4.8 ilustra a divisdo

destes dominios paraj = 1 em = 1, onde ¥ ritico = V5/2.

Tabela 4.8 — Divisdo dos dominiosparaj =1em =1

Regido | Regido Il Ponto Critico Regido Ill-a
X <j ] < X < Xcritico Xcritico Xeritico < X < Xzero
x=0.20 X= 1.05 X = Xcritico x =130
) _ > -
hiperbolica trigonométrica o0 trigonométrica

Tabela 4.9 — Divisdo dos dominiosparaj =1em =3

Ponto Zero Regido I11-b Ponto Critico Regido Ill-a
Xzero Xzero < X < Xcritico Xcritico Xeritico < X < Xzero
X = Xzero X = 1.60 X = Xcritico X = 2.10
trigonométrica trigonométrica od trigonométrica
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A Tabela 4.8 permite concluir que os modos acoplados, para um dado valor de j, séo
representaces modificadas de uma configuracao critica correspondente a um dado valor
de m. Esta alteracdo é dependente do valor de y. A Tabela 4.9 ilustra a divisao seguinte,
onde j = 1em = 3, resultando em x.ririco = V13/2. A Regido 11l encontra-se dividida
em duas categorias. A primeira, classificada como “a”, esta contida no limite definido pelo
ponto critico anterior e pelo ponto zero seguinte. A segunda, classificada como “b”, esta
contida no limite definido pelo ponto zero anterior e 0 ponto critico seguinte. O ponto zero
( Xzero ) € 0 ponto que define pressdo nula na interface (¢ = 0). Este ponto ira ocorrer

sempre que a funcdo f; for nula. Desta forma, da Equacéo (3.59) resulta que:

fi = sen [—rn\/)(z —jz] p/ €=0 (4.82)

Portanto, os valores de y,.,, serdo dados por:

k 2
Xzero = (;) +j2 p/ k=123.. (483)

A Regido Il marca o inicio da resposta em termos de func@es trigonométricas. O primeiro
ponto critico define a mudanca de sinal do termo de amplitude f;/q, que passa de negativo
a positivo. Este termo continua positivo até o ponto zero, definindo assim a Regido Ill-a.
Deste ponto em diante a resposta € negativa até o préximo ponto critico, definindo a
Regido Il1-b. No ponto critico ocorre a mudanca de sinal e o ciclo recomeca. A Figura 4.13

ilustra estes dominiosparaj =1er = 1.

Xcritico

Figura 4.13 — Dominios das solugBes paraj =1ler =1

163



4.5.3 - Anédlise 02 (Caso 3A)

Neste caso, considera-se uma cavidade fechada na direcédo transversal e aberta em S2, com

uma viga bi-apoiada em S1. A equacdo de freqiiéncias € indicada em (4.60), onde:
W= (4.84)

O modulo de elasticidade e a densidade sdo definidos por: E = 2.5 x 101 N/m? e

ps = 2000 kg /m3. O parametro #, € dado por:

15‘2 _ 1000 x 10 _ (485)
2000 x 1

Os trés primeiros modos da estrutura no vacuo apresentam as seguintes freqiiéncias:

Wlsuo = 100.73 Tad/s ; Wk, = 40292 rad/s ; wl,, = 906.58 rad/s (4.86)

vacuo —

Os valores correspondentes do parametro 15‘{ séo dados por:
£ =0.21 (1°modo) ; #? = 0.86 (2°modo) ; # = 1.92 (3°modo) (4.87)

A Tabela 4.10 ilustra a distribuicdo de pressbes hidrodindmicas, as freqiiéncias acopladas e
as deformadas da estrutura correspondentes aos sete primeiros modos, obtidas
analiticamente e numericamente. Os modos 1, 2 e 5 apresentam fregiiéncias acopladas
menores que as correspondentes a estrutura no vacuo, indicando caracteristicas de massa
adicional. Os modos 2, 4 e 7 demonstram alguma semelhanca com os modos da cavidade,
com configuragdes deslocadas na dire¢cdo horizontal. Nos demais modos, onde j é um
namero impar, a identificacdo de modos semelhantes aos da cavidade ndo é tdo Obvia.
Solugdes deste tipo incluem valores nulos do indice n. Portanto, os modos 1 e 3 estdo
relacionados ao primeiro modo da cavidade desacoplada (m = 1,n = 0), enquanto 0s
modos 5 e 6 estdo associados ao terceiro modo (m = 3,n = 0). Deve-se observar que 0S
valores y.,riico deste caso sdo independentes de j, sendo uma conseqliéncia direta da

presenca do somatdrio, que ndo €é eliminado neste tipo de problema.
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Tabela 4.10 — Soluc@es analitica e numéricas (Analise 02)

. . . Cavidade desacoplada
Sistema acoplado (viga + cavidade) - >
(modos criticos)
Xcritico
modo Wnym érico  Ppseudo —acoplado qb(y/L )1 modo modo (Eq. 3.76) modo da
(rad/s) (rad/s) Y analitico numérico cavidade
n m
1 43.72 43.68 < ) ’ 0 1 I
| F -
2 255.27 255.10 | 1 1
3 376.02 381.30 | ’ I 0 3 I I
4 614.06 616.38 1 3
- -
' f
5 645.03 642.55 > }
A |
6 832.30 - T - [
»
7 914.20 925.42
Y
! m numérico (acoplado) ; — analitico (vacuo)

Os efeitos do fluido podem modificar as deformadas modais da estrutura em relacdo as
configuraces no vacuo. Esta situagdo pode ser observada nos modos 3, 6 e 7 (conforme
indicado na quarta coluna da Tabela 4.10). O procedimento pseudo-acoplado permanece
valido se uma configuracdo dominante (mobilizacdo semelhante do fluido) for estabelecida
por modos de uma viga simplesmente apoiada (modos 3 e 7, por exemplo). Entretanto, o
sexto modo apresenta uma exce¢do, onde nenhuma deformada dominante é identificada,

impedindo a avaliacdo por meio da equacéo de freqliéncias (limitacdo do método).

Uma representacdo alternativa pode ser dada em termos percentuais, com a diferenca

relativa entre as freqliéncias numérica e analitica. A Tabela 4.11 ilustra estes resultados.
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Tabela 4.11 — Diferencas relativas entre as freqliéncias analisadas (%)

|Xnum érico — Xanal itico | - 100

modo Xnum érico Xanal itico
Xnum érico

1 0.09 0.09 0.09
2 0.54 0.54 0.07
3 0.80 0.81 1.40
4 1.30 131 0.38
5 1.37 1.36 0.38
6 1.77 - -

7 1.94 1.96 1.23

4.5.4 - Anédlise 03 (Caso 1C)

Neste caso, considera-se uma cavidade aberta na direcdo transversal, com duas viga bi-
apoiadas idénticas em S1 e S2. A equacdo de fregliéncias é indicada em (4.72), com
w = ymc/L,. O modulo de elasticidade e a densidade sdo definidos por: E = 2.1 X
10 N/m? e p, = 7800 kg/m?. Os parametros #, e #, permanecem 0s mesmos da

Andlise 01, com valores definidos, respectivamente, por (4.77) e (4.74).

A Tabela 4.12 ilustra a distribuicdo de press6es hidrodindmicas, as freqliéncias acopladas e
as deformadas modais da estrutura correspondentes aos sete primeiros modos, obtidas
analiticamente e numericamente. A Tabela 4.13 ilustra as diferencas relativas entre
frequiéncias analiticas e numéricas. De acordo com (4.69), valores impares de m compdem
configuraces criticas associadas a modos em fase, enquanto valores pares estdo
relacionados a modos em oposi¢do de fase. Os valores de j, por sua vez, definem as
caracteristicas dos deslocamentos da interface. Os modos em fase apresentam relacdo
direta com os modos criticos da cavidade, como pode ser observado no segundo modo, que
estd associado a j = 1 e m = 1. Situacdo semelhante ocorre no quinto modo, relacionado a
j =2em = 1. Nos modos em oposi¢do de fase esta observacdo nédo € tdo clara. Os modos
1, 3 e 7, por exemplo, ndo demonstram, aparentemente, nenhuma semelhanga com as

configuracdes criticas ilustradas na Tabela 4.12.
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Tabela 4.12 — Soluc@es analitica e numéricas (Analise 03)

Sistema acoplado (viga + cavidade + viga)

Cavidade desacoplada
(modos criticos)

modo Wnym érico

(rad/s)
1 121.92
2 125.37
3 522.06
4 523.75
5 524.73
6 741.49
7 979.52

wpseudo —acoplado

(rad/s)

122.12 (0)

125.64 (f)

522.10 (o)

529.03 (o)

530.14 (f)

741.30 (f)

977.45 (o)

P(y/Ly)"

/N
I

AV NAVAV/aVaN

modo modo

analitico numérico

—

Y
-
—

Y
-
—_—

. —
-

Xcritico
(Eq. 4.69) modo da
) cavidade
j m

[EN [EN
N [5S
-—

-
™ -

(f) modos em fase ; (0) modos em oposi¢do de fase

Tabela 4.13 — Diferencas relativas entre as freqliéncias analisadas (%)

modo Xnum érico

1 0.26
2 0.27
3 1.11
4 1.11
5 1.11
6 1.57
7 2.08

Xanal itico

0.26

0.27

1.11

1.12

1.12

1.57

2.07

IXnum érico — Xanal itico I -100

Xnum érico

0.16
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Uma seqiiéncia de valores y pode ser adotada, com o intuito de verificar o comportamento
de modos em fase e em oposicdo de fase em funcdo deste parametro. A Tabela 4.14

apresenta estes resultados parar = 1.

Tabela 4.14 — Variacdo dos modos acoplados em funcgédo de y para r = 1

j=1 j=2
X oposicio fase X oposicao fase
» I
0.5 ’ ‘ ' 1| 15 A
e |
1@ [ . |20 o
pr—
1.2 - . i 21 - «
\ d - P
-
VZ (b) E . Ve T .-‘
2 ' ’ ’ . 2.5 ?
o
»

V5 (c) '0' 0. V8 ()

Pontos com freqliéncias de interesse sdo indicados com as letras a, b e c. Verifica-se em a

uma ressonancia adicional dos modos em oposi¢do de fase, ocorrendo quando y — j. A
analise de configuracOes prévias indica que este modo ressonante corresponde a um
alongamento da configuragdo anterior, com uma fuséo de dois nucleos opostos. Esta
mesma situa¢do ndo ocorre nos modos em fase, que apresentam a primeira ressonancia
apenas em b. Nesta freqiéncia os modos em oposicdo de fase apresentam nucleos
centrados, correspondendo a situagdo de pressdo nula em ambas as interfaces. Deste ponto
em diante, o comportamento destes modos é mais previsivel, com um nucleo central
conservado, seguido de um desenvolvimento de ndcleos na dire¢do longitudinal. A
primeira ressonancia em oposicao de fase surge em c. Neste ponto, a configuracdo dos

modos em fase assume uma posi¢édo centrada. Assim, pode-se concluir que as ressonancias
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dos modos em fase e oposicdo de fase sdo opostas, alternando méximos de uma
configuracdo, com interfaces com pressfes nulas na situacdo oposta. Uma caracteristica
marcante de cada caso consiste na presenca de nucleos centrais nos modos em oposi¢éo de
fase (apds a primeira ressonancia) e a auséncia destes nos modos em fase. De forma
semelhante ao que ocorre na Analise 01, os efeitos do fluido ndo modificam as deformadas

modais associadas a uma viga no vacuo.

4.6 - CONSIDERACOES FINAIS

Um procedimento analitico simplificado para a solucdo das fregiiéncias acopladas de uma
estrutura reticulada com deformadas senoidais associada a cavidades bidimensionais foi
apresentado. Uma equacdo de frequéncias definida por dois parametros adimensionais foi
desenvolvida e &bacos de andlise foram construidos para facilitar a solugdo e interpretacdo
do fendmeno. Os resultados encontrados, com uma Unica excecdo (sexto modo, Tabela

4.10), estdo de acordo com as solucgdes obtidas via Método dos Elementos Finitos.

Observa-se neste capitulo a importancia de uma solucdo analitica, que permite a
investigacdo detalhada dos pardmetros envolvidos na anélise do sistema acoplado. Vale
ressaltar que a Unica simplificacdo adotada neste método é a condi¢do de deslocamentos da
interface idénticos a deformada da estrutura no vacuo. Em um dos casos estudados (Caso
3A, avaliado no Item 4.5.3) o fluido modifica 0 modo correspondente a estrutura no vacuo
para determinadas freqiiéncias do problema. Entretanto, verifica-se que uma deformada

dominante é condicéo suficiente para que o método produza bons resultados.

O procedimento proposto, denominado pseudo-acoplado, representa uma das principais
contribuicdes deste trabalho, com conceitos que podem ser facilmente aplicados a outras
condi¢Bes de contorno da estrutura e da cavidade, incluindo a analise de geometrias
tridimensionais. O Caso 1A, que foi amplamente estudado, define caracteristicas comuns a
todos os casos, que incluem a presenca de regides de rigidez e massa adicional, além de
pontos onde as freqliéncias acopladas sdo idénticas as frequéncias da estrutura no vacuo.
Os abacos paramétricos construidos para este caso ilustram facilmente estas propriedades,

facilitando a compreensdo do fendmeno, além da influéncia dos pardmetros adimensionais

£1 € $2.
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Os modos acoplados apresentam, em todos os casos estudados, relacdo direta com as
ressonancias das solucdes desenvolvidas (valores criticos de y). Nas solucdes onde o
somatdrio é eliminado a identificacdo das configuracdes criticas é facilitada, pois depende
do valor de j, produzindo conjuntos especificos de ressonancias para cada valor deste
parametro. Nos demais casos, ocorrem ressonancias em comum para diferentes valores de
j, sendo resultado direto da presenca do somatoério nas solucBes. A presencga da série esta
diretamente relacionada as solucGes onde os deslocamentos da interface diferem das
deformadas modais da estrutura no vacuo. Portanto, verifica-se que cavidades abertas na
direcdo transversal constituem o problema com menor grau de complexidade. Entretanto,
as conclusOes obtidas para estes casos podem ser extrapoladas para os demais, fornecendo

suporte para a interpretacdo dos resultados.

Embora os exemplos de aplicacdo tenham envolvido apenas trés casos especificos,
solugdes para outros tipos de cavidades e outras condi¢des de contorno da estrutura podem
ser desenvolvidas, resultando em &bacos de interpretacdo do fendmeno acoplado. E
importante salientar que a Unica limitacdo deste procedimento é a necessidade de uma

fungéo de deslocamento imposta na interface.
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5- SOLUCAO ACOPLADA EXATA
5.1 - INTRODUCAO

Um procedimento simplificado para o célculo das frequéncias do problema acoplado foi
apresentado no capitulo anterior. A utilizacdo de deformadas conhecidas na interface
(modos da estrutura desacoplada, por exemplo) foi fundamental para a solucdo do
problema, resultando em uma equacgdo de freqiiéncias de forma explicita. Entretanto, o
conhecimento prévio destas funcbes representa uma das limitacbes deste método. Os
efeitos de acoplamento podem alterar os modos de vibragdo da estrutura no vacuo. Nestes

casos, a solucao sera apenas aproximada, podendo resultar em erros significativos.

Neste capitulo serdo desenvolvidas solugfes analiticas fechadas para o problema de
interacdo entre uma viga e uma cavidade acustica. Os autovalores e autovetores do
problema acoplado serdo estabelecidos. A influéncia do acoplamento nos deslocamentos
da interface sera estudada, permitindo estabelecer uma relacdo entre os modos acoplados e
desacoplados da estrutura. Estes resultados irdo permitir a construcdo de dominios de
validade da solucdo apresentada no capitulo anterior, além de servir de referéncia para

validac@es de solu¢des numéricas.
52 - APRESENTAC}AO E HIPOTESES DO PROBLEMA

O problema analisado, indicado na Figura 5.1, consiste em uma viga de altura H e

espessura F, associada a uma cavidade retangular de dimensdes horizontal L, e vertical L,,.

a
T ] viga
c +
F S4
—
H
S1 cavidade S2 Ly
y
? X S3
b Ll
Ly

Figura 5.1 — Representacao esquematica do problema
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Na Figura 5.1 as condicdes de contorno da estrutura sdo indicadas nos pontos a e b, além
do ponto ¢, de continuidade entre as partes seca e molhada. As condicdes S1 a S4 estdo
relacionadas a cavidade acustica, com S1 representando a interface fluido-estrutura.
Inicialmente estes valores serdo mantidos arbitrarios, com o intuito de generalizar as

solugdes obtidas.

De forma semelhante ao que foi feito no capitulo anterior, neste estudo as pressdes
hidrodinamicas atuantes na interface serdo associadas a forcas externas. Portanto, o
problema se resume a solugédo da equacao diferencial de movimento de uma viga, com uma
parte homogénea associada ao trecho seco (0 < y < L, ) e outra ndo-homogénea associada
ao trecho molhado (L, <y < H). Define-se como u,(y,t) e u,(y,t) os deslocamentos

das partes molhada e seca, respectivamente.

Para os materiais constituintes da estrutura especifica-se rigidez a flexdo EI(y) e massa
especifica p,. Para o fluido adota-se pr e c, indicando, respectivamente, a massa especifica

e a velocidade do som na agua.

5.2.1 - Estratégia de solucdo da cavidade acustica

Solugdes de cavidades acusticas retangulares para diversas condi¢cdes de contorno foram
deduzidas no Capitulo 2. Todas estas solucBes apresentam uma mesma particularidade:
uma constante remanescente E,,, a ser obtida pela aplicacdo da condicdo fluido-estrutura
em S1. Para a solucdo dos problemas que serdo apresentados a seguir, € conveniente
manter esta constante na solucdo de pressdes. Esta estratégia evita o surgimento da funcéo
¢(y), que esté relacionada a deformada da estrutura acoplada. A condicdo fluido-estrutura
sera aplicada quando a solucdo de deslocamentos da viga for estabelecida. Assim, sera
possivel obter a constante remanescente por meio de uma aplicacdo da propriedade de

ortogonalidade das funcdes envolvidas.

5.2.2 - Equacéao de movimento da viga (apenas flexao)

As andlises deste capitulo encontram-se limitadas a vibracdes de vigas esbeltas (hipoteses

validas para F « H), onde os efeitos de cisalhamento nédo séo incluidos nas formulagdes.
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Neste caso, 0 movimento da parte molhada da viga na direcdo transversal, u;(y,t), é

governado por uma equacdo diferencial parcial de quarta ordem, dada por:

a4u1(th) azul(Y;t)
Bl 5=+ pF =

=—p(0,y,t) = —P(0,y)e™™* 0<y<L, (51)

onde p(0, y, t) representa 0 carregamento externo, suposto harménico, que neste problema

esta associado as pressdes hidrodindmicas atuantes na interface (x = 0).

Na parte seca, a equacdo de movimento serd homogénea, pois nenhum carregamento

externo estara presente. Entio:

o*u, (y, t 0%u,(y, t
Bl 2(y )+,05F 2(y )_

2y 0 L,<y<H (5.2)

atZ - y =
Na solugdo do problema de vibragGes livres, é conveniente definir os deslocamentos da
viga como sendo harmonicos de freqiéncia w, de forma semelhante ao que foi feito no
Capitulo 2 para a solu¢do da cavidade. Assim:
w (y,t) = Uy (y)e ™ (5.3)
u, (y,t) = Up(y)e " (5.4)
A introducéo de (5.3) em (5.1) resulta:

EIU{™ (y) = psFw?Uy () = —P(0,y) 0<y<lL, (5.5)

que pode ser simplificada com a introducéo do parametro ¢, dado por:

2
4 Psto (5.6)
El

P

Entao:
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P(0,y)

0" 0) ¢t ) = - — 0<y<L, (5.7)
De forma analoga, a introducdo de (5.4) em (5.2) ira resultar em:
U0 = ', () =0 L, <y<H (5.8)

Assim, o problema fica resumido a duas equaces diferenciais ordinarias. Para a solucéo
de (5.7) serdo necessarias quatro constantes. O mesmo ocorre para (5.8). Portanto, este
problema define um total de oito constantes desconhecidas. Os extremos da vigaem a e b
definem um total de quatro constantes. Adicionalmente, as condi¢Ges de continuidade em ¢
garantem uma compatibilidade de deslocamento, giro, momento fletor e esforco cortante
entre as partes seca e molhada. E evidente que estas equacdes s6 poderdo ser resolvidas
quando as condigdes de contorno da estrutura e do fluido forem definidas.

Apresentam-se a seguir solucdes especificas para algumas das cavidades acusticas

estudadas no Capitulo 2.
5.3- DESENVOLVIMENTO DO CASO 3A

Neste caso a solucdo de P (0, y) é dada pela substituicdo de x = 0 em (2.211). Entdo:

P(0,y) = — z E, tan(\/a_n Lx) cos(k, y) (5.9)
n=0

A substituicdo de (5.9) em (5.7) resulta em:

. ¢ E, tan(/a, L,
TROESAGEDY g{_ )

n=0

cos(k, y) (5.10)

A solucdo geral de (5.10) tem a forma:

U;(») = Ut () + U7 () (5.11)
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onde U} (y) e U} (y) indicam, respectivamente, as solugdes homogénea e particular. Uma

solucéo particular de (5.11) pode ser obtida por meio da seguinte equacao:

V) - 9t (y) = 2 wnga_" 2 cos(icy ) (5.12)

A solugdo de (5.12) pode ser obtida pelo método dos coeficientes a determinar, por

exemplo, resultando em:

V(y) =

E, tan(./an Lx) 1
5.13
I pr Ry cos(k, y) (5.13)

A solucdo particular de (5.10) sera dada pela soma de todas as solugdes possiveis em n.

Entao:
Ul (y) = Z E, cos(k, y) (5.14)
n=0
onde:
o E,tan(Ja, Ly) 1 (5.15)
n EI K — @*

A solucdo homogénea de (5.10) é dada por:

Ulh (y) = cq sen(@y) + ¢, cos(py) + c3 senh(@y) + ¢, cosh(@y) (5.16)

que pode ser simplificada para:

4

Ut6) = 6 ¢ ) (5.17)

j=1

onde ¢; corresponde a base de fungdes da solugdo homogénea, indicada em (5.18), e ¢

representa as constantes associadas.
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¢1 = sen(@y) ; ¢, = cos(y); ¢3 = senh(y); ¢4 = cosh(py) (5.18)

A solucdo completa de (5.10) sera dada por (5.14) e (5.17). Ent&o:

Ui () = Z G )+ Z 05 ) (519)

J=

que representa a solucdo de deslocamentos da parte molhada da viga. Para a parte seca, a

solucdo é imediata, ja que (5.8) define uma equagdo homogénea. Entéo:

4
U, =) d &y @) (5.20)
j=1

onde percebe-se a presenga de mais quatro constantes a determinar.
5.3.1 - Aplicacéo da condicdo de contorno da interface

A condicdo de contorno em S1 estabelece:

dp 0%u; (v, t) P ,
— =—py ———= & — = U 5.21
Entdo, substituindo (2.211) na expressao acima:
> Eu g o506, ¥) = protUy () (5.22)
n=0
gue pode ser reescrita da seguinte forma:
U, = Z = cos(i, ¥) (5.23)

A substituicdo de (5.19) em (5.23) resulta em:
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7 cos(icy y)

i ‘W)*ZF cos (i, ¥) =i
j=1 n=0

(5.24)

Esta equacdo pode ser resolvida com a utilizacdo da propriedade de ortogonalidade da

funcdo cosseno, dada por (2.142). Entdo, multiplicando ambos os lados por cos(k,, y) e

integrando de 0 a L,,, em y, obtém-se:

4 Ly LY
> f & () cos(ien y) dy + F, f [cos (e Y12 d
= 0

= pf — j [cos(k, y)]* d

Definindo:

Ly Ly
I = f cos(iy Y2 dy 5 I, = f ¢, () cos(i, ) dy
0 0

A substituicao de (5.26) em (5.25) resulta em:

Ny

G Inj + Bl =25

~.
||M4>
_

A expressao (5.15) indica que:

F, EI (ki — ¢*)

tan(\/a—n Lx)

que pode ser substituida em (5.27), resultando em:

4

El(c; — ) Jan
Ecjln‘j+FnIn=FnIn >
= tan(‘/an Lx) prw
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A manipulacéo algébrica de (5.29) estabelece:

4

[ELGet — 9" Ja_nl}__
fuln {1 ltan(\/a_n L) prow?]) 29’ oy

j=1

Entao:

4
Fo= ) Gl G,

j=1
onde:

1

; {[El(rc;‘;—w‘*) Van
" [tan((a, L) Pro’

G, =

)

Da expressao (5.6) obtém-se:

,  @*El
w- =
psF

A substituicao de (5.33) em (5.32) resulta em:

1

(kt — ) Jan
I, 1

Pf B
tan(\Ja, L,) e o

G, =

A expresséo (5.6) pode ser representada de forma alternativa por:
. , psF w\2/1\*

== ()

El ~ \w,/ \L,

onde w,, corresponde a uma freqiiéncia base, dada por:
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_EI
psFLy"

Assim, substituindo (5.35) em (5.34) e lembrando que x, = nm/L,:

G, =

e - ] & |,
tan(\/—L) Pr (ﬂ)z

psF Wy
Definindo:
Tic
w = XZ L_ = szclav
y

e operando o termo \/a—n de (5.37):

Gy

1
e -G w=e|
" tan(mq/)(‘* — n2> w(wﬂ)z
b

psF

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

Esta Gltima expressao pode ser simplificada mais uma vez com a introducdo dos seguintes

parametros adimensionais:

- f2 = —pry

-1
Weqy., psF

Q)

Entao:

1

I [$L(nm)* — x*] myx* —n? _1
" tan(mq/)(‘* — nz) 2 x*
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Assim, a expressao inicial dada por (5.32) fica reduzida a (5.41), que é funcdo apenas dos
parametros adimensionais #1, #, r € x, com este ultimo estabelecendo uma relacéo entre a
freqiiéncia acoplada e a primeira freqiiéncia transversal da cavidade. E importante notar

que em (5.38) foi utilizado o fator y?, ao invés de y. A anlise de (5.35) e (5.38) indica

x |1
=L |= 5.42
@ L ’#1 (5.42)

Desta forma, a utilizacio do fator y? elimina a presenca de um radical de y em (5.42),

que:

facilitando a solucdo matematica do problema, que serd estabelecida em funcdo desta

variavel.

Portanto, a solucdo completa da parte molhada, indicada em (5.19), pode ser representada

por:

4

B =) GO+ ) [erhy+ b+ e+l G hG)  (65.43)

j=1 0

onde:

Y, (y) = cos(x, y) (5.44)

Uma representacdo alternativa de (5.43) é dada por:

4 9]
INOEDY [qb,- G+ ) by Gy <y>] 3 (5.45)

j=1 n=0

De forma semelhante, a solucdo da parte seca da viga sera dada por:
4
0,0) =) ) 4 (5.46)
j=1
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5.3.2 - Resumo dos principais parametros

A Tabela 5.1 apresenta o resumo dos principais parametros envolvidos neste caso.

Tabela 5.1 — Resumo da solucdo do Caso 3A

Gn I n In J
1

| et — x*] mxt —n?
" |ltan (nrw/)(‘* - nz) 2 x*

Ly L,
_1} J| eosti I dy [ 79,0 cost, ) dy

Ky Y, ®
T cos(, ) X
Yy Ly #1
n=0,12..

5.3.3 - Aplicacédo a uma viga bi-apoiada com cavidade preenchida

Neste caso sera analisada uma cavidade acustica preenchida (L, = H) associada a uma

viga bi-apoiada. Assim, existira apenas a solucdo da parte em contato com o fluido, U; (y).

As condicOes de contorno da estrutura nos extremos a e b definem os valores dos

momentos (M) e deslocamentos (U;) como sendo nulos. Entéo:

U;(0)=0 ; M()=EIU;(0)=0 em"a" (5.47)

Uy(H)=0 ; MH)=EIU/(H)=0 em"b" (5.48)

Portanto, sdo definidas as quatro condi¢fes de contorno necessarias para a solucdo do

problema (j& que as condigdes de continuidade em ¢ serdo desnecessérias neste exemplo).

A aplicacédo de (5.47) e (5.48) em (5.45) resulta em:

[00]

01(0)—Z[¢1<0) Z /G, Y(O)] = (549)

= n=0

181



4 oo
UL(H) = ) (D) + ) 1y Gy V(D | g = 0 (5.50)
j=1 n=0
4 ©
IHOEDY [¢; O+ ) Ly Gy ¥y <0>] G =0 (5.51)
j=1 n=0
4 oo
UL ) = ) 1y D+ ) 1y Gy Y (D[ 6 = 0 (5.52)
j=1 n=0

Estas equacdes podem ser representadas em notacdo matricial, estabelecendo um sistema

de equacdes lineares. A matriz dos coeficientes serd denominada R e a matriz das

constantes sera definida como C. Entéo:

[:Rij]4><4[cij]4x1 = [0]4x1 (5.53)

onde os termos R;; sdo dados por:

Riit Riz Riz Ryl [a 0
Ry1 Ry Raz Rosl |2 0
= 5.54
R31 R3z R3z Rsa| €3 0 ( )
Ry Raz Ruz Rl 1G4 0
Ry = ¢ (0) + z L Gy Y, (0) (5.55)
n=0
Ry = ¢ (H) + Z L Gy Y, (H) (5.56)
n=0
Rs; = ¢; (0) + Z Ij Gp Yy (0) (5.57)
n=0
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Ry = () + D Ly Gy Yl (D) (558)
n=0

A matriz R do sistema indicado na Equacéo (5.54) deve satisfazer a seguinte condigéo:

det(R) = 0 (5.59)

Assim, serdo obtidas solugfes ndo triviais para o problema. O procedimento envolvido no
calculo de det(R) ndo é uma tarefa simples. Os indices da matriz R envolvem somas
infinitas e o determinante envolve produtos destes termos. Uma alternativa consiste em
fixar o nimero de termos n do somatério. Desta forma, sera possivel obter a equacdo de
freqUéncias do problema, cujas raizes irdo fornecer os valores de y que séo solucdo de
(5.59).

5.3.4 - Exemplo numérico
Como exemplo de andlise sera considerado o sistema apresentado na Figura 4.12. As
mesmas propriedades dos materiais serdo utilizadas, com E = 2.1 x 1011 N/m? e

ps = 7800 kg/m3. A cavidade sera tratada como equivalente ao Caso 3A.

Neste caso especifico os parametros adimensionais #;, #, e r serdo dados por:

wp -
’ﬁl = a)clav = 00318 (560)
L
# ’Z—Fy ~ 1.2821 (5.61)
S
Ly
r=-=1 (5.62)
y

x |1 X
=2 |—-=56077 & (5.63)
v LJ’ \/; Ly
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O sistema de equacOes que define este problema € dado por (5.54). O determinante de R,
obtido com o auxilio do software Maple v. 12 (com aplicacdo do método racional de
calculo), resulta na equacéo de frequéncias. A Figura 5.2 ilustra a varia¢do desta fungédo ao
longo de y. Nesta analise foram utilizados seis termos no somatério (n = 0..5), precisao
numerica de 20 casas decimais e passo Ay = 0.005. As raizes desta funcdo, obtidas no
ponto médio da inversdo de sinal de um dado intervalo, definem as freqiiéncias do

problema, que podem ser obtidas com a aplicacao da Equacéo (5.38).

det(R)

Figura 5.2 — Variacdo do determinante de R ao longo de y

Uma anélise detalhada das raizes de det(R) é apresentada na Tabela 5.2. Sdo indicadas as
freqUéncias analiticas exatas, as solucbes analiticas aproximadas obtidas com o
procedimento do capitulo anterior (pseudo-acoplado) e os valores obtidos em um modelo
numeérico de elementos finitos. O indice j da solucdo analitica aproximada corresponde ao

modo imposto na soluc¢do, dado por:

d(y) = sen <]n—y> (5.64)
Ly

Tabela 5.2 — Tabela comparativa das solucdes de freqiiéncias acopladas (rad/s)

Pseudo-Acoplado

modo Analiticaexata |, . . ) .n . Numérica (MEF)
indice j associado frequéncia
1 98.39 1 98.40 98.34
2 316.15 1 316.59 315.66
3 447.29 2 447.45 446.50
4 624.75 2 624.88 621.32
5 734.79 1 737.52 736.36
6 886.11 2 886.97 888.19
7 955.25 3 949.16 958.50
8 1131.11 3 1131.20 1132.42
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A Tabela 5.2 indica uma excelente aproximacéo entre as solucdes acopladas apresentadas.
Assim, a solucdo analitica aproximada é capaz de reproduzir as freqiiéncias do problema,
indicando o modo correspondente da estrutura. Além disso, pode-se concluir também, que
uma pequena quantidade de termos do somatdrio é suficiente para a obtencdo de bons

resultados na solucédo exata.

A Tabela 5.3 apresenta os resultados de freqliéncias e modos desacoplados da estrutura,

obtidos com (5.64), e da cavidade, obtidos com:

Pon(é:,6,) = cos (rmzrfx) cos(nmé, ) {Zl : 31325 (5.65)

Tabela 5.3 —Freqliéncias e modos desacoplados da estrutura e da cavidade

Estrutura Cavidade

modo | w (rad/s) Deformadamodal | m n w (rad/s) Deformada modal

-

1 147.83 1 0 235.62

3 1330.50 3 0 706.86

2 591.33 2 1 1 526.86

4 3 1 849.54
5 1 2 971.48
6 5 0 1178.10 \ I I
7 3 2 1178.10
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Apos a solugdo de freqliéncias é possivel obter os valores das constantes ¢; (por meio da
solucgéo do sistema linear), que serdo aplicadas em (5.45) para construcdo das deformadas
modais da estrutura. A Tabela 5.4 apresenta os resultados analiticos acoplados e a
configuracdo da deformada estrutural no vacuo (normalizados em y = H /4 para 0s modos

3,4e6,e y = H/2 paraos demais modos).

Tabela 5.4 — Deformadas acopladas e desacopladas da estrutura

modo 1 modo 2 modo 3 modo 4
a"'** ' -~ % . .') .)
(.. (u, .,0‘
e‘ s i s (l (
modo 5 modo 6 modo 7 modo 8
..... B e p)
...'% .) oo ooe** oo®
) : ¢ ¢
...... a ( ‘ :) b)

— acoplada m desacoplada

A Tabela 5.4 indica que até o quarto modo as configuracdes acoplada e desacoplada sdo
praticamente idénticas, o que contribui para a adoc¢do do procedimento analitico
simplificado (pseudo-acoplado), ja que nestes casos adotam-se deformadas acopladas
iguais as respectivas deformadas no vacuo. O quinto e o sétimo modos, entretanto,
mostram que o fluido é capaz de alterar a configuracdo da deformada modal. Mas, apesar
disto, o erro cometido na solugéo analitica aproximada é pouco significativo. A Tabela 5.2
apresenta uma freqliéncia analitica aproximada de 737.52 rad/s para 0 quinto modo,
enquanto a solucéo exata corresponde a 734.79 rad/s. Assim, um erro relativo de apenas

0.4% é encontrado.

As deformadas modais e freqliéncias acopladas exatas permitem a constru¢do dos modos
correspondentes a cavidade associada, que podem ser obtidos com a utilizagéo da Equagéo
(2.223). A Tabela 5.5 ilustra estes resultados. Adicionalmente, sdo apresentados os modos

da cavidade desacoplada relacionados.
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Tabela 5.5 — Tabela comparativa dos modos da estrutura e da cavidade

deformada modo(s) da cavidade
modal modo da cavidade desacoplada relacionado(s)
modo o
da estrutura  acoplada (analitico)
n modo(s)
acoplada

NV RAVAVEAVEAVAVAWV,
AR N R LR

“modos compostos
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Os resultados apresentados na Tabela 5.4 indicam uma excelente aproximagdo entre
solucdes analiticas e numéricas. Estes resultados, em conjunto com os ilustrados nas
Tabelas 5.2 e 5.3, permitem concluir que os modos 1, 3, 7 e 8 desenvolvem caracteristicas
de massa adicional, com freqléncias reduzidas em relacdo aos valores no vacuo. Os
demais apresentam caracteristicas de rigidez adicional. Os modos 1 e 2 estdo relacionados
ao primeiro modo da cavidade desacoplada, enquanto os modos 3 e 4 sdo semelhantes ao
segundo modo da cavidade. O sexto modo acoplado é praticamente idéntico ao quarto
modo da cavidade desacoplada. O quinto e sétimo modos séo especiais por dois motivos:
apresentam deformada modal influenciada pelo fluido e solugdo da cavidade acoplada
envolvendo uma combinacdo de mais de um modo da cavidade desacoplada. Observa-se
também uma relacdo entre a deformada modal e o numero de nucleos na direcéo
transversal da solucdo acoplada. Por exemplo: os modos 3 e 4 apresentam deformadas com
dois nucleos, pois estdo associados a segunda deformada da estrutura. O oitavo modo
acoplado também é composto, mas neste caso a combinacdo é dada pelo sexto e sétimo
modos da cavidade desacoplada, que apresentam mesma frequiéncia. Assim, a configuracéao

da deformada modal correspondente é associado ao nimero de nucleos na diregéo y.

Valores pares de n definem solugdes da cavidade desacoplada simétricas na direcdo
horizontal, ao passo que valores impares definem solucGes anti-simétricas. Portanto, pode-
se induzir que modos simétricos da estrutura estardo associados a valores pares de n, e que
modos anti-simétricos estardo relacionados a valores impares deste parametro. De fato, os
modos 3 e 4, por exemplo, sdo anti-simétricos e estdo relacionados a n = 1. Resultados
semelhantes s&o apresentados na Tabela 3.13, onde os modos da estrutura séo definidos
por sen(jrry/Ly). Para j = par, 0 modo € anti-simétrico e apenas os indices impares do

somatadrio sdo mantidos. O contrario ocorre para j = impar.

A deformada modal da estrutura no quinto modo pode ser explicada pela associagdo dos
modos 3 e 5 da cavidade desacoplada. Como ambos os modos apresentam n = par, 0
modo correspondente da estrutura deverd ser formado por fungdes simétricas na direcéo

horizontal. Assim, pode-se supor para a deformada ¢ (y) a seguinte funcdo:

=L fasen(™) - Bsen(2® 5.66
gb(y)—ml sen(L—>— sen<L—>l (5.66)

y

188



onde A e B sao constantes arbitrarias, que irdo depender da participacdo de cada indice n
no modo da estrutura acoplada. Os resultados do quinto modo indicam forte participagao
do terceiro modo da cavidade desacoplada. Assim, assume-se um maior valor para a
constante A. Graficos de (5.66), com A =0.8 e B =0.2, e da deformada exata s&o
apresentados na Figura 5.3. Observa-se que a funcdo proposta apresenta grande

semelhanca com a solucao acoplada.

{ — proposta
J t
¢ <l> . ' e exata
L}’

[ »
Yy
[ ] —
(3 i - ? Ly

1

Figura 5.3 — Deformada modal do quinto modo e funcdo aproximada

Na verdade, a configuracdo modal € ainda mais complexa, pois deve incluir todos os
indices pares da série, que irdo apresentar participacdo reduzida com o avancgo de n. Caso a
configuracdo seja anti-simétrica, os indices envolvidos serdo impares. No Caso 1A,
desenvolvido no Capitulo 3, o somatdrio da solugdo pseudo-acoplada era eliminado,
restando apenas um Unico indice n = j para representacao das pressdes dinamicas. Assim,
modos acoplados da estrutura eram idénticos aos modos desacoplados. No Caso 3A, este
somatorio ndo € eliminado e passa a fazer parte da solucdo. Assim, a ocorréncia de modos
combinado é possivel. Sempre que isto ocorrer, a deformada modal da estrutura também
sera dada por uma combinacdo de funcdes, resultando em configuracbes que irdo diferir

dos valores no véacuo.
5.4 - DESENVOLVIMENTO DO CASO 2A

Neste caso a solugdo de P (0, y) ¢é dada pela substituicdo de x = 0 em (2.139). Entdo:
P0,y) =— Z E, tan(\/a, L,) cos(x, ¥) (5.67)
n=1
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O desenvolvimento matematico deste caso é semelhante ao apresentado anteriormente,
podendo ser obtido por analogia. Algumas diferencas incluem: o indice n do somatdrio,

que neste caso tem inicio em 1, e o termo k,,, que agora é definido por:

_@n-Dr

Kn 51 (5.68)

y
Portanto, as solugdes das partes molhada e seca serdo dadas, respectivamente, pelas

equacoes (5.69) e (5.70). Os parametros envolvidos nestas formulacdes sdo apresentados
na Tabela 5.5.

4 )
NOEDY [¢,- G+ ) Iy G o (y)] 3 (569
j=1 n=1
4
L) =) &) 4 (5.70)
j=1

5.4.1 - Resumo dos principais parametros

A Tabela 5.6 apresenta o resumo dos principais parametros envolvidos neste caso.

Tabela 5.6 — Resumo da solucdo do Caso 2A

G, I, I
1

I [#7(Am)* — x*] myx* — 72

" | |tan (nr,/)(“ — ﬁz) 2 x*
Kn Y, @

2n—-1Dm ¥ 11

cos(ky ¥) = |
2L, L, |

J

L, L,
_1} J;) [cos (i, y)1* dy J;) &; (y) cos(ic, y) dy

n=123.. fi=02n-1)/2

5.4.2 - Aplicacdo a uma viga engastada-livre com cavidade preenchida

Neste caso sera analisada uma cavidade preenchida (L, = H) associada a uma viga

engastada-livre. Assim, existira apenas a solucdo da parte em contato com o fluido, U; (y).
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As condicdes de contorno da estrutura em a definem valores de deslocamentos (U;) e
rotagbes (U;) como sendo nulos. Em b serdo nulos 0 momento fletor (M) e o esforgo

cortante (V). Entéo:

U;(00=0 ; U (0)=0 em"a" (5.71)

M(H)=EIU;(H)=0 ; 7VH)=EIU, (H)=0 em"b" (5.72)

A aplicacédo de (5.71) e (5.72) em (5.69) resulta em:

4 )
j=1 n=1
4 0
v =) [qs; O+ ) L, G, Yn’<o>] G =0 (5.74)
j=1 n=1

4

[00]

UL ) = ) 1y D+ ) 1y Gy Y (D[ 6 =0 (575)
j=1 n=1
4 )

UF () = ) |6 (D) + ) Iy Gu ¥ ()| g =0 (576)
j=1 n=1

Estas equacdes podem ser representadas em notagcdo matricial, estabelecendo um sistema

de equac0es lineares semelhante ao caso anterior, dado por:
[Rij]4x4[cij]4xl = [0]4x1 (5.77)

Portanto:

Ri1 Rz Riz Rul [a 0

_ 10

= o (5.78)
0



onde os termos R;; sdo dados por:

Rij = ¢;(0) +Zln,j Gn ¥, (0) (5.79)
Ryj = ¢;(0) + i Inj Gn Yo (0) (5.80)
Ry = ¢ (H) + 2 Lnj Gn Yy (H) (5.81)
Ry = ¢; (H)+ Zln,j Gy Yo (H) (5.82)

A matriz R do sistema indicado na Equacéo (5.78) deve satisfazer a seguinte condi¢éo:

det(R) = 0 (5.83)

Esta ultima expressdo define a equacéo caracteristica do problema.

5.4.3 - Exemplo numérico

Como exemplo de andlise serd considerado o sistema apresentado na Figura 4.12. As
mesmas propriedades dos materiais serdo utilizadas, com E =2.1x 101 N/m? e
ps = 7800 kg/m3. A cavidade sera tratada como equivalente ao Caso 2A e a estrutura

tera condicOes de contorno relacionadas a uma viga engastadaem x = 0 e livieem x = H.

Os parametros #,, #2, r € ¢ apresentam valores definidos por (5.60), (5.61), (5.62) e
(5.63).

O determinante de R, obtido com o auxilio do software Maple v. 12, resulta na equacéo de
frequéncias. A Figura 5.4 ilustra a variacdo desta funcdo ao longo de y. Nesta analise
foram utilizados cinco termos no somatoério (n = 1..5), precisdo numérica de 20 casas

decimais e Ay = 0.005.
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det(R)

] Wj T X
02 04 06 O 1

Figura 5.4 — Variacdo do determinante de R ao longo de y

Uma andlise detalhada das raizes de det(R) é apresentada na Tabela 5.7. S&o indicadas as
freqUéncias analiticas exatas, as solu¢fes analiticas aproximadas obtidas com o
procedimento do capitulo anterior (pseudo-acoplado) e os valores obtidos em um modelo
numérico de elementos finitos. O indice aH da solucdo analitica aproximada corresponde

ao modo imposto na solucéo, que é obtido por meio da seguinte equacao transcendental:

cos(aH) = —1/cosh(aH) ; a*= w?ps F/EI (5.84)

que resulta nas fregiiéncias no vacuo de uma viga engastada-livre, com modos dados por

(5.85), sendo necessaria a normalizacdo em y = H.

cos(aH) + cosh(aH)

sen(aH) + senh(aH) [sen(ay) — senh(ay)] (5.85)

¢(y) = cos(ay) — cosh(ay) —

Tabela 5.7 — Tabela comparativa das solucdes de freqiiéncias acopladas (rad/s)

Pseudo-Acoplado

modo Analiticaexata |, . i n . Numérica (MEF)
indice aH associado freqiiéncia

1 46.37 1.875 (1° modo) 46.60 46.29

2 261.10 4.694 (2° modo) 254.52 259.36
3 400.94 4.694 (2° modo) 399.03 399.09
4 720.15 7.855 (3° modo) 717.98 719.05
5 780.62 - - 781.88
6 884.22 7.855 (3° modo) 890.97 869.88
7 1032.98 - - 1035.16
8 1202.94 - - 1237.17
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A Tabela 5.7 indica uma excelente aproximacéo entre as solugdes acopladas apresentadas.
A solucédo analitica aproximada é capaz de reproduzir algumas freqiiéncias do problema,
indicando o modo correspondente da estrutura. Entretanto, a partir do quarto modo torna-se
dificil identificar o modo dominante, pois as equacdes de frequiéncias relacionadas a cada
modo passam a apresentar solugdes semelhantes. A Tabela 5.8 ilustra os resultados obtidos
com este procedimento. Os valores sublinhados indicam as freqiiéncias que foram
utilizadas na Tabela 5.7. Verifica-se que alguns destes valores ndo correspondem a
solucgdes do problema, como a primeira solucéo do 3° modo, por exemplo, que corresponde
a primeira ressonancia da cavidade. Existem também solugdes muito préximas, indicadas
na quarta e quinta linhas da Tabela 5.8. Assim, a correspondéncia com modos acoplados
neste caso é limitada a poucas frequéncias, que estdo associadas aos modos iniciais do

problema.

Tabela 5.8 — Frequéncias acopladas obtidas pelo Método Pseudo-Acoplado (rad/s)

indice aH associado
1.875 (1° modo) 4.694 (2° modo) 7.855 (3° modo) 10.996 (4° modo)

46.60 254.52 331.54 333.01
346.82 399.03 717.98 744.08
765.28 765.48 890.97 998.86
1010.84 1001.60 1025.95 1195.74
1208.61 1217.25 1216.82 1365.93

A Tabela 5.9 apresenta os resultados de freqiiéncias e modos desacoplados da estrutura,

obtidos com (5.84), e da cavidade, obtidos com:

Pun (fx, fy) = cos (Tm;fx) cos <n7‘;Ey > {T:ll : 11”5?”5 (5.86)

A solucdo da cavidade desacoplada apresenta uma série de modos com valores idénticos de
freqUéncias. Portanto, na solugdo acoplada, a presenca de modos compostos sera

inevitavel.

Ap0s a solugdo das frequiéncias € possivel obter os valores das constantes ¢; (por meio da

solucéo do sistema linear), que serdo utilizadas em (5.69) para construcdo das deformadas
modais da estrutura. A Tabela 5.10 apresenta os resultados analiticos acoplados e a

configuragdo da deformada no vacuo.
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Tabela 5.9 —Freqiiéncias e modos desacoplados da estrutura e da cavidade

Estrutura
Modo w (rad/s)  Deformadamodal |Modo m n
1 1 1
1 52.66
2 1 3
3 3 1
2 330.03
4 3 3
5 1 5
3 924.20
6 5 1
7 3 5
4 1810.95
8 5 3

Cavidade
w (rad/s)

333.22

745.09

745.09

999.65

1201.43

1201.43

1373.89

1373.89

Deformada
modal

A Tabela 5.10 indica que até o quarto modo as configuracGes acoplada e desacoplada

(normalizadas em y = H) sdo praticamente idénticas, o que contribui para a ado¢do do

procedimento analitico simplificado (pseudo-acoplado), ja que nestes casos adotam-se

deformadas acopladas iguais as respectivas deformadas no vacuo. O quinto e o oitavo

modos, entretanto, mostram que o fluido é capaz de alterar a configuracdo da deformada

modal, com alteragOes tdo significativas que podem impedir a correlagdo com os modos

desacoplados. O sétimo modo apresenta alteragfes discretas, mas a analise da quarta linha

da Tabela 5.8 mostra que a identificacdo desta freqiéncia torna-se dificil, pois tanto o
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primeiro como o segundo modos apresentam valores muito proximos do obtido com o
terceiro modo no vécuo. Nesta andlise, os primeiros modos, tanto neste caso como no
anterior, sofrem pouca influéncia dos efeitos de acoplamento, com deformadas

praticamente idénticas as configuracBes obtidas no vacuo.

Tabela 5.10 — Deformadas acopladas e desacopladas da estrutura

modo 1 modo 2 modo 3 modo 4

ke 5 % .°-... ..‘-. s .)
.%‘5 o") .0> (....
\ .... "A‘.’ ...'...
f{. 4 Y
modo 5 modo 6 modo 7 modo 8
.o) .o) ...ooo' ‘

. N >

N Y > ois

— acoplada m desacoplada

As deformadas modais e freqliéncias acopladas exatas permitem a constru¢do dos modos
correspondentes a cavidade associada, que podem ser obtidos com a utilizacdo da Equacéo
(2.150). A Tabela 5.11 ilustra estes resultados. Adicionalmente, sdo apresentados os modos

da cavidade desacoplada relacionados.

A andlise dos resultados da Tabela 5.11 indica a presenca de trés modos compostos, sendo
conseqiiéncia da solucéo da cavidade desacoplada, que implica em freqiiéncias iguais para
valores de m e n alternados, tais como 1 e 3, por exemplo. Assim, nestes casos, 0 modo da
cavidade € dado por uma composicao das configuracdes ilustradas na Tabela 5.9. Observa-
se também que modos de ordem superior ao terceiro sdo associados a valores de n maiores
que 1. O sexto modo apresenta uma configuragdo com mdaltiplos nucleos, dificultando a
identificacdo dos modos relacionados. De maneira geral, os modos deste problema séo
mais complexos que os apresentados no Caso 3A, tendo como uma das causas a falta de
simetria das condi¢cdes de contorno da cavidade e da estrutura. Adicionalmente, deve-se

observar a presencga de modos compostos, que dificultam a analise.
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Tabela 5.11 — Tabela comparativa dos modos da estrutura e da cavidade

deformada modo(s) da cavidade
modal modo da cavidade desacoplada relacionado(s)
modo o
da estrutura  acoplada (analitico) modo(s)
acoplada mon

w A d e

2 e
w
w
- -

PMAJAN A S S

L
o

5 1

“modos compostos
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Um estudo de interesse para a aplicacdo em problemas de interagdo barragem-reservatorio
surge quando o comprimento horizontal € muitas vezes maior que o vertical. A Tabela 5.12
ilustra os valores das fregiiéncias e modos da estrutura e cavidade, obtidos analiticamente

com cinco termos no somatorio, associados a uma variagao do parametro r = L, /L,,.

Tabela 5.12 — Frequéncias e modos acoplados em fungéo do parametro r

Modo w (rad/s) Modo da estrutur:: - Modo da Cavidade
1 46.12 \
2 230.32 w
3 242.49 w ‘
4 258.22 w
5 279.56 w .

Os resultados da Tabela 5.12 indicam uma tendéncia ja estudada no Capitulo 3 (Tabelas
3.6 e 3.8). Ou seja: a medida que o comprimento longitudinal aumenta, passam a
predominar os modos longitudinais da cavidade. A conseqliéncia pratica disto é a
associacdo de uma mesma deformada a pequenas variagdes de freqiiéncias na solucdo. No
caso de r = 10, por exemplo, até o quinto modo surge apenas o segundo modo equivalente
a configuracio da estrutura no vacuo. E interessante notar que a primeira freqiiéncia
permanece praticamente inalterada com a variagdo deste pardmetro. Uma explicagdo
simples para a predominancia dos modos longitudinais pode ser dada pela observacéo da

Equacao (5.87), que estabelece as freqliéncias da cavidade desacoplada:
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2
mc |/m\?2 n m=135..
— ») 5.87
“ 2](@) +<L> {n=1,3,5... (5.87)

Assim, como L, > L,, as primeiras freqiéncias da cavidade serdo desenvolvidas com o
incremento de m, com n assumindo um valor unitério. E evidente que quanto maior for o
valor de r, maior serd a sequéncia de modos longitudinais antes do surgimento do primeiro
modo comm = 1 en = 3. O valor limite do desenvolvimento de m para um dado r pode

ser calculado por meio da seguinte expressao:

2

(?)2 +(1)?% < (%) + (3)? (5.88)
Portanto:

m<+8rz+1 (5.89)

Apds o surgimento deste indice, passara a existir o primeiro modo da cavidade desacoplada

comn = 3.

Deve-se observar que, na Tabela 5.12, para r = 10, quatro dos cinco modos estdo
associados ao segundo modo da estrutura no vacuo. Uma explicacdo para este fendmeno
pode ser obtida por meio da comparagdo entre a segunda frequéncia desacoplada da
estrutura, 330.03 rad/s, e as primeiras freqliéncias desacopladas da cavidade, que sdo
iguais a: 236.79, 246.00, 263.43 e 287.61 rad/s. Nota-se que a aproximacdo entre estes
valores e a freqiiéncia no vacuo implica em forte influéncia do segundo modo. Observa-se
também uma pequena diferenca entre estes valores e as frequéncias acopladas, indicando

solugBes proximas as ressonancias.

Outro parametro de interesse € dado por #;, indicado em (5.40). Considerando as
propriedades da cavidade inalteradas e variando o valor da freqiiéncia base, w,, torna-se
possivel avaliar os efeitos das propriedades da estrutura no sistema acoplado. A Tabela

5.13 apresenta os resultados, com r = 1, para uma variacao de #;.
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Tabela 5.13 — Freqiiéncias e modos acoplados em funcao do parametro #

#1 = 0.005 # = 0.010
Modo ) Modo da Modo da w Modo da Modo da
(rad/s) estrutura cavidade | (rad/s) estrutura Cavidade
2 43.83 w 1 89.46 w "
IESE TN
i |
4 258.87 ? 385.05 S
! -
D
5 381.91 541.91 [
- )

Os parametros #; indicados na Tabela 5.13 foram obtidos com a variacdo do médulo de
elasticidade (E). Assim, para #; = 0.005 foi adotado E =5 x 10°Pa, enquanto para
# = 0.010 foi adotado E = 2.1 x 101°Pa. A modificacdo do mddulo de elasticidade
implica em novos valores para as frequéncias da estrutura no vacuo, que séo indicadas na
Tabela 5.14.

Tabela 5.14 —Frequéncias desacopladas da estrutura

£ = 0.005 #; = 0.010
modo w (rad/s) w (rad/s)

1 8.13 16.65

2 50.93 104.37
3 142.61 292.26
4 279.44 572.68

Por meio da anélise das Tabelas 5.13 e 5.14 verifica-se a presenca de quatro modos tipicos

de massa adicional para #; = 0.005. A solucdo com #; = 0.010 apresenta trés modos
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desta categoria. Em ambas as solucdes estes modos ocorrem antes da primeira freqtiéncia
da cavidade desacoplada (333.22 rad/s), surgindo na mesma seqiiéncia dos modos
desacoplados da estrutura. Deve-se observar que esta seqiiéncia de modos é limitada ao
valor da primeira ressonancia da cavidade. Assim, quanto maior for a faixa de freqiiéncias
da estrutura desacoplada neste intervalo, maior sera a quantidade de modos de massa
adicional. No caso especifico da variagdo do modulo de elasticidade verifica-se que a
reducdo deste parametro implica em uma maior faixa de modos. Resultados semelhantes

podem ser obtidos com a variagdo dos outros parametros envolvidos em w,,.

Outra propriedade importante pode ser verificada em cavidades longas com uma sequéncia
de modos antes da primeira ressonancia. A Tabela 5.15 ilustra os resultados para r = 10.
Os trés primeiros modos apresentam freqliéncias praticamente idénticas as apresentadas na
Tabela 5.13. Neste caso, a primeira ressonancia é dada por 236.79 rad/s. Assim, conclui-

se que as solucgdes que antecedem a primeira ressonancia séo independentes de r.

Tabela 5.15 — Frequiéncias e modos acoplados em func¢do dos parametros #; e r

$ =0.005 e r=10

Modo w (rad/s) Modo da estrutura Modo da cavidade
1 7.13 \
2 43.45 w
3 128.82 ?
4 248.22 ?
b,
5 258.38 ?
I
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Assim como no Caso 1A, as freqliéncias acopladas menores que a primeira ressonancia
apresentam perturbagdes localizadas proximas a interface. Entretanto, quando as solugdes
ultrapassam este limite surgem modos caracteristicos da cavidade. Na Tabela 5.15, por
exemplo, 0 quarto e quinto modos sdo representativos deste fendmeno, correspondendo,

respectivamente, a segunda e terceira ressonancias da cavidade.

Uma explicagdo para os resultados semelhantes com diferentes valores do pardmetro r é
dada pela ndo perturbacdo do fluido a partir de uma determinada distancia da interface.
Assim, a cavidade alongada assume pressdo praticamente nula na posi¢cdo correspondente

ao comprimento longitudinal da cavidade curta. A Figura 5.5 esclarece estes comentarios.

cavidade curta

I cavidade longa

Figura 5.5 — Explicacdo do fendmeno de freqiiéncias idénticas independente de r

E importante notar que, & medida que a freqiiéncia acoplada se aproxima da primeira
freqiéncia da cavidade desacoplada, a configuracdo modal tende a assumir as
caracteristicas da primeira ressonancia. Este fenbmeno pode ser observado no segundo
modo da Tabela 5.12. A consequéncia pratica é a perturbacdo da cavidade na distancia
equivalente a cavidade curta. Isto explica as diferencas encontradas entre esta freqiéncia,
230.32 rad/s, e a obtida na Tabela 5.7, 261.10 rad/s. Portanto, atencdo especial deve
ser dada aos modos que apresentam frequéncias préximas a primeira ressonancia. De

maneira geral, este valor serd dado por:

w=—< (1)2 +1 (5.90)

Para cavidades muito longas r — oo e esta ultima expressao se reduz a:
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tc

lm w = T (5.91)

que corresponde a primeira freqiiéncia da cavidade na dire¢do transversal. Esta Gltima
expressdo sera utilizada na solucdo do problema de interacdo barragem-reservatorio, que

sera abordado no proximo item.

5.5- DESENVOLVIMENTO DO CASO 2A COM COMPRIMENTO INFINITO NA
DIRECAO LONGITUDINAL

Para o desenvolvimento deste problema € conveniente reformular a solucdo do Caso 2A
antes da aplicacdo das condi¢Oes de contorno na direcdo longitudinal. Assim, a solucéo na
direcdo transversal sera dada por (2.129). Ent&o:

G(y) = A cos(k, y) (5.92)

onde x é dado por:
_@n-Dn =123 5.93
K, = oL, n=123.. (5.93)

De acordo com a Tabela 2.1, a solucio na direcdo longitudinal correspondente a f = k2

sera dada por:

F(x) =C4 eV anX | C, e~ X (5.94)
onde a constante de separagédo « é definida por:

w? l(Zn -

2
a, =—— ST l n=123.. (5.95)

c? y
A solucdo definida em (5.94) pode ser representada em termos de func¢Bes trigonométricas
(com a utilizacdo das identidades de Euler). Este foi o artificio empregado na solucdo do

Caso 2A. Entao:
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F(x)=C¢C cos(\/a_n x)+D sen(\/a_n x)

p/ a, >0

(5.96)

Entretanto, deve-se observar que a condicdo de contorno de pressdo nula no infinito

impossibilita este tipo de solucdo, j& que o limite de F(x) quando x — oo € indefinido.

Assim:

lim F(x) = 2 p/ a, >0
X —00

(5.97)

Portanto, a,, ndo podera ser um nimero positivo. Outra possibilidade consiste em analisar

a situacdo onde a,, é negativo. Neste caso, a solucdo sera dada por:

F(x) =Cs e_\/a_nx+C4 e\/&_nx

onde &, é definido por:

. 2n—-Drl°  w?
R T 2

O limite de (5.98) quando x — oo implica em:

lim F(x) = Cse VI ® 4 ¢, eV ® = ¢

X—00

Entao:

C4:0

p/ a, <0

p/ a, <0

Portanto, a solucdo na dire¢éo longitudinal serd dada por:

F(x)=C3e_V&nx p/ a<0

(5.98)

(5.99)

(5.100)

(5.101)

(5.102)

que € valida apenas para valores de a < 0, 0 que implica em &, > 0. Assim, a solucdo

completa deste problema sera dada pela combinacao de (5.92) e (5.102). Entdo:
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P(x,y) = Z Ey, e V&Y cos(i, y) (5.103)
n=ny

onde n, é 0 menor inteiro que satisfaz a seguinte relagéo:

(2ng — Dm

>
2L

RS

(5.104)
y

Assim, a solucdo com comprimento infinito na direcdo longitudinal indicada em (5.103)
serd sempre representada por funcdes exponenciais na dire¢do longitudinal. E interessante
notar que as frequéncias do problema irdo obedecer a seguinte relagdo:

2no — Dmc
w<( 0o—1)

o (5.105)

y

onde o lado direito da expressdo é equivalente as freqliéncias na direcdo transversal da
cavidade desacoplada. Para ny = 1 este termo assume valor idéntico ao indicado em
(5.91). Portanto, as frequéncias deste problema que séo inferiores a primeira ressonancia
podem ser simuladas em uma solu¢do do tipo cavidade finita (Caso 2A), ja que ambas as
solugdes serdo representadas por decaimentos exponenciais em direcdo ao limite

longitudinal do reservatdrio.

Neste tipo de solucdo a resposta de pressdes continuara sendo exponencial mesmo apds a
primeira ressonancia da cavidade. Isto ocorre devido a mudanca do indice do somatério n,
em (5.103), que devera obedecer a relacdo (5.104). Assim, solucGes semelhantes as
observadas nos trés primeiros modos da Tabela 5.15 séo esperadas neste tipo de problema.

Neste caso a solugdo de P (0, y) é dada pela substituicdo de x = 0 em (5.103). Entdo:
P(0,y) = Z E, cos(k, y) (5.106)
n=ny

O desenvolvimento matematico deste caso é semelhante aos apresentados anteriormente,

podendo ser obtido por analogia. Substituindo (5.106) em (5.7):

205



UM ) - 9t (y) = - z E, cos(x,y) (5.107)

n=ny

Uma solucéo particular de (5.107) pode ser obtida por meio da seguinte equacéo:

Vi(y) — o*V(y) = - Z E, cos(k, y) (5.108)

n=ny

Assim, a solucdo de (5.108) sera dada por:

viy)=—on_L (n ) (5.109)
y) = EIK;LL_QDA}COSKny :

A solucéo particular de (5.107) sera dada pela soma de todas as solucBes possiveis em n.

Entao:
UL = ) F, cos(iy ) (5.110)
n=no
onde:
E = En 1 5.111

A solucdo homogénea de (5.107) é dada por:

4

Ur(y) = Z ¢ ¢ (v) (5.112)

j=1

onde ¢; corresponde a base de fungdes da solugdo homogénea, indicada em (5.113), e ¢

representa as constantes associadas.

¢1 = sen(@y) ; ¢2 = cos(y); ¢35 = senh(@y) ; ¢4 = cosh(py) (5.113)
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A solucdo completa de (5.107) seré dada por (5.110) e (5.112). Entéo:

4 1)

U0 = 640+ ). Fcos(i, ¥) (5114)

j=1

que representa a solucdo de deslocamentos da parte molhada da viga. Para a parte seca, a
solucdo é imediata, ja que (5.8) define uma equacdo homogénea. Entéo:

4
U,0) = d & ) (5.115)
j=1

5.5.1 - Aplicacéo da condicdo de contorno da interface

A condicdo de contorno em S1 estabelece:

ap 9%uy (y,t) oP ,
= =—p,— . | = U 5.116
Entdo, substituindo (5.103) na expressao acima:
= D Eaa, cos(e,) = pro*Us () (5.117)
n=ny
gue pode ser reescrita da seguinte forma:
- E, /@
U) == Y = cos(e, ¥) (5.118)
— Py @
n=ny
A substituicao de (5.114) em (5.118) resulta em:
4 (o) o) —
ETl an
D g8+ ) Ecoste, ) == > "t cosi, ) (5119)
j=1 n=ng n=ng pf
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Esta equacdo pode ser resolvida com a utilizagdo da propriedade de ortogonalidade da

fungéo cosseno, de forma semelhante aos casos anteriores. Entdo, multiplicando ambos os

lados por cos(x,, y) e integrando de 0 a L,,, em y, obtém-se:

* Ly Ly
D6 [ e coste vy dy + B [ Leoste, 1 dy
=t -0 0

= Pf a)z,f [cos(k, y)]* d

Definindo:

L}’ Ly
L, = f [cos(ic, MIPdy ; I; = j ¢; (y) cos(i, y) dy
0 0

A substituicdo de (5.121) em (5.120) resulta em:

£

Pr w?

Gl + Fy I =— I,

\M*

A expressdo (5.111) indica que:

_En :Fn EI (K:{_<p4)

que pode ser substituida em (5.122), resultando em:

4
El (k* — p*) /&
Ecjln,,-+Fn1n=FnIn (kn — @™) @y

2
=1 Pr@

A manipulagéo algébrica de (5.124) estabelece:

El(c} — o")\/a, -
by 1 - pfw? :_2(3}'171.]

j=1
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Entao:

E, = 24: G In; Gy (5.126)
j=1
onde:
Gp = EI(rch — (/1)4) (5.127)
b { o ppw? \/a—n] }

Esta ultima expressdo pode ser simplificada com a introducédo de (5.33) e (5.35), além da

definicdo de x, = fir/L,, com A = (2n — 1) /2. Entao:

1
[(nn)4 (2
w

"

G, =

)2] — | (5.128)
Jao | -1

Definindo:

W=xX"7—= szcav. (5129)

e operando o termo /&,, de (5.128) :

. [(nn)‘L wb ] P (5.130)

L,
ar )

Esta Ultima expressdo pode ser simplificada mais uma vez com a introducdo dos seguintes

parametros adimensionais:

209



e ¢ T G131
Entéo:
o = 1
o {Ffﬁ(ﬁn>4——x4]7rJﬁ2—-x4] 1} (5.132)
n 7 -
1 2 x

O parametro ¢ é definido por (5.42), e devera ser utilizado na base de func6es indicada em
(5.113).

Portanto, as solugdes das partes molhada e seca serdo dadas, respectivamente, pelas
equacbes (5.133) e (5.134). Os parametros envolvidos nestas formulacBes sdo

apresentados na Tabela 5.16.

4 o
U =) |0+ ) 1y 6 h)| g (5133)
j=1 n=ng
4
1) =) Ho 4 (5.134)
j=1

5.5.2 - Resumo dos principais parametros

A Tabela 5.16 apresenta o resumo dos principais parametros envolvidos neste caso.

Tabela 5.16 — Resumo da solugéo do Caso 2A com L, — oo

Gn In In,j
1 Ly Ly

e =@t [ leostanPay [0 cost, ) ay
" 1 % : :

Kn Y ¢

2n—-1Dm cos(k, ¥) x |1
2L, Ly #1
n=mngny+1,ny+2,.. n=02n—-1)/2

210



Deve-se observar que a Tabela 5.16 apresenta grande semelhanca com os resultados
ilustrados na Tabela 5.6. Na verdade, os Unicos parametros diferentes sdo dados pelos
indices n e por G,. O termo G, apresentado na Tabela 5.6 pode ser reduzido ao
apresentado nesta Ultima tabela. Para isto, basta apenas inverter os termos dos radicais com
a utilizacdo do numero imaginério i, que sera cancelado no numerador e denominador, pois

tanh(ia) = i tanh(a). Entdo:

1

| A -yt vt -yt (5.135)
" tanh(nrw/fi2 —)(4) f2 x*

G, =

Lembrando que:

lim tanh(x) =1 (5.136)

X —00

Assim, assumindo r — oo e substituindo esta Gltima expressdo em (5.135):

1
G, =
. {[[#f(ﬁn)“ — x4 7% - X4l 1} (5.137)
n 4 -
1 15'2 X

indicando uma expressao idéntica a apresentada na Tabela 5.16. Assim, pode-se concluir
que o Caso 2A com r — oo corresponde exatamente a solucdo desenvolvida neste item.
Entretanto, atencdo especial deve ser dada aos indices envolvidos, ja que no Caso 2A a
solugéo tem inicio em n = 1. Para uma cavidade com comprimento infinito o termo no
radical deverad obrigatoriamente ser positivo. Portanto, as duas solugdes serdo idénticas
somente nos casos em que ny = 1. Esta condi¢do implica em freqiiéncia do problema

inferior a primeira ressonancia da cavidade.

5.5.3 - Aplicacédo a uma viga engastada-livre com cavidade preenchida

Neste caso sera analisada uma cavidade preenchida (L, = H) associada a uma viga

engastada-livre. Assim, existird apenas a solugdo da parte em contato com o fluido, U; (y).
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Este problema é semelhante ao desenvolvido no item 5.4.2. Entdo, serd definida uma
matriz 4 X 4, cujo determinante ira estabelecer a equacao caracteristica. Portanto:

Ri1 Rz Rz Ryl [a 0
Ra1 Raz Raz Ragl |C2 0
= 5.138
R31 R3z Rzz Rzq| |C3 0 ( )
Ru1 Raz Raz Ryql L4 0
onde os termos R;; sao dados por:
Ry = ¢;(0) + z L,; G, Y,(0) (5.139)
n=no
Ry = ¢+ ) 1 Gy %,(0) (5.140)
n=ny
Ry = D)+ D Iy Gy Y, () (5.141)
n=ny
Ry = )+ ) Ly G % () (5.142)
n=ny

Onde n, devera satisfazer a relacdo indicada em (5.104).

5.5.4 - Exemplo numérico

Como exemplo de analise sera considerado o sistema apresentado na Tabela 5.15. As
mesmas propriedades dos materiais serdo utilizadas. A cavidade sera tratada como
equivalente ao Caso 2A, com comprimento infinito na direcdo longitudinal, e a estrutura

tera condicOes de contorno relacionadas a uma viga engastadaem x = 0 e livieem x = H.

O determinante de R, obtido com o auxilio do software Maple v. 12, resulta na equacéo de
frequéncias. A Figura 5.6 ilustra a variagédo desta funcdo ao longo de y, para n, = 1. Nesta
analise foram utilizados cinco termos no somatério (n = 1..5), precisdo numérica de 30

casas decimais e Ay = 0.005.
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. faixa limite p/ ny = 1\
N Vd

det(R)

\ X
0.2 0.4 l 0.6 /0.8

Figura 5.6 — Variacdo do determinante de R ao longo de y parany = 1
A faixa limite indicada na Figura 5.6 esta relacionada a primeira ressonancia da cavidade
na direcdo transversal, ja que para n, = 1 a relacao definida em (5.105) estabelece:

ic

w < E (5.105)

Assim, lembrando que w = )(ch/Ly e substituindo esta Gltima expressdo em (5.105):

W <3 (5.106)

Portanto, somente serdo validas as soluces contidas neste limite. Uma andlise detalhada
das raizes de det(R) € apresentada na Tabela 5.17. S8o indicadas as frequéncias analiticas

exatas e as solugdes analiticas aproximadas (pseudo-acoplado).

Tabela 5.17 — Tabela comparativa das solucdes de frequiéncias acopladas (rad/s)

Analitica exata c/ Analitica exata ¢/
i . Pseudo-
Modo comprimento comprimento Acoplado?
infinito® finitoe = 10 P
1 7.13 7.13 7.16
2 43.45 43.45 42.98
3 128.82 128.82 128.80

! faixa de solucdes onde ngy = 1

Os resultados da Tabela 5.17 indicam solucGes idénticas para as cavidades com
comprimentos finito e infinito. Esta concordancia de solucgdes ocorre devido ao fato de n

ter inicio em 1. Adicionalmente, a solucdo aproximada também produz bons resultados,
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apesar das deformadas desacopladas serem utilizados no célculo. Ao contrario dos casos
anteriores, a solucdo pseudo-acoplada apresenta apenas uma solucdo associada a cada

deformada, conforme ilustrado na Figura 5.7.

—— modo 1
B modo?2
-/\- modo 3
eq -~ modo 4
..30‘0000:&.-‘ & : X
0.2 0.4 .6 0.8
“ :

Figura 5.7 — Variacdo da solucdo pseudo-acoplada com ny, = 1 ao longo de y

A anélise da Figura 5.7 indica que até o terceiro modo existem solu¢fes que antecedem a
faixa limite. Deste ponto em diante a solu¢do pseudo-acoplada ndo produz mais solugdes
reais, pois o radical envolvido na formulacdo de G, torna-se negativo. Assim, as equacdes
dos modos subsequientes apresentam a caracteristica de uma assintota vertical na direcdo da

faixa limite.

Para o estudo dos proximos modos serd necessario utilizar um indice superior ao anterior.

Portanto, adota-se ny = 2. As solugdes validas serdo as localizadas entre a faixa limite

anterior (1/1/2) e a préxima faixa limite (y/3/2). A Tabela 5.18 ilustra as solugdes

obtidas. No calculo exato foi utilizada uma variacdo de n = 2..10.

Tabela 5.18 — Tabela comparativa das solugdes de freqiéncias acopladas (rad/s)

Analitica exata ¢/ comprimento

1
Modo infinito Pseudo-Acoplado
4 265.49 268.06
5 441.93 451.30
6 662.53 678.32

! faixa de solucdes onde ng = 2

Mais uma vez observa-se uma boa concordancia entre as solucdes exata e aproximada.
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Uma alternativa para a interpretacdo deste problema com o procedimento pseudo-acoplado
consiste em construir o grafico da parte real da equacdo. Assim, elimina-se a necessidade
de variar o indice ny. A solugdo do modo relacionado estara contida entre duas faixas

limites. A Figura 5.8 esclarece, ilustrando a equacéo do quinto modo do problema.

— modo 5

eq
(real)

T \ X
0.8 \1|2

<!
faixa limite
ng = 2

0.4

4

Figura 5.8 — Variacdo da solucdo pseudo-acoplada ao longo de y (parte real)

Portanto, neste caso, o procedimento pseudo-acoplado produz ndo s6 solucdes satisfatorias,
como também serve de parametro para busca do indice n,. Nota-se também que cada
modo produz uma Unica solucdo. A Tabela 5.19 ilustra as deformadas da estrutura

(normalizadas em y = H).

Tabela 5.19 — Deformadas acopladas e desacopladas da estrutura

modo 1 modo 2 modo 3
< Y l--.. ...
. 8, "
% L ¢
.o .n. ) .
b § b
modo 4 modo 5 modo 6
e
e e e, i -:.
.'., .‘ o2
..“- = i .:o.
L
’.' '..‘ '.o

— acoplada m desacoplada
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A Tabela 5.20 ilustra os resultados das freqiiéncias e modos da estrutura e cavidade,
obtidos com a solugdo exata. A andlise destes resultados indica, para os trés primeiros
modos, configuracOes idénticas as apresentadas na Tabela 5.15. Adicionalmente, observa-
se que ndo existem modos com caracteristicas da cavidade. Os valores das freqliéncias,
quando comparados aos resultados da Tabela 5.14, indicam caracteristicas de massa

adicional, com valores menores que os obtidos para a estrutura no vacuo.

Tabela 5.20 — Frequéncias e modos acoplados (comprimento longitudinal infinito)

#1 = 0.005
Modo w (rad/s) Modo da estrutura Modo da cavidade
1 7.13 \
2 43.45 w
3 128.82 ?
4 265.49 2/{
) 441.93 ?

Esta ultima tabela revela as principais diferencas existentes entre as solucBes com
comprimento finito e infinito na direcdo longitudinal. Até a primeira ressonancia da
cavidade as solugdes sdo idénticas. Entretanto, deste ponto em diante os resultados passam
a diferir. Para a cavidade com comprimento finito passam a surgir modos com
caracteristicas da cavidade, com perturbacGes na interface. Estes modos incluem repeticdes
de modos da estrutura, podendo ser modificados pelo fluido. Para a cavidade com

comprimento infinito as solugdes continuam sendo de natureza exponencial, com um
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decaimento na direcdo longitudinal. Cada modo é associado a uma determinada deformada
da estrutura no vacuo, que pode ser alterada pela presenca do fluido. N&o existe repeticdo
de deformadas. Assim, a quantidade de modos acoplados sera igual a quantidade de modos

da estrutura.

A solucdo de uma cavidade infinita define uma particularidade matematica que ndo pode
ser representada pelo modelo de cavidade finita. Ainda que se adote um valor de r
infinitamente grande, esta ultima solucdo continuara apresentando variacdes dos modos da
cavidade. No modelo infinito estes modos sdo eliminados, pois apenas solugbes que
atendem a condicdo de decaimento exponencial sdo validas. Assim, cria-se uma
incompatibilidade de modelos, pois para um comprimento finito (por maior que seja) irdo
existir soluc@es tipicas da cavidade, enquanto para um comprimento infinito o0 mesmo nao
ird ocorrer. Embora ndo tenham sido apresentadas, solucfes idénticas para o quarto, quinto
e sexto modos poderiam ter sido obtidas com o0 modelo finito caso o indice n fosse tomado

com inicio em 2.

Outro parametro de interesse neste tipo de problema esta relacionado ao fator #,. Como
exemplo, sera considerada uma reducdo da espessura F, mantendo constante o fator #;
(por meio do aumento do médulo de elasticidade). Desta forma torna-se possivel avaliar 0s
efeitos deste pardmetro em uma estrutura com mesmos valores de frequéncias no vacuo.
Assim, adota-se E = 2 x 101°Pa e F = 0.5m. Neste caso #, = 2.56, que corresponde ao
dobro do valor estudado anteriormente. A Tabela 5.21 ilustra os resultados das frequéncias

obtidas para uma cavidade com comprimento infinito na direcdo longitudinal.

Tabela 5.21 — Tabela comparativa das solucdes de frequéncias acopladas (rad/s)

£ =0.005 e #, =256

Analitica exata c/ Analitica exata c/
. . Pseudo-
Modo comprimento comprimento Acoplado?
infinito! finito e r = 10 P
1 6.42 6.42 6.44
2 39.12 39.12 37.75
3 119.75 119.75 116.64

! faixa de solucdes onde ny = 1

Os resultados da Tabela 5.21 indicam solucBGes idénticas para as cavidades com
comprimentos finito e infinito. Nota-se também uma boa concordancia entre as solucgdes

exata e aproximada, mas com uma diferenca maior que a encontrada anteriormente.
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A anélise das deformadas no vacuo e acoplada ilustrada na Tabela 5.22 (normalizadas em
y = H) ajuda a entender o motivo do maior erro encontrado na solucdo aproximada.
Verifica-se que o incremento do pardmetro #, ndo sé aumenta a massa adicional
acrescentada a estrutura, como também modifica de forma mais efetiva a deformada em
relacdo a configuracdo no vacuo. Entretanto, os resultados fornecidos pelo método

aproximado permanecem satisfatorios, com erros relativos inferiores a 4%.

Tabela 5.22 — Deformadas acopladas e desacopladas da estrutura

modo 1 modo 2 modo 3
L ] X ) .
b { ™\

— acoplada m desacoplada

Uma influéncia semelhante é obtida quando a relacdo entre as densidades do fluido e da
estrutura sofre um acréscimo. Considerando, por exemplo, a densidade da estrutura como
ps = 2000kg/m3 e a mesma espessura da analise anterior, obtém-se #, = 10. Para o
modulo de elasticidade adota-se E = 5.13 x 10°Pa, que resulta no mesmo valor do
parametro #; estudado anteriormente, definido freqiéncias no vacuo equivalentes. A
Tabela 5.23 ilustra os resultados das frequéncias obtidas para uma cavidade com

comprimento infinito na direg&o longitudinal.

Tabela 5.23 — Tabela comparativa das solugdes de freqiéncias acopladas (rad/s)

'ﬁl = 0005 € #2 =10

Analitica exata c/ Analitica exata c/

Modo comprimento comprimento AF::S(,)eulggol
infinito" finitoe r = 10 P
1 4.43 4.43 4.47
2 28.25 28.25 24.92
3 92.46 92.46 84.32

! faixa de solucdes onde ny = 1

A andlise dos resultados da Tabela 5.23 indica uma reducdo de freqliéncias ainda maior

que a obtida na Tabela 5.21. A solucdo aproximada comeca a apresentar erros relativos
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maiores que 10%, dando indicios de que a presenga do fluido esta alterando de forma
significativa a deformada da estrutura no vacuo. Verifica-se que o modo fundamental é
preservado, com erro inferior a 1%. A Tabela 5.24 ilustra as deformadas acopladas e

desacopladas (normalizadas em y = H).

Tabela 5.24 — Deformadas acopladas e desacopladas da estrutura

modo 1 modo 2 modo 3

— acoplada m desacoplada

A comparagdo das frequéncias acopladas das Tabelas 5.21 e 5.23 com os resultados
desacoplados indicados na Tabela 5.14 fornece conclusdes importantes sobre os efeitos do
parametro #,. No caso mais critico a freqliéncia acoplada pode corresponder a apenas 55%
do valor da freqiiéncia no vacuo. Portanto, maior influéncia do acoplamento ir4 ocorrer
qguando houver um acréscimo na relacdo entre as densidades do fluido e da estrutura, ou
qguando a relacdo entre o comprimento vertical da cavidade e a espessura da estrutura

aumentar, ou ambos.

5.6 - CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo foram abordadas as solucGes exatas para o problema de interacdo entre uma
estrutura reticulada e uma cavidade acustica bidimensional. A estratégia de solucao
consiste em conservar a constante E,,, construindo a solugdo da equagéo diferencial em
funcdo deste pardmetro. Posteriormente a equacdo € resolvida com a introdugdo da
condicdo fluido-estrutura em S;. O procedimento apresentado é geral e pode ser aplicado
em qualquer um dos casos descritos no Capitulo 2, onde as solugGes j& foram

desenvolvidas, facilitando em grande parte o trabalho matematico.

Um sistema de equac0es lineares pode ser estabelecido com a introducao das condicdes de

contorno da estrutura, podendo ser composto por quatro equacgdes (no caso de uma
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cavidade completamente preenchida) ou oito equacbGes (no caso de uma cavidade
parcialmente preenchida). A solugdo dos autovalores é estabelecida por meio das raizes da
equacéo caracteristica, definida como o determinante da matriz R. Esta solugdo ndo pode
ser obtida analiticamente e necessita de um programa de manipulagédo algébrica. Apds a
obtencdo das freqliéncias podem ser construidas as deformadas modais da estrutura. Estas
fungdes, em conjunto com as freqliéncias, podem ser substituidas nas solu¢@es do Capitulo
2, fornecendo os modos da cavidade acoplada.

Os resultados encontrados indicam que a presenca do fluido pode alterar as deformadas
modais da estrutura no vacuo. Esta modificacdo € prejudicial para a qualidade da solucéao
pseudo-acoplada, tendo em vista que sdo utilizadas as deformadas desacopladas da
estrutura nas formulacdes. Verifica-se que, geralmente, os efeitos sdo pequenos nos modos
iniciais e a solucdo analitica aproximada produz bons resultados. A grande vantagem da
solugdo pseudo-acoplada consiste em produzir um indicativo do modo dominante da
estrutura na solucdo. Assim, ao contrario da solucdo exata, a busca por fregiiéncias
acopladas ¢ realizada apenas para um modo pré-determinado da estrutura. A facilidade de
interpretacdo da formulacdo € um dos grandes atrativos do método, que ndo envolve
determinantes de matrizes na solucdo do problema. Adicionalmente, os termos envolvidos
na matriz R da solucdo exata sdo compostos por séries infinitas, impossibilitando a

construcdo de solugbes sem o truncamento da série.

No caso de problemas com simetria tanto das condi¢des de contorno da estrutura, como da
cavidade, a interpretacdo das solucdes torna-se mais simples. Foi exatamente o que ocorreu
no Caso 3A. Assim, verifica-se que modos simétricos da estrutura irdo produzir modos
simétricos da cavidade. O contrario ocorre para modos anti-simeétricos. A combinacgéo de
modos também é possivel, ja que apenas o Caso 1A tem somatorio eliminado na solucéo

analitica.

Para todos os casos estudados foi possivel perceber que os modos acoplados
correspondentes a cavidade sdo varia¢fes das ressonancias deste sistema, obtidas com a
substituicdo da fronteira vibrante por uma parede rigida. A deformada da estrutura
acompanha a distribuicdo de pressbes da interface, produzindo uma configuragédo
compativel. Quanto mais proxima for a frequéncia acoplada de uma determinada

ressonancia da cavidade, maior serd a dominancia deste modo.
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A andlise dos casos voltados ao problema de interacdo barragem-reservatorio revela
basicamente duas abordagens distintas: cavidades com comprimento finito e infinito na
direcdo longitudinal. No primeiro sistema um paradmetro de grande interesse é dado pela
primeira ressonancia da cavidade desacoplada. Para cavidades muito longas (r — o) este
valor acaba sendo reduzido a freqiiéncia na direcdo transversal. O nimero de modos
acoplados da estrutura que antecedem a primeira ressonancia esta diretamente relacionado
ao fator #;. Para uma mesma cavidade uma diminuicdo neste parametro implica em uma
maior quantidade de modos, que surgem na mesma sequéncia dos modos desacoplados da
estrutura. E interessante notar que todas estas configuragdes sdo tipicas de massa adicional,
com decaimento exponencial na direcdo x. Frequéncias maiores que a primeira ressonancia
surgem com a participacdo de modos da cavidade, com perturbacdes localizadas proximas
a interface (podendo ocorrer a repeticdo de modos da estrutura). Para cavidades com
comprimento infinito os modos sempre se enquadram em solugfes com decaimento
exponencial, sendo conseqiiéncia do desenvolvimento matematico, que impede solucgdes
trigonométricas (por ndo apresentar limite definido quando x — o). Adicionalmente,
observa-se que 0s modos da solugdo com comprimento infinito surgem na mesma
sequéncia dos modos da estrutura, sem repeticdes. Assim, a primeira ressonancia da
cavidade desacoplada define o limite entre solu¢des idénticas nas abordagens com
comprimento finito e infinito. As solugdes desta ultima abordagem, que sdo independentes
de L,, podem ser utilizadas para o célculo da distancia longitudinal onde P =0,
possibilitando a representacdo do problema por meio de uma cavidade finita do Caso 2A.
Esta estratégia permite, por exemplo, a constru¢cdo de modelos numéricos onde o
reservatorio é discretizado com o comprimento minimo necessario para a captura de uma

determinada faixa de modos do problema.

Uma analise adicional do parametro #, revela que duas estruturas equivalentes, com
valores idénticos de frequéncias no vacuo, podem ser submetidas a efeitos mais intensos
produzidos pelo fluido. Na verdade, o incremento deste parametro reduz o valor da
freqiéncia e modifica de forma mais significativa a deformada acoplada em relacdo a
configuracdo correspondente no vacuo. Assim, estruturas mais esbeltas e menos densas em

relacdo ao fluido estdo mais sujeitas aos efeitos de acoplamento.

Na pratica pode surgir o questionamento sobre qual dos dois modelos (cavidade finita ou

infinita) seria 0 mais correto para representacao do sistema barragem-reservatdrio. Sabe-se
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que por maior que seja a extensdo de um reservatdrio, esta ainda terd um comprimento
finito. Por outro lado, a introdugdo de uma fronteira finita onde a pressao € nula também
implica em limitagdes, ja que ndo se sabe a priori o valor deste comprimento. Além disso,
a imposicdo desta condicdo em um reservatorio finito € incompativel com o contorno
apresentado na fronteira, que ndo tera pressdo nula. Adicionalmente, deve-se lembrar que
existem outras incertezas presentes no problema, tais como os efeitos tridimensionais da
geometria e mecanismos dissipativos do reservatorio. Apesar destas limitacGes, pode-se
concluir que as duas abordagens apresentam solucbes idénticas para frequéncias
localizadas abaixo da primeira ressonancia da cavidade. O estudo da resposta dinamica
nesta faixa de frequéncias serd apresentado no préximo capitulo, permitindo avaliar a

contribuicdo destes modos na resposta total do sistema.
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6 - SOLUCOES NO DOMINIO DO TEMPO
6.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo serdo desenvolvidas solugdes no dominio do tempo envolvendo os
conceitos apresentados nos capitulos anteriores. Até este ponto as analises foram
concentradas em vibracdes livres do sistema estrutura-cavidade, determinando as

frequiéncias e modos do problema acoplado.

No procedimento pseudo-acoplado o sistema é representado por uma solucdo em
coordenadas generalizadas, onde as fregiiéncias do problema sdo obtidas com a introdugéo
da deformada desacoplada na equacao de frequiéncias. Este valor, uma vez obtido, permite
o calculo da massa generalizada produzida pelo fluido. Com os pardmetros generalizados
definidos, torna-se possivel a construcdo da equacdo de equilibrio dinamico aproximada do
modo associado. Raciocinio semelhante pode ser utilizado para a solucdo exata obtida no
capitulo anterior, definindo a equacdo de equilibrio dindmico exata para um determinado
modo de vibracdo do sistema. Uma vez determinada, esta expressdo ird possibilitar o
célculo da resposta dinamica para uma excitago arbitraria. E evidente que esta solucio
sera valida apenas para um Unico modo do sistema. Entretanto, o procedimento de
superposicdo modal podera ser aplicado, incluindo os efeitos de modos superiores na
resposta dindmica. Analises numéricas do sistema acoplado serdo conduzidas com o
objetivo de validar as solugcbes obtidas e verificar a influéncia do conjunto de modos na
resposta dindmica. Estudos adicionais sobre a influéncia dos parametros #; e #,, e da
compressibilidade do fluido também serdo realizados, permitindo estabelecer conclusées

gerais sobre as variaveis envolvidas.
A Tabela 6.1 ilustra as principais caracteristicas das solugdes empregadas neste capitulo.

Tabela 6.1 — Principais caracteristicas das solu¢des em vibracéo livre

Método Freqiiéncias  Deformadas da Estrutura’® Parametros Generalizados
Pseudo-Acoplado Aproximadas  Inalteradas pelo fluido Aproximados'
Exato Exatas Alteradas pelo fluido Exatos

Y A qualidade dos resultados é tanto maior, quanto mais discreta for a alteragdo das deformadas
modais da estrutura produzida pelo fluido. > Quando comparadas as configuragdes modais no vacuo.
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6.2 - RESPOSTA ESTRUTURAL PARA VIBRACOES LIVRES

No caso das estruturas estudadas nos capitulos anteriores torna-se necessaria a verificacdo
da influéncia de determinadas variaveis na resposta dindmica. Assim, serdo conduzidas
quatro analises do Caso 2A com comprimento L, — oo. Diferentes parametros #; e #
serdo estudados, em exemplos onde o fluido podera ser tratado como compressivel ou
incompressivel. O principal objetivo deste estudo é a determinacdo dos parédmetros

generalizados em vibracgdo livre, que serdo em seguida aplicados a equacao de equilibrio

dindmico do sistema em vibracao forcada.

Em todas as analises adota-se uma cavidade com comprimento longitudinal infinito
preenchida por agua, em contato com uma viga engastada-livre que podera ser

caracterizada por dois materiais distintos. As propriedades geométricas e dos materiais séo

definidas na Tabela 6.2.

Tabela 6.2 — Propriedades geométricas e dos materiais

H 10m
F 1m
Estrutura 1
E| 1x101Pa
ps | 7800 kg/m3
10m
0.70m
Estrutura 2
7 x 1019Pq
ps | 2690 kg/m?3

Fluido
(Agua)

L, o0
L, 10m

¢ | 1500 m/s
pr | 1000 kg/m3

" para os casos onde o fluido é incompressivel ¢ — oo (adotado: 10° m/s)

As propriedades ilustradas na Tabela 6.2 garantem freqiiéncias no vacuo praticamente

idénticas para as estruturas 1 e 2, que sdo apresentadas na Tabela 6.3.

Tabela 6.3 —Freqliéncias desacopladas das estruturas 1 e 2

1

2
3
4

Estrutural Estrutura 2
modo w (rad/s) w (rad/s)

36.34
227.74
637.76

1249.68

36.24

227.13
636.02
1246.28
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Um resumo das estruturas associadas a cavidade, das consideragdes da compressibilidade
do fluido, e dos valores dos parametros #; e #,, em funcdo das analises realizadas ¢

apresentado na Tabela 6.4.

Tabela 6.4 — Resumo das analises realizadas

Analise 1 Analise 2 Analise 3 Analise 4
estrutura 1 1 2 2
fluido incompressivel compressivel incompressivel compressivel
1 0 0.022 0 0.022
#2 5.311 5.311 1.282 1.282

A escolha de duas estruturas distintas resulta em diferentes valores do parametro #,.
Adicionalmente, a consideracdo da compressibilidade do fluido produz o mesmo valor do
parametro #;, tanto para a Estrutura 1, como para a Estrutura 2. Para um fluido
incompressivel o valor deste parametro tende a zero. Assim, as quatro analises
desenvolvidas permitem avaliar as seguintes caracteristicas: (1) efeito da
compressibilidade do fluido em um mesmo tipo de estrutura, o que equivale a uma
verificacdo da influéncia de #; para #, constante; (2) efeito da relacdo entre as massas da
estrutura e do fluido na interface, indicando a influéncia do pardmetro #, quando #; é

mantido constante em fluidos compressiveis e incompressiveis.

Os parametros generalizados da estrutura desacoplada e do sistema acoplado em vibragao
livre, das analises indicadas na Tabela 6.4, sdo desenvolvidos nos itens a seguir.

6.2.1 - Parametros generalizados da estrutura desacoplada

A deformadas exatas dos dois primeiros modos para uma viga engastada-livre sdo

definidas, respectivamente, pelas Equagdes (6.1) e (6.2).

b1 (%) - %cosh (1.875 %) —% cos (1.875 %) — 0.367 senh (1.875 Z)
6.1)
+0.367 sen (1.875 %)
b, (%) = %cos (4.694 %) —% cosh (4.695 %) —0.509 sen (4.694 Z) 62
+0.509 senh (4.694 %)
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Os parametros generalizados M e K, relacionados & extremidade livre da viga, podem ser

obtidos com as Equac0es (4.11) e (4.12). A Tabela 6.5 indica estes resultados.

Tabela 6.5 — Parametros generalizados da estrutura desacoplada

Modo Parametro  Estrutural Estrutura 2

; M (Ns?/m) 047 x10* 1.95x 10*
1° modo
K(N/m) 6.18x10° 2.58x 107

; M (Ns?/m) 047 x10* 1.95x 10*
2° modo
K(N/m) 243x10%® 1.01x10°

Os parametros indicados na Tabela 6.5 permitem a construcdo das equaces de movimento
em vibracdo livre relacionadas a cada um dos modos indicados. De maneira geral, para um

dado modo j:

MX®)+Kx® =0 (6.3)

6.2.2 - FreqUéncias e modos das Analises 1 e 2
A solucdo das frequéncias e modos acoplados pode ser obtida: com a utilizacdo do
procedimento pseudo-acoplado, ou com a aplicacdo da solucdo exata apresentada no

capitulo anterior. As Tabelas 6.6 e 6.7 ilustram estes resultados.

Tabela 6.6 —Solucgdes de freqliéncias (rad/s) e modos acoplados (Analise 1)

Modo Analitica Pseudo Modo da Modo da cavidade
exata Acoplado estrutura
1 24,16 24.30
2 149.93 138.77

3 477.66 454.89

NV
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Tabela 6.7 —Solucdes de frequéncias (rad/s) e modos acoplados (Anélise 2)

Modo Analitica  Pseudo Modo da Modo da cavidade
exata Acoplado estrutura

1 24.14 24.28

2 144.35 131.78

3 518.84 494.43

NS S

" obtido com ny = 2

A solucdo da Analise 2 (fluido compressivel) apresenta o terceiro modo obtido com
ny = 2. Neste caso, a frequéncia calculada é maior que a primeira ressonancia da cavidade
(235.62 rad/s ), o que justifica a utilizacdo deste indice. Na Analise 1 (fluido
incompressivel) esta condicdo ndo é observada, jA& que a consideracdo de um fluido

incompressivel leva a primeira ressonancia a um valor infinito.

A solucgdo analitica aproximada indica frequéncias do modo fundamental praticamente
idénticas as obtidas com a solucdo exata. Nos demais modos um erro relativo é observado.
As deformadas acopladas dos modos superiores sdo alteradas pela presenca do fluido,
modificando suas configuracdes em relacdo as deformadas da estrutura no vacuo. As

Tabelas 6.8 e 6.9 ilustram estes resultados (normalizados em y = H).

Tabela 6.8 — Deformadas acopladas e desacopladas da estrutura (Analise 1)

modo 1 modo 2 modo 3

™ "o...
oo,
o0,

— acoplada m desacoplada
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Tabela 6.9 — Deformadas acopladas e desacopladas da estrutura (Anélise 2)

modo 1 modo 2 modo 3

— acoplada m desacoplada

Observa-se que a modificacdo das deformadas modais da estrutura ocorre tanto na analise
compressivel, como na incompressivel. Uma comparacdo entre as duas configuracdes
acopladas, para um dado modo, permite avaliar a importancia dos efeitos de
compressibilidade do fluido na deformada estrutural acoplada. A Figura 6.1 ilustra os

resultados obtidos para o segundo modo, onde é possivel notar que alteracdes de pequena

importancia ocorrem com a consideracao desta hipotese.

—— andlise 1 (incompressivel)
- - - andlise 2 (compressivel)
...... vacuo

Figura 6.1 — Deformada estrutural acoplada (2° modo, influéncia de c)

6.2.3 - Parametros generalizados das Analises 1 e 2

O calculo dos parametros generalizados pode ser desenvolvido: com as deformadas
desacopladas (solugdo aproximada), o que facilita em grande parte o trabalho matematico
(ja que a solucgéo exata dos deslocamentos € composta por uma série infinita, que deve ser

truncada), ou com a deformada acoplada exata (solugcdo exata). No caso acoplado surge o

termo de massa generalizada do fluido, dado por:
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Ly P(0,y)

Fpiao = | == 40D dy (6.4
0
Assim, a massa generalizada total do sistema sera definida por:
_ o i b P(0,y)
Feoat =T+ Fpiao = | 49O dy + [ —Zpmdy (69
0 0

A Tabela 6.10 ilustra os parametros generalizados obtidos com as solucGes aproximada e
exata, para as Analises 1 e 2. Para o primeiro modo sdo observados valores muito
préximos em ambas as analises, tanto para a solu¢do aproximada, como para a solucao
exata. Estes resultados sdo facilmente explicados com as frequiéncias das Tabelas 6.6 € 6.7,
e com as deformadas das Tabelas 6.8 e 6.9. Tanto as frequéncias, como as deformadas, sdo
praticamente idénticas, independente do método de solucdo e da consideracdo de
compressibilidade do fluido. E interessante notar que este fendmeno ndo ocorre no
segundo modo, onde a solucdo aproximada produz parametros muito diferentes dos
observados na solucdo exata. Adicionalmente, a hipoGtese de fluido compressivel produz

uma pequena reducdo (em torno de 4%) na freqiiéncia acoplada deste modo.

Tabela 6.10 — Pardmetros generalizados da estrutura acoplada (Anélises 1 e 2)

Analise 1 Analise 2
Modo Parametro
aproximada exata aproximada exata

M (Ns?/m) 0.47 x 10*  0.48 x 10* | 0.47 x 10* 0.48 x 10*

1° modo K (N/m) 6.18 x 10° 6.36%x 10° | 6.18 x 10° 6.36 x 10°
Miyiao (Ns*/m) | 058 x10* 0.61x 10* | 0.59 x 10*  0.61 x 10*

M (Ns?/m) 0.47 x 10* 0.28 x 10* | 0.47 x 10* 0.27 x 10*

2° modo K (N/m) 243x10% 1.17x10% | 243 x10® 1.06 x 108
Miiao (Ns*/m) | 0.80 x 10*  0.26 x 10* | 0.94 x 10*  0.26 x 10*

Quando os resultados do primeiro modo da Tabela 6.10 sdo comparados aos da Tabela 6.5
(Estrutura 1, desacoplada), verifica-se que os parametros generalizados de massa e rigidez
permanecem praticamente inalterados, sendo consequéncia direta da deformada acoplada
deste modo, que é semelhante a deformada da estrutura no vacuo. Para o segundo modo
acoplado, estes parametros generalizados séo alterados de forma significativa.
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Para solucdes acopladas, a equacgdo de movimento de um dado modo j é definida por:
[IVI'} + (Mfluido )]] X(t) + I?jX(t) =0 (66)

Os parametros generalizados presentes em (6.6) sdo funcéo da deformada modal acoplada.
Adicionalmente, o termo de massa generalizada produzido pelo fluido também é funcéo da

frequéncia de vibragéo (w).

Os resultados da Tabela 6.10 indicam que a equacdo de movimento do modo fundamental,
praticamente exata, pode ser obtida com a aplicagédo do procedimento pseudo-acoplado
(solucdo aproximada). A vantagem, neste caso, é a utilizacdo de funcdes simplificadas
(correspondentes aos modos desacoplados da estrutura) para o célculo dos parametros
generalizados e freqliéncias acopladas. De maneira geral, o tempo de processamento
computacional envolvido na solugdo com estas equacdes é reduzido em relagdo ao célculo

exato.
6.2.4 - Frequéncias e modos das Analises 3 e 4

As Tabelas 6.11 e 6.12 ilustram os resultados das Andlises 3 e 4, obtidos com o

procedimento pseudo-acoplado e com a solucdo exata.

Tabela 6.11 —Solugdes de freqliéncias (rad/s) e modos acoplados (Analise 3)

Analitica Pseudo Modo da

HEee exata Acoplado estrutura MIEEE 0E EHAERE
1 31.87 31.93
2 194.63 192.12

3 579.16 574.89

VN4
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Tabela 6.12 —Solugdes de freqliéncias (rad/s) e modos acoplados (Anélise 4)

Modo Analitica  Pseudo Modo da Modo da cavidade
exata Acoplado estrutura
1 31.85 31.91
2 184.67 180.38

3 589.44 585.42

" obtido com ny = 2

A solucdo analitica aproximada indica frequéncias do modo fundamental praticamente
idénticas as obtidas com a solugdo exata. Nos demais modos um erro relativo é observado.
As deformadas acopladas dos modos superiores sdo alteradas pela presenca do fluido,
modificando suas configuracdes em relacdo as deformadas da estrutura no vacuo. As

Tabelas 6.13 e 6.14 ilustram estes resultados (normalizados em y = H).

Tabela 6.13 — Deformadas acopladas e desacopladas da estrutura (Analise 3)

modo 1 modo 2 modo 3

. . . e, """’a e,
. ” \0\:\.\. . - .1..
\.\ \ .) o »*

. \ D

N ) set?
N\ P (
A & oy

— acoplada m desacoplada

Tabela 6.14 — Deformadas acopladas e desacopladas da estrutura (Anélise 4)

modo 1 modo 2 modo 3
\.\‘ *i._’\' . . ;u.“. e
s - \.‘:'0. ) ’
Y . \\ ) v’ ot
) ) o
‘. / Fod
% {‘,. (:
'. & e,

— acoplada m desacoplada
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Os resultados destas duas andlises, quando comparados aos obtidos anteriormente
(Andlises 3 e 4), indicam uma menor participacdo dos efeitos do fluido, incluindo menor
reducdo de freqiiéncias acopladas (em relacdo aos respectivos valores no vacuo) e menor

alteracdo da configuracdo modal em relacdo ao modo estrutural desacoplado.

A Figura 6.2 ilustra a deformada do segundo modo, relativa as Analises 2 e 4. Observa-se

uma maior influéncia do fluido no primeiro caso estudado, onde o pardmetro #, € maior.

—— andlise 4 (compressivel)
- - - analise 2 (compressivel)
vacuo

Figura 6.2 — Deformada estrutural acoplada (2° modo, influéncia de #,)

6.2.5 - Parametros generalizados das Analises 3 e 4

A Tabela 6.15 ilustra os parametros generalizados obtidos com as solucBes aproximada e

exata, para as Analises 3 e 4.

Tabela 6.15 — Parametros generalizados da estrutura acoplada (Analises 3 e 4)

Anadlise 3 Analise 4
Modo Parametro
aproximada exata aproximada exata

M (Ns?/m) | 1.95x10* 1.98x10* | 1.95x 10* 1.97 x 10*

1° modo K (N/m) 2.58x 107 2.60x 107 | 2.58x 107  2.60 x 107
Miyiao (Ns*/m) | 058 x10* 059 x 10* | 0.59 x 10*  0.60 x 10*

M (Ns?/m) 1.95x 10* 1.46x10* | 1.95x10* 1.32 x 10*

2° modo K (N/m) 1.01x 10° 7.27x10% | 1.01x 10° 6.33 x 10°
Mpiao (Ns*/m) | 0.80 x 10*  0.48 x 10* | 1.17 x 10*  0.56 x 10*
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Os resultados apresentados na Tabela 6.15 indicam, de forma semelhante ao que ocorre nas
Anélises 1 e 2, solucbes semelhantes para 0 modo fundamental, independente do método
utilizado e da consideracdo de compressibilidade do fluido. Mais uma vez estes resultados
sdo justificados pela deformada acoplada deste modo, que permanece praticamente
inalterada quando comparada a deformada da estrutura no vacuo. O segundo modo, por
sua vez, tem seus parametros de massa e rigidez generalizados alterados de forma
significativa quando comparados aos valores da estrutura desacoplada (Tabela 6.5,
Estrutura 2). Os efeitos de compressibilidade do fluido produzem alteragdes discretas neste

modo, conforme indicado na Figura 6.3.

—— andlise 3 (incompressivel)
- - - analise 4 (compressivel)
llllll vécuo

Figura 6.3 — Deformada estrutural acoplada (2° modo, influéncia de c)

6.2.6 - Comentarios gerais sobre as analises apresentadas

Os resultados obtidos nas Andlises 1 a 4 permitem estabelecer conclusdes importantes
sobre as varidveis estudadas. Pode-se perceber, por exemplo, que o parametro #, exerce
grande influéncia nos valores de frequéncias e deformadas modais. Nas analises
apresentadas, as estruturas 1 e 2 possuem frequéncias no vacuo equivalentes. Entretanto, a
reducdo de freqliéncias apresenta maior magnitude nas Analises 1 e 2, que possuem maior
valor do parametro #,. Este termo também esta relacionado a modifica¢bes na deformada
da estrutura acoplada, quando comparada a respectiva configuracdo no vacuo. A Figura 6.2
ilustra este fenémeno, indicando efeitos mais intensos para a Analise 2, que possui maior

valor deste parametro.

Alteragbes de freqiiéncias e deformadas modais, nos modos iniciais, devido a

compressibilidade do fluido, sdo discretas. De maneira geral, modos com freqiiéncias
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proximas a primeira ressonancia da cavidade recebem maior influéncia deste pardmetro.
No modo fundamental, por exemplo, a influéncia desta varidvel é praticamente nula,
produzindo freqiéncias equivalentes nas solucGes compressivel e incompressivel. No
segundo modo, pequenas alteracbes sdo percebidas, relacionadas a uma reducdo de
freqiiéncias (em torno de 5%) devido a compressibilidade do fluido. Para este mesmo
modo, alteragcbes de maior importancia na deformada modal sdo observadas entre as
Anélises 3 e 4 (Figura 6.3), quando comparadas as diferencas obtidas entre as Analises 1 e
2 (Figura 6.1). Estes resultados sdo justificados pela maior proximidade da frequéncia
acoplada da Anélise 4 (184.67 rad/s) em relagdo a primeira ressonancia da cavidade
(235.62 rad/s). Observa-se que a compressibilidade do fluido modifica os parametros
generalizados obtidos para um determinado modo, conforme indicado nas Tabelas 6.10 e
6.15.

A Tabela 6.16 apresenta um resumo das principais caracteristicas dos casos estudados,

considerando o termo #; constante.

Tabela 6.16 — Principais caracteristicas das analises realizadas (#; constante)

Parametros Influéncia no sistema (viga + cavidade)

Parametro Parametro Deformadas modais A
» Frequéncias

constante  variavel (estrutura)

alteracgdes importantes,

c 2 aumentando com o

incremento de #,

diminuem a medida
que #, aumenta

alteracoes discretas*,para diminuem® para frequéncias
#2 c frequéncias proximas da proximas da
ressonancia da cavidade ressonancia da cavidade

" Em relago ao caso incompressivel

6.2.7 - Efeitos de compressibilidade do fluido e 0 modo fundamental acoplado

Uma explicagéo para os efeitos de compressibilidade do fluido surge quando a distribuicao
de pressdes na interface € analisada. No caso incompressivel a primeira ressonancia da
cavidade ¢ infinitamente grande, pois ¢ — co. Assim, as pressées hidrodindmicas tornam-
se independentes da freqliéncia acoplada do problema. No caso compressivel a primeira

ressonancia é definida. A medida que a frequiéncia se aproxima deste valor, o campo de
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pressdes na interface passa a ter sua magnitude amplificada. Isto foi exatamente o que

ocorreu na Anélise 4, onde o segundo modo tem solucdo proxima a esta frequiéncia.

Em todas as analises o primeiro modo acoplado permaneceu com configuracdo
praticamente inalterada em relacdo a solucdo no vécuo. Isto indica que a deformada
desacoplada é capaz de produzir bons resultados para os parametros generalizados deste
modo. Adicionalmente, percebe-se que, geralmente, esta solu¢do encontra-se distante da
primeira ressonancia da cavidade. Assim, pode-se supor uma simplificacdo onde o fluido é

tratado como incompressivel. Ou seja: independente da freqliéncia acoplada w. Entéo:

20A 1 by
PON =) o | 60) costie, y) dy coste, ) 67

que corresponde a solugdo de pressdes na interface do Caso 2A com comprimento infinito
na direcdo longitudinal. Portanto, a massa generalizada do fluido serd dada pela aplicacdo
da Equacdo (6.4), onde para a funcdo ¢(y) serd adotada a deformada fundamental
desacoplada, indica em (6.1). Assim, a solucdo truncada no décimo termo da série resulta

em:
Migo = 0.0593 ps Ly* (6.8)

A expressdo (6.8) indica a massa generalizada do fluido associada ao modo fundamental de
uma viga engastada-livre, supondo um fluido incompressivel e deformada modal da

estrutura inalterada pela presenca do fluido.
6.3 - RESPOSTA ESTRUTURAL PARA VIBRAQ@ES FORCADAS

Nesta secdo pretende-se avaliar os efeitos de modos superiores na resposta dindmica do

sistema acoplado.

6.3.1 - Resposta transiente dos modos para uma excitacdo harmonica

Outro estudo importante consiste na avaliacdo da resposta dindmica dos modos acoplados
em relacdo a uma excitacdo harmonica. Supondo uma forca concentrada aplicada na

extremidade livre da viga, governada pela seguinte equagéo:
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Q(t) = Ay sen(wqt) (6.9)

onde A; representa uma amplitude e w, a frequéncia da excitacdo aplicada.
As equacdes de movimento dos dois primeiros modos da estrutura podem ser avaliadas
para a excitacdo dada por esta Ultima equacdo. Considerando a Andlise 4 (com parametros
generalizados da solucdo exata), tem-se:
[2.57 x 10*]1X + [2.60 x 107]X = A, sen(@w;t) (1° modo) (6.10)
[1.88 x 10*]1X + [6.33 x 108]X = A; sen(@,t) (2° modo) (6.11)
Estas duas ultimas equac@es representam um problema classico de dindmica das estruturas,

cuja solucdo da equacdo diferencial, para um sistema partindo do repouso, em um dado

modo n ¢ definida por:

Xn (t) =

Al 1
= sen(wqt) — ppsen(w,t (6.12)
Knll_ﬁnzl[ (@18) = fusen(w,1)]

onde B, = @{/w, . Este pardmetro encontra-se diretamente relacionado a resposta dos
modos na solucdo de deslocamentos. As Figuras 6.4 e 6.5 ilustram os resultados obtidos,

considerando o fator 4; = 107 N.

Figura 6.4 — Resposta dindmica de deslocamentos (excitacdo senoidal)
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0.1 0.03

t(s)

-0.03 —

Figura 6.5 — Resposta dindmica de deslocamentos (excitacdo senoidal)

A andlise das Figuras 6.4 e 6.5 revela que valores de f; menores que 1 excitam apenas o
modo fundamental do sistema. A medida que 8, se aproxima de 1, a contribuicdo do
segundo modo passa a ser mais significativa. Isto é exatamente o que ocorre na Figura
6.5a. Neste caso, a participacdo dos dois modos é praticamente idéntica. Com o aumento
de 3, a participagéo deste modo diminui, sendo sempre menor que a obtida para o primeiro
modo. Uma explicacdo para este fendmeno surge devido a rigidez generalizada de (6.11),
que é maior que a indicada em (6.10). Nesta analise valores de 8; proximos a 1 produzem

maiores amplitudes que as obtidas quando 5, — 1.

A Equacdo (6.12) pode ser reescrita em fungdo de duas amplitudes, relacionadas aos

termos trigonométricos. Entdo:
X, (t) = Fisen(@;t) — Fysen(w,t) (6.13)

onde F, e F,sdo dados por:

A 1
Fi== ; Fy =B F (6.14)
! Kn Il - .anl ? :871 !

Portanto, a resposta X,,(t) € composta por duas funcbes seno, cujas amplitudes estdo

relacionadas ao parametro f3,,.

A Figura 6.6 ilustra a variacdo de F; para os dois modos estudados. O ponto onde 3,, = 0

define a resposta estatica de deslocamentos. Observa-se que para §; = 8, a amplitude do
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primeiro modo serd sempre maior que a do segundo modo. Entretanto, para que isto ocorra
os dois modos devem ter a mesma frequiéncia, o que nao é o caso. Em aplicagfes praticas
pode ocorrer a participacdo mais efetiva de um determinado modo superior, conforme
observado na Figura 6.5a. Neste caso, o valor de (3, se aproxima de 1. Assim, para
frequéncias de excitacdo distantes da segunda freqiiéncia acoplada a resposta sera
dominada pelo primeiro modo. Para valores de w; — o, 8,, = o« e a diferenca entre as
duas amplitudes é praticamente constante, sendo resultado do comportamento assintético

desenvolvido pelas duas fungdes.

TARRARRAAAAAAALANAY

Figura 6.6 — Amplitudes da resposta dindmica

Outra consideracdo deve ser feita em relagdo a excitagbes compostas por mais de uma
frequiéncia. Para o caso de duas frequéncias de excitacdo a Equacdo (6.9) pode ser definida

por:
9(t) = Ay sen(wqt) + A, sen(,t) (6.15)

Assim, é possivel a ocorréncia das seguintes situacfes: duas freqliéncias distintas
associadas a uma mesma amplitude, ou freqliéncias distintas e amplitudes distintas. Nos
casos em que as freqiiéncias sdo idénticas a solucdo é reduzida a obtida anteriormente,

onde a amplitude é dada pela soma de A; e 4,.

Para solugGes com excitagdes compostas define-se o parametro g;;, dado por:

_9 ,
By = (6.16)
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que indica o valor de 8 para um dado modo i devido a uma excitacdo j

A Figura 6.7 ilustra a resposta de deslocamentos para o caso em que as amplitudes séo

idénticas, com 4; = A, = 107 N.

19 B, =063 B = 0.11 05— P =314 By, = 0.54
BlZ =471 ﬁzz =0.81

(a) ------ 20 modo (b)

Figura 6.7 — Resposta de deslocamentos (excitacdo harmoénica composta)

Para uma funcdo de excitacdo composta € valido o principio de superposi¢cdo dos efeitos,

onde a resposta total pode ser obtida pela soma das soluges relativas a cada excitagéo.

A combinacdo dos graficos das Figuras 6.4a e 6.5a ajuda a compreender as respostas
apresentadas na Figura 6.7a. Neste caso, o0 primeiro modo é dominante, produzindo
amplitudes superiores as obtidas com o segundo modo. Embora a relacdo S,, = 0.81
excite o segundo modo, os deslocamentos produzidos sdo apenas uma pequena fracdo da
resposta produzida pelo primeiro modo. Isto explica a configuracdo final apresentada na
Figura 6.7a, que é bastante semelhante a ilustrada na Figura 6.4a. Deve-se observar que
frequiéncias proximas ao segundo modo acoplado excitam este modo de forma mais
significativa, embora a participacdo do modo fundamental permaneca predominante. Isto €

exatamente o que ocorre na Figura 6.70.

Quando os fatores de amplitude da excitagéo sdo diferentes, as participagdes dos modos
passam ser governadas pela relacdo existente entre estes termos. Maiores valores de A;
excitam de forma mais significativa os modos proximos a w;. O mesmo ocorre para 4.
Assim, quando um dos fatores for infinitamente maior que o outro, a resposta dominante

sera estabelecida por apenas uma freqiiéncia de excitacdo. A Figura 6.8 ilustra a resposta
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dindmica do problema para uma relacdo A; /A, = 5. Observa-se que as respostas, apesar
de relacionadas a uma excitacdo composta, apresentam configuragdes semelhantes as

indicadas nas Figuras 6.4a e 6.4b, com forte participacédo de ;.

5 By =063 Sy =0.11 1.5 pi1 =314 By =054
312 =471 ﬁzz = 0.81, ﬁlZ =471 ﬁzz =0.81

(a) ...... 2% modo (b)
-5 -1.5-

Figura 6.8 — Resposta para uma excitagdo harmdnica composta com A, /A4, =5

Uma andlise alternativa consiste em considerar a excitagdo definida por uma funcéo

cosseno. Entdo:
Q(t) = A cos(wqt) (6.17)

Neste caso, a solucdo da equacdo de movimento, para um sistema partindo do repouso, em

um dado modo n é definida por:

Xp(t) = % ll—_lﬁzl [cos(@t) — cos(wyt)] (6.18)

A Figura 6.9 ilustra os resultados obtidos com a aplicacdo desta excitacdo, considerando o
fator A; = 107 N. Observa-se que, ao contrario dos resultados obtidos na Figura 6.4, 0
segundo modo é dominante para valores de 8, maiores que 1. Entretanto, isto ndo indica

gue em uma excitacdo composta este modo ird governar a resposta.

De forma semelhante ao que ocorre em uma excitagdo senoidal, a amplitudes passam a
diminuir de magnitude & medida que S, — o. Observa-se também que valores de S,

préximos a 1 produzem maiores amplitudes que as associadas a 8, — 1. E interessante
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notar as diferencas existentes entre as Figuras 6.5b e 6.8d. A curva do modo fundamental,
por exemplo, apresenta uma frequéncia bem definida nesta primeira figura, com pequenas
perturbacdes produzidas pela frequéncia do carregamento. O mesmo ndo ocorre na
excitacdo cossenoidal, na qual a participacdo do carregamento é mais efetiva. A analise da
expressdo entre chaves da Equacédo (6.12) revela a presenca do termo B, sen(w,t). Assim,
a resposta produzida na fregiiéncia natural do sistema desenvolve uma amplitude f3,, vezes
maior que a obtida na freqiéncia do carregamento. Conseqlientemente, valores muito altos
deste parametro irdo produzir solucBes governadas pela freqiiéncia w, . Na solucdo
definida em (6.18) este termo adicional de amplitude ndo se faz presente. Isto explica as

diferencas nas configuracGes da resposta.
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Figura 6.9 — Resposta dindmica de deslocamentos (excitagdo cossenoidal)

E importante lembrar que o diagrama de amplitudes definido na Figura 6.6 é valido para os
dois tipos de excitagdo (senoidal e cossenoidal), ja que o fator F;, definido em (6.14), é 0

mesmo nos dois casos.
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Duas fungdes, uma para cada modo, podem ser construidas utilizando (6.14). Entdo, a

substituicdo dos termos correspondentes resulta em:

1

1
F. =
17260 [1 — (@,/31.81)2

] (1° modo) (6.19)

1 1
F, =
17 63.30 [1 — (@,/183.50)2

] (2° modo) (6.20)

Estas duas Gltimas expressdes podem ser representadas graficamente em funcdo de ;.
Assim, torna-se possivel a identificacdo de trechos onde predominam as respostas de um
determinado modo. Em (6.19) valores de w; > 31.81 irdo produzir amplitudes negativas.
Este valor pode ser redefinido com a inversdo do denominador do termo entre chaves. O

mesmo procedimento pode ser adotado para a expressdo (6.20).

A Figura 6.10 ilustra a variacdo de (6.19) e (6.20) ao longo de @, indicando que, a partir
de w; = 150rad/s o segundo modo passa a apresentar maior fator F,. Portanto, a
configuragdo final quando w; — oo serd dada por duas assintotas horizontais, com o
segundo modo apresentando maior amplitude que o primeiro. Isto corresponde exatamente

ao que é observado na Figura 6.9d.

wq (rad/s)

! I ! I
0 100 200 300

Figura 6.10 — Amplitudes da resposta dindmica em funcdo de w; (excitagdo cossenoidal)

No caso de uma excitagdo senoidal surge o termo adicional de amplitude, 3,,, que deve

multiplicar o fator F; relacionado a cada modo. A Figura 6.11 ilustra esta variacao.
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Observa-se que o primeiro modo predomina em boa parte da faixa de excitacOes,

apresentando maior amplitude quando @w; — oo (conforme indicado na Figura 6.5b).

IBnT1

wq (rad/s)

.---‘-- "'\ : """--‘---..-u---u‘
0 100 200 300 400

Figura 6.11 — Amplitudes da resposta dinamica em funcéo de w; (excitacdo senoidal)

Verifica-se que independente da natureza de excitacdo (senoidal ou cossenoidal) a resposta

do sistema a uma forca harménica de frequéncia muito alta é praticamente nula.

O estudo de uma excitacdo cossenoidal composta por duas frequéncias, com amplitudes
idénticas, é apresentado na Figura 6.12. Observa-se que o principio de superposi¢cdo
continua valido, com respostas formadas pela combinacdo das solucdes para excitagdes
simples. De forma semelhante ao que foi apresentado em uma excitacdo senoidal, valores
de B, — 1 excitam de forma mais significativa o segundo modo. Entretanto, as amplitudes
alcancadas sdo menores que as obtidas para valores de 8; proximos a 1. Isto explica 0s

maiores valores alcangados para o modo fundamental na Figura 6.12.

1.5+ 1.5
ﬁll = 0.63 ﬁ21 =0.11 311 = 0.63 [321 =0.11

ﬁlz = 3.14 BZZ = 0.54 ﬁlz = 533 BZZ =0.92

X(m)
t(s)
0 : 0 : i
0.5 i 0.5
@ oo ®)
-1.5- -1.5-

Figura 6.12 — Resposta de deslocamentos (excitagdo harménica composta)
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6.3.2 - Superposi¢do modal das respostas individuais

Até o momento as respostas dos modos acoplados foram apresentadas de forma isolada.
Entretanto, a solucdo dindmica do problema requer a combinagdo destas participacfes
individuais. Inicialmente serd demonstrado o procedimento envolvido em uma estrutura

desacoplada, baseado em Rao (2008), sendo em seguida aplicado a um sistema acoplado.

A equacdo de movimento de uma viga esbelta no vacuo, em vibracgéo forcada, é dada por:

o*u(y,t 2%u(y,t
EI—(y ) + psF—a(t}zl ) =

50 0%y, (621)

onde Q(y, t) representa uma forca distribuida.

Supondo que a solucdo da equacdo diferencial (6.21) possa ser representada por:

3,0 = ) $:0) 40 (6:22)
n=1

onde ¢, (y) é o modo de vibracdo n associado a solucdo da equacdo de movimento em

vibracéo livre, dada por:

d* ¢, (y)
Eld—;z} - (1)% psF ¢, (y) =0 (6.23)
e g, (t) representa a coordenada generalizada correspondente. A substituicdo de (6.22) em
(6.21) resulta em:

4 ad d2
Elz B 0O+ Y. 302 = 0000 (6:24
n=1

A Equacéo (6.23) fornece:

d* ¢, (y) _ wii psF
dy* EI

bn (v) (6.25)
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Esta ultima expressdo pode ser substituida em (6.24), resultando em:

> R @O+ Y 40 = 00,0 (6.26)
n=1 n=1 s

Para a solucéo da expresséo acima pode ser utilizada a propriedade de ortogonalidade dos
modos de vibracdo, que estabelece:

H
j 620 b () dy =0 p/ m*n (6.27)
0

Assim, multiplicando (6.26) por ¢,, (y) e integrando de 0 a H em y, obtém-se:

d*q,, 1 (H
;Itz(t) + wiq, () = pstjo 9y, t) ¢, (y) dy (6.28)
onde:
H
b =f [ 6 (0)]* dy (6.29)
0

A expressdo (6.28) pode ser reescrita em termos dos parametros generalizados. Para isto
deve-se observar que o denominador do termo do lado direito desta equacdo representa
massa generalizada do modo n. Adicionalmente, 0 numerador representa a excitacao

generalizada. Entéo:

H
i, = pFb = p jo (6O dy (6.30)

H
£ = f 003, 6) bu(y) dy (6.:31)
0

Portanto, lembrando que w? = K, /M, e substituindo estas duas Gltimas expressdes em
(6.28), obtém-se:
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i d*q,(t)
"odt?

+ Ko () = F, (6.32)
A expressdo (6.32) representa a equacdo de movimento do modo n de um sistema nao-
amortecido com um grau de liberdade. Uma equacéo deste tipo pode ser definida para cada
modo do problema e resolvida para a fungdo g, (t) associada. Estas solu¢Bes podem ser
substituidas em (6.22) para avaliacdo da resposta de deslocamentos do problema. O termo
de amortecimento estrutural pode ser incluido nesta Gltima equagdo, por meio de uma

razdo de amortecimento &. Assim:

_ d?q,(t) . dg,(t) _ -
M, — 5=+ 6—— + Kugu () = (6.33)

onde:

¢, =2¢&M,w, (6.34)

Posteriormente, a distribuicdo de momentos fletores (M) e esforgos cortantes (1) pode ser

obtida com a utilizagéo das seguintes equagdes:

0%u(y,t)

— - ' 7 6.35
3u(y,t)

= 6.36

V(y,t) = EI 3y (6.36)

Por analogia ao procedimento anterior, conclui-se que parametros generalizados obtidos
em uma solucdo acoplada podem ser substituidos em (6.32) ou (6.33). Assim, 0s modos
acoplados e as funcbes g, (t) associadas sdo aplicados em (6.22), definido a solucdo de

deslocamentos do problema.
Nas analises do item anterior o carregamento foi definido como uma forga concentrada. Na

solucdo da forca generalizada, dada por (6.31), a funcdo Q(y, t) ndo sera dada por uma

constante. Na verdade, s6 existira forca aplicada quando y = H. Para esta condi¢do €
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conveniente a definicdo de impulso unitario, representado pelo Delta de Dirac (ou Fun¢éo
Delta).

A funcédo Q(y, t) pode ser representada por:

0, t) =96y —e) (6.37)

onde a fungdo & (y — €) representa o Delta de Dirac centrado em €. Portanto, quando y # €
a expressao dada por (6.37) ird assumir valor nulo. Para y = € esta expressdo assume valor

igual a 9(t). Como consequéncia, o parametro indicado em (6.31) seré definido por:

H
F, = fo Q)6 — €) ¢ () dy = Q() bn () (6.38)

Nos exemplos apresentados anteriormente as deformadas modais foram normalizadas no
ponto de aplicacdo do carregamento (e = H). Assim, a excitacdo generalizada é
representada apenas pelo valor da funcdo Q(t). Uma abordagem alternativa consiste em
interpretar este parametro como sendo o trabalho produzido por uma forca externa na

direcdo da deformada modal associada.
6.3.3 - Construcdo de um modelo equivalente em elementos finitos

As respostas transientes obtidas analiticamente podem ser comparadas aos resultados de
uma anélise acoplada de um modelo equivalente em elementos finitos, utilizando o
software ANSYS (v. 11). Inicialmente, € necessario o calculo do comprimento longitudinal
L,.da malha do reservatério, que ird produzir resultados semelhantes aos obtidos na solugéo
com comprimento longitudinal infinito. Em resumo: deve-se determinar o comprimento da
cavidade na solucdo do Caso 2A — finito que produz os mesmos resultados do Caso 2A —
infinito. A Tabela 6.17 ilustra os valores das freqtiéncias dos dois primeiros modos, obtidos
com a variagdo do pardmetro r do Caso 2A com comprimento finito. Observa-se que a
solugdo com r = 5 produz resultados idénticos aos indicados na Tabela 6.12. Portanto, o
modelo equivalente sera representado por uma cavidade com comprimento longitudinal

igual a 50m e comprimento transversal igual a 10m.
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Tabela 6.17 —Freqliéncias acopladas do Caso 2A em funcdo de r (rad/s)

Modo r=1 r=2 r=5 r=o

1 3201 3186 3185 3185

2 190.37 185.45 184.67 184.67

O procedimento apresentado anteriormente consiste em um artificio de construcdo de
modelos numéricos muito Gtil, ja que evita a discretizacdo de reservatdrios com
comprimentos muito extensos. Assim, sempre que possivel, deve ser realizada uma analise
preliminar do Caso 2A com comprimento finito. A Figura 6.13 ilustra o0 modelo de
elementos finitos utilizado nesta analise. O nd 1, indicado nesta figura, representa a origem
do sistema de coordenadas e a base engastada da estrutura, que foi discretizada com dez
elementos de viga. Para o fluido foram utilizados elementos acusticos planos de quatro
nés. Os materiais foram definidos com as propriedades indicadas na Tabela 6.2,
relacionadas a Estrutura 2. O fluido foi suposto compressivel, caracterizando um exemplo

compativel com a Analise 4.

L, =10m p=0

1 L, = 50m

A
\4

Figura 6.13 — Modelo de elementos finitos utilizado na analise

As freqliéncias e modos do modelo apresentado na Figura 6.12 sdo indicados na Tabela
6.18. Verifica-se que os dois primeiros modos possuem resultados consistentes com a
Tabela 6.12. Deste ponto em diante é ultrapassada a primeira ressonancia da cavidade e as

solucdes finita e infinita ndo sdo mais compativeis.
As solucdes transientes obtidas com 0 modelo numérico podem ser comparadas as obtidas
analiticamente (com os parametros generalizados indicados na Tabela 6.15). Considerando,

por exemplo, a seguinte excitacdo aplicada na extremidade livre da estrutura:
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Q(t) = A sen(w;t) (6.39)

Tabela 6.18 —Freqliéncias e modos obtidos no modelo numérico

Frequéncia .
Modo (rad/s) Modo associado
1 31.82
2 183.83
3 251.11

Assim, para uma amplitude 4; = 10”7 N as solugbes analiticas do primeiro e segundo

modos podem ser obtidas com a aplicacéo de (6.12). Entéo:

Xl (61! t)

] [Sen(a)lt) S€Tl(31.81t)] (6.40)

2.60 [1 — (w1/31 81)2 31.81

XZ (alr t)

] [sen(wlt) sen(183.50t)] (6.41)

63.30 [1 - (w1/183 50)2 183. 50

E evidente que a solucdo obtida no modelo numérico ndo ira corresponder a nenhuma
destas duas ultimas equacgdes. Entretanto, conforme comentado no item anterior, podem
ocorrer situacfes onde a resposta dindmica serd dada, de forma satisfatdria, pelo modo
fundamental, ou pela combinacdo das respostas dos dois primeiros modos. As fungdes
X, (t) sdo equivalentes as coordenadas generalizadas g, (t). Assim, a resposta completa
do problema pode ser obtida com a aplicagdo de (6.22). Para a extremidade livre da viga
¢, = ¢, = 1. Portanto, a resposta envolvendo os dois primeiros modos nesta posi¢do sera
dada pela soma de (6.40) e (6.41). Para uma excitacdo w; = 20 rad/s esta solucdo €

definida por:
u(H,t) = 0.650 sen(20t) — 0.398 sen(31.81t) — 0.002 sen(183.50t) (6.42)
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que representa a resposta de deslocamentos da extremidade livre da viga. De forma

semelhante, a resposta para uma excitacdo w; = 150 rad/s é definida por:
u(H, t) = 0.029 sen(150t) + 0.086 sen(31.81t) — 0.039 sen(183.50t) (6.43)
A Figura 6.14 ilustra os resultados de deslocamentos obtidos no modelo numérico e com a

utilizacdo destas duas ultimas expressdes. Verifica-se uma excelente aproximacao entre as

soluc@es analiticas e numéricas.

L2 g - 063 %21 p=am
B, =0.11 B, =081
u(m)
t
; © A

T\ 1 \ \ |
0.1 0.2 0.3 0.4 N0.5

analitico
@ NS numérico (b)

-1.2- -0.2-

Figura 6.14 — Solug@es analiticas (2 modos) e numéricas de deslocamentos

Os resultados apresentados na Figura 6.14 permitem concluir que o procedimento de
superposicdo modal continua valido para parametros generalizados relacionados ao modelo
acoplado. Assim, um problema complexo (envolvendo os dois dominios) pode ser
reduzido a equagOes de movimento analiticas, sendo resolvidas para uma excitagio
arbitraria. E interessante notar que a resposta da Figura 6.14a poderia ser obtida, com certa
aproximacgdo, com a utilizacdo apenas do modo fundamental. Entretanto, 0 mesmo
procedimento ndo poderia ser aplicado a Figura 6.14b, sem a ocorréncia de erros
significativos. A Figura 6.15 ilustra os resultados envolvendo apenas o modo fundamental.
A analise de (6.42) indica uma pequena amplitude associada ao termo de freqtiéncia do
segundo modo (183.50 rad/s). Entretanto, na expressdo (6.43) esta amplitude apresenta
maior magnitude (cerca de vinte vezes maior). Isto explica a diferenca de resultados
obtidos entre as Figuras 6.14b e 6.15b.
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1.2+

By = 0.63
B, =0.11
u(m)
t(s)
0 N W A A \ \
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
analitico
@ NS . numérico (b
-1.2- -0.2-

Figura 6.15 — Solucdes analiticas (1 modo) e numéricas de deslocamentos

A andlise da resposta para uma excitacdo composta também é possivel. Considerando, por

exemplo, uma funcdo de excitacdo dada por:

Q(t) = 107 sen(20t) + 107 sen(150t) (6.44)

Assim, pelo principio de superposicdo a resposta serd dada pela soma de (6.42) e (6.43).

Entao:

u(H,t) = 0.650 sen(20t) + 0.029 sen(150t) — 0.312 sen(31.81t)

(6.45)
— 0.041 sen(183.50t)

Nesta Ultima expressdo observa-se a presenca de quatro freqiiéncias distintas, sendo duas
relacionadas as frequiéncias do sistema e duas relacionadas as frequéncias de excitacdo. Se

apenas o0 modo fundamental fosse utilizado na solucéo, esta expressao seria dada por:
uy(H,t) = 0.634 sen(20t) — 0.018 sen(150t) — 0.312 sen(31.81t) (6.46)
De forma semelhante, a resposta do segundo modo é dada por:
u,(H,t) = 0.016 sen(20t) + 0.047 sen(150t) — 0.041 sen(183.50t) (6.47)
A andlise de (6.46) e (6.47) indica que o modo fundamental ira exercer maior influéncia na

resposta, pois apresenta, em geral, termos com maiores amplitudes. A Figura 6.16 ilustra

os resultados obtidos com as solu¢Ges numéricas e analiticas, considerando a participacdo
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dos dois primeiros modos (6.16a) e apenas do modo fundamental (6.16b). Observa-se que

apesar de 5, — 1, a resposta é governada pelo modo fundamental.

1.2+ _ _ 1.2
Bir =063 B = 0.11 analitico (1 modo)
ﬁlz =471 BZZ = 0-81
u(m)
t(s) &
0 Y1t T { | 0 R N i \ \
0.1 0.2 0.3 0.4 \‘0.5 0.1 \0.2 0.3 0.4 \0.5
v KR
= gnalitico
@ N e numérico (h)
-1.2- -1.2—

Figura 6.16 — Solucges analiticas e numericas de deslocamentos (excitagdo composta)

O modelo numérico construido anteriormente foi baseado em fluido compressivel. Para um
fluido incompressivel a determinacdo do comprimento longitudinal equivalente é
simplificada, ja que, neste caso ¢ —» o. A consequéncia pratica € a modificacdo da

primeira ressonancia da cavidade, que assume um valor infinitamente grande.

Valores de ressonancias infinitamente grandes inibem a ocorréncia de modos altamente
compressiveis, tais como o segundo modo da Tabela 6.12, onde o campo de pressdes se
estende a grandes distancias da interface. Portanto, cavidades finitas relativamente curtas
podem ser utilizadas para simular o problema. Ao contrario do que ocorre no caso
compressivel, todos os modos deste problema estdo contidos na faixa de freqliéncias que

antecede a primeira ressonancia. A Tabela 6.19 ilustra os resultados em fungé&o de r.

Tabela 6.19 —Freqliéncias acopladas do Caso 2A - incompressivel (rad/s)

Modo r=1 r=2 r=3 r=o

1 3203 3188 3187  31.87

2 196.23 194.70 194.64 194.63

3 580.43 579.22 579.16 579.16
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A andlise da Tabela 6.19 indica que a convergéncia para o caso infinito ocorre de forma
praticamente idéntica em todos os modos. Uma relacdo r = 2 implica em erro relativo
praticamente nulo. Assim, uma cavidade com comprimento longitudinal igual ao dobro da

altura é suficiente para representacdo deste problema.

Em um modelo de elementos finitos com fluido incompressivel deve-se adotar um valor de
¢ grande o suficiente para permitir a faixa de modos desejada antes da primeira
ressonancia. A Tabela 6.20 ilustra os resultados obtidos no modelo anterior, quando
c =5000m/s . E interessante notar que a principal vantagem deste modelo é a
possibilidade de representacdo de uma sequéncia de modos que ndo poderiam ser
analisados no caso compressivel, devido a limitacdo da freqliéncia de corte da cavidade.
Isto é exatamente o que ocorre no terceiro modo do caso compressivel (Tabela 6.18), que
difere do obtido na Tabela 6.12.

Tabela 6.20 —Frequéncias e modos obtidos no modelo numérico incompressivel

Frequéncia .
Modo (rad/s) Modo associado
1 31.83
2 192.73
3 560.81

6.3.4 - Solucéo do problema para uma excitac¢ao sismica

No caso de uma excitagdo de origem sismica é conveniente representar o problema em
termos de componentes do solo (u,) e relativa (u,), que somadas representam a resposta
dindmica total do sistema (u,). Estes conceitos sdo esclarecidos na Figura 6.17, que ilustra

um sistema de um grau de liberdade ndo-amortecido.
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Figura 6.17 — Representacdo esquematica do problema de excitacdo sismica

A Figura 6.17 permite a construcdo da equacdo de equilibrio dindmico deste sistema, que

sera dada por:
mii, (t) + Ku,(t) =0 (6.48)

Verifica-se que a aceleracdo total pode decomposta em termos de suas componentes do

solo e relativa:
i, (t) = 1y (¢) + 1. (¢) (6.49)
Entdo, substituindo esta Gltima expressao em (6.48):
mii, () + Ku, (£) = —miiy (t) = pes(t) (6.50)

onde o termo do lado direito desta equacgdo representa a forca efetiva (p.f) gerada pelo

sismo. Portanto, o deslocamento relativo (u,) produzido pelo sismo é 0 mesmo que ocorre
quando o sistema € considerado com uma base fixa e submetido a uma forga externa dada

por —mii, (t).

Para um sistema de parametros distribuidos esta excitacdo pode ser obtida de forma

anéloga, com a utilizacdo da Equacédo (6.31). Entdo:

H
F, = —ii, () f 1) $a () dy = —iiy (0) L, (651)
0
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onde L, representa o fator de excitagdo sismico, que indica a participagdo do sismo na
reposta de um dado modo ¢, . Assim, a equacdo de equilibrio dindmico de um modo

arbitrario sera dada por:

M, X, (t) + K, X, (t) = —ii, () L, (6.52)

As expressdes apresentadas anteriormente sdo vélidas para um sistema desacoplado.
Quando o problema envolve dois dominios (fluido e estrutura) consideragdes especiais
devem ser feitas, pois 0 movimento translacional produz um campo de pressdes diferente
do produzido pelo movimento relativo. Assim, € comum encontrar na literatura a divisdo
em: pressao de movimento de corpo rigido e pressao associada a deformada modal (FERC,
2002). Uma interpretagdo simples para este fendmeno pode ser estabelecida definindo

forgas inerciais produzidas pelo fluido (f,ii, e f,4ii,), proporcionais as aceleraces relativa

(ii.) e do solo (ii,). Assim, a equagdo de equilibrio dinamico sera dada por:

mut (t) + Kur (t) = _frur (t) - fgilg (t) (653)
A substituicdo de (6.49) nesta ultima expressao resulta em:

[m + §,Jii, () + Ku, (t) = —[m + f, i, (©) (6.54)

A andlise da Equacdo (6.54) revela a presenca de forcas inerciais produzidas pelo fluido
em ambos o0s lados desta expressdo. A massa adicionada ao lado esquerdo é diferente da
associada ao lado direito, ja que a primeira encontra-se relacionada ao movimento relativo
do sistema, ao passo que a segunda estd associada ao movimento translacional.
Adicionalmente, observa-se que os efeitos inerciais do fluido continuam presentes mesmo

quando a excitacdo do solo € nula (casos abordados até o0 momento).

Quando a aceleracdo do solo € nula, a expressao (6.54) assume as caracteristicas de
vibracéo livre de um sistema acoplado. Isto revela que a excitacdo produzida pelo sismo
estd associada a um fator adicional, além da massa generalizada produzida pelo fluido.

Assim, a expressdo definida em (6.51) passa a ser representada por:
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H Ly 5 .
E, = —iy (t) [ f u®) ¢a(y) dy + f fg () dn () dyl = —iiy(O[ L, + N;]  (6.55)
0 0

onde N, indica o fator de excitacdo sismico adicional, relacionado aos efeitos do fluido,

proporcionais ao movimento translacional do sistema. Entéo:

~ Ly
N, = fo 1) be () dy (6.56)

Para o calculo de f, (v) considera-se uma fronteira rigida e uma freqiiéncia acoplada nula,

resultando no campo de pressdes de um fluido incompressivel, dado por:

P(0,y) 2p; O (D)™
fyoge 0 = = = T2 ) ——3— €050, ) (6.57)
Y n=1 *n

que indica a distribuicdo de pressdes na interface para o Caso 2A com comprimento
longitudinal infinito. Uma alternativa consiste na utilizagdo da solucdo simplificada de
Westergaard (1933), definida em (6.58):

<

f O PAGE N A 6.58
9Westerg.y o A _8pfy Ly ( )

Portanto, os parametros generalizados K,, e M, definidos anteriormente, relacionados ao
movimento relativo, continuam validos. Entretanto, a equacdo de equilibrio dindmico do

sistema acoplado passa a ser definida por:

M, X, (0 + KX, (©) = =i, O L, + N,] (6.59)
onde X,, (t) corresponde a solucéo de deslocamentos relativos de um dado modo n.
De forma andloga ao caso desacoplado, este problema pode ser representado por um

sistema de base fixa, submetido a uma excitagdo composta pela massa da estrutura

acrescida dos efeitos inerciais produzidos pelo fluido, acelerados por ii, (t).
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Estes conceitos podem ser aplicados a Analise 4. Assim, os pardmetros generalizados L; e

N;, do modo fundamental, serdo dados por:

B H
I =u fo $:(y) dy (6.60)

n+1
f {2” L Z( D cosocny)}cpl(y) dy (6.61)

onde ¢4 () corresponde a deformada fundamental exata da Analise 4. A avaliacdo destas

duas expressdes, considerando a série truncada no quinto termo, resulta em:
L[, =3.08 x 10* Ns?/m (6.62)
N; = 1.53 x 10* Ns?/m (6.63)

Portanto, a equagdo de movimento do modo fundamental sera definida pela substituicdo
(6.62) e (6.63), e dos parametros generalizados da Tabela 6.15 em (6.59). Assim:

[2.56 x 10*]X; + [2.60 x 107]X; = —ii, (¢)[4.61 x 10*] (1° modo) (6.64)

De forma semelhante, para o segundo modo séo obtidos os seguintes parametros:
L, =—0.70 x 10* Ns?/m (6.65)
N, = —1.16 x 10* Ns?/m (6.66)
que indicam parametros negativos, cujos sinais devem ser mantidos (neste caso a forca
sismica equivalente apresenta mesmo sentido de atuacdo da aceleracdo do solo). Assim, a

equacdo correspondente ao segundo modo é dada por:

[1.88 x 10*]X, + [6.33 x 108]X, = i, (¢)[1.86 x 10*] (2° modo) (6.67)
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Caso a excitagdo do solo ii, (t) seja do tipo harmonica, as solugdes das Equacbes (6.64) e
(6.67) ficam reduzidas aos casos estudados anteriormente, com repostas definidas por
(6.12), no caso de uma funcgdo seno, ou (6.18), no caso de uma funcdo cosseno. O principio
de superposicdo permanece valido, com a resposta total sendo composta pela solugdo dos

modos individuais.

A Figura 6.18 ilustra os resultados de aceleragbes e deslocamentos relativos obtidos no
modelo numérico e com a utilizacdo da solucdo analitica (envolvendo os dois primeiros

modos), para uma excitagao ii, (t) = sen(20t).

0.005 3.5
B, = 0.63 analitico
— 011 § 4 e numérico . e
u(m) pr=0.11 it(m/s?)
f t(s) t(s)
0 I \ 1 I \ 0 \ 13 3 el
0.1 0.2 0.3 0.4 05 £0.1 0.2 0.3 0.4’\)(/9.5
(a) (b) J
-0.005~ -3.5~

Figura 6.18 — Respostas de deslocamentos (a) e aceleracdes relativas (b)

A analise dos resultados ilustrados na Figura 6.18 revela uma excelente aproximacao entre
deslocamentos analiticos e numéricos. A aceleracdo relativa € prejudicada pela utilizacao
de apenas dois modos na solugdo analitica, mas apresenta resultados satisfatorios. E
interessante notar que a amplitude méxima da aceleracdo relativa é aproximadamente o
triplo do valor da aceleracdo do solo. Este fenbmeno, conhecido como amplificacdo do
movimento do solo é importante para 0 estudo da andlise sismica de estruturas, e sera

abordado mais adiante na analise de barragens.

A Figura 6.19 ilustra os resultados obtidos com as solucBes analiticas e numeéricas,
considerando a participacdo dos dois primeiros modos (6.19a) e apenas do modo
fundamental (6.19b), para uma excitacdo ii, (t) = sen(150t). A analise dos graficos desta

figura revela a predominancia do modo fundamental na resposta.
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Figura 6.19 — Solucges analiticas e numericas de deslocamentos

Uma representagéo alternativa das solugdes deste problema pode ser obtida com o0 emprego
de (6.12), substituindo o fator de amplitude A; pela amplitude dada pela massa da estrutura

acrescida dos efeitos inerciais produzidos pelo fluido. Entéo:

X, () =

_(Ln +1v)[

1-B,2 l [sen(@1t) — Brsen(w,t)] (6.68)

Portanto, verifica-se nesta ultima expressdo que a amplitude de excitacdo esta diretamente
relacionada a magnitude da forca sismica efetiva. O segundo modo, por exemplo,
apresenta rigidez superior e amplitude inferior ao primeiro modo. Isto explica os resultados
apresentados na Figura 6.19b, onde este modo exerce pouca influéncia na resposta

dindmica do sistema.

No caso de uma excitacdo sismica real, 0 movimento do solo pode ser decomposto em uma
gama de frequéncias, cada uma associada a uma determinada amplitude. Assim, este
problema pode ser interpretado como uma excitagdo composta, onde a resposta completa
pode ser obtida pela superposicéo das solugdes relacionadas a cada uma das freqliéncias de

excitacdo. Pode-se supor, por exemplo, uma excitacdo de amplitudes iguais dada por:

iiy (t) = cos(50t) + cos(100t) + cos(150t) + cos(200t) (6.69)

Os valores de g desta excitagdo, associados aos dois primeiros modos, séo indicados na
Tabela 6.21.
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Tabela 6.21 —Valores de 8 associados aos dois primeiros modos do sistema
w (rad/s)
Modo 50 100 150 200

1 1.57 3.14 4.71 6.28
2 0.27 0.54 0.81 1.08

A Tabela 6.21 indica dois valores de g relativamente proximos a ressonancia do segundo
modo (0.81 e 1.08). Esta gama de freqliéncias esta afastada da primeira ressonancia do
sistema, 0 que pode levar a falsa impressdo de que o primeiro modo ndo ir& contribuir de

forma significativa na resposta.

Por meio da Equacdo (6.18) pode-se construir a solucdo de deslocamentos relativos para
uma excitacédo do solo relacionada a uma fungéo cossenoidal. Entéo:

Nn)l 1

1_[))71

zl} [cos(w;t) — cos(wyt)] (6.70)

onde o termo entre colchetes representa uma amplitude X,, relacionada ao modo e ao valor

de B,,. A Tabela 6.22 ilustra os resultados obtidos para a excitacdo definida em (6.69).

Tabela 6.22 —Valores de X,, x 10°(m) associados aos dois primeiros modos do sistema
w (rad/s)
Modo 50 100 150 200

1 12.13 2.00 0.84 0.46
2 0.32 0.42 0.89 1.56

Os resultados desta ultima tabela revelam a importancia do modo fundamental. De fato, a
contribuicdo deste modo é superior a do modo seguinte mesmo em freqliéncias muito
afastadas da primeira ressonancia. Assim, se a frequéncia de excitagdo fosse dada por
apenas w = 150rad/s o segundo modo teria contribuicdo praticamente idéntica ao
primeiro. Entretanto, sdo as frequéncias iniciais que definem a resposta, produzindo
grandes amplitudes associadas ao primeiro modo. Assim, respostas intensas do segundo

modo somente irdo ocorrer quando a faixa de excita¢Ges for concentrada em valores de 3,

260



préximos ou maiores que 1. Estas conclusdes serdo utilizadas na interpretacdo da resposta

dindmica para um registro sismico real, que serd apresentada a seguir. A resposta de
deslocamentos relativos obtida com a excitagdo (6.69) é apresentada na Figura 6.20,

considerando a participacéo dos dois primeiros modos e apenas do modo fundamental.

0.004

analitico (2 modos)

-0.004 —

Figura 6.20 — Resposta analitica de deslocamentos relativos (mdltiplas freqiiéncias)

6.3.5- Resposta a um registro sismico real

A Figura 6.21 ilustra o registro de aceleracdo do solo e uma janela de tempo de 5s da

componente norte-sul do terremoto EI Centro — 1940. Trata-se de um sismo classico, com

dados disponiveis facilmente na literatura, tal como apresentado por Chopra (2001).

0.4 — 0.4 —
—~ 0.2 —~ 0.2
(@)) (@)
p— N
o o 7]
uT AT
& o < o4
P - -
) 2
[«B] (6] T
& &
-0.2 1 -0.2 1
i (a) _ (b)
'04 T I T | T | t (s) '04 T | T | T | T | T
0 10 20 30 0 1 2 3 4 5

Figura 6.21 — Registro completo (a) e janela de tempo (b) do terremoto El Centro

t(s)

A natureza do registro sismico impede a avalia¢do da resposta dindmica de forma analitica.

Assim, um procedimento numérico de Runge-Kutta de quarta ordem (desenvolvido em
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linguagem Fortran 90) serd utilizado para o célculo dos deslocamentos relativos, que sera
aplicado as Equacdes (6.64) e (6.67). A Figura 6.22 ilustra os resultados obtidos com este
procedimento e com uma andlise acoplada do modelo numérico. A Figura 6.22a revela que
a resposta dindmica do sistema é governada pelo modo fundamental, com excelente
aproximacdo produzida pelo procedimento de Runge-Kutta. O segundo modo também é
excitado, mas pouca influencia na resposta, devido as pequenas amplitudes apresentadas na
Figura 6.22b.

0.04 2e-4 ]
— numérica 1° modo (Runge ~ Kutta) —— numérica 2° modo (Runge — Kutta)
...... numérica (MEF)

u(m) V
0 0 —
(@) (b)
-0.04 rr ‘ ‘ ‘ £(s) -2e-4 \ \ T 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Figura 6.22 — Resposta de deslocamentos relativos (EI Centro — Andlise 4)

Os resultados apresentados nesta ultima figura podem ser explicados pela analise do
espectro de frequéncias da excitacdo sismica. A Figura 6.23 ilustra esta distribuicdo, onde

boa parte das amplitudes esta localizada na faixa compreendida entre 0 e 8 Hz.

0.257

1° modo
0.2

amplitude (g) 0.15—

frequéncia (Hz)

0 I I I \
0 4 8 12 16 20

Figura 6.23 — Espectro de freqliéncias da excitacdo (El Centro)

A primeira frequéncia do sistema acoplado é aproximadamente 5.07 Hz, enquanto a do

segundo modo é de 29.39 Hz. Assim, pode-se concluir que boa parte da excitagdo
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mobilizou 0 modo fundamental, resultando em um fendmeno semelhante ao apresentado
na Tabela 6.22.

6.4 - CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo foram apresentados diversos exemplos de analises no dominio do tempo
envolvendo vibracdes livres e for¢adas. Inicialmente foi realizado o calculo dos parametros
generalizados do sistema acoplado, utilizando a solucdo exata, que foram em seguida
comparados aos obtidos com o procedimento pseudo-acoplado. Nestas analises foram
identificados 0s seguintes pontos de destaque: (1) Verifica-se que o modo fundamental
permanece com deformada praticamente inalterada pelos efeitos de acoplamento, tendo
parametros definidos com aproximacao satisfatria pela solucdo aproximada; (2) Os efeitos
de compressibilidade do fluido sdo despreziveis para modos com freqiiéncias distantes da
primeira ressonancia da cavidade; (3) Modos com freqiiéncias proximas a ressonancia da
cavidade sdo alterados sensivelmente pela compressibilidade, com modificacdes discretas
nas frequéncias e deformadas modais; (4) Modos superiores ao primeiro podem apresentar
deformadas modais bem distintas das associadas a estrutura no vacuo, com o parametro #,
exercendo grande influéncia neste fenémeno. (5) O procedimento pseudo-acoplado, apesar
da boa aproximacdo de freqliéncias, é recomendado apenas para o calculo de parametros
generalizados do modo fundamental. Para modos superiores erros consideraveis séo
produzidos, sendo resultado direto da consideracdo da deformada acoplada idéntica a

deformada da estrutura no vacuo.

Anélises envolvendo vibragbes forcadas também foram apresentadas, produzindo
excelentes resultados frente a solugcdes numericas e revelando a participacdo de modos
superiores na resposta dinamica. Verifica-se que o modo fundamental apresenta grande
contribuicdo em estruturas do tipo engastada-livre, com maior importancia quando a

excitacdo aplicada é do tipo sismica.

As observagOes de deformada fundamental inalterada pelo fluido e de participacdo
dominante deste modo na resposta dinamica serdo utilizadas no capitulo seguinte, para a
formulacdo de um procedimento simplificado de andlise sismica de barragens, que

representa uma das principais contribui¢des deste trabalho.
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7 - ESTUDO DA INTERACAO BARRAGEM-RESERVATORIO

No capitulo anterior foram apresentadas solugdes exatas no dominio do tempo para o
sistema acoplado em fungédo de uma coordenada generalizada. Nas estruturas reticuladas os
parametros generalizados podem ser obtidos analiticamente. No caso de estruturas de
barragens este problema torna-se mais envolvente, pois a obtencdo destes termos deve
considerar uma geometria bidimensional e, geralmente, de forma irregular.
Adicionalmente, deve-se levar em consideracdo que a geometria de uma barragem ¢é
especifica de uma determinada condicao de projeto, o que dificulta a definigdo de um perfil

padrdo. Assim, uma solucdo analitica sem simplificacdes torna-se inviavel.

Uma solugdo intermediéria entre as abordagens totalmente analiticas e numéricas seré
apresentada neste capitulo. Desta forma, pretende-se utilizar as vantagens de cada um
destes procedimentos, eliminando as limitacfes de problemas mais gerais apresentados em
solucdes analiticas e diminuindo a complexidade do modelo e tempo de processamento

computacional das solu¢es numeéricas.
A Figura 7.1 apresenta o esquema e as estratégias de solucdo dos problemas acoplados
abordados até o momento, incluindo o envolvido na interacdo dindmica barragem-

reservatorio, que sera estudado neste capitulo.

Estrutura associada ao reservatorio

Reticulada Barragem
(equivalente) X
Capitulo 5 }
]
Exata ~ ; ~ Exata ”
’ Solucao em vibragao )
Capitulo 4 <— Aproximada livre Aproximada
Numérica ¢/ Numérica
Massa adicional

* Possivel para uma geometria definida. Atencdo

especial deve ser dada a complexidade a ser desenvolvida neste capitulo
matemadtica envolvida. (semL' _ analitica)

Figura 7.1 — Esquema e estratégias de solucdo dos problemas acoplados
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7.1- SOLUCAO SEMI-ANALITICA PROPOSTA

As andlises realizadas até 0 momento permitem concluir que a deformada fundamental da
estrutura no vacuo sofre poucas alteracdes em sua configuracdo devido aos efeitos de
acoplamento. Verifica-se também que o procedimento pseudo-acoplado é capaz de
resolver as frequéncias inicias do problema com grande precisdo. Além disso, foi
verificado no capitulo anterior que a participacdo do modo fundamental governa a resposta
no caso de uma excitacdo sismica. Todos estes fatores contribuem para o desenvolvimento
de uma solugdo semi-analitica, onde uma analise modal auxiliar da geometria da barragem
serd realizada em um programa de elementos finitos. Assim, sera possivel obter pardmetros
generalizados desacoplados de massa e rigidez, além da deformada da interface do modo
fundamental. Estes parametros podem ser substituidos na equacdo de freqliéncias do
método pseudo-acoplado, que ira fornecer a frequiéncia fundamental acoplada do problema.
Este valor, em conjunto com a deformada da interface, permite o célculo da massa
generalizada adicional produzida pelo fluido, que deve ser acrescentada a massa da
estrutura. Desta forma, ficam definidos os parametros generalizados da estrutura acoplada,
estabelecendo a equacdo de equilibrio dindmico do problema, que poderéa ser resolvida
para uma excitacao arbitraria (Solucdo 1). Outra estratégia consiste em substituir os efeitos
produzidos pelo fluido por massas concentradas, que deverdo ser adicionadas aos nos da
interface do modelo estrutural. Este procedimento permite a construcdo de um modelo
equivalente em elementos finitos (Solugdo 2), eliminando a necessidade de discretizagédo
do reservatério e capaz de representar adequadamente o problema acoplado no modo

fundamental de vibracéo.

A principal vantagem destas abordagens consiste na eliminacdo da solucdo simultanea de
dois dominios (fluido e estrutura), reduzindo o problema, no caso da Solugdo 1, a uma
equacdo de movimento relacionada a uma determinada coordenada generalizada.
Adicionalmente, pode-se citar a possibilidade de conduzir analises em programas de
elementos finitos que apresentam limitac6es em analises acopladas (no caso da Solucéo 2).

Esta estrategia reduz consideravelmente o tempo de processamento computacional.

A Figura 7.2 ilustra o esquema de solucdo semi-analitico proposto, com a seqliéncia de

etapas envolvidas.
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@ solucdo analitica das pressdes na interface P(w, )

N

K
@ solugdo da equagio de frequéncias (pseudo — acoplado) l l Mfluido (w)
K —

S

@ equacio de movimento acoplada e/ou modelo equivalente (massas adicionais)

@ analise modal da estrutura desacoplada (MEF)

O)Z(M + Mfluido ) =0

@ calculo da massa generalizada adicional Mfluido

Solugdo 1

Mo X(t) + KX(£) = F(2) Solucio 2

Figura 7.2 — Esquema de solucéo do problema de interacdo barragem-reservatério
As etapas descritas nesta Gltima figura sdo desenvolvidas detalhadamente a seguir.
7.1.1- Solucdes analiticas para as pressoes hidrodinamicas

Nos problemas de interacdo barragem-reservatério encontra-se bastante difundido o
conceito de massa adicional, onde os efeitos inerciais de interacdo produzidos pelo fluido
sdo aplicados a estrutura. Em geral, estes efeitos sdo resultados de solucgdes analiticas, onde
o fluido pode ser considerado compressivel ou incompressivel, e a barragem pode ser
suposta rigida ou flexivel. A dependéncia da freqiiéncia acoplada do problema é
provavelmente uma das principais desvantagens das solugcdes onde os efeitos de
compressibilidade do reservatorio sdo considerados. Para perfis tipicos de barragens a
determinacdo destes valores € um trabalho que envolve grande dificuldade matematica,
conforme foi comentado anteriormente. Assim, solucdes deste problema podem ser
divididas em quatro categorias, que serdo apresentadas a seguir. Todas as formulagdes sdo

baseadas no Caso 2A com comprimento longitudinal infinito, discutido no Capitulo 2.

A primeira categoria, denominada Caso CF (compressivel e flexivel) envolve a solucdo
mais geral, onde a deformada da interface é definida por uma funcdo ¢(y) e assume-se

¢ # 0. Assim, a solugdo correspondente sera dada por:

266



pr/T = 1 Ly
P(0,y) = 7 Z = f ¢(y) cos(k, y) dy cos(k,y) CasoCF (7.2)
Y n=1 V An 0
onde:
(7.2)

A segunda categoria, denominada Caso IF (incompressivel e flexivel) é um caso particular

de (7.1) quando ¢ — . Entdo:

200 A 1 by
z — f ¢(y)cos(k, y) dy cos(k,y) CasolF (7.3)
Ly n=1 *n Jo

P(0,y) =

onde é definida uma expressédo independente de w.

Outro caso particular de (7.1) pode ser obtido com a consideracdo de ¢(y) = 1 (parede
rigida) e ¢ # 0. Assim, resulta o caso CR (compressivel e rigido), que tem solucdo dada

por:

pr/T > (_1)n+1 ( )
— COS(Kp Yy
Ly n=1 Kn V an

P(0,y) = Caso CR (7.4)

O ultimo caso é dado pela situagdo onde ¢ — oo na expressao anterior, definindo o caso IR

(incompressivel e rigido). Ento:

n+1

20 A (1
P(0,y) = if Z ( K)Z cos(k,y) CasolR (7.5)
Y on=1 n

A andlise das solugdes anteriores indica que a compressibilidade do fluido torna a solucéo
de pressbes hidrodindmicas dependente da freqiiéncia acoplada w do problema. Caso a
flexibilidade também seja considerada, surge uma incognita adicional, dada pela

deformada acoplada ¢ (y) da interface.
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7.1.2 - Célculo dos parametros generalizados do problema

Para o calculo dos parametros generalizados de uma geometria mais complexa, associada a
uma estrutura de barragem, sera utilizada uma andalise modal em elementos finitos, onde a
estrutura desacoplada serd analisada. E interessante notar que a deformada modal da
barragem é composta por componentes em duas direcfes, x e y, podendo, em estruturas
mais simples, apresentar componentes despreziveis na direcdo y (FERC, 2002). Desta
forma, para um determinado no j do modelo estrutural, o deslocamento modal resultante

sera dado por:

8= @) + (8} (76)

onde ¢/ e ¢§, representam, respectivamente, os deslocamentos modais nas direcdes x e y.

O deslocamento resultante ¢ devera ser normalizado para um valor unitario na crista da

barragem, sendo utilizado no calculo da massa generalizada, que sera dada por:

Jm

i = Zm/ ()’ (7.7)

j=1

onde j,,, indica o nimero total de nds do modelo e m/ representa a massa associada ao né
j. A rigidez generalizada ¢é obtida de forma imediata, uma vez que a freqiiéncia do modo

(wWyacuo ) € definida pela solu¢do numérica. Entéo:
K= (wvécuo)z -M (78)

A massa generalizada adicional produzida pelo fluido, Mﬂuido , & funcdo do trabalho das
forcas externas associadas as pressfes hidrodindmicas. Assim, admite-se, de forma

simplificada, que a direcdo de atuacdo das pressdes sera paralela ao eixo x. Portanto, a

funcdo ¢ (y) sera dada por uma aproximagdo polinomial dos deslocamentos gb,{ dos nés da

interface. Esta funcdo devera ser normalizada para um valor unitario na crista da barragem.

Para o calculo de estruturas submetidas a excitagdes dos apoios é conveniente definir o
fator de participacéo sismico L, dado por:
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Z:me- J (7.9)

7.1.3 - Solucdo da freqtiéncia do problema acoplado

Os Casos CF (compressivel flexivel) e CR (compressivel rigido) dependem da frequéncia
acoplada w. As solucgdes apresentadas nas Equacdes (7.1) e (7.4) sdo vélidas para qualquer
valor deste parametro. Entretanto, apenas os autovalores do problema acoplado irdo
satisfazer a solucdo de pressdes hidrodindmicas. O que se procura, na verdade, sdo 0s
valores das pressbes correspondentes a um determinado modo do sistema barragem-
reservatorio. E evidente que esta solugdo ira depender tanto das propriedades da estrutura,
como do reservatério. Um procedimento pratico para a solucao deste tipo de problema foi
apresentado no Capitulo 4, onde a equacdo de movimento da estrutura é estabelecida em
termos de uma coordenada generalizada X e as pressdes hidrodindmicas na interface séo
consideradas como um carregamento externo. Desta forma, a massa generalizada da
estrutura é acrescida de um termo extra, relacionado aos efeitos produzidos pelo fluido.
Entéo:

— [P0,y S o e
M + i PN dy| X +KX =0 = [M+ Mg, |X+KEX =0 (7.10)
0

A Equacdo (7.10) representa uma vibracdo livre do modelo estrutural, com uma massa
generalizada adicional produzida pela interagdo entre os dominios do fluido e da estrutura.
Esta expressdo pode ser simplificada com a inclusdo de um termo de massa generalizada

total, M,,,,; , que corresponde & massa da estrutura acrescida da massa do fluido. Assim:
My X + KX =0 (7.11)

Os valores préprios do problema acoplado serdo estabelecidos com a solucdo da seguinte

equacéo:

K - wZMtotal =0 ; Mtotal = M + Mfluido (712)
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onde K e M representam, respectivamente, a rigidez e a massa generalizada da estrutura.
Estes parametros, e Mfluido , dependem da deformada modal da estrutura acoplada.
Entretanto, neste estudo sera adotada uma simplificacdo onde a deformada acoplada sera
suposta idéntica a deformada desacoplada. Os valores de K, M e M4, , Uma vez
estabelecidos, deverdo ser substituidos na Equacdo (7.12), para o célculo da freqiéncia
acoplada (w). Esta equacao ndo apresenta solucdo analitica fechada, pois o termo Mfluido é
funcdo de w e esta associado a um somatdrio infinito. Uma alternativa consiste em utilizar
um software matematico para solugdo do problema. E interessante notar que para o caso de
um fluido incompressivel a solucdo é direta, pois Mfluido sera independente de w. Esta

representa a principal vantagem das solucGes envolvendo os casos IF e IR.

Neste estudo sera utilizado o software Maple 12 para avaliacdo da freqliéncia acoplada do
modo fundamental de vibracdo. A qualidade dos resultados é influenciada pelo nimero de
termos do somatorio. Entretanto, a convergéncia é rapida. Esta solucdo pode ser substituida
na equacao de pressdes hidrodinamicas, que sera posteriormente utilizada para construcéo
de um sistema equivalente barragem reservatorio. A avaliacdo de solugdes onde a
compressibilidade do fluido ndo é desprezada exige obrigatoriamente a conclusdo desta

etapa.
7.1.4 - Sistema equivalente barragem-reservatério

As pressdes hidrodindmicas atuantes no paramento de montante (x = 0) podem ser
associadas a massas distribuidas m‘ ao longo dos nos i da interface, considerando uma
determinada area de influéncia. Assim, procura-se substituir a integral de IVIﬂuido por um
conjunto de elementos que representam os efeitos de interacdo barragem-reservatorio.

Neste caso, este parametro generalizado sera dado por:
i = (i) (7.13)
Mfnigo = ) m;+ (‘I—" ) :

onde i representa o numero de nos da interface com massas adicionais. A massa por nd

m; sera dada por:
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m; = M . i (7.14)
A4 ¢y

onde S; representa a area de influéncia do no i. Os valores obtidos na Equacdo (7.14)

deverdo ser acrescentados aos nos da interface do modelo estrutural. Deve-se observar que

a massa generalizada adicional serd dada pela Eq. (7.13), que depende dos deslocamentos

da estrutura na direcdo x. Entretanto, no modelo de elementos finitos a interface ira

apresentar deslocamentos nas duas dire¢des. Assim, no modelo numérico este parametro

sera dado por:
if
_ - i\ 2
Mfiigo = Z m; - (ler) (7.15)
i=1

Portanto, é necessario estabelecer um fator de corre¢do para que as Equacdes (7.13) e

(7.15) sejam compativeis. Ent&o:

_ P(0,y;) S;
RGO (7.16)

2
onde ¢! = (¢£)2 /oL, que representa o fator de correcdo dos deslocamentos. Caso 0s

deslocamentos verticais sejam despreziveis, ¢. = ¢. e a Equacdo (7.13) se reduz a
Equacao (7.15).

Para facilitar o procedimento pode-se utilizar uma tabela préatica, onde é realizado o célculo
das massas nodais relacionadas aos respectivos nés da interface. A Tabela 7.1 ilustra um
modelo, com parametros relacionados a um no arbitrario i. A Figura 7.3 ilustra o sistema

equivalente, com os termos indicados na tabela.

Tabela 7.1 —Planilha de calculo de massas adicionais (sistema equivalente)

(a) (b) () (d) (e) (f)

N6 Elev. <palc Pnorm. Si TTli
i , (¢ri)2 P(O'_yi) Yi+1 — Vi + Yi —Yi-1 (d) (e)
g oK prALy 2 2 © 7
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Figura 7.3 — Sistema equivalente barragem-reservatério
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7.2 - EXEMPLO DE APLICACAO DO PROCEDIMENTO SEMI-ANALITICO

O procedimento descrito anteriormente serd aplicado na solucdo do problema de interacdo
barragem-reservatorio. Analises transientes da barragem ilustrada na Figura 7.4 serdo
realizadas e os resultados serdo comparados aos obtidos em uma analise acoplada. Para a
estrutura serd adotado um mddulo de elasticidade E = 2.1 - 10* MPa e uma densidade

ps = 2000 kg/m*. Para o fluido admite-se uma densidade p; = 1000 kg/m> e uma

velocidade de propagacdo do som ¢ = 1500 m/s.

4.57m
& . .
7.32m N = S
Jii
: filil
H
: i
) I
48.77m : T
s T
. I
300 i
m :
; EEEEn|
< > T )
v //”H <«— 1651
' H N6 48
30.48m e
S (a) (b)

Figura 7.4 — Geometria da barragem (a) e malha de elementos finitos (b)

Uma andlise modal em elementos finitos (utilizando o programa ANSYS v. 11) do modelo
indicado na Figura 7.4b foi realizada para a obtencdo dos parametros generalizados da
estrutura. Nesta etapa foram utilizados elementos de estado plano de deformacdo, com

guatro nos por elemento. Os nds da base do modelo foram engastados.
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7.2.1 - Parametros generalizados da estrutura desacoplada

Os parametros generalizados do modo fundamental de vibracao da estrutura, que apresenta

Wyseno = 45.55rad/s, sdo indicados na Tabela 7.2.

Tabela 7.2 —Parametros generalizados do modo fundamental desacoplado

=5 @ ()

1.0164 x 10> 2.1085 x 108 2.4086 x 10°

A deformada ¢(y) é representada por uma aproximacao polinomial dos deslocamentos

horizontais dos n6s da interface. Entdo:

4 3 2
¢(y) = 0.1085 < Y ) +0.6127 (%) +0.0792 <Ll> +0.2041 (Ll) +0.0011 (7.17)

Ly Yy y Yy

7.2.2 - Célculo da frequiéncia fundamental acoplada

O calculo da freqliéncia acoplada esta diretamente relacionado ao tipo de modelo adotado
para as pressoes hidrodindmicas (Casos CF, IF, CR ou IR), pois esta funcdo define a massa

generalizada adicional produzida pelo fluido Mfluido . A Tabela 7.3 apresenta os resultados

obtidos.
Tabela 7.3 — Freqguiéncias fundamentais para os diversos casos analisados
Caso CF CasoIF CasoCR CasolR Referéncia (Acoplado) Referéncia (Vacuo)
@ 32.88 34.09 23.17 24.09 33.25 45.55
(rad/s)

Os valores de referéncia da Tabela 7.3 indicam os resultados obtidos em uma analise de
elementos finitos dos modelos acoplado e desacoplado. Observa-se que os Casos CF e IF
produzem boa aproximacdo em relacdo ao valor acoplado. Entretanto, os Casos CR e IR

apresentam diferencas significativas, com uma reducdo acentuada das freqiiéncias. Desta
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forma, pode-se concluir que a consideracdo da flexibilidade da interface é fundamental

neste tipo de solugéo.

A consideracdo da compressibilidade do fluido diminui o valor da frequéncia acoplada
para uma mesma hipétese de deslocamento (rigido ou flexivel). Nos dois casos as redu¢des

observadas foram da ordem de 4%.
7.2.3 - Construcédo do modelo equivalente

De acordo com 0 esquema apresentado na Figura 7.2, ap6s a solugdo da freqiiéncia
acoplada torna-se possivel o célculo da massa generalizada adicional produzida pelo fluido

Mﬂuido . A Tabela 7.4 ilustra estes resultados para os casos analisados.

Tabela 7.4 — Massa generalizada adicional do modo fundamental
Caso CF Caso IF Caso CR Caso IR

Mf luido

) 934 x10% 7.98x10* 291x10° 2.62x10°
(Ns*/m)

Para a construcdo do modelo equivalente serdo consideradas as solugdes de freqiiéncias
obtidas nos casos CF e IF, ja que os demais ndo representam de forma adequada a
freqUéncia acoplada do problema. Portanto, duas solucfes de m; serdo desenvolvidas,
resultando em dois modelos de massa adicional. No total, serdo adicionados elementos de
massa aos 24 nés da interface. As Tabelas 7.5 e 7.6 ilustram estes resultados para a
sequéncia de nos 48-51, ilustrada na Figura 7.4b. O procedimento de céalculo é o mesmo
descrito Tabela 7.1.

Tabela 7.5 — Planilha de calculo das massas adicionais — Caso CF

N6 Elev. (m) oL Poorm | S; (m?) m; (10° Ns?/m)
48 2.0726 0.0313 0.1347 2.0726 0.4350
49 4.1453 0.0606 0.1358 2.0726 0.2264
50 6.2179 0.0868 0.1373 2.0726 0.1598
51 8.2906 0.1107 0.1392 2.0726 0.1271
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Tabela 7.6 — Planilha de calculo das massas adicionais — Caso IF

N6 Elev. (m) QL Biorm . S; (m?) m; (10® Ns?/m)
48 2.0726 0.0313 0.0861 2.0726 0.2781
49 4.1453 0.0606 0.0874 2.0726 0.1457
50 6.2179 0.0868 0.0894 2.0726 0.1040
51 8.2906 0.1107 0.0918 2.0726 0.0838

A analise das tabelas anteriores indica que o modelo de fluido incompressivel (IF)
apresenta menores valores de massas adicionais quando comparado ao modelo
compressivel (CF). Isto ocorre devido aos menores valores de pressdes normalizadas
apresentadas neste caso. Verifica-se que apenas a solu¢do do modo fundamental dos
modelos equivalentes € valida para comparacdo com solucdes do modelo acoplado, ja que
a massa adicional é calculada apenas para o primeiro modo. As trés primeiras freqliéncias
dos modelos equivalentes sdo apresentadas na Tabela 7.7. Observa-se que apenas as
frequéncias do primeiro modo dos casos CF e IF se aproximam do valor acoplado de

referéncia.

Tabela 7.7 — Freqliéncias dos modelos equivalentes

Modo Caso CF Caso IF Acoplado
1 32.78 34.05 33.25
2 74.39 78.72 49.97
3 107.07 113.46 54.73

7.2.4 - Analise transiente da estrutura desacoplada

Uma analise desacoplada pode ser realizada antes do célculo acoplado. Isto ira permitir
uma avaliacdo dos efeitos inerciais da estrutura, produzidos pelo modo fundamental, além
de validar a Solucgéo 1, que corresponde a equacdo de movimento da estrutura desacoplada.

7.2.4.1 - EquacGes de movimento (Solucdo 1)

Equacdes em coordenadas generalizadas do sistema (amortecido e ndo-amortecido) podem

ser obtidas facilmente com a aplicacdo dos parametros da Tabela 7.2. Entéo:
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[1.02 x 10°]X; + [2.11 x 108]X; = —ii, (¢)[2.41 X 10°] (7.18)

que representa a equacdo ndo-amortecida do modo fundamental relacionada a uma

coordenada generalizada na crista da barragem.

O amortecimento estrutural (sem a consideracao dos efeitos produzidos pelo fluido) pode

ser incluido por meio do parametro generalizado C, dado por:
C=2Mw (7.19)

A estimativa da taxa de amortecimento (&) representa um problema envolvente, uma vez
gue os mecanismos de dissipacdo de energia presentes em sistemas estruturais ndo sao
totalmente compreendidos (Clough, 1993). Em muitas situacfes praticas sdo utilizadas
andlises experimentais, com um amortecimento viscoso equivalente estimado por meio de
um decaimento de amplitudes entre um determinado ndmero de ciclos (método de
decaimento em vibracdo livre). Boa parte dos cddigos normativos direcionados ao projeto
sismico adota valores de & em torno de 5%, independente da natureza do material
envolvido (Chopra, 2001). E evidente que a presenca do reservatorio adjacente exerce
influéncia direta neste parametro. Neste caso surge o conceito de amortecimento adicional,
proporcionado pelos efeitos de interagdo com o fluido (Chopra, 1988). Assim, na auséncia
de resultados experimentais sera adotado o valor classico presente em cddigos normativos
(¢ = 0.05). Entéo:

C = 4.65%x10° Ns/m (7.20)
Portanto, a equacéo de equilibrio dindmico do sistema amortecido é definida por:

[1.02 x 10°]X; + [4.65 X 10°]X; + [2.11 x 108]X; = —ii, (£)[2.41 x 10°] (7.21)
A Figura 7.5 ilustra os resultados de deslocamentos relativos na crista da barragem, para o
sismo El Centro (indicado Figura 6.21), obtidos com a solugdo numérica em elementos
finitos considerando apenas o0 modo fundamental e com a aplicacdo do procedimento

numérico de Runge-Kutta nas Equacdes (7.18) e (7.21).
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Figura 7.5 — Resultados numéricos de deslocamentos relativos (crista) para os sistemas

ndo-amortecido (a) e amortecido (b)

Os resultados apresentados na Figura 7.5 indicam que (7.18) e (7.21) séo validas para a
representacdo do modo fundamental desacoplado do problema (validando a Solugdo 1). As
diferencas entre os sistemas amortecido e ndo-amortecido ficam mais nitidas quando as

duas curvas sdo comparadas. A Figura 7.6 ilustra os resultados obtidos com estas equacdes.

— Runge — Kutta (ndo — amortecido) 20
= Runge — Kutta (amortecido)

0.015

ii(m/s?)

(@)

t t(s)
-0.015 S 20 ‘
o 1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 s

Figura 7.6 — Deslocamentos (a) e aceleraces relativas (b) da crista da barragem no modo

fundamental

7.2.4.2 - Efeito de amplificacdo da aceleragdo do solo
A andlise da Figura 7.6b indica aceleracdes relativas maximas de aproximadamente

20 m/s? para o0 sistema nio-amortecido e 11 m/s? para o sistema amortecido. O maior

valor de aceleracdo do solo registrado na janela de 5s da excitagdo sismica € igual a
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3.13 m/s?. Assim, verfica-se a importancia da natureza dindmica do problema, que

produz uma aceleracdo relativa muitas vezes superior a aceleragdo do solo.

relativa (Runge — Kutta)
— Solo

12+

ii(m/s?)

-12 T I I  t(s)
0 1 2 3 4 5

Figura 7.7 — Comparativo entre aceleragdes relativa (amortecido; crista) e do solo

A aceleracdo total é dada pela soma das componentes de aceleragcdo do solo e relativa, o
que torna este efeito ainda mais intenso. A Figura 7.7 ilustra o registro de aceleracdo do
solo e aceleracgdo relativa da crista da barragem no sistema amortecido. A amplificacéo de
aceleracGes do solo indica que abordagens onde a maxima aceleracdo do solo € tomada
constante ao longo da altura da barragem podem ser contrarias a seguranca e devem ser
evitadas. Um estudo ilustrativo dos modelos numéricos é realizado com a comparagdo
entre o campo de tensdes (considerando apenas 0 modo fundamental) obtido no instante de
maxima aceleracdo relativa (t = 2.56s) e 0 obtido com a aplicacdo de uma aceleracao
horizontal constante de valor igual & maxima aceleracio do solo (3.13 m/s?). As Figuras

7.8 e 7.9 apresentam estes resultados (tensbes S1 e S3 no ANSYS, respectivamente).

(b)

200 (@)

400

B -50

600 -50
- \

Figura 7.8 — Tensdes principais méximas (kPa) para uma aceleracdo constante (a) e em
t = 2.56s (b)
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Figura 7.9 — Tensdes principais minimas (kPa) para uma aceleracdo constante (a) e em
t = 2.56s (b)

Os resultados ilustrados nas Figuras 7.8 e 7.9, onde tensfes de tracdo sdo positivas e de
compressdo negativas, revelam que o modelo de aceleragéo constante produz campos de
tensdes com magnitudes inferiores aos de uma andlise dinamica, com diferencas mais
nitidas nos paramentos de montante e jusante. Estas tensdes sdo produzidas apenas pelas

forcas inerciais relacionadas a massa da estrutura (neste exemplo ndo ha efeitos do fluido).

7.2.4.3 - Contribuicdo de modos superiores na resposta

E interessante investigar as diferencas existentes entre uma solucio envolvendo um Gnico
modo e outra envolvendo a participacdo de modos superiores. A Figura 7.10 apresenta 0s
resultados de aceleracdo relativa de uma solugcdo em elementos finitos produzida com o0s

cinco primeiros modos do problema, considerando uma taxa de amortecimento de 5%.

157 ——5modos (MEF)
—— 1 modo (Runge — Kutta)

-15 \ \ T , t0s)
0 1 2 3 4 5

Figura 7.10 — Comparativo entre aceleracdes relativas (amortecidas) com 1 e 5 modos
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Figura 7.11 — TensGes principais maximas (kPa) considerando 5 modos (a) e 1 modo (b)
t =2.48s

A andlise da Figura 7.10 revela que modos superiores sdo capazes de amplificar a
aceleracdo relativa obtida no modo fundamental. Portanto, é importante avaliar a
modificagdo produzida no campo de tensdes por estes modos. A Figura 7.11a ilustra os
resultados obtidos em um modelo de elementos finitos, para o instante de maxima
aceleracdo relativa na solugdo com modos superiores (t = 2.48s). Adicionalmente, séo
apresentados na Figura 7.11b os resultados obtidos considerando apenas o modo
fundamental. Pequenas alteracGes sdo observadas entre estas duas distribui¢cdes, com a

solugé@o de modos superiores apresentando maior magnitude.

7.2.4.4 - Consideracges sobre a analise espectral

Os resultados anteriores, relacionados a analises no dominio do tempo, sdo importantes
para validacdo da resposta dindmica do modo fundamental, que sera utilizado no modelo
acoplado equivalente. Entretanto, a avaliagdo das maiores ac¢Ges produzidas pelo sismo
pode ser obtida, de forma mais eficiente, com uma analise espectral. A Figura 7.12a ilustra
0 espectro de deslocamentos (D) em fungédo do periodo de vibragdo (T) para uma taxa de
amortecimento igual a 5%, desenvolvido com auxilio do software SeismoSignal v. 3.3.0.
A Figura 7.12b apresenta o registro de deslocamentos relativos da crista da barragem,
obtidos com (7.21), durante o periodo de duracdo do evento (30s). O periodo de vibracéo
da estrutura amortecida é dado por T = 0.14s. Este resultado, indicado na Figura 7.12a,

corresponde a D = 0.0032m (relacionado a um sistema de um grau de liberdade).
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Figura 7.12 — Espectro de deslocamentos (a) e deslocamentos da crista da barragem (b)
Em coordenadas generalizadas o0 maximo deslocamento resulta em:

L 2.41
i = =D =-—=x%x0.0032 = 0.0075 7.22
umax 1\41 1.02 m ( )
indicando uma excelente aproximacdo em relacdo ao resultado ilustrado na Figura 7.12b,
relativo a t = 2.64s. Deve-se observar que os valores de L, e M, sdo obtidos diretamente

na Tabela 7.2.

Neste estudo deve-se introduzir o conceito de forcas sismicas equivalentes na andlise
espectral, que corresponde a maxima distribuicdo de forcas laterais, g(y), ao longo da

altura da barragem. Da teoria de dindmica da estruturas (Clough, 1993) resulta:

L
() = m;(PWM[w U] = m (P () Iwz ﬁDl (7.23)

onde m,(y) define a distribuicdo de massa ao longo da altura da barragem. O termo entre
colchetes é denominado pseudo-aceleragdo, pois corresponde a aceleracdo que
efetivamente produz deformacGes na estrutura, tendo significado distinto da aceleracao
total (sendo idéntico apenas no caso de sistemas ndo-amortecidos). Esta Gltima expressdo
permite uma analise estatica equivalente (utilizando teoria de vigas ou aplicando cargas
estaticas em um modelo numérico, por exemplo) da geometria da barragem submetida aos

maiores efeitos produzidos pelo sismo. Este procedimento foi inicialmente estudado por
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Chopra (1978), que assume L, /M, = 3. E evidente que esta consideracdo é conservadora

neste exemplo, ja que L, /M, = 2.36.

A Tabela 7.8 apresenta os resultados de tensdes de andlises numéricas, obtidas em
modelos de elementos finitos, envolvendo a andlise estatica equivalente e a anéalise

dindmica do modo fundamental, para t = 2.64s.

Tabela 7.8 — Tensdes principais da analise desacoplada (kPa)

Analise estatica equivalente Anadlise dindmica em t = 2.64s
Elevagdo (m) Montante (min.) Jusante (max.) Montante (min.) Jusante (max.)

45.84 —162 154 —180 147
41.45 —875 1422 —841 1106
31.09 -960 1074 —1020 1041
20.73 —-941 1043 —-1019 1029
10.36 —942 824 —1004 807

7.2.5- Analise transiente da estrutura acoplada

Os resultados anteriores indicam que o modo fundamental representa de forma satisfatoria
a resposta dinamica do sistema desacoplado, quando submetido a uma excitacdo sismica.
Neste item serdo apresentados os resultados obtidos com as equagfes de movimento do
sistema acoplado (Solucdo 1) e com os modelos equivalentes dos Casos CF e IF (Solugédo
2), ambos relacionados ao modo fundamental, que serdo comparados aos valores obtidos

em uma andlise numérica do modelo acoplado, incluindo todos os modos de vibrag&o.
7.2.5.1 - EquacGes de movimento (Solucédo 1)

As equacOes de movimento ndo-amortecidas dos modelos acoplados podem ser obtidas
com os parametros generalizados indicados na Tabela 7.2 e com o termo N;, que ira
compor a forca sismica efetiva em conjunto com L;. Este pardmetro, definido por (6.61),
sera idéntico nos dois casos estudados, pois esta relacionado a uma componente inercial do

fluido independente da compressibilidade. Entéo:

Ny =259x10° Ns?/m  «» F =—iy,(O[L; + N] (7.24)
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[1.95 x 10°]X; + [2.11 x 108]X; = —ii, (£)[5.00 X 10°] (Caso CF) (7.25)

[1.81 x 10°]X; + [2.11 x 108]X; = —ii, (£)[5.00 X 10°] (Caso IF) (7.26)

Nas Equacbes (7.25) e (7.26) assume-se que os efeitos produzidos pela interacdo nédo
alteram a deformada desacoplada da estrutura. Deve-se observar que apenas a massa
generalizada ¢ modificada, ja que K;, L; e N; permanecem inalterados. O amortecimento
estrutural pode ser incluido de forma semelhante ao caso desacoplado. Assim, para o0 caso

CF, a aplicacdo de (7.19) com & = 0.05 resulta em:

C =6.41%x10° Ns/m (Caso CF) (7.27)

De forma semelhante, para o caso IF obtém-se:
C =6.18%x10° Ns/m (Caso IF) (7.28)
Portanto, as equagdes de movimento com amortecimento serdo dadas por:
[1.95 X 10°]X; + [6.41 x 10°]X; + [2.11 x 108]X; = —ii, (£)[5.00 X 10°] (7.29)
[1.81 x 10°]X; + [6.18 X 10°]X; + [2.11 x 108]X; = —ii,; (£)[5.00 x 10°] (7.30)
7.2.5.2 - Validacdo dos modelos equivalentes (Solucéo 2)

Uma validagdo dos modelos numéricos equivalentes é realizada neste item. Assim, 0s
resultados do modo fundamental obtidos nestes sistemas ndo-amortecidos séo comparados
aos obtidos em uma anélise acoplada incluindo todos os modos de vibracdo. A Figura 7.13
ilustra os deslocamentos relativos relacionados aos modelos equivalentes e a solugéo
acoplada. O modelo compressivel (CF) apresenta excelente aproximagdo ao passo que 0
modelo incompressivel (IF) desenvolve menores amplitudes quando comparado a analise
acoplada. A diferenca relativa entre freqiiéncias nos dois modelos é de apenas 4%, quando
comparada ao Caso CF. Entretanto, as Equagdes (7.25) e (7.26) indicam que o Caso IF
apresenta menor massa e mesma rigidez generalizada do Caso CF, explicando as menores

amplitudes da Figura 7.13b.
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0.06 4 —— MEF (Caso CF) 0.06 MEF (Caso IF
== MEF (acoplada) (CasoIF)
u(m)
0 0
(a) (b)
-0.06 — I \ () -0.06 \ A e — |
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Figura 7.13 — Resposta de deslocamentos relativos ndo-amortecidos. Casos CF (a) e IF (b)

Além da verificacdo de deslocamentos, também devem ser avaliadas as aceleragdes
relativas desenvolvidas pelos modelos equivalentes e pela solugéo acoplada. A Figura 7.14
ilustra estes resultados. O modelo equivalente compressivel (CF) produz uma boa
aproximacdo em relacdo a solucdo acoplada. O modelo equivalente incompressivel (IF),

por outro lado, apresenta erros significativos a partir de t = 4.5s.

95 7] —— MEF (Caso CF) 557
= MEF (acoplada) = MEF (Caso IF)
ii(m/s?)
0 0
(b)
-55 \ u \ \ ) -55 \ \ B e —
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Figura 7.14 — Resposta de aceleracGes relativas ndo-amortecidas. Casos CF (a) e IF (b)

Os resultados de analises incluindo uma taxa de amortecimento igual a 5% sao
apresentados na Figura 7.15. Existe uma boa correlagéo entre o0 modelo equivalente CF e
analise acoplada, com o primeiro desenvolvendo menores amplitudes (Figura 7.15b). Estas
diferencas diminuem quando a Solugédo 1 (equacdo de movimento) € utilizada, indicando

uma limitacdo do modelo equivalente (Figura 7.15a).
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0.03 0.03
— Runge — Kutta (Caso CF) = MEF (Caso CF)
= MEF (acoplada) = MEF (acoplada)
u(m) u(m)
0 0 —
(a) (b)
-0.03 71— ) 003 7 )
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Figura 7.15 — Resposta de deslocamentos relativos amortecidos. Solucdes 1 (a) e 2 (b)

7.2.5.3 - Compatibilidade de tensfes dos modelos equivalentes (ndo-amortecido)

A Figura 7.16 ilustra a distribuicdo de tensGes principais maximas produzida no instante
t = 4.5s. Verifica-se uma boa aproximacéo entre os resultados das solucdes acoplada e do
Caso CF. Neste instante especifico, a solu¢cdo do modelo equivalente apresenta um campo

de tensdes de maior intensidade.

(@) (b)

-50 50

Figura 7.16 — Tens0es principais maximas (kPa) do modelo acoplado (a) e do Caso CF (b)

t = 4.5s (sistemas ndo-amortecidos)

7.2.5.4 - Compatibilidade de tensbes dos modelos equivalentes (amortecido)
A Figura 7.17 ilustra a distribuicdo de tensdes principais maximas em t = 2.5s. Estes

resultados indicam que o modelo equivalente CF (Figura 7.17b) é capaz de representar

satisfatoriamente a configuragéo de tensdes do modelo acoplado (Figura 7.17a)
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Figura 7.17 — Tens0es principais maximas (kPa) do modelo acoplado (a) e do Caso CF (b)

t = 2.5s (sistemas amortecidos)

A andlise dos resultados deste exemplo indica uma participacdo dominante do modo
fundamental na resposta do sistema acoplado. Observa-se que o modelo equivalente do
Caso CF representa com aproximacao razoavel os deslocamentos, aceleracdes e tensbes do
problema acoplado. Entretanto, pequenas diferencas de fase podem ocorrer nas respostas
devido ao procedimento aproximado de célculo das massas adicionais. De acordo com a
Tabela 7.7, a frequéncia do modelo equivalente CF é aproximadamente 1.4% menor que a
correspondente a solucdo acoplada, sendo suficiente para produzir diferencas nas respostas
(que sdo cumulativas e mais nitidas ao longo do tempo). Ainda assim, uma analise deste
modelo ira fornecer uma boa estimativa da resposta dindmica produzida pela excitacdo

sismica.

7.2.5.5 - Considerages sobre a analise espectral

O periodo de vibracdo do sistema acoplado amortecido € obtido com as freqiiéncias
indicadas na Tabela 7.3. Ent&o:

T = 0.191s (Caso CF) (7.31)

T = 0.184s (Caso IF) (7.32)

A Figura 7.18 ilustra o registro de deslocamentos relativos amortecidos dos Casos CF e IF,

obtidos com a avaliagdo das Equagdes (7.29) e (7.30), para a janela de 30s de duracdo do
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evento. As maiores amplitudes ocorrem em t = 5s, com u,,,s, = 0.022m no Caso CF e

U = 0.021m no Caso IF.

0.03 0.03

4 (a) _ (b)

| i

t(s) t(s)
‘003 T [ T I T ] -003 T T T T T l

0 10 20 30 0 10 20 30
Figura 7.18 — Deslocamentos amortecidos da crista da barragem. Casos CF (a) e IF (b)

O espectro de deslocamentos da Figura 7.12a indica D = 0.0077m para o Caso CF e
D = 0.0073m para o Caso IF. Entdo:

~ %

I, 5
o = —=D =—-%x0.0077 = 0.020 C CF 7.33
L 5
Upisx = —=D = —— x 0.0073 = 0.020m  (Caso IF) (7.34)
i 1.81

1

onde os parametros generalizados acoplados sdo indicados com sobrescritos, para serem
diferenciados dos relacionados a analise desacoplada. Estes valores sdo obtidos nas
Equacdes (7.29) e (7.30). E interessante notar que tanto (7.33), como (7.34), apresentam
boa aproximacgdo em relagdo a maior amplitude registrada na Figura 7.18. As diferencas
encontradas séo explicadas pela rotina de calculo do software SeismoSignal, que produz
resultados em subdivisdes de 0.02s para o periodo de vibracdo (7). Assim, uma

interpolacdo linear ¢ realizada para os valores indicados em (7.31) e (7.32).

Os resultados anteriores indicam amplitudes méaximas idénticas nos Casos CF e IF.
Verifica-se neste exemplo que a compressibilidade exerce pouca influéncia na analise

espectral de deslocamentos.
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Um carregamento sismico equivalente pode ser definido nesta analise, de forma
semelhante ao caso desacoplado. Entretanto, devem ser incluidos os efeitos do
reservatorio. Assim, a pseudo-aceleracio (w?D) mobiliza tanto a massa da estrutura, como

a massa produzida pela interagdo com o fluido. Ent&o:

Z*
= Dl (7.35)

a(y) = {m;(N) + me(y)} Iwz

onde m(y) indica o efeito inercial do fluido ao longo da altura da barragem, sendo

definido por:

P(0,y)
— (7.36)

mg ) =
E evidente que a expressdo (7.36), que é funcio de P(0,y), depende da consideragio ou
ndo da compressibilidade do fluido. Assim, pode-se adotar a expressdo (7.1) para o Caso
CF e (7.3) para o Caso IF.

A Tabela 7.9 apresenta os resultados de tens@es de analises numéricas, obtidas em modelos
de elementos finitos, envolvendo a andlise estatica equivalente (Solucdo 1) e a analise

dindmica dos modelos acoplado e equivalente (Solugéo 2), parat = 4.99s.

Tabela 7.9 — Tensdes principais da analise acoplada (kPa)

Analise estatica equiv. Analise dinamica Analise dinamica
(Caso CF —Solugao 1) (Caso CF — Solugdo 2) (Acoplado)
Elevacdo Montante Jusante Montante Jusante Montante Jusante
(m) (min.) (max.) (min.) (max.) (min.) (max.)
45.84 257 239 77 260 113 324
41.45 289 2763 155 2320 228 2960
31.09 330 2549 144 2656 254 3453
20.73 276 2673 107 2772 251 3772
10.36 176 2243 33 2216 231 3229

Os resultados desta ultima tabela indicam tens@es inferiores, quando comparadas a analise
acoplada, para as Solucdes 1 e 2. Em ambas as analises apenas 0 modo fundamental foi

utilizado, enquanto a analise acoplada inclui o resultado de todos os modos do problema.
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Adicionalmente, o deslocamento espectral indicado em (7.33), utilizado na Solugéo 1, e 0
obtido com o modelo equivalente (0.018m), resultante da Solucdo 2, sdo menores que 0
associado a analise acoplada, onde u,,s, = 0.024m. Uma correcdo pode ser aplicada a
analise estatica equivalente, com a considera¢cdo da maior amplitude indicada na Figura

7.18a, substituindo a indicada pelo espectro. A Tabela 7.10 apresenta estes resultados.

Tabela 7.10 — Tensdes principais da analise estatica equivalente - corrigida (kPa)
Analise estatica equiv. Analise dinamica
(Caso CF — Solugao 1) (Acoplado)

Elevagdo (m) Montante (min.) Jusante (max.) Montante (min.) Jusante (max.)

45.84 285 267 113 324
41.45 323 3086 228 2960
31.09 368 2847 254 3453
20.73 308 2985 251 3772
10.36 196 2505 231 3229

As diferencas encontradas nas Tabelas 7.9 e 7.10 sdo justificadas pelo espectro do software
SeismoSignal, que utiliza passos de tempo de 0.02s, sendo necessaria uma interpolacao
para valores intermediarios. A andlise estatica equivalente, quando corrigida, resulta em

tensGes a jusante em torno de 20% menores que as obtidas na analise acoplada.

E interessante observar que a andlise estatica equivalente do modelo desacoplado (cujos
resultados estdo indicados na Tabela 7.8) produz uma excelente aproximacdo da
distribuicdo de tensBes quando comparada a respectiva analise dindmica. Por outro lado,
esta mesma aproximacdo nao é encontrada na Tabela 7.10. Esta diferenca pode ser
explicada pela presenca de modos superiores do modelo acoplado com freqléncias
proximas ao modo fundamental, conforme indicado na Tabela 7.7. Entretanto, deve-se
notar que o segundo modo acoplado apresenta frequéncia superior a primeira ressonancia
da cavidade (48.95 rad/s), caracterizando um modo tipico do reservatério associado, que
ocorre apenas devido a consideracdo de um modelo finito na discretizagcdo do fluido.
Conforme foi comentado no Capitulo 5, solugdes com comprimento infinito na direcdo
longitudinal apresentam apenas modos associados a decaimentos exponenciais em direcdo
aos limites do reservatorio. Desta forma, a contribuicdo dos modos superiores da cavidade
ndo corresponde a realidade de um modelo com reservatorio infinito, cuja discretizacdo é

tributéria de condic6es de radiacdo ao infinito.
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7.3 - CONSIDERACOES FINAIS

Um procedimento semi-analitico para o célculo de sistemas com acoplamento barragem-
reservatorio foi apresentado. Inicialmente foram discutidas as diversas possibilidades de
interpretacdo da interacdo entre uma fronteira movel e o reservatorio adjacente. Desta
forma, foram obtidas solugdes para as pressdes hidrodinamicas em quatro casos distintos,
envolvendo os deslocamentos da fronteira e a compressibilidade do fluido. Estes dois
parametros, no caso mais geral (Caso CF), representam incognitas do problema, podendo
ser eliminadas de acordo com as simplificacGes adotadas nos demais casos (fronteira rigida
e/ou fluido incompressivel). Uma solugdo harménica do sistema em coordenadas
generalizadas permite relacionar as pressdes hidrodindmicas na interface a uma massa
adicional, eliminando as forcas externas e caracterizando uma vibracdo livre do sistema
equivalente. A equacdo resultante é denominada equacdo de frequéncias, e é funcdo dos
parametros generalizados do sistema. Para geometrias mais complexas, a obtencdo destes
parametros apresenta grandes dificuldades matematicas. Portanto, é conveniente utilizar
uma andlise modal em elementos finitos do modelo desacoplado, de onde resultam rigidez
e massa generalizadas, aléem da deformada da interface. Estes parametros, supostos
inalterados no modelo acoplado, permitem o célculo da frequéncia fundamental da
barragem incluindo os efeitos do reservatério. Apds a obtencdo da frequéncia do sistema
barragem-reservatério, fica determinada a massa adicional generalizada, que pode ser
substituida em uma equacdo de movimento (Solucdo 1), ou por um conjunto de massas

equivalentes ao longo da interface dos subsistemas (Solugéo 2).

Dois exemplos de aplicacdo do procedimento semi-analitico foram apresentados. O
primeiro (Solugdo 1) considera apenas a equacdo de movimento do modo fundamental,
sendo Util para a construcdo da resposta dindmica do sistema submetido a uma excitacéo
arbitraria, além de permitir o calculo do fator L, /M;, necessario a uma analise estatica
equivalente. O segundo (Solugéo 2) consiste na construcdo de um modelo equivalente em
elementos finitos, onde os efeitos do reservatdrio sdo substituidos por massas
acrescentadas aos nds da interface, com solucdo transiente associada ao modo
fundamental. A primeira abordagem produz excelentes aproximacdes de deslocamentos,
enquanto a segunda apresenta resultados de qualidade inferior. As solugdes sdo apenas
satisfatorias quando resultados de tensdes sdo analisados. Apesar das desvantagens em

relacdo a estimativa de tensdes, nota-se que o tempo de processamento computacional dos
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modelos equivalentes é muitas vezes menor que o da solugdo acoplada. Adicionalmente,
com esta técnica torna-se viavel a analise de estruturas em softwares bésicos de elementos
finitos, que ndo permitem a solucéo de problemas de interacéo fluido-estrutura. No caso da
Solucdo 1, apenas um programa de integracdo numeérica é suficiente para estimativa da
méaxima resposta de deslocamentos, permitindo uma analise estatica equivalente do modelo
estrutural. A Tabela 7.11 apresenta um resumo das principais caracteristicas associadas as

solucdes propostas.

Tabela 7.11 — Resumos das principais caracteristicas das solu¢des propostas

= Aproximagao de Aproximagao de L
Solugao P ¢ P N(; Aplicagdes
deslocamentos tensdes
, - equacio de equilibrio dinamico
1 excelente satisfatoria quaga v ;
/andlise estatica equivalente
2 satisfatoria satisfatoria andlise transiente
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8 - CONCLUSOES, CONTRIBUICOES E PERSPECTIVAS

Este altimo capitulo resume as contribuigdes desta tese, conclusbes relevantes da teoria

desenvolvida e perspectivas para o desenvolvimento de trabalhos futuros.
8.1- SINTESE DA TESE E CONCLUSOES

A teoria desenvolvida nesta tese foi baseada em solugdes analiticas de cavidades acusticas
bidimensionais envolvendo fronteiras flexiveis, com vibra¢des harmonicas. Este problema,
se resolvido apenas pelo referencial matematico, resulta em equacdes de pressdes
dindmicas que dependem da funcdo de deslocamentos da fronteira (ou interface entre os
meios) e da freqiéncia de vibracdo do sistema fronteira-cavidade. Este desenvolvimento
apresenta, em geral, pouca complexidade matematica, podendo ser solucionado pela
técnica de separacdo de variaveis. Alguns exemplos, envolvendo condi¢bes de contorno
diversas, foram estudados no Capitulo 2. Ao final, o procedimento foi generalizado, com a
construcdo de uma tabela que aborda um total de nove casos possiveis para o problema

bidimensional.

As particularidades das solu¢des matematicas foram estudadas no terceiro capitulo. Merece
destaque a presenca de pontos criticos em todas as solucdes, que levam a resposta de
pressdes dindmicas ao infinito. Estes valores estdo associados as freqiiéncias de uma
cavidade equivalente, onde a fronteira vibrante é substituida por uma parede rigida. As
séries envolvidas nas solucGes podem ser simplificadas de acordo com a fun¢do adotada
para os deslocamentos da fronteira, com uma cavidade aberta na diregéo transversal e uma
fungéo senoidal representando a solu¢do de menor complexidade, onde a série é eliminada
(Caso 1A).

O tratamento do problema acoplado propriamente dito foi apresentado no Capitulo 4.
Neste ponto surge uma das contribui¢des relevantes da tese, que € o procedimento analitico
definido como Método Pseudo-Acoplado. Trata-se de uma solugdo em coordenadas
generalizadas da estrutura, onde se supde, na equacdo de pressdes, uma determinada
funcdo de deslocamentos da interface acoplada, que corresponde aos modos de vibragdo da

estrutura no vacuo. Esta simplificacdo permite a construcdo de uma equacdo de
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freqUéncias, de onde resultam os valores proprios do sistema estrutura-cavidade. Este
procedimento € geral e pode ser aplicado a estruturas associadas a qualquer uma das
cavidades estudadas no segundo capitulo. Apds o calculo da freqiéncia acoplada torna-se
possivel a avaliacdo da massa generalizada adicional, que corresponde a substituicdo dos

efeitos externos de interagdo por um termo de massa equivalente.

O Caso 1A foi analisado detalhadamente pelo procedimento pseudo-acoplado. E
interessante notar que esta situacdo especifica define solucdo aproximada idéntica a
solugio exata do problema acoplado (item 4.4.1.1). Abacos adimensionais foram
apresentados, revelando zonas de rigidez e massa adicional, além de pontos onde as
frequéncias acopladas correspondem aos valores proprios da estrutura no vacuo. AS
caracteristicas deste problema sdo comuns aos demais casos envolvendo outras condicdes
de contorno. De maneira geral, os modos acoplados correspondem a situacOes
intermediarias dos valores criticos das cavidades equivalentes. A representacdo por meio
de abacos permite uma interpretacdo detalhada do fendmeno, indicando que modos e
frequiéncias do sistema acoplado correspondem a uma combinacao de modos da estrutura e
da cavidade equivalente. Embora a solu¢do do Caso 1A seja exata, para outras condi¢bes
de contorno o procedimento pseudo-acoplado é apenas aproximado, ja que os efeitos do
fluido passam a alterar as deformadas modais da estrutura em relacdo as configuracdes no
vacuo. Ainda assim, a presenca de uma funcdo dominante (governada fortemente pela
configuracdo no vacuo) é condicdo suficiente para que 0 método produza bons resultados

nos casos analisados.

No quinto capitulo foram apresentadas solucGes exatas do problema acoplado viga-
cavidade. A generalizacdo desta abordagem também é um dos pontos importantes deste
trabalho. Neste caso, nenhuma simplificacdo é adotada e as equacdes do segundo capitulo
continuam validas para o desenvolvimento matematico. A configuracéo final das solucgdes,
que resultam em uma matriz R onde os indices sd0 compostos por séries infinitas, € uma
das principais desvantagens da solucdo exata, dificultado a analise paramétrica do
problema. Entretanto, os resultados deste procedimento sdo Uteis em situa¢fes onde o

procedimento pseudo-acoplado perde preciséo, indicando a solugédo exata do problema.

Um procedimento de superposicdo modal pode ser aplicado para avaliagédo da resposta
dindmica do sistema acoplado. Duas abordagens sdo possiveis: a utilizacdo de parametros
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generalizados do método pseudo-acoplado, ou 0 emprego de pardmetros exatos da solucéo
desenvolvida no quinto capitulo. Os resultados das analises revelam que o modo
fundamental, dependendo da natureza de excitacdo, € capaz de representar
satisfatoriamente o problema. Neste caso, a solucdo pseudo-acoplada produz resultados
semelhantes aos obtidos com a solucdo exata. De maneira geral, verifica-se que o modo
fundamental, no caso de estruturas engastadas submetidas a excitagdes sismicas, governa a

resposta, com deformadas acopladas inalteradas em relacéo a configuracdo no vacuo.

A solucdo transiente de barragens submetidas a excitagdes sismicas foi estudada no sétimo
capitulo. A complexidade da geometria envolvida limita a avaliacdo de parametros
generalizados. Entretanto, uma andlise auxiliar da estrutura pode ser realizada em
programas de elementos finitos, fornecendo parédmetros generalizados e deformada da
interface associados ao modo fundamental. Assim, foi proposto um esquema de solugéo
semi-analitico, onde os parametros de uma analise humérica sdo inseridos na equagdo de
frequiéncias do Método Pseudo-Acoplado. Apds a obtencdo da frequéncia fundamental do
sistema barragem-reservatorio duas solucGes sdo possiveis: a primeira envolvendo a
construcdo de uma equacdo de equilibrio dindmico (Solucdo 1), e a segunda associada a
construcdo de um modelo equivalente em elementos finitos, onde o efeito do reservatorio é
substituido por massas adicionadas aos nés da interface (Solucdo 2). A solucdo semi-
analitica produz uma excelente aproximacdo de deslocamentos e resultados satisfatorios de
tensbes quando comparada a andlise acoplada. A primeira solucdo pode ser avaliada em
programas de integracdo numeérica, fornecendo uma estimativa da resposta dinamica frente
a uma excitacdo arbitraria. Adicionalmente, esta abordagem permite o calculo das forcas
sismicas equivalentes, que podem ser aplicadas em uma analise estatica. Com a segunda
abordagem torna-se viadvel a analise de estruturas em softwares de elementos finitos que

ndo permitem a solugédo de problemas de interacéo fluido-estrutura.
8.2 - VISAO GLOBAL DAS CONTRIBUICOES
Uma visdo global da tese revela o desenvolvimento de trés pontos de destaque: (1) O

Método Pseudo-Acoplado, (2) Solucdes exatas do sistema viga-cavidade, (3) Solucédo

semi-analitica da interacdo barragem-reservatorio.
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O procedimento pseudo-acoplado demonstrou sua validade para solugdo de problemas
diversos, podendo ter seu campo de aplicagcéo expandido a outras condi¢des de contorno e
geometrias tridimensionais. As limitacdes envolvem a presenca de uma configuracédo
modal dominante (imposta na interface), onde a funcédo de deslocamentos da estrutura deve
preservar suas caracteristicas em relacdo a respectiva configuracdo no vacuo. A
generalizacdo do procedimento é um dos grandes atrativos do método, que pode ser
conduzida sem maiores dificuldades. Em geral, as hipdteses deste procedimento sdo
validas para os modos iniciais do problema, fornecendo valores de frequéncias e modos da
cavidade. Adicionalmente, uma boa estimativa da resposta transiente € obtida para 0 modo

fundamental com os parametros generalizados deste método.

A solucdo exata supera as limitacdes do procedimento aproximado. Entretanto, o
desenvolvimento matematico é exaustivo, envolvendo a avaliagdo de determinantes para a
construcdo da equacdo de freqliéncias do problema. Ainda assim, para a solucdo de
problemas transientes onde modos superiores sdo utilizados recomenda-se a aplicacdo
desta abordagem, ja que os parametros generalizados ndo incluem as limitagdes do Método

Pseudo-Acoplado.

Os efeitos de interacdo do sistema barragem-reservatorio podem ser avaliados por meio do
procedimento semi-analitico proposto. Para uma andlise espectral a Solucdo 1 € suficiente,
com a estimativa da maxima resposta de deslocamentos e da forca sismica equivalente a
ser aplicada em uma andlise estatica. Para uma andlise dindmica em elementos finitos
pode-se empregar a Solucdo 2, que ira produzir uma resposta satisfatdria das tensdes
desenvolvidas na estrutura. E importante salientar que as duas abordagens consideram

apenas 0 modo fundamental de vibracao do sistema barragem-reservatorio.

8.3 - PERSPECTIVAS

Pesquisas futuras podem contribuir no desenvolvimento deste trabalho em direcdo a
situacbes mais complexas ou no aprimoramento das solugfes apresentadas. A seguir sdo

propostas sugestdes para novos trabalhos:

e Aplicacdo da condigdo de contorno de Sommerfeld para estudo de reservatorios

com comprimento longitudinal infinito.
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Estudo dos efeitos de ondas de superficies nas solucdes propostas.

Avaliacdo dos efeitos de modos superiores na interagdo barragem-reservatorio.
Estudo de problemas tridimensionais com aplicagdo do Método Pseudo-Acoplado
(placas, comportas e barragens em arco, por exemplo).

Avaliacdo da interacdo barragem-reservatério-fundacao.

Estimativa analitica dos pardmetros generalizados de massa e rigidez da barragem,
eliminado a necessidade de uma analise auxiliar em elementos finitos.

Investigacdo detalhada de solucGes aproximadas e exatas de problemas envolvendo
dois contornos moveis.

Estudo de solugdes fechadas no dominio do tempo para o problema de interacdo
fluido-estrutura.

Construcdo de solugbes analiticas para problemas com outras condicGes de

contorno da cavidade como, por exemplo, fundo inclinado.
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