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Introducao

O objetivo principal deste trabalho é demonstrar dois resultados que dizem respeito
ao Problema de Poincaré em folheacoes holomorfas. Seja uma folheacao F em P? e uma
curva algébrica S invariante por F. O problema considerado na dissertacao ¢é a relacao
entre o grau de uma folheacao F e o grau da curva S, com equacao reduzida. Uma questao
que surge naturalmente é: podemos cotar o grau de S em termos do grau de F? De fato,
nao é possivel em geral, como mostraremos mais adiante.

Contudo, se colocarmos condicoes sobre a curva S, podemos cotar o grau da curva
S em termos do grau da folheacao F em P2. O Teorema que estabelece essa cota serd
demonstrado em detalhes neste trabalho com base no artigo de Dominique Cerveau e
Alcides Lins Neto, intitulado Holomorphic foliations in CP(2) having a invariant algebraic
curve.

Uma outra perspectiva analisada foi a colocacao de restrigoes sobre as singularidades
de F em S e nao mais sobre a curva S, como podemos ver no teorema enunciado no artigo
de M.M. Carnicer, intitulado The Poincaré problem in the non-dicritical case, sendo dada
uma demonstracao mais completa neste trabalho.

O trabalho se divide em 6 capitulos. O Capitulo 1 contém resultados e conceitos que
caracterizam as Folheagoes Holomorfas. O Capitulo 2 trata de resultados concernentes a
propriedade de Divisao Relativa, e seus desdobramentos serao explicitados no Capitulo
3. No Capitulo 4 encontramos a demonstracao do Teorema apresentado no trabalho de
Cerveau & Lins Neto. O Capitulo 5 descreve aplicacbes do referido teorema para as
folheacoes de Poincaré. E, por fim, no Capitulo 6 temos a demonstracao do teorema

enunciado no artigo de Carnicer.
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Capitulo 1

Folheacoes Holomorfas

Neste capitulo, vamos introduzir alguns fatos bésicos sobre as folheagoes holomorfas.
Em seguida, daremos uma demonstracao para a proposicao que nos fornece uma expressao
para o género topologico de uma curva. Ao final, usaremos esse resultado para provar o

teorema que relaciona o grau de uma folheagao e o grau de uma curva.

Definicao 1.1. Uma folheagcao holomorfa F nao singular de dimensao k£ em uma varie-
dade complexa M de dimensao n > 2 ¢é definida por:

a) uma familia {U, },ca de abertos em M;

b) biholomorfismos ¢,: U, — DF x D" * para cada a € A, onde D C C é o disco
unitario na origem;

c) se Upg = Uy NUg # 0, temos que @og : ¢o(Uag) — ¢5(Uap) ¢ um mapa da forma

(Z,U)) - ¢aﬁ(zaw) = ¢,3 © ¢;1(Zaw)7
onde ¢op(z,w) = (¢1(2,w), pa(w)) € D x D",

Considerando a parte b) da definigdo, temos uma decomposicao de U, em variedades
de dimensao k da forma gb;l(Dk X wp), onde wy € D" % denominadas placas. Se P, C U,
e P3 C Up sado placas, obtemos pela parte b) da definigdo as seguintes relagoes nas
intersegoes dos abertos U,: ou P, N Pg =0 ou P, NP3 = P,NUz = P3N U,. Se existem
placas Py, ...,P,, com p € P, e q € P,, tais que P, N\ P,y # () parai =1,...,n — 1, entao
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temos a relagao de equivaléncia p ~ q. A classe de equivaléncia de p € M por essa relacao
¢ denominada folha.

Temos as seguintes observacoes:

I) Toda folheagao de dimensao um é induzida localmente por um campo de vetores
holomorfo. Seja M uma variedade complexa de dimensao n e seja X um campo de vetores
holomorfo nao identicamente nulo em M. Consideremos Sing(X) = {p € M; X (p) = 0},
o conjunto singular de X. O Teorema do Fluxo Tubular (ver [LS]) implica que X gera
uma folheagao holomorfa F de dimensao um no aberto N = M \ Sing(X). Além disso,
as folhas de F sao as trajetérias de X em N. De fato, o Teorema do Fluxo Tubular
pode ser enunciado da seguinte forma: para todo p € M tal que X (p) # 0, existe aberto
UC Memp e M e um sistema de coordenadas holomorfo (¢ = (21,...2,),U), onde
¢:U— ¢p(U)=AxBcCcCxC"enoqual X = 6%1. Como as trajetérias de X sao
as solugoes da equacao diferencial % =X(z)e Xy = 8%1, vemos que as trajetérias de X
em U sao da forma ¢ (A x w) com w € B. Assim, do Teorema do Fluxo Tubular e da
definicao acima, obtemos uma folheacao de dimensao um, cujas folhas sao trajetorias de
X.

IT) Toda folheacao de codimensdao um é induzida localmente por uma 1-forma holo-
morfa integravel. Sejam M uma variedade complexa de dimensao n e w uma 1-forma nao
identicamente nula em M. Seja Sing(w) = {p € M;w,(v) = 0}, conjunto singular de w.
Temos que w induz uma distribui¢do de hiperplanos €2, definido por Q, = ker(w,) = {v €
TyM;wy(v) = 0}, com p € M \ Sing(w). O Teorema de Frobenius (ver [LS]) afirma que
uma 1-forma holomorfa é integravel se e somente se w A dw = 0. Isso significa que existe
uma folheacao de codimensdo um em M \ Sing(w) cujo espaco tangente a folha em p é

dado por ker(w,). Note que em dimensao 2 toda forma w ¢é integravel.

Definicao 1.2. Uma folheacao holomorfa singular de dimensao k, onde 1 < k < n — 1,
em uma variedade complexa M é uma folheacao de dimensao k em M \ Sing(F), onde
Sing(F) é um conjunto analitico de codimensao pelo menos dois. Os pontos de Sing(F)
sao denominados pontos singulares de F. Os elementos de M \ Sing(F) sao chamados

de pontos regulares.

Definicao 1.3. Sejam F folheacao na variedade complexa M, induzida por uma 1-forma
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integravel w e f € O(M) uma func¢ao holomorfa nao constante. O subconjunto analitico
S ={f =0} C M de codimensao um e nao vazio é invariante por F, se cada componente
conexa de S\ Sing(F) esta contida em uma folha de F. Localmente, temos que o germe de
curva { f = 0} é invariante por F se, e somente se, existe um germe de 2-forma holomorfa
0 tal que w A df = f0.

Definicao 1.4. Seja F uma folheagao de dimensao um. Uma separatriz de F em p €

Sing(F) é um germe de curva analitica invariante por F e passando por p.

Agora vamos discutir alguns fatos basicos sobre folhe¢oes de dimensao um no plano
complexo projetivo P2. Seja n > 0 um inteiro e denote por x,y, 2 as coordenadas ho-
mogéneas do plano projetivo complexo. Uma folheagao holomorfa F de dimensao um em

IP? ¢ definida, em coordenadas homogéneas, por uma 1-forma
w = A(z,y,z)dx + B(z,y, 2)dy + C(z,y, 2)dz,

onde A, B, C' sao polinomios homogéneos de grau n + 1 que satisfazem a identidade de
Euler zA 4+ yB + zC = 0. Suponhamos que A, B e C nao tém fatores em comum. O
conjunto singular de F, Sing(F), corresponde aos zeros em comum de A, B e C' e satisfaz
codim(Sing(F)) > 2. Seja U, o conjunto aberto de C*\ {0} definido por z # 0 e seja w
a desomogeinizacao de @ com relacdo a z. Restringindo a folheacao de P? definida por @
a U,, obtemos uma folheacao de C? definida por w. Reciprocamente, se 7, : U, — C2, é

k,_*

2), entao @ = z"7¥(w), onde k é escolhido de forma

um mapa dado por 7 [z y: 2] = (2,2
a eliminar os pdlos de 7} (w).

Neste trabalho iremos considerar uma folheacao homolorfa F em C? descrita de modo
equivalente, da seguinte forma:

a) Um campo vetorial v = P % + Q% que representa JF no sistema de coordenadas
afins (X,Y) € C? sendo que o conjunto de todas as singularidades de F é dado por
P =@ =0. Ou a 1-forma dual desse campo, dada por w = P(X,Y)dY — Q(X,Y)dX;

b) Tomemos & como em a) com max(grau(P), grau(Q)) = n. Seja 7 : C3\ {0} — P2.

kw onde w é holomorfo e k é

Fagamos 7w, ou seja X = Z e Y = £, e obtemos 7*w = 2~
escolhido de forma que w nao seja divisivel por z. Vale lembrar que w satisfaz a condigao

de integrabilidade, w A dw = 0, pois estd em uma variedade de dimensao dois.

15



Seja um sistema de coordenadas afins, por meio do qual escrevemos F como as solugoes
de P(X,Y)dY — Q(X,Y)dX = 0. Seja L uma reta em P? que nao seja invariante por F.
Dado p € L, dizemos que p é ponto de tangéncia de L e F, se obedecidas uma das duas
condigoes:

i) p € Sing(F);

ii) p € Sing(F) e os espagos tangentes de L e de F em p coincidem.

Definicao 1.5. Sejam F folheacao de dimensao um em uma variedade complexa M e
p € F. A multiplicidade algébrica de F em p é a multiplicidade em p de algum campo
holomorfo que induz F em uma vizinhanca de p. Denotamos a multiplicidade algébrica

de F em p por my(F).

Agora, seja a folheacdo F representada pela 1-forma w = P(X,Y)dY — Q(X,Y)dX.
Seja a curva L parametrizada como ¢(t) = (z¢ + at,yo + bt), sendo p = ¢(0). Fazendo

X =ag+at,Y =y + bt e substituindo na equagao que determina w obtemos

ni(t) = bP(p(t)) — aQ(e(t))-

Note que p é ponto de tangéncia de L e F se, e somente se, 0 é raiz de r(t). Se ¢ =

(o + ady (), yo + bdy () 6 outra parametrizacio com ¢;(0) # 0 entao,

7= 61 (ODP(S(1) — aQ((1))].

Assim, a multiplicidade da tangénciade F com L, denotada por #(F, L) = > ., #(F, L, p),
onde #(F, L, p) é a multiplicidade de F com L em p € L, é definida como a multiplicidade

de 0 como raiz de r; e nao depende da parametrizacao de L.

Lema 1.1. Valem as seguintes afirmacgoes:

(a) A defini¢ao de grau de F como #(F, L), nao depende de L, sendo L reta projetiva
nao invariante por F.

(b) Suponha que F seja expressa em um sistema de coordenadas afins por P(X,Y)dY —
Q(X,Y)dX =0, onde d = max(grau(P), grau(Q)). Entdo, grau(F) = d ou grau(F) =
d—1. Se Py e Qg sao partes homogéneas de grau d, respectivamente, de P e @), entao,

sao equivalentes:
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(i) grau(F) = d;
(”) de((ﬂ, y) - $Qd($,y) §é 0;

(iii) A reta no infinito nao € invariante por F.

Demonstracao. Vamos demonstrar primeiro a parte (i7) <= (4i7) em (b) do lema. Em
P(X,Y)dY — Q(X,Y)dX, facamos a seguinte mudanca de varidveis: X = 4 e Y = Z,

onde W = 0 representa a reta no infinito L.,. Entao, obtemos

1 Z\ WdZ — ZdW 1 Z\dw
(1) i (W’ W) e ¢ (W’W) w2 =

Seja d = max(grau(P), grau(@)). Multiplicando P (%, %) e Q (%, %) por W9 temos

que

WeQ( =Q(zZ,W)

w

WieP (&, Z) = P(Z,W)
1 g) A
TW
Substituindo as relagoes acima em (1.1), obtemos
W=A=2(P(Z, W\WdZ — (ZP(Z,W) — Q(Z,W))dW) = 0.
Para eliminar o pélo, multiplicamos a equacao acima por W92, resultando em
(1.2) WP(Z,W)dZ — (ZP(Z,W) — Q(Z,W))dW = 0.
Seja Ry(Z) = ZP,(1,7) — Qa(1, Z). Podemos escrever

(1.3) ZP(Z,W)—Q(Z,W) = Ro(Z) + Ri(Z)W + ...+ RW*.

Tomemos

f(XvY) = YPd(va) _XQd(X7Y>

Vamos considerar dois casos: f=0e f # 0.
Primeiro caso. Se f = 0, temos que YP(X,Y) — XQu(X,Y) = 0. Dividindo essa

equacao por X! resulta em

Y Y v\
Y (LE) (i h) =0
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Fazendo X = e Y = entao obtemos da equacgao anterior

L Z
w wo

ZPd(LZ) _Qd(laz) EO»

ou seja, Ry(Z) = 0. Assim, de (1.2), podemos escrever

(1.4) ZP(Z,W) — Q(Z,W) = WR(Z,W),

onde R(Z,W) é um polinoémio. Substituindo a expressao (1.4) em (1.2), temos

W (P(Z,W)dZ — R(Z,W)dW) = 0.
Ao dividirmos essa expressio por W, obtemos P (Z,W)dZ—R(Z,W)dW = 0. Observe que
W néo ¢ fator de P(Z, W), pois ZPy(1,2) = Q4(1,Z) # 0 e d = max(grau(P), grau(Q)).

Isso implica que W = 0 nao é uma solucao algébrica de F, ou seja, L., nao é F invariante.
Segundo caso. Se f Z 0, W nao é fator de Zﬁ(Z, W) — @(Z, W). De fato, como f # 0,

RO(Z) = ZPd(17Z> _Qd(17Z) 7_é07

ou seja, ZP(Z,W) — Q(Z,W) = Ry(Z) + WR(Z,W). Portanto, o fator W na primeira
parcela de (1.2) nao pode ser cancelado. Isso implica que W é uma solucao algébrica de
F. Provamos (i) <= (7it) em (b).

Quanto a parte (a), suponha L nao invariante por F. Fazendo mudanga de varidveis
podemos supor que LNC? = (Y = 0). Nesse caso, os pontos de tangéncia de F e L serdo

dados pela equacao r,(t) = —Q(t,0). Entao,
(1.5) 4(F, L) = grau(Q(t,0)) + #(F, L L N Luy).

Se mudarmos as coordenadas, fazendo X = % eY = %, a parametrizacao de L passara
aser 0 =Y = % e X = % = t, resultando, respectivamente, em Z =0e W = % = s.
Para L N L., teremos que

LNLyw=2Z=W=0.

Vamos analisar dois casos, lembrando que f =Y Py(X,Y) — XQu(X,Y).
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Primeiro caso. f # 0. Como a parametrizacao de L é dada por Z =0 e W = s, temos

que a igualdade WdQ(%, %) = @(27 W) pode ser reescrita como

(1.6) Q0= Q(0,5).

Entao, #(F,L; L N Ly,) é a multiplicidade de s = 0, como raiz de 7(s), sendo 7(s) =
Q(0,s) = s?Q(1,0). Assim, a multiplicidade de s = 0 como raiz de 7; ¢ d — grau(Q).
Concluimos que #(F, L) = d + grau(Q) — grau(Q) = d, por (1.5).

Segundo caso. f = 0. Como vimos na demonstracao da parte (ii) <= (iii) em (b), F
é induzida por ﬁ(Z, W)dZ — R(Z,W)dW = 0. Considerando que a parametrizagao de L
é dada por Z =0 e W = s, concluimos que #(F, L; L N Ly,) é a multiplicidade de s = 0
como raiz de R(0, s). De (1.4) temos que

—Q(0, s) = sR(0, s),

ou seja,

—s7'Q(0, s) = R(0, s).

De (1.6) temos que —s'Q(0,s) = —s*"'Q(%,0) e daf concluimos que
1
R(0,s) = —sd’lQ(g,O).

Portanto, temos que a multiplicidade de s =0 é d — 1 — grau(Q). Logo #(F,L) =d —1
por (1.5). Provamos a parte a e (i) = (i) em (b). C.Q.D.

Um dos problemas que iremos considerar ¢ a relacao entre o grau de uma curva
algébrica S invariante pela folheacao F e o grau de F. Uma questao que surge natu-
ralmente é: podemos cotar o grau de S em termos do grau de F7? Nao é possivel em

geral, como mostra o exemplo do campo vetorial em C?
0 0
=pX—+q¢Y —
VEPReX T gy
onde p,q € N. v tem como forma dual

w=—qYdX +pXdY
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e f=YP?— X9=0 como separatriz. De fato, ao calcularmos df temos que
df = pY?Pldy — ¢X9'dX.

Multiplicando a expressao anterior por Y obtemos

(1.7) Ydf = pYPdY — ¢X7T'YdX.

Como f=YP — X7=0, a expressao em (1.7) pode ser escrita como

Ydf = p(f+XDdY —q¢X'YdX
= X7 pXdY — qYdX) +pfdY
= X7 'w+pfdy.

Entao w AYdf = w A (X7 w + pfdY) e como w = —qYdX + pXdY temos w A df =
—fpq(dX ANdY'). Concluimos que f é separatriz de w. Note que F tem grau um e S pode
ter grau arbitrariamente alto.

Passemos agora para mais algumas definicbes antes de enunciarmos um resultado

interessante.

Definicao 1.6. Seja O, o anel de fungoes holomorfas definidos em uma vizinhanca de
p € C" e seja I(vy,...,v,) o0 ideal gerado pelas componentes de um campo v em p € C".

Entao, o numero de Milnor p do campo v em p é dado por

O/)’L 7p

[('Ul, ...,’Un)'

O ndmero de Milnor tem as seguintes propriedades(ver [SoMo]):

1= dimg

i) 1 = 0 se e somente se p nao é ponto singular do campo v;
ii) 0 < 1 < 0 < p é uma singularidade isolada do campo v.

i) p=1 det (35—‘,(1’)) £ 0.
i/ 1<ij<n

Sejam F uma folheacdao de grau n e S uma curva algébrica irredutivel em P? de grau

m. Suponhamos que F tenha S como separatriz. Para cada singularidade p de F tal que
p € S, e cada ramo local B de S passando por p, é associado o conceito de multiplicidade

de F em B. Esse conceito serd dado a seguir.
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Definicao 1.7. Seja um campo vetorial v = Pa% + Qa% que representa JF em uma
vizinhanga B de p e uma parametrizacao de Puiseaux de B (ver [LS]), dada por ¢ : D —
C?% p(0) = 0, onde D ¢ o disco centrado em 0 € C. Definimos a multiplicidade de F em
B, i(F, B) como a ordem de ¢, (v) em 0 € D.

E possivel provar que a multiplicidade i(F, B) nao depende da representacao local de

F e além disso, ¢ topologicamente invariante (ver [CLS]).

Proposicao 1.1. Seja F folheacao de grau n induzida pelo campo vetorial v = Paix +
Qaiy. Seja S uma curva irredutivel em P? de grau m. Suponhamos que F tenha S
como separatriz. Entdo, temos 2 — 2g(S) = > gi(F,B) — m(n — 1) onde g(S) € o
género topologico de S e a soma é dada sobre todos os ramos locais de S, passando por

singularidades de F em S.

Demonstracgao. Seja um sistema de coordenadas afim no qual v = P% + Q%, rep-
resenta F e S corta a linha no infinito, L., transversalmente. v restrita a S é um
campo meromorfo, tendo pélos em S N L., de ordem n — 1. Seja 7 : S — S uma res-
olucao de S dada por explosoes em pontos singulares de S. Assim, S 6 lisa e, portanto,
2 —2¢(S) = x(5), onde o segundo membro da equacio é a caracteristica de Euler de
S. Por sua vez, m(v|g) = V é um campo vetorial meromorfo em S. Por definicao, para
cada ramo passando por p, obtemos um ponto singular p(B) de v de ordem i(F, B).
Entao, cada pélo em v tem ordem n — 1. Esses pélos sao em numero de m pelo Teo-
rema de Bezéut. Usando a Formula de Poincaré-Hopf, tendo o cuidado de considerar a
contribuicao dos pélos do campo, obtemos

2-29(S) => i(F,B)—m(n—1).

B
C.Q.D.

Seja S uma curva em P? dada por uma equacao polinomial homogénea reduzida f = 0
e de grau m. Dizemos que uma singularidade p de S é do tipo nodal ou cruzamento
normal se em uma vizinhanca de p, apés mudanca de coordenada analitica, S é definida
pela equacao local f = zy em p. O resultado a seguir nos d4 uma cota para o grau de .S

em termos do grau de F, no caso de curva irredutivel com singularidades nodais.
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Teorema 1.1. Seja F uma folheacdo e seja S uma curva irredutivel em P2, cujas singu-
laridades sao do tipo nodal. Suponhamos que F tenha S como separatriz, tal que todos os
pontos singulares de F em S tenham multiplicidade um. Entao, m < n+ 2, onde m € o

grau de S en € o grau de F.

Demonstracao. Ja que todas as singularidades de F em S tem multiplicidade um e S é
uma curva nodal, temos que i(F, B) = 1, para todos os ramos locais B de S que passam
por pontos singulares de F em S. Seja k o numero de pontos nodais de S. Para cada
ponto nodal teremos dois ramos locais de S e, portanto, a contribuicao dos pontos nodais

é precisamente 2k. Usando a férmula da proposicao anterior obtemos
(1.8) 2—-29(5)=2k+1—m(n—1),

onde | = Y ,i(F,B) — 2k > 0 é a contribui¢do das singularidades de F sobre S que
nao estao em pontos nodais de S. Por outro lado, como S tem apenas k singularidades

nodais, g(5) = w — k (ver [GH]). Substituindo em 2 — 2¢(S) temos

2_2((m—1)2(m—2)_k

) = —m® + 3m + 2k.
Entao, da igualdade acima e de (1.8), encontramos
2k +1—m(n—1) = —m* + 3m + 2k

eassim 0 <[ =m(n+ 2 —m) o que implica que m < n + 2, como querfamos provar.

C.Q.D.
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Capitulo 2
Propriedade de Divisao Relativa

Neste capitulo, vamos apresentar conceitos e resultados sobre a Propriedade de Divisao
Relativa. Seja F uma folheacdao em P? de grau n, dada em coordenadas homogéneas, por
w =0, onde w = Pdz + Qdy + Rdz. Seja S uma curva em P? determinada pela equacao

homogénea f = 0. Suponhamos que f seja reduzida e que F tenha S como separatriz.

Definigao 2.1. Dizemos que w tem a propriedade de divisao relativa (PRD) no ponto p
com relagao a f, se existem germes g, € O, e u, € A}) tais que w, = g,df + f,. Dizemos
que w tem PRD localmente com relacao a f se w tem a propriedade de divisao relativa em
todos os pontos de C*\ {0}. Se w = gdf + fu, com g polindmio homogéneo e p 1-forma

polinomial, entao w tem PRD global.
Proposigao 2.1. Se w tem PRD localmente com relagdo a f, entao tem PRD global.

Demonstragao. Como w tem PRD local, seja (U,)aca uma cobertura de C*\ {0} por

polidiscos tais que
WU, = gadf + f,uav
onde g, € O(U,) e po € A'(U,). Em U, N Uz # O temos
9odf + flta — gsdf — frp =0

e portanto,
(2.1) (9o — 98)df = (s — pa)-
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Como f é reduzida, da expressao anterior concluimos que f divide (g, — gg). Isso implica

que

(2.2) (9o — 95) = hasf,

para alguma funcao holomorfa h,s definida em U, N Ug. Como
0=9a =95 +98— 9+ 9y~ o>

entdo, de (2.2) temos

0=9a—95+95— 9y + 9y — Ja = (hap + hgy + hya) f

e logo

heag + hgy + hoya = 0.

Entao hggs satisfaz a condigao de cociclo aditivo em U,NUgNU,,. Pelo Teorema de Cartan
(ver [Ca]), hap pode ser escrito como hap = hg — hq, onde h, € O(U,). Substituindo essa

igualdade na expressao (2.2) obtemos

(90 — 98) = (hg — ha) f
e dai

Jo +haf =gs+hsf.
Definimos g em C? \ {0}, uma funciao holomorfa global, por

(23) g|Ua = Ga + haf'

Pelo Teorema de extensao de Hartogs (ver [Shal]), g pode ser estendida a C3. Por outro

lado, substituindo a expressao (2.2) na igualdade (2.1), obtemos

haﬁdf = KB — Ha-

Como has = hg — hq, entao
(hg = ha)df = g — fia
de onde

Mo — hadf = Mg — hﬁdf
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em U, N Us. Assim, podemos definir uma 1-forma holomorfa p em C*\ {0} como

(24) WUy = Mo — hodf .

Podemos, ainda, estender p a C* como consequéncia do Teorema de Hartogs e assim, de
(2.1), (2.3) e (2.4), podemos escrever

w=gdf + fu.

Como f e w sao homogéneos, podemos supor g e ;1 homogéneos, eliminando os monomios

de graus nao compativeis de g e u. C.Q.D.

Lema 2.1. Sejam w forma polinomial homogénea em C" e E campo radial. Seip(w) =0,

entao ip(dw) = (k+ 1)w, onde k € o grau de w.

Demonstracao. Suponhamos que w = pdz;, onde p é homogéneo de grau k. Entao,

ig(w) = pr;. Tomando a diferencial da equagao anterior, temos

(2.5) dlip(w)) = o1 (Z gﬁi dxi) + pda;.

Como dw = <Z %dwl) A dxq, obtemos

. 0 0
ip(dw) = ( a—xpxz> dry — (Z 8_5de> 21

Da formula de Euler temos

(2.6) ip(dw) = kpdzy — (Z 865 dxz) 1.

De (2.5) e de (2.6) segue que ig(dw)+d(ig(w)) = (k+1)pdz;. Como w = pdx; eip(w) =0,
temos da expressao anterior

ip(dw) = (k+ 1w.

Como para cada mondémio de w temos ig(w) = 0, entao, por linearidade,ig(dw) = (k+1)w
para w € C". C.Q.D.
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Lema 2.2. Seja 0 = Adx Ady+ BdyAdz+Cdx Adz 2-forma em U C C? tal que i,(0) = 0
para alguma campo holomorfo nao singular v. Entdo 0 = li,(2) para algum | € O(U) e

Q=dxNdyNdz.

Demonstragao. Seja v = Ula% + vga% + 03%. Como i,(0) =0 e 0 = Adx N dy + Bdy N
dz + Cdx N dz, entao

(2.7) (—Avy — Cv3)dx + (Avy — Bus)dy + (Bvg + Cuy)dz = 0.
Agora, ja que Q = dx A dy A dz, entao

(2.8) () = vidy A dz — vadax A dz + vsdx A dy.

De (2.7), podemos definir [ como

=2 =~ _ =

U3 (% U1

Substituindo essas relagoes em (2.8), temos que 6 = [7,(12). C.Q.D.

Seja F uma folheacao em P? de grau n determinada por w = 0, onde w = Pdx +
Qdy + Rdz. Seja Z(w) = (P,Q, R) o ideal gerado pelas componentes de w. Suponhamos

que o conjunto de singularidades de w tenha codimensao 2.

Proposicao 2.2. Seja g um polinémio homogéneo em C* com a sequinte propriedade:
para cada p € C*\ {0} o germe g, pertence ao ideal local Z(w), C O, gerado por
(P, Qp, Ry). Entao, g € Z(w), isto é, existem A, B,C polinémios homogéneos tais que
g=AP+ BQ+ CR.

Demonstragao. Seja (U,)aca, uma cobertura de C*\ {0} por abertos, tais que para
cada a € A temos

qu, = AaP + BaQ + CaRv

onde A,, By, Cy € O(U,). Definamos a 2-forma
fho = Aody Ndz + Bodz A dx + Codx A dy.
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Entao,
WA g = (Pdx 4+ Qdy + Rdz) N\ (Aady N dz + Badz A dx + Cpdzx A dy)
e dai temos
WA o = PAsdr Ndy Ndz + QBodx ANdy N dz + RCydx A dy N dz = g, £,

onde 2 = dx Ady N dz. Seja

Hap = Mo — [
em U, N U # . Calculando w A pas obtemos

WA pag =wWA pa —wA pig = gu, 2 — gt =0

em U, NUg. Assim
(2.9) 0=1ip(wA tap) =1ip(W) A tlag — W A ig(ftas),
onde £ =z + ya% + 22 é o campo radial. Como ip(w) = 0, da expressao (2.9) temos
(2.10) wAig(fas) = 0.

Ja& que o conjunto singular de w tem codimensao 2, pelo Lema de Divisao de De Rham
(ver [Sa]), podemos escrever ig(ftag) = hopw onde ho,s € O(U, N Ug). Note que hqp

satisfaz a condicao de cociclo aditivo. Como fias + figy + fiya = 0, entao

0 =ip(tap) + ie(tpy) + ip(kya) = (hag + hgy + hyo)w,

o que implica em

(hag + hgy + hy) =0

para U, NUg N U, # 0. Substituindo em ig(fap) = hapw a igualdade % = w provada
no Lema 2.1, temos h
i5(fag) = k: —T—ﬁl (ip(dw))

o he L
e assim ip(tas — p37dw) = 0, isto &,

iE(ftap — hapdw) =0,
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onde Ealg =2

ﬁﬁ. Como E nao tem singularidades em U, N Uz e do Lema (2.2), entao

Hap — hagdw = lagiE(Q),

ou seja,

(2.11) Hapg = hagdw + lagiE(Q>,

onde log € O(Uy,NUp), ¥V Uy, NUg # 0. Como fiap € hqp satisfazem a condi¢ao de cociclo,
entao [, também satisfaz a mesma condicao. Logo, pelo Teorema de Cartan, temos que

ag = hg — hg € log = lg — l,. Em (2.11) isso implica que
Ha — Hp = (hﬁ - ha)dw + (lﬁ - la)ZE(Q)

e logo

fa + hadw + l4ig(Q) = pg + hgdw + lgi Q.

Assim, podemos definir uma 2-forma holomorfa p em C*\ {0} como
P, = Pa + hadw + 14ig(82)
e portanto, em cada U,,
(2.12) WAL =wWA lig +wA hpdw +w A lyig().
Note que w A ig(§2) = 0. De fato, w A 2 =0 e dai
0=ip(wAQ)=ig(w) ANQ+wAig(Q).

Como ig(w) = 0, da equagao anterior concluimos que w Aig(2) = 0. Assim, da expressao
(2.12), posto que w Adw =0 e w A ig(§2) = 0, obtemos

WA =wA iy = gsl.

Podemos supor que p ¢ homogéneo uma vez que w, g e {2 sao homogéneos. Isso ¢é suficiente

para garantir que g € Z(w) C.Q.D.
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No teorema a seguir, conseguimos cotar o grau de uma folheagao F em relagao a uma
separatriz S lisa. Para curvas irredutiveis, ja havia a quota m < n + 2. Essa cota, para
curvas lisas, ¢ melhor. Assim, nessas condicoes, o problema de Poincaré é respondido

positivamente.

Teorema 2.1. Seja F uma folheagao de grau n dada, em coordenadas homogéneas, por
uma I1-forma polinomial w. Seja S uma curva lisa em P? definida em coordenadas ho-
mogéneas por um polinomio irredutivel f de grau m. Suponhamos que F tenha S como
uma separatriz. Entao, w tem PRD com relacao a f em <n—+1. Sem =n+1, entdo

F coincide com uma folheagao dada por curvas de uma funcdo racional do tipo gi onde

m

o grau de g € um. Em particular, podemos escolher um sistema de coordenadas afins

C? C P? tal que Fic2 € dada por curvas de nivel de um polinomio.

Demonstracao. Como f é separatriz lisa de w, entao, w tem PRD local com relagao a

f. Pela proposicao 2.1, w tem PRD global em relacao a f, ou seja,

(2.13) w=gdf + fu.

Note que ig(w) = 0 implica que pu # 0. De fato, supondo que p = 0, entdo w = gdf, por

(2.13). Como ig(w) = 0, concluiriamos que

in(w) = ie(gdf) # 0,

o que é absurdo, pois ig(df) = mf, visto que f é homogéneo. Comparando os graus em
(2.13), entao m < n+ 1. Se m = n + 1, obtemos de (2.13) que o grau de g é um e o grau

de p ¢é zero. Assim, como ig(w) = 0 obtemos de (2.13)
0 =ip(w) =ip(gdf + pnf) = ie(gdf) + ip(uf).

Como ig(df) =mf # 0, a expressao ig(gdf) + ig(pf) = 0 nos d& gmf + fig(pn) = 0. De

onde concluimos que
(2.14) ip(pn) = —mg.
Facamos

1= adx + Bdy + ydz,
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onde «, 3, v € C, pois grau(u) = 0. E entao, por (2.14)
in(p) = ax + By + vz = —myg.
Tomando a diferencial da expressao acima obtemos
adx + Bdy + vdz = —mdg
o que implica em p = —mdg. Por (2.13), concluimos que
(2.15) w = gdf —mfdg.

Observe que

J (i) _g"df —mfg"ldg _ g™ (gdf —mfdg)
g" (9™)? g

Entao, substituindo a expressao (2.15) na equagao acima, temos d (g%) = g™ lw, ou

seja, w = gm“d(gim). Dai, a folheacao coincide com a folheacao dada pelas curvas de

nivel de gim. Se tomarmos um sistema de coordenadas afins C?> C P?, tal que ¢ =0 é a

linha no infinito, entao chegamos na ultima afirmacao do enunciado. C.Q.D.

Proposicao 2.3. Seja F uma folheagao de grau n dada por uma 1-forma w. Suponhamos
que todas as singularidades de F sao nao degeneradas, ou seja, ambos os autovalores da
parte linear do campo que gera F ndo sao nulos. Seja g um polinémio homogéneo em C3

que se anula no conjunto singular de w. Entdo g € T(w).

Demonstracao. Como as singularidades de F sao nao degeneradas, entao, se o germe
g se anula em uma sigularidade p, ele esta no anel local gerado pelos componentes de w.

Da proposigao 2.2 concluimos que, g € Z(w). C.Q.D
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Capitulo 3
Aplicacoes para PRD

Neste capitulo, vamos apresentar algumas aplicacoes para a propriedade local de di-
visdo relativa. Seja f um germe de curva analitica em 0 € C2?, definida pela equacao
f = 0. Vamos denotar por Ag(f) o conjunto de germes de 1-formas analiticas em 0 € C?
tendo f como separatriz. Entao, w € Ag(f) se, e somente se, w A df = f0, onde # é um
germe de uma 2-forma. Note que Ag(f) é um Oy-médulo. Por sua vez, denotamos por
A1 (f) o conjunto dos germes de 1-formas analiticas em 0 € C? que tem PRD localmente
com relacao a f. Observe que Ai(f) é um submdédulo de Ag(f). De fato, seja w € Ay(f),
isto é,

(3.1) w=gdf + if.
onde i é um germe de 1-forma e g é germe de curva. Fazendo, em ambos os lados de

(3.1), o produto interior com df, obtemos

wAdf =gdf Ndf +uf Ndf = fuNdf.

Dai concluimos que f = 0 é invariante por w € Ay(f). Assim A;(f) é um subconjunto
de Ao(f). Resta mostrar que Ai(f) é fechado sobre a multiplicagao de elementos de Os.

Seja h € Oy. Ao multiplicarmos a expressao em (3.1) por h, teremos que
hw = hgdf + huf.
Assim, hw tem PRD com relacao a f.
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Ao(f)
Ai(f)

Se f é quasihomogénea, ou seja, f € Z(fs, f,), onde Z(f,, f,) é o ideal jacobiano

Proposicao 3.1. dim¢ < o0. (Ver [Ce])

de f, é possivel encontrar um sistema de coordenadas (z,y) em uma vizinhanga de 0
e uma l-forma wy = —kxdy + lydxr, onde 7, | sdo nimeros racionais positivos, tal que
wo A df = fdx A dy. De fato, como f é quasihomogénea, f =Y ayz'y’, li + kj =1V k,

J >0, onde [ e k sao racionais positivos. Seja wy tal que
(3.2) wo Ndf = fdx A dy.
Como
df = Z iaix "y dr + jagx'y' T dy,
entao, suponhamos que wy seja da forma wy = axdy + Bydx. Substituindo essas duas

expressoes, respectivamente, de df e de wy em (3.2), temos
Z(—aiaijxiyj + Bja;x'y!)dx A dy = fdx A dy,
ou seja,
Z(—az’ + B)aix'y'dx A dy = fdz A dy.
Tendo em vista que tomamos f quasihomogénea, isto é, f = > a;;2'y’, deduz-se que
—a = ke =1 Entdo wy = —kady + lydx. Observe que wy € Ao(f). Além disso,

todo germe de funcao holomorfa quasihomogéneo é, a menos de mudanca analitica de

coordenadas, um polindémio quasihomogéneo (ver [Sal).

Lema 3.1. Seja f € Oy quasihomogénea. Se w € Ao(f), entdo existem g e h pertecentes

a Oy tais que w = gdf + hwy.

Demonstracao. Como w € Ag(f) e wo € Ag(f) entdo, w Adf = f0 e wo AN df = fdxdy.
Afirmamos que
(3.3) wAwy = gfdx Ady,

para alguma g € O,. De fato, como w A df = f6, onde 6 é 2-forma, escrita na forma

0 = hdx A dy para alguma h € O,. Assim,
wAdf —hfdx ANdy = 0.
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Substituindo wy A df = fdxdy na expressao acima obtemos
wAdf — h(wy Adf) =0,

isto é, (w — hwy) A df = 0. Logo, pelo Teorema de Divisao de De Rham, visto que f é
reduzida, w — hwy = gdf para alguma g € Oy. C.Q.D

Lema 3.2. Seja f € Oy quasihomogénea. Temos que h € Oy € tal que hwy € A1(f) se, e
somente se, h € I(fy, fy)-

Demonstracao. Comecamos por provar a afirmagao a seguir.

Afirmacao. Seja h € O,. h € I(f,, f,) se, e somente se, existe 1-forma p tal que
hdx AN dy = p A df. De fato, se h € Z(f,, f,), entdo podemos escrever h = af, + B f, para
a, B € Oy. Dal,

hdx A dy = (af, + Bf,)dx AN dy = —ady A f,dz + Bdx A f,dy = p A df,

para i = fdr — ady e df = fydxr + f,dy. Reciprocamente, se hdx A dy = p A df, onde
= PBdr —ady e df = fydr + f,dy, temos

pAdf = (Bdx — ady) A (fodx + f,dy) = (ofs + Bf,)dz A dy.

Como hdx A dy = p A df, obtemos que h = af, + Bf,, isto é, h € Z(f,, f,). Isso prova a
afirmacao.

Agora suponhamos que hwy € A;(f). Entao, temos
(3.4) hwo = gdf + fu.
Multiplicando a igualdade wy A df = fdx A dy por h obtemos,
(3.5) hfdx A dy = hwy A df.
Substituindo em (3.5) a expressao dada em (3.4), temos

hwo Ndf = (gdf + pf) Ndf = pf Ndf.
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Entao, pela expressao anterior e por (3.5), temos hdx A dy = pu A df, o que implica que
h € Z(f., fy), pela afirmacao provada anteriormente. Reciprocamente, se h € Z(f,, f,),
entao hdx A dy = p A df, usando a afirmacao. Multiplicando a equacao anterior por f,

temos fhdx A dy = fu A df. Substituindo, nessa equagao, a igualdade em (3.5), obtemos
hwo Ndf = fu A df,

ou seja,
(hewo — f) A df = 0.

Tendo em vista que f ¢é reduzida, concluimos que hwy — fu = gdf para alguma g € Os.

C.Q.D.

Proposicao 3.2. Seja f € Oy quasthomogénea. Entao

Ao(f) = Mi(f) ® Cfiwo @ - - - @ Cfwo,

onde fi,..., f, € uma base de I_(;%f_).
)Y

Demonstragao. Se w € Ag(f), pelo lema 3.1 temos que w = gdf + hwy, onde g € Oy. O
resultado segue observando que gdf € A;(f). C.Q.D.

Corolario 3.1. Seja f € Oy quasihomogénea. Entao, Z(f,, fy).No C Ar. Em particular,
se f tem apenas duas componentes lisas transversais, entao M.Ng C Ay, onde M € o

ideal mazximal de O,.

Lema 3.3. Seja w um germe de 1-forma e seja f =0 a equacgao local reduzida da curva
S em p = (0,0) que tenha dois ramos transversais e lisos em p. Suponhamos que w tenha

f =0 como separatriz. Entao w tem PRD com relagio a f se, e somente se, dw(0) = 0.

Demonstracao. Suponhamos que w tenha PRD com relacao a f. Entao, podemos es-

crever
w = gdf + fp.

Tomando a diferencial da equagao anterior, temos
(3.6) dw =dg Ndf +df N p+ fdu.
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Como p = (0,0) é ponto nodal, entdo f(0) = 0 e df(0) = 0. Assim, da expressao (3.6)
segue que dw(0) = 0.

Reciprocamente, como w € Ag(f), do lema 3.1 temos
(3.7) w = gdf + hwy.
Tomando a diferencial da expressao (3.7), obtemos

dw = dgAdf +dh N wy+ hdwy
= dgNdf +dh N (—kxdy + lydx) + h(kdx A\ dy + ldx A dy.)

Como p = (0,0) é ponto nodal e estamos supondo dw(0) = 0, da equagao acima segue que

dw(0) = h(0)(kdx A dy + ldz A dy) = 0. Isso implica que h(0) = 0, de onde concluimos
que h € Z(fs, fy). Do lema 3.2, temos que hwy € A;(f). Portanto, pela expressao (3.7),
w e Ai(f). C.Q.D.
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Capitulo 4

O Problema de Poincaré: curva com

singularidades nodais

Neste capitulo trataremos de resultados que relacionam o grau de uma folheagao e o
grau de uma curva com singularidades nodais. Vamos, também, introduzir o conceito de
folheacao logaritmica.

Sejam M uma variedade complexa de dimensao maior ou igual a dois e fi, ..., f,. fungoes
holomorfas nao identicamente nulas sobre M. Sejam Aq, ..., A\, nimeros complexos nao
5:1 Aj %j
fechada e, portanto, integravel. A folheagao F induzida por € é chamada de folheagao

nulos. A 1-forma meromorfa § = ) ¢ chamada de forma logaritmica. Ela é

logaritmica associada a 6.

Teorema 4.1. Sejam F uma folheacio em P? de grau n e S curva algébrica de grau
m definida pela equagao homogénea reduzida f = 0, cujas singularidades sao do tipo
cruzamento normal. Suponhamos que F tenha S como separatriz. Entdo, grau(S) <
grau(F) + 2, ou seja, m < n+2. Além disso, se m =n+ 2, entdo f € redutivel e F € do
tipo logaritmica, isto €, dada por uma forma racional fechada E)\i%, onde \; e Ce f; €
polinomio homogéneo.

Demonstracao. Seja w uma 1-forma integrdvel em C3 que representa F. Como S é uma
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separatriz de F e f ¢é reduzida, temos que
(4.1) wAdf = f0.

Definamos y = 6 — dw, onde p é homogéneo de grau n. Assim, podemos escrever

0 = 11+ dw. Substituindo essa expressao em (4.1), obtemos
(4.2) wAdf + fdw = fpu.

Afirmacgao: se p é uma singularidade de f, entao u(p) = 0.
De fato, seja (x,y, 2) um sistema de coordenadas local em C3; tal que f = zy. Entao,

substituindo a equacao f = xy na expressao (4.1), temos
w A (xdy + ydzx) = zyb.
Fazendo w = adx + bdy + cdz e substituindo na expressao anterior, obtemos
axdz A\ dy + bydy A dx + c(xdz A dy + ydz A dx) = zy6,

de onde concluimos que a = ya, b = z3, ¢ = xzy\, onde «, B, A sao fungoes holomorfas.
Entao,

(4.3) w = aydr + Prdy + ryAdz.

Da expressao (4.3) e como f = zy, o primeiro membro da igualdade em (4.2) pode ser

escrito como

wAdf + fdw = (aydx + Brdy + zyAdz) A (ydz + xdy)+
xy(ady A dx + yda A dx + pdx A dy + xdB A dy + yAdz A\ dz + 2 \dy A dz + xyd) A dz),

ou seja,

wAdf + fdw = xy*Xdz A dx + 2*yAdz A dy+
zyBdr A dy + 2*ydB A dy + zy*Mdx A dz + 2*yAdydz + 2*y*d\ A dz,

sendo o 2-jato do segundo membro da expressao acima igual a zero. Isso implica que fu,
em (4.2), comegara no terceiro jato e logo, u se anula em z = y = 0. Isso demonstra a

afirmacao.
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Para provar o teorema, vamos considerar dois casos, sendo o primeiro caso u =0 e o
segundo caso p # 0.

Primeiro caso: p = 0. Observe que isso implica em (4.2) que
wAdf + fdw =0,

ou seja,
c_u_w/\df—fdw_o
f f? '

Nesse caso, se f = fi.....fr é a decomposicao de f em fatores irredutiveis, entao, existem

nameros \;, ....., Ay tais que (ver [CM])

df;
(4.4) f ZAJ i

Em (4.4), contraindo pelo campo radial £, obtemos

ZEfZ)\]Cj{J fZ)\d]df]

onde d; é o grau de f;. Como ig(w) = 0 entdo, da equacao acima, Z?Zl A;jd; = 0. Assim,
k > 2. De (4.4) temos que grau(w) — grau(f) = —1 e dai, os coeficientes de w tém grau
m — 1. Portanto, grau(F) = m — 2.

Segundo caso: p # 0. Neste caso, seja ¢ uma componente nao nula de p. Seja V' = {h;
h polinomio homogéneo de grau n tal que h se anula no conjunto singular de f}. Observe
que V # (0, pois g € V, j& que p se anula no conjunto singular de f, como foi provado na
afirmagao anterior. Seja h € V' \ {0}. Como h se anula no conjunto singular de f, entéo
h € Z(x,y), onde (z,y) sdo coordenadas locais em um ponto p € Sing(S). Localmente
em p € Sing(S), S é dada por f(z,y) = (zy = 0). Entado, como f é quasihomogénea,
temos pelo Lema 3.2 que hwy € Ay(f), onde wy = —kzdy + lydzx, k e [ nimeros racionais
positivos. Como hwy € Ai(f) e do Lema 3.1, hw tem PRD local. Assim, da Proposigao

2.1, concluimos que hw tem PRD global. Logo, podemos escrever
(4.5) hw = adf + fn,
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onde a é homogéneo, cujo grau d pode ser calculado comparando os graus na expressao
acima, ou seja,

n+n+1)=(m-1)+d,

oquenos da 2n+2—m = d. Suponhamos que possamos escrever hw de outra forma,
isto é,
hw = aydf + f,

onde a; é homogéneo e a # a;. Subtraindo essa expressao de (4.5) obtemos

(@ —ar)df = f(m —n).

Mas como f é reduzida, f divide (a — ay). Entao, ja que grau(f) = m e grau(a) =
2n + 2 — m, temos

m<2n+2-—-m

o que implica que m < n + 1. Nessa situagao, portanto, o teorema esté provado.

Podemos, entao, supor que a é unicamente determinado por h e, assim, a correspon-
déncia h — a estd bem definida, sendo um mapa linear de V no espacgo dos polinomios
de grau 2n 4+ 2 — m. Vamos denotar esse mapa por a(h). Podemos, também, supor que
a(h) é injetivo. De fato, se o0 mapa nao fosse injetivo, para algum hy € V, com hy # h,
poderiamos escrever

hiw = adf + fn.

Subtraindo a expressao anterior de (4.5), obterfamos

(h = hi)w = f(n—m),

o que implicaria que f divide h — hq, pois a codimensao de Sing(w) é igual a 2. Assim, f

dividiria um polinomio de grau n. Logo, teriamos m < n e o resultado estaria provado.
Agora, queremos provar que m < n + 2, ou seja, n < 2n + 2 — m. Suponhamos por

contradigdo que n > 2n + 2 — m. Afirmamos que para qualquer h € V o polinémio

a = a(h), se anula no conjunto singular de f. De fato, de (4.5) temos
hw — adf — fn=0.
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Tomamos um sistema de coordenadas local em uma vizinhanca de um ponto singular de f,
que supomos ser p = 0, tal que w possa ser escrito como em (4.3), f = zy e df = xzdy+ydx,

e da equacao acima obtemos
hMaydz + prdy + zyAdz) — a(zdy + ydx) — xyn = 0.

O primeiro jato do lado esquerdo da expressao anterior pode ser escrito como —a(0)(xdy+
ydz) = 0, de onde concluimos que a(0) = 0.

Seja V1 o espaco dos polindmios homogéneos de grau 2n + 2 — m que se anulam no
conjunto singular de f. O mapa a : V + Vj é injetivo. Mas isso nao é possivel, pois se A
¢ um polinomio de grau m —n — 2 > 0, podemos construir um mapa injetivo 14 : Vj — V
com ia(hy) = Ah;. Logo, a dimensao de V seria igual a dimensao de V; e o mapa iz
seria um isomorfismo. Isso é falso, pois nao é possivel que todos os elementos em V' sejam
divisiveis por um mesmo poliné6mio nao constante A.

Agora, suponhamos que m = n + 2. Vamos demonstrar que w é do tipo logaritmica,
por inducao no grau k = n + 1 de w. Se w tem grau 1, entao a folheacao tem grau zero.
Trata-se, portanto, da folheacao radial, ou seja, apés uma mudanca linear de coordenadas
w € expressa como w = —ydx + xdy. Portanto, w é logaritmica, pois w pode ser escrita
como w = d <§> Suponhamos verdadeira a afirmacao para todo k < kg — 1, onde kg > 2.
Vamos provar para k£ = ky. Por hipdtese, como m = n+2 e k = n + 1 temos que

n+1=ky=m—1. Entao, 2n 4+ 2 — 2m + 2 = 0, de onde obtemos
2n+2—m=m—2=n.

Isso implica que Vi3 =V, por definigao de V. Assim, vamos supor que o mapa a: V — V;
¢ bem definido e injetivo. Como estamos tratando de espago vetorial complexo, podemos
assumir que a tem autovetores. Seja h um autovetor de a associado ao autovalor A € C.

Podemos escrever

hw = \hdf + fn.

Se hy é um fator irredutivel de h, entao h; divide f ou n. Depois de cancelar todos os

fatores irredutiveis na igualdade anterior, obtemos
(4.6) w = Adf + fim,
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onde f; divide f. Note que f; nao é constante. De fato, como grau(h) = n e, por hipétese
m=n+2, entao n < n+ 2 =m, onde m é o grau de f. Isso implica que grau de n; é
menor que o grau de w. Facamos f = fif,. Contraindo ambos os termos da expressao

(4.6) pelo campo radial temos

ig(w) =ip(Adf) +ip(fim).

Como ig(w) = 0 e da identidade de Euler, a expressao acima se reduz a

Amf + frig(m) =0,

o que implica em

Denotaremos por m; o grau de f;, ms o grau de f5 e k; o grau de 7;. Concluimos que ky
é igual a mg — 1, pois da expressao (4.6), temos que m; + k; =n + 1 e, somando um em

ambos os lados dessa igualdade, resulta em
(4.8) l+mi+ki=n+2=m=mq+mo,

Logo, k1 = mgo — 1.
Seja Lg a derivada de Lie na direcao do campo E. Queremos provar que Lgn; =

(k1 + 1)n;. Calculando a derivada de Lie em ambos os lados da expressao (4.6) obtemos

Lg(w) = Lp(Adf) + Le(fim)
e portanto,
ip(dw) + d(ip(w)) = ip(Ad*f) + d(ipAdf) + Lp(fim).
Como igw = 0 e d®f = 0, segue que

(4.9) ip(dw) — Amdf = Lg(fim).

Como w ¢ integravel, de graun+1, e ig(w) = 0, pelo Lema 2.1, vale ip(dw) = (n+2)w.

Substituindo essa expressao em (4.9) e lembrando que n + 2 = m, obtemos

(4.10) (n +2)(w — Adf) = Le(fim).
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Calculando Lg(fim) temos

Le(fim) = ip(dfi Am+ fidmn) + d(ip(fim))
= (mifim —dfy Nig(m) + frig(dm) + d(fiig(m)
= (mifim —dfi Nip(m) + fiig(dn) + (dfi Aip(m) + fidip(m))
= mifim + filis(dm) + dip(m))
= mifim + fi(Lem).

Na expressao (4.10), usando a relagdo em (4.6) e a igualdade Lg(fim) = mqyfim +
fi(Lgm) temos
(n+2)fim = myfim + filem,
de onde

De (4.8), (n+2—mq) = k1 +1 e portanto, em (4.11), (k; + 1)n; = Lgn;, como querfamos
provar.

Além disso, temos que
Lem = ig(dm) + dip(m).

Entao, de (4.7) obtemos
LE771 = ZE(dnl) — )\mdfg

Agora, definamos w; tal que ig(dn;) = (k1 + 1)w;, onde grau(w,) = k; = grau(n;) e onde
k1 < k. Substituindo essa relagao na expressao acima e lembrando que (ky 4+ 1)n; = Lgm

temos
(k’l + 1)771 = (k’l + 1)001 — )\mdfg

Usando o fato que k; + 1 = ms na equacao acima, obtemos
mam = mawy — Amdf,
ou seja, 1 = w1 — A;2dfy. Substituindo em (4.6), resulta em

m
W = )\df + f1w1 - )\—fldfg
mo
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Lembrando que m = m; + msy e que f;fy = f temos

W = f1w1 + )\d(flfg) - A@flde - )\@fldf%
Mo mao

de onde encontramos

w= fiw + i(77”¢2f2df1 —my fidfa).

mao

De ip(w) = 0 segue que fi(ig(wr)) = —iE(mLQ(ﬂ’Lszdﬁ — my fi1dfs)). Como
ip(mafadfi —my fidfa) = (mafomy fi — mafimafo) = 0,

entao ip(w;) = 0. Como fy é separatriz de w e de df, da igualdade (4.6) temos que
fo € separatriz de 7,. Lembrando que w; = n; + )\m%dfg, entao fo é separatriz de wy.
Além disso, da equacao que define wy, resulta que grau(fy) = grau(F,,) + 2, ou seja,
ms = grau(w;) + 1, de onde my = ky + 1. Assim, podemos aplicar a hipétese de indugao
em fy e wy para obter que w; = fQE)\j%j, onde hyq, ..., h, sao componentes de f,. Portanto,
71 € logaritmica e assim, w é logaritmica pela equagao (4.6). C.Q.D.

A partir de agora, vamos considerar o caso onde f é irredutivel de grau m, admitindo
apenas singularidades nodais. Vamos estimar o grau das folheacoes que tém f como
separatriz e que nao satisfazem PRD com relacao a f. Essas estimativas serao em termos
do ntimero de pontos nodais de f e, assintoticamente, sdo melhores que a anterior (m <
n + 1). Consideremos, como primeiro caso, a situacdo em que f tem apenas um ponto

nodal.

Teorema 4.2. Seja F uma folheacdao de graun. Seja f irredutivel de grau m, com apenas
uma singularidade nodal. Suponhamos que F tenha f como separatriz, e que nao tenha

PRD com relagio a f. Entao, m < 5 + 2. Além disso, essa € a melhor estimativa.

Demonstracao. Tomemos w uma 1-forma homogénea de grau n-+1 em C? que represente
F. Seja f separatriz de F. Vamos supor que o ponto nodal de f é (0 : 0 : 1), fazendo
mudanca de coordenadas lineares. Considere as fungoes lineares x e y. Afirmamos que as
1-formas zw e yw, satisfazem PRD com relagao a f. De fato, x € Z(x,y), onde (z,y) sao

coordenadas locais em 0. Entao, pelo Lema 3.2 temos que zwy, onde wy = —kxdy + lydz,
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com k e [ nimeros racionais positivos, tem PRD local. Do Lema 3.1, xw tem PRD local
e usando a Proposicao 2.1, concluimos que zw tem PRD global. O mesmo vale para yw.

Entao, podemos escrever
(4.12) xw = gidf + fuq.

(4.13) yw = godf + fpia.
Comparando os graus em (4.12) segue que n+ 2 = m — 1 4 grau(g;), ou seja, grau(g;) =
n —m+ 3. A equagao (4.12) nos leva a concluir que se g; = 0, entdo = divide py, pois f
é irredutivel. Assim,

Tw = f i,
onde xu; = p1, o que implica que w tem PRD com relagao a f, absurdo. Portanto,
g1 Z 0. Com argumento similar podemos supor g, # 0. Multiplicando (4.12) e (4.13),

respectivamente por x e y e, depois, subtraindo uma equagao de outra, obtemos

(zg2 — yg)df = f(ypr — ps).

Da expressao acima observamos que ou xgs — yg; = 0 ou, como f é irredutivel, f divide
xgo—yg1. Visto que grau(g;) = n—m+3, segue que grau(yg;) = n—m+4. Se xga—ygy = 0,
temos que x divide g; e divide u; e entao, por (4.12), w tem PRD com relagao a f, absurdo.
Se xgy — yg1 Z 0, entdao f divide xgo — yg;. Como grau(rgs — yg1) = n — m + 4, temos
m <n—m+4,isto é, m < 7 + 2, 0 que prova a primeira afirmativa do teorema.

Com o objetivo de mostrar que a cota apresentada ¢é rigida, vamos construir um
exemplo explicito, tendo grau n = 2m — 4. Considerando coordenadas afins em C?,
podemos construir f cuja unica singularidade é um ponto nodal em (0,0) e podemos

escolher um sistema de coordenadas tal que
f=X"-Y*+ .. =X*(1+a)-Y?*(1+7),
onde «, f sado polinoémios tais que grau(l + a) = grau(l + §) = m — 2. Seja F folheagao

5581,3)) = % Essa folheacao pode

em P? dada por curvas de niveis da funcao meromorfa

ser representada pela 1-forma

_ dX  dY  da dB \ _ fudfy — fudfs
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Seja wy a 1-forma homogénea em C? obtida pela homogeinizagao de w;. De (4.14),
grau(wp) < 2m — 3 e portanto, o grau de F é menor ou igual a 2m — 4. Por outro lado,
afirmamos que wy nao satisfaz PRD com relacao a f. De fato, se isso fosse verdade,
terfamos em coordenadas afins que wy = gdf + fu e dai dw;(0,0) = 0, pois (0,0) é ponto
nodal de f. Porém, calculando dw; (0, 0), constatamos que dw;(0,0) = —4dz A dy. Entao,
pelo que ja foi provado no teorema, grau(F) > 2m — 4. Como ja haviamos provado que
o grau de F é menor ou igual a 2m — 4, concluimos que o grau de F é igual a 2m — 4.
C.Q.D.

Corolario 4.1. Seja f irredutivel de grau m e wy homegeinizacao de wy, dada no teorema
anterior. Seja F uma folheagdo de grau n, representada, em coordenadas homogéneas,
por w que tenha f como separatriz. Entao, oum —1 <n < 2m —4 ew tem PRD com
relacao a f, oun > 2m — 4 e hda um polinomio homogénio h de grau n — 2m + 4 tal
que w — hwy tem PRD com relacdo a f. Além disso, se p € um ponto nodal de f, entdo

h(p) = 0 se, e somente se, w tem PRD com relagio a f.

Comentario: Se denotarmos Ag(f,n) = {w ; grau de w igual a n + 1, igw = 0 e
wAdf = f0} e Ai(f,n) ={w € Ao(f,n); w tem PRD com relagao a f}, entdo o coroldrio

acima implica que
Ao(f,m) {OSen<2m—4

dlmCAl(f,n) " l1sen >2m —4

Observacgao: Seja f = 0 uma curva com um ponto nodal. Vamos fazer uma deformagao
de f, com fy = f e tal que f; é lisa para t # 0. Seja w uma 1-forma, tendo f = 0 como
separatriz. Se w tem PRD com relacao a f, entao é possivel deformar w em uma familia de
1-formas w; tal que wy = w e w; tem f; = 0 como separatriz. Basta fazer wy = gdfi + fi11,
se w = gdf + fu. Por outro lado, se w nao tem PRD com relacao a f, entao isso nao é
possivel. Com efeito, se f; € lisa, entao w, tem PRD com relacao a f;, pelo Teorema 2.1.

Agora, considere o caso onde f = 0 tem k > 2 pontos nodais em posicao geral, isto
é, se k > 2, existem k retas distintas Ly, ..., Ly tais que Vj € {1, ..., k}, todos os pontos

nodais de f estao contidos em (J;; Li.

Teorema 4.3. Na situacdio acima, se F € folheagcio em P? de grau n, tendo f = 0 como

separatriz, entao ou F tem PRD com relacao a f em <n+1 ou:
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1) Se k>3, entao 2m <n+k+2;
2)Se k <2, entdo 2m < n+k + 3.

Demonstracao. Seja w uma 1-forma homogénea de grau n+ 1 que representa F. Supon-
hamos que w nao tenha PRD com relacao a f. Vamos considerar primeiro o caso k > 3.

Sejam Ly, ..., Ly, as retas tais que para todo j € {1,...,k}, os pontos nodais de f estao

contidos em {LlL—JL’“} = 0. Seja E; = LIL—JL’“ Observe que E; se anula em cada ponto
nodal. Entao, pelo Lema 3.2, Z;w tem PRD local e da Proposicao 2.1, tem PRD global,
isto é,

(4.15) Lyw = hydf + fu;L;Vj € {1, ..., k}.

Agora multiplique (4.15) por L; e obtemos
Ly...Lyw = Ljhidf + L; f1;.
Seja i # j. Repetindo a mesma conta para L; e subtraindo as equacoes obtidas, obtemos
(Lihi — Ljh;)df = f(Ljp; — Lipts).

Temos dois casos a considerar: ou L;h; — Ljh; =0, Vi, j, com ¢, j # 0 ou L;h; — Ljh; #0
para algum ¢ # j. No primeiro caso, L; divide hj, Vi # j. Logo, considerando a equagao
(4.15), concluimos que w tem PRD com relagdo a f, absurdo. No segundo caso, temos
que f divide L;h; — Ljh; # 0, pois f nao divide df. Comparando os graus em (4.15)
temos que (n+ 1) +k — 1 = grau(h;) + (m — 1), isto é, grau(h;) = n+k —m+1 e entdo,
grau(L;h; — Ljhj) =n+k —m+ 2. Assim, como f divide L;h; — L;h; # 0, segue que

m<n—m+k+ 2,

de onde temos que 2m < n + k + 2. Agora, para k < 2, note que os pontos nodais estao
em uma mesma reta. Vamos tratar separadamente de dois casos: k =1¢e k = 2.
Primeiro Caso. k = 1. Nesse caso, todos os pontos nodais pertencem a uma mesma
reta L. Fixemos o ponto p € L e seja Ly, a reta unindo p ao ponto nodal de f. Observe
que

(4.16) Lw = hdf + fu
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(417) Llw = hldf + f/ubl.

Comparando os graus da equacao (4.16), o grau de h resulta em n+2 = grau(h)+(m—1),

isto é, grau(h) = n + 3 — m. Subtraindo a equagao (4.16) de (4.17) obtemos
(Lh — Lihy)df = f(Lpp — Lip).

Agora, note que ou Lh — L1h; = 0, implicando que w tem PRD com relagao a f, o que é

absurdo; ou entao, temos que f divide Lh — L1hy # 0, ou seja,
m<n—-m+3+l=n—m+4

o que implica em 2m < n + 4.
Segundo Caso. k = 2. Nesse caso, seja L a reta que contém pontos nodais de f.
Tomemos o ponto p &€ L e sejam Ly, Ly, as retas unindo p aos pontos nodais de f.

Observe que L e LiLy se anulam em cada ponto nodal. Entao,
(4.18) Lw = hdf + fu

(419) L1L2w = hldf + f,u1

A comparagao de graus na equacao (4.18) resulta em n + 2 = grau(h) + (m — 1), ou seja,

grau(h) = n 4+ 3 —m. Subtraindo a equagao (4.18) de (4.19) obtemos
(Lh — LyLohy)df = f(Lpt — L1 Lap).

Agora, observe que ou Lh; — L1Lsh = 0, implicando que w tem PRD com relagao a f, o

que é absurdo; ou entao, temos que f divide Lhy — LiLoh # 0, isto é,
m<n—-m+3+2=n—m+5

o que implica em 2m < n+5. C.Q.D.

Observacao: Denote por k' o niimero minimo de retas Li, ..., L, tal que para todo

J
argumento da demonstracao do teorema anterior, é possivel provar que se F nao tem

j €{1,...,k'} todos os pontos nodais de f estao contidos em = 0. Com o mesmo
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PRD com relacao a f, entao 2m < n + k' + 2. Com efeito, sejam L, ..., Ly, as retas tais

que para todo j € {1,...,k’'}, os pontos nodais de f estao contidos em {%} = 0. Seja
J

E; = Lli'ij’. Note que Z; se anula em cada ponto nodal. Entao, pelo Lema 3.2, Z;w tem

PRD local e da Proposicao 2.1, tem PRD global, isto é,

(4.20) Ljw = hydf + fu;L;¥j € {1,....K'}.
Agora, multiplique (4.20) por L; e obtemos
Ly...Lyw = Ljh;df + L; fp;.
Seja i # j. Repetindo a mesma conta para L; e subtraindo as equacoes obtidas, temos
(Lihi — Lihg)df = f(Ljp; — Lijs).

Temos dois casos a considerar: ou L;h; — Ljh; =0 Vi, 7, com ¢, j # 0 ou L;h; — Ljh; 0
para algum ¢ # j. No primeiro caso, L; divide h;, Vi # j. Logo, considerando a equagao
(4.20), concluimos que w tem PRD com relacao a f, absurdo. No segundo caso, temos
que f divide L;h; — Ljh; # 0, pois f nao divide df. Comparando os graus em (4.20)
temos que (n+1)+k —1 = grau(h;) + (m — 1), isto é, grau(h;) = n+ k' —m+1 e entao,
grau(L;h; — Ljh;) =n+ k' —m + 2. Assim, como f divide L;h; — Ljh; # 0, segue que

m<n—-m+k +2,

de onde temos que 2m < n + k' + 2.

Agora, vamos considerar o caso onde f = 0 tem k > 2 pontos nodais e o grau da
folheagao é n > 2m — 4. Construiremos k 1-formas wy, ....,w, de grau n+1 = 2m — 3 com
a seguinte propriedade: se py, ..., py sdo pontos nodais de {f = 0}, entdo dw;(p;) = 0 se
i # j, e dwj(p;) # 0.

Lembre-se que as formas w; sao extremos da inequacao n > 2m — 4, pois essas formas
tem grau n+1 = 2m—3 o que implica em n = 2m+4. Vamos construir w; em coordenadas
afins. Seja (X,Y’) um sistema de coordenadas afins com as seguintes propriedades:

(i) p1 = (0,0) é singularidade nodal;

(ii) pa, ..., pr ndo estao contidos na reta do infinito;
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(iii) para todo j > 2, p; {X =0} ep; € {Y =0}

(iv) o segundo jato de f em (0,0) é X?—Y2. Isso é possivel pois (0, 0) é ponto onde duas
retas se cruzam, por ser ponto nodal. Podemos escrever f(X,Y) = X2-Y?4+X?a—Y?j3 =
X2(1 4+ a) — Y%(1 + B) onde méximo do grau de (1 + a) e (1 + ) é igual a m — 2, pois
grau de f =m.

Podemos supor que:

(v) (1 +a)(pj) # 0 para todo j € {2, ..., k}. De fato, observe que grau de f > 4, pois
k > 2. Além disso,

(4.21) f=X?’(14+0a)-Y?*(1+8)=X(1+a+AY?) = Y1+ B+ IX?).

Podemos escolher A € C tal que (1 + « + AY?)(p;) # 0 para todo j € {2,...,k}, porque
Y?2(p,) # 0 para todo j, pela propriedade (iii). De (4.21) segue que

Y21+ 8)=-X*(1+a+AY?)+ Y31+ 8+ 21X — X*(1 +a)

e entao, Y?(1 + f3) # 0. Vamos considerar &; dado por

) dX Yy d d
o = XY(1+a)(1+B)(2y—27+1fa_1f5>

= 2Y(1+a)(1+5)dX —2z(1+a)(1+ 5)dY + XY (1 + B)da — XY (1 4+ a)dp

Calculando dw; (0, 0) obtemos —4dX AdY . Pela propriedade (ii), concluimos que w(p;) = 0
para j > 2. Vamos fixar j € {2,....k} e fazer f = f1 — fo , onde f; = X*(1 +a) e
f2 = y*(1 + B). Observe que @; pode ser escrita como

- _ Y148 (h
e )

~ _ . g
dwl—dg/\d<f2>+d (fQ).

d@l—dg/\d<%).

Isso implica em

Como dQ(%) = 0, entao
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Agora observe que g(p;) # 0 e fao(p) # 0 por causa das propriedades (iii) e (v). Isso

implica que

o \ A alpy)dfi(py) — filpy)dfa(py))
dwy (p;) = dg(p;) A f2(p;)? :

Como f = fi—fae f(p;) = 0 temos que fi(p;) = f2(p;) # 0. Além disso, dfi1(p;) = df2(p;),
ja que df(p;) = 0, pois p; é ponto nodal. Logo, dw;(p;) = 0. O grau de Wy é menor ou

igual 2m — 3, pois um dos termos de maior grau, 2z(1 + «)(1 + ), tem grau 2m — 3.

Ao(fim) _

Teorema 4.4. Se n > 2m — 4, entao, dimg¢ N T

nodais de f.

k, onde k € o numero de pontos

Demonstracgao. Seja wy, ..., w, como na construgao anterior. Fixe n > 2m—4 e considere
os polindomios homogéneos hy, ..., by, de grau n—2m+4 tais que h;(p;) = 1, V5 € {1, ..., k}.
Observe que para i # j,

d(hjw;)(pi) = dhj(pi)w;(pi) + hj(ps)dw;(p;) = 0.
Por sua vez, para todo j € {1, ..., k},
d(h;w;)(p;) = dhj(p;)w;(p;) + hj(p;)dw;(p;) = dw;(p;) # 0.

Afirmagao: Para qualquer 1-forma pertecente a Ag(f,n), existem Ay, ..., A, € C tais que

k
(4.22) w— Y N(hjw;) € M (f,n).

j=1
De fato, sejam Ay, ..., A, € C tal que d(w)(p;) = \jdw;(p;). Entao, tomando a diferencial
da expressao (4.22) obtemos

k
dw(p;) = d(hjw;)(p;) = dw(p;) — Ajd(w;)(p;) = 0.
j=1
Do Lema 3.3, concluimos que w — Zk Aj(hjw;) € Ai(f,n), provando a afirmagao. Isso
implica que dlmCA (f ) < k. Como para i # j, d(hjw;)(p;) = 0 e, para todo j € {1,..., k},
d(hjw;)(p;) # O temos que hjwy, ..., hjw; sao linearmente independentes e formam uma

Mollm) 1,000 dime 0<f = k. C.Q.D.

base para A (n A
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Capitulo 5

Folheacoes com singularidades do

tipo Poincaré

Seja F uma folheacao holomorfa em P?, definida em coordenadas afins (X,Y) € C?
pelo campo polinomial v = P% + Q%. Seja p um ponto singular de F. Dizemos que
F ¢ do tipo Poincaré em p, se a parte linear de v possui dois autovalores nao nulos cujo
quociente é um numero real nao negativo. Se F ¢ do tipo Poincaré em p, entao existem
uma separatriz lisa ou duas separatrizes locais, transversais e lisas em p (ver [SoMo]). Em
coordenadas homogéneas, denotemos por Al (P?); o espaco linear das folheagoes de grau
n definido como

Al (P?) = {w = Adx + Bdy + Cdz, A, B,C homogéneas de grau n, que obedecem a
condigao de Euler, isto é, za + yB + 2C' = 0}.

Denotemos por P, C P,(AL(P?), o espaco das folheagoes de grau n, cujas singulari-
dades sao do tipo Poincaré. P, é um aberto real de Zariski no espaco projetivo. Seja
PY C P, o subconjunto de P, cujos elementos sao as folheagoes que tém uma separatriz

algébrica.

Teorema 5.1. Se n < 2, entio PY é um subconjunto algébrico préprio de P,, isto ¢,
existem polinémios homogéneos P, ..., P,, definidos em AL(P?) tais que P° = P, N {F
definida por w tal que P)(w) = ... = Pp(w) = 0}.

Demonstracao. Seja F € P, definida por w, tendo S como separatriz irredutivel dada
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pela equagao f = 0. Entao, temos que
(5.1) wANdf = f0,

onde 6 é uma 2-forma. Tendo em vista que as singularidades de F sao do tipo Poincaré,
concluimos que ou S é uma curva lisa (ndo tem singularidades) ou é uma curva nodal.
De fato, se p é uma singularidade de S, entao p € Sing(F). Como p é uma singularidade
de Poincaré, concluimos que p admite no méximo duas separatrizes transversais e logo, p
é singularidade nodal de S. Como conseqiiéncia, temos que m = grau(df) < n + 2. De
(5.1), observe que o grau de 6 é (n+ 1) + (m — 1) — m = n. Denote por > (m,n), o
conjunto dado por {(w, f,0);w A df = f0,grau(w) = n + 1,grau(f) = m, grau(f) = n}.
O conjunto > (m,n) é uma interse¢ao de quadricas em CY para algum M, pois w A df
tem grau dois nos coeficientes de w, f e 6. Dai, PY = P, N P(pr1(> (m,n)), onde pry é
a primeira projegao de (w, f,6) — (w). Isso implica que P? ¢ um subconjunto algébrico
de P,. Ele sera proprio, devido o Teorema de Jouanolou que sera enunciado e provado a
seguir. C.Q.D

Jouanolou provou que paran > 2 a folheacao dada por w, = (2" —y"!)dx—(1—xy™)dy

nao tem separatriz (ver [J]). Abaixo, serd dada uma prova curta desse resultado.
Teorema 5.2. Para n > 2 existe um elemento em P, sem separatriz.

Demonstracao. Suponhamos que w, represente F,. Afirmamos que a quantidade de
singularidades de F,, ¢ N = n? + n + 1. De fato, sabendo que w, = (z" — y"')dr —
(1 — zy™)dy temos que as singularidades sdo dadas pela solugao do seguinte sistema de
equacoes:
" —y"tl =0
{ 1—zy" =0.

Da segunda equacao do sistema obtemos x = yin Substituindo essa expressao na primeira

(i)n —y" =0,
y’l’b

o4

equacao do sistema segue que



. . > - &
ou seja, 1 — y"ty"? = 0. Dai, temos que y™ "' = 1 e entdo, y = €*™~, onde N =

n? 4+ n + 1. Definimos \ = emp(%) e considere o mapa periodico linear
o(z,y) = Oz, A"™Hy).

Observe que o*w, = A""lw,, de onde a folheacao JF, é equinvariante sobre a acao de o.
Assim, as singularidades de JF,, sao dadas pelas iteragoes de o(1, 1), definidas por o*(1, 1),
onde i = 0,....., N — 1. Afirmamos que F, é de Poincaré. De fato, as singularidades
de F sao as solucoes de zy™ = 1 e y*™! = 2", isto é, os pontos pi,...,py, onde N =

n*+n+1, p; = (z;,y;) com z; = y;, ey = exp(Qﬁj). A matriz Jacobiana do campo

(1-— xy”)a% + (2™ — y"“)a% no ponto p; = (z;,y;) é dada por
n n—1
go— | “Y% TNy,
i n—1 n :
na’ —(n+ 1)yj

B (1o . D) A
Os autovalores de J;, sdo Aj = y" (M) e A=y <M) Por-
tanto, os autovalores sao nao nulos e sua razao nao pertence a R*.

Suponhamos que F,, tenha uma separatriz. Seja S essa separatriz e definamos

N

S=Jo'(S).
=0
Sabemos que as singularidades de S sao nodais, pois as singularidades de F,, sao de
Poincaré, e portanto grau(S) < n + 2. Se S tem um ponto nodal, esse ponto é uma
singularidade de F,,. Pela equinvariancia, S tem n? + n + 1 pontos nodais, o que é
impossivel para uma curva de grau menor que n + 2, a nao ser que n = 1. A férmula de

Pliicker (ver [GH]) nos da
d" = d(d — 1) — 20 — 3,

onde d é o grau da curva, d* é o grau da curva dual, § > 0 é a quantidade de nés e k > 0
¢ o numero de ctspides. Aplicando & curva S, temos que d < n+2,d =n?>+n+1, k = 0,
e assim,

& <(n+2)n+1)—2m*+n+1)=-n+n,
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isto é, d* < —n? —2 < 0, se n > 1, absurdo. Entdo, S é uma curva lisa e, portanto,

irredutivel. Da Proposicao 2.3 temos que m < n + 1 e que vale o PRD global, isto é,

a}n+1 = adf + f777

onde w, 1 e [ definem, respectivamente, equacoes homogéneas para F, e S. Como m <
n+1, por comparagao de graus, temos a nao constante de grau (n+1)—(n—1) = n+2—m >
0. Pela equinvariancia, S passa por todas as singularidades de F. Concluimos, assim, que
todas as singularidades de F,, estao em S e sao dadas pora = f =0. Comom <n+1e

pelo Teorema de Bezout’s temos
n® +n+1<m(grau(a)) =mn+2—-m) < (n+1)(n+2—m)

e dai obtemos que 1 < (2 —m)(n+ 1). Entao, m = 1 e todas as singularidades estao em

uma reta, o que é um absurdo. C.Q.D.

Teorema 5.3. Sejam F uma folheagdo e S uma separatriz de F. Suponha que F € P°

e todas as singularidades de F estao contidas na separatriz S. Entao, F tem grau um.

Demonstracao. Suponhamos que a folheacao F seja representada pela forma w, 1. Seja
f = 0 aequacao homogeénea que define a separatriz S de F e suponhamos que S tenha grau
m. Como as singularidades sao de Poincaré, por hipétese, concluimos que m < n + 2. Se
todas as singularidade de F estao em S, isto é Sing(w,+1) C {f = 0}, entdo f € Z(wp41)
pelo lema de Noether (ver [LS]). Conseqilientemente, n + 1 < m. Considerando que
m < n+ 2 entao,

n+1<m<n+2.

Se m = n + 2, entao pelo Teorema 4.1, w, 1 é do tipo logaritmica, isto &,

p
df;
w1 = [ A
i=1 !

onde Y A\m; =0, f = fi...f, e m; = grau(f;). Note que w,4+1 = 0 pode ser escrito como
Wnt1 = Z)\ifl---fiu-fpdfz'-
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Assim, se wp41(p) = 0 e algum f; = 0, entdo, ou df; = 0, ou fi(p) = 0 para algum
1 # j, ou seja, as singularidades de w em S s@o também singularidades de S. A reciproca
também é verdadeira. Observe que, nesse caso, as singularidades de F em S sao todas
singularidades de S. Aplicando a férmula de Pliicker (ver [GH]) a curva S temos que

d=n+2equed=n?+n+1 e assim,
d*+2(n*+n+1)+3k=(n+2)(n+1).

Como d* > 0 e k = 0, temos

(n+2)(n+1)

n+n+1< 5 ,

0 que é possivel apenas para n = 1.

Agora, se f € T(wy,11) é de grau n + 1, entdao f = aA+ B+ ~C, onde o, 3,7 € C
e wpi1 = Adr 4+ Bdy 4+ Cdz. Assim, existe uma 2-forma 7y, com coeficientes constantes,
tal que
(5.2) Wni1 Ano = fdx Ndy Ndz.

Como f = aA+B+~C, a expressao em (5.2) nos da g = ady ANdz+ Bdz Adx+~ydx Ady.
Por mudanga de coordenadas, podemos supor que 1y = dy A dz. Entao, (5.2) implica que
A = f e portanto, A = 0 é separatriz de w, ;. Entao i%(w) = A sobre A = 0 e dai
ia%(w) = 0, ou seja, a% é tangente a w sobre A = 0. Assim, a% ¢ tangente a A = 0, pois A
¢é w-invariante. Como dA = A,dx + A,dy + A.dz, entao, ia%(dA) = A, = 0 sobre A =0.
Segue que A divide A, o que implica que A, = 0 e, assim, temos que A = A(y, z), ou
seja, A nao depende de x. Portanto, A = 0 consiste de planos passando pelo eixo . Mas
como as singularidades sao do tipo Poincaré, ha no maximo dois planos em A = 0, de

onde concluimos que n + 1 < 2, ou sejan = 1. C.Q.D.
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Capitulo 6

O Problema de Poincaré para o caso

nao dicritico

Neste capitulo vamos tratar dos conceitos de explosao, de singularidade dicritica e
nao dicritica e discutir o problema de Poincaré no contexto dessas definicoes. Vamos
introduzir a nocao de processo de explosdo. Iniciaremos definindo a explosao em C2.
Tomemos duas cépias de C* que vamos denotar por U e V, com coordenadas (z,t) e
(v,9). Seja o biholomorfismo U \ {t = 0} — V' \ {v = 0} dado por (x,t) = (,tx). Ao
identificarmos os pontos de U \ {t = 0} e V' \ {v = 0}, através do biholomorfismo acima,
construfmos uma superficie complexa C2. Seja 7 : C2 — C2 a aplicacio definida por

m(x,t) = (x,tx) em U
{ m(v,y) = (vy,y) em V
A aplicacao 7 esta bem definida, pois em U NV temos y = tx e x = vy. Além disso, tem
as seguintes propriedades:

i) 771(0,0) = {(0,¢t) € U} U{(v,0) € V}. Se fizermos a identifica¢io definida no
biholomorfismo acima, obtemos a reta projetiva que denotaremos por P.

i) 7 |2\ p! C2\ P — C2 — {(0,0)} é biholomorfismo.

Tal aplicagao é denominada de explosdo de (0,0) em C2% A definicio de explosio
em um ponto p em uma superficie complexa M pode ser feita com a construgao que

descreveremos a seguir. Definamos ¢ : U \ {p} — U \ {0}, uma carta local de p, onde
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U C M éuma vizinhanca de p € M e U C C? é uma vizinhanca de 0 € C2. Colamos
771(0,0) com M, usando o biholomorfismo ¢ : U \ {p} — U \ {0} ¢ produzimos uma
superficie complexa M. Temos uma aplicacao holomorfa 7 : M — M , tal que 7 1(p) ¢é
uma reta projetiva e 7 |57 1, M \ 7 Y(p) — M\ {p} é biholomorfismo.

Seja uma folheagao F na superflcle complexa M, representada por uma 1-forma w =
P(z,y)dy—Q(x,y)dx. O desenvolvimento em série de Taylor de w em torno de 0 pode ser
escrito como w = Z;’;k(Pj(x, y)dy—Q;(z,y)dx), onde P; e (); sdo polindmios homogéneos
de grau j, com P, # 0 ou Q) # 0. Consideremos 7 : M — M, uma explosao em
p, singularidade de F. Nas coordenadas (x,t), a explosdao pode ser escrita na forma
m(x,t) = (x,zt). Fazendo m*w(z,t) temos

o0

Y (Py(a,at)d(xt) — Q;(x, xt)dx)

j=k

mxw(z, t)

= 2" f: 2 F(tP;(1,t) — Q;(1,t)dx) + xPj(1,t)dt ]

Dividindo a equacao acima por z¥ obtemos
(6.1) e w(x,t) = (tPy(1,t) — Qr(1, t)dx 4 zgidx + 2Py (1, t)dt + xgodt),

onde g; e g9 sdo formas holomorfas. Por sua vez, nas coordenadas (v, y), temos (v, y) =
(vy,y) e fazendo m*w(vy,y) obtemos

o0

mw(v,y) = Z(Pj(v% y)dy — Q;(vy,y)d(vy)

J=k

Assim, da equacao anterior temos

w(v,y) —yka] M(Pi(v, 1) — vQj (v, 1))dy — yQ;(v, 1)dv.]

Ao dividirmos a equacéo por y*, obtemos

(62) y_kﬂ-*w(va y) = Pk(va 1) - va(vv 1))dy + yfldy - ka(“a l)d’U + nydUa

onde f; e fy sdo formas holomorfas. Fazendo R(z,y) = yP. — xQ, temos dois casos a

considerar:
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i) R(x,y) = 0. Nesse caso, a explosao ¢ dita dicritica. Temos que (6.1) e (6.2) podem
ser divididas, respectivamente, por x e y. Observe que a reta projetiva nao é invariante.
Note que se P(1,t) # 0 e Qx(v,1) # 0 as folhas de F sdo transversais, respectivamente,
aos divisores z = 0 e y = 0. Cada folha transversal da origem a uma separatriz local de
F. Portanto, uma singularidade dicritica tem infinitas separatrizes.

ii) R(z,y) # 0. Nesse caso, a explosio é dita nao dicritica. Temos que (6.1) e (6.2) nao
podem ser simplificadas e, assim, a reta projetiva é invariante. De fato em (6.1) e (6.2),
respectivamente, os divisores x = 0 e y = 0 sao invariantes pela transformada estrita de
F. Observe que as singularidades de F sao em numero finito, correspondendo as raizes
de R(1,t) e, possivelmente, mais a origem do sistema de coordenadas (z,y).

kw no caso nao dicritico

A folheacao em M induzida por 2~ **+Yy no caso dicritico ou =
¢é chamada de transformada estrita de F e denotada por F.

Seja F folheacao na variedade complexa M e seja 7 : M— M a explosao de M, com
centro em p € Sing(F) e F a transformada estrita de F por w. A explosao é chamada de
nao dicritica se o divisor E = 7~ !(p) ¢ invariante por F. Se o divisor F é nao invariante
por F, temos que a explosao é dicritica. Note que uma singularidade é dicritica se tem
infinitas separatrizes passando por ela, e uma explosao é dicritica se o divisor nao for
invariante pela folheacao.

Seja F uma folheacao induzida por um campo de vetores v. Observe que a singulari-
dades do campo de vetores sao singularidades de F. Dada uma singularidade p € F, tal

que Dv(p) # 0, sejam A; e Ay autovalores de Dv(p).

Definicao 6.1. Dizemos que uma singularidade p € F ¢é reduzida se ocorre uma das
alternativas:

DA #A0,M#0, 3 ¢QT

i) Ay 0, =0o0u X\ =0, A #0.

Se a singularidade p de F atende a i) entao ela é dita nao degenerada. Ja no caso de ii),
dizemos que a singularidade é uma sela-né.
Considere uma seqiiéncia finita de explosoes em p, isto é, 7 = 7w, o - - - o ;. Temos

que 7 é a explosdo em p e 7, é a explosao para algum ponto em (m,_10---o0m ) L(p),
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onde k = 2,...n. Observe que 7~ !(p) é uma unidao n de retas projetivas, cada uma delas
associada a uma das explosoes, com cruzamentos normais. Cada um desses cruzamentos é
chamado de esquina. Se S é um germe de curva analitica passando por p, a transformada
estrita de S é dada por 7*(S) = #~'(S \ {0}). Podemos iterar os transformados estritos
associados a cada explosao e definir 7%(5) = 7.7 (.5).

Seja M uma variedade complexa e tomemos F uma folheacao holomorfa em M. Dada
p uma singularidade de F existem explosoes

Tn—1

(6.3) M, ™ My_; == - 2 My ™ My = M,

ondet=1,....,n e m é o blowup de M;_; com centro em p;_1, tal que pg = p. Denotamos
por F;, onde ¢ = 1,...,n — 1, a transformada estrita de F;,_; por m;, tal que Fy = F e
pi € Sing(F).

O Teorema de Seidenberg (ver [Sei]), que serd enunciado a seguir, afirma que se p é
uma singularidade isolada de uma folheacao JF, entao, apds uma sequéncia de explosoes, é
possivel obter uma folheagao que coincide com F fora do divisor de 7 cujas singularidades

sao todas simples. Esse processo é denominado de resolu¢ao da singularidade da folheacgao.

Teorema 6.1. (Teorema de Seidenberg) Toda singularidade isolada de folheagdo holo-

morfa em uma superficie complexa admite uma resolucao.

Uma singularidade p é dicritica se ocorre alguma explosao dicritica em uma resolucao.
Isso equivale a existir infinitas separatrizes passando por p. Caso contrario, a singularidade
¢ dita nao dicritica. Seja F uma folheacao no plano projetivo P2, Seja S uma curva
algébrica e suponhamos que ela seja invariante por F. Tomemos Sing(F) o conjunto
singular da folheacao F. A proposta desta secao é responder se é possivel cotar o grau
da curva S em termos do grau de F, agora, colocando restri¢coes sobre as singularidades
de F em S e nao mais sobre a curva S. Observe que para o caso dicritico, nao é possivel

P

estabelecer essa cota. Com efeito, se tomarmos as curvas dadas por y7 = G com grau

igual a max(p, q), ao tomarmos a diferencial temos

prP~lyddy — qyi—taPdy _

" 0.
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Concluimos que essas curvas sao invariantes pelas folheacoes definidas por formas de grau
um dadas por

wpy = pydxr — qxdy,

parapquZcomp,qEOe%;él.

Tomemos uma dessingularizagao de F em p dada pela sequéncia de explosoes em S,
n T —
Snﬂ—>5n,1—§&51l>5025

Seja E; = m; Y(pi_1) C S; para i = 1,...,n. A folheacdo F é ndo dicritica se todos os
pontos singulares sdo nao dicriticos. Em coordenadas (X,Y) € C? suponhamos que o
campo v = aaix + baiy represente F em uma vizinhanga de p € Sing(F). Vamos denotar
por v,(F) o minimo de (v,(a), v,(b)) onde v,(a) é a ordem da singularidade p em a. Seja B
um ramo da separatriz S, tal que p € B. Consideremos uma parametrizagao de Puiseaux
de B em p dada por ¢ : D — S, ¢ = (¢4, ¢,). Vamos denotar por u,(F, B) a ordem de
©*(v) em 0.

Lema 6.1. Valem as sequintes expressoes:

Vola(px(t), (1)) = vo(pa(t)) + 1 se pa(t) # 0

7B = { Vobla(t), (1)) = voly(1)) + 1 5e 04 (t) # 0.

Demonstracao. De fato, fagamos «a(t) = ¢*(v) e considere ¢(t) = (p.(t), ¢,(t)). Entao
dp o a = v(p(t)), de onde obtemos

(2 (1), ¢, (1) (1)) = (alp(t)), ble(1)))-

Isso implica em

a(e(t)) _ (ble(?))
we ) ()
Vamos supor ¢ (t) # 0. Denotamos por vap a multiplicidade de a(t). De (6.4)

(6.4) a(t) =

podemos afirmar que

Va(t)(a(t)) = Va@ (0(£(1))) = V() (@, (1))-
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Lembrando que vq (¢}, (t)) = vo(wy(t)) — 1, obtemos da equacio anterior

e (@(1)) = va (b(e(1))) — vag(,(1)) + 1.
C.Q.D.

Considere F folheacao em uma variedade complexa M. Agora seja 7 : M — M a
explosao na variedade complexa M com centro em p € Sing(F), B a transformada estrita
de B por T, F a transformada estrita de F por 7 e p o ponto dado por 7~ !(p) N B. Entao,
(ver [F))

~ ~ F,B) +v,(F)v,(B) se m é dicritico
(65) %vwn:{%( SIS o
tp(F, B) + (vp(F) — 1)15,(B) se 7 é nao dicritico.

Para enunciarmos e demonstrarmos o préximo lema, vamos introduzir algumas defini¢oes
relacionadas ao cdlculo de multiplicidades algébricas em uma reta projetiva ou em uma

dada folheacao no processo de explosao.

Defini¢ao 6.2. Sejam F folheagdo e p € Sing(F) singularidade nao dicritica. O peso
p(P) em uma reta projetiva P que aparece no processo de dessingularizagdo com centro
em p é definido como:
i) p(P) =1, se p aparece imediatamente apGs a primeira explosdao com centro 0 € C2.
ii) p(P), a soma dos pesos das retas projetivas que se encontram em uma singularidade

que sofreu uma explosao para originar P.

E possivel demonstrar que p(P) coincide com a multiplicidade algébrica de uma curva

irredutivel, cuja dessingularizagao é transversal a P (ver [CLS]).

Definicao 6.3. Seja u,(F, P) a multiplicidade de F em p ao longo de P. Vamos definir,

ap6s a dessingularizacao, ¢(p, P) como

tp(F, P) se p € P nao for uma esquina

e(p, P) = {

pp(F, P) — 1 se p € P for uma esquina.

Definigao 6.4. Um campo vetorial v com singularidade 0 € C? é dita curva generalizada,

se nao aparecem singularidades do tipo sela né em sua dessingularizacao.
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Lema 6.2. Seja F uma folheacio local em p € C?, onde p € singularidade nao dicritica.

Seja C' o conjunto das separatrizes de F em p. Entao

my(C) < my(F) + 1,

onde my, denota a multiplicidade algébrica.

Demonstracao. A demonstracao ¢ feita a partir de resultados encontrados em [CLS].

Do teorema 1 em [CLS], temos

(6.6) my(F) +1=3 p(P)e(p, P).

peP
Agora, se f = 0 ¢ equacao local reduzida de C' e Fy ¢ a folheagao induzida por df = 0,
temos

(6.7) my(Fr) +1=my(df) +1=my(C).

Ao decompor a soma em (6.6) em duas parcelas obtemos

(6.8) mp(F)+ 1= p(P)e(p, P)+ > p(P)e(p, P),
pEST PESH

onde S corresponde a todas as singularidades de F , dessingularizacao de F, em P que
possuem duas separatrizes (ou seja, os pontos de S; sdo aqueles onde passam os trans-
formados estritos dos ramos de C' juntamente com as esquinas de ﬁ) e Sy corresponde as
demais singularidades de F em P. Considerando que a folheagao Fy ¢ curva generalizada
e, como a sequéncia de explosoes que dessingulariza F também dessingulariza o conjunto
de separatrizes C, pelo Teorema 2 em [CLS], essa mesma sequéncia de explosoes dessin-
gulariza F;. Denote por F + o transformado estrito de Fy. As singularidades de F ¢ 520
exatamente os pontos de Si. Assim, aplicando o Teorema 1 em [CLS] novamente para F;

obtemos
mp(C) = my(Fr) + 1= p(P)g(p, P).

PES]

O resultado segue de (6.8) observando que ¢(p, P) = 1 para as singularidades de F 7 e,
além disso, > g, p(P)e(p, P) > 0. C.Q.D.
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Lema 6.3. Sejam C' uma curva analitica de graum e f € C[X,Y] tal que C: {f =0} em
coordenadas afins. Suponhamos que L., seja transversal a C'. Denote por G a folheacao
definida pela forma df em uma vizinhanca de p. Se p € C N Ly, dado um ramo B de C
em p, entdo u,(G, B) = 1.

Demonstragao. Facamos f(X,Y) = ¢ em C? sabendo que df = 0 induz G. Ao proce-
dermos a mudancas de coordenadas, X = 2 e Y = £ e a homogeinizagao de f(X,Y) =c¢

obtemos
2 f (f’ y) = F(z,y,z) = z"c
z' z

onde m é o grau de f. Agora, nas coordenadas (U,V), com V = i elU = %, temos que
Ly = {U = 0}. Suponhamos que p = (0,0) nas coordenadas (U, V). As curvas de nivel

de G sao da forma f(X,Y) = ¢. Em coordenadas homogéneas sao dadas por
F(z,y,z) = z"c.

Nas coordenadas (U, V') temos que as curvas de G sao da forma ¢g(U,V) = ¢V, onde
g(U, V) = F(%,l,i). Entao, L. corresponde a z = 0, ou seja, V = 0. Como C é
transversal a Lo, em p, g—g((), 0) # 0. Fazendo a mudanga analitica de coordenadas locais
definida por

(U.V) = (g(U.V). V),
onde L : V=0eC:U-= 0, e como g(U, V) = cV™, as curvas integrais de G sdo dadas
por U = cV™. Isso implica que G é induzida por ‘7% = ¢. Tomando a diferencial da

expressao anterior obtemos

NN st
‘7m (‘7m>2

Ao cancelarmos os polos temos
VdU — mUdV = 0.
Dessa expressao segue que /1,(G, B) = 1. C.Q.D.
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Lema 6.4. Seja F uma folheacdao e p € F singularidade nao dicritica. Seja C' uma curva
analitica que passa por p, nao invariante por F, e f = 0 a equacao reduzida para C' em
p. Denote por G a folheacao definida pela forma df em uma vizinhan¢a de p. Dado um
ramo B de C' em p, entdo
pp(F, B) > 1p(G, B).

Demonstragao. Tomemos uma sequencia de explosoes em p € F que denominaremos
mw, tal que # = m, 0...om onde m; : My —- My = M e mw, : M, — M,_;. Denotamos
B = By e B; a transformada estrita de B;,_y, Fo = F e F; = 7w} (Fi_1), e fazemos py = p
ep; = FE;,NB;ondei=1,..,n—1. Além disso, B,, é nao singular e transversal a F,,,
com B, e E, invariantes por F,. Vamos denotar por C; a transformada estrita de C;_;
por m; e G; a transformada estrita de G por m;, com Cy = C e Gy = G. Como B, e E,
sao invariantes por JF,,, concluimos que p, = F, N B, é ponto singular de F,,. Além disso,
pn = E, N B, é singularidade reduzida de G,, pois G nao tem singularidades do tipo
sela-no, devido ao fato de se tratar de curva generalizada e possuir duas separatrizes lisas
transversais pelo Lema 1 em [CLS].

Temos, portanto

fip(F, B) Z pip,, (Gns Bn) = 1.
Usando (6.5), resta demonstrar que v, (F;) > v,,(G;) para i = 1,....,n — 1. Denotamos
por e(i) o niimero de componentes irredutiveis de E; = (m o ... o 7; *)(p), passando por
pi, para i = 1,....,n. Note que e(1) =1, e(n) =1lee(i) =1ou 2, parai =2,...n — 1.
Como Cj e F; sao invariantes por JF;, temos

Vp,(G;) = 1, (C;) +e(i) — 1.
Do lema 6.2, concluimos que

pp(F, B) 2> p1p(G, B).

C.Q.D.
Teorema 6.2. Seja F uma folheacio de P? e seja C uma curva algébrica em P?. Supo-
nhamos que C' seja invariante por F e que as singularidades de F em C sao nao dicriticas.
Entao,

grau(C) < grau(F) + 2
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Demonstragao. Tomemos um sistema de coordenadas afins (X,Y) € C? tal que C e
a reta no infinito L., sejam transversais. Seja f = 0 a equagao reduzida de C'. Vamos
denotar por G a folheacao induzida por df. Como base no lema 6.3, segue que nos pontos
Dly-oesDn € C'N Lo, vale p,(G,C) = 1. Agora, consideremos ¢ € C, tal que ¢ # p;, ¢ B

um ramo de C' em p. Pelo Lema 6.4, temos que
(6.9) 11q(F, B) > 114(G, B).

Sejam (1, ..., Cy, componentes irredutiveis de C' e consideremos que grau(f) = m e

grau(F) = n. Da proposigao 1.1 podemos escrever
INCERTENED | GoPEr)
peC \ BeCy
onde C, denota o germe de C' no ponto p. Usando (6.9) segue que
ZX ) +m(n—1) >Z Z,upr —m.
peC \ BEC,

Note que grau de G é m — 1 e dai
Z ZMP(Q,B) —m = ZX ) +m(m —2) —m.
peC \ BEC,

Isso nos dd m(n — 1) > m(m — 3). Como m > 0, concluimos que m < n + 2, como

queriamos demonstrar. C.Q.D.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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