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Introdução

O objetivo principal deste trabalho é demonstrar dois resultados que dizem respeito

ao Problema de Poincaré em folheações holomorfas. Seja uma folheação F em P2 e uma

curva algébrica S invariante por F . O problema considerado na dissertação é a relação

entre o grau de uma folheação F e o grau da curva S, com equação reduzida. Uma questão

que surge naturalmente é: podemos cotar o grau de S em termos do grau de F? De fato,

não é posśıvel em geral, como mostraremos mais adiante.

Contudo, se colocarmos condições sobre a curva S, podemos cotar o grau da curva

S em termos do grau da folheação F em P2. O Teorema que estabelece essa cota será

demonstrado em detalhes neste trabalho com base no artigo de Dominique Cerveau e

Alcides Lins Neto, intitulado Holomorphic foliations in CP(2) having a invariant algebraic

curve.

Uma outra perspectiva analisada foi a colocação de restrições sobre as singularidades

de F em S e não mais sobre a curva S, como podemos ver no teorema enunciado no artigo

de M.M. Carnicer, intitulado The Poincaré problem in the non-dicritical case, sendo dada

uma demonstração mais completa neste trabalho.

O trabalho se divide em 6 caṕıtulos. O Caṕıtulo 1 contém resultados e conceitos que

caracterizam as Folheações Holomorfas. O Caṕıtulo 2 trata de resultados concernentes à

propriedade de Divisão Relativa, e seus desdobramentos serão explicitados no Caṕıtulo

3. No Caṕıtulo 4 encontramos a demonstração do Teorema apresentado no trabalho de

Cerveau & Lins Neto. O Caṕıtulo 5 descreve aplicações do referido teorema para as

folheações de Poincaré. E, por fim, no Caṕıtulo 6 temos a demonstração do teorema

enunciado no artigo de Carnicer.
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Caṕıtulo 1

Folheações Holomorfas

Neste caṕıtulo, vamos introduzir alguns fatos básicos sobre as folheações holomorfas.

Em seguida, daremos uma demonstração para a proposição que nos fornece uma expressão

para o gênero topológico de uma curva. Ao final, usaremos esse resultado para provar o

teorema que relaciona o grau de uma folheação e o grau de uma curva.

Definição 1.1. Uma folheação holomorfa F não singular de dimensão k em uma varie-

dade complexa M de dimensão n ≥ 2 é definida por:

a) uma famı́lia {Uα}α∈A de abertos em M ;

b) biholomorfismos φα: Uα → Dk × Dn−k para cada α ∈ A, onde D ⊂ C é o disco

unitário na origem;

c) se Uαβ = Uα ∩ Uβ 6= ∅, temos que φαβ : φα(Uαβ)→ φβ(Uαβ) é um mapa da forma

(z, w)→ φαβ(z, w) = φβ ◦ φ−1
α (z, w),

onde φαβ(z, w) = (ϕ1(z, w), ϕ2(w)) ∈ Dk × Dn−k.

Considerando a parte b) da definição, temos uma decomposição de Uα em variedades

de dimensão k da forma φ−1
α (Dk × ω0), onde ω0 ∈ Dn−k, denominadas placas. Se Pα ⊂ Uα

e Pβ ⊂ Uβ são placas, obtemos pela parte b) da definição as seguintes relações nas

interseções dos abertos Uα: ou Pα ∩ Pβ = ∅ ou Pα ∩ Pβ = Pα ∩ Uβ = Pβ ∩ Uα. Se existem

placas P1, ..., Pn, com p ∈ P1 e q ∈ Pn, tais que Pi ∩ Pi+1 6= ∅ para i = 1, ..., n− 1, então
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temos a relação de equivalência p ∼ q. A classe de equivalência de p ∈M por essa relação

é denominada folha.

Temos as seguintes observações:

I) Toda folheação de dimensão um é induzida localmente por um campo de vetores

holomorfo. Seja M uma variedade complexa de dimensão n e seja X um campo de vetores

holomorfo não identicamente nulo em M . Consideremos Sing(X) = {p ∈M ;X(p) = 0},
o conjunto singular de X. O Teorema do Fluxo Tubular (ver [LS]) implica que X gera

uma folheação holomorfa F de dimensão um no aberto N = M \ Sing(X). Além disso,

as folhas de F são as trajetórias de X em N . De fato, o Teorema do Fluxo Tubular

pode ser enunciado da seguinte forma: para todo p ∈ M tal que X(p) 6= 0, existe aberto

U ⊂ M em p ∈ M e um sistema de coordenadas holomorfo (φ = (z1, ...zn), U), onde

φ : U → φ(U) = A × B ⊂ C × C(n−1) e no qual X = ∂
∂z1

. Como as trajetórias de X são

as soluções da equação diferencial dz
dt

= X(z) e X|U = ∂
∂z1

, vemos que as trajetórias de X

em U são da forma φ−1(A × ω) com ω ∈ B. Assim, do Teorema do Fluxo Tubular e da

definição acima, obtemos uma folheação de dimensão um, cujas folhas são trajetórias de

X.

II) Toda folheação de codimensão um é induzida localmente por uma 1-forma holo-

morfa integrável. Sejam M uma variedade complexa de dimensão n e ω uma 1-forma não

identicamente nula em M . Seja Sing(ω) = {p ∈ M ;ωp(v) = 0}, conjunto singular de ω.

Temos que ω induz uma distribuição de hiperplanos Ω, definido por Ωp = ker(ωp) = {v ∈
TpM ;ωp(v) = 0}, com p ∈ M \ Sing(ω). O Teorema de Frobenius (ver [LS]) afirma que

uma 1-forma holomorfa é integrável se e somente se ω ∧ dω = 0. Isso significa que existe

uma folheação de codimensão um em M \ Sing(ω) cujo espaço tangente à folha em p é

dado por ker(ωp). Note que em dimensão 2 toda forma ω é integrável.

Definição 1.2. Uma folheação holomorfa singular de dimensão k, onde 1 ≤ k ≤ n − 1,

em uma variedade complexa M é uma folheação de dimensão k em M \ Sing(F), onde

Sing(F) é um conjunto anaĺıtico de codimensão pelo menos dois. Os pontos de Sing(F)

são denominados pontos singulares de F . Os elementos de M \ Sing(F) são chamados

de pontos regulares.

Definição 1.3. Sejam F folheação na variedade complexa M , induzida por uma 1-forma

14



integrável ω e f ∈ O(M) uma função holomorfa não constante. O subconjunto anaĺıtico

S = {f = 0} ⊂M de codimensão um e não vazio é invariante por F , se cada componente

conexa de S\Sing(F) está contida em uma folha de F . Localmente, temos que o germe de

curva {f = 0} é invariante por F se, e somente se, existe um germe de 2-forma holomorfa

θ tal que ω ∧ df = fθ.

Definição 1.4. Seja F uma folheação de dimensão um. Uma separatriz de F em p ∈
Sing(F) é um germe de curva anaĺıtica invariante por F e passando por p.

Agora vamos discutir alguns fatos básicos sobre folheções de dimensão um no plano

complexo projetivo P2. Seja n ≥ 0 um inteiro e denote por x, y, z as coordenadas ho-

mogêneas do plano projetivo complexo. Uma folheação holomorfa F de dimensão um em

P2 é definida, em coordenadas homogêneas, por uma 1-forma

ω̃ = A(x, y, z)dx+B(x, y, z)dy + C(x, y, z)dz,

onde A, B, C são polinômios homogêneos de grau n + 1 que satisfazem a identidade de

Euler xA + yB + zC = 0. Suponhamos que A, B e C não têm fatores em comum. O

conjunto singular de F , Sing(F), corresponde aos zeros em comum de A, B e C e satisfaz

codim(Sing(F)) ≥ 2. Seja Uz o conjunto aberto de C3 \ {0} definido por z 6= 0 e seja ω

a desomogeinização de ω̃ com relação a z. Restringindo a folheação de P2 definida por ω̃

a Uz, obtemos uma folheação de C2 definida por ω. Reciprocamente, se πz : Uz → C2, é

um mapa dado por πz[x : y : z] = (x
z
, y
z
), então ω̃ = zkπ∗z(ω), onde k é escolhido de forma

a eliminar os pólos de π∗z(ω).

Neste trabalho iremos considerar uma folheação homolorfa F em C2 descrita de modo

equivalente, da seguinte forma:

a) Um campo vetorial v = P ∂
∂X

+ Q ∂
∂Y

que representa F no sistema de coordenadas

afins (X, Y ) ∈ C2, sendo que o conjunto de todas as singularidades de F é dado por

P = Q = 0. Ou a 1-forma dual desse campo, dada por ω̃ = P (X, Y )dY −Q(X, Y )dX;

b) Tomemos ω̃ como em a) com max(grau(P ), grau(Q)) = n. Seja π : C3 \ {0} → P2.

Façamos π∗ω̃, ou seja X = x
z

e Y = y
z
, e obtemos π∗ω̃ = z−kω onde ω é holomorfo e k é

escolhido de forma que ω não seja diviśıvel por z. Vale lembrar que ω satisfaz a condição

de integrabilidade, ω ∧ dω = 0, pois está em uma variedade de dimensão dois.
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Seja um sistema de coordenadas afins, por meio do qual escrevemos F como as soluções

de P (X, Y )dY −Q(X, Y )dX = 0. Seja L uma reta em P2 que não seja invariante por F .

Dado p ∈ L, dizemos que p é ponto de tangência de L e F , se obedecidas uma das duas

condições:

i) p ∈ Sing(F);

ii) p 6∈ Sing(F) e os espaços tangentes de L e de F em p coincidem.

Definição 1.5. Sejam F folheação de dimensão um em uma variedade complexa M e

p ∈ F . A multiplicidade algébrica de F em p é a multiplicidade em p de algum campo

holomorfo que induz F em uma vizinhança de p. Denotamos a multiplicidade algébrica

de F em p por mp(F).

Agora, seja a folheação F representada pela 1-forma ω = P (X, Y )dY − Q(X, Y )dX.

Seja a curva L parametrizada como ϕ(t) = (x0 + at, y0 + bt), sendo p = ϕ(0). Fazendo

X = a0 + at, Y = y0 + bt e substituindo na equação que determina ω obtemos

rl(t) = bP (ϕ(t))− aQ(ϕ(t)).

Note que p é ponto de tangência de L e F se, e somente se, 0 é raiz de rl(t). Se φ̃ =

(x0 + aφ̃1(t), y0 + bφ̃1(t)) é outra parametrização com φ̃
′
1(0) 6= 0 então,

r̃l = φ̃
′

1(t)[bP (φ̃(t))− aQ(φ̃(t))].

Assim, a multiplicidade da tangência de F com L, denotada por #(F , L) =
∑

p∈L #(F , L, p),
onde #(F , L, p) é a multiplicidade de F com L em p ∈ L, é definida como a multiplicidade

de 0 como raiz de rl e não depende da parametrização de L.

Lema 1.1. Valem as seguintes afirmações:

(a) A definição de grau de F como #(F , L), não depende de L, sendo L reta projetiva

não invariante por F .

(b) Suponha que F seja expressa em um sistema de coordenadas afins por P (X, Y )dY−
Q(X, Y )dX = 0, onde d = max(grau(P ), grau(Q)). Então, grau(F) = d ou grau(F) =

d − 1. Se Pd e Qd são partes homogêneas de grau d, respectivamente, de P e Q, então,

são equivalentes:
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(i) grau(F) = d;

(ii) yPd(x, y)− xQd(x, y) 6≡ 0;

(iii) A reta no infinito não é invariante por F .

Demonstração. Vamos demonstrar primeiro a parte (ii)⇐⇒ (iii) em (b) do lema. Em

P (X, Y )dY − Q(X, Y )dX, façamos a seguinte mudança de variáveis: X = 1
W

e Y = Z
W

,

onde W = 0 representa a reta no infinito L∞. Então, obtemos

P

(
1

W
,
Z

W

)
WdZ − ZdW

W 2
−Q

(
1

W
,
Z

W

)
dW

W 2
= 0.(1.1)

Seja d = max(grau(P ), grau(Q)). Multiplicando P
(

1
W
, Z
W

)
e Q

(
1
W
, Z
W

)
por W d temos

que {
W dP

(
1
W
, Z
W

)
= P̃ (Z,W )

W dQ( 1
W
, Z
W

) = Q̃(Z,W )
.

Substituindo as relações acima em (1.1), obtemos

W−d−2(P̃ (Z,W )WdZ − (ZP̃ (Z,W )− Q̃(Z,W ))dW ) = 0.

Para eliminar o pólo, multiplicamos a equação acima por W d+2, resultando em

WP̃ (Z,W )dZ − (ZP̃ (Z,W )− Q̃(Z,W ))dW = 0.(1.2)

Seja R0(Z) = ZPd(1, Z)−Qd(1, Z). Podemos escrever

ZP̃ (Z,W )− Q̃(Z,W ) = R0(Z) +R1(Z)W + ...+RdW
d.(1.3)

Tomemos

f(X, Y ) = Y Pd(X, Y )−XQd(X, Y ).

Vamos considerar dois casos: f ≡ 0 e f 6≡ 0.

Primeiro caso. Se f ≡ 0, temos que Y Pd(X, Y ) − XQd(X, Y ) = 0. Dividindo essa

equação por Xd+1 resulta em

Y

X
Pd

(
1,
Y

X

)
−Qd

(
1,
Y

X

)
≡ 0.
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Fazendo X = 1
W

e Y = Z
W

, então obtemos da equação anterior

ZPd(1, Z)−Qd(1, Z) ≡ 0,

ou seja, R0(Z) ≡ 0. Assim, de (1.2), podemos escrever

ZP̃ (Z,W )− Q̃(Z,W ) ≡ WR(Z,W ),(1.4)

onde R(Z,W ) é um polinômio. Substituindo a expressão (1.4) em (1.2), temos

W (P̃ (Z,W )dZ −R(Z,W )dW ) = 0.

Ao dividirmos essa expressão porW , obtemos P̃ (Z,W )dZ−R(Z,W )dW = 0. Observe que

W não é fator de P̃ (Z,W ), pois ZPd(1, Z) ≡ Qd(1, Z) 6= 0 e d = max(grau(P ), grau(Q)).

Isso implica que W = 0 não é uma solução algébrica de F , ou seja, L∞ não é F invariante.

Segundo caso. Se f 6≡ 0, W não é fator de ZP̃ (Z,W )− Q̃(Z,W ). De fato, como f 6≡ 0,

R0(Z) = ZPd(1, Z)−Qd(1, Z) 6≡ 0,

ou seja, ZP̃ (Z,W ) − Q̃(Z,W ) = R0(Z) + WR(Z,W ). Portanto, o fator W na primeira

parcela de (1.2) não pode ser cancelado. Isso implica que W é uma solução algébrica de

F . Provamos (ii)⇐⇒ (iii) em (b).

Quanto à parte (a), suponha L não invariante por F . Fazendo mudança de variáveis

podemos supor que L∩C2 = (Y = 0). Nesse caso, os pontos de tangência de F e L serão

dados pela equação rl(t) = −Q(t, 0). Então,

#(F , L) = grau(Q(t, 0)) + #(F , L;L ∩ L∞).(1.5)

Se mudarmos as coordenadas, fazendo X = 1
W

e Y = Z
W

, a parametrização de L passará

a ser 0 = Y = Z
W

e X = 1
W

= t, resultando, respectivamente, em Z = 0 e W = 1
t

= s.

Para L ∩ L∞ teremos que

L ∩ L∞ = Z = W = 0.

Vamos analisar dois casos, lembrando que f = Y Pd(X, Y )−XQd(X, Y ).
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Primeiro caso. f 6≡ 0. Como a parametrização de L é dada por Z = 0 e W = s, temos

que a igualdade W dQ( 1
W
, Z
W

) = Q̃(Z,W ) pode ser reescrita como

sdQ(
1

s
, 0) = Q̃(0, s).(1.6)

Então, #(F , L;L ∩ L∞) é a multiplicidade de s = 0, como raiz de r̃l(s), sendo r̃l(s) =

Q̃(0, s) = sdQ(1
s
, 0). Assim, a multiplicidade de s = 0 como raiz de r̃l é d − grau(Q).

Conclúımos que #(F , L) = d+ grau(Q)− grau(Q) = d, por (1.5).

Segundo caso. f ≡ 0. Como vimos na demonstração da parte (ii)⇐⇒ (iii) em (b), F
é induzida por P̃ (Z,W )dZ −R(Z,W )dW = 0. Considerando que a parametrização de L

é dada por Z = 0 e W = s, conclúımos que #(F , L;L ∩ L∞) é a multiplicidade de s = 0

como raiz de R(0, s). De (1.4) temos que

−Q̃(0, s) = sR(0, s),

ou seja,

−s−1Q̃(0, s) = R(0, s).

De (1.6) temos que −s−1Q̃(0, s) = −sd−1Q(1
s
, 0) e dáı conclúımos que

R(0, s) = −sd−1Q(
1

s
, 0).

Portanto, temos que a multiplicidade de s = 0 é d− 1− grau(Q). Logo #(F , L) = d− 1

por (1.5). Provamos a parte a e (i)⇒ (ii) em (b). C.Q.D.

Um dos problemas que iremos considerar é a relação entre o grau de uma curva

algébrica S invariante pela folheação F e o grau de F . Uma questão que surge natu-

ralmente é: podemos cotar o grau de S em termos do grau de F? Não é posśıvel em

geral, como mostra o exemplo do campo vetorial em C2

v = pX
∂

∂X
+ qY

∂

∂Y
,

onde p, q ∈ N. v tem como forma dual

ω = −qY dX + pXdY
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e f = Y p −Xq = 0 como separatriz. De fato, ao calcularmos df temos que

df = pY p−1dY − qXq−1dX.

Multiplicando a expressão anterior por Y obtemos

Y df = pY pdY − qXq−1Y dX.(1.7)

Como f = Y p −Xq = 0, a expressão em (1.7) pode ser escrita como

Y df = p(f +Xq)dY − qXq−1Y dX

= Xq−1(pXdY − qY dX) + pfdY

= Xq−1ω + pfdY.

Então ω ∧ Y df = ω ∧ (Xq−1ω + pfdY ) e como ω = −qY dX + pXdY temos ω ∧ df =

−fpq(dX ∧dY ). Conclúımos que f é separatriz de ω. Note que F tem grau um e S pode

ter grau arbitrariamente alto.

Passemos agora para mais algumas definições antes de enunciarmos um resultado

interessante.

Definição 1.6. Seja On o anel de funções holomorfas definidos em uma vizinhança de

p ∈ Cn e seja I(v1, ..., vn) o ideal gerado pelas componentes de um campo v em p ∈ Cn.

Então, o número de Milnor µ do campo v em p é dado por

µ = dimC
On,p

I(v1, ..., vn)
.

O número de Milnor tem as seguintes propriedades(ver [SoMo]):

i) µ = 0 se e somente se p não é ponto singular do campo v;

ii) 0 ≤ µ ≤ ∞⇔ p é uma singularidade isolada do campo v.

iii) µ = 1⇔ det
(
∂vi(p)
∂vj

)
1≤i,j≤n

6= 0.

Sejam F uma folheação de grau n e S uma curva algébrica irredut́ıvel em P2 de grau

m. Suponhamos que F tenha S como separatriz. Para cada singularidade p de F tal que

p ∈ S, e cada ramo local B de S passando por p, é associado o conceito de multiplicidade

de F em B. Esse conceito será dado a seguir.

20



Definição 1.7. Seja um campo vetorial v = P ∂
∂X

+ Q ∂
∂Y

que representa F em uma

vizinhança B de p e uma parametrização de Puiseaux de B (ver [LS]), dada por ϕ : D→
C2, ϕ(0) = 0, onde D é o disco centrado em 0 ∈ C. Definimos a multiplicidade de F em

B, i(F , B) como a ordem de ϕ∗(v) em 0 ∈ D.

É posśıvel provar que a multiplicidade i(F , B) não depende da representação local de

F e além disso, é topologicamente invariante (ver [CLS]).

Proposição 1.1. Seja F folheação de grau n induzida pelo campo vetorial v = P ∂
∂X

+

Q ∂
∂Y

. Seja S uma curva irredut́ıvel em P2 de grau m. Suponhamos que F tenha S

como separatriz. Então, temos 2 − 2g(S) =
∑

B i(F , B) − m(n − 1) onde g(S) é o

gênero topológico de S e a soma é dada sobre todos os ramos locais de S, passando por

singularidades de F em S.

Demonstração. Seja um sistema de coordenadas afim no qual v = P ∂
∂X

+ Q ∂
∂Y

, rep-

resenta F e S corta a linha no infinito, L∞, transversalmente. v restrita a S é um

campo meromorfo, tendo pólos em S ∩ L∞ de ordem n − 1. Seja π : S̃ → S uma res-

olução de S dada por explosões em pontos singulares de S. Assim, S̃ é lisa e, portanto,

2 − 2g(S) = χ(S̃), onde o segundo membro da equação é a caracteŕıstica de Euler de

S̃. Por sua vez, π∗(v|S) = ṽ é um campo vetorial meromorfo em S̃. Por definição, para

cada ramo passando por p, obtemos um ponto singular p(B) de ṽ de ordem i(F , B).

Então, cada pólo em ṽ tem ordem n − 1. Esses pólos são em número de m pelo Teo-

rema de Bezóut. Usando a Fórmula de Poincaré-Hopf, tendo o cuidado de considerar a

contribuição dos pólos do campo, obtemos

2− 2g(S) =
∑
B

i(F , B)−m(n− 1).

C.Q.D.

Seja S uma curva em P2 dada por uma equação polinomial homogênea reduzida f = 0

e de grau m. Dizemos que uma singularidade p de S é do tipo nodal ou cruzamento

normal se em uma vizinhança de p, após mudança de coordenada anaĺıtica, S é definida

pela equação local f = xy em p. O resultado a seguir nos dá uma cota para o grau de S

em termos do grau de F , no caso de curva irredut́ıvel com singularidades nodais.

21



Teorema 1.1. Seja F uma folheação e seja S uma curva irredut́ıvel em P2, cujas singu-

laridades são do tipo nodal. Suponhamos que F tenha S como separatriz, tal que todos os

pontos singulares de F em S tenham multiplicidade um. Então, m ≤ n + 2, onde m é o

grau de S e n é o grau de F .

Demonstração. Já que todas as singularidades de F em S tem multiplicidade um e S é

uma curva nodal, temos que i(F , B) = 1, para todos os ramos locais B de S que passam

por pontos singulares de F em S. Seja k o número de pontos nodais de S. Para cada

ponto nodal teremos dois ramos locais de S e, portanto, a contribuição dos pontos nodais

é precisamente 2k. Usando a fórmula da proposição anterior obtemos

2− 2g(S) = 2k + l −m(n− 1),(1.8)

onde l =
∑

B i(F , B) − 2k ≥ 0 é a contribuição das singularidades de F sobre S que

não estão em pontos nodais de S. Por outro lado, como S tem apenas k singularidades

nodais, g(S) = (m−1)(m−2)
2

− k (ver [GH]). Substituindo em 2− 2g(S) temos

2− 2

(
(m− 1)(m− 2)

2
− k
)

= −m2 + 3m+ 2k.

Então, da igualdade acima e de (1.8), encontramos

2k + l −m(n− 1) = −m2 + 3m+ 2k

e assim 0 ≤ l = m(n + 2 − m) o que implica que m ≤ n + 2, como queŕıamos provar.

C.Q.D.
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Caṕıtulo 2

Propriedade de Divisão Relativa

Neste caṕıtulo, vamos apresentar conceitos e resultados sobre a Propriedade de Divisão

Relativa. Seja F uma folheação em P2 de grau n, dada em coordenadas homogêneas, por

ω = 0, onde ω = Pdx+Qdy + Rdz. Seja S uma curva em P2 determinada pela equação

homogênea f = 0. Suponhamos que f seja reduzida e que F tenha S como separatriz.

Definição 2.1. Dizemos que ω tem a propriedade de divisão relativa (PRD) no ponto p

com relação a f , se existem germes gp ∈ Op e µp ∈ Λ1
p tais que ωp = gpdf + fµp. Dizemos

que ω tem PRD localmente com relação a f se ω tem a propriedade de divisão relativa em

todos os pontos de C3 \ {0}. Se ω = gdf + fµ, com g polinômio homogêneo e µ 1-forma

polinomial, então ω tem PRD global.

Proposição 2.1. Se ω tem PRD localmente com relação a f , então tem PRD global.

Demonstração. Como ω tem PRD local, seja (Uα)α∈A uma cobertura de C3 \ {0} por

polidiscos tais que

ω|Uα = gαdf + fµα,

onde gα ∈ O(Uα) e µα ∈ Λ1(Uα). Em Uα ∩ Uβ 6= ∅ temos

gαdf + fµα − gβdf − fµβ = 0

e portanto,

(gα − gβ)df = f(µβ − µα).(2.1)
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Como f é reduzida, da expressão anterior conclúımos que f divide (gα− gβ). Isso implica

que

(gα − gβ) = hαβf,(2.2)

para alguma função holomorfa hαβ definida em Uα ∩ Uβ. Como

0 = gα − gβ + gβ − gγ + gγ − gα,

então, de (2.2) temos

0 = gα − gβ + gβ − gγ + gγ − gα = (hαβ + hβγ + hγα)f

e logo

hαβ + hβγ + hγα = 0.

Então hαβ satisfaz a condição de cociclo aditivo em Uα∩Uβ∩Uγ. Pelo Teorema de Cartan

(ver [Ca]), hαβ pode ser escrito como hαβ = hβ−hα, onde hα ∈ O(Uα). Substituindo essa

igualdade na expressão (2.2) obtemos

(gα − gβ) = (hβ − hα)f

e dáı

gα + hαf = gβ + hβf.

Definimos g em C3 \ {0}, uma função holomorfa global, por

g|Uα = gα + hαf.(2.3)

Pelo Teorema de extensão de Hartogs (ver [Sha]), g pode ser estendida a C3. Por outro

lado, substituindo a expressão (2.2) na igualdade (2.1), obtemos

hαβdf = µβ − µα.

Como hαβ = hβ − hα, então

(hβ − hα)df = µβ − µα

de onde

µα − hαdf = µβ − hβdf
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em Uα ∩ Uβ. Assim, podemos definir uma 1-forma holomorfa µ em C3 \ {0} como

µ|Uα = µα − hαdf.(2.4)

Podemos, ainda, estender µ a C3 como consequência do Teorema de Hartogs e assim, de

(2.1), (2.3) e (2.4), podemos escrever

ω = gdf + fµ.

Como f e ω são homogêneos, podemos supor g e µ homogêneos, eliminando os monômios

de graus não compat́ıveis de g e µ. C.Q.D.

Lema 2.1. Sejam ω forma polinomial homogênea em Cn e E campo radial. Se iE(ω) = 0,

então iE(dω) = (k + 1)ω, onde k é o grau de ω.

Demonstração. Suponhamos que ω = pdx1, onde p é homogêneo de grau k. Então,

iE(ω) = px1. Tomando a diferencial da equação anterior, temos

d(iE(ω)) = x1

(∑ ∂p

∂xi
dxi

)
+ pdxi.(2.5)

Como dω =
(∑ ∂p

∂xi
dxi

)
∧ dx1, obtemos

iE(dω) =

(∑ ∂p

∂xi
xi

)
dx1 −

(∑ ∂p

∂xi
dxi

)
x1.

Da fórmula de Euler temos

iE(dω) = kpdx1 −
(∑ ∂p

∂xi
dxi

)
x1.(2.6)

De (2.5) e de (2.6) segue que iE(dω)+d(iE(ω)) = (k+1)pdx1. Como ω = pdx1 e iE(ω) = 0,

temos da expressão anterior

iE(dω) = (k + 1)ω.

Como para cada monômio de ω temos iE(ω) = 0, então, por linearidade,iE(dω) = (k+1)ω

para ω ∈ Cn. C.Q.D.
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Lema 2.2. Seja θ = Adx∧dy+Bdy∧dz+Cdx∧dz 2-forma em U ⊂ C2 tal que iv(θ) = 0

para alguma campo holomorfo não singular v. Então θ = liv(Ω) para algum l ∈ O(U) e

Ω = dx ∧ dy ∧ dz.

Demonstração. Seja v = v1
∂
∂x

+ v2
∂
∂y

+ v3
∂
∂z

. Como iv(θ) = 0 e θ = Adx ∧ dy + Bdy ∧
dz + Cdx ∧ dz, então

(−Av2 − Cv3)dx+ (Av1 −Bv3)dy + (Bv2 + Cv1)dz = 0.(2.7)

Agora, já que Ω = dx ∧ dy ∧ dz, então

iv(Ω) = v1dy ∧ dz − v2dx ∧ dz + v3dx ∧ dy.(2.8)

De (2.7), podemos definir l como

l =
A

v3

=
−C
v2

=
B

v1

.

Substituindo essas relações em (2.8), temos que θ = liv(Ω). C.Q.D.

Seja F uma folheação em P2 de grau n determinada por ω = 0, onde ω = Pdx +

Qdy + Rdz. Seja I(ω) = (P,Q,R) o ideal gerado pelas componentes de ω. Suponhamos

que o conjunto de singularidades de ω tenha codimensão 2.

Proposição 2.2. Seja g um polinômio homogêneo em C3 com a seguinte propriedade:

para cada p ∈ C3 \ {0} o germe gp pertence ao ideal local I(w)p ⊂ Op gerado por

(Pp, Qp, Rp). Então, g ∈ I(w), isto é, existem A,B,C polinômios homogêneos tais que

g = AP +BQ+ CR.

Demonstração. Seja (Uα)α∈A, uma cobertura de C3 \ {0} por abertos, tais que para

cada α ∈ A temos

g|Uα = AαP +BαQ+ CαR,

onde Aα, Bα, Cα ∈ O(Uα). Definamos a 2-forma

µα = Aαdy ∧ dz +Bαdz ∧ dx+ Cαdx ∧ dy.
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Então,

ω ∧ µα = (Pdx+Qdy +Rdz) ∧ (Aαdy ∧ dz +Bαdz ∧ dx+ Cαdx ∧ dy)

e dáı temos

ω ∧ µα = PAαdx ∧ dy ∧ dz +QBαdx ∧ dy ∧ dz +RCαdx ∧ dy ∧ dz = g|UαΩ,

onde Ω = dx ∧ dy ∧ dz. Seja

µαβ = µα − µβ

em Uα ∩ Uβ 6= ∅. Calculando ω ∧ µαβ obtemos

ω ∧ µαβ = ω ∧ µα − ω ∧ µβ = g|UαΩ− g|UβΩ = 0

em Uα ∩ Uβ. Assim

0 = iE(ω ∧ µαβ) = iE(ω) ∧ µαβ − ω ∧ iE(µαβ),(2.9)

onde E = x ∂
∂x

+ y ∂
∂y

+ z ∂
∂z

é o campo radial. Como iE(ω) = 0, da expressão (2.9) temos

ω ∧ iE(µαβ) = 0.(2.10)

Já que o conjunto singular de ω tem codimensão 2, pelo Lema de Divisão de De Rham

(ver [Sa]), podemos escrever iE(µαβ) = hαβω onde hαβ ∈ O(Uα ∩ Uβ). Note que hαβ

satisfaz a condição de cociclo aditivo. Como µαβ + µβγ + µγα = 0, então

0 = iE(µαβ) + iE(µβγ) + iE(µγα) = (hαβ + hβγ + hγα)ω,

o que implica em

(hαβ + hβγ + hγα) = 0

para Uα ∩ Uβ ∩ Uγ 6= ∅. Substituindo em iE(µαβ) = hαβω a igualdade iE(dω)
k+1

= ω provada

no Lema 2.1, temos

iE(µαβ) =
hαβ
k + 1

(iE(dω))

e assim iE(µαβ − hαβ
k+1

dω) = 0, isto é,

iE(µαβ − h̃αβdω) = 0,
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onde h̃αβ =
hαβ
k+1

. Como E não tem singularidades em Uα ∩ Uβ e do Lema (2.2), então

µαβ − h̃αβdω = lαβiE(Ω),

ou seja,

µαβ = h̃αβdω + lαβiE(Ω),(2.11)

onde lαβ ∈ O(Uα ∩Uβ), ∀ Uα ∩Uβ 6= 0. Como µαβ e hαβ satisfazem a condição de cociclo,

então lαβ também satisfaz a mesma condição. Logo, pelo Teorema de Cartan, temos que

h̃αβ = hβ − hα e lαβ = lβ − lα. Em (2.11) isso implica que

µα − µβ = (hβ − hα)dω + (lβ − lα)iE(Ω)

e logo

µα + hαdω + lαiE(Ω) = µβ + hβdω + lβiEΩ.

Assim, podemos definir uma 2-forma holomorfa µ em C3 \ {0} como

µ|Uα = µα + hαdω + lαiE(Ω)

e portanto, em cada Uα,

ω ∧ µ = ω ∧ µα + ω ∧ hαdω + ω ∧ lαiE(Ω).(2.12)

Note que ω ∧ iE(Ω) = 0. De fato, ω ∧ Ω = 0 e dáı

0 = iE(ω ∧ Ω) = iE(ω) ∧ Ω + ω ∧ iE(Ω).

Como iE(ω) = 0, da equação anterior conclúımos que ω∧ iE(Ω) = 0. Assim, da expressão

(2.12), posto que ω ∧ dω = 0 e ω ∧ iE(Ω) = 0, obtemos

ω ∧ µ = ω ∧ µα = gΩ.

Podemos supor que µ é homogêneo uma vez que ω, g e Ω são homogêneos. Isso é suficiente

para garantir que g ∈ I(ω) C.Q.D.
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No teorema a seguir, conseguimos cotar o grau de uma folheação F em relação a uma

separatriz S lisa. Para curvas irredut́ıveis, já havia a quota m ≤ n + 2. Essa cota, para

curvas lisas, é melhor. Assim, nessas condições, o problema de Poincaré é respondido

positivamente.

Teorema 2.1. Seja F uma folheação de grau n dada, em coordenadas homogêneas, por

uma 1-forma polinomial ω. Seja S uma curva lisa em P2 definida em coordenadas ho-

mogêneas por um polinômio irredut́ıvel f de grau m. Suponhamos que F tenha S como

uma separatriz. Então, ω tem PRD com relação a f e m ≤ n + 1. Se m = n + 1, então

F coincide com uma folheação dada por curvas de uma função racional do tipo f
gm

onde

o grau de g é um. Em particular, podemos escolher um sistema de coordenadas afins

C2 ⊂ P2 tal que F|C2 é dada por curvas de ńıvel de um polinômio.

Demonstração. Como f é separatriz lisa de ω, então, ω tem PRD local com relação a

f . Pela proposição 2.1, ω tem PRD global em relação a f , ou seja,

ω = gdf + fµ.(2.13)

Note que iE(ω) = 0 implica que µ 6= 0. De fato, supondo que µ = 0, então ω = gdf , por

(2.13). Como iE(ω) = 0, concluiŕıamos que

iE(ω) = iE(gdf) 6= 0,

o que é absurdo, pois iE(df) = mf , visto que f é homogêneo. Comparando os graus em

(2.13), então m ≤ n+ 1. Se m = n+ 1, obtemos de (2.13) que o grau de g é um e o grau

de µ é zero. Assim, como iE(ω) = 0 obtemos de (2.13)

0 = iE(ω) = iE(gdf + µf) = iE(gdf) + iE(µf).

Como iE(df) = mf 6= 0, a expressão iE(gdf) + iE(µf) = 0 nos dá gmf + fiE(µ) = 0. De

onde conclúımos que

iE(µ) = −mg.(2.14)

Façamos

µ = αdx+ βdy + γdz,
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onde α, β, γ ∈ C, pois grau(µ) = 0. E então, por (2.14)

iE(µ) = αx+ βy + γz = −mg.

Tomando a diferencial da expressão acima obtemos

αdx+ βdy + γdz = −mdg

o que implica em µ = −mdg. Por (2.13), conclúımos que

ω = gdf −mfdg.(2.15)

Observe que

d

(
f

gm

)
=
gmdf −mfgm−1dg

(gm)2
=
gm−1(gdf −mfdg)

g2m
.

Então, substituindo a expressão (2.15) na equação acima, temos d
(

f
gm

)
= g−m−1ω, ou

seja, ω = gm+1d( f
gm

). Dáı, a folheação coincide com a folheação dada pelas curvas de

ńıvel de f
gm

. Se tomarmos um sistema de coordenadas afins C2 ⊂ P2, tal que g = 0 é a

linha no infinito, então chegamos na última afirmação do enunciado. C.Q.D.

Proposição 2.3. Seja F uma folheação de grau n dada por uma 1-forma ω. Suponhamos

que todas as singularidades de F são não degeneradas, ou seja, ambos os autovalores da

parte linear do campo que gera F não são nulos. Seja g um polinômio homogêneo em C3

que se anula no conjunto singular de ω. Então g ∈ I(ω).

Demonstração. Como as singularidades de F são não degeneradas, então, se o germe

g se anula em uma sigularidade p, ele está no anel local gerado pelos componentes de ω.

Da proposição 2.2 conclúımos que, g ∈ I(ω). C.Q.D
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Caṕıtulo 3

Aplicações para PRD

Neste caṕıtulo, vamos apresentar algumas aplicações para a propriedade local de di-

visão relativa. Seja f um germe de curva anaĺıtica em 0 ∈ C2, definida pela equação

f = 0. Vamos denotar por Λ0(f) o conjunto de germes de 1-formas anaĺıticas em 0 ∈ C2

tendo f como separatriz. Então, ω ∈ Λ0(f) se, e somente se, ω ∧ df = fθ, onde θ é um

germe de uma 2-forma. Note que Λ0(f) é um O2-módulo. Por sua vez, denotamos por

Λ1(f) o conjunto dos germes de 1-formas anaĺıticas em 0 ∈ C2 que tem PRD localmente

com relação a f . Observe que Λ1(f) é um submódulo de Λ0(f). De fato, seja ω ∈ Λ1(f),

isto é,

ω = gdf + µf,(3.1)

onde µ é um germe de 1-forma e g é germe de curva. Fazendo, em ambos os lados de

(3.1), o produto interior com df , obtemos

ω ∧ df = gdf ∧ df + µf ∧ df = fµ ∧ df.

Dáı conclúımos que f = 0 é invariante por ω ∈ Λ1(f). Assim Λ1(f) é um subconjunto

de Λ0(f). Resta mostrar que Λ1(f) é fechado sobre a multiplicação de elementos de O2.

Seja h ∈ O2. Ao multiplicarmos a expressão em (3.1) por h, teremos que

hω = hgdf + hµf.

Assim, hω tem PRD com relação a f .

31



Proposição 3.1. dimC
Λ0(f)

Λ1(f)
≤ ∞. (Ver [Ce])

Se f é quasihomogênea, ou seja, f ∈ I(fx, fy), onde I(fx, fy) é o ideal jacobiano

de f , é posśıvel encontrar um sistema de coordenadas (x, y) em uma vizinhança de 0

e uma 1-forma ω0 = −kxdy + lydx, onde i, l são números racionais positivos, tal que

ω0 ∧ df = fdx ∧ dy. De fato, como f é quasihomogênea, f =
∑
aijx

iyj, li + kj = 1 ∀ k,

j ≥ 0, onde l e k são racionais positivos. Seja ω0 tal que

ω0 ∧ df = fdx ∧ dy.(3.2)

Como

df =
∑

iaijx
i−1yjdx+ jaijx

iyj−1dy,

então, suponhamos que ω0 seja da forma ω0 = αxdy + βydx. Substituindo essas duas

expressões, respectivamente, de df e de ω0 em (3.2), temos∑
(−αiaijxiyj + βjaijx

iyj)dx ∧ dy = fdx ∧ dy,

ou seja, ∑
(−αi+ βj)aijx

iyjdx ∧ dy = fdx ∧ dy.

Tendo em vista que tomamos f quasihomogênea, isto é, f =
∑
aijx

iyj, deduz-se que

−α = k e β = l. Então ω0 = −kxdy + lydx. Observe que ω0 ∈ Λ0(f). Além disso,

todo germe de função holomorfa quasihomogêneo é, a menos de mudança anaĺıtica de

coordenadas, um polinômio quasihomogêneo (ver [Sa]).

Lema 3.1. Seja f ∈ O2 quasihomogênea. Se ω ∈ Λ0(f), então existem g e h pertecentes

a O2 tais que ω = gdf + hω0.

Demonstração. Como ω ∈ Λ0(f) e ω0 ∈ Λ0(f) então, ω ∧ df = fθ e ω0 ∧ df = fdxdy.

Afirmamos que

ω ∧ ω0 = gfdx ∧ dy,(3.3)

para alguma g ∈ O2. De fato, como ω ∧ df = fθ, onde θ é 2-forma, escrita na forma

θ = hdx ∧ dy para alguma h ∈ O2. Assim,

ω ∧ df − hfdx ∧ dy = 0.
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Substituindo ω0 ∧ df = fdxdy na expressão acima obtemos

ω ∧ df − h(ω0 ∧ df) = 0,

isto é, (ω − hω0) ∧ df = 0. Logo, pelo Teorema de Divisão de De Rham, visto que f é

reduzida, ω − hω0 = gdf para alguma g ∈ O2. C.Q.D

Lema 3.2. Seja f ∈ O2 quasihomogênea. Temos que h ∈ O2 é tal que hω0 ∈ Λ1(f) se, e

somente se, h ∈ I(fx, fy).

Demonstração. Começamos por provar a afirmação a seguir.

Afirmação. Seja h ∈ O2. h ∈ I(fx, fy) se, e somente se, existe 1-forma µ tal que

hdx∧ dy = µ∧ df . De fato, se h ∈ I(fx, fy), então podemos escrever h = αfx + βfy para

α, β ∈ O2. Dáı,

hdx ∧ dy = (αfx + βfy)dx ∧ dy = −αdy ∧ fxdx+ βdx ∧ fydy = µ ∧ df,

para µ = βdx − αdy e df = fxdx + fydy. Reciprocamente, se hdx ∧ dy = µ ∧ df , onde

µ = βdx− αdy e df = fxdx+ fydy, temos

µ ∧ df = (βdx− αdy) ∧ (fxdx+ fydy) = (αfx + βfy)dx ∧ dy.

Como hdx ∧ dy = µ ∧ df , obtemos que h = αfx + βfy, isto é, h ∈ I(fx, fy). Isso prova a

afirmação.

Agora suponhamos que hω0 ∈ Λ1(f). Então, temos

hω0 = gdf + fµ.(3.4)

Multiplicando a igualdade ω0 ∧ df = fdx ∧ dy por h obtemos,

hfdx ∧ dy = hω0 ∧ df.(3.5)

Substituindo em (3.5) a expressão dada em (3.4), temos

hω0 ∧ df = (gdf + µf) ∧ df = µf ∧ df.
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Então, pela expressão anterior e por (3.5), temos hdx ∧ dy = µ ∧ df , o que implica que

h ∈ I(fx, fy), pela afirmação provada anteriormente. Reciprocamente, se h ∈ I(fx, fy),

então hdx ∧ dy = µ ∧ df , usando a afirmação. Multiplicando a equação anterior por f ,

temos fhdx ∧ dy = fµ ∧ df . Substituindo, nessa equação, a igualdade em (3.5), obtemos

hω0 ∧ df = fµ ∧ df,

ou seja,

(hω0 − fµ) ∧ df = 0.

Tendo em vista que f é reduzida, conclúımos que hω0 − fµ = gdf para alguma g ∈ O2.

C.Q.D.

Proposição 3.2. Seja f ∈ O2 quasihomogênea. Então

Λ0(f) = Λ1(f)⊕ Cf1ω0 ⊕ · · · ⊕ Cfµω0,

onde f1, ..., fµ é uma base de O2

I(fx,fy)
.

Demonstração. Se ω ∈ Λ0(f), pelo lema 3.1 temos que ω = gdf + hω0, onde g ∈ O2. O

resultado segue observando que gdf ∈ Λ1(f). C.Q.D.

Corolário 3.1. Seja f ∈ O2 quasihomogênea. Então, I(fx, fy).Λ0 ⊂ Λ1. Em particular,

se f tem apenas duas componentes lisas transversais, então M.Λ0 ⊂ Λ1, onde M é o

ideal maximal de O2.

Lema 3.3. Seja ω um germe de 1-forma e seja f = 0 a equação local reduzida da curva

S em p = (0, 0) que tenha dois ramos transversais e lisos em p. Suponhamos que ω tenha

f = 0 como separatriz. Então ω tem PRD com relação a f se, e somente se, dω(0) = 0.

Demonstração. Suponhamos que ω tenha PRD com relação a f . Então, podemos es-

crever

ω = gdf + fµ.

Tomando a diferencial da equação anterior, temos

dω = dg ∧ df + df ∧ µ+ fdµ.(3.6)
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Como p = (0, 0) é ponto nodal, então f(0) = 0 e df(0) = 0. Assim, da expressão (3.6)

segue que dω(0) = 0.

Reciprocamente, como ω ∈ Λ0(f), do lema 3.1 temos

ω = gdf + hω0.(3.7)

Tomando a diferencial da expressão (3.7), obtemos

dω = dg ∧ df + dh ∧ ω0 + hdω0

= dg ∧ df + dh ∧ (−kxdy + lydx) + h(kdx ∧ dy + ldx ∧ dy.)

Como p = (0, 0) é ponto nodal e estamos supondo dω(0) = 0, da equação acima segue que

dω(0) = h(0)(kdx ∧ dy + ldx ∧ dy) = 0. Isso implica que h(0) = 0, de onde conclúımos

que h ∈ I(fx, fy). Do lema 3.2, temos que hω0 ∈ Λ1(f). Portanto, pela expressão (3.7),

ω ∈ Λ1(f). C.Q.D.
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Caṕıtulo 4

O Problema de Poincaré: curva com

singularidades nodais

Neste caṕıtulo trataremos de resultados que relacionam o grau de uma folheação e o

grau de uma curva com singularidades nodais. Vamos, também, introduzir o conceito de

folheação logaŕıtmica.

Sejam M uma variedade complexa de dimensão maior ou igual a dois e f1, ..., fr funções

holomorfas não identicamente nulas sobre M . Sejam λ1, ..., λr números complexos não

nulos. A 1-forma meromorfa θ =
∑r

j=1 λj
dfj
fj

é chamada de forma logaŕıtmica. Ela é

fechada e, portanto, integrável. A folheação F induzida por θ é chamada de folheação

logaŕıtmica associada a θ.

Teorema 4.1. Sejam F uma folheação em P2 de grau n e S curva algébrica de grau

m definida pela equação homogênea reduzida f = 0, cujas singularidades são do tipo

cruzamento normal. Suponhamos que F tenha S como separatriz. Então, grau(S) ≤
grau(F) + 2, ou seja, m ≤ n+ 2. Além disso, se m = n+ 2, então f é redut́ıvel e F é do

tipo logaŕıtmica, isto é, dada por uma forma racional fechada Σλi
dfi
fi

, onde λi ∈ C e fi é

polinômio homogêneo.

Demonstração. Seja ω uma 1-forma integrável em C3 que representa F . Como S é uma
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separatriz de F e f é reduzida, temos que

ω ∧ df = fθ.(4.1)

Definamos µ = θ − dω, onde µ é homogêneo de grau n. Assim, podemos escrever

θ = µ+ dω. Substituindo essa expressão em (4.1), obtemos

ω ∧ df + fdω = fµ.(4.2)

Afirmação: se p é uma singularidade de f , então µ(p) = 0.

De fato, seja (x, y, z) um sistema de coordenadas local em C3, tal que f = xy. Então,

substituindo a equação f = xy na expressão (4.1), temos

w ∧ (xdy + ydx) = xyθ.

Fazendo ω = adx+ bdy + cdz e substituindo na expressão anterior, obtemos

axdx ∧ dy + bydy ∧ dx+ c(xdz ∧ dy + ydz ∧ dx) = xyθ,

de onde conclúımos que a = yα, b = xβ, c = xyλ, onde α, β, λ são funções holomorfas.

Então,

ω = αydx+ βxdy + xyλdz.(4.3)

Da expressão (4.3) e como f = xy, o primeiro membro da igualdade em (4.2) pode ser

escrito como

ω ∧ df + fdω = (αydx+ βxdy + xyλdz) ∧ (ydx+ xdy)+

xy(αdy ∧ dx+ ydα ∧ dx+ βdx ∧ dy + xdβ ∧ dy + yλdx ∧ dz + xλdy ∧ dz + xydλ ∧ dz),

ou seja,

ω ∧ df + fdω = xy2λdz ∧ dx+ x2yλdz ∧ dy+

xyβdx ∧ dy + x2ydβ ∧ dy + xy2λdx ∧ dz + x2yλdydz + x2y2dλ ∧ dz,

sendo o 2-jato do segundo membro da expressão acima igual a zero. Isso implica que fµ,

em (4.2), começará no terceiro jato e logo, µ se anula em x = y = 0. Isso demonstra a

afirmação.
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Para provar o teorema, vamos considerar dois casos, sendo o primeiro caso µ ≡ 0 e o

segundo caso µ 6≡ 0.

Primeiro caso: µ ≡ 0. Observe que isso implica em (4.2) que

ω ∧ df + fdω = 0,

ou seja,
ω

f
=
ω ∧ df − fdω

f 2
= 0.

Nesse caso, se f = f1.....fk é a decomposição de f em fatores irredut́ıveis, então, existem

números λi, ....., λk tais que (ver [CM])

ω

f
=

k∑
j=1

λj
dfj
fj
.(4.4)

Em (4.4), contraindo pelo campo radial E, obtemos

iE(ω) = iE(f
k∑
j=1

λj
dfj
fj

) = f
k∑
j=1

λjdj
dfj
fj
,

onde dj é o grau de fj. Como iE(ω) = 0 então, da equação acima,
∑k

j=1 λjdj = 0. Assim,

k ≥ 2. De (4.4) temos que grau(ω) − grau(f) = −1 e dáı, os coeficientes de ω têm grau

m− 1. Portanto, grau(F) = m− 2.

Segundo caso: µ 6≡ 0. Neste caso, seja g uma componente não nula de µ. Seja V = {h;

h polinômio homogêneo de grau n tal que h se anula no conjunto singular de f}. Observe

que V 6= ∅, pois g ∈ V , já que µ se anula no conjunto singular de f , como foi provado na

afirmação anterior. Seja h ∈ V \ {0}. Como h se anula no conjunto singular de f , então

h ∈ I(x, y), onde (x, y) são coordenadas locais em um ponto p ∈ Sing(S). Localmente

em p ∈ Sing(S), S é dada por f(x, y) = (xy = 0). Então, como f é quasihomogênea,

temos pelo Lema 3.2 que hω0 ∈ Λ1(f), onde ω0 = −kxdy + lydx, k e l números racionais

positivos. Como hω0 ∈ Λ1(f) e do Lema 3.1, hω tem PRD local. Assim, da Proposição

2.1, conclúımos que hω tem PRD global. Logo, podemos escrever

hω = adf + fη,(4.5)
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onde a é homogêneo, cujo grau d̃ pode ser calculado comparando os graus na expressão

acima, ou seja,

n+ (n+ 1) = (m− 1) + d̃,

o que nos dá 2n + 2 −m = d̃. Suponhamos que possamos escrever hω de outra forma,

isto é,

hω = a1df + fη1,

onde a1 é homogêneo e a 6= a1. Subtraindo essa expressão de (4.5) obtemos

(a− a1)df = f(η1 − η).

Mas como f é reduzida, f divide (a − a1). Então, já que grau(f) = m e grau(a) =

2n+ 2−m, temos

m ≤ 2n+ 2−m

o que implica que m ≤ n+ 1. Nessa situação, portanto, o teorema está provado.

Podemos, então, supor que a é unicamente determinado por h e, assim, a correspon-

dência h 7→ a está bem definida, sendo um mapa linear de V no espaço dos polinômios

de grau 2n + 2 −m. Vamos denotar esse mapa por a(h). Podemos, também, supor que

a(h) é injetivo. De fato, se o mapa não fosse injetivo, para algum h1 ∈ V , com h1 6= h,

podeŕıamos escrever

h1ω = adf + fη1.

Subtraindo a expressão anterior de (4.5), obteŕıamos

(h− h1)ω = f(η − η1),

o que implicaria que f divide h− h1, pois a codimensão de Sing(ω) é igual a 2. Assim, f

dividiria um polinômio de grau n. Logo, teŕıamos m ≤ n e o resultado estaria provado.

Agora, queremos provar que m ≤ n + 2, ou seja, n ≤ 2n + 2 −m. Suponhamos por

contradição que n > 2n + 2 − m. Afirmamos que para qualquer h ∈ V o polinômio

a = a(h), se anula no conjunto singular de f . De fato, de (4.5) temos

hω − adf − fη = 0.
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Tomamos um sistema de coordenadas local em uma vizinhança de um ponto singular de f ,

que supomos ser p = 0, tal que ω possa ser escrito como em (4.3), f = xy e df = xdy+ydx,

e da equação acima obtemos

h(αydx+ βxdy + xyλdz)− a(xdy + ydx)− xyη = 0.

O primeiro jato do lado esquerdo da expressão anterior pode ser escrito como −a(0)(xdy+

ydx) = 0, de onde conclúımos que a(0) = 0.

Seja V1 o espaço dos polinômios homogêneos de grau 2n + 2 − m que se anulam no

conjunto singular de f . O mapa a : V 7→ V1 é injetivo. Mas isso não é posśıvel, pois se A

é um polinômio de grau m−n− 2 > 0, podemos construir um mapa injetivo iA : V1 → V

com iA(h1) = Ah1. Logo, a dimensão de V seria igual a dimensão de V1 e o mapa iA

seria um isomorfismo. Isso é falso, pois não é posśıvel que todos os elementos em V sejam

diviśıveis por um mesmo polinômio não constante A.

Agora, suponhamos que m = n + 2. Vamos demonstrar que ω é do tipo logaŕıtmica,

por indução no grau k = n + 1 de ω. Se ω tem grau 1, então a folheação tem grau zero.

Trata-se, portanto, da folheação radial, ou seja, após uma mudança linear de coordenadas

ω é expressa como ω = −ydx + xdy. Portanto, ω é logaŕıtmica, pois ω pode ser escrita

como ω = d
(
x
y

)
. Suponhamos verdadeira a afirmação para todo k ≤ k0− 1, onde k0 ≥ 2.

Vamos provar para k = k0. Por hipótese, como m = n + 2 e k = n + 1 temos que

n+ 1 = k0 = m− 1. Então, 2n+ 2− 2m+ 2 = 0, de onde obtemos

2n+ 2−m = m− 2 = n.

Isso implica que V1 = V , por definição de V . Assim, vamos supor que o mapa a : V → V1

é bem definido e injetivo. Como estamos tratando de espaço vetorial complexo, podemos

assumir que a tem autovetores. Seja h um autovetor de a associado ao autovalor λ ∈ C.

Podemos escrever

hw = λhdf + fη.

Se h1 é um fator irredut́ıvel de h, então h1 divide f ou η. Depois de cancelar todos os

fatores irredut́ıveis na igualdade anterior, obtemos

ω = λdf + f1η1,(4.6)
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onde f1 divide f . Note que f1 não é constante. De fato, como grau(h) = n e, por hipótese

m = n + 2, então n ≤ n + 2 = m, onde m é o grau de f . Isso implica que grau de η1 é

menor que o grau de ω. Façamos f = f1f2. Contraindo ambos os termos da expressão

(4.6) pelo campo radial temos

iE(ω) = iE(λdf) + iE(f1η1).

Como iE(ω) = 0 e da identidade de Euler, a expressão acima se reduz a

λmf + f1iE(η1) = 0,

o que implica em

iE(η1) = −λmf2.(4.7)

Denotaremos por m1 o grau de f1, m2 o grau de f2 e k1 o grau de η1. Conclúımos que k1

é igual a m2 − 1, pois da expressão (4.6), temos que m1 + k1 = n+ 1 e, somando um em

ambos os lados dessa igualdade, resulta em

1 +m1 + k1 = n+ 2 = m = m1 +m2,(4.8)

Logo, k1 = m2 − 1.

Seja LE a derivada de Lie na direção do campo E. Queremos provar que LEη1 =

(k1 + 1)η1. Calculando a derivada de Lie em ambos os lados da expressão (4.6) obtemos

LE(ω) = LE(λdf) + LE(f1η1)

e portanto,

iE(dω) + d(iE(ω)) = iE(λd2f) + d(iEλdf) + LE(f1η1).

Como iEω = 0 e d2f = 0, segue que

iE(dω)− λmdf = LE(f1η1).(4.9)

Como ω é integrável, de grau n+1, e iE(ω) = 0, pelo Lema 2.1, vale iE(dω) = (n+2)ω.

Substituindo essa expressão em (4.9) e lembrando que n+ 2 = m, obtemos

(n+ 2)(ω − λdf) = LE(f1η1).(4.10)

42



Calculando LE(f1η1) temos

LE(f1η1) = iE(df1 ∧ η1 + f1dη1) + d(iE(f1η1))

= (m1f1η1 − df1 ∧ iE(η1) + f1iE(dη1) + d(f1iE(η1)

= (m1f1η1 − df1 ∧ iE(η1) + f1iE(dη1) + (df1 ∧ iE(η1) + f1diE(η1))

= m1f1η1 + f1(iE(dη1) + diE(η1))

= m1f1η1 + f1(LEη1).

Na expressão (4.10), usando a relação em (4.6) e a igualdade LE(f1η1) = m1f1η1 +

f1(LEη1) temos

(n+ 2)f1η1 = m1f1η1 + f1LEη1,

de onde

(n+ 2−m1)η1 = LEη1.(4.11)

De (4.8), (n+ 2−m1) = k1 + 1 e portanto, em (4.11), (k1 + 1)η1 = LEη1, como queŕıamos

provar.

Além disso, temos que

LEη1 = iE(dη1) + diE(η1).

Então, de (4.7) obtemos

LEη1 = iE(dη1)− λmdf2.

Agora, definamos ω1 tal que iE(dη1) = (k1 + 1)w1, onde grau(w1) = k1 = grau(η1) e onde

k1 < k. Substituindo essa relação na expressão acima e lembrando que (k1 + 1)η1 = LEη1

temos

(k1 + 1)η1 = (k1 + 1)ω1 − λmdf2.

Usando o fato que k1 + 1 = m2 na equação acima, obtemos

m2η1 = m2w1 − λmdf2,

ou seja, η1 = w1 − λ m
m2
df2. Substituindo em (4.6), resulta em

ω = λdf + f1ω1 − λ
m

m2

f1df2.
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Lembrando que m = m1 +m2 e que f1f2 = f temos

ω = f1ω1 + λd(f1f2)− λm1

m2

f1df2 − λ
m2

m2

f1df2,

de onde encontramos

ω = f1ω1 +
λ

m2

(m2f2df1 −m1f1df2).

De iE(ω) = 0 segue que f1(iE(ω1)) = −iE( λ
m2

(m2f2df1 −m1f1df2)). Como

iE(m2f2df1 −m1f1df2) = (m2f2m1f1 −m1f1m2f2) = 0,

então iE(ω1) = 0. Como f2 é separatriz de ω e de df , da igualdade (4.6) temos que

f2 é separatriz de η1. Lembrando que ω1 = η1 + λ m
m2
df2, então f2 é separatriz de ω1.

Além disso, da equação que define ω1, resulta que grau(f2) = grau(Fω1) + 2, ou seja,

m2 = grau(ω1) + 1, de onde m2 = k1 + 1. Assim, podemos aplicar a hipótese de indução

em f2 e ω1 para obter que ω1 = f2Σλj
dhj
hj

, onde h1, ..., hr são componentes de f2. Portanto,

η1 é logaŕıtmica e assim, ω é logaŕıtmica pela equação (4.6). C.Q.D.

A partir de agora, vamos considerar o caso onde f é irredut́ıvel de grau m, admitindo

apenas singularidades nodais. Vamos estimar o grau das folheações que têm f como

separatriz e que não satisfazem PRD com relação a f . Essas estimativas serão em termos

do número de pontos nodais de f e, assintoticamente, são melhores que a anterior (m ≤
n + 1). Consideremos, como primeiro caso, a situação em que f tem apenas um ponto

nodal.

Teorema 4.2. Seja F uma folheação de grau n. Seja f irredut́ıvel de grau m, com apenas

uma singularidade nodal. Suponhamos que F tenha f como separatriz, e que não tenha

PRD com relação a f . Então, m ≤ n
2

+ 2. Além disso, essa é a melhor estimativa.

Demonstração. Tomemos ω uma 1-forma homogênea de grau n+1 em C3 que represente

F . Seja f separatriz de F . Vamos supor que o ponto nodal de f é (0 : 0 : 1), fazendo

mudança de coordenadas lineares. Considere as funções lineares x e y. Afirmamos que as

1-formas xω e yω, satisfazem PRD com relação a f . De fato, x ∈ I(x, y), onde (x, y) são

coordenadas locais em 0. Então, pelo Lema 3.2 temos que xω0, onde ω0 = −kxdy+ lydx,
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com k e l números racionais positivos, tem PRD local. Do Lema 3.1, xω tem PRD local

e usando a Proposição 2.1, conclúımos que xω tem PRD global. O mesmo vale para yω.

Então, podemos escrever

xω = g1df + fµ1.(4.12)

yω = g2df + fµ2.(4.13)

Comparando os graus em (4.12) segue que n+ 2 = m− 1 + grau(g1), ou seja, grau(g1) =

n−m+ 3. A equação (4.12) nos leva a concluir que se g1 ≡ 0, então x divide µ1, pois f

é irredut́ıvel. Assim,

xω = xfµ̃1,

onde xµ̃1 = µ1, o que implica que ω tem PRD com relação a f , absurdo. Portanto,

g1 6≡ 0. Com argumento similar podemos supor g2 6≡ 0. Multiplicando (4.12) e (4.13),

respectivamente por x e y e, depois, subtraindo uma equação de outra, obtemos

(xg2 − yg1)df = f(yµ1 − xµ2).

Da expressão acima observamos que ou xg2 − yg1 ≡ 0 ou, como f é irredut́ıvel, f divide

xg2−yg1. Visto que grau(g1) = n−m+3, segue que grau(yg1) = n−m+4. Se xg2−yg1 = 0,

temos que x divide g1 e divide µ1 e então, por (4.12), ω tem PRD com relação a f , absurdo.

Se xg2 − yg1 6≡ 0, então f divide xg2 − yg1. Como grau(xg2 − yg1) = n −m + 4, temos

m ≤ n−m+ 4, isto é, m ≤ n
2

+ 2, o que prova a primeira afirmativa do teorema.

Com o objetivo de mostrar que a cota apresentada é ŕıgida, vamos construir um

exemplo expĺıcito, tendo grau n = 2m − 4. Considerando coordenadas afins em C2,

podemos construir f cuja única singularidade é um ponto nodal em (0, 0) e podemos

escolher um sistema de coordenadas tal que

f = X2 − Y 2 + ... = X2(1 + α)− Y 2(1 + β),

onde α, β são polinômios tais que grau(1 + α) = grau(1 + β) = m− 2. Seja F folheação

em P2 dada por curvas de ńıveis da função meromorfa X2(1+α)
Y 2(1+β)

= f1
f2

. Essa folheação pode

ser representada pela 1-forma

ω1 = XY (1 + α)(1 + β)

(
2
dX

X
− 2

dY

Y
+

dα

1 + α
− dβ

1 + β

)
=
f2df1 − f1df2

XY
.(4.14)
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Seja ω0 a 1-forma homogênea em C3 obtida pela homogeinização de ω1. De (4.14),

grau(ω0) ≤ 2m − 3 e portanto, o grau de F é menor ou igual a 2m − 4. Por outro lado,

afirmamos que ω0 não satisfaz PRD com relação a f . De fato, se isso fosse verdade,

teŕıamos em coordenadas afins que ω1 = gdf + fµ e dáı dω1(0, 0) = 0, pois (0, 0) é ponto

nodal de f . Porém, calculando dω1(0, 0), constatamos que dω1(0, 0) = −4dx∧ dy. Então,

pelo que já foi provado no teorema, grau(F) ≥ 2m − 4. Como já hav́ıamos provado que

o grau de F é menor ou igual a 2m − 4, conclúımos que o grau de F é igual a 2m − 4.

C.Q.D.

Corolário 4.1. Seja f irredut́ıvel de grau m e ω0 homegeinização de ω1 dada no teorema

anterior. Seja F uma folheação de grau n, representada, em coordenadas homogêneas,

por ω que tenha f como separatriz. Então, ou m − 1 ≤ n < 2m − 4 e ω tem PRD com

relação a f , ou n ≥ 2m − 4 e há um polinômio homogênio h de grau n − 2m + 4 tal

que ω − hω0 tem PRD com relação a f . Além disso, se p é um ponto nodal de f , então

h(p) = 0 se, e somente se, ω tem PRD com relação a f .

Comentário: Se denotarmos Λ0(f, n) = {ω ; grau de ω igual a n + 1, iEω = 0 e

ω ∧ df = fθ} e Λ1(f, n) = {ω ∈ Λ0(f, n); ω tem PRD com relação a f}, então o corolário

acima implica que

dimC
Λ0(f, n)

Λ1(f, n)
=

{
0 se n < 2m− 4

1 se n ≥ 2m− 4

Observação: Seja f = 0 uma curva com um ponto nodal. Vamos fazer uma deformação

de f , com f0 = f e tal que ft é lisa para t 6= 0. Seja ω uma 1-forma, tendo f = 0 como

separatriz. Se ω tem PRD com relação a f , então é posśıvel deformar ω em uma famı́lia de

1-formas ωt tal que ω0 = ω e ωt tem ft = 0 como separatriz. Basta fazer ωf = gdft + ftµ,

se ω = gdf + fµ. Por outro lado, se ω não tem PRD com relação a f , então isso não é

posśıvel. Com efeito, se ft é lisa, então ωt tem PRD com relação a ft, pelo Teorema 2.1.

Agora, considere o caso onde f = 0 tem k ≥ 2 pontos nodais em posição geral, isto

é, se k > 2, existem k retas distintas L1, ..., Lk tais que ∀j ∈ {1, ...., k}, todos os pontos

nodais de f estão contidos em
⋃
i 6=j Li.

Teorema 4.3. Na situação acima, se F é folheação em P2 de grau n, tendo f = 0 como

separatriz, então ou F tem PRD com relação a f e m ≤ n+ 1 ou:
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1) Se k ≥ 3, então 2m ≤ n+ k + 2;

2)Se k ≤ 2, então 2m ≤ n+ k + 3.

Demonstração. Seja ω uma 1-forma homogênea de grau n+1 que representa F . Supon-

hamos que ω não tenha PRD com relação a f . Vamos considerar primeiro o caso k ≥ 3.

Sejam L1, ..., Lk, as retas tais que para todo j ∈ {1, ..., k}, os pontos nodais de f estão

contidos em {L1...Lk
Lj
} = 0. Seja L̃j = L1...Lk

Lj
. Observe que L̃j se anula em cada ponto

nodal. Então, pelo Lema 3.2, L̃jω tem PRD local e da Proposição 2.1, tem PRD global,

isto é,

L̃jω = hjdf + fµjLj∀j ∈ {1, ..., k}.(4.15)

Agora multiplique (4.15) por Lj e obtemos

L1....Lkω = Ljhjdf + Ljfµj.

Seja i 6= j. Repetindo a mesma conta para Li e subtraindo as equações obtidas, obtemos

(Lihi − Ljhj)df = f(Ljµj − Liµi).

Temos dois casos a considerar: ou Lihi−Ljhj ≡ 0, ∀i, j, com i, j 6= 0 ou Lihi−Ljhj 6≡ 0

para algum i 6= j. No primeiro caso, Li divide hj, ∀i 6= j. Logo, considerando a equação

(4.15), conclúımos que ω tem PRD com relação a f , absurdo. No segundo caso, temos

que f divide Lihi − Ljhj 6≡ 0, pois f não divide df . Comparando os graus em (4.15)

temos que (n+ 1) + k− 1 = grau(hj) + (m− 1), isto é, grau(hj) = n+ k−m+ 1 e então,

grau(Lihi − Ljhj) = n+ k −m+ 2. Assim, como f divide Lihi − Ljhj 6≡ 0, segue que

m ≤ n−m+ k + 2,

de onde temos que 2m ≤ n + k + 2. Agora, para k ≤ 2, note que os pontos nodais estão

em uma mesma reta. Vamos tratar separadamente de dois casos: k = 1 e k = 2.

Primeiro Caso. k = 1. Nesse caso, todos os pontos nodais pertencem a uma mesma

reta L. Fixemos o ponto p 6∈ L e seja L1, a reta unindo p ao ponto nodal de f . Observe

que

Lω = hdf + fµ(4.16)
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L1ω = h1df + fµ1.(4.17)

Comparando os graus da equação (4.16), o grau de h resulta em n+2 = grau(h)+(m−1),

isto é, grau(h) = n+ 3−m. Subtraindo a equação (4.16) de (4.17) obtemos

(Lh− L1h1)df = f(Lµ− L1µ1).

Agora, note que ou Lh− L1h1 ≡ 0, implicando que ω tem PRD com relação a f , o que é

absurdo; ou então, temos que f divide Lh− L1h1 6≡ 0, ou seja,

m ≤ n−m+ 3 + 1 = n−m+ 4

o que implica em 2m ≤ n+ 4.

Segundo Caso. k = 2. Nesse caso, seja L a reta que contém pontos nodais de f .

Tomemos o ponto p 6∈ L e sejam L1, L2, as retas unindo p aos pontos nodais de f .

Observe que L e L1L2 se anulam em cada ponto nodal. Então,

Lω = hdf + fµ(4.18)

L1L2ω = h1df + fµ1.(4.19)

A comparação de graus na equação (4.18) resulta em n+ 2 = grau(h) + (m− 1), ou seja,

grau(h) = n+ 3−m. Subtraindo a equação (4.18) de (4.19) obtemos

(Lh− L1L2h1)df = f(Lµ− L1L2µ1).

Agora, observe que ou Lh1 − L1L2h ≡ 0, implicando que ω tem PRD com relação a f , o

que é absurdo; ou então, temos que f divide Lh1 − L1L2h 6≡ 0, isto é,

m ≤ n−m+ 3 + 2 = n−m+ 5

o que implica em 2m ≤ n+ 5. C.Q.D.

Observação: Denote por k′ o número mı́nimo de retas L1, ..., Lk′ , tal que para todo

j ∈ {1, ..., k′} todos os pontos nodais de f estão contidos em
L1...Lk′
Lj

= 0. Com o mesmo

argumento da demonstração do teorema anterior, é posśıvel provar que se F não tem
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PRD com relação a f , então 2m ≤ n+ k′ + 2. Com efeito, sejam L1, ..., Lk′ , as retas tais

que para todo j ∈ {1, ..., k′}, os pontos nodais de f estão contidos em {L1...Lk′
Lj
} = 0. Seja

L̃j =
L1...Lk′
Lj

. Note que L̃j se anula em cada ponto nodal. Então, pelo Lema 3.2, L̃jω tem

PRD local e da Proposição 2.1, tem PRD global, isto é,

L̃jω = hjdf + fµjLj∀j ∈ {1, ..., k′}.(4.20)

Agora, multiplique (4.20) por Lj e obtemos

L1....Lk′ω = Ljhjdf + Ljfµj.

Seja i 6= j. Repetindo a mesma conta para Li e subtraindo as equações obtidas, temos

(Lihi − Ljhj)df = f(Ljµj − Liµi).

Temos dois casos a considerar: ou Lihi − Ljhj ≡ 0 ∀i, j, com i, j 6= 0 ou Lihi − Ljhj 6≡ 0

para algum i 6= j. No primeiro caso, Li divide hj, ∀i 6= j. Logo, considerando a equação

(4.20), conclúımos que ω tem PRD com relação a f , absurdo. No segundo caso, temos

que f divide Lihi − Ljhj 6≡ 0, pois f não divide df . Comparando os graus em (4.20)

temos que (n+ 1) + k′− 1 = grau(hj) + (m− 1), isto é, grau(hj) = n+ k′−m+ 1 e então,

grau(Lihi − Ljhj) = n+ k′ −m+ 2. Assim, como f divide Lihi − Ljhj 6≡ 0, segue que

m ≤ n−m+ k′ + 2,

de onde temos que 2m ≤ n+ k′ + 2.

Agora, vamos considerar o caso onde f = 0 tem k ≥ 2 pontos nodais e o grau da

folheação é n ≥ 2m− 4. Construiremos k 1-formas ω1, ....,ωk de grau n+ 1 = 2m− 3 com

a seguinte propriedade: se p1, ..., pk são pontos nodais de {f = 0}, então dωj(pi) = 0 se

i 6= j, e dωj(pj) 6= 0.

Lembre-se que as formas ωi são extremos da inequação n ≥ 2m− 4, pois essas formas

têm grau n+1 = 2m−3 o que implica em n = 2m+4. Vamos construir ω1 em coordenadas

afins. Seja (X, Y ) um sistema de coordenadas afins com as seguintes propriedades:

(i) p1 = (0, 0) é singularidade nodal;

(ii) p2, ..., pk não estão contidos na reta do infinito;
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(iii) para todo j ≥ 2, pj 6∈ {X = 0} e pj 6∈ {Y = 0}
(iv) o segundo jato de f em (0, 0) éX2−Y 2. Isso é posśıvel pois (0, 0) é ponto onde duas

retas se cruzam, por ser ponto nodal. Podemos escrever f(X, Y ) = X2−Y 2+X2α−Y 2β =

X2(1 + α) − Y 2(1 + β) onde máximo do grau de (1 + α) e (1 + β) é igual a m − 2, pois

grau de f = m.

Podemos supor que:

(v) (1 + α)(pj) 6= 0 para todo j ∈ {2, ..., k}. De fato, observe que grau de f ≥ 4, pois

k ≥ 2. Além disso,

f = X2(1 + α)− Y 2(1 + β) = X2(1 + α + λY 2)− Y 2(1 + β + λX2).(4.21)

Podemos escolher λ ∈ C tal que (1 + α + λY 2)(pj) 6= 0 para todo j ∈ {2, ..., k}, porque

Y 2(pj) 6= 0 para todo j, pela propriedade (iii). De (4.21) segue que

Y 2(1 + β) = −X2(1 + α + λY 2) + Y 2(1 + β + λX2)−X2(1 + α)

e então, Y 2(1 + β) 6= 0. Vamos considerar ω̃1 dado por

ω̃1 = XY (1 + α)(1 + β)

(
2
dX

X
− 2

dY

Y
+

dα

1 + α
− dβ

1 + β

)
= 2Y (1 + α)(1 + β)dX − 2x(1 + α)(1 + β)dY +XY (1 + β)dα−XY (1 + α)dβ

Calculando dω̃1(0, 0) obtemos−4dX∧dY . Pela propriedade (ii), conclúımos que ω̃(pj) = 0

para j ≥ 2. Vamos fixar j ∈ {2, ..., k} e fazer f = f1 − f2 , onde f1 = X2(1 + α) e

f2 = y2(1 + β). Observe que ω̃1 pode ser escrita como

ω̃1 =
Y 2(1 + β)2

X
d

(
f1

f2

)
.

Isso implica em

dω̃1 = dg ∧ d
(
f1

f2

)
+ d2

(
f1

f2

)
.

Como d2(f1
f2

) = 0, então

dω̃1 = dg ∧ d
(
f1

f2

)
.
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Agora observe que g(pj) 6= 0 e f2(p) 6= 0 por causa das propriedades (iii) e (v). Isso

implica que

dω̃1(pj) = dg(pj) ∧
(f2(pj)df1(pj)− f1(pj)df2(pj))

f2(pj)2
.

Como f = f1−f2 e f(pj) = 0 temos que f1(pj) = f2(pj) 6= 0. Além disso, df1(pj) = df2(pj),

já que df(pj) = 0, pois pj é ponto nodal. Logo, dω̃1(pj) = 0. O grau de ω̃1 é menor ou

igual 2m− 3, pois um dos termos de maior grau, 2x(1 + α)(1 + β), tem grau 2m− 3.

Teorema 4.4. Se n ≥ 2m − 4, então, dimC
Λ0(f,n)
Λ1(f,n)

= k, onde k é o número de pontos

nodais de f .

Demonstração. Seja ω1, ..., ωk como na construção anterior. Fixe n ≥ 2m−4 e considere

os polinômios homogêneos h1, ..., hk de grau n−2m+4 tais que hj(pj) = 1, ∀j ∈ {1, ..., k}.
Observe que para i 6= j,

d(hjωj)(pi) = dhj(pi)ωj(pi) + hj(pi)dωj(pi) = 0.

Por sua vez, para todo j ∈ {1, ..., k},

d(hjωj)(pj) = dhj(pj)ωj(pj) + hj(pj)dωj(pj) = dωj(pj) 6= 0.

Afirmação: Para qualquer 1-forma pertecente a Λ0(f, n), existem λ1, ..., λn ∈ C tais que

ω −
k∑
j=1

λj(hjωj) ∈ Λ1(f, n).(4.22)

De fato, sejam λ1, ..., λn ∈ C tal que d(ω)(pj) = λjdωj(pj). Então, tomando a diferencial

da expressão (4.22) obtemos

dω(pj)−
k∑
j=1

d(hjωj)(pj) = dω(pj)− λjd(ωj)(pj) = 0.

Do Lema 3.3, conclúımos que ω −
∑k

j=1 λj(hjωj) ∈ Λ1(f, n), provando a afirmação. Isso

implica que dimC
Λ0(f,n)
Λ1(f,n)

≤ k. Como para i 6= j, d(hjωj)(pi) = 0 e, para todo j ∈ {1, ..., k},
d(hjωj)(pj) 6= 0, temos que h1ω1, ..., hjωj são linearmente independentes e formam uma

base para Λ0(f,n)
Λ1(f,n)

. Logo dimC
Λ0(f,n)
Λ1(f,n)

= k. C.Q.D.
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Caṕıtulo 5

Folheações com singularidades do

tipo Poincaré

Seja F uma folheação holomorfa em P2, definida em coordenadas afins (X, Y ) ∈ C2

pelo campo polinomial v = P ∂
∂X

+ Q ∂
∂Y

. Seja p um ponto singular de F . Dizemos que

F é do tipo Poincaré em p, se a parte linear de v possui dois autovalores não nulos cujo

quociente é um número real não negativo. Se F é do tipo Poincaré em p, então existem

uma separatriz lisa ou duas separatrizes locais, transversais e lisas em p (ver [SoMo]). Em

coordenadas homogêneas, denotemos por Λ1
n(P2), o espaço linear das folheações de grau

n definido como

Λ1
n(P2) = {ω = Adx + Bdy + Cdz,A,B,C homogêneas de grau n, que obedecem a

condição de Euler, isto é, xa+ yB + zC = 0}.
Denotemos por Pn ⊂ Pn(Λ1

n(P2), o espaço das folheações de grau n, cujas singulari-

dades são do tipo Poincaré. Pn é um aberto real de Zariski no espaço projetivo. Seja

P0
n ⊂ Pn, o subconjunto de Pn cujos elementos são as folheações que têm uma separatriz

algébrica.

Teorema 5.1. Se n ≤ 2, então P0
n é um subconjunto algébrico próprio de Pn, isto é,

existem polinômios homogêneos P1, ..., Pm definidos em Λ1
n(P2) tais que P0

n = Pn ∩ {F
definida por ω tal que P1(ω) = ... = Pm(ω) = 0}.

Demonstração. Seja F ∈ Pn definida por ω, tendo S como separatriz irredut́ıvel dada
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pela equação f = 0. Então, temos que

ω ∧ df = fθ,(5.1)

onde θ é uma 2-forma. Tendo em vista que as singularidades de F são do tipo Poincaré,

conclúımos que ou S é uma curva lisa (não tem singularidades) ou é uma curva nodal.

De fato, se p é uma singularidade de S, então p ∈ Sing(F). Como p é uma singularidade

de Poincaré, conclúımos que p admite no máximo duas separatrizes transversais e logo, p

é singularidade nodal de S. Como conseqüência, temos que m = grau(df) ≤ n + 2. De

(5.1), observe que o grau de θ é (n + 1) + (m − 1) − m = n. Denote por
∑

(m,n), o

conjunto dado por {(ω, f, θ);ω ∧ df = fθ, grau(ω) = n + 1, grau(f) = m, grau(θ) = n}.
O conjunto

∑
(m,n) é uma interseção de quádricas em CM , para algum M , pois ω ∧ df

tem grau dois nos coeficientes de ω, f e θ. Dáı, P0
n = Pn ∩ P(pr1(

∑
(m,n)), onde pr1 é

a primeira projeção de (ω, f, θ) → (ω). Isso implica que P0
n é um subconjunto algébrico

de Pn. Ele será próprio, devido o Teorema de Jouanolou que será enunciado e provado a

seguir. C.Q.D

Jouanolou provou que para n ≥ 2 a folheação dada por ωn = (xn−yn−1)dx−(1−xyn)dy

não tem separatriz (ver [J]). Abaixo, será dada uma prova curta desse resultado.

Teorema 5.2. Para n ≥ 2 existe um elemento em Pn sem separatriz.

Demonstração. Suponhamos que ωn represente Fn. Afirmamos que a quantidade de

singularidades de Fn é N = n2 + n + 1. De fato, sabendo que ωn = (xn − yn−1)dx −
(1 − xyn)dy temos que as singularidades são dadas pela solução do seguinte sistema de

equações: {
xn − yn+1 = 0

1− xyn = 0.

Da segunda equação do sistema obtemos x = 1
yn

. Substituindo essa expressão na primeira

equação do sistema segue que (
1

yn

)n
− yn+1 = 0,
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ou seja, 1 − yn+1yn2 = 0. Dáı, temos que yn
2+n+1 = 1 e então, y = e2πi k

N , onde N =

n2 + n+ 1. Definimos λ = exp(2iπ
N

) e considere o mapa peŕıodico linear

σ(x, y) = (λx, λn+1y).

Observe que σ∗ωn = λn+1ωn, de onde a folheação Fn é equinvariante sobre a ação de σ.

Assim, as singularidades de Fn são dadas pelas iterações de σ(1, 1), definidas por σi(1, 1),

onde i = 0, ...., N − 1. Afirmamos que Fn é de Poincaré. De fato, as singularidades

de F são as soluções de xyn = 1 e yn+1 = xn, isto é, os pontos p1, ..., pN , onde N =

n2 + n + 1, pj = (xj, yj) com xj = y−nj e yj = exp(2πij
N

). A matriz Jacobiana do campo

(1− xyn) ∂
∂x

+ (xn − yn+1) ∂
∂y

no ponto pj = (xj, yj) é dada por

Jj =

[
−ynj −nxjyn−1

j

nxn−1
j −(n+ 1)ynj

]
.

Os autovalores de Jj, são λ1
j = yn

(
−(n+2)+

√
3ni

2

)
e λ2

j = yn
(
−(n+2)−

√
3ni

2

)
. Por-

tanto, os autovalores são não nulos e sua razão não pertence a R+.

Suponhamos que Fn tenha uma separatriz. Seja S0 essa separatriz e definamos

S =
N⋃
i=0

σi(S0).

Sabemos que as singularidades de S são nodais, pois as singularidades de Fn são de

Poincaré, e portanto grau(S) ≤ n + 2. Se S tem um ponto nodal, esse ponto é uma

singularidade de Fn. Pela equinvariância, S tem n2 + n + 1 pontos nodais, o que é

imposśıvel para uma curva de grau menor que n + 2, a não ser que n = 1. A fórmula de

Plücker (ver [GH]) nos dá

d∗ = d(d− 1)− 2δ − 3κ,

onde d é o grau da curva, d∗ é o grau da curva dual, δ ≥ 0 é a quantidade de nós e κ ≥ 0

é o número de cúspides. Aplicando à curva S, temos que d ≤ n+ 2, δ = n2 +n+ 1, κ = 0,

e assim,

d∗ ≤ (n+ 2)(n+ 1)− 2(n2 + n+ 1) = −n2 + n,
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isto é, d∗ ≤ −n2 − 2 < 0, se n > 1, absurdo. Então, S é uma curva lisa e, portanto,

irredut́ıvel. Da Proposição 2.3 temos que m ≤ n+ 1 e que vale o PRD global, isto é,

ω̃n+1 = adf + fη,

onde ω̃n+1 e f definem, respectivamente, equações homogêneas para Fn e S. Como m ≤
n+1, por comparação de graus, temos a não constante de grau (n+1)−(n−1) = n+2−m >

0. Pela equinvariância, S passa por todas as singularidades de F . Conclúımos, assim, que

todas as singularidades de Fn estão em S e são dadas por a = f = 0. Como m ≤ n+ 1 e

pelo Teorema de Bezout’s temos

n2 + n+ 1 ≤ m(grau(a)) = m(n+ 2−m) ≤ (n+ 1)(n+ 2−m)

e dáı obtemos que 1 ≤ (2−m)(n+ 1). Então, m = 1 e todas as singularidades estão em

uma reta, o que é um absurdo. C.Q.D.

Teorema 5.3. Sejam F uma folheação e S uma separatriz de F . Suponha que F ∈ P0
n

e todas as singularidades de F estão contidas na separatriz S. Então, F tem grau um.

Demonstração. Suponhamos que a folheação F seja representada pela forma ωn+1. Seja

f = 0 a equação homogênea que define a separatriz S de F e suponhamos que S tenha grau

m. Como as singularidades são de Poincaré, por hipótese, conclúımos que m ≤ n+ 2. Se

todas as singularidade de F estão em S, isto é Sing(ωn+1) ⊂ {f = 0}, então f ∈ I(ωn+1)

pelo lema de Noether (ver [LS]). Conseqüentemente, n + 1 ≤ m. Considerando que

m ≤ n+ 2 então,

n+ 1 ≤ m ≤ n+ 2.

Se m = n+ 2, então pelo Teorema 4.1, ωn+1 é do tipo logaŕıtmica, isto é,

ωn+1 = f

p∑
i=1

λi
dfi
fi
,

onde
∑
λimi = 0, f = f1...fp e mi = grau(fi). Note que ωn+1 = 0 pode ser escrito como

ωn+1 =
∑

λif1...f̂i...fpdfi.
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Assim, se ωn+1(p) = 0 e algum fj = 0, então, ou dfj = 0, ou fi(p) = 0 para algum

i 6= j, ou seja, as singularidades de ω em S são também singularidades de S. A rećıproca

também é verdadeira. Observe que, nesse caso, as singularidades de F em S são todas

singularidades de S. Aplicando a fórmula de Plücker (ver [GH]) à curva S temos que

d = n+ 2 e que δ = n2 + n+ 1 e assim,

d∗ + 2(n2 + n+ 1) + 3κ = (n+ 2)(n+ 1).

Como d∗ ≥ 0 e κ = 0, temos

n2 + n+ 1 ≤ (n+ 2)(n+ 1)

2
,

o que é posśıvel apenas para n = 1.

Agora, se f ∈ I(ωn+1) é de grau n + 1, então f = αA + βB + γC, onde α, β, γ ∈ C
e ωn+1 = Adx + Bdy + Cdz. Assim, existe uma 2-forma η0, com coeficientes constantes,

tal que

ωn+1 ∧ η0 = fdx ∧ dy ∧ dz.(5.2)

Como f = αA+βB+γC, a expressão em (5.2) nos dá η0 = αdy∧dz+βdz∧dx+γdx∧dy.

Por mudança de coordenadas, podemos supor que η0 = dy ∧ dz. Então, (5.2) implica que

A = f e portanto, A = 0 é separatriz de ωn+1. Então i ∂
∂x

(ω) = A sobre A = 0 e dáı

i ∂
∂x

(ω) = 0, ou seja, ∂
∂x

é tangente a ω sobre A = 0. Assim, ∂
∂x

é tangente a A = 0, pois A

é ω-invariante. Como dA = Axdx+ Aydy + Azdz, então, i ∂
∂x

(dA) = Ax = 0 sobre A = 0.

Segue que A divide Ax o que implica que Ax = 0 e, assim, temos que A = A(y, z), ou

seja, A não depende de x. Portanto, A = 0 consiste de planos passando pelo eixo x. Mas

como as singularidades são do tipo Poincaré, há no máximo dois planos em A = 0, de

onde conclúımos que n+ 1 ≤ 2, ou seja n = 1. C.Q.D.
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Caṕıtulo 6

O Problema de Poincaré para o caso

não dicŕıtico

Neste caṕıtulo vamos tratar dos conceitos de explosão, de singularidade dicŕıtica e

não dicŕıtica e discutir o problema de Poincaré no contexto dessas definições. Vamos

introduzir a noção de processo de explosão. Iniciaremos definindo a explosão em C2.

Tomemos duas cópias de C2 que vamos denotar por U e V , com coordenadas (x, t) e

(v, y). Seja o biholomorfismo U \ {t = 0} 7→ V \ {v = 0} dado por (x, t) → (1
t
, tx). Ao

identificarmos os pontos de U \ {t = 0} e V \ {v = 0}, através do biholomorfismo acima,

constrúımos uma superf́ıcie complexa C̃2. Seja π : C̃2 → C2 a aplicação definida por{
π(x, t) = (x, tx) em U

π(v, y) = (vy, y) em V
.

A aplicação π está bem definida, pois em U ∩ V temos y = tx e x = vy. Além disso, tem

as seguintes propriedades:

i) π−1(0, 0) = {(0, t) ∈ U} ∪ {(v, 0) ∈ V }. Se fizermos a identificação definida no

biholomorfismo acima, obtemos a reta projetiva que denotaremos por P .

ii) π |C̃2\P : C̃2 \ P → C2 − {(0, 0)} é biholomorfismo.

Tal aplicação é denominada de explosão de (0, 0) em C2. A definição de explosão

em um ponto p em uma superf́ıcie complexa M pode ser feita com a construção que

descreveremos a seguir. Definamos ϕ : Ũ \ {p} → U \ {0}, uma carta local de p, onde
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Ũ ⊂ M é uma vizinhança de p ∈ M e U ⊂ C2 é uma vizinhança de 0 ∈ C2. Colamos

π−1(0, 0) com M , usando o biholomorfismo φ : Ũ \ {p} → U \ {0} e produzimos uma

superf́ıcie complexa M̃ . Temos uma aplicação holomorfa π : M̃ → M , tal que π−1(p) é

uma reta projetiva e π |M̃\π−1(p): M̃ \ π
−1(p)→M \ {p} é biholomorfismo.

Seja uma folheação F na superf́ıcie complexa M , representada por uma 1-forma ω =

P (x, y)dy−Q(x, y)dx. O desenvolvimento em série de Taylor de ω em torno de 0 pode ser

escrito como ω =
∑∞

j=k(Pj(x, y)dy−Qj(x, y)dx), onde Pj e Qj são polinômios homogêneos

de grau j, com Pk 6= 0 ou Qk 6= 0. Consideremos π : M̃ → M , uma explosão em

p, singularidade de F . Nas coordenadas (x, t), a explosão pode ser escrita na forma

π(x, t) = (x, xt). Fazendo π∗ω(x, t) temos

π∗ω(x, t) =
∞∑
j=k

(Pj(x, xt)d(xt)−Qj(x, xt)dx)

= xk
∞∑
j=k

xj−k[(tPj(1, t)−Qj(1, t)dx) + xPj(1, t)dt.]

Dividindo a equação acima por xk obtemos

x−kπ∗ω(x, t) = (tPk(1, t)−Qk(1, t)dx+ xg1dx+ xPk(1, t)dt+ xg2dt),(6.1)

onde g1 e g2 são formas holomorfas. Por sua vez, nas coordenadas (v, y), temos π(v, y) =

(vy, y) e fazendo π∗ω(vy, y) obtemos

π∗ω(v, y) =
∞∑
j=k

(Pj(vy, y)dy −Qj(vy, y)d(vy)

Assim, da equação anterior temos

π∗ω(v, y) = yk
∑
j=k

yj−k[(Pj(v, 1)− vQj(v, 1))dy − yQj(v, 1)dv.]

Ao dividirmos a equação por yk, obtemos

y−kπ∗ω(v, y) = Pk(v, 1)− vQk(v, 1))dy + yf1dy − yQk(v, 1)dv + yf2dv,(6.2)

onde f1 e f2 são formas holomorfas. Fazendo R(x, y) = yPk − xQk, temos dois casos a

considerar:
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i) R(x, y) = 0. Nesse caso, a explosão é dita dicŕıtica. Temos que (6.1) e (6.2) podem

ser divididas, respectivamente, por x e y. Observe que a reta projetiva não é invariante.

Note que se Pk(1, t) 6= 0 e Qk(v, 1) 6= 0 as folhas de F são transversais, respectivamente,

aos divisores x = 0 e y = 0. Cada folha transversal dá origem a uma separatriz local de

F . Portanto, uma singularidade dicŕıtica tem infinitas separatrizes.

ii) R(x, y) 6= 0. Nesse caso, a explosão é dita não dicŕıtica. Temos que (6.1) e (6.2) não

podem ser simplificadas e, assim, a reta projetiva é invariante. De fato em (6.1) e (6.2),

respectivamente, os divisores x = 0 e y = 0 são invariantes pela transformada estrita de

F . Observe que as singularidades de F são em número finito, correspondendo às ráızes

de R(1, t) e, possivelmente, mais a origem do sistema de coordenadas (x, y).

A folheação em M̃ induzida por x−(k+1)ω no caso dicŕıtico ou x−kω no caso não dicŕıtico

é chamada de transformada estrita de F e denotada por F̃ .

Seja F folheação na variedade complexa M e seja π : M̃ →M a explosão de M , com

centro em p ∈ Sing(F) e F̃ a transformada estrita de F por π. A explosão é chamada de

não dicŕıtica se o divisor E = π−1(p) é invariante por F . Se o divisor E é não invariante

por F , temos que a explosão é dicŕıtica. Note que uma singularidade é dicŕıtica se tem

infinitas separatrizes passando por ela, e uma explosão é dicŕıtica se o divisor não for

invariante pela folheação.

Seja F uma folheação induzida por um campo de vetores v. Observe que a singulari-

dades do campo de vetores são singularidades de F . Dada uma singularidade p ∈ F , tal

que Dv(p) 6= 0, sejam λ1 e λ2 autovalores de Dv(p).

Definição 6.1. Dizemos que uma singularidade p ∈ F é reduzida se ocorre uma das

alternativas:

i) λ1 6= 0, λ2 6= 0, λ1
λ2
6∈ Q+;

ii) λ1 6= 0, λ2 = 0 ou λ1 = 0, λ2 6= 0.

Se a singularidade p de F atende a i) então ela é dita não degenerada. Já no caso de ii),

dizemos que a singularidade é uma sela-nó.

Considere uma seqüência finita de explosões em p, isto é, π = πn ◦ · · · ◦ π1. Temos

que π1 é a explosão em p e πk é a explosão para algum ponto em (πk−1 ◦ · · · ◦ π1)−1(p),
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onde k = 2, ...n. Observe que π−1(p) é uma união n de retas projetivas, cada uma delas

associada a uma das explosões, com cruzamentos normais. Cada um desses cruzamentos é

chamado de esquina. Se S é um germe de curva anaĺıtica passando por p, a transformada

estrita de S é dada por π∗(S) = π−1(S \ {0}). Podemos iterar os transformados estritos

associados a cada explosão e definir π∗(S) = π∗n...π
∗
1(S).

Seja M uma variedade complexa e tomemos F uma folheação holomorfa em M . Dada

p uma singularidade de F existem explosões

Mn
πn−→Mn−1

πn−1−→ · · · π2−→M1
π1−→M0 = M,(6.3)

onde i = 1, ..., n e πi é o blowup de Mi−1 com centro em pi−1, tal que p0 = p. Denotamos

por Fi, onde i = 1, ..., n − 1, a transformada estrita de Fi−1 por πi, tal que F0 = F e

pi ∈ Sing(F).

O Teorema de Seidenberg (ver [Sei]), que será enunciado a seguir, afirma que se p é

uma singularidade isolada de uma folheação F , então, após uma sequência de explosões, é

posśıvel obter uma folheação que coincide com F fora do divisor de π cujas singularidades

são todas simples. Esse processo é denominado de resolução da singularidade da folheação.

Teorema 6.1. (Teorema de Seidenberg) Toda singularidade isolada de folheação holo-

morfa em uma superf́ıcie complexa admite uma resolução.

Uma singularidade p é dicŕıtica se ocorre alguma explosão dicŕıtica em uma resolução.

Isso equivale a existir infinitas separatrizes passando por p. Caso contrário, a singularidade

é dita não dicŕıtica. Seja F uma folheação no plano projetivo P2. Seja S uma curva

algébrica e suponhamos que ela seja invariante por F . Tomemos Sing(F) o conjunto

singular da folheação F . A proposta desta seção é responder se é posśıvel cotar o grau

da curva S em termos do grau de F , agora, colocando restrições sobre as singularidades

de F em S e não mais sobre a curva S. Observe que para o caso dicŕıtico, não é posśıvel

estabelecer essa cota. Com efeito, se tomarmos as curvas dadas por xp

yq
= c, com grau

igual a max(p, q), ao tomarmos a diferencial temos

pxp−1yqdx− qyq−1xpdy

y2q
= 0.
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Conclúımos que essas curvas são invariantes pelas folheações definidas por formas de grau

um dadas por

ωp = pydx− qxdy,

para p e q ∈ Z com p, q ≥ 0 e p
q
6= 1.

Tomemos uma dessingularização de F em p dada pela sequência de explosões em S,

Sn
πn−→ Sn−1

πn−1−→ ...
π2−→ S1

π1−→ S0 = S

Seja Ei = π−1
i (pi−1) ⊂ Si para i = 1, ..., n. A folheação F é não dicŕıtica se todos os

pontos singulares são não dicŕıticos. Em coordenadas (X, Y ) ∈ C2 suponhamos que o

campo v = a ∂
∂X

+ b ∂
∂Y

represente F em uma vizinhança de p ∈ Sing(F). Vamos denotar

por νp(F) o mı́nimo de (νp(a), νp(b)) onde νp(a) é a ordem da singularidade p em a. Seja B

um ramo da separatriz S, tal que p ∈ B. Consideremos uma parametrização de Puiseaux

de B em p dada por ϕ : D → S, ϕ = (ϕx, ϕy). Vamos denotar por µp(F , B) a ordem de

ϕ∗(v) em 0.

Lema 6.1. Valem as seguintes expressões:

µp(F , B) =

{
νo(a(ϕx(t), ϕy(t)))− νo(ϕx(t)) + 1 se ϕx(t) 6= 0

νo(b(ϕx(t), ϕy(t)))− νo(ϕy(t)) + 1 se ϕy(t) 6= 0.

Demonstração. De fato, façamos α(t) = ϕ∗(v) e considere ϕ(t) = (ϕx(t), ϕy(t)). Então

dϕ ◦ α = v(ϕ(t)), de onde obtemos

(ϕ′x(t), ϕ
′
y(t)(α(t)) = (a(ϕ(t)), b(ϕ(t))).

Isso implica em

α(t) =
a(ϕ(t))

ϕ′x(t)
=

(b(ϕ(t))

ϕ′y(t)
.(6.4)

Vamos supor ϕ′y(t) 6= 0. Denotamos por να(t) a multiplicidade de α(t). De (6.4)

podemos afirmar que

να(t)(α(t)) = να(t)(b(ϕ(t)))− να(t)(ϕ
′
y(t)).
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Lembrando que να(t)(ϕ
′
y(t)) = ν0(ϕy(t))− 1, obtemos da equação anterior

να(t)(α(t)) = να(t)(b(ϕ(t)))− να(t)(ϕy(t)) + 1.

C.Q.D.

Considere F folheação em uma variedade complexa M . Agora seja π : M̃ → M a

explosão na variedade complexa M com centro em p ∈ Sing(F), B̃ a transformada estrita

de B por π, F̃ a transformada estrita de F por π e p̃ o ponto dado por π−1(p)∩B. Então,

(ver [F])

µp̃(F̃ , B̃) =

{
µp(F , B) + νp(F)ν̇p(B) se π é dicŕıtico

µp(F , B) + (νp(F)− 1)ν̇p(B) se π é não dicŕıtico.
(6.5)

Para enunciarmos e demonstrarmos o próximo lema, vamos introduzir algumas definições

relacionadas ao cálculo de multiplicidades algébricas em uma reta projetiva ou em uma

dada folheação no processo de explosão.

Definição 6.2. Sejam F folheação e p ∈ Sing(F) singularidade não dicŕıtica. O peso

ρ(P ) em uma reta projetiva P que aparece no processo de dessingularização com centro

em p é definido como:

i) ρ(P ) = 1, se p aparece imediatamente após a primeira explosão com centro 0 ∈ C2.

ii) ρ(P ), a soma dos pesos das retas projetivas que se encontram em uma singularidade

que sofreu uma explosão para originar P .

É posśıvel demonstrar que ρ(P ) coincide com a multiplicidade algébrica de uma curva

irredut́ıvel, cuja dessingularização é transversal a P (ver [CLS]).

Definição 6.3. Seja µp(F , P ) a multiplicidade de F em p ao longo de P . Vamos definir,

após a dessingularização, ϕ(p, P ) como

ϕ(p, P ) =

{
µp(F , P ) se p ∈ P não for uma esquina

µp(F , P )− 1 se p ∈ P for uma esquina.

Definição 6.4. Um campo vetorial v com singularidade 0 ∈ C2 é dita curva generalizada,

se não aparecem singularidades do tipo sela nó em sua dessingularização.
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Lema 6.2. Seja F uma folheação local em p ∈ C2, onde p é singularidade não dicŕıtica.

Seja C o conjunto das separatrizes de F em p. Então

mp(C) ≤ mp(F) + 1,

onde mp denota a multiplicidade algébrica.

Demonstração. A demonstração é feita a partir de resultados encontrados em [CLS].

Do teorema 1 em [CLS], temos

mp(F) + 1 =
∑
p∈P̃

ρ(P )ϕ(p, P ).(6.6)

Agora, se f = 0 é equação local reduzida de C e Ff é a folheação induzida por df = 0,

temos

mp(Ff ) + 1 = mp(df) + 1 = mp(C).(6.7)

Ao decompor a soma em (6.6) em duas parcelas obtemos

mp(F) + 1 =
∑
p∈S1

ρ(P )ϕ(p, P ) +
∑
p∈S2

ρ(P )ϕ(p, P ),(6.8)

onde S1 corresponde a todas as singularidades de F̃ , dessingularização de F , em P̃ que

possuem duas separatrizes (ou seja, os pontos de S1 são aqueles onde passam os trans-

formados estritos dos ramos de C juntamente com as esquinas de P̃ ) e S2 corresponde às

demais singularidades de F̃ em P̃ . Considerando que a folheação Ff é curva generalizada

e, como a sequência de explosões que dessingulariza F também dessingulariza o conjunto

de separatrizes C, pelo Teorema 2 em [CLS], essa mesma sequência de explosões dessin-

gulariza Ff . Denote por F̃f o transformado estrito de Ff . As singularidades de F̃f são

exatamente os pontos de S1. Assim, aplicando o Teorema 1 em [CLS] novamente para Ff
obtemos

mp(C) = mp(Ff ) + 1 =
∑
p∈S1

ρ(P )ϕ(p, P ).

O resultado segue de (6.8) observando que ϕ(p, P ) = 1 para as singularidades de F̃f e,

além disso,
∑

p∈S2
ρ(P )ϕ(p, P ) ≥ 0. C.Q.D.
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Lema 6.3. Sejam C uma curva anaĺıtica de grau m e f ∈ C[X, Y ] tal que C: {f = 0} em

coordenadas afins. Suponhamos que L∞ seja transversal a C. Denote por G a folheação

definida pela forma df em uma vizinhança de p. Se p ∈ C ∩ L∞, dado um ramo B de C

em p, então µp(G, B) = 1.

Demonstração. Façamos f(X, Y ) = c em C2, sabendo que df = 0 induz G. Ao proce-

dermos a mudanças de coordenadas, X = x
z

e Y = y
z

e a homogeinização de f(X, Y ) = c

obtemos

zmf
(x
z
,
y

z

)
= F (x, y, z) = zmc

onde m é o grau de f . Agora, nas coordenadas (U, V ), com V = 1
y

e U = x
y
, temos que

L∞ = {U = 0}. Suponhamos que p = (0, 0) nas coordenadas (U, V ). As curvas de ńıvel

de G são da forma f(X, Y ) = c. Em coordenadas homogêneas são dadas por

F (x, y, z) = zmc.

Nas coordenadas (U, V ) temos que as curvas de G são da forma g(U, V ) = cV m, onde

g(U, V ) = F (x
y
, 1, z

y
). Então, L∞ corresponde a z = 0, ou seja, V = 0. Como C é

transversal a L∞ em p, ∂g
∂U

(0, 0) 6= 0. Fazendo a mudança anaĺıtica de coordenadas locais

definida por

(Ũ , Ṽ ) = (g(U, V ), V ),

onde L∞ : Ṽ = 0 e C : Ũ = 0, e como g(U, V ) = cV m, as curvas integrais de G são dadas

por Ũ = cṼ m. Isso implica que G é induzida por Ũ

Ṽm
= c. Tomando a diferencial da

expressão anterior obtemos

d

(
Ũ

Ṽ m

)
=
Ṽ mdŨ − ŨmṼ m−1dṼ

(Ṽ m)2
= 0.

Ao cancelarmos os pólos temos

Ṽ dŨ −mŨdṼ = 0.

Dessa expressão segue que µp(G, B) = 1. C.Q.D.
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Lema 6.4. Seja F uma folheação e p ∈ F singularidade não dicŕıtica. Seja C uma curva

anaĺıtica que passa por p, não invariante por F , e f = 0 a equação reduzida para C em

p. Denote por G a folheação definida pela forma df em uma vizinhança de p. Dado um

ramo B de C em p, então

µp(F , B) ≥ µp(G, B).

Demonstração. Tomemos uma sequência de explosões em p ∈ F que denominaremos

π, tal que π = πn ◦ ... ◦ π1 onde π1 : M1 → M0 = M e πn : Mn → Mn−1. Denotamos

B = B0 e Bi a transformada estrita de Bi−1, F0 = F e Fi = π∗i (Fi−1), e fazemos p0 = p

e pi = Ei ∩ Bi onde i = 1, ..., n − 1. Além disso, Bn é não singular e transversal a En,

com Bn e En invariantes por Fn. Vamos denotar por Ci a transformada estrita de Ci−1

por πi e Gi a transformada estrita de G por πi, com C0 = C e G0 = G. Como Bn e En

são invariantes por Fn, conclúımos que pn = En∩Bn é ponto singular de Fn. Além disso,

pn = En ∩ Bn é singularidade reduzida de Gn, pois G não tem singularidades do tipo

sela-nó, devido ao fato de se tratar de curva generalizada e possuir duas separatrizes lisas

transversais pelo Lema 1 em [CLS].

Temos, portanto

µpn(F , B) ≥ µpn(Gn, Bn) = 1.

Usando (6.5), resta demonstrar que νpi(Fi) ≥ νpi(Gi) para i = 1, ...., n − 1. Denotamos

por e(i) o número de componentes irredut́ıveis de Ei = (π1 ◦ ... ◦ π−1
i )(p), passando por

pi, para i = 1, ..., n. Note que e(1) = 1, e(n) = 1 e e(i) = 1 ou 2, para i = 2, ..., n − 1.

Como Ci e Ei são invariantes por Fi, temos

νpi(Gi) = νpi(Ci) + e(i)− 1.

Do lema 6.2, conclúımos que

µp(F , B) ≥ µp(G, B).

C.Q.D.

Teorema 6.2. Seja F uma folheação de P2 e seja C uma curva algébrica em P2. Supo-

nhamos que C seja invariante por F e que as singularidades de F em C são não dicŕıticas.

Então,

grau(C) ≤ grau(F) + 2
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Demonstração. Tomemos um sistema de coordenadas afins (X, Y ) ∈ C2 tal que C e

a reta no infinito L∞ sejam transversais. Seja f = 0 a equação reduzida de C. Vamos

denotar por G a folheação induzida por df . Como base no lema 6.3, segue que nos pontos

p1, ..., pn ∈ C ∩ L∞, vale µpi(G, C) = 1. Agora, consideremos q ∈ C, tal que q 6= pi, e B

um ramo de C em p. Pelo Lema 6.4, temos que

µq(F , B) ≥ µq(G, B).(6.9)

Sejam C1, ..., Ct, componentes irredut́ıveis de C e consideremos que grau(f) = m e

grau(F) = n. Da proposição 1.1 podemos escrever

t∑
j=1

χ(Cj) +m(n− 1) =
∑
p∈C

∑
B∈Cp

µp(F , B)

 ,

onde Cp denota o germe de C no ponto p. Usando (6.9) segue que

t∑
j=1

χ(Cj) +m(n− 1) ≥
∑
p∈C

∑
B∈Cp

µp(G, B)

−m.
Note que grau de G é m− 1 e dáı

∑
p∈C

∑
B∈Cp

µp(G, B)

−m =
t∑

j=1

χ(Cj) +m(m− 2)−m.

Isso nos dá m(n − 1) ≥ m(m − 3). Como m > 0, conclúımos que m ≤ n + 2, como

queŕıamos demonstrar. C.Q.D.
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