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RESUMO

ARGOLO, H. S. D. de (2010Emprego de formula¢ées ndo-convencionais de elemest
finitos na analise linear bidimensional de sdlidosom multiplas fissuras Dissertacao de

Mestrado, Escola de Engenharia de Sdo Carlos, t$nilaele de Sado Paulo, S&o Carlos.

O trabalho trata da utilizacdo de formulacbes r@osencionais de elementos finitos na
obtencao de fatores de intensidade de tensédo adesa@ mdltiplas fissuras distribuidas num
dominio bidimensional. A formulacdo do problema rdéltiplas fissuras baseia-se numa
abordagem de sobreposicao proposta pelo Métodartigd® (“Splitting Method”). Segundo
essa abordagem a solucéo do problema pode sertexttzoa partir da sobreposicéo de trés
subproblemas combinados de tal forma que o fluxteigdo resultante nas faces das fissuras
seja nulo. O uso do Método dos Elementos FinitoBFMem sua forma convencional pode
requerer um refinamento excessivo da rede neseedgpproblema, aumentando o custo
computacional da analise. Objetivando reduzir esto, empregam-se duas formulacbes
nao-convencionais, de forma independente, num aogsrgblemas, dito local: a formulagéo
hibrido-Trefftz de tensdo e o Método dos Elemeriistos Generalizados (MEFG). Na
formulagéo hibrido-Trefftz € adotado o recurso digeiecimento seletivo mediante o refino-
p na aproximacao dos campos de deslocamento norcordo elemento. J& com relacédo ao
MEFG, empregam-se funcdes polinomiais e a solupabtiea da mecanica da fratura como
funcBes enriquecedoras. Exemplos de simulacdo mangfio apresentados no sentido de
comprovar que a utilizacdo dessas formulacdes a@egencionais juntamente com o Método
da Particdo viabiliza a obtencdo de resultados boen aproximagdo com recurso a redes

pouco refinadas, reduzindo significativamente daaemputacional de toda a analise.

Palavras-chave: Formulagbes ndo-convencionais etaealtos finitos, Formulagéo hibrido-
Trefftz de tensdo, Método dos Elementos Finitose&dizados, Método da Particdo, Fator de

Intensidade de Tensao.



ABSTRACT

ARGOLO, H. S. D. de (2010Use of non-conventional formulations of finite elerant
method in the analysis of linear two-dimensional dmls with multiple cracks. M.Sc.

Dissertation, Escola de Engenharia de Séo Carloisetsidade de Sado Paulo, Sdo Carlos.

This paper treats with the use of non-conventidimile element formulations to obtain the
stress intensity factor of multiple cracks located a two-dimensional domain. The
formulation of the multiple cracks problem is basedan overlapping approach suggested by
the Splitting Method. Accordingly, the solution thfe problem can be achieved by dividing
the problem in three steps, combined so that thdtreg stress flux is zero on the cracks face.
The use of the Finite Element Method (FEM) in ibseentional formulation requires a mesh
refinement in this kind of problem, then increasihg computational cost. Aiming to reduce
this cost, two non-conventional formulations areedusndependently to solve the local
problem: the Hybrid-Trefftz stress formulation atte Generalized Finite Elements Method
(GFEM). The Hybrid-Trefftz formulation is applieditiv selective enrichment using p-
refinement in the displacements field on the eldmeoundaries. The GFEM employs
polynomial functions and analytical solutions ofe tifracture mechanics as enrichment
functions. Examples of numerical simulations arespnted in order to show that non-
conventional formulations and the Splitting Methmath provide accurate results with coarse

mesh, thus reducing the computational cost.

Keywords: Non-conventional formulations of finitéeement method, Hybrid-Trefftz stress

formulation, Generalized Finite Elements Methodlithpg Method, stress intensity factor.



LISTA DE FIGURAS

Figura 2.1 — Representacdo genérica de um solddménsional. .............cccceeeeeennnnne. 6
Figura 2.2 — Elemento finito contenfiD...........cooovviiiiiiiiiiii e 12
Figura 2.3 — Elementos finitos VIZINNOS. .............oovviiiiiiiiiiiii e, 14
Figura 3.1 - Elemento finito hibrido-TrefftZ. . .ccoooeeeeiiiee e 23
Figura 3.2 — Nuvem do enriquecimento SeletiVa...............ueeiiiiiineiiiiiiiiiieeeiiiieeees 36
Figura 3.3 - Representacao grafica das funcbeaskatierarquica .........cccvevevvevreennn.. 38
Figura 3.4 - Representacao grafica das funcdeasmmio-hierarquica...................... 39
Figura 3.5 - Representacao grafica das funcdeasmtigonomeétrica........................ 40
Figura 4.1 — NUVEM €NMNQUECEUOIA ...uuveermmmccmceeeeeeeeeieiiiieea e e e e e e e e e e e e e e eeeeeeeeeeees 48
Figura 4.2 — Elemento finito em coordenadas Cames ..................cccceeeevnvvvnnnnnnn. aQ.
Figura 4.3 — Elemento finito em coordenadas adimeass ...............cccceevvvvvvvniennennn. 51
Figura 4.4 — Elemento finito com 0s quatro NOSERIETIAOS ...........covvvvveerrvrvnnnniinennnn. 56
Figura 5.1 - Subproblema Origingl . ..........uuuuiiiiiii e 60
Figura 5.2 - Subproblema globB” ... 61
Figura 5.3 — Subproblema IoCB . ..........ouiiiii e 62
Figura 5.4 — SubproblemB{) . ... 63
Figura 6.1 - Chapa com uma fissura e carregamemstante ...............cceevvvvvvveinnennnn. 69
Figura 6.2 — Modelo do 1° problema utilizando arfolacéo hibrido-Trefftz.............. 70
Figura 6.3 — Rede do 1° problema utilizando a féagéo hibrido-Trefftz .................. 71
Figura 6.4 - Detalhe da regido proximo & fiSSUra..........uuvvveiiiiiiiiiiiieeeeeeeee e, 71
Figura 6.5 — GrafiCco dO FITK I ooeeeeieiiiiiii e 74
Figura 6.6 - Modelo do 1° problema utilizando 0 MEF...............coovvivvivviiicieeeenn. 75
Figura 6.7 - Rede do 1° problema utilizando 0 MEEG...........ccccceiiiiiiiin, 75
Figura 6.8 - Detalhe da regido proximo & fiSSUra..........uuvvveiiiiiiiiiiiiieieeeeee e, 76
Figura 6.9 — Rede de elementos finitos hibridoflzefo 2° problema........................ 78
Figura 6.10 — Detalhe da regido interna ao CONtgBMA..............ccceeeeeerreererrnnnnnnns 78.
Figura 6.11 — Primeiro subproblema local. ....cccccuueiiiiiiiiie 79
Figura 6.12 — Modelo para o primeiro subproblentallQ.................iiiiiiiininnnnennnn 97

Figura 6.13 — Curva de FIX r para o primeiro subproblema local.................. 80

Figura 6.14 — Segundo subproblema local ........ccc.oovvveviiiiiiiiiiii e, 82



Figura 6.15 — Modelo do segundo subproblema local.............cccoovvviviiiiiennnnn. 83
Figura 6.16 - Curva de FIX r para o segundo subproblema local ....................... 83
Figura 6.17 — Terceiro subproblema local............cccoooiiiiiiiiii s 86
Figura 6.18 — Modelo do terceiro subproblema local...............ccoovvvviiiiccieenee. 86
Figura 6.19 — Curva de FIX r para o terceiro subproblema local........ccccecevveeeen. 87

Figura 6.20 — Rede de elementos finitos do segpnoldema utilizando o MEFG..... 90

Figura 6.21 - Detalhe da regi&o interna ao CONtQATNA ...........cceeeeeeeeeeeeeeeiiiininnns Q0.
Figura 6.22 - Modelo para o primeiro subproblentala..............ccccooeviiiiiiinnnnnnn... 9l
Figura 6.23 - Modelo para o segundo subproblemea laC..............ccoovvviiiiiiiiiiinnnnns 29
Figura 6.24 - Modelo para o terceiro subproblengallQ..............cooeeiiiiiiiiiiiiiiiin, 93
Figura 6.25 — Chapa com duas fissuras e carregamant- UNiorme .............c.coeeeee... 94
Figura 6.26 - Modelo para 0s subproblemfise P& ........ccevvvvveeiiiiieeceeeeeen 95
Figura 6.27 — Rede utilizada nos subproblem@se P& ... 96
Figura 6.28 - Modelo para 0s subproblemfise P& .......cccvvvvveiiiiiiiie e Q9
Figura 6.29 - Rede dos subproblen®® e PY do 3° problema...........ccccccerverenennen. 9.9
Figura 6.30 — 4% ProbIEMA ..........oooiiiii ettt e e e e e e e ee e e e e e eees 101
Figura 6.31 - Modelo dos subproblen@® e P do 4° problema..........cccccceeeeennn. 102
Figura 6.32 — Modelo do subproblermré&’ do 4° problema...........cccccceeevieiiiiiiiinne, 103
Figura 6.33 — Rede dos subproblenms e P do 4° problema............ccevvvveveennnnn. 103
Figura 6.34 - Rede do subproblem@& do 4° problema..............oooooiiiiiiieeeeee.n. 104

Figura 6.35 — Detalhe do contorno gama da redesblpreblemar® do 4° problemal04
Figura 6.36 — Rede dos subproblen®és do 4° problema............ccveviiiiiiiiiiiinnne, 107
Figura 6.37 - Rede dos subproblenr® e P do 4° problema ..........ccceeveveevveenennn. 108



LISTA DE TABELAS

Tabela 6.1 — Resultados do FIT sem enriquecimentQ..............ooeevvvvvvenniiinennennn. 72

Tabela 6.2 - Resultados do FIT com enriqueCime@IfuiCO ...........cccceeeeeeeeeiiiinnnns 72
Tabela 6.3 — Resultados do FIT com enriquecimeftemerarquico.............c.uuveveee... 72
Tabela 6.4 — Resultados do FIT com enriquecimeigortometrico ..............ccceeee.ee.. 73
Tabela 6.5 - Resultados do FIT utilizando 0 MEEG............ccccceiiiiiiiiiiies 76

Tabela 6.6 — Resultados do FIT sem enriquecimentQ..............ccoeuvvvvvveniiinnneennn. 80

Tabela 6.7 — Resultados do FIT com enriqguecimeig@iguiCoO..............cceeeeeeeeeiinnnnns 81
Tabela 6.8 — Resultados do FIT com enriquecime@tshierarquico.............cccccceennn.. 81
Tabela 6.9 — Resultados do FIT com enriquecimeigortometrico ..............cceeeeeeee. 81
Tabela 6.10 - Resultados do FIT sem enriquecimentQ.............ccouuvvvvvvenniinnnneennn. 84

Tabela 6.11 - Resultados do FIT com enriqueCimBRIGIQUICO ............cceeeeeeeeiiiinnns 84
Tabela 6.12 - Resultados do FIT com enriquecimeathierarquico ..............cccceee... 84
Tabela 6.13 - Resultados do FIT com enriqueCim&igonometrico...........coeeeeeeeee.. 85
Tabela 6.14 - Resultados do FIT sem enriquecimentQ.............ooouuvvevvveniiiinneennn. 87

Tabela 6.15 - Resultados do FIT com enriqueCimBRIGIQUICO ............cceeeeeeeeeiiinnns 88
Tabela 6.16 - Resultados do FIT com enriquecimeathierarquico ..............cccceee... 88
Tabela 6.17 - Resultados do FIT com enriqueCimgigonometrico............oeeeeeeeeee.. 88
Tabela 6.18 - Resultados do FIT cOmM MEFG ...ccaaaaeiiiiiiiiiieeeeeeeeeei e 91

Tabela 6.19 - Resultados do FIT cOmM MEFG ...ccoaaeeiiiiiiiiieeeeeeeeeeii e 92

Tabela 6.20 - Resultados do FIT cOmM MEFG ..o 93

Tabela 6.21 — Resultados do 3° problema sem eliigaato .............ccccceeeeeeeeeeeeeeeenn. 97
Tabela 6.22 — Resultados do 3° problema com erviigp@@to hierarquico ................. 97
Tabela 6.23 — Resultados do 3° problema com erviig@ato ndo-hierarquico .......... 97
Tabela 6.24 — Resultados do 3° problema com ermilgeato trigonoméetrico............ 98
Tabela 6.25 — Resultados do 3° problema com 0 MEEG..............coovvvviiiviiiinnnnnnn. 100
Tabela 6.26 - Resultados do 4° problema sem emim@ato............cccceeeeeeeeeeeeeeeen. 105
Tabela 6.27 - Resultados do 4° problema com eruiiopgato hierarquico................. 105
Tabela 6.28 - Resultados do 4° problema com eruiiopgsto ndo-hierarquico.......... 105
Tabela 6.29 - Resultados do 4° problema com eruiipggto trigonométrico........... 106

Tabela 6.30 — Resultados do 4° problema com 0o MEEG.............ccoovvvviiiviiiinnnnnnn. 108



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

PVC - Problema de valor de contorno.

MEF - Método dos Elementos Finitos.

MSM — Método Sem Malha.

MEFG - Método dos Elementos Finitos Generalizados.
MP — Método da Particéo.

FIT - Fator de intensidade de tensao.

HT-D - Hybrid - Trefftz displacement.

LFE - Large finite elements.

HTS - Hybrid - Trefftz stress.

MEC - Método dos Elementos de Contorno.
EPT - Estado plano de tensoes.

EPD - Estado Plano de Deformacdes.

PU - Particdo da unidade.

MEFPU - Método dos Elementos Finitos Particao dalatte.



LISTA DE SIMBOLOS

Q - Dominio do solido ou da estrutura.

b - Vetor de forcas volumétricas.

I' - Contorno do solido ou da estrutura.

I'y - Fronteira cinemética do contorno do solido oestautura.

I', - Fronteira estatica do contorno do sélido ousteutura.
t - Vetor de forcas de superficie prescritas.

U - Vetor de deslocamentos prescritos.

L - Matriz formada por operadores diferenciais.
¢ - Tensor de deformacdes.

u - Vetor de deslocamentos.

f - Tensor constitutivo de flexibilidade.

¢ - Tensor de tensodes.

D - Tensor constitutivo de rigidez.

| - Matriz formada pelas componentes de um vetdériainormal d.

d/dx - Derivada parcial em relagéo a x.

d/dy - Derivada parcial em relagéo ay.

ox - Componente normal do tensor de tensfes na direca

oy - Componente normal do tensor de tensdes na diseca

Txy - Componente normal do tensor de tensoes.

bx - Componente do vetor de for¢as volumétricas rexdo x.

by - Componente do vetor de forgas volumétricas reéo y.

&x - Componente de deformacéao linear especificamkotede deformacdes na diregéo x.
gy - Componente de deformagéo linear especificarkotale deformagdes na direcdo y.
Txy - Componente referente a distor¢do angular dotetesdeformagoes.

ux - Componente do vetor de deslocamento na diregao x

uy - Componente do vetor de deslocamento na diregéo y

E - Mddulo de Young.

v - Coeficiente de Poisson.

ny - Componentes de um vetor unitario normbl.a

ny - Componentes de um vetor unitario normbl.a



Vi

ty - Componente do vetor de forgas de superficiecptas na diregao x.

t, - Componente do vetor de forcas de superficiecptas na direcéo y.

Uy - Componente do vetor de deslocamentos presc@asrecao X.
u, - Componente do vetor de deslocamentos presciatalirecao y.
Mg, Po, Vr_ - Funcdes peso.

m, p, v - Campos aproximados quaisquer.

dm,, Op,, dv, - Parametros da aproximagdordep, v, respectivamente.
Ur - Vetor de deslocamentos no contorno estaticdetoanto.

Sq - Matriz que coleta as fungdes de aproximacgamdabmacéao linear de.
Ug - Matriz que coleta as fun¢des de aproximacamdemacao linear de.
Ur(y - Matriz que coleta as funcdes de aproximacao deowcao linear der.

X - Vetor de parametros da combinacéao lineas.de

g, - Vetor de parametros da combinagéao lineau.de

qr, - Vetor de parametros da combinacéo lineande

&, Qq, Qr, - Vetores do sistema linear das formulagdes nd@vencionais.

F, Gq, G, - Matrizes do sistema linear das formula¢des mivencionais.

I', - Fronteira comum a dois elementos.

tr - Vetor de forgcas do contorno cinematico.

Ur - Vetor de deslocamentos &

tr - Vetor de forcas er;.

W, Up, W - Matrizes da combinagéo linear tle, ur et , respectivamente.
Z; . Or, , Z, - Vetores da combinacao linear tle, u. et , respectivamente.

G, - Matrizes do sistema linear das formulac@es rmvencionais numa rede com mais de
um elemento.

Q. - Vetores do sistema linear das formulagtes ndvencionais numa rede com mais de
um elemento.

Uri - Matriz que coleta as funcoes de aproximagao d@utacao linear delr .



Vii

uUr - Vetor de deslocamentos ém
t - Vetor de forgas de contorno.

Or, - Vetor de parametros da combinagao linedr de

C', C° - Matrizes deQy. .

ot - Forcas virtuais er;.

6pri - Parametros da aproximacao &te
du, - Deslocamentos virtuais eff
dq, - Parametros da aproximacéo dig; .

@, @ - Funcbes de forma lineares.

(.) - Operador matricial.

U - Vetor de deslocamentos referente a solucaccpéati

u, - Vetor de deslocamentos referente a solucéo hénsag

A

Ux - Componente dé na diregao x.

A

Uy - Componente de na direcdo y.
N - Matriz que armazena as fungdes aproximadorasgpaombinacao linear dg, .
c - Vetor de parametros para a combinagéo linear, de
N, - Vetor de fungdes aproximadoras que comgde

C, - Vetor de parametros que compmde

N;,, N;, - Componentes db; .

Z - Numero complexo.

z - Nimero complexo conjugado.

F(z), G(z) - Pares de funcdes arbitrarias.

i - Unidade imaginaria de um namero complexo.
N, - Sequéncia 1 de vetores da solugdo homogénea.
N;, - Sequéncia 2 de vetores da solugdo homogénea.
N¢, - Sequéncia 3 de vetores da solugdo homogénea.
N

ok - Sequéncia 4 de vetores da solugdo homogénea.



viii

A, - Funcdes que definem a sequériig, .
B, - Funcdes que definem a sequéridig, .
C, - Fungbes que definem a sequénig, .
D, - Funcdes que definem a sequérigig, .

w - Rotacao do solido (de corpo rigido).

S - Matriz que armazena as funcdes aproximadorasgaombinacao linear de no
dominio do elemento hibrido-Trefftz.

S, - Vetor de fungBes aproximadoras que confpde
T - Matriz que armazena as func¢des aproximadonasgeombinacéo linear de

T. - Vetor de fungdes aproximadoras que compde

u -f\ﬁ/etor da aproximagéo dos deslocamentos no aomistatico do elemento hibrido-
Trefftz.

U - Matriz gue contém as fungbes de forma para eowmgao linear del.
d - Vetor que contém os graus de liberdade parardbic@acao linear de.

U, Uy, Uy, Uy, - Graus de liberdade.

y1?

&, n - Coordenadas adimensionais.

n. - Dimenséo do vetar.
n, - Dimenséo do vetat.

K . - Matriz resultante da operacéo entre as matfize6.

~i o~ o - o
u, u -Vetor da aproximacgdo dos deslocamentos no comstatico dos elementosj
respectivamente.

0, - Vetor de forcas nodais equivalentes provenieméetgnsao.

Q,, - Vetor de forgas nodais equivalentes provenietibesarregamento.
d, - Vetor de graus de liberdade em deslocamentdsténsa global.

g, - Vetor de forgas nodais equivalentes do sistelotzag

B, - Base de aproximagao inicial.

B, - Base enriquecida genérica.

B - Base enriquecedora genérica.

h, - Fungdes enriquecedoras.



B, - Base enriquecida com refinamento polinomial&riguico.

B, - Base enriquecida com refinamento polinomial ni&oarquico.

B, - Base enriquecida com fung8es trigonométricas.

Ue - Vetor da aproximagéo dos deslocamentos em umeranenriquecido.
Ue - Matriz gue contém as func¢des de forma para eowgao linear dele.
d: - Vetor que contém os graus de liberdade pararbicacao linear dec.

Au

xi 1

Au,, - Graus de liberdade decorrentes do enriquecimento
L~JrE - Matriz que contém as fungdes de foreae @,.

AGrE - Matriz que contém as bases de aproximacao pEvess do enriquecimento.

dr, - Vetor que contém os graus de liberdade iniciais.
AdrE - Vetor que contém 0s novos parametros decorreotesriguecimento.”

G - Matriz G do elemento enriquecido.

GrE - Parcela dd5; referente a aproximacéo inicial.
AG_ - Parcela dés. decorrente do enriquecimento.

gc - Vetorg do elemento enriquecido.

qr, - Parcela de. referente a aproximacao inicial.

AqrE - Parcela deg. decorrente do enriquecimento.

Ad - Vetor que coleta os graus de liberdade decasahd enriquecimento do elemento.

A(Q - Vetor que coleta os graus de liberdade deca@seid enriquecimento do elemento.

Ad, - Vetor que coleta os graus de liberdade decaseatht enriquecimento do sistema
global.

Aq, - Vetor que coleta os graus de liberdade decasathd enriquecimento do sistema
global.

¢1J(x) - Funcéo PU no ng j.

[ - Familia de fun¢Ges de forma do MEFG.

® - Funcéo resultante do produto entre a PU e afurgriquecedora.
X;, Y; - Coordenadas do nalo elemento.

J - Matriz Jacobiana.



H - Matriz inversa da matriz Jacobiana.
B" - Matriz que coleta as derivadas parciais em #elag en das funcdes de forma.

B - Matriz que relaciona as deformagdes aos gralibetelade.
Ke - Matriz de Rigidez do elemento.

r - Vetor de cargas nodais.

fj” - Funcéo enriquecedora no jnda direcaa.
ij - Funcéo enriguecedora no jnda direcao.
bﬁ‘ - Funcéo enriquecedora no jnda direcaau.
b}’ - Funcéo enriquecedora no jnda direcao.
B, - MatrizB" enriquecida.

P{” - Subproblema global.

t - Tensdes nas linhas que representam as fissoimsbgroblema global.
b - Constantes da combinagéo linearte
Q,(¢ /a) - Termos de aproximacao.

g - Comprimento da fissuiia

P® - Subproblemas locais.

t' - Tensdes nas linhas que representam as fissosagibproblemas locais.

P® - Subproblemas globais.

ték) - Tensdes nas linhas que representam as fissosagiproblemas globais.

k)

i’ - Constantes para a combinacao linear.

g
Ps - Problema global.

a - Fator de escala para a determinacéo do Fatiotelesidade de Tenséo.

M - Ndmero maximo de problemas® e P® .
Q,.(&/a) - Fungdo ponderadora.
[IG] - Matriz de influéncia geral.

K 0 . Fator de intensidade final.

K J(i) - Fator de intensidade de tenséo calculade o



Xi

G - Modulo de elasticidade transversal.

Fx Fy - FuncGes formadas pela solucgéo analitica da rieecéa fratura na diregéo x ey,
respectivamente.

K - Constante utilizada na determinacéo do Fatdnté@sidade de Tenséo.

A¢ - Deslocamento entre duas faces da fissura.
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1- Introducao

1.1- Consideracgoes Iniciais

Um dos grandes desafios do engenheiro estrutural cdncepcdo de um modelo
matematico capaz de prever com relativa precis@a@smportamento real da estrutura. Em
geral, tal modelo é regido por equa¢fes matematicagepresentam trés condi¢des basicas:
de equilibrio, de compatibilidade e constitutivass&s equacdes tém por incognitas
componentes de trés campos importantes para asendd estrutura: os campos de

deslocamento, de tenséo e de deformagao.

As equacdes matematicas devem ainda atender a testacOes dadas pelas condicdes
de contorno da estrutura. Por esse motivo, proldetease tipo sdo denominados problema
de valor de contorno (PVC). Apesar das hipéteseplgicadoras, a solucéo analitica do PVC
€ restrita a poucos problemas estruturais. Diamssal entrave a busca de solucdes

aproximativas justifica-se plenamente.

Os métodos numéricos fornecem a solucdo aproxirdadproblema em pontos da
estrutura que constituem sua discretizacdo. Dey#ies métodos existentes na literatura, o
Método dos Elementos Finitos (MEF) com formulacéo deslocamento € o mais utilizado

dada sua simplicidade e capacidade de proporcsmiagdes préximas da solucao analitica.
Apesar disso, o MEF pode apresentar alguns pegscalco

* Sensibilidade a distor¢do dos elementos;

* O emprego de func¢des polinomiais para a constrdgé@proximacao da solucao
exige um grande refinamento da rede em problemas contenham
singularidades, elevando o custo computacional;

» Perda de precisdo nos niveis superiores de deswdalaproximagcdo como, por
exemplo, ao determinar os campos de deformacdes trddes devidos a

derivacao da solucdo em deslocamento.
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Entre as alternativas para superar tais limitagieestacam-se as formula¢des né&o-
convencionais de elementos finitos: formulagéo itidmista, hibrido e hibrido-Trefftz
(FREITAS; ALMEIDA; PEREIRA, 1999). Tais formulacogmdem ser obtidas a partir da
ponderacdo independente das equacOes de equilileriopmpatibilidade e constitutiva do
modelo mecéanico. Observa-se que tais formulacfesdgas hibridos porque aproximam
campos independentes de deslocamento, tensao fiamededo) no dominio e deslocamento

ou tensao no contorno do elemento.

Por outro lado, os Métodos Sem Malhas (MSM) formeaema alternativa para a
construcdo de aproximacdes da solucdo que dispemsa de elementos finitos. Ja o Método
dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) (DUARTEABUSKA; ODEN, 2000)
essencialmente combina as alternativas na medidguentconsiste na unido do MEF com a
idéia de enriquecimento seletivo nodal propostoogpeMétodos Sem Malhas. O
enriguecimento nodal com funcdes especiais percajp¢ar elevados gradientes da solucao,

tipicas dos problemas de fratura.

Por apresentar um elevado gradiente de tensGesnta ga fissura, esses problemas
exigem um grande refinamento da rede ao utilizaviEF. J& com as formulacbes néo-
convencionais como o MEFG, pode-se abrir mao degsede refinamento, pois a
aproximacédo nodal enriquecida é mais eficiente papsar o elevado gradiente de tensdes.

Mais recentemente as formulagfes numéricas nacencionais tem sido estendidas
para tratar problemas com multiplas fissuras (SOUZROENCA, 2009; DUARTE; KIM;
BABUSKA, 2007)

Um dos métodos para a analise dessa classe deempexblé o Método da Particdo
(“spliting methot) (ANDERSSON; BABUSKA; STEHLIN, 1998; BABUSKA,;
ANDERSSON, 2005). Este método propde a buscalde&mdividindo o problema em trés
subproblemas: subproblema globgtY), subproblemas locai(* ) e subproblemas globais

(P{¥). Sobrepondo a solu¢éo de cada um dos subproblemase a solugdo do problema

global Pg.

O Método da Particédo, a formulacéo hibrido-Treéfta MEFG, utilizados no presente

trabalho, serdo detalhados no decorrer do texto.
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1.2- Objetivos

Esse trabalho aborda fundamentalmente os problemasdlidos contendo mdultiplas
fissuras segundo uma metodologia descrita pelo ddéétla Particdo (MP) e com o emprego
da formulacdo hibridra-Trefftz de tensdo, com a#dBva de enriquecimento proposta por
SOUZA (2008).

Além disso, de modo original, insere-se o MEFG nétddo da Particdo a fim de
ampliar as possibilidades de busca de solucfesruaséor elementos finitos. Para a analise
utilizando o MEFG, buscou-se explorar o uso de des@naliticas de problemas da mecanica

da fratura como fun¢des enriquecedoras.

Nesse estudo ndo se trata da questdo de propad@gdissuras, porém, tendo-se em
vista sua consideracao futura, uma grandeza degse a determinar € o fator de intensidade
de tenséo (FIT), particulamente atrelado ao modie labertura das fissuras. Os valores
obtidos em cada analise sdo comparados com valpedticos ou com valores obtidos pelo

MEF convencional.

Para avaliar o desempenho de cada alternativa reant&z-se uma comparacao entre o
namero de graus de liberdade usados na analisprdbkemas resolvidos pela formulacéo
hibrido-Trefftz, pelo MEFG e pelo MEF.

1.3- Estrutura da dissertacao

Incluindo-se este capitulo de introducéo, a estautia dissertacdo € composta de sete
capitulos, tendo como intuito conceituar cada fdagéo adotada nesse trabalho, detalhar
cada método empregado e expor o0s resultados fidaisapitulos que seguem sao compostos

da seguinte forma:

e O capitulo 2 esclarece os conceitos basicos sobrdomamulacdes néao-

convencionais dos PVC, mais especificamente a flagéa hibrido-mista e
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formulacao hibrido. As equacdes relativas a Tetai&lasticidade sao expostas,
bem como o equacionamento de cada formulacéo citada

O capitulo 3 fornece detalhes sobre a formulacoido-Trefftz de tenséao.
Inicialmente é apresentada uma breve revisdo pidlfiita sobre o tema e em
seguida sdo expostas suas vantagens. Seu equagitaadescrito tanto para
0 caso de elemento sem enriqguecimento quanto pataso de elemento
enriquecido (SOUZA, 2008).

O capitulo 4 é destinado aos comentarios sobre B@GIEJma breve revisdo
bibliogréafica é feita, abordando conceitos comwsMétodos Sem Malhas. Em
seguida sua formulacdo é apresentada tomando-deaperum elemento finito
quadrilateral isoparamétrico de quatro nos.

O capitulo 5 apresenta o Método da Particdo, sesde método ilustrado por
um dos problemas resolvidos neste trabalho.

O capitulo 6 expde os exemplos numéricos analisanltsbalho.

O capitulo 7 é referente as consideracgdes finaimelusdes.
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2- Formula¢des ndo-convencionais de elementos finitos

2.1- Consideracgdes iniciais

O presente capitulo faz uma breve discussdo sohbreufacdes ndo-convencionais de
elementos finitos, focando suas caracteristicagcdsi® suas vantagens em relacdo aos
elementos finitos convencionais. A partir das eeacdo modelo elastico linear séo
apresentadas as formulagcbes para duas classesmentds finitos ndao-convencionais: 0s
elementos hibrido-misto e hibrido. Tal abordagdmseada no trabalho de Proenca (2008). O
elemento hibrido-Trefftz, foco principal da pesauisera analisado com mais detalhes no

capitulo seguinte.

Por ndo-convencionais denominam-se as formulagdesl@mentos finitos que néo se
baseiam em principios variacionais e sim no métimoresiduos ponderados. Séo trés as que
se enquadram nessa categoria: as formulacOes dithigda, hibrido e hibrido-Trefftz
(FREITAS; ALMEIDA; PEREIRA, 1999). Os elementos aglderivados se caracterizam por
aproximar de forma independente os campos de tend@aleslocamento (ou deformacé&o) no

dominio e no contorno do elemento.

Tais formulacdes sdo utilizadas a fim de corrigguas entraves apresentados pelo
MEF convencional como, por exemplo, a sensibilidadiistor¢cdo de forma. Além disso, em
problemas que contenham fissuras (caracterizadelpwados gradientes de tensdo em suas
pontas), os elementos hibridos-Trefftz viabilizanokdencdo de resultados precisos sem a

necessidade de um refinamento excessivo da rede.

A diferenca basica entre as trés formulacdes estéstricdo quanto ao atendimento de
condicbes de equilibrio e compatibilidade imposta &rma forte aos campos de
aproximacdo no dominio do elemento. Na formulagioido-mista todas as condicfes sdo
atendidas em forma fraca. A hibrido é um casoqaaii da hibrido-mista, sendo obtida pela
restricdo da aproximacao do dominio a fim de satesflocalmente a equacao de equilibrio

ou de compatibilidade. J& a formulacao hibridoftzef obtida através da formulacao hibrido
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impondo a aproximacdo do dominio o atendimento wagip diferencial governativa do

problema (equacé&o de Navier).

Cada formulagao pode ser ainda desenvolvida utdiaadois modelos: de tensao e de
deslocamento, de acordo com a forma como se cdrilizatin os elementos ao longo de suas
fronteiras. Ao utilizar o modelo de tenséo, o dquib de forcas entre elementos € imposto
em forma fraca e a compatibilidade de deslocamesnitre elementos é imposta em forma
forte. Ao contrario, o0 modelo de deslocamento imedeforma forte o equilibrio de forcas
entre elementos e em forma fraca a compatibilidiedgeslocamento.

2.2- Equacgdes da elasticidade linear plana

Antes de apresentar a formulacdo dos elementocar@@ncionais sdo revistas as
equacdes que governam o PVC em forma forte ddcitieste linear plana (TIMOSHENKO;
GOODIE, 1980).

I's

Y Iy t

L.

X

Figura 2.1 — Representagdo genérica de um soélidadbnensional.

A Figura 2.1 representa genericamente um solidonieigsional. O vetob guarda as

componentes das for¢as de volume. O simifdloepresenta o volume B o contorno do

sélido, sendd™, o contorno estatico, onde forgas prescrita$io impostos €, o contorno

cinematico, onde deslocamentos s&do prescritos. As regibes de contorno s&o
complementares, de modo que a frontéirgpode ser representada pela seguinte expressao:
r=r, or,.

As equacdes basicas do PVC séao:
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Lo+b=0  emQ (2.1)
e=L"u emQ (2.2)
e=fo emQ (2.3)
ouc=De emQ (2.4)
lo=t eml, (2.5)

u=u eml, (2.6)

A Equacéo (2.1) é a equacgao que exprime o equilimidominio. A matrizL redne
operadores diferenciais, o vetar contém as componentes do tensor de tensies wetor

das forcas volumicas. Tais elementos sao repretEnfaor:

d/ox 0 0/ay : .
e L= , sendog/ox e d/dy derivadas parciais;
{ 0 9y a/ax} /ox €00y P

s o'= {ax g, rxy}, sendog, e g, as componentes de tensdo normaj ea

componente cisalhante;

e b :{bX by}, sendob, e b, as componentes do vetor segundo os eixos de
referéncia.

A Equacéo (2.2) é dita equacdo de compatibilidadde € € o vetor representativo do
tensor de deformacbesieé o vetor de deslocamentos. Esses elementos g@senatados
por:

e £'= {fx g, yxy} , sendog, , &, componentes de deformacao linear especifica
e y,, adistorcao angular;

e u'= {uX uy} , sendou, e u, componentes do vetor de deslocamento.

As equacdes (2.3) e (2.4) constituem alternatieaa @ relacéo constitutiva do soélido. A

primeira é escrita em termos de que é o tensor constitutivo de flexibilidade, esmntado

por:
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1 -v 0
o f :é - 1 0 , sendo E o0 moédulo de elasticidade e coeficiente
0 0 2a+v)
de Poisson.

A segunda é escrita em termos@leque é o tensor constitutivo de rigidez, represkngeor:

v 0
e D= E2v1 0
1-v 1-
00( V)
L 2

A relacdo (2.5) € denominada de condicdo de comtdenNeumann. A matrida é

formada pelas componentes de um vetor unitario aloéni , e t € o vetor de forcas de

superficie prescritas e, (tensbes de Cauchy). Essas grandezas sédo reposepor:

0O n

y

I{nx 0 n

] sendon, e n, as componentes de um vetor unitario normal

al

ag

e t'= {fx fy} , sendotx e ty as componentes do vetor de forcas de superficie

prescrita.
A Equacao (2.6) é dita condi¢cdo de contorno decblet. O vetoru € o vetor de

deslocamentos prescritos no contofng representado por:
. H={Gx l_Jy}, sendo ux e Uy componentes do vetor de deslocamentos

prescritos no contornb,;

2.3- Equagdes da elasticidade linear plana em residuos ponderados

Com as relagbes da elasticidade linear, podem-geizileas expressdes para as
formulacdes ndo-convencionais. Inicialmente, wie o método dos residuos ponderados

nas equacoes (2.1), (2.2), (2.3), (2.5), admitisedajue as restricdbes aos deslocamentos no

contornol’, (Equacéo (2.6)) sejam previamente atendidas emeforte.
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As expressdes em residuos ponderados sao:

[MI(Lu~fo)da=0 (2.7)
[Pi(Lo+byda=0 (2.8)
j V! (t-10)dr=0 (2.9)

Nota-se que a Equacéo (2.7) combina as relacOesndeatibilidade (2.2) e constitutiva

do material (2.3). As funcdes peso séo obtiday@drdas seguintes aproximacoes:

m=MJdm, (2.10)
p=P,dnp, (2.11)
V=V, v (2.12)

Integrando por partes a Equacéo (2.7), obtém-se:

[(LMg)udQ+[Mf gdQ~ [ M ,)U dr=[(M )i dr=0 (2.13)

Iy

2.4- Formulacao hibrido-mista

Na formulacdo hibrido-mista as aproximacdes dospoante tensdo e deslocamento

sdo independentes no dominio (por isso € dita )nidlém disso, outra aproximacdo de
deslocamentos é realizada no contofnoindependente daquela do dominio (por isso € dita

hibrido). Tais aproximac¢des sao representadas por:
o=5,X emQ (2.14)
u=U,q, emQ (2.15)

u-=U.q._ eml, (2.16)
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onde os vetorew, u e U definem os campos de tensdes e deslocamentosmmaidae o
campo de deslocamento no contorno estatico, respeente. As matrizes§,, U, e U

coletam as funcOes de aproximagdo da combinagéarla os vetoreX, ¢, e (._ s&o 0s

parametros a serem determinados.

Substituindo as trés equacdes anteriores nas eslg@dl3), (2.8) e (2.9), obtém-se o

seguinte sistema linear:

[Mifs,dQ  [(LMg)Ud@ ~[(IM)U, dr
Q Q T

c X efu
[Pa(LS,)de 0 0 Q, +=4-Q, ¢ (2.17)
° qu _QFO'
- [V (1S,)dr 0 0
Iy _
onde:
e, = j(lMQ)TG dr (2.18)
Iy
Q, =[Pl bde (2.19)
Q
Q, = [Vl tdr (2.20)
F(S

A fim de garantir a simetria das matrizes que canp@ sistema, adotam-se as

seguintes aproximacdoes de Galerkin:

M, =S, (2.21)
P, =U, (2.22)
Vi, =U; (2.23)

Assim, o sistema pode ser escrito da seguinte forma
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F G, _Grc, X &,
Gl 0 0 |[{g,r=1-Q (2.24)
_G;r O O qu _q—G
Onde:
F =[s;fs,do (2.25)
Q
Gq = [ (LS,)" UpdQ (2.26)
Q
G, = [(1Sy)"U, dr (2.27)
I's
e, = j (1S,) udr (2.28)
Ty
Q, =[Ujb dQ (2.29)
Q
Q, = | Ul tdr (2.30)

I's

Quando do emprego do MEF, deve-se garantir que delmaiscretizado represente
bem o modelo continuo, ou seja, que condi¢cbes déncidade sejam obedecidas entre
elementos. Mais especificamente, deve-se garante¢ gs condicbes de equilibrio e

compatibilidade sejam atendidas na fronteira coraatre os elementos.

Considerando-se um elemento isolado, os deslocamentorcas na fronteira interior
I'; (Figura 2.2) sdo desconhecidos, constituindo-se@ras incognitas do sistema. Portanto,

elas também podem ser aproximadas por campos ndieptes:

tr, =W, z, eml, (2.31)

(2.32)

u, =U.q, eml;

t, =W,z emT, (2.33)
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I

I's

Fi H—> I+

I

Figura 2.2 — Elemento finito contendd’;.

As condicdes de compatibilidade e equilibrio (2.8éyem ser estendidas de modo a

incluir o contornol’; . Nesse sentido, uma relagéo analoga a (2.9) éoadda ao sistema e a

Equacéo (2.13) passa a ter uma integral a maisléBainvolvimento leva ao seguinte sistema:

F G, -G
GL 0 0

G| 0

Gl 0 0

As novas matrizes do sistema valem:

X

Oa
ar

(o)
+

qu

Q =[ultdr
T

G, = j (1,S,)"U, dr

I

&,

_QQ
Q. (2.34)

-Q

(2.35)

(2.36)

Vale observar queta;i nao é conhecida, portanto o sistema (2.34) enwglveonjunto

de cinco vetores incognitos e quatro equagodes.

Quando da montagem do sistema correspondente aagdmale elementos, condigdes

adicionais devem ser impostas em relacédo aos castanternod'; :

Os deslocamentos devem atender a uma condicamtiewsdade;

As tensOes devem atender a uma condicao de reicipdec
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Para diminuir o numero de incégnitas do sistemaa das condicdes acima pode ser

imposta em forma forte e a outra em forma fracalepender do campo escolhido para se
impor a forma fraca, o contornb, sera nomeado de contorno de Neumann (ou contorno

estatico) ou de Dirichlet (ou contorno cinematico).

Antes de apresentar o equacionamento para doisselesvizinhos, é interessante
analisar o significado de cada equacé&o do sist2rBd)(

A primeira equacéao representa o resultado da e¢égr por partes das equacdes de

compatibilidade e constitutiva com o acréscimo dicg@a que representa a compatibilizacao

comI'; (Equacéo (2.37)).

[sifadQ=-[(LS,) udQ+ [ (IS,) y, dT+[(1,S,) u,dl+[(IS,)"udr (2.37)

Introduzindo as aproximacdes (2.14), (2.15), (24.62.32), a equacdo acima, resulta

em:

FX+Go0,-G ¢ ~-G, g = ¢ (2.38)

Sendo as matrize§ , G,, Gr, e &, definidas em (2.25), (2.26), (2.27) e (2.28),

respectivamente, €. expressa por (2.36).

Normalmente, chama-se atencdo que a condicdo dercorem [, é atendida em

forma forte.

Quanto a fronteira comum entre elementos, ela pedeepresentada na seguinte forma:

Ul (1o~} )dr=0 (2.39)

L

Ao substituir a aproximacéo de tensdes no dommjuécao (2.14)) na equacao acima,
resulta a quarta equacao do sistema:

GLX-Q =0 (2.40)

Sendo as matrize@?i e G;, expressas em (2.35) e (2.36) respectivamente.
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As outras equacdes do sistema definido em (2.3ddera-se ao equilibrio no volume e

a condi¢éo de Neumann no contofing.

Agora, considere-se uma rede formada por dois elEsdinitos ilustrados na Figura

2.3. A principio, adotam-se as seguintes aproxiesco

u’, =U/q} (2.41)
tr =W/ o (2.42)
ur, =Uqr, (2.43)
tr, =W/ o (2.44)

Como tais aproximacgdes sédo independentes, o siseuméndo as equacdes de cada
elemento apresenta um total de oito equacdes eindégnitas. As duas equacbes que
precisam ser adicionadas ao sistema provém dagéande continuidade e reciprocidade em

I'.

I I

I

Figura 2.3 — Elementos finitos vizinhos.

Pode-se recorrer a duas hipéteses para montaemaisinal do problema:

1. Impor a condicdo de reciprocidade em forma fordede continuidade em forma
fraca. Assim, o contornd,; é denominado de contorno de Dirichlet;
2. Impor a condigéo de continuidade em forma fortede eeciprocidade em forma

fraca, Assim, o contornd; é denominado de contorno de Neumann;
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Ao impor uma das condicbes em forma forte, o sigt@assa a ter nove equacgdes e

nove incégnitas, tornando-se determinado.

A fim de equacionar o problema, considere-se agrarhipétese, onde as forcas em

I'; passam a ser representadas por:
t =-t =t=W, q (2.45)

As relacdes de equilibrio nas fronteiras dos eléasesao representadas por:

Gy X'=Q (2.46)
G;iT X?=Q (2.47)

sendo as matriz@;i e G;, expressas em (2.35) e (2.36) respectivamente.

Devido a reciprocidade (Equacéo (2.4&))); e Q. passam a ser escritos da seguinte
maneira:

Q, =[u; tdr (2.48)

T

Q, =-[u; tdr (2.49)

Iy

Substituindo (2.45) em (2.48) e (2.49), as fornirmlresQ;I e Q; para os elementos 1

e 2 sdo representadas por (2.50) e (2.51), respewnte.

Q= [uiw,dr|g =G q (2.50)
Q; =—[j U W, dr]oﬂ =-C ¢ (2.51)
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Substituindo (2.50) em (2.46) e (2.51) em (2.4Dtém-se as relacbes de equilibrio

para os elementos 1 e 2, respectivamente:
+1 1 +T

G, X' -C; q =0 (2.52)
T2 T

G, X°+C q =0 (2.53)

Tendo em maos a equacéo final do equilibrio degideciprocidade, deve-se impor a
relacdo de continuidade em forma fraca. Para ig#@am-se forcas virtuais como funcdes

ponderadoras, expressa como:

[ot™(uy, ~uj,)dr=0 (2.54)

L
Considerando a seguinte aproximacéao para as foirtasis:
St=W, &p, (2.55)
Combinando as duas equac¢des acima, tém-se:
Jp;, [W (U, - uy )dr=0 (2.56)
[

Separando as parcelas da integracéo, utilizangooximmacao dada por (2.41) e (2.43)

e sabendo que a igualdade acima é verdadeira pakwqrd'p; , @ equacao resulta em:

[jw;urdr]qr —[jw;u;idr]o;i =0 (2.57)
I + _F' .
Ciq. -G g =0 (2.58)

Portanto, o sistema resolvente para a discretizagéodois elementos € formado pela
contribuicdo das equacdes de equilibrio e compiddbie no volume, equilibrio nos

contornosl’, e I', e a relagdo de continuidade dos deslocamentod enTal sistema é

representado por:
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' Fs Gy G} -GX 0 0 0 0 0]
X! :
Gf o0 o o 0o o o o ol |
S0 0 0 0 0 o o ol [
Fo qia _Q#U
6 0 0 0 0 0 0 oc' |lq 0
0 0 0 0 FZ G2 -G2 -G, 0 [{X?(=]e | (259
2
o 0o 0o 0GY 0o 0 0 o0f%] |Q
q 2
o o 0o o0-67 0o o o ol |%
T T 9, 0
0 0 0 0-G 0 0 0-C|lo 0
0o 0 0 C 0 0 0-C 0

A segunda hipotese consiste em impor a condicamudenuidade dos deslocamentos

na fronteira comum em forma forte (Equacéo (2.688kim, a reciprocidade das forcas passa

a ser escrita em forma ponderada.

ug

=up, =u;, =U.qp, (2.60)

A primeira equacado do sistema linear passa a safnarpequena modificacdo no termo

associado d ;, ja que os parametros referentes a aproximagaadesiecamentos nessa

fronteira passam a ser iguais. As equag0es de citnitidade de ambos os elementos &ém

passam a ser representadas por:

j (1,S5)Tu;dr :{j (1,84)U rldr}qu =G, q; (2.61)
X :

r

Gr

[(.83)Turdr= —[ju SHu rldl“]qu =-G; q; (2.62)

Ty LT

Gr,

Ja a reciprocidade é representada pela seguinagamu

[oul (t; +t;)dr=0 (2.63)
T
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Utilizando a aproximag;éaﬁu; :Jq;iug na equacao acima, separando os termos da

integral e sabendo que a igualdade deve ser vepﬂadequalqueﬁq; , ttm-se:
fultdr+[ultdr=0 (2.64)
ri ri

Uma vantagem dessa formulagéo é que a condi¢aquildbeo do contornol’;, pode

ser atendida utilizando o regime de tensdes nomwlde cada elemento (Equacéo (2.5)),

reduzindo o numero de incognitas do sistema. AssiBquacédo (2.64) pode ser escrita como:

[ult.osdr+{u1_oZdr=0 (2.65)
ri ri

Utilizando a aproximacdo de tensdo no dominio (E§og2.14)) na equacdo acima,
tém-se:

{ju; |+s;dr}x1{jug|_s;dr}x2 =0 (2.66)
Fi T
N T
Gri Gri
+7 1 -T 2
G X'+G X?=0 (2.67)

Portanto, o sistema final fica composto pelas feagle compatibilidade e equilibrio no

volume, equilibrio no contornd , de cada elemento mais a relacdo de reciprocidade d

forgas no contornd ; . Tal sistema é representado por:

Fo Gy -G} 0 0 0 -G/
: Xt | er,
G, 0O 0 O o0 o0 © g _o
1’ lQ .
—Grg 0 0 0 0 0 0 dr, _Ql}a
0 0 0 F; G -G’ -Gf |[Ix2!= e’ (2.68)
o 0o 06 o o0 o0 |/%]| |-Q
2 A2
o o o0o-6Z o o oM |,
T T ar 0
-G;, 0 0 -G, 0 0 O
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Na primeira hipétese, foi admitida ‘a priori’ a i@ocidade das forcas na fronteira
comum aos elementos e a equacao adicional foi tnoaade dos deslocamentos. Assim, a
formulacdo passa a ser chamadadid@ido-Mista de Deslocament®dNa segunda, a equacgéo
admitida ‘a priori’ foi a continuidade de deslocartus, sendo a reciprocidade a equacao

adicional. Portanto, tal formulacéo é ditéorido-Mista de Tensao

2.5- Formulagao hibrido

A formulagéo hibrido é encontrada, basicamentemdama maneira que a hibrido-
mista, com a diferenca que agora a aproximacaerd®és no dominio dos elementos deve
obedecer a equacéo de equilibrio em forma fortsimyssubstituindo a Equacéo (2.14) em

(2.1) e desconsiderando as forcas de volume, tem-se
LS, =0 (2.69)

Com isso, a matrizG, se anula. Os sistemas para as formulagbes hibddos

deslocamento e hibridos de tensdo assumem as tsgiginmas, respectivamente:

1 1 _~+ ]
ngT G, G, 0 0 0 0], "
e 0 0 0 0 0 0 |[g
r: T oo _Qﬁ”
-6, 0 0 0 0 o0 C ||q 0
0 0 0 F; -G/ -G 0 |{X*r=1¢7 (2.70)
2
0 0 0-GZ o o o |[% |9
q-
0 0 0 -G, 0 0-Ci| " g
o o ¢, o0 o0-c. 0"
FE Gl 0 0 G | iy [
o i X er
T u
G, 0 0 0 0 ||lg| |-Qb
0 0 F§ -G/ -G [Ix?l= e, (2.71)
0 0 -GZ 0 0 ar, | |-Q2
G o0 -G o o |IT 0
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Nota-se que na formulacdo hibrido apenas um camapr@imado no dominio do

elemento, no caso a tensao.

Mais informagdes sobre essas duas formulagbes psdeencontradas no trabalho de
Gois (2004) e Gais (2009).
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3- Formulacao hibrido-Trefftz de tensao

3.1- Consideracgoes iniciais

A formulacdo em estudo é baseada no Método detdrefpresentada por Trefftz
(1926 apud JIROUSEK; WROBLEWSKI, 1996). Esse métodosiste em utilizar campos
aproximados que atendam a equacado diferencial igatweat do problema, a equacdo de
Navier (3.2).

O Método de Trefftz pode ser utilizado em combicaghm qualquer método
numerico. Os primeiros trabalhos sobre seu empnegdEF foram realizados limitando sua
aplicacdo em apenas partes do dominio do problsemalo que no restante do dominio era
utilizado o MEF classico. Por exemplo, Sfe{1973 apud JIROUSEK; WROBLEWSKI,
1996) e Ruoff (1973 apud JIROUSEK; WROBLEWSKI, 1996) utilizararformulacéo em

uma parte retangular de casca abatida.

Com o desenvolvimento computacional ao passar Wos, & utilizacdo desse método
no ambito do MEF passou a ganhar grande destaqoesek e Leon (1977) foram os
primeiros a formular um elemento baseado no MételoTrefftz que englobasse todo o
dominio da estrutura. Eles apresentaram um elenogsatdrilateral de placa fina com vinte e
quatro graus de liberdade. Jirousek (1978) deseeuajuatro elementos hibrido-Trefftz cuja
aplicacdo também envolvia todo o dominio do elemebesses quatro, um elemento se
destacou sobre os demais: o HT-D (“hybrid Treffigpthcement”). Jirousek e Teodorescu
(1982) aplicaram a formulagdo em problemas daieldatle plana e placas de Kirchhoff,
mencionando esses elementos como “large finite exiesh (LFE). Jirousek e Venkatesh

(1992) analisaram o desempenho da formulacdo eenstis problemas da elasticidade plana.

! TREFFTZ, E. (1926). Ein Gegenstiick zum Ritzschemfaieen. Procedures 2nd International Congress of
Applied Mechanics Zurich, p. 131-137.

2 STEIN, E. (1973). Die Kombination des modifiziert@mefftzschen Verfahrens mit der Methode der Finiten
ElementeFinite Elemente in der Statik (K. Buch, D. ScharpfE. Stein, and W. Wunderlich, eds.)p.172-185.

® RUOFF, G. (1973). Die praktische Berechnung der Kapg$matrizen bei der Kombination der Trefftzschen
Metode und der Metode der finiten Elemente beuhBacSchalenFinite Elemente in der Statik (K. Buch, D.
Scharpf, E. Stein, and W. Wunderlich, eds,)p. 242-259.
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Como se pode observar, Jirousek foi um grande iestudiessa formulacéo, trazendo
varios avangos para essa area. Além dele, outsgsiisadores utilizaram essa formulagdo em
seus trabalhos como, por exemplo, Petrolito (1988) aplicou a formulagdo em placas
espessas e Freitas (1998) apresentou o elementd"hMIBid Trefftz stress”). Este elemento
possuia uma descontinuidade nos campos de deslatcem® contorno estatico do elemento,
mais especificamente nas suas quinas. Segundoon taltdescontinuidade proporcionava
uma melhor aproximagédo dos campos de tensao. Bkéta mostrou que apesar do home, 0

elemento HT-D de Jirousek é um elemento de tensao.

Ao garantir que os campos de tensdes atendam g&mxda Navier, todas as integrais
do sistema ficam definidas apenas no contorno emesito, proporcionando ao elemento
finito essa grande vantagem, caracteristica do ddétios Elementos de Contorno (MEC).
Com isso, a aproximacado do problema nédo apresensébflidade a distor¢do da rede e abre a

possibilidade da utilizacdo de elementos com dogetipos de geometria.

Em torno disso, portanto, a restricAo de atendinelat equacdo de Navier pelos
campos de tensdo faz com que essa formulacao agreselhores resultados em relagdo as

outras formulacdes nao-convencionais em problematagticidade linear.

3.2- Elemento finito hibrido-Trefftz de tensio

Neste trabalho, foi adotado o elemento finito kT refftz quadrilateral de quatro nés,
0 mesmo apresentado por Souza (2008), represepildoFigura 3.1. Tal elemento é
formulado baseado no modelo de tenséo (equililmsocontornos internos expresso em forma

fraca), comentado no capitulo anterior.

Os campos de tensGes sdo aproximados no dominicelelbento utilizando
coordenadas cartesianas com origem no seu centddid® contorno do elemento, 0s campos
de deslocamentos sdo aproximados de forma indemendéilizando um sistema de

coordenadas adimensionais para cada lado com ongesspectiva mediana.
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Figura 3.1 - Elemento finito hibrido-Trefftz.

3.2.1- Equacgdo de Navier

Para deduzir as equacdes da formulacdo hibriddtdrele tensdo € necessario,
inicialmente, conhecer a equacao diferencial queem@ o problema elastico linear: a

equacao de Navier.

Uma vez conhecidas as equacbes de equilibrio, ddntidade e constitutiva da
elasticidade, apresentadas no item anterior, deduz-equacdo de Navier pelos seguintes

passos: inicialmente substitui-se a Equagéo (2n2)2e4):
og=DL'u (3.1)

Em seguida, € feita a substituicdo da Equacado (@ XP.1), obtendo-se a equacado de

Navier:
L(DL'u)=-b (3.2)
Podemos simplifica-la pela seguinte representacao:
O(u)=-b (3.3)

Onded é um operador matricial.
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3.2.2- Aproximag¢ao do campo de deslocamentos no dominio do elemento

atendendo a equacao de Navier

Para empregar o Método de Trefftz deve-se encoosr@ampos de deslocamento que
atendam a equacao de Navier. As bases da aproxirdag&ns&do no dominio serdo derivadas

das bases encontradas para o deslocamento no domini

Assim, dada a relacdo (3.3), pode-se aproximarngpoade deslocamentos por duas

parcelas: uma solugdo particulare uma solugcdo homogénega. Essa aproximacédo é dada

por:
u=U0+u,,emQ (3.4)

Matematicamente falando, a solucdo particulaé a solucdo da equacdo diferencial
quando a mesma ndo €& homogénea, como, por exempl@dotar b#0. Portanto,

representa-se essa solugdo por:
O(0) =-b,emQ (3.5)
onde:
a" ={a, 0y} (3.6)
Sendod, e Gy componentes da solucéo particular.

Ja a solucdo homogénea diz respeito a equacaertifar escrita na forma:
((u,)=0,emQ (3.7)
Pode-se aproximar a solugdo homogénea por uma cagdu linear:

uh:in =Nc (3.8)

Na solucdo anteriot € o vetor de parametros da combinacao lineareseptado por:

¢ ={c,--c,} (3.9)
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e a matrizN é constituida pelos vetords, que representam as bases de aproximagéo da

solucéo. Ela é dada por:
N =[N;---N,] (3.10)
onde:

N' =[N, N,], parai=1,...,n (3.11)
Cada vetorN, é solu¢éo da homogénea, isto é:
[O(N;)=0,emQ (3.12)
ja que a Equacéo (3.7) é verdadeira para qualqler ¢eg .
Unindo as Equacdes (3.4) e (3.8), obtemos a eXjwgessa a aproximacado do campo de

deslocamentos no dominio do elemento:

u=u+u, =u+> c,N, =u+Nc,emQ (3.13)

i=1

sendo c; sdo os parametros a serem determinados. Eles pedembtidos utilizando

qualguer método numérico. Segundo Jirousek e Win&lig(1996), a solucdo converge para
a solucdo exata a medida que o niumero de termagrdgimacao aumenta.
Neste trabalho, desconsideram-se as forcas voldmioenando a solugdo particular

igual a zero @:0). Consequentemente, a aproximacao do campo decdestnto passa a

ser escrita como:

u=u,=>c,N,=Nc,emQ (3.14)

i=1

Tendo em méos a aproximacdo do deslocamento nanaodo elemento, resta agora

encontrar as funcoell; .
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3.2.2.1- Solu¢do Homogénea

Como ja foi comentado, o campo de aproximacdo @stodamentos no dominio do
elemento deve atender a equagao de Navier. Paraissnjunto de vetorelsl deve atender
a Equacéao (3.12).

A solucdo da Equacédo (3.12) para o estado planerd®es (EPT) foi proposta por
Muskhelishvili (1953 apud JIROUSEK; VENKATESH, 1992utilizando variaveis
complexas. Assim, as componentgs e U, do campo dos deslocamentos devem atender a

seguinte equacéao:

E(ux+iuy)=(3—u)F(z)—(1+u)[zF’(z)+Tz} (3.15)

onde E é o mddulo de elasticidade do mateniab coeficiente de PoissoR,(z) e G(2) séo
pares de fungdes arbitrarias= x+ iy € um nimero complexo, composto por uma parte real
(Rez)=X e uma parte imaginarialni(z) = y). A notacdoi representa a unidade
imaginaria, dada par=+/-1. z= x- iy é o conjugado de, G(z) representa o conjugado de

G(2) e F'(2) € o conjugado dE ' (2), sendoF (2) = d';(z) _
z

Podem-se obter infinitas funcdes dg e u, a depender da escolha B¢z) e G(2) .

Nesse trabalho adota-se o conjunto de funcBesguoiais utilizados no trabalho de Jirousek

e Venkatesh (1992), para definir os seguintes mdsncoes-(z) e G(2):

F(2)=iZ eG(2=0 (3.16)
F(2=2eG(2=0 (3.17)
F(2=0 eG(2=iZ (3.18)
F(2=0eG(9=7¢ (3.19)

onde k=1, ... n.
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Cada par de fungbes acima (com k=1, ... ,n) gera bmse de vetorel, linearmente

independentes. A base se completa pela unido de tzslvetoredN, formados a partir dos

pares de funcbes dadas por (3.16), (3.17), (3.18)18).

Para esclarecer o procedimento de obtencédo das Bhseonsidere o par de fungbes

dadas por (3.16), onde, para esse pBr(2)=ikZ?, F (2=-ikZ"' e G(2=0.

Substituindo essas relacdes em (3.15), obtém-sguanse expressao:

E(u, +iu) = (3-v)iz + (1+u)( kiz‘z“) (3.20)

nomeando o termo da direita com(Ak:(3—v)izk+(1+v)(kiz_zk_1), identificam-se:

Re
u, :i) eu :M, sendou, e u, as componentes dd ,, .
E y E y
A base total de vetores da aproximacéo é dada por:
1 Re(A) : ke
Ak :E{Im(A:)} , sendoA, = (3-v)iz" + (1+|/)( kizZ" l) (3.21)
_ 1 Re(Bk) _ Kk —k-1
Bk _E{Im(Bk) , sendoB, =(3-V)z —(1+|/)( kzz ) (3.22)
1 |ReC,) —K
== , doC, =(1 3.23
oK E{Im(Ck) sendoC, = (1+v)iz ( )
R _
o _1]Re(,) , sendoD, = —-(1+v)z" (3.24)
E [Im(D,)
ondek=1, ..., n.

Ao substituirk =1 em (3.21), obtemos as seguintes expressdes abaixo:

u, =-4Ey (3.25)
u, =4E7*x (3.26)

y

gue estdo associadas a giro de corpo rigido damtos p
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2
W= M My | g (3.27)
2 dy 0Ox

Portanto, ao utilizar a base de vetoi¢s, deve-se excluir a bad¥ ,,, pois ela representa 0s

movimentos de corpo rigido do solido.

Assim, o numera de vetoresN; e de coeficienteg, da Equacéo (3.8), & dado por

n=4k-1. Portanto, pode-se represenbdrpor:

N:[Nl"'Nn]:[Nsl NCl NDl NA2 st ch ND2 NAn NBn NCn NDn]
Ou, utilizando as relacdes (3.21), (3.22), (3.2@.24), representa-sd por:
N = L Re(B) Re(G) Re(®) Re(d) Re(B) Re(C
E|{Im(B,) Im(C)) Im(D,) Im(A,) Im(B, Im(C)) (3.28)

Re(D) Re(A) Re(®) Re(G) Re(P))
im(D,)"Im(A,) Im(8,) Im(C,) Im(D,)

No anexo (A), retirado do trabalho de Souza (20883pntra-se a extensao da mafdzaté

a 472 coluna.

3.2.3- Aproximacido do campo de tensdes no dominio

A aproximacdo do campo de tensbes no dominio doegld € obtida a partir da
aproximacdo do campo de deslocamento do dominionéacla no capitulo anterior. Para
iIsso, deve-se utilizar a equacédo de compatibilida@econstitutiva (Equacoes (2.2) e (2.4),

respectivamente). Assim, obtém-se:

=Y c§=Sc ,emQ (3.29)
i=1

ondeS =DLUN, e S=DLUN.
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O vetor c coleta os parametrog da combinacao linear. Vale destacar que eles nao

representam graus de liberdade, portanto deve-azare um pos-processamento para

encontrar o valor das tensdes nos pontos desejados.
A matriz S coleta as fun¢des de aproximagiambtidas a partir deN, .

No anexo (A), retirado do trabalho de Souza (2088fontra-se a extensao da matriz

S até a 472 coluna.

3.2.4- Aproximacao do campo de tensdes no contorno

A aproximacdo do campo de tensdes no contornoesnegito é obtida da aproximacao
do campo de tensées no dominio pelo teorema denalissim, utilizando a Equacéo (3.29)

e em seguida a (2.5), temos:

t=lg=>cT =Tc ,emr (3.30)
i=1

ondeT =1IS eT=1IS.

3.2.5- Aproximacao do campo de deslocamentos no contorno

A cada lado do elemento € atrelada uma aproximaudependente, tendo como
referéncia o sistema de coordenadas adimensiomaiodgem em cada mediana (ver Figura
3.1). Os deslocamentos do lado coincidente com moomo cinematico do sélido séo

conhecidos e impostos em forma forte.

A equacdo que define a aproximacao dos deslocamémipresentada por:

u=Ud ,emr (3.31)

g

SendoU a aproximacéo do campo dos deslocameri?ba matriz contendo as funcbes de

forma ed o vetor que contém os graus de liberdade em deskrtos.



30 Capitulo 3: Formulacao hibric-Trefftz de tensé

Para ilustrar, considere-se o trecho que contémosesl e 2 da Figura 3.1. A Equacao

(3.31) referente a esse trecho é escrita da sedoimba:

U

Ul_|g 0@ Oy,

{uy}{o @ 0 (ﬂj Uy (3:32)
U

y2

onde:

* U eU sdo as componentes do vetor de deslocamento

* @ e @ séo as fungdes de forma escritas em coordenantasresionais. Elas valem:

a =%(-<‘ +1)
(3.33)

7 =%(<‘+1)

* U, eu, sdo os graus de liberdade em x e y do no 1, riegp@ente.

u, eu, sdo os graus de liberdade em x e y do no 2, respeente.

3.2.6- Equacionamento

O equacionamento da formulagdo hibrido-Trefftz segu mesma sequéncia da
formulacdo hibrido; a diferenca é que agora ai¢dstimposta a aproximacao de tensdo no

dominio exige o atendimento a equacao de Navier.

Assim, substituindo a equacéo de compatibilidad®) @ a relagao constitutiva (2.4) na

Equacéo (3.2) e desprezando as forcas volumicassee
L(DL'u)=L (D&)=L (g)=0,emQ (3.34)

Substituindo a aproximacdo (3.29) e sabendo qugualdade acima é valida para

qualquer valor do parametm, tem-se que:

LS=0,emQ (3.35)
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Assim, substituindo a equacgéo acima no sistemarli(®224), observa-se que a matfig
torna-se trivial. Como ndo ha aproximacdo do campodeslocamentos no dominio do

elemento, os indices subscritase [, serdo omitidos.

O sistema linear fica representado por:

o ool 1w 6%

No sistema acima, 0s vetorese q sdo 0s mesmos que as variaveis definidas em (8.28)

(2.30), respectivamente.

Substituindo a aproximacao de tensdes no contoonelementoT =IS em (2.27), a

matriz G fica representada por:

G= j T Udr (3.37)
r

Como os campos de tensdo no dominio do element@weequilibrados, pode-se
representar a matrig por uma integral no contorno do elemento. Issoepset verificado

pelo seguinte procedimento: dado a expressd® éen (2.25), sabendo qug= DL N e que

a matriz de flexibilidadef € a inversa da matriz de rigidég, tem-se:

F=[sTfsda=[s" fDL'NdQ=[s" (' NdQ (3.38)
Q Q Q

Integrando a equacéao acima por partes, obtém-se:

F=[sTL"Nda=-[(LS)" Nd2+[(IS)" Ndr (3.39)
Q Q r

Pela condicdo (3.35) e como a aproximacdo de tens@econtorno é dada pdr=1S, a

Equacéo (3.39) passa a ser:

F :ITTNdF (3.40)
r
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Vale observar que a matriz € formada pelo produto de matrizes que possuenmas|
linearmente independentes. Segundo Freitas (1338) eondicdo garante que a matriz seja
nao-singular e positiva definida.

A condicdo necessaria e suficiente para a existéacunicidade da solugdo para
formulacdes mistas foi tratada por Zienkiewiczle(E086). Abaixo se descreve esse mesmo

estudo para a formulacéo hibrido-Trefftz.

Inicialmente, considere-se a matfizde dimensdegn xn,), a matrizG de dimensdes
(n.xny), os vetores: e e de dimensdefn, ) e os vetoresl e q de dimensdefn,).
Levando em conta a primeira equacéo do sistemé)($8de-se obter o vetar.
c=F'Gd+Fe (3.41)
sendoF uma matriz n&o singular.

Substituindo a Equacao (3.41) na segunda equacsistdma (3.36), obtém-se:

G'F'Gd+G Fle=q (3.42)
K
K,d=g-G' F’e (3.43)

Percebe-se que a existéncia e unicidade do sisdlependem da matriK,, definida

acima. A fim de analisar as dimensdes das matgoesidere-se que:

(3.44)

SendoB=G' F!

Para que a matriK,,; nédo seja singular, o nimero de colunas da matmé&o deve ser

inferior a0 numero de colunas da mati@ (HOFFMAN, K.; KUNZER, R., 1971).
Algebricamente, a condi¢do necessaria para a sotigdistema (3.36) € dada por:

Ne = Ny (3.45)

Portanto o nimero de parametros de tensdo naocséewveenor que o numero de graus

de liberdade em deslocamento.
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A condigdo suficiente € obtida com a positividadenthtriz K, . Para isso, a seguinte

condicéo tem que ser atendida:

d"K,,d>0, 0d 20 (3.46)
Mas comoK ,, =G'F'G, e F é uma matriz positiva definida, entdo a condigiima
é atendida se:
Gd>0, 0d#0 (3.47)

Escrevendo a equacao acima segundo uma transfarinaeadr, temos que:
T:R"™ - R" tal queT(d)=Gd#0, Od#0 (3.48)

Para que a Equacao (3.48) seja satisfeita, a oramzf&o linear deve ser injetora
(HOFFMAN, K.; KUNZER, R., 1971). Assim, ela deveatler as seguintes condic¢des:
. nC = nd ;

» Posto (numero de colunas linearmente independeteds)igual ang.

Como G possui dimensée@cxnd) ambas as condicdes sao atendidas. Percebe-se que

o atendimento da primeira condicdo ja garante ndateento da segunda, pois as matrizes

envolvidas para o calculo de apresentam colunas linearmente independentes.

Portanto, para a formulacédo hibrido-Trefftz, apepaatendimento da equacédo de

estabilidade ja garante a existéncia e unicidad®hliggdo da Equacao (3.36).

3.2.7- Montagem do sistema global

O sistema dado pela Equacédo (3.36) € aplicado spenam elemento finito. Para
utilizar uma rede de elementos finitos deve-se arontsistema resolutivo levando em conta

as mesmas condi¢fes para as formula¢gbes apresentadapitulo anterior.
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Como o elemento do presente trabalho é baseado auelon de tensdo, deve-se

considerar na fronteira comum aos elementos visinlﬁﬁi) a continuidade dos

deslocamentos em forma forte e o equilibrio daga®nodais equivalentes em média.

Assim, a condigdo de continuidade dos deslocamentds; vale:

u=u (3.49)
Ondei ej representam elementos com uma fronteira em comum.

J& a condicao do equilibrio das forcas nodais etprites num né& pertencente a um lado

do elemento finito vale:

zqakl :zqﬂu (3.50)

Onde q,,, representa o vetor de forcas nodais equivaleregepientes de tensdodg, o

vetor de forgas nodais equivalentes provenientesadegamento.

Para ilustrar a montagem do sistema global, cores&le uma rede contendo
elementos finitos com um total degraus de liberdade em deslocamento. Assim, arsisée

representado por:

12..n,
"1 0 .. 0 TG? Cq €
0 Fa 0 -G, ||c, e,
. . : tl=y (3.51)
0 0 Fo. —Gnllcn e,
] -6  -G' o |ld) [~

onde o vetord; representa os; graus de liberdade em deslocamento e o vgtgpode ser

interpretado como um vetor de for¢cas nodais egenves.

A condicdo de compatibilidade de deslocamentosa gemt (3.49), e o equilibrio das

forcas, dado por (3.50), € atendido através dae#mcde cada matri@, onde sua posi¢cao na
linha depende de cada elemento, e do vatopelo compartilhamento dos graus de liberdade

nodais entre elementos vizinhos.
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Um esboco mais detalhado da montagem do sistentalgbmde ser encontrado no
trabalho de SOUZA (2008).

A existéncia e unicidade da solucdo do sistemaafl@inda estdo atreladas a condi¢éo
de estabilidade dada por (3.45). Porém, essa dmdppde ser relaxada devido ao
compartilhamento de graus de liberdade em deslataneatre elementos vizinhos. Assim, a
Equacédo (3.45) deve ser verificada para cada ctnjpossivel de elementos da rede. Esse
conjunto é denominado de “mosaico” (ZIENKIEWICZakt 1986). Vale destacar que o0 nao
atendimento dessa condicdo num Unico “mosaico” pomlaprometer a estabilidade da

solucdo mesmo que ela seja atendida na totalidzzlgrdus de liberdade da rede.

3.3- Elemento hibrido-Trefftz de tensdo com enriquecimento seletivo

3.3.1- Consideracgdes iniciais

Como comentado, as aproximacdes dos deslocameatosntorno do elemento sao
feitas mediante bases de funcdes lineares. Essas tausam um empobrecimento na solucéo
final ao utilizar uma rede pouco refinada, ja qée teva em conta a distribuicdo dos vetores
de forma diferente da linear. Além do grau, a gdade de func¢des utilizadas, apenas duas,
também pode exigir um refinamento excessivo da eeflen de proporcionar uma solucéo

confiavel.

Assim, neste trabalho, utilizam-se as técnicas miggwecimento no contorno do
elemento hibrido-Trefftz, propostas por SOUZA (20@®m a finalidade de promover uma

melhora na aproximacao.

O enriquecimento realizado nesse elemento coneistautilizar o classico refino-p,
onde serdo adicionadas novas bases de aproximagémpo de deslocamento do contorno
do elemento. Para aprimorar o enriquecimento, éagesurso ao enriquecimento seletivo,
inspirando-se no MEFG. O enriquecimento ndo ézadti em todos os elementos da rede e
sim em certos elementos que possuem um no em comBssa. regido € denominada de

nuvem (Figura 3.2).
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Trechos enriquecidos

B Nuem

Figura 3.2 — Nuvem do enriquecimento seletivo

Como cada trecho do elemento € aproximado de fordependente dos demais, eles

também serdo enriquecidos de forma independente.

A adicdo de novas bases de aproximacdo gera nokass gde liberdade em
deslocamento. Eles ndo apresentam qualquer saphifiisico, mas fazem parte do sistema
resolutivo do problema. Esses novos graus de Bloerdievem ser levados em conta no teste
do “mosaico”, portanto pode ser necessaria a adiedwvos graus de liberdade em tenséo.

Neste trabalho, foram utilizadas trés bases dexapagdes: uma base polinomial
hierarquica, uma base polinomial nao-hierarquicame base trigonométrica. Elas seréo

apresentadas a seguir.

3.3.2- Bases enriquecedoras

Para garantir uma boa solugéo final, as bases usmegloras devem possuir boas
caracteristicas de aproximacéo do problema. Al&sodié necessario que elas sejam fruto de
uma particdo da unidade (PU), j& que isso garargirgontinuidade dos vetores de

deslocamento entre os trechos dos elementos.

Como ja foi comentada, a adicdo de novas funcoepximacao geram novos graus
de liberdade em deslocamento. Nesse trabalho, gssgies seréo do tipo “bolha”, ou seja,
elas devem ter valores nulos nos nos. Isso é camntenpois mantém o significado fisico dos

graus de liberdade originais.
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A base de aproximacao original dos deslocamenta®ntorno do elemento é formada

pelas fungdes de formg e @, que consistem em uma PU. Essa base é represeotada

Bo ={ o, 92} (3.52)

Com o enriguecimento, novas bases de aproximagiadi@&ionadas. A nova base

enriguecida pode ser representada genericamente por
,Bg :{%(ﬂz} 0 Be (3.53)

Sendo B a base enriquecedora formada por fungdrqs j=1,..n, resultado da

multiplicagdo de uma PU com uma funcdo de interé3sganto, podemos represenya

por:
By ={a. @2.0q,....00} (3.54)

As trés bases enriquecedoras comentadas na seediorae referidas aqui comg;,

B, e B3, serdo apresentadas na sequéncia.

3.3.2.1- Enriquecimento polinomial com refinamento hierdrquico

Essa base enriquecedora, denominadg,de gerada pela sequéncia:

b ={ o, 93} D{ff”’l(l—fz)} ,comn=1endZ

SendoZ o conjunto dos nameros inteiros.

Para ilustrar, os primeiros oito termos da bfsevalem:

131:{(521)’(‘5;1)’1_52’5(1_52) 52(1_52) 53(1_52) {A(J:Ea {5( +e a}
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Sendo cada termo dessa base iguak acomi =1,...,8, a representacédo de cada funcéo é

dada pela Figura 3.3:

1,0

m=1
0,5+ m=2
m=3
m=4
B m=5
1 — m=6
— m=7
0,0 m=8

-0,5 } } } } } } }

-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0

3

Figura 3.3 - Representacgédo gréafica das fun¢des dase hierarquica
3.3.2.2- Enriquecimento polinomial com refinamento ndo hierdrquico

Essa base enriquecedora, denominad&feé gerada pela sequéncia:

> ={@od D{(E+ )7 (697 e+ 979 (e 3 7(e- 37}, com
nz1lenUzZ

SendoZ o conjunto dos numeros inteiros.

Para ilustrar, os primeiros oito termos da bAsevalem:

pr={ L EED (e (o9 (e gie- 3 e yie- Ve p - 0

(£+1)°(6-1" (£ +9*(¢- 9
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Sendo cada termo dessa base iguat acom i =1,...,8, a representacdo de cada funcéo é

dada pela Figura 3.4:

15

1,0

0,5+

R 1 L | R L 1
O~NOOT D WNPE

33333333

0,0

-1,0

Figura 3.4 - Representacédo grafica das funcbes dase ndo-hierarquica
3.3.2.3- Enriquecimento trigonométrico

Essa base enriquecedora, denominadBde® gerada pela sequéncia:

Bz ={a. 03} D{(l—fz)cos(n{) ( 1—52)ser( lzf)} ,comn=1en0Z

SendoZ o conjunto dos numeros inteiros.

Para ilustrar, os primeiros oito termos da b&gevalem:

,83:{(E+1),(_£+1),(1—52)005(5) (}Ez)ser(f) ( 1—{2) cds & (4{2) sefl &

2 2

(1—52)008( F) ( }Ez)ser( 3)}
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Sendo cada termo dessa base iguak acomi =1,...,8, a representacédo de cada funcéo é

dada pela Figura 3.5:

1,0
“~ <
TN
0,5+
—m=1
m=3
0,0 \ ——m=4
BS ' m=5
— m=6
— m=7
m=8
0,5+
N—_
-1,0 : | : | : | .
-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0

3

Figura 3.5 - Representacéo gréafica das funcbes dade trigonométrica

3.3.3- Aproximacao do campo de deslocamento numa fronteira enriquecida

Considere a aproximacéo de deslocamentos em umtaifeonéo enriquecida dada pela
Equacéo (3.31). Como ja comentado, o enriquecimanto lado do elemento adiciona novas

bases de aproximacéao a inicial. Portanto, consigler@nico trecho enriquecido identificado

por I'e . A nova aproximacédo do deslocamento nessa frandesiada por:
Ue = Ucdk (3.55)

SendoUe a aproximacao dos deslocamentos apés o enriquettintés a matriz que guarda

as bases da aproximac&o, tanto as originais qaauielas devido ao enriquecimentdfe o
vetor dos parametros nodais, constituido tantospekiginais quanto aqueles devido ao

enriquecimento.
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A Equacéo (3.55) pode também ser representada &waoomatricial:

uxl
Uyl
ux2
u gaOgaOho---hoU'y2

" { : : : " } Au,, (3.56)

Au v
Au
Au

yn

Xn

Sendoh, as fung¢des enriquecedoras,o nUmero maximo de fungdes enriquecedobas; e

Auyi 0S Novos parametros provenientes do enriquecimento

Portanto, pode-se representar a mdthize Ok por:

UE = I:Urg AUrE] (3.57)
Or.
de = :
e { A drj (3.58)

OndeUr, é a matriz que representa as funcdes de formiaig)idUr. representa as bases

de aproximacéo provenientes do enriqguecimetito,0s graus de liberdade iniciaiser. os

novos parémetros.

3.3.4- Equacionamento levando em conta o enriquecimento

Logicamente, ao modificar a aproximagdo de deslecéon no contornol'g, as

matrizes e vetores envolvidos na formulagédo tamé@fnerao modificacao.

Assim, a matrizG passa a ser representada @gr, indicada na equacéo abaixo:
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Ge = jTTUEdF (3.59)
I

E

Utilizando a mesma notacdo que na secdo anteriogtaz Gz pode ser representada

por:
Ge =|Gr, AG | (3.60)

onde a matriiBrE representa a parcela da aproximacgéo inici/atlzujaE a parcela referente ao
enriguecimento. Elas sdo dadas por:

G = j T" Ur,dr (3.61)
:

E

NG = j T'AUr_dl (3.62)
I

E

Além dessa matriz, o veter também sofre uma modificagdo, passando a seraténot

porq_:

0= [0
r

E

tdl’ (3.63)

ou:
Qe :[QFE AQFE} (3.64)

onde ar, € a parcela referente a aproximacéao iniciﬂqqu a referente ao enriquecimento.

Elas valem:

~T -
q. = j Ur tdr (3.65)
:

Aoy = [ D Tr (3.66)
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Com as novas matrizes e vetores definidos, parfgs®e a montagem do sistema do

elemento.

Tendo em méos as equagdes (3.58), (3.60) e (364dle-se ver que o sistema do
elemento finito sofre um acréscimo de termos nalicéo de compatibilidade e um acréscimo

de relacbes de reciprocidade devido ao enriquetomEte pode ser representado por:

F -G -AG,

E C e
-GT 0 o0 d ‘= -q (3.67)
-AG. 0 0 ||Adr | |7AG

O sistema acima foi montado considerando apenagrecho enriquecido de um
elemento. Percebe-se que mais de um trecho domiepede ser enriquecido. Portanto, para

escrever em uma forma geral, o sistema linearyaralemento € dado por:

F _G _AG C e
-G" 0 0 |{d!={-q (3.68)
-AG"T 0 o0 |lAd -Aq

onde Ad é o vetor que representa 0s parametros nodais wirt@os do enriqueciment@®G

a matriz referente a parcela do enriquecimenfaeo vetor que promove a contribuicdo das

cargas externas devido ao enriquecimento.

Vale destacar que a existéncia e a unicidade dg&wicontinuam atreladas a condi¢édo

(3.45), sendo que os parametros do vétdrdevem ser levados em conta nessa equagao.

3.3.5- Montagem do sistema global considerando o enriquecimento

O sistema dado por (3.68) é valido apenas paralemmeato com um ou mais trechos
enriguecidos. Para a construcdo do sistema de ed®a de elementos finitos, os novos

parametros vindos do enriquecimento numa frontejracomum a dois elementos vizinhos

devem atender as mesmas condi¢des dos graus dkatibeoriginal.
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Assim, dados dois elementdse j com um ou mais trechos em comum, o0s
deslocamentos devem atender a uma condicao dewalatle em forma forte, o que implica
em impor mesmos enriquecimentos nos trechos doseates que irdo compor a fronteira

comum. Essa condicéo se exprime por:

~i
Ue = Ue (3.69)
Ja a condicéo adicional de reciprocidade das tend@mposta em forma fraca mediante a

utilizacdo da matriz das bases de aproximagdo deaa enriquecimento como funcgao

ponderadora. Considerando um caso geral em quamxisrcas de superficie na fronteira

enriguecida, tem-se:

[ agr, (ti ] —E)dr:o (3.70)
:

E

Os graus de liberdade originais ainda atendem aitilegp dado por (3.50)

O sistema global para uma rede contenadementos finitos com um total degraus

de liberdade em deslocamentog\g graus de liberdade provenientes do enriqueciménto

representado por:

——  ——
F, 0 0 -G, -AG, || & €1
O F2 O _Gz —AGZ C2 e2
: : . : : = : (3_71)
0 0 - F, -G, -AG,||Cn €n
6] -Gl .. -gT o o ||[%] | &
T T T Ad, ~Ag,
-AG; -AG, - -AG) 0 0

onde Ad; é o vetor que coleta 0An, parametros em deslocamentoAg; o vetor que

representa as forgas na fronteira enriquecida.

As matrizesAG, e AGJ. referentes a fronteira enriqueci@ia , devem ser inseridas no

sistema na mesma coluna, porém nas linhas corréspt@s a cada elemento.
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Um esboco mais detalhado da montagem do sistembalgloonsiderando o

enriguecimento pode ser encontrado no trabalhddl¢za (2008).

Mais uma vez, a condigéo de existéncia e unicidadsolugdo deve atender ao teste do
“mosaico”. Lembrando que os parametros acrescigogdd ao enriquecimento devem ser

considerados.
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4- 0 Método dos Elementos Finitos Generalizados

4.1- Consideracgoes iniciais

Além das formula¢des descritas no capitulo anteoiairos métodos surgiram a fim de
superar algumas limitacdes do MEF, destacandonsies eles, os denominados métodos sem
malhas. Tais métodos se caracterizam por gerarapnoximagao para o problema utilizando
uma distribuicdo dispersa de nos no dominio dodspldispensando o uso de redes de
elementos finitos. Cada né possui um dominio daéntia, denominado nuvem sobre o qual

se define uma aproximacao local. As func¢des dexapegao podem variar para cada nuvem.

Uma vantagem dessa técnica é a facilidade de autifizngbes especiais para uma
melhor aproximacdo da solugdo do problema, ao @eotdo MEF, onde, em geral, as
funcdes sao polinomiais. Essas fungbes especiamitpen uma melhor aproximacéo da
solucdo em problemas que contenham singularidddies.limitante desses métodos ¢é a
compatibilizacdo das aproximacdes locais para ngnsa aproximacdo global. Outro
limitante € que o aumento do grau da aproximacdbafjlexige a adicdo de ndés no dominio

do sélido, aumentando o custo computacional dasanal

A fim de proporcionar conformidade para a aproxiagwaglobal, o conceito de fungoes
PU foi introduzido.
A funcdo PU em um dado n@ representada porrp}(x), possui as seguintes

caracteristicas:

* @(x)z0em todo o dominio, senfl@ numero do no;

n
. Zqoj (x) =1, onden € o nimero de nos;
j=1

2 deve ser igual a um no @ decrescer até o valor nulo nos demais nos.

A fim de evitar a adicdo de novos nés no dominia @a construcdo de funcbes de

aproximacado de grau elevado, Duarte e Oden (19@®uperam o Método das Nuvens hp.
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Tal método consiste em construir uma aproximaci&mirbaseada em uma PU polinomial de
baixa ordem e enriquecé-la mediante sua multigiicggor outras fungbes de interesse com
um correspondente acréscimo de novos parametr@ssndddenominacachp” do método €

devido a facilidade de implementar o refinamehtqaumento de pontos nodais) e o

refinament (adicdo de novas funcdes na aproximacao).

Por outro lado, Melenk e Babuska (1996) propuserarpregar uma rede de elementos
finitos de modo a aproveitar as fungdes de formizzadas no MEF para compor a PU.
Assim, surgiu o Método dos Elementos Finitos Paotiga Unidade (MEFPU).

A combina¢do do MEFPU com o Método das Nuvkpdevou a criacdo do MEFG
(DUARTE; ODEN; BABUSKA, 2000). Essa unido trouxesagjuintes vantagens:

* Facilidade na geracéo da PU (vantagem vinda do MEF)

* A nuvem atrelada a determinado n6 € definida pelgjunto de elementos
finitos que tenham esse né em comum (Figura 4dtégem vinda do MEF);

» Facilidade em impor as condi¢cdes de contorno essen@antagem vinda do
MEF);

» Facilidade em utilizar funcdes de aproximacao @aEeno enriquecimento em
forma seletiva sobre regibes do dominio (vantageéndavdo Método das
Nuvenshp);

O MEFG néo é sensivel a distor¢do da rede, j& qgreiquecimento € feito em

coordenadas globais.

@® No enriquecido

B Nuvem

Figura 4.1 — Nuvem enriquecedora
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Tendo-se em vista suas caracteristicas gerais, &GQVipropde a construcdo de
aproximacoes locais atreladas a nés (centro densuf@madas pelos elementos que o0s
dividem). Em cada nuvem as func¢des de forma badieasada elemento sdo tomadas como
PU. O método promove o enriquecimento da aproximacélal nas nuvens definidas sobre
regides de interesse. Esse enriquecimento € dddonpdtiplicacdo de uma PU por uma
funcdo enriquecedorf polinomial ou ndo. Pode-se também utilizar masudha fungéo
enriquecedora no mesmo né. Portanto, a familiaudedes de forma do MEFG pode ser

representada por:
Fn:{qbia,azl,...,n /i = 1,...nf} (4.1)

sendo:

a - o indice que representa a nuvem;

n - o0 numero total de nuvens;

I - o contador para o nimero de funcGes enriqueaspor

nf - 0o nimero total de funcfes enriquecedoras;
@ - afungao resultante do produto entre a PU egéfuenriquecedord, da nuvemsg..

Nota-se que o enriquecimento por uma funcdo poliaode uma PU também
polinomial pode gerar dependéncias lineares quesfigtem num sistema resolutivo com
matriz dos coeficientes positiva semi-definida. @stante tal limitacdo, o sistema pode ser
resolvido eficientemente utilizando um procedimeiterativo proposto por Strouboulis,
Babuska e Copps (2000).

Mais informacOes sobre as potencialidades e apesagdo MEFG podem ser
encontradas nos trabalhos de Barros (2002), T203), Proenca e Torres (2008), Duarte e
Kim (2008), Proenca (2008), Alves, Argdlo, e Praern(@009).
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4.2- Formulag¢ao do elemento finito

Dada a caracteristica de definicdo das nuvens n&QJERs funcbes de forma do
método podem ser construidas observando-se osretesrimitos diretamente. Nesse sentido

toda a estrutura original do MEF pode ser preservad

O elemento finito utilizado neste trabalho é o elato quadrilateral, bilinear, com dois
graus de liberdade por né (deslocamentos na diregdy) e isoparamétrico (ASSAN, 2003).
Em seguida, expbem-se as equagles para a montagemendento sem enriquecimento e

com enriquecimento.

4.2.1- Elemento sem enriquecimento

Considere o elemento finito em coordenadas canasiglobais representado na Figura
4.2,

L.

X

Figura 4.2 — Elemento finito em coordenadas cartesnas

Para facilitar o equacionamento, adota-se um elennreferéncia definido num sistema de

: : X : ,
coordenadas adimensiongig,”7), onde f=a e n:X, com origem em seu baricentro

a
(Figura 4.3).
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(-1,1) 11

2

1
S S R ¢ 5

Figura 4.3 — Elemento finito em coordenadas adimemmais

As funcdes de forma do elemento atreladas a castaled:

2 :;11(1—5)(1—17>
@ =2 L+ E)1-1)
o, =%(1+E)(1+/7)

0 =2 -E)t+7)

(4.2)

Assim, de acordo com a formulacdo isoparamétri@praximacado dos deslocamentos

num ponto qualquer do elemento pode ser representatticialmente por:

{u}:¢10¢20¢30¢40 v,
vj 0@ 09, 0¢; 09

(4.3)

ondeu e v sao os deslocamentos nas direcdes x e y, respeeite eu, € v, 0S

deslocamentos ou graus de liberdade donas direcdes x e y, respectivamente.
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A equacédo de compatibilidade é dada por:

— 0
£, 0x 3 1
£ =1 0 — (44)
y ay | |v
Pol 1o o
|0y O0X]

Substituindo a Equacéo (4.3) em (4.4), obtém-se:

U,

I d b 1|V

9 4 9% 4 9% , 9% 4 ||%

c ox ox X X U,

X 0 0 0 0 v
el=lo & o 2% o %% o %" (4.5)

y dy ay oy oy ||Us

Yol 0@ 0p 0p, 09, dps 0, 09, 00,||Vs

|0y Ox 0y O0X 0y 0x dy 0X||uy

B \7

Nota-se que o vetor de deformacBes estd sendosespaelo em coordenadas

cartesianas. Para que sejam utilizadas coordenadiasensionais(f,f]), € necessario

recorrer a regra da cadeia dada por:

_0u_du 05 ouadn

g R
X" ox 65 X 6/7 0Xx
. LV _9vaE, avon (4.6)
Y oy afay an oy

ou 6v auaf auaq avaf 6v6/7

Yoy ox acdy ondy 0Fax 97 dx

A fim de modelar adequadamente os contornos iraegsildo problema, foi utilizado o
elemento finito isoparamétrico. As coordenadas meponto qualquer desse elemento sao

mapeadas utilizando as fun¢des de forma descrtgdg 2):



Capitulo4: O Método dos Elementos Finitos Geneaalixs 53

{x}: » 09, 0¢; 09, O]y, @.7)
yj (0@ 09, 09, 09,/1X;

ondex ey sdo as coordenadas de um ponto generico do eleraente y, as coordenadas

do néi do elemento.

As regras da cadeia dadas em (4.6) podem ser egpadas por:

ou _% 9y 0O O ou
0¢ 0¢ 09¢ ox
EA IS [
n _ n o on 4.8)
w[ |y o o ay||av
0é 0 0¢ || ox
ov
n g o ox ay||
an) | an an Loy

Assim, a matriz Jacobiana, responsavel pela tremsigo das coordenadas locais pelas

coordenadas globais, é definida por:

6xﬂ

9 0f
J= (4.9)

ox oy
an an

a Equacao (4.8) passa a ser escrita por:
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ou ou
0¢ ox
o au
on J 0| dy
_ (4.10)
ov | Lo a|ov
o0& 0X
ov ov
on ay

Agora, utilizando as igualdades dadas em (4.6)p#citando as derivadas deev em

relacdox e ay, as equacdes podem ser representadas por:

u o€ ap o[
ox ax 90X ¢
Yio| o % 7 (4.11)
w7y o 98 anf|av
oX 0x O0X||dé
Nl o ¥ v
ay) | oy 0y]|an
definindo a matriz inversa da matriz Jacobiana:
o o
0xX 0X
9¢ on
dy oy
a Equacao (4.11) pode ser representada por:
ou ou
ox ¢
ou u
oy H O (| dn
= (4.13)
v 0 HJ| ov
0X o0&
ov ov
oy on




Capitulo4: O Método dos Elementos Finitos Geneaalixs 55

O vetor (3x1) da relacdo de compatibilidade passarascrito como um vetor (4x1)

através da seguinte transformacao:

ou
16)4
e | [100 0]
oy
e,1=/0001 5 (4.14)
\

Yy 01105

ov
oy
da Equacéao (4.3) tem-se que:
~ B m ul
0 0
o0& 0¢ oé o0& o0& 1
u
0 0 0 0 2
ul |9, 9% o 0B o 99
on| | on 07 077 077 Vo
= (4.15)
0 u
NIy % o 0% 5 9B 09,114
73 o0& oé o0& oé v,
ov 0 0 0 0
— 0 °a 0 P 0 L 0 Y, u,
on) |~ an on an on |
Vg

A matriz B relaciona as deformac¢des aos graus de liberdamtank, ela pode ser obtida
combinando as equacoes (4.13), (4.14) e (4.15)ltaeslo:

1000
H O

B=(0 0 0 1{ }[BD} (4.16)
0 H
0110

A matriz de rigidez do elemento é representada por:

ab
K, = j j BT DBdxdy (4.17)
-a-b

o))
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sendo a matrizZD definida em (2.4). Transformando a equacdo acimaceordenadas

adimensionais, tem-se:

-

1
.= [ [B'DBIk W (4.18)
_l_

1

onde:
dxdy=JdE & (4.19)

De maneira analoga, o vetor de forgas nodais elgnitess € representado por:

11
r=[ [ ¢ paddéd (4.20)

-1-1

sendo ¢, © vetor das funcdes de aproximacao do carregamblmtco:aso,qoq foi utilizado

igual ag.

4.2.1- Elemento com enriquecimento

Para ilustrar a formulagéo devido ao enriquecimettosidere o elemento finito com

0s quatro nés enriquecidos dado pela Figura 4.4.

4

Figura 4.4 — Elemento finito com os quatro nés emjuecidos

A aproximacao dos deslocamentos desse elementiaéda
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4 nf
u :Z(ﬂl(ui +Z iji t)jui)
N = (4.21)

4 nf
V:ZQ(VI +z fjvi ij.)
i=1 =1

sendo:

fjOIi - a funcdo enriquecedoyao ndi referente ao grau de liberdadie
nf - niGmero total de fun¢des enriquecedoras;

b?i - parametro adicionaldevido ao enriquecimento do nieferente ao grau de liberdadle

Um trecho da Equacédo (4.21) de um noé genéripode ser representado de forma

matricial por:

{u}: 1 41, BTt ht (4.22)

\ -0 0 0 ¢I qolflvi (qfn\fll i

e o trecho da matriBeD( matriz B" enriquecida) referente a um né genériéalado por:
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. % a_qolfui + aflUi

0@ 0¢ u of,"

on on * Tan
0 0
0 0

| 0 0

| 0 0

|a¢| aﬁ f vi + af]-Vi

log og A

lon on * Tan

(4.23)

A matriz de rigidez e o vetor de for¢cas nodais egjentes do elemento sédo obtidos

pelas equacdes (4.18) e (4.20), respectivament@aNade de elementos finitos, a matriz de

rigidez e o vetor de forcas nodais globais devemf@®nados pela contribuicdo de cada

elemento, lembrando que os parametros adicionaienteser considerados no sistema

resolutivo.

Vale destacar que o enriquecimento deve ser relaligabre as coordenadas globais.
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5- 0 Método da Particao

5.1- Consideracoes iniciais

Nesse capitulo descreve-se o Método da Partigqdit{ing methot) (ANDERSSON;
BABUSKA; STEHLIN, 1998; BABUSKA; ANDERSSON, 2005Cada passo do método é
apresentado utilizando como exemplo um problemalssnda mecanica da fratura. Apesar
de ser um problema bidimensional com apenas dsswwéis, a modelagem aqui descrita pode
ser estendida para problemas com varias fissusts)do contidas num meio tridimensional.
Trabalhos complementares sobre o método podem neemteados em Alves, Argblo e
Proenca (2009) e Alves (2010).

O Método da Particdo foi apresentado pela primega com o nome dsplitting
methodpor Andersson, BabuSka e Stehlin (1998) como uocqulimento para analise de
sélidos com mudltiplas fissuras. O referido métogtm por base o Principido da Sobreposicao
(LACHENBRUCH, 1961; ALIABADI; ROOKE, 1991) e o Prifpio de Bueckner
(BUECKNER, 1958). O primeiro principio resolve ocoplema de uma unica fissura pela
sobreposicdo de dois subproblemas: um em que dosébm as condi¢cdes de contorno
prescritas € analisado sem a presenca da fissorauéro refere-se ao problema da fissura
imersa num meio infinito. O Principio de Buecknarapte que o fator de intensidade de
tensdo (FIT) de uma fissura inserida em chapa solo carregamento externo pode ser
determinado de modo equivalente num problema dearfisimersa num meio infinito com

carregamento aplicado nas suas faces.

Outros métodos, como o “Alternating Method”, apticaoriginalmente por Smith,
Emery e Kobayashi(1967 apud ALIABADI; ROOKE, 1991), também utilizasho Principio
da Sobreposicdo, podendo todos eles serem refadesccomo Métodos de Decomposicao.
O que difere essencialmente o “Splitting Method™Atiernating Method” € que o primeiro
elimina o procedimento iterativo presente no segunsto é feito pela proposicdo de um

terceiro subproblema que compde a sobreposicao.

4 SMITH, F.W., EMERY, A. F., & KOBAYASHI, A. S. (19B). Stress intensity factor for semi-circular crack
Part 2 Semi-infinite solidlounal of Applied Mechanics 34, 953-959.
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Assim, inicialmente, o Método da Particdo procuesolver o problema original
dividindo-o em trés subproblemas. A combinacaoeendrtrés subproblemas é tal a obedecer
a condicdo de nulidade de tensbes nas faces dmafid3ara um melhor entendimento do

método, considere-se o problema bidimensionak#ddstna Figura 5.1:

w

p
1 O O O

Figura 5.1 - Subproblema original F; .

A Figura 5.1 mostra uma chapa de largite alturaH, submetida a um carregamento
externop e contendo duas fissuras com comprimentos iguaiCaobjetivo do problema é

obter o FIT para ambas fissuras.

Para auxiliar a solucao numérica, adota-se um leoa de coordenada cuja origem
esta na ponta da fissura e segue em direcdo aigu@o caso, a borda da chapa). Cada um

dos trés subproblemas que comp8em o Método dg&ad#o detalhados em seguida.

5.2- 12 Subproblema

O primeiro desses subproblemas é dito subprobléafig(P”’) e consiste na andlise

do problema original com as condi¢cdes de contompostas, porém sem a presenca de

fissuras (Figura 5.2).
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Figura 5.2 - Subproblema globalP{®.

O objetivo dessa etapa é a descricdo das tens@ejgamente indicadas pgl, nas

linhas que representam as posi¢cdes das fissuragen88es determinadas na solucédo deste
subproblema empregando certa discretizacdo saxiagawas por uma combinacéo linear,
utilizando fungbes (chamados aqui de termos dexapagdo) adimensionalizadas pelo

comprimento de cada fissura (Equagéao (5.1)).
J
=3 b, Q& 3) (5.1)
j=1

Na expressdo acima,é o numero maximo de termos utilizados na comBiméigear |
€ o indice que representa a fissura em anglise,indice que representa os termos de

aproximagaoh ; sao constantes @ (& /g) os termos de aproximagao propriamente ditos,

representados pela seguinte expresséao:

Q,(¢/a) =(§j 5.2)

Observe que as constantgs sdo conhecidas nessa etapa.
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5.3- 22 Subproblema

O segundo é denominado de subproblema |oe#l)(e consiste na andlise da fissura

padrao contida em um meio infinito. O objetivo ess& é determinar o FIT. Nesse
subproblema, as condi¢bes de contorno do problemginal, tanto em forgca quanto em

deslocamento, ndo sao levadas em conta (Figura 5.3)

[o¢]

(o]

Figura 5.3 — Subproblema localP™ .

As mesmas bases de func¢des aproximativas empregatdas aproximacdo de tensdes do

P (Equacdo (5.2)) sdo utilizadas aqui, agora conmegamentos com valores maximos

unitarios aplicados nas faces da fissura. Para ¢adao de aproximagdo aplicado,
determinam-se os FIT e os deslocamentos e tensbasra regido arbitraria, chamada de
contornol'. Essa regido deve estar proxima a fissura e auar completamente (Figura

5.3). As tensdes, genericamente indicadagpoisdo representadas por:

tl(_k) = _Z iy [Qj (& 1a) (5.3)
j=1

Na expressao acimg; (& / q) € dado pela Equagéo (5.2).
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O valor maximo do indick é igual ao produto entre o numero de fissurasatifes do
problema original I} e o niumero de termos utilizados para a aproximalghtensdesJ).

Assim, os subproblemag® sdo resolvido& vezes.

5.4- 32 Subproblema

O ultimo subproblema é composto por subploblemabait () e tem por objetivo
representar os efeitos das interacdes entre agaissNosP, utilizam-se o dominio do

problema original com as condicdes de contorno esftodamento, porém sem a presenca das

fissuras e sem os carregamentos externos.

Para simular os efeitos que uma fissura provocaesab demais sdo aplicados os

deslocamentos obtidos no proble®& no mesmo contornb (Figura 5.4).

Figura 5.4 — SubproblemaP{* .

O objetivo desse subproblema é a determinacdoetadds, genericamente indicadas
por t¥ | nas linhas que representam as fissuras extamesntornd’. As tensdes naquelas
linhas, determinadas na solucdo do problema conta ceiscretizacdo, também sao

aproximadas pelos mesmos termos utilizado®fo As tensc”)e$é") séo representadas por:
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(=3 ¥ 0 (£ / a) (5.4)
j=1

Nesse subproblema, ndo se consideram os efeiteesdeleslocamentos na fissura

interna ao contornb. Observa-se que a diferenca entre o subproblfa P estd apenas

no carregamento aplicado.

Na Equagdo (5.4 representa as constantes da combinagéo lin@aee a) é dado

pela Equacao (5.2).

Observa-se ainda que as constaluiﬁsséo conhecidas nessa etapa e que, assim como

nos subproblemaR™, os P sé&o resolvidok vezes.

5.5- Solu¢dao numérica

A representacdo matematica para a sobreposicadcspodada pela seguinte equacgao:

M M
P,=pPY+> a,PY+> a Y (5.5)
k=1 k=1

O simboloa, representa os fatores de escala utilizados nandetgdo dos FIT finais

das fissuras B representa o nimero maximo de problerRse P, ou seja:

M=1.J (5.6)

Na equacéo acimérepresenta o numero de fissuras diferentésepresenta o nimero

de termos de aproximagao.

Na Equacdo (5.5), os valores d@ no dominio externo ao contornb sé&o

desconsiderados. Ao contrario, R os valores desconsiderados sdo os da regidoardaern

contornaol’.

A montagem do sistema para o calculo dos parametrakecorre da imposicdo em
forma fraca de tensdes nulas nas faces das fisgtssa imposicao é realizada em forma de

residuos ponderados (Equacéao (5.7)).
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[tQ.(¢6/a)dé=0 comj2=1..3 (5.7)

onde:
t =t +tH +t (5.8)
ule/a)=[£] 9

sendo quet representa a soma das tensdes nas faces dasdigkircada um dos trés

subproblemas (Equacdo (5.8)). O inditaz referéncia a fissur&Q,, € a fungdo ponderadora

(Equacao (5.9)), funcdo do comprimento da fissraq € da coordenadd ao longo da

fissura. A variavej da Equacéo (5.9) representa o nimero do termprd&imacao de tensao
utilizado.

Observando as Equagoes (5.4) e (5.5), obtém-sprasséio final partl:
J
=220, 05/ a) (5.10)

=1 k=1

sendoa o parametro a ser determinado (observe que ete@p#anto emP® quanto em

P, pois eles sdo dependentes).

As variaveist) et sdo representadas pelas Equacdes (5.1), (5.3).

Substituindo as Equacdes (5.1), (5.3) e (5.10)%8) € o resultado disso em (5.7) tem-

se:
& 3 M )
jZ{h.i ~Gjay )G |]"f(,j):|Q(ﬁ; la),(¢/a) €=0 (5.11)
0 =1 k=1
Isolando os termos dependentesalala equacéo acima obtém-se 0 seguinte sistema
linear:

[1G] Qla} ={r} (5.12)
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Onde [IG] é chamada de matriz de influéncia geral, j& quaténa os termos

responsaveis pela interacdo entre fissuras. O wefornece os fatores de escala responsaveis

para encontrar os FIT finais para cada fissura:

J
K(i)(J) =Zaj+(i—l)El l:Kj(j) (5'13)
=1

sendoK{" os FIT calculados no subproblers’ para cada termo K" (J) os FIT finais

para cada fissura.

A deducéo do sistema linear dado pela Equacédo)(pdde ser encontrada no Anexo
(B) retirado do trabalho de Alves (2010).

Um ponto a ser observado é que os probleRidse P sdo independentes entre si,
assim como os problem&sdo P e do P . Portanto esse método permite explorar o

recurso da paralelizacdo, diminuindo, assim, o ocugimputacional. Além disso, em

problemas cujas fissuras sdo iguais, s6 é necessatizar o problem®"“ uma vez, pois o

resultado é o mesmo para todas as fissuras.
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6- Resultados

6.1- Consideracoes iniciais

Neste capitulo apresentam-se quatro aplicacOesoralzds a fim de verificar o
desempenho da formulac&o hibrido-Trefftz e do MEREcados a sélidos contendo fissuras.
Inicialmente, foi analisado um problema contenda umica fissura modelado sem o uso do
Método da Particdo. Neste caso, o intuito € o tidaracada uma das formulagées numéricas.
Em seguida, as formula¢des foram aplicadas no MétladParticio em problemas contendo
duas fissuras. A grandeza de interesse para asemél o FIT do modo | de abertura da
fissura. Os valores encontrados foram comparadas analiticos ou com valores de
referéncia obtidos mediante o MEF convencional psditware ANSYS. Para ambas

formulacées, as redes foram geradas com o auxilanfiware ANSYS.

Observa-se que nos problemas contendo duas fissiimagicas o subproblema local
foi resolvido para uma das fissuras, ja que os slattidos na analise sdo 0s mesmos para a
outra fissura. Para todos 0s casos, o0 modulo degicidade transversal e o coeficiente de

Poisson valem, respectivamer&es 1,0 ev = 0,3.

No uso da formulacéo hibrido-Trefftz a aproximadés campos de deslocamentos no

contorno do elemento foi obtida mediante a utiézade quatro bases de aproximacAg;
B, B, € B,. Tais bases foram definidas no capitulo 2. Valstatar que em todos os

problemas a simetria horizontal foi explorada akizat esta formulacéo.

Para a analise com o MEFG foi utilizado o elemeastparamétrico quadrilateral com
quatro noés representado na Figura 4.3. Como a&wlpgra o problema contendo uma ou
mais fissuras possui uma parcela regular (no emtden ponta da fissura) e uma parcela
irregular (predominante na ponta da fissura), eqgeecimento nodal foi feito com fungdes
polinomiais e funcbes que representam a solucabtiemade problemas da mecanica da
fratura. As funcdes formadas pela solucdo analsi&cao representadas pela létraeguido
de x se a funcéo for definida na direcdo de x e segudwly se a funcéo for definida na
direcdo de y. Elas podem ser encontradas no t@tghAlves (2010). Ao contrario da



68 Capitulo6: Resultadq

aplicacdo da formulacao hibrido-Trefftz, ao empreg®EFG néo foi explorada a simetria
horizontal dos problemas. Isso porque as funcoeguatedoras utilizadas neste trabalho né&o
sao do tipo "bolha", ou seja, os parametros adatsoa elas associados nao valem zero nos
nos e destroem o significado dos parametros namtégnais. Portanto, a imposicao da
condicdo de contorno homogénea requer uma relagdemendéncia entre os parametros, de
implementagdo computacional mais trabalhosa. Agsarg evitar essa dificuldade, optou-se

por realizar a andlise de todo o dominio do sdlido.

Para a resolugdo dos problemas foi admitido ummegde linearidade fisica e
geomeétrica, bem como a hipotese de forcas volumiglas. Para simplificar o procedimento,

as unidades de cada grandeza foram omitidas.

A extracdo do FIT para os problemas analisados &dormulacéo hibrido-Trefftz é
obtida com base no campo de tensdes proximo a manféssura. Assim, toma-se como
referéncia uma faixa a partir da ponta da fissuéawana distancia igual a 10% do seu
comprimento. O valor do FIT é dado pela Equacgédb) (6.

FIT =|irT(1)\/27Tr0i (6.1)

Sendo:

e 1 adistancia dos pontos considerados até a poritssdea;

* 0, ovalor datensao no ponto considerado.

J& para os problemas analisados com o MEFG a agtdessa mesma grandeza foi
obtida pela técnica de correlacdo dos deslocamd®OtJZA, 2008 e LEONEL, 2006).
Nessa técnica foram escolhidos pontos das facéissima situados a partir da ponta a uma
distancia de 10% do seu comprimento. O deslocamentaal desses pontos determina o

valor do FIT pela Equacéo (6.2).

. G |2
FIT =lim—,|—A 6.2
-0k +1V r ¢ (62)
Sendo:
e G= 0 moédulo de elasticidade transversal;

2(1+v)
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e E,v o médulo de elasticidade e o coeficiente de Poissspectivamente;
e k=3-4 para o Estado Plano de Deformacoes (EPD():ei:—V para o Estado
v

Plano de Tensdes (EPT);
e 1 adistancia dos pontos de referéncia até a pentiasiira;

« A¢ o deslocamento entre as duas faces da fissurapdgdm® pontos considerados.

Nos exemplos, foi adotada uma rede de elementiedfifixa para cada subproblema
local. As redes apresentadas foram as que propargom o0s melhores resultados
considerando um erro relativo em torno de 1%. Ress® ainda que o comprimento da

fissura é invariavel, ou seja, sua propagacao aigmalisada.

6.2- 12 Problema

O primeiro problema trata da analise de uma chapéendo uma fissura horizontal

submetida a um carregamento constante em suasskiéiidara 6.1).

F——

Figura 6.1 - Chapa com uma fissura e carregamentmastante.
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No dimensionamento, adotou-se a largdrala chapa igual a 10, o comprimenb
igual a 20 e o comprimentoda fissura igual a 1. O carregamento uniformemeisteibuido

p vale 1.
O valor analitico do FIT desse problema vale 2@98/ES, 2010).

Para a andlise do problema néo foi utilizado o Ei@tda Particdo, pois seu uso ndo é
necessario em problemas contendo uma so fissugan Alsso, o0 objetivo neste caso é o de
avaliar o desempenho das formulacdes numéricaisitvbrefftz e MEFG.

6.2.1 - Analise utilizando a formula¢ao hibrido-Trefftz

Para a modelagem foi utilizada a simetria horizahdgoroblema (Figura 6.2).

Figura 6.2 — Modelo do 1° problema utilizando a fanulacao hibrido-Trefftz.

A rede que compde a discretizacdo do problemastralla na Figura 6.3 e o detalhe da

regido proximo a fissura é dado pela Figura 6.4.
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RAIZ DAFISSURA  PONTA DA FISSURA

Figura 6.3 — Rede do 1° problema utilizando a formlagdo hibrido-Trefftz.

RAIZ DA FISSURA  PONTA DA FISSURA

Figura 6.4 - Detalhe da regido préximo a fissura.

A chapa foi discretizada utilizando o elemento téinhibrido-Trefftz descrito neste
trabalho. A rede contém um total de 35 elementd8 @ds, sendo que todos os contornos

foram enriquecidos, exceto aqueles vinculados.

Os resultados obtidos sdo apresentados nas Taleka Babela 6.4. Inicialmente é
apresentado o resultado para a andlise sem erirgpréo (basefy). Em seguida séo
mostrados os resultados para os enriquecimentosantio as baseg, f. e f3 variando a

dimenséo das bases enriquecedoras.
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Tabela 6.1 — Resultados do FIT sem enriquecimento

SEM ENRIQUECIMENTO )

Dimensao da FIT Erro relativo Graus de
base FIT final . liberdade
. analitico (%) )
enriquecedora totais
0 0,580 2,098 72,35 1735

Tabela 6.2 - Resultados do FIT com enriquecimentadrarquico

ENRIQUECIMENTO HIERARQUICO §;

Dimensao da EIT Erro Graus de
base FIT final e : liberdade
, analitico | relativo (%) )
enriguecedora totais
1 1,125 2,098 46,38 1891
2 1,519 2,098 27,60 2047
3 1,821 2,098 13,20 2203
4 2,129 2,098 1,48 2359
5 2,411 2,098 14,92 2515
6 2,559 2,098 21,97 2671

Tabela 6.3 — Resultados do FIT com enriqguecimentcn-hierarquico

ENRIQUECIMENTO NAO-HIERARQUICO §,)

Dimensao da FIT Erro Graus de
base FIT final e X liberdade
. analitico | relativo (%) )
enriquecedora totais
1 0,777 2,098 62,96 1891
2 1,539 2,098 26,64 2047
3 1,821 2,098 13,20 2203
4 1,973 2,098 5,96 2359
5 2,288 2,098 9,06 2515
6 2,535 2,098 20,83 2671
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Tabela 6.4 — Resultados do FIT com enriquecimentoigonométrico

ENRIQUECIMENTO TRIGONOMETRICO (Bs)

Dimensdo da . Graus de
. FIT Erro relativo | .
base FIT final N liberdade
. referéncia (%) .
enriquecedora totais
1 0,931 2,098 55,62 1891
2 1,403 2,098 33,13 2047
3 1,752 2,098 16,49 2203
4 2,077 2,098 1,00 2359
5 2,352 2,098 12,11 2515
6 2,523 2,098 20,26 2671

Analisando os dados das tabelas acima, verifigpseen menor erro relativo é atingido
quando se utiliza o enriquecimento trigonométri€abgla 6.4) com uma dimensao da base

enriquecedora igual a quatro.

Comparando os resultados da Tabela 6.2 com a Té@kklaota-se que os valores dos
erros relativos estdo bastante préximos. Ja o wguipento com base nao-hierarquica
(Tabela 6.3) apresentam valores de erros relativaigo altos. Finalmente, comparando os
resultados da Tabela 6.1 com as demais tabeladica«se uma grande queda do erro

relativo, comprovando a melhora na aproximacamtia&go ao utilizar o enriquecimento.

Observa-se que ao utilizar uma dimensdo da basgueoedora maior que quatro, o
erro relativo volta a subir. Isso pode estar rela@tdo ao ndo atendimento da condicéo (3.45)

causa instabilidade na aproximacédo da solucao.

Para ilustrar a obtencdo do FIT, considere o graftl; x r para 0 caso com

enriguecimento utilizando a baBge com a dimensao da base enriquecedora igualteoqua

(Figura 6.5). No graficoFIT; representa o valow/27ro,no ponto "i* considerado e

representa a distancia entre a ponta da fissui@oato considerado para a obtencéo do FIT.
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FIT, xr

FIT,

— — — — — - - - - - -
o o o o o o o o o o o
o P N o < [Ta) O ~ [<] o] o
o o o o o o o o o o o

Figura 6.5 — Gréfico do FIT, x r

Percebe-se que os pontos mais préximos da pontisslaa sofrem uma grande
perturbacdo com relagdo aos valores de, fidis o valor de tende a zero. Em pontos

afastados, também ocorre uma perturbacao.

Portanto, para a extracdo do FIT, foi feita umaimatlizando minimos quadrados no
trecho entre r=0,02 e r=0,08, ja que nessa faisr@amos uma estabilidade da curva. Ao
todo, foram coletados valores de Fm 600 pontos (para todos os casos, a quantidsdesl

pontos foi arbitrario), sendo a distancia entrs &jeal a 0,001.

6.2.2 - Analise utilizando o MEFG

Para a modelagem nao foi utilizada a simetria bated do problema. Os dados

geométricos do problema estdo mostrados na Figéra 6
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LI I bbe )

Figura 6.6 - Modelo do 1° problema utilizando o MEG

A rede utilizada no problema € ilustrada pela Fdgui7 e o detalhe da regido pré6ximo a

fissura é dado pela Figura 6.8.

Figura 6.7 - Rede do 1° problema utilizando o MEFG
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Figura 6.8 - Detalhe da regido proximo a fissura

Na Figura 6.7 e Figura 6.8 a linha vermelha indidssura. A rede contém um total de
717 nés e 656 elementos. Todos os nds foram epittpgeem ambas as direcdes (X e ),
exceto aqueles vinculados. As funcdes enriquecedditizadas sdo: x,%xx, x*, X°, Fx na
direcdo x e y, 3 ¥°, ¥*, ¥, Fy na direcéo y. O resultado obtido com todos osjaedimentos
aplicados simultaneamente é apresentado na Tabela 6

Tabela 6.5 - Resultados do FIT utilizando o MEFG

. Graus de
FIT . . | Errorelativo .
. FIT referéncia liberdades
obtido (%) .
totais
2,064 2,098 1,62 9870

6.3- 22 Problema

O segundo problema enfatiza a andlise de trés dasasubproblemas locaigt’ ):

» Carregamento constante aplicado nas faces de sswdide comprimenta"

imersa num meio infinito;
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e Carregamento linear aplicado nas faces de umardisse comprimentda"
imersa num meio infinito;
» Carregamento quadratico aplicado nas faces de isswad de comprimenta"

imersa num meio infinito.

O valor do FIT do primeiro caso foi comparado cowator analitico. Os demais foram
comparados com os valores de referéncia. Os valeresferéncia para o FIT foram retirados

do trabalho de Alves (2010). Naquele trabalho, maraodelagem dos subproblemg¥’

foram utilizados elementos finitos quadrilateragsoito nds (deslocamentos em duas direcoes
por nd), aproveitando a simetria horizontal do fewita. A rede foi composta de 25107 nés e
8310 elementos, num total de 50214 graus de liderda analise foi realizada pelo MEF

classico.

Nota-se que a énfase € sobre o campo local deeengdis, ao utilizar o Principio de
Bueckner, apenas nas vizinhancas da ponta dadigsgue se observa a equivaléncia de
distribuicdo de tensfes entre 0os casos em queegeanento € aplicado nas faces da fissura e
aplicado nas bordas da chapa.

6.3.1 - Analise utilizando a formulag¢ao hibrido-Trefftz

Para a modelagem dos trés casos foi explorada etrignhorizontal do problema.
Adotou-se a dimenséao infinita da chapa como umaen@o igual ao da chapa do 3°

problema (que sera visto adiante), pois nele sgibados esses mesmos subproblem@&s

Essa coincidéncia de dimensdes ndo trara prejuzesultado final ja que se trata de um

problema contendo poucas fissuras.

A rede de elementos finitos hibrido-Trefftz utilizanos trés casos pode ser visualizada
na Figura 6.9. Ela contém um total de 120 noés esl8fnhentos. O interior ampliado do
contorno gama pode ser visto na Figura 6.10. Toddsechos da rede foram enriquecidos,

com excecao daqueles que possuem noés vinculados.
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CONTORNOI'

RAIZDAFISSURA  PONTA DA FISSURA

Figura 6.9 — Rede de elementos finitos hibrido-Trék do 2° problema

CONTORNO T

RAIZ DA FISSURA PONTA DA FISSURA

Figura 6.10 — Detalhe da regido interna ao contorngama

A seguir sdo detalhados cada um dos trés casasgeoblemaR® .

6.3.1.1- Carregamento uniforme aplicado na face da fissura

Como comentado, o primeiro subproblema local é radstna Figura 6.11.
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Figura 6.11 — Primeiro subproblema local.

O problema foi modelado explorando-se a simetriacdedo com a Figura 6.12:

10

R

Figura 6.12 — Modelo para o primeiro subproblema loal

A curva doFIT; x r para o caso em que é utilizado o enriquecimergratguico com

uma dimenséo da base enriquecedora igual a ciapeeéentada na figura abaixo:
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FIT, xr
2.2
2
1.8
1.6
1.4
1.2
FIT.
' o8
0.6
0.4
0.2
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Figura 6.13 — Curva de FIT; x r para o primeiro subproblema local

Assim como na Figura 6.5, percebe-se do graficmacjue 0s pontos mais proximos
da ponta da fissura sofrem uma grande perturbamé@orelacdo aos valores de Flpois o

valor der tende a zero. Em pontos afastados, pode-se tapdx@eber uma perturbacéo.

Portanto, para a extracdo do FIT, também foi cattailuma média utilizando minimos
quadrados no trecho entre r=0,01 e r=0,08, ja ggsanfaixa observamos uma estabilidade da
curva. Ao todo, foram coletados valores de;[eifi 700 pontos, sendo a distancia entre eles
igual a 0,001. O valor do FIT, bem como a comparagin o valor analitico, € dado pelas
Tabela 6.6 a Tabela 6.9:

Tabela 6.6 — Resultados do FIT sem enriquecimento

SEM ENRIQUECIMENTO o)

Dimensao da . Graus de
. FIT Erro relativo | |.
base FIT final . liberdade
. referéncia (%) .
enriguecedora totais

0 0,634 2,098 69,78 1735
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Tabela 6.7 — Resultados do FIT com enriquecimentddrarquico

ENRIQUECIMENTO HIERARQUICO §,)

Dimensao da FIT Erro Graus de
base FIT final ~ . | relativo | liberdade
. referéncia .
enriquecedora (%) totais
1 1,278 2,098 39,08 1891
2 1,642 2,098 21,73 2047
3 1,800 2,098 14,20 2203
4 1,929 2,098 8,06 2359
5 2,101 2,098 0,14 2515
6 2,226 2,098 6,10 2671

Tabela 6.8 — Resultados do FIT com enriqguecimentdn-hierarquico

ENRIQUECIMENTO NAO-HIERARQUICO f§,)

Dimenséao da FIT Erro Graus de
base FIT final ~_ .| relativo | liberdade
. referéncia .
enriquecedora (%) totais
1 1,089 2,098 48,09 1891

1,517 2,098 27,69 2047
1,800 2,098 14,20 2203
1,846 2,098 12,01 2359
2,051 2,098 2,24 2515
2,203 2,098 5,00 2671

OO |W|IN

Tabela 6.9 — Resultados do FIT com enriquecimentoigonométrico

ENRIQUECIMENTO TRIGONOMETRICOf3)

Dimenséo da . FIT Erro relativo (_Sraus de
base FIT final n . liberdade
. referéncia (%) :
enriquecedora totais
1 1,255 2,098 40,18 1891
2 1,540 2,098 26,60 2047
3 1,747 2,098 16,73 2203
4 1,881 2,098 10,34 2359
5 2,073 2,098 1,19 2515
6 2,217 2,098 5,67 2671

Analisando os dados das tabelas verifica-se quendguecimentos hierarquicos e
trigonométricos com uma dimensdo da base enriquezedjual a cinco fornecem os
melhores resultados. JA o enriquecimento com a bhaséhierarquica fornece resultados

piores que os demais.
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Comparando os resultados da Tabela 6.6 com as sleveafica-se uma grande queda
do erro relativo, comprovando a melhora na aprogdoada solucdo ao utilizar o

enriguecimento.

Observa-se que ao utilizar uma dimensdo da basgueoedora igual a seis o0 erro
relativo volta a subir. Isso pode ser justificasdopfato que o ndo atendimento da condicao
(3.45) causa uma instabilidade na aproximacao ldg&m

6.3.1.2- Carregamento linear aplicado na face da fissura

O segundo subproblema local € ilustrado na figheixa:

[00]

Figura 6.14 — Segundo subproblema local

O problema foi modelado explorando-se a simetriacedo com a Figura 6.15.



Capitulo6: Resultados 83

Figura 6.15 — Modelo do segundo subproblema local

A curvaFIT; x r para 0 caso em que é utilizado o enriquecimerigortométrico com
uma dimensao da base enriquecedora igual a quap@egentada na Figura 6.16:

FIT, xr
1
0.8
0.6
FIT, °4
1

0.2
0

— — — — — — — — — —

(=] o o o o o o o o o

(=] - N [s2] < LN O ~ Q D

o o o o o o o o o o

r

Figura 6.16 - Curva de FIT, x r para 0 segundo subproblema local

Assim como no subproblema anterior, a extracao Idoféi obtido calculando uma
média utilizando o processo dos minimos quadraddsecho entre r=0,01 e r=0,08. Ao todo,
foram coletados valores de F@m 700 pontos, sendo a distancia entre eles &gQa801. O
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valor do FIT, bem como a comparacdo com o valotitaotaé dado pelas Tabela 6.10 a

Tabela 6.13:

Tabela 6.10 - Resultados do FIT sem enriquecimento

SEM ENRIQUECIMENTO

Dimenséo da| FIT final FIT Erro relativo | Graus de
base referéncia (%) liberdade

enriquecedorg totais
0 0,315 0,856 63,20 1735

Tabela 6.11 - Resultados do FIT com enriquecimentterarquico

ENRIQUECIMENTO HIERARQUICO

Dimensao da | FIT final FIT Erro Graus de

base referéncig relativo | liberdade
enriquecedora (%) totais

1 0,594 0,856 30,61 1891

2 0,752 0,856 12,15 2047

3 0,814 0,856 4,91 2203

4 0,869 0,856 1,52 2359

5 0,938 0,856 9,58 2515

6 0,991 0,856 15,77 2671

Tabela 6.12 - Resultados do FIT com enriquecimenttéo-hierarquico

ENRIQUECIMENTO NAO-HIERARQUICO
Dimenséao dg FIT final FIT Erro Graus de
base referéncia| relativo | liberdade
enriquecedori (%) totais

D

0,510 0,856 40,42 1891
0,704 0,856 17,76 2047
0,825 0,856 3,62 2203
0,834 0,856 2,57 2359
0,918 0,856 7,24 2515
0,982 0,856 14,72 2671

OO B|IWIN|F
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Tabela 6.13 - Resultados do FIT com enriquecimentoigonométrico

ENRIQUECIMENTO TRIGONOMETRICO

Dimenséo da | FIT final FIT Erro relativo | Graus de

base referéncig (%) liberdade
enriguecedora totais

1 0,587 0,856 31,43 1891

2 0,710 0,856 17,06 2047

3 0,792 0,856 7,48 2203

4 0,849 0,856 0,82 2359

5 0,924 0,856 7,91 2515

6 0,987 0,856 15,30 2671

Analisando os dados das tabelas verifica-se quendgiuecimentos hierarquicos e
trigonométricos com uma dimensdo da base enriqoezeidgual a quatro fornecem os
melhores resultados. Ja o enriquecimento com a baséierarquica fornece resultados

piores que os demais.

Comparando os resultados da Tabela 6.10 com asigealeelas, verifica-se uma
grande queda do erro relativo, comprovando a malharaproximacao da solugéo ao utilizar

0 enriquecimento.

Observa-se que ao utilizar uma dimensao da bagpieoedora maior que quatro o erro
relativo volta a subir. Mais uma vez, isso podesstificado pelo fato que o ndo atendimento

do teste do “mosaico” esta causando uma instabdidi@a aproximacéo da solucéo.

6.3.1.3- Carregamento quadrdtico aplicado na face da fissura

O terceiro subproblema local esta mostrado na &igur7:
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Figura 6.17 — Terceiro subproblema local

Novamente, a simetria foi explorada conforme regresio na Figura 6.18.

10

e

Figura 6.18 — Modelo do terceiro subproblema local

A curvaFIT; x r obtida para o caso em que é utilizado o enriquationhierarquico
com uma dimensao da base enriquecedora igual eoqsih apresentada na Figura 6.19:
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FIT, xr
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Figura 6.19 — Curva de FIT; x r para o terceiro subproblema local

Assim como nos subproblemas anteriores, a extrég&dT foi obtida calculando uma
média utilizando o processo dos minimos quadraddeecho entre r=0,01 e r=0,08. Ao todo,
foram coletados valores de F@m 700 pontos, sendo a distancia entre eles &0a#01. O
valor do FIT, bem como a comparacdo com o valofitmmaé dado pelas Tabela 6.14 a
Tabela 6.17:

Tabela 6.14 - Resultados do FIT sem enriquecimento

SEM ENRIQUECIMENTO

Dimensao da| FIT final FIT Erro Graus de
base referéncig relativo | liberdade
enriquecedora (%) totais

0 0,206 0,556 62,95 1735




88 Capitulo6: Resultadq

Tabela 6.15 - Resultados do FIT com enriquecimentaderarquico

ENRIQUECIMENTO HIERARQUICO

Dimensao da | FIT final FIT Erro Graus de

base referéncig relativo | liberdade
enriquecedora (%) totais

1 0,386 0,556 30,58 1891

2 0,488 0,556 12,23 2047

3 0,529 0,556 4,86 2203

4 0,562 0,556 1,08 2359

5 0,606 0,556 8,99 2515

6 0,640 0,556 15,11 2671

Tabela 6.16 - Resultados do FIT com enriquecimenttéo-hierarquico

ENRIQUECIMENTO NAO-HIERARQUICO

Dimenséao dg FIT final FIT Erro Graus de
base referéncia| relativo | liberdade

enriquecedora (%) totais
1 0,330 0,556 40,65 1891

0,457 0,556 17,81 2047
0,535 0,556 3,78 2203
0,540 0,556 2,88 2359
0,593 0,556 6,65 2515
0,633 0,556 13,85 2671

o0 h~[WIN

Tabela 6.17 - Resultados do FIT com enriquecimentoigonométrico

ENRIQUECIMENTO TRIGONOMETRICO

Dimensao da| FIT final FIT Erro Graus de
base referéncigd relativo | liberdade

enriquecedora (%) totais
1 0,382 0,556 31,29 1891

0,460 0,556 17,27 2047
0,513 0,556 7,73 2203
0,549 0,556 1,26 2359
0,597 0,556 7,41 2515
0,638 0,556 14,75 2671

OO PB|WIN

Analisando os dados das tabelas, verifica-se quendguecimentos hierarquicos e

trigonométricos com uma dimensdo da base enriqoezeidgual a quatro fornecem os
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melhores resultados. Ja o enriquecimento com a baséierarquica fornece resultados

piores que os demais.

Comparando os resultados da Tabela 6.14 com asigealeelas, verifica-se uma
grande queda do erro relativo, comprovando a malharaproximacao da solugéo ao utilizar

0 enriquecimento.

Observa-se, novamente, que ao utilizar uma dimedad@ase enriquecedora maior que
quatro, o erro relativo volta a subir. Isso podejgstificado pelo fato que o ndo atendimento

do teste do “mosaico” esta causando uma instabdidi@a aproximacéo da solucao.

6.3.1.4- Conclusdes gerais da andlise utilizando a formulagées hibrido-Trefftz

Ao analisar os trés casos, observa-se que os raslhesultados séo obtidos utilizando
as bases enriqguecedoras hierarquicas e trigonca®taté a dimenséo igual a quatro. Os
resultados obtidos com a base nao-hierarquica oéonftdo efetivos, talvez porque as
fungBes dessa base ndo apresentam uma distritsingétrica (Figura 3.4).

6.3.2 - Analise utilizando o MEFG

Para a modelagem dos trés casos nao foi utilizeglnetria horizontal do problema.
Assim como na analise com a formulagéo hibridofie€onsiderou-se a dimenséo infinita
da chapa como uma dimenséo igual ao da chapamold®ma (que sera visto adiante), pois

nele serdo utilizados esses mesmos subprobleffias

A rede de elementos finitos utilizada nos trés sgsmle ser visualizada na Figura 6.20.
Ela contém um total de 717 nés e 656 elementososiod nés da rede foram enriquecidos
em ambas as direcdes (x e y), exceto aqueles waohasd As funcdes enriquecedoras
empregadas sdo: X2, xC, x*, x°, Fx na direcéo x e y,yy*, y*, V°, Fy na direcéo y. Contando

com o enriquecimento, totalizam 9870 graus dedibee.

O detalhe do interior do contorno gama pode séo wvia Figura 6.21.
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Figura 6.20 — Rede de elementos finitos do segunpimblema utilizando o MEFG

Figura 6.21 - Detalhe da regido interna ao contorngama
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6.3.2.1 - Carregamento uniforme aplicado na face da fissura

O primeiro subproblema local é dado pela Figurd @ $eu modelo é representado pela
Figura 6.22.

Figura 6.22 - Modelo para o primeiro subproblema loal

A extracdo do FIT foi obtida utilizando a técniaa @brrelacao dos deslocamentos. Os
nés utilizados para a extracdo do FIT ficam em wechb correspondente a 10% do
comprimento da fissura. O resultado obtido podeisealizado na Tabela 6.18.

Tabela 6.18 - Resultados do FIT com MEFG

FIT obtido | FIT referéncia | Erro relativo | Graus de

(%) liberdad
e totais
2,083 2,098 0,71 9870

6.3.2.2 - Carregamento linear aplicado na face da fissura

O segundo subproblema local € o0 mesmo dado pelaaF§14 e reproduzido pela
Figura 6.23.
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Figura 6.23 - Modelo para o segundo subproblema lat

Assim como nos subproblemas anteriores, a extrdgabIT foi obtida utilizando a
técnica de correlacdo dos deslocamentos. Os rlizaddis para a extracdo do FIT ficam em
um trecho correspondente a 10% do comprimento ssar. O resultado obtido pode ser
visualizado na Tabela 6.19.

Tabela 6.19 - Resultados do FIT com MEFG

FIT obtido |FIT referéncia | Erro relativo | Graus de

(%) liberdad
e totais
0,893 0,856 5,37 9870

6.3.2.3 - Carregamento quadrdtico aplicado na face da fissura

O terceiro subproblema local é dado pela Figur@.65&u modelo é representado pela
Figura 6.24.
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Figura 6.24 - Modelo para o terceiro subproblema Ical

Assim como nos subproblemas anteriores, a extrdgabIT foi obtida utilizando a
técnica de correlacdo dos deslocamentos. Os néaddis para a extragdo do FIT ficam a

uma distancia de 10% do comprimento da fissura.

Tabela 6.20 - Resultados do FIT com MEFG

FIT obtido | FIT referéncia | Erro relativo | Graus de
(%) liberdad

e totais

0,569 0,556 6,35 9870

6.3.2.4- Conclusées gerais da andlise utilizando o MEFG

Observa-se que o valor do erro relativo indicado Tebela 6.19 e Tabela 6.20 est4 alto
em relacdo a um critério em que 1% seria o errejéesl. Porém ao aplicar a sobreposicéo
de todos os subproblemas propostos pelo Métodadi®b, o erro relativo do FIT final das

fissuras tende a diminuir. Isso sera visto no tevg@oblema.



94 Capitulo6: Resultadq

6.4- 32 Problema

O terceiro problema trata de uma chapa contends fissuras horizontais, iguais e
simétricas. A chapa estd submetida a um carreganwmttracio em ambas as bordas

horizontais (Figura 6.25).

—X pe) ﬂ

Figura 6.25 — Chapa com duas fissuras e carregamentao - uniforme

No dimensionamento, adotou-se a largiraa chapa igual a 10, o comprimehiala
chapa igual a 20 e o comprimeni) das fissuras igual a 1. O carregamau(td é descrito

pela expresséao:

2
p(x) =1+ (ﬁj (6.3)
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6.4.1- Analise utilizando a formula¢ao hibrido-Trefftz

Para a modelagem foi explorada a simetria horitatdaproblema nas redes dos

subproblema®y” e P (redes iguais) e na do subproblerid.

O modelo para os subproblem® e P esta representado pela Figura 6.26. Os

mesmos subproblemas locais apresentados no seguollema foram adotados para esse
problema, com um total de trés termos de aproximageus modelos sdo aqueles
representados nas figuras Figura 6.12, FiguraéHi§ura 6.18.

Figura 6.26 - Modelo para os subproblema®{” e P

A rede utilizada nos subproblem&s” e P esta representada na Figura 6.27, sendo

composta por 391 nés e 352 elementos. Como nesstisrmpas nao ha presenca de fissura, a
analise foi feita pelo MEF classico.
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RAIZ DAFISSURA  PONTA DA FISSURA PONTADAFISSURA  RAIZ DA FISSURA

Figura 6.27 — Rede utilizada nos subproblemag/® e P{¥

Na Figura 6.27 as linhas em vermelho representaontorno gama. Vale lembrar que
nesses dois subproblemas ndo ha a presenca dedisElas estdo indicadas nessa figura

apenas para ilustracéo.

Observa-se que a rede dos subproble®@s e P é mais refinada que a rede do
subproblemaP® . Isso se deve ao fato que no subprobleRfa apenas uma fissura é
considerada para cada rede. J& nos subprobletfias P, deve-se ter linhas de nés que

representem as duas fissuras e linhas de nés p@seatem o contorno gama.

Os resultados dos FIT finais obtidos com a sobie@oslescrita no Método da Particdo
sdo apresentados nas Tabela 6.21 a Tabela 6.2&lMmente, apresenta-se na Tabela 6.21 o
resultado para a andalise sem enriguecimento (f@seEm seguida sdo mostrados os
resultados para os enriquecimentos utilizando assbgy, f. e f3 variando a dimensao das
bases enriquecedoras. Vale enfatizar que todoredsos da rede foram enriquecidos, com

excecao daqueles que estéo vinculados.



Capitulo6: Resultados

97

Tabela 6.21 — Resultados do 3° problema sem enrigumento

SEM ENRIQUECIMENTO

Dimensao da| FIT | FIT FIT FIT Erro Erro
base final | final | referéncig referéncig relativo | relativo
enriguecedora fiss 1| fiss 2| fiss 1 fiss2 |[fiss1 (%) fiss2
(%)
0 0,507 1,108 1,633 3,642 68,95 69,58

Tabela 6.22 — Resultados do 3° problema com enriqeimento hierarquico

ENRIQUECIMENTO HIERARQUICO

Dimensao da et | BT EIT EIT Err_o Err_o
base . . N ~ .| relativo | relativo
. | final | final | referéncia referéncia . .
enriquecedo fiss 1|fiss2| fiss1l fiss 2 fiss 1 fiss 2
a (%) (%)
1 1,004 2,221 1,633 3,642 38,52 39,02
2 1,279 2,848 1,633 3,642 21,68 21,80
3 1,401 3,120 1,633 3,642 14,21 14,33
4 1,501 3,343 1,633 3,642 8,08 8,21
5 1,635 3,640 1,633 3,642 0,12 0,05
6 1,732 3,856 1,633 3,642 6,06 5,88

Tabela 6.23 — Resultados do 3° problema com enricgimento ndo-hierarquico

ENRIQUECIMENTO NAO-HIERARQUICO

Dimensdoda FIT | FIT |  FIT AT Erro | Erro
. i . ~ .| relativo | relativo
base final | final | referéncial referéncial ;. i
enriquecedorafiss 1| fiss 2| fiss 1 fiss 2 fiss 1 fiss 2
(%) (%)
1 0,861 1,895 1,633 3,642 47,27 47,97
2 1,180 2,632 1,633 3,642 27,74 27,73
3 1,400 3,121 1,633 3,642 14,27 14,31
4 1,437 3,200 1,633 3,642 12,00 12,14
5 1,596 3,554 1,633 3,642 2,27 2,42
6 1,714 3,817 1,633 3,642 4,96 4,81
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Tabela 6.24 — Resultados do 3° problema com enrigeimento trigonométrico

ENRIQUECIMENTO TRIGONOMETRICO

Dimensdoda i | gy FIT FIT Erro Erro
base final | final |referéncid referéncig relati lati
ennquecedor _lna _|na re _erenC|a re _erenC|a _re atlivo _re allvo
a fissl|fiss2| fissl fiss2 |[fiss 1 (%) fiss 2 (%)
1 0,088 2,183 1,633 3,642 39,50 40,06
2 1,202 2,673 1,633 3,642 26,39 26,61
3 1,361 3,029 1,633 3,642 16,66 16,83
4 1,464 3,260 1,633 3,642 10,35 10,49
5 1,613 3,591 1,633 3,642 1,22 1,40
6 1,725 3,841 1,633 3,642 5,63 5,46

Analisando os dados das tabelas acima verificaieeog menores erros relativos para
os FIT finais séo atingidos quando se utiliza agercimento hierarquico e o enriguecimento
trigopnométrico com uma dimensao da base enriqueaedoal a cinco. Ja o enriguecimento

com a base néo-hierarquica fornece resultadosspipue os demais.

Comparando os resultados da Tabela 6.21 com asgi&halas verifica-se uma grande
queda do erro relativo, comprovando a melhora maxapacdo da solucdo ao utilizar o

enriquecimento.

Observa-se, novamente, que ao utilizar uma dimedad@ase enriquecedora maior que
cinco o erro relativo volta a subir. Isso podejastificado pelo fato que o n&do atendimento
do teste do “mosaico” esta causando uma instabléida aproximacédo da solucao.

6.4.2 - Analise utilizando o MEFG

Para a modelagem com o MEFG ndao foi utilizada asienhorizontal do problema.

Assim como na analise com a formulacédo hibridofimeos subproblema®™ sdo os

mesmos utilizados no segundo problema. Assim, eatatae trés termos de aproximagao.

O modelo para os subproblem&s” e P esta representado pela Figura 6.28. Os

modelos para os subproblem@¥ séo representados pelas Figura 6.22, Figura 6F2guea

6.24.
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Figura 6.28 - Modelo para os subproblema®{” e P

A rede utilizada nos subproblem&s” e P esta representada na Figura 6.29. Ela é

composta por 542 nés e 519 elementos. Como nesbkeima ndo ha presenca de fissura, a
analise foi feita pelo MEF classico.

Figura 6.29 - Rede dos subproblemaE’éo) e Pék) do 3° problema
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Os resultados dos FIT finais obtidos sao apresestaa Tabela 6.25.

Tabela 6.25 — Resultados do 3° problema com o0 MEFG

AT | AT FIT AT Erro | Erro
. . N ~ .| relativo | relativo
final final |referéncid referéncia . i
fiss1 | fiss 2 fiss 1 fiss 2 fiss 1 fiss 2
(%) (%)
1,630 3,585 1,633 3,642 0,18 1,57

Observa-se da Tabela 6.25 que o erro relativo dor&ferente a segunda fissura foi
maior que a primeira. I1sso se deve ao fato de qumeentracdo de tensédo na segunda fissura

€ mais intensa devido a distribuicdo ndo-uniformearegamento nas bordas horizontais da

chapa.

6.5- 42 Problema

O quarto problema trata de uma chapa contendo fisgagas horizontais, iguais e
simétricas, cuja origem esta na borda de dois sémitos que idealizam furos de rebites. A
chapa esta submetida a um carregamento uniformentgstribuido em ambas as bordas

horizontais (Figura 6.30).
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Figura 6.30 — 4° problema

Em relagdo aos dados geométricos, adotou-se ardavguda chapa igual a 10, o
comprimentoH igual a 20 e o comprimente" das fissuras igual a 1. O carregament@le
1.

Os valores de referéncia finais para os FIT de @adara foram obtidos no trabalho de
Alves (2010). Para modelagem dos subproblerrés utilizaram-se elementos finitos
guadrilaterais de oito nés (deslocamentos em dinesdes por nd), aproveitando a simetria
horizontal do problema. Ao total foram 41742 n643813 elementos (83484 graus de
liberdades totais). A andlise foi realizada utitida a formulagdo do MEF classico. Naquele
mesmo trabalho foi observado que a presenca dos éausa uma perturbacéo adicional no
campo de tensdes do subprobleRid. Assim, a base aproximativa polinomial exige nmaiito

termos para capturar a solucdo exata dos subprabldabuska e Andersson (2005) definem

0 espaco das funcdes que atendem a este tipo llerpeo

(fsq)= H J G(6) -6y (e o =) C\Hf,,ﬂ(ﬁss)<°°’-1<a,ﬂ}(6.4)
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portanto, foram adotados valores @& B iguais a 0 e-1/2, respectivamente, obtendo as

funcdes de aproximacao para esse problema:

Q(¢/a)= 1_[éjkl (6.5)

6.5.1 - Analise utilizando a formulag¢ao hibrido-Trefftz

Para a modelagem foi explorada a simetria horitatdaproblema nas redes dos

subproblemasP{” e P, bem como na do subproblen®®’. Adotou-se um total de cinco

termos de aproximacdo dos campos de tensao nasdadssura.

O modelo para os subproblemBs’ e P é representado pela Figura 6.31 e o modelo

para o subproblemB™® é representado pela Figura 6.32

1

ttettttttts

Figura 6.31 - Modelo dos subproblema${” e P{ do 4° problema
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RAIZ DA FISSURA  PONTA DA FISSURA

Figura 6.32 — Modelo do subproblemaP do 4° problema

A rede utilizada nos subproblem&s” e P esta representada na Figura 6.33, sendo

composta por 217 nés e 182 elementos. Como nesbkima ndo ha presenca de fissura, a

analise foi feita pelo MEF classico.

X

Figura 6.33 — Rede dos subproblemaB ” e P do 4° problema

A rede do subproblem®" esta representada na Figura 6.34 e a ampliacéegido

proximo a fissura € mostrada na Figura 6.35. A gedemposta por 128 nés e 104 elementos.
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Z_X

Figura 6.34 - Rede do subproblemaP do 4° problema

Figura 6.35 — Detalhe do contorno gama da rede dalgproblema P™ do 4° problema

Na Figura 6.35 a linha em vermelho representa surfis e as linhas amarelas

representam o contorno gama.

O fato da rede dos subproblemRS’ e P ser mais refinada que a do subproblema

P segue a mesma idéia apresentada no 3° problema.

Os resultados obtidos s&o reunidos nas Tabela &.2&bela 6.29. Inicialmente, na
Tabela 6.26 apresenta-se o resultado para a aséfisenriquecimento (bagg). Em seguida
sdo mostrados os resultados para os enriquecimailitpando as baseg,, f» e 3 variando a
dimensdo das bases enriquecedoras. Vale enfatimrtaglos os trechos da rede foram
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enriguecidos, com excecao daqueles que estdo adusul Como as fissuras sdo iguais,
simétricas e submetidas a um carregamento tambd@trgio, o valor do FIT final é o

mesmo para ambas as fissuras.

Tabela 6.26 - Resultados do 4° problema sem enriggimento

SEM ENRIQUECIMENTO

: ~ Graus de
Dimensao dal _ FIT Erro liberdade
base FIT final N : is d
. ] referénciq relativo (%)| totais do
enriquecedora P
L
0 0,846 3,275 74,17 5135

Tabela 6.27 - Resultados do 4° problema com enrigeienento hierarquico

ENRIQUECIMENTO HIERARQUICO

. - Graus de
Dimenséao da . EIT Errp liberdade
base FIT final ~_ .| relativo is d

. referéncia totals do

enriquecedora (%) P
L

1 1,590 3,275 51,45 5159

2 2,178 3,275 33,50 5183

3 2,539 3,275 22,47 5207

4 2,982 3,275 8,95 5231

5 3,355 3,275 2,44 5255

6 3,556 3,275 8,58 5279

Tabela 6.28 - Resultados do 4° problema com enrigeienento ndo-hierarquico

ENRIQUECIMENTO NAO-HIERARQUICO

. . Graus de
Dimenséo da ' EIT Ero | jiperdade
base FIT final ~ . | relativo totais d
) referéncia otais do
enriquecedora (%) pk
L

1,340 3,275 59,08 5159
2,183 3,275 33,34 5183
2,555 3,275 21,98 5207
2,690 3,275 17,86 5231
3,158 3,275 3,57 5255
3,376 3,275 3,08 5279

OO |W|IN|F
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Tabela 6.29 - Resultados do 4° problema com enrigeienento trigopnométrico

ENRIQUECIMENTO TRIGONOMETRICO

_ 5 Graus de

Dimensao da ' EIT Erro liberdade

_base FITfinal | terancid relativo (%)| totais do
enriquecedora P

1 1,509 3,275 53,92 5159

2 2,035 3,275 37,86 5183

3 2,467 3,275 24,67 5207

4 2,849 3,275 13,01 5231

5 3,256 3,275 0,58 5255

6 3,481 3,275 6,29 5279

Analisando os dados das tabelas acima, verificaieed menor erro relativo para o FIT
final é atingido quando se utiliza o enriquecimetmigonométrico (Tabela 6.29) com uma

dimensao da base enriquecedora igual a cinco.

Comparando os resultados da Tabela 6.27 e Tal#3artta-se que o enriquecimento
com a base ndo-hierarquica fornece resultados pique o0s demais para esse caso.
Finalmente, comparando os resultados da Tabelacérd6as demais tabelas, verifica-se uma
grande queda do erro relativo, comprovando a melharaproximacao da solucdo ao utilizar

0 enriquecimento.

Observa-se, novamente, que ao empregar uma dimdasBase enriquecedora maior
gue cinco, o erro relativo volta a subir. Isso pade justificado pelo fato que o néo
atendimento do teste do “mosaico” estd causando instabilidade na aproximacao da

solucéo.

6.5.2 - Analise utilizando o MEFG

Para a modelagem ndéo foi utilizada a simetria bated do problema. Assim como na
analise com a formulacao hibrido-Trefftz, adotowastimensao infinita da chapa como uma

dimenséo igual ao da chapa do subproble®fa Adotou-se um total de cinco termos de

aproximacao no problema.
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A rede de elementos finitos empregado nos cincoorsbbemas R pode ser

visualizada na Figura 6.36. Ela contém um totall@66 ndés e 1573 elementos. 21 nés
proximos a ponta da fissura foram enriquecidos ethag as direcdes (x e y). As funcdes
enriquecedoras sdo: x5, %, Fx na direcdo x e y,%yy?, Fy na direcdo y. Contando com o

enriguecimento, tem-se um total de 3500 grausbéedade total.

Figura 6.36 — Rede dos subproblemaB™ do 4° problema

A rede de elementos finitos utilizada nos subprobeP” e P é representada pela

Figura 6.37. Ela contém um total de 436 nds e 468 entos. Como ndo ha presenca de

fissura, os dois subproblemas foram analisadagariidlo o MEF classico.
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Figura 6.37 - Rede dos subproblema®!® e P{' do 4° problema

Os resultados dos FIT finais obtidos sao apresestaa Tabela 6.30.

Tabela 6.30 — Resultados do 4° problema com o0 MEFG

Graus de
i FIT EIT Erz? liberdade
Issura referéncia | calculado relativo | totais do
(%) p()
L
1 3,275 3,239 1,10
3500
2 3,275 3,119 4,76

6.6- Breve comentario sobre os resultados

Observando os resultados dos problemas ilustradssentrabalho, nota-se que a
formulagéo hibrido-Trefftz fornece valores de emglativos mais baixos que o MEFG, além
de permitir a utilizacdo da simetria horizontal gogblemas, exigindo um menor nimero de

graus de liberdade.
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No quarto problema, observa-se que o numero des gtauliberdade utilizados no
MEFG foi menor que na formulagdo hibrido-Trefftzesmo ndo explorando a simetria do
problema. Porém, os valores dos erros relativaanfoaltos, principalmente para a segunda
fissura. Talvez com uma rede mais refinada e/ou aura estratégia de enriquecimento esse

erro relativo diminua e o niumero de graus de lisdecaumente.

Apesar disso, pode-se concluir que o emprego do GI1BB Método da Particdo
também proporciona bons resultados para esseseprab] porém eles podem ser
melhorados. Uma maneira de reduzir erros de apapdmtalvez seria a adimensionalizag&o
das funcdes para o enriquecimento, fazendo comaca@oximacao independa do tamanho

dos elementos, sendo, assim, mais eficiente.
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7 - Consideracoes finais e conclusao

O presente trabalho procurou fornecer uma congdliuia analise de problemas
bidimensionais contendo multiplas fissuras atral@Método da Particdo. Para isso, a fim de
diminuir o custo computacional da anélise sem compter o resultado final foram inseridas
formulagcbes n&o-convencionais de elementos finitms subproblemas em que a
singularidade estava presente. As formulacbes paddise numeérica empregadas neste
trabalho foram a hibrido-Trefftz e 0 MEFG.

Ambas as formulacdes apresentaram um desempenhputamonal melhor que o
MEF classico. Essa comparacao foi feita levanderseonta o niumero de graus de liberdade

utilizados na analise.

Com a formulagdo hibrido-Trefftz, pdde-se exploar simetria horizontal dos
problemas. Assim, obteve-se um numero de graubeelhde menor que no MEFG, ja que
neste a simetria néo foi explorada devido aos tijgoin¢des enriquecedoras adotados. Além
disso, os valores dos erros relativos dos problemasilizar a formulacao hibrido-Trefftz foi
menor que ao empregar o MEFG, demonstrando umar n&iciéncia para aquela
formulacdo. Isto, alids, seria de se esperar, teedem vista que a formulacdo de Trefftz

explora a solucéo da equacéo de Navier.

Vale destacar que na formulagédo hibrido-Trefftaforutilizadas fungdes polinomiais
propostas por Muskhelishvili na aproximacao do camig tensdes no dominio do elemento.
Seria interessante testar alternativas de funggiceis, como as de Williams, utilizadas em
Freitas e Ji (1996), para que a solu¢do possdisgida com um nimero menor de elementos
e ainda incrementar a precisao no calculo dosdate intensidade de tenséo.

Apesar de apresentar resultados piores em relagatveaformulacdo, o MEFG mostrou
ser um método confiavel para esses problemas. didesanca de precisdo é relativa e pode
ser consequéncia de diferentes fatores, como odfatodo terem sido empregadas funcbes
enriguecedoras adimensionais, 0 que contribui garar certa sensibilidade na aproximacéo
do problema a depender do tamanho do elementoessquecido.
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Finalmente, os resultados obtidos permitem projetéerentes direcdes para a

continuidade das investigacdes no tema. Entredelstacam-se:

O emprego de funcbes de Williams (FREITAS; JI, )99fara a solucéo de

Trefftz.

e Combinar o MEFG com a formulagcédo hibrido-Trefftz suea versédo global-
local(DUARTE; KIM, 2008, DUARTE; KIM; BABUSKA, 2007, que permite
estender a andlise de multiplas fissuras em difesarscalas.

* Realizar analises para o modo Il de abertura darfis

* Analisar a propagacéo das fissuras.

* Implementar uma analise nao-linear fisica na regragima a fissura.

» Utilizar o recurso do processamento paralelo noolgtda Particdo a fim de

comprovar a sua potencialidade no que diz respeitempo de processamento.
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Anexo A - Matrizes utilizadas na aproximac¢ao dos campos de deslocamentos e tensées em dominios continuos:
Construcao a partir da Equacao de Navier

As matrizes apresentadas a seguir foram retirael&Od)ZA (2008).

«  Matriz N,:

Da 12 a 92 coluna:

N, ==

1 ( 2X-2Xv Yy+Yyv —-X-Xv -6XYy+2Xyv x2—5y2—3x2v—y2v 2Xy+2Xyv —x2+y2—x2v+y2v —6x2y+6y3+6x2yv+2y3v —12xy2—4x3v
C
E

2y -2yv X+Xv Y+Yv 5x2—y2+x2v+3y2v 6Xy-2Xyv x2—y2+x2v—y2v 2XY+2Xyv 6x3—6xy2+2x3v+6xy2v 12x2y+4y3v
Da 102 a 132 coluna

3x2y—y3+3x2yv—y3v —x3+3xy2—x3v+3xy2v —4x3y+20xy3+12x3yv+4xy3v —x4—18x2y2+7y4—5x4v+6x2y2v+3___
x3—3xy2+x3v—3xy2v 3x2y—y3+3x2yv—y3v 7x4—18x2y2—y4+3x4v+6x2y2v—5y4v 20x3y—4xy3+4x3yv+12xy3v

Da 142 a 172 coluna:

4x3y—4xy3+4x3yv—4xy3v —x4+6x2y2—y4—x4v+6x2y2v—y4v 40x2y3—8y5+20x4yv—4y5v —2x5—20x3y2+30xy4—6x5v+20x3y2v+10x___
x4—6x2y2+y4+x4v—6x2y2v+y4v 4x3y—4xy3+4x3yv—4xy3v 8x5—40x3y2+4x5v—20xy4v 30x4y—20x2y3—2y5+10x4yv+20x2y3v—6}



118 Anexo A: Matrizes utilizadas na aproximacao dosmaside deslocamentos e tensbes em dominios cantinuo

Da 182 a 202 coluna:
5x4y—10x2y3+y5+5x4yv—10x2y3v+y5v —x5+10x3y2—5xy4—x5v+10x3y2v—5xy4v 6x5y+60x3y3—42xy5+30x5yv—20x3y3v—18xy5v
x5—1Ox3y2+5xy4+x5v—10x3y2v+5xy4v 5x4y—10x2y3+y5+5x4yv—1Ox2y3v+y5v 9x6—75x4y2+15x2y4+3y6+5x6v—15x4y2v—45x2y4v+7y6v

212 e 222 colunas:

—3x6—15x4y2+75x2y4—9y6—7x6v+45x4y2v+15x2y4v—5y6v 6x5y—20x3y3+6xy5 +6x5yv—20x3y3v+6xy5v___
42x5y—60x3y3—6xy5+ 18x5yv+20x3y3v—30xy5v x6—15x4y2+15x2y4—y6+x6v—15x4y2v+15x2y4v—

232 e 242 colunas:

—x6+15x4y2—15x2y4+y6—x6v+15x4y2v—15x2y4v+y6v 14x6y+70x4y3—126x2y5+1Oy7+42x6yv—7Ox4y3v—42x2y5v+6___
6x5y—20x3y3+6xy5+6x5yv—20x3y3v+6xy5v 10x7—126x5y2+70x3y4+ 14xy6+6x7v—42x5y2v—70x3y4v+42x

252 e 262 colunas:

—4x7+140x3y4—56xy6—8x7v+84x5y2v—28xy6v 7x6y—35x4y3+21x2y5—y7+7x6yv—35x4y3v+21x2y5v—___
56x6y—140x4y3+4y7+28x6yv—84x2y5v+8y7v x7—21x5y2+35x3y4—7xy6+x7v—21x5y2v+35x3y4v—7x

272 e 282 colunas:

X'+ 21x5y2 —35x3y4+7xy6—x7v+21x5y2 v—35x3y4v+7xy6v 24x7y+56x5y3 —280x3y5+72xy7+56x7yv— 168x5y3 v—56x3y5v+40xy7v
7x8y -35x4y3+21x2y° —y7 + 7x8yy -35x*y3y + 21x2yP v~y v 11x8-196x8y2 +210x* y*+ 28x2y0 —5y8 + 7x8 v —84x8y2y — 70x*y* v +140x2 YOy - 9yBy
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292 e 302 colunas:

—5x8+28x6y2 +210x4y4— 196x2y6 +11y8 —9x8 v+l4OX6y2v— 70x4y4 y—84x2 y6v+7y8v 8x7y—56x5y3 +56x3y5— 8xy7+8x7yv—56x5y3 y+56%3 y5v—8xy7v
72x7y—280x5y3+56x3y5 +24xy7 +40x7yv—56x5y3v— 168x3y5‘v+56xy7 v x8—28x6y2 +70x4y4—28x2y6 +y8 +X8v—28X6y2v+ 70x4y4v—28x2 y6v+y81

312 e 322 colunas:

—x8+28x6y2 —70x4y4+28x2y6 —y8 ~x8y+28x8 y2v— 70x4y4 y+28X2 yﬁv—ygv 36x8y—504x4y5 +288x2 y7— 12y9+72x8yv—336x6y3 y+144 X2 y7v—8y9v
8x7y—56x5y3+56x3y5 —8xy7 +8x7yv—56x5y3v+ 5(f3x3y5 v—8xy7 v 12x9—288x7y2 +504x5y4—36xy8+8x9v— 144x7y2 v+336x3y6v—72xy8v

332 coluna:

—6x9+72x"y2 +252x2 y* - 504 x3y0 + 90x y8 ~10x% v +216x" y2v - 252x2y* v ~168x3 YOy + 5axyBy
90x8y -504x8y3+ 252x*y° + 72x2y7 — 6y2 + 54x8y v - 168x8y3 v~ 2524 YOy + 216x2y7 v~ 10y y

342 coluna:

9x8y—84x6y3 +126x4y5—36x2y7 +y9 +9x8yv—84x6y3v+ 126x4y5v—36x2y7v+y9v
x9—36x7y2 +126x5y4—84x3y6 +9xy8 +x9v—36x7y2v+ 126x5y4v—84x3y6v+9xy8v

352 coluna:

—x9+36x7y2 —126x5y4+84x3y6 —9xy8 x93y +36%7 y2v— 126x5y4 y+84x3 y6v—9xy8v
9x8y—84x6y3+ 126x4y5 —36x2y7+y9+9x8yv—84x6y3v+126x4y5v—36x2y7v+y9v
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362 coluna:

50x%y - 120"y - 756 x2 y° + 840%3y’ ~110xy? +90x2y v —600x’ y3y + 252x2y° v +360x3 y/ v - 70x Y%y
13x10_ 405x8y2 +1050x8 y* - 210x*y6 —135x2 y8 + 7y10+ 910y _ 22582, 1 210x8 y*y + 630x*y0 v —315x2 y8y + 11y10y,

372 coluna:

~7x10, 135x8y2 + 210x8 y* - 1050x?y® +405x2 yB - 13y10_ 11x10, 4 315x8y2 , ~630x8 y*v - 210x?yB v + 225x2 yBy —9y10,,
110x°y -840x” y3+ 756 x°y° +120x3y - 50xy?+ 70x%y v — 360X y3 v - 252x2 yOy + 600x3y” v —90xy? v

382 coluna:

10x9y— 120x7y3 +252x5y5— 120x3y7 +10xy9 +1Ox9yv—120x7 y3v+ 252x5y5 y-120x3 y7v+ 1Oxy9v
x10—45x8y2 +210x6y4— 21Ox4y6 +45x2 y8—y10+x10v—45x8y2 v+210x6y4v— 210x4y6 y+45X2 y8v—y10v

392 coluna:

—x10+45x8y2 -210x8 y4+ 210x4y6 —45x2 y8+y10—x10v+45x8y2 y—-210x8 y4v+ 210x4y6 y—45x2 y8v+y10v
10x%y -120x" y3+252x2y° ~120x3 y’ + 10x Y2+ 10x%y v - 120x" y3 v + 252X y° v — 120x3y’ v + 10xy? v

402 coluna:

66x10y — 330x8y3 ~924x8 y° + 1980x?y” —550x2 y? + 14yH 1 110x10y » — 990x8y3 y + 924 xB y° + 660x?y” v ~330x2 vy + 10y1Ly
14x11 - 550x9y2 +1980x” y* - 924x°y® ~330x3 y8+ 66X y10+ 1011y — 330x%y2 v +660x” y*v + 924x°y8 1 —~990x3 y8y + 110x y10y
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412 coluna:

-8x1 1+ 220x%y? - 1848x° y0 + 1320x3y8 —132xy10 —12x1 y + 440x2 y2y - 1320x” y* v +660%3 yB v - 88x Y10y
132x10y —1320x8 y3+ 1848x8y° - 220x2 y? + 8yl + 88x10y 1 — 660xBy3 v +1320x* y /v — 440x2y% v + 12y11

422 coluna:

11xW0 — 165x8y3 +462x8 y° - 330x4y” +55x2y2 —y11 4+ 11x10yy — 165x8y3 v +462x8 yOy — 330x%y 7 v +55x2 YOy — y11y
x11 - 55x9y2 13307 y* - 462x°y0 + 165x3y8 - 11xy10+ xHy - 55x9y2 1 330x7 y*v - 462x°yB v + 165x3 yBy — 11xy10y

432 coluna;

—x11+55x9y2 —33Ox7y4+4(f32x5y6 —165x3y8+ 11xy10—x11v+55x9y2 v—330x7y4v+462x5y6 v—165X3y8v+ 11xy10v
11x10y—165x8y3+462x6y5 —330x4y7+ 55x2y9 —y11 +11x10yv—165x8y3v+462x6y5v—330x4y7v+55x2y9v—y11v

442 coluna:

8axly - 660x%y3 - 792x” y° + 3960 x°y” - 19803 y? + 156Xy + 132xMy v — 1540x%y3 v+ 2376 X" yOv + 792x°y v- 1100x3 y?y + 108x y11y
15x12_726x10y2 | 3465x8 y* — 2772x8y6 — 495x* y8+ 330x2y 10— 9y12 + 11x12, - 462x10y2 1 1485x8y* v+ 924x8 By — 2475x* Y8 + 504x2 Y10y _13y12,

452 coluna;

~9x121 330x10y2_ 495x8y* — 2772x8y8 + 3465x? yB - 726x2y10 1 15y12 _ 13x12 1 504x10y2, _ 2475x8y4 1+ 924x8yBy 1 14858 v - 462x2 y10y 1 11y12)
156X y—1980%% y3 + 3060x” y° - 792x° y’ — 660x3y? + 84x y11 + 108xH yv— 1100x7 y3y + 792X yO v+ 2376 X% y v — 15403y 9 v+ 132xy11 y
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462 coluna:

12x1y — 220x9y3 + 792x” y° - 792x°y” +220x3 y? - 12xyH + 12Xy v - 220x9y3 y + 7927 Y2y - 7922y v + 220x3 vy — 12x y1Ly
x12_66x10y2 4 495x8 y* — 924 x8y0 1+ 495x* yB — 66x2y10 1 y12 1 %12, _66x10y2, 1 405x8y*y —924x8yOy + 495x*y8y —66X2 Y10y 1+ Y12y

472 coluna:

X2, 66x10y2 ~495x8 y4+ 924x6y6 —495x% y8+ 66x2y10 —y12 -x12y 16610 y2v— 495x8y4 y+924x8 ye’v—495x4y8 y+66X2 ylov—ylzv ]
12xy - 220x9 y3 + 792x7y° —792x3y7 + 220x3y? ~12xyH 1 12xM vy~ 220x9 y3y + 792x7 Y2 v ~792x° y T v + 220x3y 9 y —12x y 1Ly

. Matriz S.:S, =DL,'N,

Da 12 a 16 2 coluna:

20 -1 -6y 2x 2y -2x -12xy -12y% 6xy -3x%+3y% —12x2y+20y3 -4x3-36xy? 12x2y-4y3 —4x3+12xy?  80xyS3
Sc=| 20 1 -2y 6x -2y 2x -12xy 12 —6xy 3x2-3y2 _36x2y-4y3 20x3-12xy2 —12x%y+4y3 4x3_12xy2 803y
01 0 2x -2y 2x 2y 6x2+6y2 0 3x2-3y?2 6xy  12x3+12xy? 12x%y+12y3 4x3-12xy? 12x2y-4y3 20x*-20y*

Da 172 a 222 coluna:
—1Ox4—60x2y2+30y4 20x3y—20xy3 —5x4+30x2y2—5y4 3Ox4y+180x2y3—42y5 —18x5—60x3y2+150xy4 30x4y—60x2y3+6y5

’3>0x4—(‘50x2y2—10y4 —20x3y+20xy3 5x4—30x2y2+5y4 —150x4y+60x2y3+18y5 42x5—180x3y2—30xy4 —30x4y+ESOxzy?’—ESy5
40x3y+40xy3 5x4—30x2y2+5y4 20x3y—20xy3 30x5‘—60x3y2—90xy4 90x4y+60x2y3—30y5 (‘.Sx5—60x3y2+30xy4
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Da 232 a 272 coluna:

6x°+60x3y2-30xy?  84x°y+280x3y3-252xy°®  —28x8+420x2y4-56y0  42xOy-140x3y3+42xy®  —7x8+105x*y2 —105x2 y4+ 7yO
6x°-60x3y2+30xy?  —252x2y+280x3y3+ 84xy®  56x8-420x%y2+28y8  —42xPy+140x3y3-42xy®  7x®-105x*y2+ 105x2y* - 7y0
30x%y - 60x2y3+6y° 42x8-210x4y2 -210x2y*+42y®  168x°y-168xy°  7xB-105x*y2 +105x2y*-7y®  42xOy-140x3y3+ 42xy°

Da 282 a 312 coluna:
168x8y +280x% y3 - 840x2y° + 72y —40x’ +168x°y2 +840x3y*-392xy8 56x8y-280x%y3+ 168x2y° —8y’ -8x’+168x°y2 —280x3 y*+ 56 xy®
~392x8y + 840x%y3 +168x2y° — 40y’ 72x’ -840x°y2+280x3y* +168xy® -56xBy + 280x%y3 ~168x2y°+ 8y’ 8x’ ~168x°y2 + 280x3y* —56x Y0
56X’ —504x2y2 - 280x3y* +280xy®  280x8y-280x*y3 - 504x2y° +56y’  8x’ -168x°y2+280x3y* —56xy®  56x8y-280x%y3+ 168x2y° -8y’
Da 322 a 352 coluna:
288Xy - 2016x3y° + 576xy’  —54x8+504x8y2+ 1260x?y* - 1512x2yB 1 00y8  72x”y-504x°y3+504x3y° —72xy’  —9x84+ 252x8y2_630x* YA + 252x2 B 9yB
—576x7 y+2016x°y3-288xy’  90x8-1512x8y2+ 1260x* y*+ 504x2yB8-54y8  _72x7y +504x%y3 —504x3yO+ 72xy’  9x8-252xBy2 1 630x* y4 - 252x2y6 1 9B
72x8-1008x8y2 +1008x2y6 - 72y8  432x7y-1008x°y3-1008x3y° +432xy’  9x8-252x8y2 4 630x*y*-252x2y019y8  72x7y-504x°y3+ 504 x3y° —72xy’
Da 362 a 382 coluna:
450x8y — 840x8y3 - 3780x% y° + 2520x2y” — 110y —70x%+1080x” y2+ 1260x°y* - 4200x3y® + 810xyB  90x8y - 840xBy3 + 1260x* y° - 360x2y” + 10y°

-810x8y+4200x8 y3 - 1260x*y° - 1080x2y’ + 70y?  110x% - 2520%" y2+ 3780x° y* + 840x3y0 - 450xy® —90xBy+840x8 y3 - 1260x*y° + 360x2y’ - 10y°
90x2 - 1800x"y2+ 1260x° y* + 2520x3y0 - 630xy8  630x8y - 2520x8y3 - 1260x* y° + 1800x2y’ - 90y?  10x°-360x’y2+ 1260x° y* - 840x3y6+ 90x y8
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Da 392 a 412 coluna:

~10%%+360x" y2 - 1260x°y* + 840x3 y6 - 90x y8 660x%y — 2640’ y3 - 5544 x° y° + 79203y — 1100x y° -88x10+ 19808 y2 - 9240x*y6 + 3960x2 y8 - 132y 10
10x9 - 360%" y2 + 1260x° y* - 840x3y8 + 90x yB ~1100x% y+ 7920x” y3 - 5544 x°y® — 2640x3y” + 660x y° 132x10_ 3960x8y2 + 9240x8 y* - 1980x2y8 + 88y10
90x8y - 840x8y3 + 1260x* y° - 360x2y” + 10y° 110x10-2970x8y? + 46208 y* + 4620 x*y8 —2970x2 y8 + 110y10 830x°%y -5280x” y3+ 5280 x3y” —880x y?

422 e 432 colunas:

110x%y - 1320x" y3 + 2772x° y° - 13203y + 110xy°  -11x104 495x8y2 —2310x8 y*+ 2310x?y® —495x2 y& + 1110
~110x%y+ 1320 y3 - 2772x°y® + 1320x3y’ - 110xy°  11x10_495x8y2 4 2310x8y* —2310x*y6+ 495x2y8 ~11y10
11x10 - 495x8y2 1 2310x8 y* - 2310x*y0 +495x2y8-11y10  110x%y- 1320’ y3+2772x°y° - 13203y’ + 110xy°

442 e 452 colunas:

924x10y _5940x8 y3 - 5544 x8y° + 19800x4 y’ - 5940x2y° + 156y —108xM + 3300x%y2 —3960x” y* - 16632x°y0 +13860x3 y& - 1452x y10
~1452x10y 4 13860x8y3 — 16632 x8 y° - 3960x*y” +3300x2y2 - 108y 156x1L ~5340x° y2 + 19800 y* - 5544 x5 yB — 5340x3y8 + 924 x y10
132x11 —4620x%y2 + 11880%” y* +5544x° y® ~ 9900x3y8 +1188xy10  1188x10y - 9900x8 y3+ 5544 x8y" +11880x* y” - 4620x2y? + 132y

462 e 472 colunas:
132x10y ~1980x8 y3 + 5544 x8y° ~3960x? y’ + 660x2y° ~ 12y _12xM 1 660x%y2 3960 v + 5544 x°yB — 19803y + 132xy10

~132x10y 4 1980x8y3 — 5544 x8 y° 1 3960x*y” ~660x2y2+ 12y 12x11 —660x2 y2+ 3960x7 y* 5544 x° yB + 1980x3y8 — 132x y10
12x1 -660x%y2 +3960% " y* ~5544x° v + 1980x3y8 —132xy10  132x10y —1980x8 y3+ 5544 x8y® —3960x* y7 + 660x2y° — 12y
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Anexo B - Deducao do sistema linear final do Método da Particdo

Todo equacionamento que segue foi retirado de AR@EO).

O sistema linear para uma fissura

Tem-se a seguinte equacdo que define a condicg@octmsdo Método da Particao,

expressando a nulidade das tensdes ao longo @adanfissura "i":

g M
Izl|:h] UTEN "'kZ;O'k H}(?)}Q(f / @)EQz(ﬁz/ia) &=0 (B.1)
0 i= =

com |,j2=1,...)

Considerando-se apenas uma unica fisg2=l) e n termos de aproximaca@=n)

tem-se que M=l (n° de fissuras) x J (n° de ternaogpmtoximacédo) =1 x n =n.

Como s6 ha uma fissura, o termo referente a iterdedissuras se anula:
M
> a, M (& /3)=0 (B.2)
k=1

Portanto, a Equacéo (B.1) fica representada por:

& n
[ 210 e |QE &)W ¢/ @) ¢=0 (B.3)

com j=1..he j2=1.
Desenvolvendo a Equacéo (B.3), obtém-se o segsistema linear:

[1G] §a} ={r} (B.4)
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Ou seja:
IE a a i
[-QQo¢ [-Q@a¢ .. [-Qap¢
a a a N
[-QQ0¢ [-QQa¢ - [-QQ¥¢||a;
3 3 a @
[-QQo¢ [-QQo¢ ... [-QQaé

(b1,1Q1Q1+ b ,Q,Qt...+ by, Q Q)GE

—,®

(8:QQ+ b, QuQ* .+ by, Q QJ2¢

|
o—® o

(B.5)

q
_,[ (bllQlQ’\ +h,QQ+...+ B, Q Q)af

Lembrando que este sistema é utilizado somente gataterminacdo do FIT para

problemas contendo uma Unica fissura, porém apewanpor] termos.

O sistema linear para varias fissuras

Para o desenvolvimento do sistema linear, consigseos seguintes dados:

* Numero de termos da aproximacao adotados € igmal &J=m);

* Numero de fissuras € igual a "n%f ej2=n);

portantoM=J . | = m.n.

Definidos os dados do problema, considera-se em&guacao do Método da Particdo

que define a condicédo de nulidade das tensdesatmadia fissura "i":
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g M
IZ[QJ UTTEN +Zak E“‘?(IJ()}Q ¢/ @)EQz(f/ia) &=0 (B.6)
0 =1 k=1

com j,j2=1..J.

Paran fissuras, temos entéo o seguinte conjunto de éggac

o —9
ML.

1
=

{bu ~a; +k§_:ak Eﬁ)}q(fd a)Q ,(¢/ a) & =0

o—®
'M‘—‘

1
iy

by~ + 30, @éﬂqw 2)(Q (€ 8) E=0
k=1 (B.7)

a, M
J. By = -1y +Zak BﬁﬂfﬂQj(fn/ a\w)Esz(fn/ an) &=0
0

j k=1

(&

[y

com j,j2=1..J.

Tomando por referéncia a primeira equacéo do ctmjde Equacdes (B.7), observa-se
que esta se desdobra em um novo conjunto de eqlaE@®o 0 nUmero de equacdes deste
novo conjunto igual ao namero de termos da aprogémg2=1,...J com ¥1,...m):

y _
bj—a; +Y e &) |Q &,/ a)R(é/ a) & =0
k=1

o —9

1
Ly

y _
bj—a; +> o &) |Q (&1 )R/ &) &=0
L k=1 i (B.8)

1
Ly

ce O'—i,_\m

M
by —a;+Y a &Y |Q &,/ a)Q, (¢ a) €=0

j=1L k=1

oc_,.gn

=N

comj=1..J.

Sendo assim, desenvolvendo todas as equacfes plmtooacima para cada fissura,
chega-se ao seguinte sistema linear:

[1IG] §a} ={r} (B.9)

onde a matrifIG] pode ser decomposta em duas:
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[IG]=[IG] . H1F ¢ (B.10)

sendo qugIG], € uma matriz que possui as integrais responspetss tensdes devido a

P® e[IG], possui as integrais responsaveis pelo efeito desigio entre as fissuras.

A matriz [IG], M x M € dada da seguinte forma:

Q] [0 - [9 |
[9] [Qfﬂ - (0]

[IG], = (B.11)

O @ - e,

onde [0] sdo sub-matrizesn x mnulas e[Q(”] sdo sub-matrizesn X mparai=1,...,n,

representadas por:

E 3 3 ]
[aQos [QQae - [Q,Qo¢
0 0 0

& G a
[Q]=- JaQos Qo - [QQa¢ (B.12)

g a a
[QQeé [QQes - [ Q.Qp¢

Por outro lado[IG], é dada da seguinte forma:

[e@"] [e@] - [o@]]
o] [eqd?] - [ Q7] (B.13)

[e@] [o@] - [ea]],

[16], =

onde[cQj(”] sdo sub-matrize® x mparai=1,...,nej=1,...,m, representadas por:
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2

] g
[c59QQ+.+&?QQo¢ [ &9QQ+.+ £9Q Q¢

0

g
Q.+ EYQ Q¢ [ EIQQr.t £9Q @

o

o2

[cQ}”] -

g

]
[e59QQu+.+ 7Q,Qp¢ [9QQ, +..+ ¢5YQ,Qp¢

0

Tq<,T*S’Q1Q1+---+ o *Q,Qo¢

g
[e9QQ+..+ ¢ ¥ Q, Q¢
0

¢r9Q Q.+t ¢ P Q,QP¢ (B.14)

O —

coms=(j-1)m.

Importante ressaltar que o objetivo da mafilia], € realizar a interagéo entre as

fissuras. Sendo assim, os termos da diagonal pahdesta matriz devem ser eliminados,
uma vez que ndo tem sentido algum considerar-$eito da fissura sobre ela mesma, o que
acarretaria duplicidade de efeitos. Uma outra ogzi@ a ndo consideracdo deste efeito é

adicionar o somatorio abaixo na equacao (B.6):

& J[J _
J._Z[IZ:H“G -1 Ea[,'f(' ] [@Q } Q 0¢ (B.15)
o i=Li=1

com j,j2=1..J.

Definida entdo a matridG] resta-se destacar o vetor-solu¢ag:

{a} = (B.16)
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assim como o veto{r}, responsavel pelas integrais das tensdesPét apresentado da

seguinte maneira:

[01,Q,Q, +b,,Q,Q,+...+ by, Q, Q¢
0

fissl

[0,,Q,Q,+ b, ,Q,Q,+... + by, Q, Q¢
0

[01,Q:Qy +0,,Q,Q,+...+ by, Q, QP&
0

[b21Q1 Qs + by ,Q,Q ...+ by, Q, QPE
0

fiss2

[0,1Q:Q,+ b, ,Q,Q,+... + b;Q,Q,0¢
0

[0,1Q:Qy + b,,Q,Q,+ ...+ by, Q, QPE
0

b QQ* b ,Q,QF .+ by Q, QOE
£ 11 X1 22 X1 m (Bl?)

[601QQ, +1,,Q,Q* ...+ |y, Q, Q¢
0

fiss ¥

J.nbn,lQl Qm + bn,2Q2 Qm+"'+ banngf
0
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