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Resumo

ARRUDA, T. J.. Espalhamento de ondas eletromagnéticas por esferas e ci-
lindros magnéticos: confinamento e transporte de ondas no limite de pe-
quenas particulas e independéncia da energia armazenada com relaciao a
forma do centro espalhador. Dissertagio (Mestrado) — Faculdade de Filosofia, Ciéncias
e Letras de Ribeirao Preto, Universidade de Sdo Paulo, Ribeirdo Preto, 2010.

O espalhamento eletromagnético por uma esfera com propriedades 6pticas e raio arbitra-
rios, conhecido como espalhamento de Lorenz-Mie, ou por um cilindro circular infinito, pode
ser resolvido analiticamente e é comumente tratado dentro da abordagem de espalhadores di-
elétricos. Na regido Optica, tanto meio circundante quanto particula espalhadora possuem o
mesmo valor de permeabilidade magnética. A auséncia do magnetismo nessa regido do espec-
tro torna o indice de refracdo relativo entre os meios interno e externo ao espalhador homogéneo
equivalente ao respectivo indice de impedancia 6ptica. Em regides espectrais de micro-ondas
ou radio-frequéncias, entretanto, materiais ferromagnéticos podem exibir valores absolutos de
permeabilidade magnética extremamente elevados, reduzindo entdo a impedéncia Optica em
comparacdo ao valor correspondente de indice de refracdo relativo. Uma caracteristica mar-
cante vinculada ao magnetismo no centro espalhador é que pequenas particulas comparadas
com o comprimento de onda (parametros de tamanho na regiao de Rayleigh) podem apresentar
grandes se¢des de choque de extingdo a despeito de suas pequenas secdes de choque geométri-
cas. Isso torna possivel, fisicamente, a presenca de picos de ressonincia morfoldgica na energia
eletromagnética interna ao centro espalhador mesmo na regido de parametros de tamanho inferi-
ores a unidade. Em especial, mostramos que essa energia eletromagnética possui, no regime de
fraca absorcao, uma relagcdo funcional simples com o comprimento de onda incidente e a se¢ao
de choque de absorcdo da particula espalhadora, independentemente do formato geométrico da
mesma. No espalhamento por uma cole¢do de particulas magnéticas, a velocidade de transporte
de energia pode ser estimada a partir da energia eletromagnética média que é armazenada no
interior de um centro espalhador isolado. Dessa maneira, a validade da relacdo universal que
encontramos entre o fator de aumento da energia eletromagnética interna ao centro espalhador e
sua correspondente secdo de choque de absorcao (no regime de baixa absorc¢ao 6ptica) implica
na possibilidade de estimarmos de maneira simples a velocidade de transporte de energia em
um meio desordenado. Um resultado decorrente dessa aproximagdo € que mesmo na regiao de
Rayleigh a velocidade de transporte de energia em um meio magnético desordenado € drastica-
mente reduzida, levando, por conseguinte, a redugdo do coeficiente de difusividade dos fétons
no meio. O estudo analitico e numérico da energia eletromagnética amarzenada por uma esfera
e por um cilindro magnéticos irradiados por ondas planas homogéneas sdo os temas em foco
nesta dissertacdo de Mestrado.

Palavras-chave: espalhamento eletromagnético; teoria de Lorenz-Mie; esferas e cilindros mag-
néticos; densidade de energia eletromagnética; eficiéncia de absor¢do; velocidade de transporte
de energia.
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Abstract

ARRUDA, T. J.. Electromagnetic wave scattering by magnetic spheres and
cylinders: waves confinement and transport in the small particle limit and
independence of the stored energy with respect to the shape of the scat-
terer. Dissertation (Master) — Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Ribeirdo Preto,
Universidade de S3do Paulo, Ribeirdo Preto, 2010.

Electromagnetic scattering by a sphere with arbitrary optical properties and radius, known
as the Lorenz-Mie scattering, or by an infinite right circular cylinder can be solved analytically
and is widely treated in the approach of dielectric scatterers. In the optical range, both em-
bedding medium and scattering particle have the same magnetic permeability. The absence of
magnetism in this spectral range leads to the equivalence between the relative refraction and
impedance indices associated with the scatterers. However, in microwave or radio-frequency
ranges, ferromagnetic materials can exhibit extremely huge values of magnetic permeability,
which reduce the optical impedance in comparison to the corresponding value of relative refrac-
tion index. One striking feature associated with the magnetism in the scatterer is that particles
smaller than the wavelength (Rayleigh size region) can present large extinction cross sections
in despite of their small geometric cross sections. This becomes physically possible the pre-
sence of morphology-dependent resonances in the electromagnetic energy within the scatterer
even in size parameters region smaller than unity. In particular, we show that this time-averaged
electromagnetic energy has, in the weak absorption regime, a simple functional relation with
the incident wavelength and the scatterer absorption cross section which does not depend on the
shape of the scatterer. In the multiple scattering regime, the energy-transport velocity can be
estimated from the time-averaged electromagnetic energy stored in a single scatterer. Thereby,
the validity of the universal relation between the internal energy-enhancement factor and the ab-
sorption cross section respective to an arbitrary scattering center (in the weak absorption regime)
implies that the energy-transport velocity in disordered media can be evaluated in a simple way.
From this approximation, we obtain that even in the Rayleigh size region the energy-transport
velocity in disordered magnetic media is dramatically reduced, which consequently leads to
a reduction of the diffusion coefficient of the photons. The analytical and numerical studies
of the time-averaged electromagnetic energy within magnetic isotropic spheres and cylinders
irradiated by plane waves are our aim in this Master’s degree dissertation.

Keywords: electromagnetic scattering; Lorenz-Mie theory; magnetic spheres and cylinders;
electromagnetic energy density; absorption efficiency; energy-transport velocity.
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1 Introducao

A auséncia ou presenca de espalhamento eletromagnético em um meio material estdo asso-
ciadas as propriedades Opticas que esse meio apresenta. Macroscopicamente, caracterizamos as
propriedades Opticas de um meio pelo seu indice de refracdo e, conquanto esse seja uniforme,
a luz passara através dele sem ser defletida. Sempre que tivermos variagdes discretas no indice
de refracdo — em virtude da presenca de particulas imersas no meio ou porque ha flutuagdes na
densidade —, parte da radiacdo serd espalhada em todas as direcdes. Genericamente falando,
qualquer flutuacdo espacial ou temporal das propriedades Opticas de um dado meio causard o
espalhamento de um feixe de luz incidente. A origem e o aparecimento dessa luz espalhada sdo,
de fato, intimamente dependentes dos constituintes do meio de propagacio e do comprimento
de onda da radiagdo [1, 2]. Nosso interesse aqui se restringe, especialmente, a duas geometrias
de centros espalhadores cujo espalhamento eletromagnético apresenta solugdo analitica exata:

as geometrias esférica e cilindrica.

Neste e no Capitulo a seguir, fornecemos uma introdu¢do sobre a fisica bdsica subjacente
ao fendmeno de espalhamento eletromagnético sem, no entanto, nos aprofundarmos em certos
detalhes da teoria. Esses podem ser facilmente encontrados na literatura; em especial, nos livros
classicos de teoria eletromagnética de Bohren e Huffman [1], van de Huslt [2], Kerker [3],
Stratton [4], Born e Wolf [5], Ishimaru [6], Jackson [7], Tsang et al. [8] e Mishchenko et al. [9].
Aqui nos limitamos aos pontos-chave do fendmeno de espalhamento em Optica cldssica no

sentido de fornecermos um embasamento fisico aos Capitulos subsequentes.

O ponto de partida para o estudo analitico do espalhamento eletromagnético por uma es-
fera (também chamado de espalhamento de Lorenz-Mie [1, 2, 3, 4]) e por um cilindro infinito
magnéticos sdo as equacgdes macroscopicas de Maxwell. No regime 6ptico, este problema é
normalmente tratado na abordagem de meios dielétricos ou ndo magnéticos, isto €, as permea-
bilidades magnéticas da particula espalhadora e do meio circundante sdo as mesmas [1, 2, 4, 7].
Uma consequéncia importante dessa consideragdo € que o indice de refracdo relativo associado
a particula espalhadora € equivalente a sua impedancia 6ptica relativa [10]. Essa equivaléncia,

entretanto, ndo € vélida para materiais ferromagnéticos fora do regime dptico, como por exem-
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plo as ferritas moles, as quais exibem grandes valores de permeabilidade magnética no regime
de micro-ondas e radio-frequéncias [11, 12]. A presenca do magnetismo traz a tona algumas
propriedades interessantes atinentes a espalhadores magnéticos, tais como picos de ressonan-
cia morfoldgica (morphology-dependent resonance ou MDR [13]) na eficiéncia de extin¢do
[14, 15] e supressao da velocidade de transporte de energia [16, 17], mesmo para parametros de

tamanho na aproximacao de pequena particula (regido de Rayleigh [2]).

Tanto o espalhamento eletromagnético por uma esfera quanto por um cilindro infinito sdo
problemas bem conhecidos e bastante estudados em teoria de espalhamento eletromagnético
[1,2,3,4,7,9]. Ha certos aspectos, no entanto, muito pouco explorados na literatura, e dentre
os quais o espalhamento por particulas magnéticas se inclui. Como contribui¢do para a teo-
ria eletromagnética, a “novidade” que apresentamos nesta dissertacdo de Mestrado, € que nos
rendeu duas publicagdes no Journal of the Optical Society of America A [18, 19], consiste em
abordarmos o problema do espalhamento de Lorenz-Mie via campos internos as particulas es-
palhadoras magnéticas. Para levarmos a efeito esses estudos, adotamos a configuracdo mais
simples, a saber, espalhadores esféricos ou cilindricos (ndo dispersivos), embebidos em uma
matriz (ndo absorbitiva), interagindo com uma onda eletromagnética plana e homogénea com
dependéncia temporal harménica. Tanto o meio circundante quanto o centro espalhador sdao

considerados lineares, homogéneos (ou compostos com uma camada externa) e isotropicos.

Por simplicidade, a aplicacdo de um campo magnético externo, necessdrio para se reduzir as
perdas magnéticas atreladas aos elevados valores absolutos de permeabilidade magnética (u;) e
tunar a ressondncia na regido de radio-frequéncias ou de micro-ondas [12, 20, 21, 22, 23], ndo é
aqui considerada. Dessa maneira, assumimos explicitamente a isotropia dos meios magnéticos
envolvidos (u; escalar) [11] e calculamos algumas grandezas de espalhamento no limite de baixa
absor¢do magnética [Im(y;) < Re(y;)] para campos incidentes com frequéncias nas regides

espectrais mencionadas.

Para a realizacdo dos cdlculos analiticos, seguimos de perto as consideracdes feitas no tra-
balho seminal de Kerker ef al. [10] sobre esferas magnéticas e os cédlculos de intensidade dos
campos internos e energia eletromagnética obtidos originalmente por Bott e Zdunkowski [24]
no contexto de esferas dielétricas ndo dispersivas. A notacdo aqui empregada para os coefi-
cientes de Lorenz-Mie, oriundos das expansdes dos campos eletromagnéticos em harmonicos
vetoriais esféricos (no caso da esfera) ou cilindricos (no caso do cilindro infinito), baseia-se
nos livros classicos de Bohren e Huffman [1], van de Hulst [2] e Stratton [4]. Desses livros, o
mais utilizado para os cdlculos, e cuja notacdo e sistema de unidades abarcam todo o trabalho

aqui desenvolvido, é a Ref. [1]. Em especial, como as Refs. [2, 3] adotam o sistema Gaussiano
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de unidades (CGS) e nés usamos aqui o Sistema Internacional (SI) [1], ha algumas diferencas
entre as expressoes finais obtidas nesses dois sistemas, visto que os coeficientes das expansoes
dos campos (coeficientes de Lorenz-Mie) ndo sdo independentes do sistema de unidades ado-
tado. No caso esférico, essa diferenca € evidenciada pela presenca de um fator multiplicativo
(especificamente, o indice de refragao relativo) nos coeficientes internos expressos nas unidades
do SI, entdo ausente no sistema CGS. A principal diferenca entre as notacdes das Refs. [1, 2]
advém, entretanto, da escolha da dependéncia temporal harmoénica dos campos eletromagné-
ticos complexos. Enquanto neste trabalho consideramos a dependéncia temporal como sendo

2 — —1, os autores das

e ' [1, 4, 5, 25], onde o € a freqiiéncia angular da onda incidente e 1
Refs. [2, 3, 26] optam por e, Dependendo de uma ou outra escolha, impomos no campo
espalhado o uso de uma funcdo de Hankel diferente [1]. Das condi¢des de contorno do sis-
tema, essa mesma fun¢do de Hankel necessariamente entrard nas expressdes dos coeficientes de
Lorenz-Mie [1, 2, 3, 4]. De modo geral, os sinais das partes imagindrias de grandezas complexas

calculadas nessas duas abordagens sdo diferentes.

No Capitulo a seguir, discutimos brevemente as principais consideracdes e limitacdes que
permeiam este trabalho. As equacdes macroscopicas de Maxwell para ondas planas, no dominio
da frequéncia, sdo apresentadas com os campos elétrico e magnético ja desacoplados. Esse € o
ponto de partida para o estudo analitico realizado nos Capitulos subsequentes, o qual consiste
em expandir os campos eletromagnéticos na simetria do problema. No Capitulo 3, estudamos
em detalhes o problema do espalhamento eletromagnético por uma esfera magnética. Revisa-
mos o cédlculo dos campos eletromagnéticos em todos os pontos do espaco nas Se¢des 3.1-3.3,
explicitando os coeficientes das expansoes dos campos em termos de harmdnicos esféricos veto-
riais [1]. Na Secdo 3.4, usamos o campo eletromagnético interno no calculo da média temporal
da energia eletromagnética que é armazenada no interior de uma esfera magnética, resultado
que publicamos na Ref. [18]. Uma relacdo conhecida entre a energia interna e a eficiéncia de
absor¢do Optica no regime de baixa absorc¢do [24] é por nds reobtida [18], mostrando que a
mesma independe do magnetismo. Nos Capitulos 4 e 5, estendemos o estudo da energia in-
terna para duas esferas concéntricas magnéticas e para uma esfera magnética opticamente ativa.
Esses Capitulos podem ser encarados como complementos do Capitulo 3 e generalizam as ex-
pressoes nele obtidas. No Capitulo 6, realizamos esses mesmos estudos para o caso de um
cilindro infinito magnético irradiado obliquamente por uma onda plana. Na aproximacdo de
incidéncia normal, estimamos em funcdo do pardmetro de tamanho o comportamento da velo-
cidade de transporte de energia em um meio magnético desordenado bidimensional, Se¢do 6.6.
Mostramos que mesmo em regides cujo comprimento de onda é maior que o raio do cilindro

ha presenca de ressonancias morfoldgicas na energia interna, o que acarreta diminui¢do da ve-
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locidade de transporte e, por conseguinte, do coeficiente de difusdao dos fétons. Em especial,
mostramos na Secdo 6.6.1 que, a semelhanca do espalhamento de Lorenz-Mie, a eficiéncia de
absorc¢do Optica associada a um cilindro magnético, considerado como sendo fracamente absor-
bitivo, estd relacionada ao seu fator de aumento da energia interna [19]. De fato, as expressoes
para a sec¢do de choque de absor¢do obtidas para as geometrias esférica e cilindrica sugerem
uma relacdo mais geral, que independe da forma do centro espalhador. Esse € um dos resul-
tados mais importantes deste trabalho e o publicamos na Ref. [19]. A validade dessa relagcao
universal implica na possibilidade de estimarmos de maneira simples a velocidade de transporte
de energia no regime de baixa absor¢do Optica, fornecido apenas o volume e a se¢iao de cho-
que de absorcdo das particulas embebidas no meio e a respectiva fracdo de empacotamento do
meio desordenado. Nesse contexto, mostramos que essa relacao estd de acordo com a teoria de
Rayleigh-Gans, Se¢do 6.6.1. No Capitulo 7, generalizamos nossos resultados do cilindro homo-
géneo para o caso de dois cilindros concéntricos magnéticos sob incidéncia obliqua de radiagao.
A solucdo completa desse problema de espalhamento € dada nas Se¢des 7.1 e 7.2, e a energia
eletromagnética efetiva que é armazenada no centro espalhador € pela primeira vez calculada,
Secao 7.9. No Capitulo 8, discutimos algumas limitacdes presentes em nossos calculos e como
podemos generalizd-los para meios dispersivos com fraca absor¢do. Um exemplo para o caso
em que os meios materiais sdo descritos por relacdes de dispersdo do tipo Lorentz na presenca
de dissipacao € fornecido na Secao 8.2. Finalmente, no Capitulo 9 apresentamos as conclusdes
gerais e perspectivas para o trabalho que desenvolvemos nesta dissertacdo. As componentes
dos campos eletromagnéticos nos sitemas de coordenadas esféricas e cilindricas, os casos limi-
tes dos coeficientes de Lorenz-Mie e do cilindro homogéneo, e as principais relagdes entre as

funcdes especiais usadas neste trabalho sdo fornecidos, respectivamente, nos Apéndices A—C.



2 Fisica do espalhamento
eletromagnético

O espalhamento eletromagnético devido a imperfei¢cdes do meio material (entendidas aqui
como variacdes bruscas da fungdo dielétrica) estd vinculado ao grau de heterogeneidade (de-
sordem ou irregularidade) que esse sistema apresenta do ponto de vista da onda (periodicidade
espacial e/ou temporal) [1, 2, 3]. Para os sistemas aqui tratados, o grau de heterogeneidade
¢ dado pela densidade de particulas distribuidas aleatoriamente em uma matriz homogénea,
que é comumente assumida como sendo o vécuo cldssico. Essa heterogeneidade, dependendo
do comprimento de onda, pode manifestar-se em diversas escalas, desde a atdmica até a ma-
croscopica. Embora haja distingdes com respeito a heterogeneidade, a fisica subjacente ao

espalhamento € a mesma para todos os sistemas [1].

A matéria é essencialmente composta por particulas elementares (cargas elétricas discre-
tas), a saber, elétrons e prétons. Se um obstaculo, que poderia ser um elétron, um dtomo, uma
molécula, ou uma particula sélida ou liquida, € irradiado por uma onda eletromagnética, as car-
gas elétricas presentes nesse obstaculo sdo levadas a realizar um movimento de oscilagdo devido
ao campo elétrico da onda incidente. Essas cargas elétricas aceleradas irradiam energia eletro-
magnética em todas as direcdes, e é precisamente essa radiacdo secundaria que denominamos

espalhamento da radiacao pelo obstdculo.

Em adicdo a essa radiagdo secunddria de energia eletromagnética, as cargas elementares
excitadas podem transformar parte dessa energia incidente em outras formas de energia (ener-
gia térmica, por exemplo), em um processo chamado de absorcdo. Espalhamento e absorcao
ndo sdo processos mutuamente independentes e, embora, por brevidade, se fale apenas em es-
palhamento, em geral a absor¢ao também estd presente. De fato, nas grandezas constitutivas
complexas que descrevem a interacdo da onda com o meio material, as partes imagindrias dessas
grandezas estao associadas a um acréscimo de fase nos campos eletromagnéticos ou, termodina-
micamente falando, a um aumento de entropia do sistema [25]. A absor¢do €, portanto, fungdo

das partes imagindrias das grandezas constitutivas (dissipacao ou adi¢ao de fase nos campos de-
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vido a intera¢do), as quais estdo vinculadas as partes reais (grandezas de propagacdo do campo)

via relacdes de Krammers-Kronig [1, 25].

A remocdo de energia do feixe de luz incidente em razdo da interacdo com o espalhador é
comumente chamada de extin¢do (teorema de Ewald-Oseen) [1]. Da conservacio da energia,
a extingdo ¢é definida como sendo a soma das contribui¢cdes dos fendmenos de espalhamento e

absorc¢do, aos quais concerne a atenuacao do feixe.

O espalhamento de uma onda eletromagnética depende fundamentalmente do total de campo
ao qual o centro espalhador € exposto. Uma considerdvel simplificacdo surge da assuncao de
que o espalhamento € isolado, isto €, o numero de particulas € suficientemente pequeno e sua
separacdo é grande o bastante na vizinhancga de outras particulas, de modo que o campo espa-
lhado por todas as outras € pequeno se comparado ao campo externo. Todas as particulas do
obstaculo, portanto, interagem apenas com o campo incidente. Além disso, assumimos que as
separacOes entre as particulas sdo aleatdrias, o que implica em espalhamento incoerente [2].
Em outras palavras, ndo hd uma relacao sistematica entre as fases das ondas espalhadas por par-
ticulas individuais. A consequéncia imediata disso € que a intensidade de radiacdo espalhada
pela colecao de particulas € apenas a soma da radiacdo espalhada pelas particulas individuais
(espalhamento independente). A tnica ressalva a ser feita € que em uma cole¢do de particulas
aleatoriamente separadas o espalhamento € coerente para &ngulos de espalhamento virtualmente

nulos (espalhamento para frente) [2].

A fim de estimarmos algumas grandezas atinentes ao espalhamento multiplo por particu-
las (como velocidade de transporte de energia eletromagnética, por exemplo), estudamos em
detalhes a teoria de Lorenz-Mie [1, 2, 3, 4]. O problema basico a ser resolvido diz respeito a
interacao entre um feixe de radiacdo com comprimento de onda arbitrario e uma particula es-
férica ou cilindrica isolada (isto €, um agregado de muitos dtomos ou moléculas bem definido)
que estd embebida em um meio homogéneo cuja composi¢ao difere da particula. Por homo-
geneidade entendemos que a heterogeneidade atdmica ou molecular € pequena se comparada
ao comprimento de onda da radiagdo incidente. Aqui também ignoramos o espalhamento por
flutuacdes, que é usualmente muito menor que o espalhamento por particulas [1, 2]. Todos os
pontos do material e a radiac@o eletromagnética sdo descritos em termos macroscopicos, nao
havendo a necessidade de considerarmos explicitamente a interagdo dos fétons com excitacoes

quanticas elementares [1, 3].

Para a abordagem do problema de espalhamento isolado, quer seja por uma esfera ou por
um cilindro infinito, ha alguns ingredientes que conferem simplicidade a resolucdo analitica e,

em boa aproximacdo, reproduzem situacdes particulares do que de fato acontece [1, 2, 3, 27].
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Basicamente, essas consideracdes podem ser divididas em dois grupos: o primeiro levando em

conta 0 meio de propagacao e o segundo, a radiacdo eletromagnética.

Quanto aos meios materias:

e No espalhamento simples, o centro espalhador esférico ou cilindrico € considerado uma
particula isolada em um meio infinito. Como se percebe, essa consideragdao nao é con-
sistente no caso de um cilindro infinito, visto que esse, mesmo embebido em um meio
de baixa densidade de espalhadores, nunca seria completamente isolado e nem particula.
Em realidade, a particula cilindrica sob andlise ndo € infinita; o que fazemos aqui € uma
aproximacgdo para o caso em que o comprimento ao longo do eixo do cilindro é muito

maior que seu raio [1, 2].

e Tanto a particula esférica ou cilindrica quanto o meio circundante sdo assumidos line-
ares, homogéneos ¢ isotrépicos [1], e possuem indutancias capacitivas (€1,u1) € (€,u),
respectivamente. Dessas consideragdes, sendo o meio magneto-opticamente inativo, es-
ses tensores correspondentes as permissividades elétricas e permeabilidades magnéticas
do centro espalhador e do meio circundante podem ser expressos como um escalar mul-
tiplicando um tensor unitdrio. No caso, assumimos que hd componentes aborbitivas no
meio de propaga¢do apenas no interior da particula, de sorte que €; e y; sdo grandezas
complexas. Em nossos estudos, o meio externo é comumente assumido como sendo o
vacuo, uma vez que as grandezas importantes do problema (indices de refracao e impe-

dancia relativos) dependem das grandezas relativas u; /u e €; /€.

Quanto a onda incidente:

e Consideramos uma onda eletromagnética complexa proveniente de uma fonte muito dis-
tante, sendo, portanto, assumida como uma onda plana. O vetor diretor dessas frentes de
onda planares é denotado pelo vetor de onda k, considerado aqui como sendo real (onda
homogénea). A componente complexa surge da interacdo da onda com um substrato no

qual haja absor¢do eletromagnética.

e A onda eletromagnética € monocromatica, possuindo frequéncia de oscilagao ®. Nao ha
perda de generalidade nessa consideracdo, uma vez que os meios sio lineares e a teoria
eletromagnética de Maxwell fornecerd, por conseguinte, equagdes lineares. Assim, para o
caso policromédtico ou com dependéncia temporal arbitréria, a solugdo geral do problema

de espalhamento pode ser obtida a partir da teoria de Fourier [1].
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e No sentido de caracterizarmos os campos incidentes, conferimos uma polarizacao linear
a onda eletromagnética. Para a geometria esférica, basta um estado de polarizacio para
um estudo genérico do espalhamento de ondas planas. No caso da geometria cilindrica,
no entanto, hd duas polariza¢des bdsicas a partir das quais se originam todas as outras:
o campo magnético (modo TM) ou elétrico (modo TE) transversos ao eixo do cilindro
[1,2,27].

e Assumimos que a onda eletromagnética incidente tem a mesma frequéncia (isto é, o
mesmo comprimento de onda) que a onda espalhada (espalhamento eldstico). Efeitos
como o espalhamento Raman, fluorescéncia e outras transi¢des de natureza quantica ou o
espalhamento de Brillouin, que surge do deslocamento Doppler associado ao movimento

das particulas, sdo, portanto, excluidos [3].

A Fig. 2.1 mostra esquematicamente a interacdo de um feixe de ondas eletromagnéticas
planas (representado pelas setas paralelas) e uma particula isolada de formato geométrico arbi-

trario.

— /// e,
el

——

— ———

\

— \
e NN

Figura 2.1: O campo eletromagnético incidente (E;,H;) dd origem ao campo (E;,H;) interno
a particula e ao campo espalhado (Eg, H;) no meio circundante. Figura adaptada da Ref. [1].

Implicita nas consideragdes acima, encontra-se a assuncao de que os campos eletromagné-
ticos sdo grandezas vetoriais complexas com dependéncia temporal harmonica dada por e '
[1, 27]. Essa convencao € a mesma encontrada nos livros cldssicos de Bohren e Huffman [1],
Stratton [4], Born e Wolf [5], Jackson [7] e Barber [27]. E importante enfatizarmos qual é
a escolha da dependéncia temporal harmonica dos campos complexos pois, a0 compararmos

grandezas calculadas, por exemplo, nos livros de van de Hulst [2] ou de Kerker [3], os quais
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0 " com as do Jackson [7], hé certas diferencas de sinal na parte imagindria dessas

adotam e
grandezas [1, 2]. Se os meios materiais envolvidos ndo tiverem distribui¢cdes de cargas e nem

fontes de corrente, as equagdes macroscopicas de Maxwell atinentes ao sistema se reduzem a

VE=0, VH=0,
VXE=1mwuH, VxH=—-i0eE, (2.1)
[V2+K*|E=0, [V’+K]H=0,

onde E e H sio, respectivamente, os campos elétrico e magnético, e k = m,/u€ € o niimero de
onda. Nas equacdes rotacionais de Maxwell — as tnicas independentes no sistema (2.1) —, usa-
mos as relagdes constitutivas lineares D = €E e B = uH, onde D e B sdo, respectivamente, os
vetores deslocamento elétrico e inducao magnética. Note que, ao desacoplarmos os campos elé-
trico e magnético vinculados nas equagdes de Maxwell, inicialmente obtemos duas equacdes de
onda a eles correspondentes. Entretanto, em virtude das consideragdes aqui feitas, o problema
de resolvermos uma equacdo de onda vetorial transfere-se naturalmente para uma equacdo de

Helmholtz vetorial, devido ao operador k> = —yeaz.

2.1 Equacao de Helmholtz escalar

Grande parte dos livros cldssicos que tratam do problema do espalhamento isolado se utiliza
do vetor de Hertz para desacoplar os campos elétrico e magnético vinculados nas equagdes
de Maxwell [3, 26]. No presente trabalho, contudo, empregamos a mesma abordagem das
Refs. [1, 2, 4], a qual consiste em expandir os campos incidente, interno e espalhado na simetria
do problema em questdo (harmonicos esféricos ou cilindricos vetoriais). Isso é feito mediante
a introdugdo de uma funcio escalar y, chamada fungdo escalar geratriz, sobre a qual € imposta

uma série de condi¢cdes de modo a que os harmdnicos vetoriais M e N, definidos por
1
M=Vx(cy) e N:szM, (2.2)

onde o vetor piloto ¢ € escolhido de acordo com a conveniéncia, satisfacam as equacdes macros-
copicas de Maxwell [1, 2]. No caso da esfera, ¢ = r € o vetor radial no sistema de coordenadas
esféricas (,0,0); para o cilindro infinito cuja secdo transversal é circular, ¢ = &, € o versor
no sistema de coordenadas cilindricas (r,0,z). Dependendo da escolha de ¢, os harmdnicos

vetoriais M e N sdo ditos esféricos ou cilindricos vetoriais [1].

Repare que M e N possuem divergéncia nula, satisfazendo, portanto, as equacdes rotacio-

nais de Maxwell apresentadas em (2.1). Impondo que M seja solucio da equacdo de Helmholtz
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vetorial, obtemos [1]
[V2+E2IM =V x [¢(V>+&)y] =0.

Como se nota, a segunda igualdade ¢ satisfeita quando
[V2+ K] y(x,3,2) =0, (2.3)

que € a equacdo de Helmholtz escalar.

Até o momento, perceba que nenhuma informacao relativa a particula foi adicionada ao
problema; apenas admitimos um meio com as caracteristicas jd& mencionadas e sem uma dis-
tribui¢do espacial de cargas e fontes de corrente (pf = Jr = 0). Basicamente, o sistema fisico
de interesse reduziu-se a resolu¢cdo de uma equagdo de onda escalar em coordenadas retangu-
lares (x,y,z); em outras palavras, um problema essencialmente matematico. Como podemos
observar, a simetria do problema entrard na escolha do vetor piloto ¢ e ditard o sistema de co-
ordenadas mais conveniente para a resoluc¢do da Eq. (2.3). Valendo-se do método de separagdo
de varidveis, também conhecido como método de Fourier [1], e usando condi¢des de contorno
na superficie do centro espalhador, obtemos as solugdes correspondentes aos campos elétrico
e magnético, entdo expressos em termos de harmonicos vetoriais esféricos (no caso da esfera)
ou cilindricos (no caso do cilindro infinito). Fisicamente, portanto, a particula ganha um signi-
ficado a partir da imposi¢ao das condi¢des de contorno dos campos eletromagnéticos (E, H) na

interface de separacdo entre os meios interior e exterior a particula.

2.2 Condicoes de contorno dos campos eletromagnéticos

O campo eletromagnético deve satisfazer as equagcdes de Maxwell nos pontos onde tanto
€ quanto u sdo continuos. No entanto, quando a onda atravessa a separacdo entre uma parti-
cula e um meio circundante, hd, em geral, uma mudanca repentina nessas propriedades. Essa
mudanca ocorre em uma regido de transi¢do com espessura da ordem de dimensdes atdomicas
[1]. Do ponto de vista macroscépico, portanto, hd uma descontinuidade no contorno. Assim, na
interface de separacdo entre dois meios, os campos vetoriais E e H podem ser descontinuos. As
condig¢des de contorno na interface, entdo necessarias para a determinacdo dos campos em todos
os pontos do espaco, podem ser derivadas a partir das equacdes macroscéopicas de Maxwell na
forma integral [7, 4]. Considerando um meio sem cargas e fontes de corrente, as condi¢des de

contorno para o campo eletromagnético (E,H) interagindo com uma particula espalhadora sdo
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dadas por

=>
|

(Eincidente + Eespalhado) X Einterior X 1 ’ (2.4)

(Hincidente + Hespalhado) Xf = Hinterior X n > (2.5)

J/

Vv
campos exteriores

onde fi € um versor normal a superficie de separacio entre os meios interior e exterior a particula

(continuidade das componentes tangenciais).

Nos Capitulos que se seguem, aplicamos as consideracdes aqui delineadas e, via Eq. (2.3),
determinamos expansodes para os campos eletromagnéticos em termos de harmonicos vetori-
ais. Os coeficientes das expansdes sdo obtidos mediante as condi¢des de contorno expressas
nas Egs. (2.4) e (2.5). Uma vez determinados os campos eletromagnéticos e os respectivos
coeficientes de Fourier das expansdes, podemos calcular quaisquer grandezas do espalhamento
eletromagnético [1, 2, 3]. Nesta dissertacdo de Mestrado, estamos interessados nos campos
eletromagnéticos no interior dos centros espalhadores magnéticos e nas propriedades de trans-
porte que deles podem ser auferidas. Posto que na literatura da drea pouca atengdo é dada aos
campos internos e coeficientes associados [1, 2, 3, 4, 9], € imperativo que calculemos explici-
tamente essas grandezas a fim de estudarmos a energia eletromagnética armazenada no centro

espalhador.
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3  Espalhamento de ondas
eletromagnéticas por uma esfera
magnética

Talvez o mais importante problema soluvel na teoria de absorcado e espalhamento de ondas
eletromagnéticas por particulas seja aquele para uma esfera de raio e indice de refracdo arbi-
trarios. Na literatura, os primeiros resultados em teoria de espalhamento por pequenas esferas
foram derivados por Lord Rayleigh [28, 29] em 1871 e analisados posteriormente por J. C.
Maxwell-Garnett [30] em 1904. Em seus trabalhos, Rayleigh considera a restricdo de peque-
nas particulas dielétricas comparadas com o comprimento de onda incidente, e estabelece este
limite de validade para suas expressdes. Uma solu¢do completa para o problema de uma esfera
homogénea de constantes Opticas e tamanho arbitrarios foi obtida em 1908 por Gustav Mie [31]
a partir de um tratamento tedrico rigoroso das equacoes de Maxwell do sistema [1, 3]. Mie
desenvolve a teoria no intuito de entender as cores variadas na absor¢do e espalhamento exibi-
das por pequenas particulas coloidais de ouro suspensas em dgua [1, 3, 31]. Na mesma época,
usando uma soluc¢do analitica orginal para o espalhamento por uma esfera, Peter Debye consi-
derava o problema da pressdo de radiacdo exercida sobre pequenas particulas no espaco [32].
O trabalho de Debye, o qual era assunto de sua tese de doutorado, constituiu uma das primeiras
aplicacdes dessa teoria a problemas astrofisicos [1, 3]. Entretanto, Mie e Debye ndo foram os
primeiros a construir uma solu¢do completa para o problema da esfera. A primeira solugdo
desse problema foi obtida, em realidade, por Lorenz em 1890, baseada em sua prépria versao
do eletromagnetismo [33]. Esse trabalho, porém, foi publicado em dinamarqués e nao recebeu
o reconhecimento apropriado da comunidade cientifica da época. Do ponto de vista histdrico é
razodvel, portanto, chamarmos a soluc¢do do problema da esfera de solu¢dao de Lorenz-Mie ou,
para sermos ainda mais precisos, de Lorenz-Mie-Debye. Neste trabalho, assumimos o termo
mais usado em publica¢des cientificas, que € solucdo ou teoria de Lorentz-Mie. Os livros clds-
sicos de teoria de espalhamento eletromagnético, sem entrar em precedentes histéricos, usam

o termo espalhamento ou teoria de Mie [1, 2, 3, 4]. Ao longo dos anos, a solugdo exata obtida
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por Lorenz, Mie e Debye foi cuidadosamente analisada e aplicada com sucesso para descrever
o espalhamento por particulas de varios tamanhos [1, 2] e, porteriormente, generalizada para
a descricdo do espalhamento por particulas de formatos variados [34]. No limite de pequenas
esferas, isto €, quando o raio é muito menor que o comprimento de onda incidente, a teoria de

Lorenz-Mie reproduz os resultados obtidos por Rayleigh [1, 2].

Alguns dos mais belos fendmenos 6pticos naturais podem ser explicados, em uma roupa-
gem moderna e sofiscada, pela teoria de Lorenz-Mie. Em especial, usando o formalismo de
Debye [32] na aproximagdo de esferas transparentes, o fisico brasileiro H. M. Nussenzveig
formuluou uma teoria quantitativa do arco-iris (primdrio e secundario) e da auréola em 1969
[35, 36]. Seus resultados, obtidos a partir de estudos dos polos nas expansdes das amplitudes de
espalhamento em termos de multiplas reflexdes (séries de Mie) e analogias das ondas escalares
parciais com os potenciais da Mecéanica Quantica e momentos angulares complexos (transfor-
macao de Watson), lhe renderam o prémio Max Born em 1986, conferido pela Optical Society

of America.

Neste Capitulo, delineamos os principais resultados analiticos novos que obtivemos na te-
oria cldssica de espalhamento de Lorenz-Mie; mais especificamente, o cdlculo da energia ele-
tromagnética média dentro de uma esfera magnética. A resolucdo explicita dos coeficientes
magnéticos provenientes das expansdes dos campos (E,H) em termos de harmdnicos esféricos
vetoriais, o célculo das intensidades de Stokes e matriz de espalhamento podem ser encontra-
dos nas Refs. [1, 2, 3, 9]. Aqui nos limitamos a apresentar alguns desses resultados e, quando
necessdrio e conveniente, detalhamos os caminhos que levam a obtenc@o das expressoes exatas.
No contexto da teoria de Lorenz-Mie, o estudo da média temporal da energia eletromagnética
no interior de uma esfera dielétrica foi realizado por Bott e Zdunkowski [24]. Nesse traba-
lho, os autores calcularam analiticamente expressOes exata e aproximada para a energia média
dentro de uma particula esférica e realizaram um estudo numérico calculando fatores de efici-
éncia a partir dessas expressdes. Tais resultados, no entanto, restringem-se ao caso particular
de esferas nao magnéticas, isto é, aplicam-se apenas a sistemas cuja permeabilidade magnética
da particula seja numericamente igual a do meio circundante (regime 6ptico). O objetivo da
Ref. [24] dizia respeito ao estudo tedrico do fluxo de fétons em gotas de d4gua na alta atmosfera
com vistas a investigacdes na drea fotoquimica [24]. Nesta dissertagdo, ampliamos essa solugao
para o caso geral de esferas magnéticas isotropicas. Os principais resultados que obtivemos

encontram-se em nosso artigo [18].
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3.1 Solucao da equacao de Helmholtz escalar em coordena-
das esféricas

O ponto de partida para a resolu¢do do problema da esfera sdo as equacdes macroscopicas
de Maxwell restritas a condi¢des de contorno, as quais dizem respeito as propriedads Opticas
e geométricas do espalhador e meio circundante, e caracteristicas da radiacdo incidente. A
Fig. 3.1 representa esquematicamente a geometria do problema, qual seja, uma esfera de raio a

na origem do sistema de coordenadas polares esféricas sendo irradiada por uma onda plana.

—_
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Figura 3.1: Sistema de coordenadas esféricas centrado em uma particula esférica de raio a.
Figura adaptada da Ref. [1].

Valendo-se da simetria esférica do centro espalhador, usamos o artificio de se expandir os
campos eletromagnéticos em harmonicos esféricos vetoriais M e N, entdo gerados por uma
funcdo escalar geratriz y, como apresentado no Capitulo 2. Essa abordagem reduz o problema
de resolvermos uma equagao de onda vetorial a uma equacao de Helmholtz escalar, Eq. (2.3).

Em coordenadas polares esféricas, a Eq. (2.3) pode ser reescrita como

19 /,0 1 9 0 1 ?
—=— | r"= ———=~ | sin0=— ———=>5 +k 0,0)=0. 3.1
[ﬂ or (r ar) T 2sin6 90 (Sm ae) t asmeagr K| V(80 SR
Essa equacdo é comumente resolvida mediante o método de separagdo de varidveis. Usando
esse método, obtemos trés equagdes diferenciais ordindrias correspondentes as varidveis radial,

angular e azimutal, as quais fornecem como solugdes, respectivamente, fungdes de Bessel e

Neumann, func¢des associadas de Legendre e fungdes senoidais [1, 2]. Dessa maneira, nas
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coordenadas (r,0,0), a solugdo geral da Eq. (3.1) pode ser descrita pelas func¢des
Wern(kr,c0s0,0) = z, (kl’)P,f (cos®)cos(49) , (3.2)

Woun (kr,cos0,0) = z,(kr) P’ (cos0)sin(49) (3.3)

onde Pf (cosB) é uma fungdo associada de Legendre (¢,n € ZZ sdo constantes de separagdo), e

) = ja+1y,0u h,(f) =

zn € qualquer das quatro fungdes esféricas j, (Bessel), y, (Neumann), h,(f
Jn — n (Hankel de primeiro e segundo tipos). Os indices e e o provém do inglés even (par) e
odd (impar) para se referirem a paridade das func¢des senoidais que entram na composi¢do da
funcdo Y na componente azimutal ¢. Em razdo da completude das fungdes cos(0), sin(4¢),
Pf (cosB) e z,(kr), qualquer fungdo que satisfaca a equagdio de onda escalar em coordenadas
esféricas pode ser expandida como uma série infinita das fungdes (3.2) e (3.3) [1]. Observe que,
em func¢do da simetria esférica, a dependéncia da fun¢do geratriz com o angulo de espalhamento
0 se da através da funcdo cos 6, que € portanto a varidvel angular natural do problema. De fato,
o parametro de assimetria na teoria de Mie pode ser calculado como a média da fungdo cos9
no angulo sélido [1, 2]. O mesmo pode ser mencionado com relagdo a dependéncia radial
das solugdes, que é kr = 2mr/A, onde A é o comprimento de onda. Naturalmente, portanto,

a dependéncia radial das solu¢des da equacdo de onda escalar leva em conta a razdo entre

distancia radial e comprimento de onda.

Substituindo as func¢des Wery, € Wor,, Nos harmonicos vetoriais M e N, expressos nas Egs. (2.2)

do Capitulo 2, e tomando ¢ = r, obtemos [1, 2]

Meﬂn =Vx (rWeZn) ) Moﬁn =V x (rllfofn) )

V x Meén i V x Mogn

Neﬂn = k ; Noﬁn - k

Na forma de componentes, temos explicitamente

M, = —Csin(£0) mhza(p)és — cos(£d) T4z, (p)e , (3.4)
Mo@n - ECOS(&D) nﬁzn(p)éﬁ - 51n(€¢) szzn(p)é(b ’ (35)
Zn(p> N

Netn = n(n+1)sinOcos(£d) T 0 e,

T cos(£0) rﬁ%% [pz0(p)] 80 — £sin(£0) nﬁ%% Pa@le. (6

T sin(¢0) rﬁ%% (2 (0)] 89+ £cos(40) nf;é% PaP)es, G
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onde p = kr,

P!(cos9) d
l l “
= "SIT e =1 [Pn(cosﬁ)] . (3.8)
Embora usemos aqui apenas um caso particular das fun¢des generalizadas definidas nas Egs. (3.8),
salientamos que elas podem ser utilizadas como fun¢des de base em algoritmos numéricos para

o célculo de espalhamento multiplo [27].

Uma vez determinados os harmoOnicos vetoriais, quaisquer solugdes para as equagdes dos
campos restritos as condi¢des apresentadas no Capitulo 2 podem ser expandidas em séries infi-
nitas das func¢des (3.4)—(3.7). Em outras palavras, escrevemos uma onda plana como uma série

infinita de ondas parciais esféricas M,, € N,,.

3.2 Campos eletromagnéticos em termos de ondas parciais
esféricas

Considere uma onda eletromagnética plana (E;, H;) polarizada na direcdo da abscissa x a
qual € incidente a uma esfera linear, homogénea e isotropica de raio a e constantes Opticas

(€1,u1) imersa em um meio (€,u). Em coordenadas esféricas,
E;, = Eoezkrcoseéx 7 3.9

onde Ej € a amplitude do campo € &, = sinBcos¢ €, + cosOcosd € —sin¢ &y. Da ortogona-
lidade das fungdes seno e cosseno, e das Egs. (3.4)—(3.9), segue que apenas ¢ = 1 safisfaz a
expansdo do campo elétrico E; em termos dos harmdnicos esféricos vetoriais [1]. Em outras
palavras, apenas as fun¢des associadas de Legendre de primeira ordem entram na composi¢ao
dos harmodnicos. Nas expressdes a seguir, denotamos por simplicidade as fun¢des angulares
n,ll =T, e ’c,11 = 1,. Os coeficientes a,, by, ¢, € d, das expansdes dos campos espalhado (E;, Hy)
e interno (E1,H;) em harmdnicos esféricos vetoriais sdo obtidos impondo-se condi¢des de con-
torno na interface entre a particula espalhadora e o meio circundante. Embora r > a expresse
0 mesmo que a < r, consideramos como convengdo r > a para expressar o0 dominio de ondas
incidentes e a < r para ondas emergentes em relacio a esfera. Alguns detalhes que levam a ob-
tencdo das expansoes a seguir encontram-se na Ref. [1]. Em forma de componentes, os campos

eletromagnéticos estdo expressos na Secdo A.1 do Apéndice A.

Considerando os dominios de existéncia mencionados acima, os campos eletromagnéticos
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em termos dos harmonicos vetoriais M, e N, sdo dados por

E, = ) E [Mglﬂ(k)—lNgl(k)], (3.10)

n=1
o k¥ (1) 1) (0] .

H; = m#’;E” |:Meln(k)+lNoln<k):| > (3.11)

Er = ) E [C"Mgll)n(kl)_langzz(kl)} : (3.12)
n=1

_ _k ¥y (1) (1) _

M= o & [aneln(kl)—i_lC"Moln(kl)} : (3.13)

E, = ) E [lanNSL(k)—bnMSL(k)}, (3.14)
n=1

Ho= Y 5 s+ aMi 0] (3.15)
('o‘unzl

onde E, = "Ey(2n+1)/[n(n+1)] e os indices (1) e (3) indicam, respectivamente, o emprego
das funcdes esféricas de Bessel j, e de Hankel de primeiro tipo h,(ql) na composi¢ao dos harmo-
nicos vetoriais M, € N,,. Os nimeros de onda k e k| indicam se o argumento da fungdes esféricas
de Bessel e de Hankel é p = kr (meio circundante) ou p; = k;r (interior da esfera). A funcdo
de Bessel j,(p1) no interior da esfera é escolhida devido a sua finitude na origem do sistema de
coordenadas. J4 a funcdo de Hankel de primeiro tipo no campo espalhado € escolhida devido ao
seu comportamento de onda emergente no campo distante, o qual estd intimamente associado a

dependéncia temporal harmodnica que escolhemos para o campo incidente [1, 2].

Uma vez realizadas as expansdes dos campos em cada regido do espaco, resta determinar-
mos as ponderagdes, dadas pelos coeficientes ay,, by, ¢, € d,, de cada onda esférica parcial M,, e
N,.. Isso é feito mediante a aplicacdo das condi¢des de contorno expressas nas Egs. (2.4) e (2.5)
da Secdo 2.2.

3.3 Coeficientes magnéticos de Lorenz-Mie

Considerando que ndo existam fontes de corrente no meio, temos que as componentes tan-

genciais dos campos elétrico e magnético s@o continuas na interface r = a. Na forma de com-
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ponentes, as Egs. (2.4) e (2.5) sdo expressas por

Eg+Eg—Eg = 0, (3.16)
Eiy+Egp—Eiy = 0, (3.17)
Hig+Hg—Hig = 0, (3.18)
Hip+Hoy—Hygy = 0, (3.19)

onde r = a (campos eletromagnéticos na interface particula-meio circudante). Substituindo as
componentes dos campos eletromagnéticos (E;, H;), (E{,H;) e (Ey,Hy), dadas na Secdo A.1,
nas Egs. (3.16)—(3.19), obtemos um sistema de quatro equagdes lineares nas varidveis a,, by, ¢,
edy,:

I (3)ty - i (x)dly = ()

=L

m&;, (%) an + Y, (mx)dy = my, (x) ,

=L

(3.20)
m&, (x)@—f— Yn (W)g = myy,(x) ,

m&;, (%) by + My, (mx)cy, = my, (x) ,

onde os coeficientes a serem determinados encontram-se sublinhados e as pricas indicam deri-
vagdo com respeito ao argumento entre parénteses. A grandeza x = ka é chamada parametro de
tamanho da particula esférica, sendo a o raio da mesma e k = |k| o nimero de onda correspon-
dente a onda incidente com dependéncia temporal harmonica e '®. Ainda, m = \/u1€;/(u€) e
m = +/u€ /(1 €) sdo, respectivamente, os indices de refracdo e de impedancia relativos entre
a esfera e o meio circundante. Repare que o sistema de quatro equagdes acima é composto, na

verdade, de dois sistemas de duas equagdes.

Resolvendo o sistema de Egs. (3.20), os coeficientes das expansoes dos campos eletromag-
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néticos por uma esfera magnética sao dados por

W) SN} g, (i) v
SR EY) deln G ()™ fya(m) | (MG, (3) = Gn) W () T
AT dxln{[\lfn(x)]m/m/\lfn(mx)} _ Y (mV, () =y (Y (m)
S Y deln B0 ()" gam) | Wm0 (3) = (D)W () 7
o S {E e i 323)
“T () g 1n{[gn(x)]m/”1 /\vn(mx)} ) () — i (O )

PR /16) din {0 (3) /(01" } _ e . (324
T walm) g tn { 0 ()" /a(m) | ¥ ()8 6) = S}y o)

Com a finalidade de tornarmos as expressoes dos coeficientes de Lorenz-Mie ‘“ainda mais

simples” para calculos numéricos, podemos definir as funcdes

_ Wa(x) m) — m>y(x)
fn(X) - &n(x) ’ gn( ) )_ Wn(mx) ’
_ dylny,(x) _ dyIn&,(x)
Ap(x,mx) = Iy (mx) Bu(x,mx) = dny, (my)

Efetuando-se as substituicdes nas Eqs. (3.21)—(3.24), resulta que

i = fo)“jZZ;:g:fm, (3.25)
b= 0 [T e 320
e o
- em[EmERE]

Fica claro nas Egs. (3.25)—(3.28) que tanto os coeficientes de espalhamento a, e b, quanto
os coeficientes internos ¢, € d,, além de dependerem das grandezas x e mx, possuem dependén-
cias com outras grandezas em particular. No caso, os coeficientes de espalhamento dependem
apenas de mm = € /€, m/m = u; /u, enquanto os coeficientes internos dependem de m e m sepa-

radamente. Note que na abordagem ndo magnética (m = m), essas dependéncias ficam restritas
apenas a grandeza m = /€ /€.
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3.4 Energia eletromagnética interna a esfera

Considere um campo eletromagnético harménico (Ej,H;) propagando-se em um meio li-
near, homogéneo e isotrépico (€1, ;) ndo dispersivo, isto €, as grandezas constitutivas indepen-
dem da frequéncia ® de oscilacdo do campo. Na teoria cldssica do eletromagnetismo, a média
temporal da densidade de energia eletromagnética U nesse meio material € definida como sendo

1
U= ZRe [81|E1|2+u1|H1|2] ; (3.29)

onde assumimos que Re(€1) > Im(g;) e Re(u;) > Im(u;) — regime de fraca absorc¢éo ou trans-
paréncia [7, 25]. Integrando a Eq. (3.29) em uma certa regido V do espago, obtemos a média
temporal de energia eletromagnética W no respectivo volume: W = [ [ [,,dVU. No caso de
uma particula esférica de raio a e campos internos complexos (E;,H;), obtemos em coordena-

das esféricas

2n 1 a €
W(a) :/ d¢/ d(cos@)/ dr r*Re {—1 (|E1r‘2+‘E19|2+ |El¢|2)
0 -1 0 4 (3.30)
1
‘f‘%(|H1r|2+|H19|2+|H1¢|2):| :

Aqui assumimos tacitamente que a série de fun¢des que entra na integral tripla da Eq. (3.30)
converge uniformemente no dominio 0 <r <a,0< 0 <7, 0 < ¢ <27 para uma func¢ao inte-
gravel a Riemann. A consideracdo de que hd convergéncia € consistente com o fato de que a
energia no interior de um volume finito € finita. Ademais, a uniformidade na maneira como a
série converge é uma condi¢ao necessdria para que possamos, nos cdlculos a seguir, efetuar a

“permutacao” entre o somatorio da série infinita e o simbolo de integragao.

O célculo analitico da energia eletromagnética armazenada em uma esfera de Lorenz-Mie
ndo € uma tarefa trivial e requer certo conhecimento entre relacdes envolvendo produto de fun-
coes de Bessel, relagdes de recorréncia e propriedades das funcdes associadas de Legendre
[24, 18]. No caso das func¢des de Bessel, esse conhecimento € necessario para que seja possivel
resolver analiticamente as integrais na varidavel radial. As fun¢des angulares, que sdo dependen-
tes das fungdes associadas de Legendre de primeira ordem, favorecem ou ndo a simplificacdo
do somatoério duplo proveniente do médulo ao quadrado das componentes dos campos internos.
Um resumo sobre essas relacdes envolvendo funcdes especiais, muitas das quais ndo hé registro

na literatura, encontra-se no Apéndice C.

A seguir, efetuamos o cdlculo da energia interna levando em conta cada componente do

campo eletromagnético separadamente. Isso ndo € feito na Ref. [24] para a energia armazenada
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no interior de esferas nao magnéticas e nao dispersivas. Nosso intuito aqui é fornecermos uma
descricao analitica mais rica que a da Ref. [24], de modo que possamos obter informagdes das

componentes angulares e radiais do espalhamento.

3.4.1 Meédia temporal da energia elétrica

Da definicao da energia interna, Eq. (3.30), é natural que consideremos as contribui¢cdes
dos campos elétrico e magnético em separado. Usamos abaixo algumas relacOes presentes
nas Segdes C.1 e C.2.1. As componentes do campo eletromagnético (E;,H;) em coordenadas

esféricas encontram-se na Se¢do A.1 do Apéndice A.

A energia eletromagnética média no tempo relacionada a componente r do campo elétrico

E; é dada por

R 2n 1 a
We,(a) = #/O dq)/_ld(cose)/o dr|E;,[*r¥sin®

B a oo oo .. -
= TRee1) /0 dr Y Y EELja(p1) 5 (01)
n=1n'=1

(3.31)

nn' (n+1)(n +1)d nly

1
s / d(cos 8)7,, sin” 0
1

J/

Eq. (C.7)
n R >
E efe Z (n+1)(2n+1)|dy| / drljn(p1)]?

=315

onde p; = kjr = mkr e o asterisco indica conjugacdo da varidvel complexa: 1 <= —i. Chamamos
atencdo ao fato de que, nesta situacdo, o somatdrio duplo é simplificado via funcdo delta de
Kronecker e a integral em ¢ é apenas fozn ddcos?>¢p = n. Contudo, a integral da componente

radial nao possui solugao analitica [37].

Para as componentes angulares 0 e ¢ do campo elétrico, a contribui¢do a energia eletromag-

nética média no tempo definida na Eq. (3.30) é
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Re(se T 27 a )
Wo + Wio (a) = il)/ de/ d¢/ dr(|Esol? + |Er[2) 2 sin®

nReel N
=1 ThP /dr): ZEE

n=1n'=1

1
X { [enCuWn(PUWw (PT) + dud Wy (P1) W, (PT))] /  d(cos8) (Tt + T Ty)

N

e

Eq. (C.5)

+ [1end W (P W — tdncp, (P1) W (P1)] /_ l] d(cos6) (Tnnn/+nnrn/)}

J/

-~

Eq. (C.6)

@+ 1) [ drenyn(pol + 1t (P

n=1

(3.32)

onde W, (p1) = p1V¥.(p1) € a fungdo de Riccati-Bessel. Analogamente 2 componente radial, a
contribui¢do das componentes angulares (0, 0) a energia interna é simplificada mediante propri-
edades das func¢des associadas de Legendre. Note que da simetria do sistema resulta a impos-
sibilidade de separarmos as contribuicdes de cada componente angular. Caso tentemos fazé-lo,
relacOes importantes entre as funcdes angulares, especificamente, Egs. (C.5) e (C.6), ndo apa-

recem nos calculos.

Usando a informacao das contribuicdes das duas componentes € a relacdo de recorréncia

(C.12), segue que a energia interna média respectiva ao campo elétrico é dada por
We(a) = Wg,(a) + [Wee + Wro) (a)

= 2 IEoPaRe(e) Y {(@n+ 1)lea 1)+ ldo [ 1 0) + (1) i (9]

n=1

(3.33)

onde definimos a grandeza adimensional

L AT 2
== [ ar o, (3.34)

sendo y = mka. A solugdo analitica dessa integral estd expressa na Eq. (C.14) do Apéndice C
para Im(m) # 0 (meio absorbitivo) e na Eq. (C.16) para m real (meio transparente). Salientamos
que I, depende apenas das grandezas adimensionais y e y*, embora, a primeira vista, aparente
depender do raio a da esfera. Para simplificarmos a notagdo, omitimos a dependéncia de I,
com relacdo a y*. Ao longo desta dissertacdo, fungdes similares a I, sdo definidas de modo a

obtermos uma expressao analitica fechada para a energia eletromagnética armazenada no centro
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espalhador magnético.

3.4.2 Meédia temporal da energia magnética

O célculo da contribui¢do do campo magnético interno H; a energia eletromagnética ex-
pressa na Eq. (3.30) € inteiramente andlogo ao cdlculo da contribuicao do campo elétrico. Sendo

Wiy e [Wheo + WH¢] as contribui¢des radial e angulares, respectivamente, obtemos:

R - a
Wiz, (a) = 3 |Eo Iz%2n<n+1><2n+1>|cn!2/ drlju(p1)I* (3.35)
n=1 0
2Re

Wao +Wisel(@) = 7 |Eo* = Z n1) [ ar( (ol + ¥ (pDP) - (3.36)

Portanto, a energia interna média associada ao campo magnético H; é expressa por
W (a) = We(a) + [We + Whe(a)

2\ o
= SlEoPa'Re (2 ) T 4@+ DI 0) o [ )+ b+ 151 0]

(3.37)

onde usamos, uma vez mais, a Eq. (C.12).

3.4.3 Energia eletromagnética média no tempo

Com as grandezas expressas nas Eqgs. (3.33) e (3.37), podemos determinar a energia ele-
tromagnética média W no interior de uma esfera magnética, visto que W (a) = Wg(a) +Wgy(a).

Explicitamente, temos

W(a) ——| Eol’a 32

onde definimos, como nas Refs. [18, 24],

’\Ifn [anInH (V) +(n+ 1B Li—1(y)+ (2n+ l)ocnln(y)} , (3.38)

W () [? k|2

o, — T{Re(el)\cn|2+Re(m2‘yT)\d,ﬂ, (3.39)
Wy (y)]? k|

B, = — [Re(81)|dn|2+Re(m21‘uT)|cn|2} ) (3.40)
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Ainda, com o objetivo de recuperarmos as expressoes calculadas na Ref. [24] para uma esfera

nao magnética, a Eq. (3.38) pode ser reescrita como

:%W()i in+1 { {An(y*)_An(y)}Jan {An)gy*)_An)Ey)}}’ (341)

= Yoy y y* *
onde temos

y = mka, (3.42)

A
Aply) = =—|Iny(y)] , (3.43)

0) = 7 = g Mnvo)
2

Wo = gnaf’lEolze. (3.44)

Nesta situacdo, Wy denota a energia eletromagnética média dentro de uma esfera de raio a tendo

as mesmas propriedades eletromagnéticas do meio circundante [24].

No intuito de simplificarmos ainda mais a expressao da energia interna, podemos definir as

funcgdes
2n+1 [A, (") A,
Bay) = S5 [ b *y)} , (3.45)
ye=y y y
2n+1 [A,(y") A
Cly) = S5 { (f ) _ ”(y)} . (3.46)
ye=y y Yy
Substituindo essas expressoes na Eq. (3.41), obtemos
W(a) = —Wo Z [0,Bn(Y) + BuCr(y)] - (3.47)

3.4.4 Caso dielétrico

Uma situagdo particular a ser considerada diz respeito a uma esfera dielétrica perfeita, en-
tdo estudada pelos autores da Ref. [24]. Para isso, com a finalidade de confrontarmos nossos
resultados com os da Ref. [24], consideramos o caso ndo magnético, isto é, u = u;. Como
consequéncia, temos m = m = /g1 /e. Note que 0?/ki> = 1/(eiu}) = |ki|*/(0%u}) =
ei(ki/k}) = €} (m/m*); € + €} = €(m®> +m*?). Portanto, para o caso nio magnético, resulta
que Re(e /€) = Re(mm) = (m? + m*?) /2, e Re[|k|*/ (w’uie)] = Re(mm*) = |m|.

Uma vez mais, convém enfatizarmos que a notagdo do presente trabalho € diferente da
adotada na Ref. [24]. Grosso modo, podemos comparar as expressoes aqui obtidas com as
daquele trabalho fazendo as substitui¢des &, (x) por {,(x), ¢, por md,, d, por mc, e assumindo

m = m (abordagem ndo magnética). Aqui, {,(x) = x[jn(x) —1yn(x)] é a fungdo de Riccati-
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Hankel de segundo tipo, entdo relacionada a escolha da dependéncia temporal harmonica dos

campos eletromagnéticos, como mencionamos no Capitulo 1 [1, 2, 3, 4, 27].

Usando as relagdes de recorréncia expressas nas Egs. (C.8)—(C.11) do Apéndice C e a
Eq. (3.43), obtemos que a derivada de primeira ordem de A, (y) é expressa por A}, (y) = —1 —
A2(y)4n(n+1)/y?. Portanto, aplicando-se a regra de L' Hospital e sendo m = m, +m; o indice
de refracdo complexo, o caso limite de uma esfera dielétrica perfeita, obtido quando m; — O,

fornece as seguintes relacoes:

. 2n+1 An(y) n(n+1)

’}l}EOBn(y) = {— ; +AZ(y)+1— 7 ] (3.48)
_ 2n+1[AL() n(n+1)

Jim Ca(y n(y) = 27 { . n(y)+1—y—2]. (3.49)

Substituindo essas expressoes na Eq. (3.47), a parte as diferencas de notacdo ja comentadas, o

resultado obtido na Ref. [24] é recuperado:

) 3 = (2n+1 n(n+1
lim W(a) = ZWO Z ( i )Yn [1 +A2(y) — ( 7 q ) (3.50)
mi— n=1

onde Y, = m? [y () [*(|en]® + |dal?).

3.5 Secao de choque de absorcao e os coeficientes internos

Partindo da conservacdo da energia, a teoria de Lorenz-Mie fornece expressdes para simples
para os cdlculos das se¢des de choque de espalhamento e total a partir dos coeficientes dos
campos espalhados. Explicitamente, sendo G, a sec@o de choque de espalhamento e Gy a

secao de choque total, temos que

2n+1) (|an|* + |bal?) (3.51)

Osca =

Clot = 2n+ 1)Re {an+ by} . (3.52)

B Ll
55

Assim, a secao de choque de absor¢do Gy, fica definida em termos de Gy, € Gior pela equagao

Oabs = Otot — Osca

(3.53)
i’jz 2n+1) {Re (an+by) — (lan*+ [baf2) }

Em outras palavras, a secdo de choque de absor¢ao no espalhamento de Lorenz-Mie € expressa

por grandezas relacionadas apenas aos campos espalhados, isto é, os coeficientes a, e b, [1, 2].
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Uma vez que esses coeficientes, via condicdes de contorno, estdo relacionados aos coeficientes
internos ¢, € dy, é natural que haja uma expressao simples para a se¢do de choque de absor¢do

dependente apenas dos coeficientes internos.

Das condi¢des de contorno na superficie da esfera magnética, expressas no sistema de
Egs. (3.20), temos que os coeficientes de espalhamento e internos de Lorenz-Mie sdo vincu-

lados pelas relagdes

WD @by = jn(x) = ju(mx)en (3.54)
W Nay = ju(x) — ijn(mx)d, . (3.55)

Substituindo essas expressoes na definicdo (3.53), obtemos o resultado
21 Yo (mx) ~ |1|In(mx)|2 2 a2
Gars = =Y (2n+1 {Re {— entiidy)| = P2 (o2 fid, ) | (3.56)
=32 X 20+ D{Re | e o i) | D ([ |

Em particular, podemos escrever

X

Y (mx) - mim (m/m)
m&;,(x) @@wl{%wwﬂm&w+%ww4m%mwﬁ’

onde x = ka e g,(x) = xd,In[E,(x)].

)] =

Finalmente, usando as defini¢des de ¢, e d, expressas nas Egs. (3.23) e (3.24), e o fato de

que Re [—i&; (x)E;, (x)] = xn (X)W}, (x) — Wn (X)X, (x) = 1 (Wronskiano), onde ,(x) = —xys(x) é
a funcdo de Riccati-Neumann, obtemos

m

2 (o]
Cabs = k—f Y (2n+1) (eal* -+ |dn|?) Im [W‘lfn(y)%()’*)] ; (3.57)
n=1

onde y = mx e Y, (y) = yjn(y) é a funcdo de Riccati-Bessel. A expressio exata (3.57) para a
secdo de choque de absor¢do em termos dos coeficientes de Lorenz-Mie internos € original [18].
Essa expressao € importante na aproximacao de esferas nao dispersivas fracamente absorbitivas,
e serve, a menos de alguns fatores multiplicativos, como uma boa estimativa para a energia

eletromagnética média armazenada no centro espalhador [24].

No regime de baixa absor¢do (wa), hd uma correspondéncia ébvia entre a energia ele-
tromagnética interna média e a eficiéncia de absorcdo em funcdo do parametro de tamanho
[18, 24]. Essarelagdo pode ser visualizada nas Figs. 3 e 4 da Ref. [24] e, para o caso magnético,
Fig. 5 da Ref. [18].

Analiticamente, para m; << m, e m; < m,, podemos escrever y2 — y*2 =~ 41x2mrm,~, Re(mm) ~
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m,m, e Re (mm*) ~ m,m,. Usando estas aproximagdes na Eq. (3.41), obtemos que

3. my 2m,

Wya(a) = §W°Ex3_mz,;<2”+ 1) (|eal® + da)?) Im [y ()W, ()] (3.58)

Uma vez que a eficiéncia de absor¢do no espalhamento de Lorenz-Mie é definida por Qups =
Gabs/Og, onde Gy = na? é a secdo de choque geométrica e G,ps estd expressa na Eq. (3.57),

pOdeOS escrever

3 m,
Wwa(a) ~ gWOEQabs ) (3.59)
i

que € a mesma relagdo obtida na Ref. [24] para o caso ndo magnético. De fato, esta aproximagao
¢ valida sempre que m; < m, e m; < m,, e ndo ¢ afetada pelo valor de u; /u. Em adig@o, para
0 caso em que m, ~ 1, obtemos Wiy, (a) ~ Wy. Nesta situagdo particular, podemos escrever

Oabs ~ (8/3)m;x, que é a mesma expressdo calculada nas Refs. [2, 24].

3.6 Resultados numéricos e discussao

Nesta Secao apresentamos alguns resultados numéricos provenientes das expressdes exatas
obtidas nas sec¢Oes anteriores para a energia eletromagnética armazenada em uma esfera mag-

nética. O codigo do programa usado nos célculos numéricos foi escrito para o software gratuito

1/3

Scilab 5.1.1. No trucamento das séries infinitas, usamos Npax = X +4x'/° + 2 como limite

Nmax

superior para os somatorios )., ™

, onde x € o parametro de tamanho [27].

Para a realizacdo dos cdlculos numéricos, é conveniente definirmos grandezas adimensio-

nais relacionadas a energia interna média:

Wg(m,m,ka;€,a)

We(m,m,ka) = 3.60
E (mamv a) WO(E,G) 9 ( )
- Wy (m,m, ka;€,a)
Wit ka) = 3.61
H (m7m7 (1) W()(E,(l) ) ( )

onde Wg, Wy e Wy estdo expressos nas Egs. (3.33), (3.37) e (3.44), respectivamente. A depen-

déncia de Wr e Wy em relacgdo a grandeza m* é omitida.

Podemos definir, portanto, uma normaliza¢do da energia eletromagnética média no tempo
pela relacdo Wit = W' + Wi ou diretamente da Eq. (3.41): W' (m,m,ka) = W (a)/Wp.
A grandeza W /W, representa o fator de aumento da energia eletromagnética dentro da esfera
magnética em relacdo a uma esfera com as mesmas propriedades Opticas que o meio circundante

e depende apenas das grandezas adimensionais m, m, ka ¢ seus complexos conjugados.
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Usando a Eq. (C.13) do Apéndice C, a Eq. (3.31) pode ser reescrita como

n(n+1)
2n+1

100 o100+ 5 [ 0rRelin (o1 )i ()]}

Note que a integral que aparece na equagdo acima nao pode ser resolvida analiticamente por

meio da Eq. (C.14) [37]. Nao obstante, é possivel mostrar numericamente que o resultado desta

integral é proporcional a a>.

I
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Figura 3.2: Integral S = [ drr’Re[j,—1(mkr) ju+1(m*kr)] em fungdo de a® paran = 20, & /& =
(1,4161 +4,0 x 10~°%1), 1 /u = 10 e ka = 20; 50; 100; 1000. A relagdo linear mostra que
S = a’F,(ka,m,m), onde F,, é uma funcio que desconhecemos.

Essa proporcionalidade, a qual pode ser verificada na Fig. 3.2, significa que podemos estu-
dar as contribui¢des da componente radial para o fator de aumento da energia eletromagnética
usando apenas os parametros adimensionais m, m e ka. O mesmo argumento pode ser aplicado
tanto para [Wge + Wgo|(a) /Wy quanto para as expressoes correspondentes a energia interna mag-

nética, Egs. (3.35) e (3.36). As contribui¢des angulares e radial para a energia eletromagnética
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interna encontram-se graficadas na Fig. 3.3.

I

-------- angular
radial

Figura 3.3: Contribui¢des das componentes radial e angulares para a energia eletromagnética no
interior de uma esfera magnética com constantes opticas €; /€ = 10 e u; /u = 100. As grandezas
W, = (Wg, +Wg,) e Wy = (Wior — W;) sio calculadas no intervalo 107¢ < ka < 2, §(ka) = 10~*.

A Fig. 3.4 mostra uma diferenca marcante no perfil de energia interna para pequenas parti-
culas quando o influéncia do magnetismo € aumentada no espalhamento. O valor de permissivi-
dade relativa escolhido para a particula magnética ¢ o mesmo usado na Ref. [16]. Na literatura,
a sucessdao de picos de ressonancia em fun¢do do parametro de tamanho do espalhamento é
bem conhecida e é chamada de ressonancia morfolégica ou, mais precisamente, ressonancia
dependente da morfologia do espalhador (MDR) [13]. Um resultado bem conhecido € que, para
esferas ndo magnéticas, esses picos de ressonancia aparecem apenas para grandes esferas com-
paradas com o comprimento de onda [1, 2, 24]. No entanto, observe que nas Figs. 3.4-3.7 hd a

presenca de ressonancias mesmo na regidao de Rayleigh.
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Figura 3.4: Energia eletromagnética no interior de uma esfera ndo absorbitiva com grandezas
constitutivas €1 /e = 1,4161 e u; /u = 1; 10; 100; 1000. A energia interna normalizada W (a) /Wy

é calculada no intervalo 1076 < ka < 1, §(ka) = 1074,
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Figura 3.5: Energia eletromagnética no interior de uma esfera ndo absorbitiva com grandezas
constitutivas €1 /¢ = 1,4161 e u; /u = 10*. A energia interna W (a) /Wj é calculada no intervalo

1076 <ka < 1, §(ka) = 107+,

Uma explicacdo para essas ressonancias no limite de pequenas particulas é que o magne-
tismo aumenta drasticamente a secao de choque de extingado mesmo para esferas muito menores
que o comprimento de onda de excitagdo [15, 17, 16]. Em outras palavras, o foton interage com
a secdo de choque 6ptica da particula a despeito da pequena se¢do de choque geométrica. De
fato, € possivel notar uma correspondéncia entre as Figs. 3.4 e 3.6. Observe que os picos de res-
sonincia na eficiéncia de extingdo Qo = Gyor/(Ta?), onde Gy € a seciio de choque total definida

na Eq. (3.52), ocorrem para os mesmos parimetros de tamanho da energia interna W (a) /Wj.
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Figura 3.6: Eficiéncia de exting@o para uma esfera ndo absorbitiva com grandezas constitutivas

€1/ = 1,4161 e u;/u=1; 10; 100; 1000. Os valores de Qi sdo calculados no intervalo
1076 <ka < 1, 8(ka) = 107+,

A acumulacao de energia eletromagnética no interior da esfera magnética para certos pa-
rametros de tamanho estd vinculada ao fato de que a onda permanece mais tempo no centro
espalhador (formacao de ondas estaciondrias), afetando por conseguinte o transporte de energia
no meio desordenado. Um estudo detalhado da velocidade de transporte de energia em meios
magnéticos tridimensionais (particulas de Lorenz-Mie), sem meng¢do a energia armazenada em

cada centro espalhador individualmente, é¢ dado na Ref. [16].
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W(a)/W

Figura 3.7: Comparagdo ndo realista entre a energia interna em esferas fracamente absorbitivas
com permeabilidades magnéticas y; /u = 1 (esfera ndo magnética) e u; /u = 100 (esfera mag-
nética), ambas com permissividade elétrica €1 /e = (1,334 4 1,5 x 107%/)2. As grandezas sio
calculadas no intervalo 1 < ka < 50, 8(ka) = 0,01.

Na Fig. 3.7 usamos o mesmo valor de indice de refracdo para a esfera ndo magnética fra-
camente absorbitiva da Ref. [24]. O objetivo dos autores da Ref. [24] era estudar o fluxo de
fotons em goticulas de dgua na alta atmosfera, de maneira que apenas 0s casos ndo magnético
e dielétrico tinham importancia prética. Assim, embora a Fig. 3.7 no seja condizente com a
realidade, pois obviamente ndo hd magnetismo na 4gua mesmo para frequéncias fora da regido
Optica, nosso objetivo de reproduzir o grafico da Ref [24] (u;/u = 1) e mostrar a discrepan-
cia entre duas situacdes-limite, isto €, a presenca de forte magnetismo e auséncia total, é aqui

alcancada. Todos esses resultados estdo publicados no nosso artigo [18].
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3.7 Conclusoes

Neste Capitulo apresentamos resultados originais no contexto da teoria de Lorenz-Mie,
muitos dos quais se encontram publicados na Ref. [18]. Calculamos analiticamente a energia
eletromagnética armazenada no interior de uma esfera homogénea magnética e mostramos que
na presenca do magnetismo hé ressonincias morfoldgicas mesmo no limite de pequena esfera
comparada ao comprimento de onda incidente (regido de Rayleigh). Resultados similares e in-
diretos foram obtidos nas Refs. [14, 15, 16, 17]. Em especial, Pinheiro et al. [16] mostraram
que a teoria de Lorenz-Mie para esferas magnéticas prevé a localizacdo de ondas eletromagné-
ticas na regido de Rayleigh. Esse resultado estd em concordancia com nossos célculos, uma vez
que a acumulagdo de energia eletromagnética nos centros espalhadores reduz a velocidade de
transporte dos fétons no meio desordenado. Embora ndo tenhamos dado énfase na Secdo 3.5, o
fato de termos expressado a se¢do de choque de absor¢dao em termos dos coeficientes internos
cn € dy, e mostrado que a relacio entre essa grandeza e a energia interna (no regime de fraca
absor¢do) ndo € alterada pelo magnetismo, é de fundamental importancia nesta dissertagao.
Visto que a energia interna ndo pode ser mensurada experimentalmente e, mesmo na teoria, é
de dificil cédlculo analitico quando esse € possivel, torna-se interessante associarmos essa gran-
deza a grandezas de espalhamento — como as secdes de choque, no caso. Assim, via secoes de
choque de extin¢do e de absor¢do, podemos ter uma ideia do comportamento da velocidade de

transporte de energia no meio desordenado e avaliar o coeficiente de difusdo dos fétons [38, 39].

Os principais resultados aqui desenvolvidos estdo publicados em nosso artigo [18]. Nos
préximos dois Capitulos, generalizamos o célculo da energia interna para esferas magnéticas
concéntricas — isto €, uma esfera magnética que possui uma camada de material magnético de

espessura uniforme — e uma esfera opticamente ativa [1].
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4  Espalhamento de ondas
eletromagnéticas por duas esferas
magnéticas concentricas

O campo espalhado por qualquer particula simetricamente esférica composta de materiais
lineares, homogéneos e isotrdpicos tem a mesma forma matemdtica que o campo espalhado por
uma esfera linear, homogénea e isotrdpica [1]. No entanto, a forma funcional dos coeficientes
de espalhamento a,, e b,, dependem das variagdes radiais de €; e up, e os coeficientes internos sao
outros. Neste Capitulo, consideramos o problema de espalhamento por uma esfera magnética
envolvida por uma camada homogénea de espessura uniforme. A solugdo para esse problema
foi obtida primeiramente por Aden e Kerker em 1951 [40]. Este é um dos exemplos mais
simples de particulas com indice de refracdo varidvel espacialmente, e pode ser prontamente

generalizado para o caso de uma esfera com multicamadas [1].

Com a finalidade de estudarmos a energia eletromagnética efetiva armazenada no interior
dessas esferas concéntricas, consideradas magnéticas, calculamos aqui explicitamente os coefi-
cientes de Lorenz-Mie do campo eletromagnético interno. Na literatura, apenas os coeficientes
de espalhamento na abordagem nao magnética podem ser encontrados com facilidade [1]. Em
especial, os coeficientes internos do caso nao magnético, aplicados ao estudo da densidade
de energia em nano- e microcamadas esféricas, foram calculados recentemente por Suzuki e
Lee [41]. Um fato que ndo nos surpreende, alids, dada nossa experiéncia com a teoria de
Lorenz-Mie, € que os autores da Ref. [41] cometeram um erro no cédlculo de um dos coeficien-
tes internos, obtendo, entdo, resultados numéricos distorcidos sobre a densidade de energia nas
esferas. A errata desses célculos foi publicada no final de 2009, pouco mais de um ano apds a

publicagdo do artigo original [41].

Enfatizamos que o sistema que lidamos aqui, por levarmos em conta o magnetismo, € mais
rico e genérico que o da Ref. [41]. Ademais, nosso objetivo neste Capitulo é obtermos uma ex-
pressdo analitica exata para a energia eletromagnética armazenada nas esferas, e ndo apenas a

densidade de energia, cujo cédlculo, uma vez determinados os campos e os coeficientes internos,
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€ imediato. A ideia é modelarmos um sistema em que podemos ter uma esfera magnética en-
volvida por um material dielétrico, e vice-versa. O meio externo, por simplicidade, é assumido

como sendo transparente e ndo dispersivo.

Figura 4.1: Esfera magnética (€1,u;) de raio a envolvida por uma camada magnética (€,u>)
de espessura uniforme (b — a).

A descrig@o desse sistema € essencialmente a mesma do Capitulo 3, com a diferenca de
que a esfera magnética ndo é homogénea. Consideramos uma onda eletromagnética plana
(E;,H;)e " incidente a uma particula composta por uma esfera interior de raio a e uma camada
esférica concéntrica de raio b, como € mostrado na Fig. 4.1. Os meios envolvidos, como men-
cionamos acima, sdo tomados como sendo lineares, homogéneos e isotropicos, com constantes
Opticas (€1,u) para a esfera interior (0 < r < a), (€,u,) para a camada externa (a < r < b)
e (g,u) para o meio circundante ndo absorbitivo. O problema a ser resolvido é o mesmo da
teoria de Lorenz-Mie: equacdo de Helmholtz escalar em coordenadas esféricas — Eq. (3.1). O
que muda, neste caso, sdo as condi¢des de contorno que levam em conta trés meios materiais

distintos.

4.1 Campos eletromagnéticos

As solucdes da equacao de Helmholtz para cada uma das regides sao expressas em termos

dos harmodnicos esféricos vetoriais M e N definidos nas Eqgs. (3.4)—(3.7) da Se¢do 3.1. Os
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campos eletromagnéticos incidente (E;,H;) (r > b), interno (Eq,H;) (0 < r < a) e espalhado
(Es,Hs) (b < r) s@o dados pelas mesmas expansdes calculadas na teoria de Lorenz-Mie da
Secdo 3.2. A novidade é o campo eletromagnético (E;,H,) na camada esférica concéntrica
a <r < b. Seguindo a Ref. [1], esse campo tem a mesma forma que o campo interno (E;,Hy),
com a diferenca de que, neste caso, devemos considerar nos harmonicos esféricos vetoriais
tanto a funcdo esférica de Riccati-Bessel v, (p2) = p2Jj.(p2) quanto a de Riccati-Neumann
Xn(P2) = —P2yn(p2), Visto que ndo ha nenhuma restricdo nesta regido (e ambas sdo finitas para

a # 0). Aqui, temos a dependéncia radial p, = kyr, sendo k, o nimero de onda no meio (€, ).

O fato de ndo considerarmos como soluc¢do para o campo eletromagnético na camada as
fungdes esféricas de Riccati-Henkel pa[j,(p2) £ 1y, (p2)], que também ndo divergem na regido
a < r < b, tem uma explicacdo fisica bastante intuitiva. Se tomarmos o limite n — oo, as funcdes
de Riccati-Bessel y,(p2) e Riccati-Neumann Y, (p2), das quais dependem a onda escalar y
geratriz dos harmonicos vetoriais, podem ser expressas por sinp; € cospp, respectivamente
— Secdo B.1. Assim, assumida a mesma dependéncia temporal harmdnica, enquanto a onda
escalar asinp; + Bcosp; (, B € IR) representa uma onda estaciondria, sinp, £1cospy = e**P?
descreve uma onda complexa progressiva. E natural, portanto, que os campos internos sejam

descritos por ondas estaciondrias (fun¢des de Bessel e Neumann), enquanto que os campos

espalhados sejam representados por ondas progressivas (fun¢des de Hankel).

Dessas consideracdes, temos que o campo eletromagnético (E;, Hy), por apresentar na so-
lucdo estaciondria as funcdes esféricas de Bessel e Neumann separadamente, possui dois coefi-

cientes a mais que o campo (E;,Hj). Portanto, podemos escrever [1]

Ex = Y B |£iMy), —eaNey, +vaMy, NG | @1
n=1
k o0
H = —m—;ZEn [gnMSlL+zanf}1),l+wnMgﬂ+wanj)n} , 4.2)
n=1

onde os harmonicos com indice (2) sdo gerados pela fun¢do de Neumann y, (kpr). Em termos
das componentes em coordenadas esféricas, o campo eletromagnético (E,Hy) estd expresso

no Apéndice A, Secao A.2.

4.2 Coeficientes das expansoes

As condig¢des de contorno aplicadas ao problema das esferas concéntricas magnéticas em
r = b s30 as mesmas expressas na Secdo 2.2, com a complexidade adicional de que hd uma

interface em r = a entre a esfera interior € a camada esfericamente concéntrica. Portanto, ndo
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havendo distribui¢des de carga e fontes de corrente nos meios materiais envolvidos, a imposi¢ao
de que as componentes tangenciais dos campos eletromagnéticos sejam continuas nas interfaces

¢ dada pelas equagdes vetoriais

(Ez—El)XérZO,

(Hz—Hl) Xér:(),
4.3)
(By+E;—Ey) xé,=0,

(Hy+H,—Hy) x &, =0,

Expressando o sistema de Egs. (4.3) em termos das componentes dos campos eletromagnéticos,

dadas nas Secdes A.1 e A.2, obtemos o sistema de equacdes escalares

;

ma&, (v)an 4y, (m2y) gn — X (m2y) Wy = may, (v)

m&n (¥) by + W (m2y) fr — Yn(M2y) v = Moy (y)

M8 (¥)an + MoWn(m2y)gn — maXn(may) = maWn(y) ,

ma&, (v) by + Moy, (may) fn — Mo Xy, (m2y) ve = may, ()

(4.4)
Mo (m1X)cp — myWn(mox) fu -+ mi X (max) vy =0,
may, (m1x)dy — my Wy, (mox) gn + mix, (mox)wy = 0

=n

mymy W, (mix) ey — mima\y, (max) fu + mimox,, (max)vy = 0.,

mom\y, (m1x)d, — mli%z\vn(mzx)@—l—mll%zxn(mzx)& =0,

=n

\

onde as fung¢des incognitas ay, by, cp, dn, fn, &> Vn € Wy, €ncontram-se destacadas com um duplo

sublinhado. A resolucdo do sistema de Egs. (4.4), embora mais complicada que a do sistema de
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Egs. (3.20), € relativamente simples e fornece os coeficientes

ap

by

Cn

Vn

Wp

2 (3) 0 — G ()i

W, (3)Br — M2y () By

MW (1) 0y — W (7) Oy (4.5)

VP (4.6)
al(y)ﬁn —m2&, (v) By
mlann
nbn 4.7
() 4.7)
mi8nQly
_— 4.8
2 (mix) 48
L 4.9)
éﬁa <Y)|3n - m2§n<)’)Bn
mait
— — 4.10
28, (3)tn — & ()00 (10
Bufn (4.11)
Angn , (4.12)

onde consideramos, por simplicidade, as funcdes [1]

M (mox)yy, (mx) — my g, (mox) Y (myx)

Ap = = / ~ ! ’
Mo (max) Wy, (m1x) — myy, (max) W, (mix)
B — M2V (X)W (mix) — iy (mox) g, (m x)
" MYy (Mox)Wp (mix) — iy Yo (max)

A, = Wn(mzy) —Aan(m2Y) )
Br = Wau(may) — Bp)xn(may)
U = Y,(may) —Anx,(may)
Bn = W, (may) —Byx,(may)

As grandezas x = ka e y = kb sdo os parametros de tamanho relativos as esferas interior e ex-

terior, respectivamente. Nos coeficientes internos f, € g,, usamos o Wronskiano y,(y)&) (y) —

W, (¥)&n(y) = 1. Seguindo nossa notacdo para as grandezas Opticas, my = \/l€q/1E € Ny =
\/ 1€y /g€ sdo, respectivamente, os indices de refracdo e impedancia relativos entre os meios g

(g = 1;2) e o meio circudante (r > b). Note que para uma esfera magnética homogénea, isto

é, m; = my e my = my, temos A, = B,, = 0 e, portanto, os coeficientes usuais de Lorenz-Mie,

Egs. (3.21)—(3.24), s@o recuperados [1]. O mesmo resultado vale tanto no limite de esfera in-

terior de volume nulo (@ — 0, o que resulta em uma esfera homogénea de raio ») quanto na

situacdo em que my = 1 (esfera homogénea de raio a) [1].
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4.3 Energia eletromagnética interna as esferas

Nesta Secdo estendemos os cdlculos da energia interna realizados na Secdo 3.4 do Capi-
tulo 3. Aqui, consideramos tanto a energia média armazenada na esfera interior (0 < r < a),
calculada na Sec¢ao 3.4, quanto na camada esférica concéntrica (a < r < b). Até onde sabemos,
essa € a primeira vez que o cdlculo explicito da energia eletromagnética média no interior de

duas esferas concéntricas € realizado.

Para a abordagem do problema, considere um campo eletromagnético harménico (E,, Hy)
confinado a um meio ndo dispersivo e fracamente absorbitivo que é restrito a camada esférica
(I1 <r <), com grandezas constitutivas (€,,u,). Da teoria cldssica do eletromagnetismo,
temos que a média temporal da energia eletromagnética W, nessa regido do espaco [25] € dada

por

21
W,(I,l) = / dq>/ dcose/ drrzRe[ (B + |Egol? + |Egol?)
l
u
F (1 -+ il + i) | @13

Ademais, se a camada esférica tem as mesmas propriedades Opticas que o meio circundante,

segue que

2
Wo(hi, ) = 3mlEo[*e(l3 —17) . (4.14)

4.3.1 Esfera interior

A partir das Eqgs. (4.13) e (4.14), podemos determinar expressdes analiticas para a energia
nas regioes 0 < r < ae a < r <b. Para a esfera interior (0 < r < a), os detalhes dos calculos
encontram-se na Secao 3.4 [18]. Usando uma notag¢do adequada ao problema, reescrevemos as

Egs. (3.33) e (3.37) da seguinte forma:

3 (o]
Wig(0,a) = ZWO(O a)Re (mymy) ) { (2n+1 |Cn|2 (0 a)
n=1

(4.15)
o (1) (0,0) + (n+ )1 (0,0)] } ,
para o campo elétrico Eq, e
3 (o)
Wig(0,a) = ZWO(O a)Re (mymy) Z { (2n+1)|d, ]2 (0 a)
n=1 (4.16)

o 22,00+ 4 01 0.0)] |
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para o campo magnético Hy, onde definimos a fungao
1 b
B =5) i

sendo z, e Z, quaisquer das fungdes esféricas de Bessel ou Neumann. A integral expressa na

19 (0,b) = dr P2,(pg)Za(P5) 4.17)

Eq. (4.17) pode ser resolvida analiticamente [37] e sua solucdo esta definida nas Eqs. (C.17)
para my # m;; (meio absorbitivo) e (C.18) para m, real (meio transparente). No presente caso,
usamos nas Egs. (4.15) e (4.16) g = 1, a fungdo esférica de Bessel z, = Z, = j,, € tomamos
os limites de integracdo /; = 0 e [, = a. Nas expressdes acima, empregamos as igualdades

Re(mgm,) = Re(g,)/€ e Re(mgmy) = kg /1y *Re(uy) /€, onde g = 1;2.

Portanto, a energia eletromagnética média armazenada na esfera interior € dada por
W1(0,a) = Wig(0,a) + Wiy (0,a) . (4.18)

A partir desse momento, para fixarmos um padrdo de notacdo, é conveniente denotarmos nos-
sas expressoes apenas em fun¢do de Iéff;)(ll,lz). Como pode ser verificado na Se¢do 3.4, essa
funcdo para g =1,1; =0, L =a e z;, = Z, = j, pode ser escrita em termos da funcio deri-
vada logaritmica, Eq. (3.43), a qual costuma ser empregada para facilitar cdlculos numéricos

envolvendo fungdes de Bessel [1].

4.3.2 Camada esférica concéntrica

O célculo da energia interna a camada de espessura uniforme (b —a) € andlogo ao célculo da
energia apresentada na Secdo anterior. A complicac@o a mais € que, dessa vez, temos também a
funcdo esférica de Neumann nos célculos. Sem entrarmos em detalhes, aplicando o mesmo pro-
cedimento da Se¢do 3.4 para eliminarmos o duplo somatério, calculamos, a partir da Eq. (4.13),

a contribui¢do das componentes radial e angulares do campo elétrico E,:

R 1 2n b
Wagr(a,b) = 6282)/ d(cose)/o d¢/ dr 2 |Ey, *
— a

1

n (o]
2B Zn(n—l—l)(Zn—l—l)/
2 VQ’ n=1

a

b . 2 2
drq [gnJn(P2)[” + [Wayn(p2)]

L2Re g jn (P2)yn (3)] } , (4.19)
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[Wago + Wags | (a,b)

R 1 21 b
64(182)/ d(cose)/ de/ dr rz ‘E29’2+‘E2¢|2]
-1

T Re (e
§| 0|2 = |2 / dr Z (2n+1) {|ann<p2)| +|Van(p2)|

—2Re [fuiWn(p2)2n(PD)] + |2 (02)]
+ W (02)]7 = 2Re [gawi W, ()2 (P5)] } : (4.20)

Usando as Egs. (C.12), (C.20) e (C.19) da Secdo C.2 e a defini¢do (4.17), obtemos a média

temporal da energia elétrica na camada esférica (a < r < b):

3 (o]
War(a,b) = 7 Wo(a, b)Re (mamz Z{ (2n+1 ’fn|2 (a,b)

+ gl {nz;f,m b)+(n+ 1)1 (a, b)]
+(2n+1)]vn\2 (a D)

(4.21)
+ w2 [nlénL(a,b) +(n+ 1)) (b))

+2Re {(Zn +1)fuvh lég) (a,b)

+gnw; <n12(n}rl(a,b) +(n+ l)Iz(szl(a,b)>} } .

Analogamente, para o campo magnético H;, obtemos

Wonr(a,b) =

R 1 21 b
Re(uz) / d(cos8) / do / dr 2 |Hyy 2
4 -1 0 a

= TR Ytk @ 1) [ ar{ 7o)t bl
n=1 a
F2Re (£ n(p2)on(p3)] | @2

[Waro + Wario) (a,b)

R 1 2n b
%}12)/ d(COSG)/ de/ dr I’2 ‘H29|2+ |H2¢‘2}
-1

Z\E
2|o|

/ o zn+1>{|gnwn<pz>| it (p2) 2

—2Re [gnWpWn(P2)Xn(P2)] + }fn n( pZ)’2
+ e (P2) |7 — 2Re [l (02) 2 (P3)] } : (4.23)
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de modo que a média temporal da energia magnética na camada esférica (a < r < b) é dada por:

3 (el

Wap(a,b) = ZWO(a b)Re (mym;) Z { (2n+1 \g,,]zlz (a,b)
AP [ty Dad)in D1 (@ b)| + @t D1 (a,0)
vl [0 (0,6) + (a4 ) 1Y), (a,b)] +2Re [(2n+ Dgawi L7 (a,b)

+fnv <n[2(133_1(a,b) + (”"" 1)12(n) l(avb)>1 } :

(4.24)

Portanto, a energia eletromagnética média no tempo dentro da regido da camada esférica é

expressa por
Wa(a,b) = Wag(a,b) + Way(a,b) . (4.25)

Usando a Eq. (4.18) e as expressoes calculadas na Secdo anterior, obtemos a energia eletromag-

nética média efetiva dentro das duas esferas concéntricas, regido (0 < r < b):
Wia(a,b) = Wi (0,a) +Wa(a,b) . (4.26)

A fim de tratarmos apenas com grandezas adimensionais, definimos a normalizacao

Wia(a,b)  3Wi(0,a)
Wo(o, b) W()(O,a)

Wz(a,b)
W()(a,b) ’

Whor (S) =

+(1—8%) (4.27)

onde S = a/b é a razdo de espessura das esferas concéntricas. Aqui, por simplicidade de nota-
¢do, omitimos a dependéncia de Wy com relagdo a my, my, ka, kb e seus complexos conjuga-

dos.

4.4 Resultados numeéricos e discussao

Os célculos numéricos que efetuamos aqui sdo uma extensdo daqueles realizados na Se-
¢do 3.6 para uma esfera homogénea. A novidade é que, no presente caso, podemos considerar
situacOes em que hd um material dielétrico compondo a particula espalhadora. Como limite
superior paras as séries infinitas, usamos nos cdlculos numéricos 0 mesmo Np,x usado na teoria

de Lorenz-Mie, com a diferenca de que consideramos y = kb no lugar de x = ka [27].
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Figura 4.2: Energia eletromagnética efetiva Wyor = W).2 /W) armazenada no interior de duas es-
feras concéntricas, sendo €1 /e = 1,4161 +4,0 x 10~%1e u1/pu=1;10; 100; 1000 as constantes
6pticas da esfera interior de raio a, e my = 1,334+ 1,5 x 10~ o indice de refragio relativo da
camada esférica concéntrica ndo magnética (up /u = 1) de espessura b —a. A razio de espessura
€ a/b = 0,4. As grandezas sdo calculadas no intervalo 0 < kb < 2, com §(kb) = 0,01.

A Fig. 4.2 mostra o perfil da energia eletromagnética armazenada em duas esferas concén-
tricas, assumindo que a esfera interior € magnética e a camada esférica concéntrica ndo o é.
Para ambos os meios materiais, usamos os mesmos valores de indice de refracdo empregados
no Capitulo anterior. Aqui, tratamos os meios como sendo fracamente absorbitivos, de maneira
que uma parte imagindria muito menor que a parte real € introduzida nas permissividades elé-
tricas relativas. Como esperado, para uma dada espessura, o sistema apresentado na Fig. 4.2 se
comporta como uma Unica esfera magnética efetiva. De fato, as ressonancias nos coeficientes
internos de Lorenz-Mie, mesmo na regido de Rayleigh [2], aumentam a medida que elevamos
o valor de permeabilidade magnética efetiva do centro espalhador, resultado que ja conhece-

mos [18]. O mesmo pode ser visto no caso em que a esfera é dielétrica e a camada esférica é
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magnética, Fig. 4.3.

5 s=04 | = 1
1073 permesbilidede: | ----- 10
: i (meio2) |- 100
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~~ ]
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101?
10°
107" 4 : . : . : : . !

Figura 4.3: Energia eletromagnética efetiva Wyor = Wi /W,y armazenada no interior de duas
esferas concéntricas, sendo €, /e = 1,4161 +4,0 x 10% e w /= 1; 10; 100; 1000 as cons-
tantes 6pticas da camada esférica de espessura (b —a), e m; = 1,334+ 1,5 x 10~%1 o indice de
refragdo relativo da esfera interior ndo magnética (u; /u = 1) de raio a. A razdo de espessura é
a/b=0,4. As grandezas sdo calculadas no intervalo 0 < kb < 2, com 8(kb) = 0,01.

Um resultado interessante surge, porém, da consideracido de apenas um dos materiais iso-
ladamente. Podemos calcular, por exemplo, qual € o perfil da energia interna na parte dielétrica
das duas esferas concéntricas quando o magnetismo da outra parte complementar € aumentado.
Isso € feito nas Figs. 4.4 e 4.5, respectivamente, para uma camada esférica concéntrica nao
magnética envolvendo uma esfera magnética e o caso reciproco. Os perfis apresentados nos

dois casos sao claramente distintos.
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Figura 4.4: Energia eletromagnética Wa(a, b) /Wy(a,b) = W, /Wy, armazenada em uma camada
esférica concéntrica ndo magnética (up /u = 1), de espessura (b — a) e indice de refragdo my =
1,334 +1,5 x 10771, envolvendo uma esfera magnética de raio a e constantes opticas € /€ =
1,4161 44,0 x 10~%1 e uy /u = 1; 10; 100; 1000. A razio de espessura é S = a/b = 0,4. As
grandezas sdo calculadas no intervalo 0 < kb < 2, com 8(kb) = 0,01.
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Figura 4.5: Energia eletromagnética W;(0,a)/Wy(0,a) = W; /Wy armazenada em uma esfera
ndo magnética (u; /u = 1) de raio a e indice de refracdo m; = 1,334+ 1,5 x 10~ envolvida
por uma camada esférica de espessura (b — a) e constantes Gpticas €,/€ = 1,4161 +4,0 x 10~
e up/u=1;10; 100; 1000. A razdo de espessura é S = a/b = 0,4. As grandezas sdo calculadas
no intervalo 0 < kb < 2, com 8(kb) = 0,01.

Poderiamos imputar a diferenca exibida entre as Figs. 4.4 e 4.5 a geometria dos meios en-
volvidos e, principalmente, as propriedades Opticas dos meios materiais vizinhos. A hipdtese da
geometria, na verdade, pode ser descartada, pois 0 mesmo resultado € obtido para a geometria
cilindrica — ver Capitulo 7. Note, em especial, que devido a interface com o meio exterior —
que assumimos como sendo o vicuo —, a energia interna associada a camada esférica ndo mag-
nética (€,u), Fig. 4.4, ndo € tdo drasticamente afetada pelo magnetismo do centro esférico
(€1,41), embora alguns picos de ressonincia morfoldgica, e alguma alteragéo do perfil, possam
ser evidenciados. A energia interna, nessa situagdo, ¢ um pouco superior ao caso nao magnético
u1 /= 1. Isso ndo acontece na situagéio apresentada na Fig. 4.5, em que o dielétrico é comple-

tamente envolvido pela camada esférica magnética. Nesse caso, hd um aumento substancial da
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energia eletromagnética armazenada na regido de pequenos parametros de tamanho efetivos, ao
qual se sucedem ressonincias abaixo do valor de energia interna para u /u = 1, e até mesmo
muito abaixo do valor de energia armazenada por uma esfera com as mesmas propriedades 6p-
ticas do meio circundante (€,u) quando u/u = 1000. Para certos pardmetros de tamanho na
presenca de forte magnetismo, podemos concluir que o campo eletromagnético se acumula na

camada esférica magnética.

permeabilidade= 10
10%4 (meio 1)
;o ]
~— |
N |
-Fi‘ 1
< 10
100—: S R
. | | | | | | I
0,0 0,5 1,0 1,5 20

Figura 4.6: Energia eletromagnética efetiva Wyor = W2 /Wy no interior de duas esféricas con-
céntricas, sendo €1 /e = 1,4161 +4,0 x 107%e u1/u =10 as constantes Opticas da esfera inte-
rior de raio a, e mp = 1,334+ 1,5 x 10~%; o indice de refracdo relativo da camada esférica ndao
magnética (up /u = 1) de espessura (b —a). As razdes de espessura sdo S = 0 (esfera homogénea
de raio b) e S =0,2; 0,4; 0,6; 0,8. As grandezas sdo calculadas no intervalo 0 < kb < 2, com
d(kb) =0,01.

Uma outra situagdo que podemos analisar no espalhamento por duas esferas concéntricas
nao dispersivas diz respeito a influéncia da razdo de espessura na energia interna efetiva. Nas
Figs. 4.6 e 4.7, podemos notar que a medida que a razdo volumétrica de material magnético

aumenta (Fig. 4.6) ou diminui (Fig. 4.7, o mesmo ocorre com a energia interna efetiva. Todavia,
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um estudo mais abrangente envolvendo as espessuras e os parametros de tamanho das esferas
concéntricas ainda carece de ser realizado. Ao todo, devemos considerar 9 situagOes-limite:
ka <1 (kb << 1,kb~1,kb>1),ka~ 1 (kb < 1,kb~1,kb>1)eka>1 (kb < 1,kb~
Lkb>>1).

3—
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] |- S=0,2 (meio 2)
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Figura 4.7: Energia eletromagnética efetiva Wyor = Wi.2/Wp no interior de duas esféricas con-
céntricas, sendo €,/ = 1,4161 +4,0 x 10% e 2/ = 10 as constantes Gpticas da camada
esférica de espessura b —a, e m; = 1,334+ 1,5 x 1071 o indice de refragio relativo da esfera
interior de raio a ndo magnética (up /u = 1). As razdes de espessura sdo S = 0 (esfera homogé-
nea de raio b) e S = 0,2; 0,4; 0,6; 0,8. As grandezas sdo calculadas no intervalo 0 < kb < 2,
com &(kb) = 0,01.

4.5 Conclusoes

Apresentamos aqui um estudo analitico do espalhamento eletromagnético por duas esferas
concéntricas magnéticas. Determinamos todos os coeficientes magnéticos das expansoes dos

campos em harmonicos esféricos vetoriais. Esses ndo sdo encontrados facilmente na literatura,
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posto que na teoria de espalhamento a maioria das grandezas relevantes podem ser descritas
apenas com os coeficientes de espalhamento. Em especial, calculamos explicitamente a energia
eletromagnética armazenada na camada esférica concéntrica e demos uma expressdo para a
energia eletromagnética média efetiva no interior das esferas concéntricas. Até onde sabemos,
essa € a primeira vez que esse cdlculo € realizado. Por fim, aplicamos nossos resultados ao
estudo numérico de algumas situacdes particulares de espalhadores formados por dois materiais
distintos, sendo um deles magnético. Esses estudos ainda estdo no inicio, de maneira que nao
sabemos ao certo, por exemplo, como a espessura da camada envolvendo uma esfera magnética
(e vice-versa) afeta o transporte de energia no regime de espalhamento multiplo, € nem como

podemos associd-la a densidade de centros espalhadores no meio.

No proximo Capitulo, como uma continuacdo natural de nossos estudos analiticos, reali-
zamos os mesmos cdlculos para uma esfera magnética opticamente ativa. Nosso objetivo, uma
vez mais, € determinar todos os coeficientes das expansodes e aplicd-los ao calculo da energia

eletrmagnética média no tempo que € armazenada no espalhador com simetria esférica.
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5 Esfera magnética opticamente ativa

Na teoria eletromagnética, um estudo analitico rigoroso do espalhamento de ondas planas
por esferas isotropicas opticamente ativas foi fornecido por Bohren [42] em 1974 e estendido
a cilindros sob incidéncia normal [43] em 1978. Meios opticamente ativos, também chamados
de birrefringentes ou quirais, sdo meios materiais em que ondas planas podem propagar-se sem
sofrer mudanca de polarizac@o apenas se forem ondas circularmente polarizadas a esquerda e a
direita [1]. A razdo disso € que os indices de refracdo para a polarizagdo circular a direita e a

esquerda sao diferentes.

Neste Capitulo, a semelhanca dos Capitulos 3 e 4, calculamos explicitamente os campos
eletromagnéticos em termos dos harmonicos esféricos vetoriais e os coeficientes dessas expan-
soes. Nosso objetivo aqui € fornecer uma expressao analitica exata para a energia eletromag-
nética que é armazenada na esfera quiral fracamente absorbitiva. Até onde sabemos, essa € a

primeira vez que esse célculo € realizado.

No que se segue, revisamos a teoria apresentada na Ref. [1] e a estendemos para esferas
magnéticas opticamente ativas. Esse desenvolvimento prévio € necessdrio para obtermos os

coeficientes dos campos internos no caso magnético, os quais nao sao encontrados na literatura.

5.1 Relacoes constitutivas e equacao de Helmholtz vetorial

Considere uma esfera linear, homogénea e isotrépica opticamente ativa de raio a e cons-
tantes Opticas (€1,u;) embebida em um meio ndo opticamente ativo (€,u). De acordo com a
Ref. [42], as relagdes constitutivas referentes a essa esfera podem ser escritas com um termo de

giro do campo eletromagnético interno (E;,H;):

D, = & (Ei+YxE)), (5.1
B, = wy(Hi+YWVxH), (5.2)
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onde D; e B sdo, respectivamente, os vetores deslocamento elétrico e de indu¢do magnética
no interior da esfera magnética, e a grandeza Y esta associada aos indices de refracao relativos

my, e mp pelas relacdes

11 1
r=amg) o
(/1N 4
o/Eu = 5 E—FE ) (5.4)
(5.5)

onde k; = kmy, g =L ou R, e ® € a frequéncia angular do campo com dependéncia temporal
harmonica e ', Os indices L e R vém do inglés le ft (esquerda) e right (direita). Considerando
as relagdes constituivas (5.1) e (5.2) nas equagdes de Maxwell para ondas planas (E;,H;),

temos em notacao matricial um sistema de equacdes equivalente as Eqs. (2.1):

E 0
(V2 + 7] < " = ( ) , (5.6)
H, 0
E, E,
H, H,

()~ (o)
V. — : (5.8)
H, 0

10 <—1781ﬂ103 i ) (5.9)

1 —yeuo? —g; — Y11 O

onde [1]

Para diagonalizarmos %, usamos a transformacao linear

<E1> :JZL(QL) . T=a'%x4, (5.10)
H; Qr

onde

OR = —1\/u1 /€1, oL =—1/€/ur.

Os campos eletromagnéticos transformados Qr e Qg satisfazem independentemente as
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equagdes da forma

(V2+K2]Q = 0, (5.11)
VxQ = kQ, (5.12)
V.Q = 0, (5.13)

onde k = kp para Q = Qr e k = —kr para Q = Qr.

5.2 Campos eletromagnéticos

Expandindo os campos Qr ¢ Qr em termos dos harmodnicos esféricos M e N dados nas
Egs. (3.4)-(3.7), temos [1]

Q = {fon[ oln(kL)+N<(>1)n( L)} +fen[ glzz(kL)JFNglL(kL)” ,  (5.14)

ye
QR=i

o { gon [MUD, k) =N, (k)| =+ gen [MU (k) - NG k) |} (5.15)

onde E, = Eoi"(2n+ 1)/[n(n+ 1)] e kr ou ki, indicam, respectivamente, que pr = krr ou
pL = kLr sdo argumentos da fungdo de Bessel esférica j,(p) O campo espalhado é dado pela

expansao [1]

E, = Z {’an Gn = DM, + M), — d Nc(n)n] ; (5.16)
k oo
H, = o Z [anMﬁllﬂb Nip, — 16N, —d M(()l)n} : (5.17)

As componentes dos campos eletromagnéticos (5.10), (5.16) e (5.17) em coordenadas esféricas

(r,0,0) sdo fornecidas na Sec¢do A.3.

5.3 Coeficientes das expansoes

Usando as condic¢des de contorno (2.4) e (2.5) do Capitulo 2.2, as Egs. (5.10), (5.16), (5.17)

e o campo incidente apresentado na Secdo 3.2, obtemos o sistema de equagdes
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By~ )y O py - YO gy B OR) WaOR)
- - Lo/ oL/ 1L mrR = mp =
= — Y (x) + 0y, (%) ,
&)y +Gala)dy | L0 g, O g |y W00, WO |,
= my, . - € mr =— . mRr =
l&;,(X)(ln—an(X)@—Fwn(yL)fg Wn(yL)@ . H [Wn(yR g_*_ Wn(yR)gg‘|
my, my, €1 mR R
= Yy (x) + 0y, (x)
lé;l(X)Cn—én(X)dn+l~ Wn(yL)@ Wn(yL)@} i E Wn(yR)Q_’_Wn(yR) en| =0,
my, € MR MR
()t + 16/ ()b 17 [Wn()’L)fon_’_\Vn(yL)&] L [H [\Ifn(yR)gﬂ ‘Ifn(yR>ﬁ]
my, = € mR — mr —
= Y (x) + 1y, (x)
ﬁn(x)cn+l§§l(x)@+ Wn(yL)fon Wn(yL)fen+l M1 [Wn(yR)g0n+ Wn(yR) en:| =0,
- my, = my, = €1 mR =— mr =
én(x)gz@—lal(x)b:—lﬁl [Wn(yL)&_ Wn(yL)& M |:\|fn(yR Son+ Wn(yR>ﬁ:|
my, = my, = € mr — mr —
= Y (x) — 1y, (x)
Fpn(x)C:n_l&:l(X)@_ Wn(yL)@_ Wn<yL)&_l\/E {Wn(yR)@_ Wn(yR)gen:| :0,
L my, = my, = €1 -

onde os coeficientes a serem determinados encontram-se sublinhados. Os campos eletromag-
néticos em forma de componentes, usados na construg¢do deste sistema, encontram-se nas Se-
¢do A.1 e A.3. Em especial, usamos os angulos de espalhamento 6 = 0° e 6 = 180° para ob-
termos as oito equagdes independentes, de maneira que ©t,(1) =1,(1) =n(n+1)/2, t,(—1) =
(=) 'w,(1) e 1,(—1) = (=1)"1,(1), onde 7, = T} e 1T, = 7 estdo definidas nas Eqgs. (3.8).
Observamos que no caso da esfera homogénea nio opticamente ativa, Capitulo 3, apenas um

angulo de espalhamento € suficiente para a constru¢ao do sistema de equacgdes (3.20).
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Resolvendo o sistema de equagdes acima, obtemos as solu¢des

S 7 an VY 518)
n n(L) n(R)_i_Wn(R)Vn(L) ’ )

B it B

b, = n(L)Vn(R) +Wn(R) n(L) , (5.19)
WI’I(R)A}(’lL) . Wn(L)A,(1R) (5 20)
c, = 1 , .
w4 w Py
d, = —cp, (5.21)
(R)
imp Wy,
f on — 5 (5 -22)
W L wv
(R)
Vi
fen - mL ( ) 9 (523)

W(L)V(R)JrWn(R) o
_ 1/2
W, V +W Vi

—szV (81//11)1/2

for = WOY® |y ®y M) 02
WV = g (mg)E (x) — Ea (X)W (mg) (5.26)
0V = almgx) (x) — i (X)W (mg) (5.27)
A = g (mgx) W (x) — W (0¥ () (5.28)
W= y(mgx) W (x) — (O (mgx) | (5.29

onde x=ka,g=LouR,e

1 8“_1:1<L+L) (5.30)

m E1u 2 \mr mp

sendo m a impedancia Gptica efetiva do meio quiral (€;,u;) em relagdo ao meio circundante
(&,u)-

Salientamos que os coeficientes de espalhamento calculados na Ref. [1] consideram a esfera
quiral dielétrica ou ndo magnética. A substitui¢do direta do indice de refragdo (efetivo) relativo
m, que € apresentado na Ref. [1] no caso magnético, nos coeficientes de espalhamento 14 calcu-
lados fornece expressodes incorretas. Como fator multiplicativo das fun¢des de Riccati-Bessel e
Riccati-Hankel nas expressdes dos coeficientes, devemos ter, no caso magnético, (u/uj)m em

vez de apenas m. Isso ndo estd claro no texto da Ref. [1] e pode causar alguns equivocos.
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5.4 Energia eletromagnética interna a esfera

A energia eletromagnética armazenada no interior de uma esfera opticamente ativa € calcu-

lada da mesma forma que na Secdo 3.4. Em particular, definimos a funcdo

P = / dr r2j,(makr) ju(mgkr) (5.31)

onde A e B podem ser tanto L quanto R e a solucdo analitica da integral estd expressa na

Eq. (C.22) para mp # my e na Eq. (C.23) para mp = my.

Entdo, sendo m = /€11 /eu e Wy = 27a’|Ep|*€/3, as contribui¢des radiais e angulares dos

campos elétrico e magnético a energia interna expressa na Eq. (3.30) s@o, respectivamente,

3 Re(mm) & :
Werla) = W 23 )Zn(n+1)(2n+1){<|fony U fonl? /d |J|kp|L2)|
2
“ Jn
1 (\gonl + |genl” /d %
+2Im |y [ EL (fonsin + Fen8in) / dr p,i—,‘i(pR)] } (5.32)
1 L
30 o o)
Wir(a) = W Z (n+1)(2n+1 ){(\fon\ 1 fonl? /d |J‘kP|L2)|
’Jn pR)’
(|gon| ‘|‘|gen| er

ot | (JPL (fongls + fon ar 32 (PL)n(PR) 5.33
m[\ﬁ(f Son+ 1 gen/ ke : (5.33)

onde usamos a Eq. (C.7), e

[Weo + Weo] (a) = >Wo ea ") iznﬂ ) [a {|k 7 (o 1fenl) [Pon(o) P+ [ (o1

et e ol o) [0 i
+2Im kle* \/;(fongon + fen8en) [W;z(pL)\lfil(pﬁ) _Wn<pL)Wn(p§)}] } ,

(5.34)
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Wi+ Wiy) (@) = S Wor 5 i2n+1 X {|k i (onl - 1en) [P+ (o) ]

H1

|k g2 (gl lgenl) [ oo+ v or)|

1 *
—2Im [ e \ g L (fonlon + fonion) WL (PLIWL(OR) —wn(pL)wn(pii)]] } ,
1
(5.35)

onde usamos as Egs. (C.5) e (C.6). A média temporal da energia eletromagnética € dada, por-
tanto, por W = Wg + Wy, onde Wg = W, + [Wge + Weo| € Wy = Wy, + [Wre + Why|. Definindo

a fungdo

FOB =1 L (1)1 + 204 1) BAY (5.36)

obtemos as contribuic¢des elétrica e magnética:

3 oo
Wg = ZWORG mm Z { <|fon|2+|fen|2> TffnL)
‘Ll*
+ ‘:_i <’gon’2+ |gen|2> T.El;R) + 2Im A lg—i (fongln + fengs) F (LR ] } (5.37)
1

e
= oo £ { (107 2

" g_I (Ionl? +Igeal”) 745~ 21m [\/gi (fon&on + fen&in) . (LR] } (5.38)
1

5.5 Conclusoes

Fornecemos neste Capitulo uma expressao analitica exata para a média temporal da energia
eletromagnética armazenada no interior de uma esfera magnética opticamente ativa. Para o
desenvolvimento dos cdlculos, seguimos de perto as consideracdes feitas por Bohren [42]. Um
estudo analitico e numérico da energia interna a uma esfera magnética com atividade Optica
e sua relagdo com os fendmenos de dicroismo circular e rotagdo Optica ainda carecem de ser
realizados. Todovia, a base tedrica para esse estudo encontra-se aqui delineada. As expressoes
para o calculo das grandezas de espalhamento — se¢des de choque, matriz de amplitudes, etc. —

podem ser encontradas na Ref. [1].

Terminamos aqui nosso estudo do espalhamento eletromagnético por espalhadores magné-
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ticos esféricos. A partir do préximo Capitulo, examinamos a intera¢do de ondas eletromag-
néticas planas com centro espalhadores cilindricos magnéticos. Uma vez mais, nosso enfoque
sd0 os campos eletromagnéticos internos aos espalhadores e como o magnetismo pode afetar o

transporte de ondas no meio desordenado.
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6 Espalhamento de ondas
eletromagnéticas por um cilindro
infinito magnético

O problema do espalhamento eletromagnético por um cilindro infinito cuja sec¢io transver-
sal é circular ndo € novo e foi resolvido analiticamente, sob a restricdo de incidéncia normal
e cilindro dielétrico, por Lord Rayleigh em 1881 [44, 45]. Para o caso geral em que as indu-
tancias capacitivas da particula e do meio sao diferentes e o angulo de incidéncia € arbitrario,
James Wait [46] em 1955 parece ter sido o primeiro a fornecer uma solucdo exata do problema,
a qual foi estendida, rederivada e aplicada a diversas situagdes no contexto de particulas nao
magnéticas [1, 2]. Apenas com o advento dos metamateriais e do estudo da tunabilidade das
bandas fotdnicas proibidas (photon band gaps ou PBGs) é que o espalhamento por cilindros
magnéticos, nas regides espectrais de radio-frequéncias e micro-ondas, ganhou a devida aten-
cao [11, 12, 20, 21, 22].

Assumindo um angulo de incidéncia arbitrdrio, construimos aqui a solu¢io exata para o
problema de absorcdo e espalhamento de ondas eletromagnéticas planas por um cilindro reto
circular infinito magnético. Detalhes dessa solu¢do para o caso nao magnético e incidéncia
obliqua podem ser encontrados nas Refs. [1, 46]. Usamos, em especial, a mesma notagao de
Bohren e Huffman [1], de maneira que os resultados apresentados nas Segdes 6.2 € 6.3, no
limite de particula ndo magnética, coincidem com os da Ref. [1]. No intuito de estudarmos a in-
fluéncia do magnetismo e da geometria do centro espalhador no espalhamento eletromagnético,
calculamos a energia eletromagnética média que é armazenada no interior de um cilindro mag-
nético por unidade de comprimento. Nossos resultados, publicados na Ref. [19], generalizam
as expressoes obtidas por Ruppin [47] na consideracdo de cilindros dielétricos ndo dispersivos
iluminados sob um angulo de incidéncia nulo. Enfatizamos que, embora nossos calculos es-
tejam fundamentados na teoria de espalhamento ndo magnético das Refs. [1, 2, 3, 27], nossos

resultados s@o originais e contém as solucdes desses textos como casos particulares.
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6.1 Solucao da equacao de Helmholtz escalar em coordena-
das cilindricas

Como fizemos no célculo do espalhamento de Lorenz-Mie, construimos a solugdo do pro-
blema do cilindro expandindo os campos eletromagnéticos na simetria do sistema. Nesta situa-
¢do, usamos os harménicos cilindricos vetoriais M =V x (e, y) e N =V x M/k, onde y é uma
funcao escalar geratriz, kK € o nimero de onda e €, é o versor apontando na dire¢ao positiva do
eixo z do sistema de coordenadas cilindricas (r,0,z). Da imposi¢do de que esses harmonicos
vetoriais sejam solucdes das equacdes de Maxwell do problema, Egs. (2.1), as quais descrevem
a interacdo de uma onda plana monocromatica homogénea com um meio linear, homogéneo e
1sotropico, obtemos a equacdo de onda escalar [V2 + kz]\u =0, a qual, em coordenadas cilindri-

cas, assume a forma
10 0 1 92 92 )
[;—ar (a_) Taae Tz TR Ve =0. oD

Usando o método de separacdo de varidveis, obtemos como solu¢@o da equagdo de Helmholtz

escalar

Va(p,9,2) = Z,(p)e'"0h3) (6.2)

onde n é um ndmero inteiro, 4 é um pardmetro real a ser determinado e Z,(p = rvk?> — h?) é

qualquer das fungdo de Bessel cilindricas J, e Y,, (Neumann), ou de Hankel H,E” =J,+1Y, e

H,gz) =J, — 1Y, [1]. Da defini¢do dos harmodnicos cilindricos vetoriais, obtemos as solu¢des
Z
M, — [m ACIP EZQ(p)éq,} o (n+12) 6.3)
r r
Z Zn 2
Nn — ll’lp n(p> ér _ (p) hnéq) _ p_éz el(n(l)+hZ) , (64)
kr kr r

as quais estdo escritas de maneira mais conveniente que na Ref. [1]. O préximo passo é expan-
dirmos os campos eletromagnéticos (E, H) em cada regido do espago em termos dos harmonicos

expressos nas Egs. (6.3) e (6.4).

6.2 Campos eletromagnéticos em termos de ondas parciais
cilindricas

O espalhamento eletromagnético por um cilindro infinito pode se dar, em ultima anélise,

de duas maneiras distintas, dependendo da polarizacdo da luz incidente em relacdo ao eixo do
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cilindro. As outras polariza¢des possiveis sdo obtidas como combinacdes dessas duas polari-
zacOes bdsicas, as quais s@o chamadas modos TM e TE - respectivamente, campo magnético
(caso I) ou elétrico (caso II) transversos ao eixo do cilindro [1, 2, 27]. Em outras palavras, na
situacdo mais geral em que consideramos o espalhamento obliquo, os casos I e II correspondem
aos sistemas nos quais o campo elétrico incidente E; encontra-se paralelo ou perpendicular ao
plano xz, respectivamente. A geometria do sistema para um segmento L do cilindro € mostrada

nas Figs. 6.1 € 6.2

F
¢
ﬁ
N
. NN
onda L AN
incidente PSRN \}
s ;j,lf ) 53_,] W Q y
L AU 1 \ b !
i:g,;;//a; Q‘\\h\\
A DN :bg
X d M/ ogs gt § N
TN *@\ N
] /#E&/lw_/‘\\.\h §R :1
S*\_)&Q onda
; \\ espalhada
é‘s‘

Figura 6.1: Cilindro infinitro irradiado obliquamente por uma onda plana. Os versores €; e &
indicam, respectivamente, as dire¢des de propagacdo da onda incidente e espalhada. Figura
adaptada da Ref. [1].

Explicitamente, o campo elétrico incidente ao cilindro na polarizagdo TM ou TE pode ser

expresso, respectivamente, por

E,(I) - E ép okeix _ Eo (sinC &, — COSC éx) e—zk(rsinCcos(])—i—zcosC) : (6.5)

EI(II) = Eoe e—zk(rsinCcosq)JrZCOSC)’ (6.6)

onde os versores €, e €, indicam a dire¢do na qual o campo elétrico oscila (polarizacdo) e o
versor €; descreve a dire¢do de propagacdo da onda eletromagnética. O vetor x corresponde a
varidvel espacial do campo e { € o angulo entre o vetor de onda incidente k = k€; € o eixo z do
cilindro, isto é, o complementar do angulo de incidéncia. A grandeza Ey € a amplitude real do

campo elétrico com dependéncia temporal harmonica e '?, onde ® € a frequéncia angular de
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oscilacao do campo eletromagnético.

Modo TE
(Modo TM) L (1) 7 ( odo TE)

1

Figura 6.2: Orientacdo dos vetores de campo em relagcdo ao cilindro infinito para os modos TM
e TE. Figura adaptada da Ref. [2].

Como podemos facilmente observar, na expansao dos campos eletromagnéticos em funcdo
dos harmdnicos cilindricos, a dependéncia do campo elétrico na varidvel z impde h = —k cos{
nas Eqgs. (6.3) e (6.4). Seguindo o desenvolvimento da Ref. [1], na polarizagdao TM (E sz) 0s
campos eletromagnéticos incidente (EEI),HEI)), interno (EEI),HSI)) e espalhado (Egl),Hgl)) em

termos dos harmdnicos cilindricos M,, e N,, sdo dados por

) = ¥ NI, (6.7)
O Tk S kgD g

H' = o n;wEn M, (k) ; (6.8)
) = Y EM [d,(,I)ME,I)(kl)+c,(f)N§,1)(k1)], (6.9)
m koo (k) (1) gD :

m! - Yk [N )+ M k) (6.10)
B = Z E} [b,g (k)‘i‘lar(z)MB)(k)}? 6.11)
o _ (3) NG

) - mﬂn_Z_WEn ("M (k) + 10N ()] (6.12)

onde EX) = Eo(—1)"r/p, EX) — Eo(—1)"r/p1, sendo p = krsin{ e p; = kr\/m? —cos? . Os
indice (1) e (3) indicam, respectivamente, o emprego das funcdes cilindricas de Bessel J,, e de

Hankel de primeiro tipo H,El)

= J,, +1Y,, na composi¢do dos harmonicos vetoriais. Os nimeros
de onda k e k| nos harmdnicos vetoriais estabelecem o argumento das func¢des cilindricas como

sendo p (meio circundante) ou p; (interior do cilindro), respectivamente. Como no espalha-
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mento de Lorenz-Mie, a fungdo J,(p;) para o campo eletromagnético interno é escolhida por
ser finita na origem do sistema de coordenadas (r,0,z), enquanto a escolha da funcdo H,S” (p)
para o campo espalhado estd associada a dependéncia temporal harmonica escolhida para o
campo incidente [1].

)

o o 11 4o ~
Similarmente, na polarizacao TE (EE L xz) os campos eletromagnéticos sdo

EI(II) _ Z E,(lk)M,Sl)(k), (6.13)
m _ kS LoD,

™ = co,un:Z_’MEn N (k) @19
BV = 0 Y B [l (k) + NS (k)] (6.15)
" - —cf—l Y B N )+ M ()] (6.16)

/'ll Nn——oo

EY = ¥ BP e b NP )] (6.17)
m _ kS Le NG gy Mag3)

R R Y

Os coeficientes das expansdes ay,, by, ¢, € d, para os dois modos sdo obtidos mediante a apli-
cacdo das condi¢des de contorno na interface de separacdo entre 0os meios interior e exterior
ao cilindro (r = a), Egs. (2.4) e (2.5) da Secdo 2.2. Em termos de componentes no sistema de
coordenadas cilindricas, os campos eletromagnéticos encontram-se expressos na Secdo A.4 do
Apéndice A.

6.3 Coeficientes magnéticos das expansoes

Na interface de separagio (r = a) entre meio circundante (&, u) e centro espalhador (€, u;)
livres de fontes (Jf = 0), a teoria cldssica do eletromagnetismo impde que as componentes
tangenciais dos campos eletromagnéticos sejam continuas, isto é,

(E'—f—EA —El) xe& =0
(r=a) S T (6.19)
(H,‘—l—HS—Hl) xe =0.
As condigdes (6.19) fornecem um conjunto de quatro equacdes algébricas lineares nos coefici-

entes a,, by, ¢, € d, para cada um dos modos.

Explicitamente, obtemos das componentes ¢ e z dos campos eletromagnéticos para o0 modo

TM — expressas nas Egs. (A.10), (A.11) e (A.12) da Sec@o A.4 — o sistema de equacdes escalares
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(

=

lmnﬁnH,;(l) (&)a,(lI — mmncos CH,EI) (&)i —&ncoslJ, (n)c,g)

+mmET,(m)ds) = —mmncos G, (&) |
mEHSD (€)bY) + M)l = mET(E) |

= (6.20)
prmncos GV (€)al) — mmgH ) (€)bY — mimer ()l

+mEncos Lu(M)dy) = —nmEJ(E) |

mEH (€)al) +iimJ, (n)ds =0,

“n_

\

onde § = xsin{, N = xy/m? —cos2{, x = ka é o parAmetro de tamanho e m = \/u€; /ui€ é o
indice de impedancia relativa entre o cilindro e o meio externo. Os coeficientes de interesse

encontram-se sublinhados.

Da mesma forma, empregando as condi¢des de contorno (6.19) as componentes ¢ e z dos

campos para o modo TE — expressas nas Eqs. (A.13), (A.14) e (A.15) —, obtemos

(
mn&HR (€)al”) + mm cos CH (€)bS" + nnET, ()"

—n&cos Gu(M)e) = nEJL(E) |

=

mEHM (€)Y +mI, (et =0,

(6.21)
mnncosCH (&)al" + mmEH") ()b + imn cos Ly (m)dy”

—mimET, (M) = mmncos L (E) |

km&Hé”(é)a(H) +imJu(M)ds" = mEJ, (&) .

zn__

Ambos sistemas de equacdes sdo mais complicados do que aquele que resolvido no espalha-
mento eletromagnético por uma esfera magnética, Secdo 3.3 do Capitulo 3. Isso porque, dife-
rentemente do sistema de Egs. (3.20) da teoria de Lorenz-Mie, no espalhamento por um cilindro
a um angulo de incidéncia arbitrdrio ndo € possivel desacoplar os coeficientes em dois sistemas
de equacdes com apenas duas fungdes incognitas. Essa simplificacdo acontece apenas no caso
particular de incidéncia normal (§ = 90°), fornecendo um conjunto de equagdes muito similares

as do espalhamento por uma esfera.

Consideramos aqui, no entanto, o caso genérico de incidéncia obliqua e espalhador mag-

nético. A fim de simplificarmos a notacdo, definimos na interface de separagdo entre os meios
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com propriedades distintas (r = a) as seguintes funcoes:

2, = E[LLELME -1 Ehm)] . (6.22)
B, = &[mm&Jy(€)J,(M) —nJ,(8)n(M)] , (6.23)
&2
G = meostna @) (53 -1) | 624)
2
D, = ncos{nHy (E),(n) (%—1), (6.25)
Vo = &|minkHy" (€, m) —ni (€)a(m)| | (6.26)
Wo = & iV (@) —EHV @)% - 6.27)

As funcdes (6.22)—(6.27) sdo andlogos aquelas apresentadas na Ref. [1], e elas sdo as mesmas

para u = u; (abordagem niao magnética).

Resolvendo entdo o sistema de Egs. (6.20), obtemos os coeficientes do modo TM

a) = %, (6.28)
p — $%%+;1Cn@i2?n7 (6.29)
S e (630
4V = m[q_/j":éf”l 7 6.31)

Simlarmente, para 0 modo TE obtemos

am  AV—1GD,

(m qu/Vn + A, Dy

(I@m —2mﬁ@n
Cn = ﬂ[ran/Vn—i-l@,%] ) (6.34)
y (6.35)

wn [ VW, +1D3]’
onde as fungdes A,, B,, Ci, Dy, V) € W), sdo definidas nas Egs. (6.22)—(6.27).

No caso particular em que a onda eletromagnética (E;, H;) incide normalmente ao cilindro
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(£ =90°), temos a,(ll) = b,gl) = cElH) = d,(ll) =0e

o = V] = )~ )
00 G (me) B () — Iy (m) B ()
- I )~ ()
' i Jn(m )Hn( (x) — n/(mx)H (x)’

() (6.36)

To(mx)H (x) — i (mx) HYY (x)
- 21/ ()
0 () HY () — 7 (ma) B ()

_
Cn=Cn ‘z;:900 =

Y

4 = P

Y

onde usamos o Wronskiano H,i(l) () (x) — H,El) (x)J),(x) = 21/ (mx).

Note que nesta situacdo os coeficientes de espalhamento a, e b, sdo andlogos aos do espa-

(1)

lhamento de Lorenz-Mie, bastando-se fazer a substituicdo J,, por j, e H, ' por &,. O mesmo
vale para os coeficientes internos ¢, € d,, sem a simplificacdo do Wronskiano, com a ressalva
de que ha um fator m nos denominadores para o caso da esfera. Essas observacdes sdo impor-
tantes para se verificar, por exemplo, calculos envolvendo cilindros e esferas em situacdes mais
gerais. Visto que a resolu¢cdo do problema da esfera € mais simples, podemos usar argumentos
similares para obtermos solu¢des do espalhamento por cilindros (sob incidéncia normal) sem a

necessidade de resolvermos os sistemas de equacdes explicitamente.
Das relagdes J_, = (—1)"J, e Y_,, = (—1)"Y,, obtemos as relacdes de paridade

o _ O (H) _ a,(lH)

Y

A R e
Do _

C—zl - Cn ) -n — n 9
dV =~V a"W =g
Consequentemente, temos a(()l) = d(()I) =0e b(()H) = c(()H) = 0. Essas propriedades sdo usadas

na Secdo A.4 do Apéndice A para escrevermos os campos eletromagnéticos como séries de
funcdes comecando o somatdério em n = 1. Em outras palavras, sé € possivel escrever as ex-
pansdes daquela forma somente apds a determinagdo dos coeficientes. Separamos os campos

eletromagnéticos e os coeficientes em Sec¢des distintas apenas por motivos didaticos.

Embora ndo seja 6bvio, a relacao

l[CnM+ﬂn@n] = &an(n) [_Hr/l(l)(ﬁ.,)cn +Jr/z(§)@n = qu/n — By Dy

(D)

implica a,’ = —b,gl), 0 que estd de acordo com a Ref. [1].
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6.4 Energia eletromagnética média no tempo

A média temporal da energia eletromagnética, entdo associada a um campo interno (E,Hy),
armazenada no interior de um cilindro ndo dispersivo finito de radio a e comprimento L é dada
por [47]

W(a):/ dz/ d¢/ dr rRe| &L (|EL P + [Ero + |Ev: )
-2 Jo 0 4

(6.37)
(P 4 o+ ) |

onde u e € sdo grandezas complexas com parte real positiva muito maior que a parte imagina-
ria (regime de fraca absor¢do) [25]. Uma vez que o integrando como um todo ndo depende da
varidvel z, o valor de W (a) diverge para o caso de um cilindro infinito, isto €, L — 0. A solu¢do
para esse impasse € considerarmos uma por¢ao finita do espalhador cilindrico e calcularmos a
energia média dentro desse volume por unidade de comprimento. Na presente situag¢do, con-
sideramos um segmento do cilindro centrado na origem e com comprimento L. Em particular,

para um cilindro com as mesmas propriedades Opticas que o meio, temos

2

Wo = 7t%gu«:oh . (6.38)

Nos célculos a seguir, assumimos, como no caso da esfera (Secao 3.4), que a série infinita

de fungdes que entra na integral expressa na Eq. (6.37) converge uniformemente no dominio
0<r<a,0<0<2me—L/2<z<L/2, equeo mesmo vale para as componentes dos
campos em separado, as quais sao finitas e integraveis. Essa consideracao € valida fisicamente,
posto que nao ha sentido fisico no caso de divergéncia das grandezas envolvidas se o cilindro
for finito. Por outro lado, do ponto de vista matemaético, é necessario que haja essa garantia de
convergéncia uniforme e integrabilidade para que possamos nos calculos “permutar” o simbolo

de integracdo com o somatorio proveniente do cdlculo das intensidades.

Embora nao seja 6bvio, note que a dependéncia exponencial das components dos campos
com relacdo a varidvel z, Eqgs. (6.3) e (6.4), é fundamental na simplificacdo do calculo das
intensidades dos campos internos, da mesma forma que ocorre com as func¢des associadas de
Legendre no caso da esfera, Se¢ao C.1. Explicitamente, permutando o sinal de integracdo com
um somatério duplo em n e n’ no célculo de uma intensidade do integrando da Eq. (6.37),

aparece naturalmente a expressao

27 ,
do )0 = 2§, . (6.39)
0
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onde J,,, € o delta de Kronecker.

A fim de simplificarmos algumas expressdes analiticas e, consequentemente, os célculos
numéricos correspondentes, usamos relagdes recursivas envolvendo fungdes de Bessel. Par-
ticularmente, para o cdlculo da energia eletromagnética média no tempo, aplicamos algumas
equagodes da Ref. [37] nas quais integrais associadas com produto de duas fun¢des de Bessel
sdo resolvidas analicamente. Essas integrais, na verdade, podem ser obtidas das relacdes de

recorréncia (C.23)—(C.26) da Secdo C.3.1. Em nossa notacdo, definimos a fun¢ao

_ Loge 2
— ?/o dr rldu(p1)?, (6.40)

onde pi(r) = kr\/m e a integral € resolvida analiticamente nas Egs. (C.29) para
m # m* e (C.30) para m real (regime de transparéncia). Embora ndo seja ébvio, a fungdo I,
depende apenas das grandezas adimensionais 1 = pj(a) e N*. Isso pode ser visto facilmente
nas Eqgs. (C.29) e (C.30), as quais mostram que a integral na Eq. (6.40) é proporcional a a.
Maiores detalhes sobre essas relagdes envolvendo funcdes de Bessel cilindricas encontram-se
no Apéndice C. No que se segue, estudamos em separado a energia eletromagnética que €

armazenada no cilindro magnético para os modos TM e TE.

6.4.1 Modo TM

(D

Considere o campo interno (E; ,Hgl)) em forma de componentes em coordenadas cilindri-
cas, expressas nas Eqgs. (A.11) da Secdo A.4, e tome separadamente cada uma das componentes

dos campos na defini¢do (6.37). Assim, para a polarizacdo TM (caso 1), a energia eletromag-

(D

nética média no tempo W,

(a) armazenada em um cilindro magnético sob incidéncia obliqua é

dada por:
WS = [WE(r)-i-Wb(“q)) +W1§2} + [W}})+W}£+W,§,§ , (6.41)
com
2
Wi(a) = WoRe(mii) [coszc O )
)|2 cosC ()

2
Dn(p1)+dﬁl)£'
P1

< [ 7a(p1
2 d
+ Z’/O rr 2

ng(a) = 2WoRe (mm Z/ drr [ pl

, (6.42)

COSC
I’l
m P1

2
2 _dp (p)‘, (6.43)

wi(a) = WORe(mn?)‘% [\cgﬂ\ M)

2[ T])] ; (6.44)
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|Jn(pl)|2

WIS,Ir)(a) = 2W0Re(ml71*)2/0 dr r—3"— mn _ cost
n=1

2
n (I
Cn o1 " dn Dn(pl)‘ s (6.45)

a

Wha(a) = WoRe (mii") [|cé”\2n<n>

b a 2 2
w2y [Car OO 0D, () - 50 2 ] (6.46)
n=1v0 a P1
2 = 2
WI({Iz)(a) = 2WpRe (mm") %‘ Y d"" L,m), (6.47)
n=1

onde Wg, = [drr [do [ dzRe(g)|E1,|*/4, Wy, = [drr [do [ dzRe(u;)|H:,|?/4, e assim por
diante, e D, (p1) = J,(p1)/Jn(p1)-

Devido as integragdes na varidvel radial, repare que as Egs. (6.42), (6.43), (6.45) e (6.46)
ndo podem ser resolvidas analiticamente. Apenas a contribuicdo da componente z do campo
eletromagnético possui uma expressdo fechada. No entanto, se considerarmos as contribuigdes
Wero = (Wer +Weo) € Wrrg = (Whr +Whe) para a energia interna, as expressoes sdo simplifica-
das por meio das Egs. (C.35) and (C.36) da Secdo C.3.1. Explicitamente, usando a Eq. (C.36),
paraA = cg) cos{/meB= d,g), segue das Eqgs. (6.42) e (6.43) que

2

ey
Wgr)q)(a) = WoRe (mm) {COSZC S m)
+Z COSZC Gn_ + a’,(ll) [Li—1(M) + Lit1(M)]
n=1
@ @
4 n dn a *
_ Caozst.’Im (C ” )/0 drrlm[-]n+l(pl)]n—l<p1)]]}~ (648)

Ainda, empregando a Eq. (C.35), para A = c,g) eB= d,(ll) cos{/m, obtemos das Eqgs. (6.45)

e (6.46) a expressao

Ii-1(n) + "

2
W+ aql COSC’ In+1(n)]} . (6.49)

Note que a integral no dltimo termo da Eq. (6.48) ndo pode ser resolvida analiticamente [37].
(I

Contudo, para a incidéncia normal ({ = 90°: E;||z), é imediato que WEr¢ = WI—(IIZ) =0, e a ener-

(D) (D

gia eletromagnética média € dada, portanto, por W, = Wp ' + WIE(Ir)q)- Neste caso particular,

ot
)

podemos mostrar que 1,1 () + ot 1() = 4Re[3n ()74 *)/ (5% — y*2)], onde y = mx, e, por
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conseguinte,

2Wo & Re{ [Jn(mx)J,’l(m*x)

Wtut = P — ] [mRe (mm™) +m*Re (mm)] } |Cn|2 ) (6.50)

Quando m e m sdo grandezas reais, usando a regra de L.'Hospital, a Eq. (6.50) assume a forma

Wom

wll —
tot X

[T (mx)J;, (mx) + mxJ, (mx)? — mxJ,_ 1 (mx)Jyy 1 (mx)] | 2. (650)

n=—oo

6.4.2 Modo TE

Para a polarizacao TE (caso II), usando as componentes do campo interno (E(IH),Hgn)) na

defini¢do (6.37), obtemos expressdes similares as da Secdo anterior:

2

Wélrl)(a) = 2WpRe (mm Z/ drr|J (521)| dﬁll)i—%cﬁn)m(pl) , (6.52)
(1) )
Wi (a) = WoRe(mm)[‘dO ‘ I(m)
+2Z/ ar OOy, oy 058 (6.53)
n m n pl [} .
() 2
wi(a) = 2WoRe (min ‘ ) LM); (6.54)
d(n) 2
W\ (@) = WoRe (mii") [coszf; O nm
FA p1 COSC (11) (I n 2
+2Z “drr —=d, D,(p1) +cn ol | (6.55)
1

w oy W (p1)I cosg | . _ 2
o (@) = 2WoRe (mm* Z “ar 5 — o e D,(p1)| , (6.56)
wyl(a) = WoRe(mm) [‘d ‘ Ih(m) H)’ L(m) (6.57)

Novamente, apenas as contribui¢cdes das componentes paralelas ao eixo do cilindro pos-
suem uma expressdo fechada. Empregando uma vez mais as Egs. (C.35) e (C.36) do Apén-

dice C, obtemos entido
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Wia(@) = W (a)+Wey (a)

2
— WoRe (mif) { ]dgm\ Lnm)

oo 2 2
+Y d,?‘)—c,&m“,’;c‘ Lo (m) + d,§“>+c9”“,’;c‘ In+1<n>”(6.58)
n=1
() |
Wyn(a) = WoRe (mii") {0052C L)
oo () |2 2
+Z cos>{|——| + el )‘ [Li-1(N) + L1 (M)]
n=1
() ()= a
_deosby [ en dr Am et (P )Jur (0D | Y (6.59)
Clz m 0

Para a incidéncia normal ({ = 90°: E; L 7), temos WSZI) = WF(IIrIq)) = 0 e, portanto, a energia

eletromagnética média é thtl) = ngrlqz + WIS,IZI ), Explicitamente, podemos escrever

m2 _ m*Z

Wi = @ i Re{ {M} [m*Re (mim*) +mRe (mm)] } d,|*.  (6.60)

n—-—oo

Se m e m sdo grandezas reais, a Eq. (6.60) torna-se a Eq. (6.51) fazendo-se a troca de ¢, por d,;:

Wi =— [ (mx)J;,(mx) + mxJ, (mx)? — mxJ,_ 1 (mx)Jns 1 (mx)] d,|* . (6.61)

Nn—=—oo

Em todas as grandezas acima, usamos as igualdades Re (mm) = Re (€1) /€, a qual é asso-
ciada ao campo elétrico, e Re (mm*) = |k; /ou;|*Re (u1) /€, que aparece no campo magnético.
Para cilindros dispersivos, as expressoes para a energia interna devem ser modificadas de acordo
com o modelo usado para escrevermos as fungdes €;(®) e u;(®) [47]. Fornecemos no Capi-
tulo 8 um resumo de como generalizar as expressdes calculadas aqui e nos Capitulos anteriores
para um caso dispersivo de baixa absor¢do [25] e para um metamaterial com dispersao do tipo
Lorentz [48].
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6.5 Eficiéncia de absorcao e os coeficientes internos

No espalhamento eletromagnético por um cilindro infinito ndo opticamente ativo, os fatores

de eficiéncia ou qualidade sdo definidos pelas grandezas [1, 2]

2 2 > 2 2
Oa = R ‘bg)‘ +22(b,9) +|a )] : (6.62)
n=1
I 2 I > I
ol = “Re bg)+2n;b,()] , (6.63)
Qg))s = Qg%—Qg)a, (6.64)

onde Qt(g, Qgpa e QS))S sdo as eficiéncias de extin¢do (ou total), de espalhamento e de absor¢dao
para a polarizacdo TM, respectivamente. Expressdes para o modo TE sdo obtidas trocando-se
a,g) por bg,H) e bfll) por ale) [1].

Repare que a eficiéncia de absorc¢do € calculada a partir dos coeficientes de espalhamento.
Essa situacdo é andloga a do espalhamento de Lorenz-Mie, em que a descri¢do da interagao
centro espalhador e campo eletromagnético incidente se d4 mediante grandezas de espalha-
mento, Secdo 3.5. Da mesma forma que no caso da esfera, podemos escrever a eficiéncia de
absor¢cdo em termos de grandezas associadas ao campo eletromagnético no interior do cilindro

e associa-la a energia interna.
Usando entdo as condicdes de contorno para o modo TM — Egs. (6.20) —,

Wam)eW = me|5,E) —H"EBY| (6.65)
i, ()dy) = meH" €)al | (6.66)

e as defini¢des para os coeficientes internos magnéticos c,g) e d,(ll) , dadas nas Eqgs. (6.30) e (6.31),

obtemos apds algumas manipulacdes

m_2 v (| 1mm o1
Qabs - xn:ZwRe{ Cn Zm*TIJn(T] )Jn(TU
2 5 (6.67)
| md [ ) (8 -n?) W nda)
m| | ogmeea @) me-g2) ('@ | )

onde W), esté definida na Eq. (6.27). Da mesma maneira, usando as condi¢des de contorno para
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o modo TE - Egs. (6.21),

e = mgaV E)bY (6.68)
g i = me[J,(&) - i ©a | | (6.69)

e os coeficientes cSl D e d, () , dados pelas Egs. (6.34) e (6.35), obtemos

(m |2
md, Imm .
abs Z Re { ﬁn Jn(n )Jﬁ(rI)
X 5 (6.70)
| | mPnmY) (-1 Y ) }
m )

28 H(E) & -n2) B E)

onde 7/, estd definida na Eq. (6.26).

Se considerarmos no tltimo termo da Eq. (6.67) a aproximacdo n? ~ 1*2, que significa

m? ~ m** (baixa absorcio), podemos mostrar que

D T «
ol =" ¥

M

Cn

40

n

m [%Wn(n)%(n*)] +

Nn=—oo

“Im {Znh(n)%m*)] } , (6.71)

onde usamos o Wronskiano Hj "’ (E)n(E) — AV (€)J)(€) = 21/(mE). Uma expressdo andloga é
obtida para a polariza¢do TE trocando-se (I) por (II) na Eq. (6.71). E importante enfatizarmos
que na Eq. (6.71) apenas os termos que se anulam para a incidéncia normal sdo aproximados

usando 1 ~ 1*2. Portanto, quando { = 90°, segue que

Qabs = T Z Im m*J,(mx)J, (m*x)] |cn\2, (6.72)

Nn——o0

Qs = T i Im [, (mx) T (m*x) ] |du|* (6.73)

Nn=—o0

que sdo expressoes exatas para as eficiéncias de absor¢do paralela e perpendicular em termos
dos coeficientes internos magnéticos ¢, € d,. A seguir, mostramos uma conexao esperada entre
a energia eletromagnética média dentro de um cilindro e sua eficiéncia de absor¢do dptica, com

a condi¢@o de que Re(m) > Im(m) e Re(m) > Im(m) (limite de baixa absor¢do).

6.6 Resultados numéricos e discussao

Apresentamos nesta Se¢do alguns resultados numéricos provenientes das expressdes exatas
que calculamos para o fator de aumento da energia eletromagnética Wi, /Wy no interior de

um cilindro infinito magnético. Todos os cdlculos numéricos sdo realizados a partir de um
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programa que escrevemos para o software gratuito Scilab 5.1.1. Como limite superior Npygax
para as séries truncadas ]:231", empregamos a expressio Nmax = max (n, |m|x) + (101,04 x)'/2,
com n, = x+ 4.05x1/3 42 [27]. A modifica¢do adicional em Ny, na qual tomamos o valor
max(n, |m|x) em vez de apenas n. € introduzida com a finalidade de obtermos somas mais
acuradas mesmo para grandes valores de u; /u em regides de pequenos pardmetros de tamanho

x = ka, Figs. 6.3-6.6. As excecdes sdo as Figs. 6.7-6.9, onde trocamos max (n., |m|x) por n,.

°s :
—10
104 ------ 100
o
2" w
g
< 10
10
100 __________________________________________________

Figura 6.3: Energia eletromagnética normalizada tht) /Wo dentro de cilindro magnético
(u1 /u = 10; 100) e ndio magnético (u; /u = 1) com g1 /¢ = (1,4161 +4,0 x 10~%1) sob incidén-
cia obliqua ({ = 60°). As grandezas sio calculadas no intervalo 0 < ka < 2, com 8(ka) = 1073.
Apenas a polarizagdo TM € mostrada.

A Fig. 6.3 mostra uma comparacio entre as abordagens magnética e ndo magnética para
o modo TM com { = 60° (incidéncia obliqua). Usamos neste cdlculo o mesmo valor de € /€
que na Ref. [17] € usado para uma esfera magnética e aplicamos a Eq. (6.41) normalizada. O

resultado aqui obtido € bastante similar ao que encontramos no espalhamento eletromagnético



6.6 Resultados numéricos e discussdo 77

por uma esfera magnética [18], Se¢ao 3.6. Em ambos os casos, a energia interna média € muito
maior do que aquela relacionada a um espalhador com as mesmas propriedades 6pticas que o

meio circundante mesmo para parametros de tamanho no intervalo ka < 1.

Como mencionamos na Secdo 3.6, as séries de picos estreitos que aparecem na Fig. 6.3
em fun¢do do pardmetro de tamanho ka sdo bem conhecidas e sdo geralmente chamadas de
ressonancias dependentes da morfologia (MDRs) [13]. Para a energia interna média, esses picos
caracteristicos sdo imputados a ressonancias dos coeficientes de espalhamento [49, 50], os quais
estdo vinculados aos coeficientes internos pelas Egs. (6.65), (6.66), (6.68) e (6.69). O mesmo
argumento usado para a esfera magnética pode ser aqui aplicado. Como no espalhamento de
Lorenz-Mie, os elevados valores de energia interna normalizada podem ser explicados pelo
aumento da eficiéncia de extin¢ao Oy, Cujos picos estreitos ocorrem em parametros de tamanho
correspondentes aos maximos de energia eletromagnética Wi, /Wy [47] e refletem a formacdo

de ondas estaciondrias no centro espalhador.

6.6.1 Secao de choque de absorcao e a energia interna

Na Secao 3.5, calculamos a secdo de choque de absor¢@o Optica de uma esfera magnética
em funcdo dos coeficientes internos. No regime de fraca absor¢do (wa), mostramos que a
eficiéncia de absorc¢do possui uma relagc@o linear com a energia interna normalizada. Fazemos
aqui esse mesmo estudo para o cilindro infinito magnético. Por simplificidade, consideramos
a Eq. (6.50) para a incidéncia normal em modo TM (polarizagdo paralela) e assumimos que
m; < m, e m; < m,, onde m = m, +m;, m = m, + um; sdo os indices de refracdo e a impedancia
*2)

relativos, respectivamente. Fazendo a aproximacio (m? — m*?) = 4um,m;, Re(mm*) ~ m,im, e

Re(mm) ~ m,m,, obtemos

o Y —dm i, ()T (mx)] el (6.74)

N=—o0

Comparando as Eqgs. (6.72) e (6.74), segue imediatamente o resultado

(wa)
Mot _ ( M )Qabs. 6.75)

Wo ;X

Embora tenhamos usado uma situagdo particular de incidéncia normal e polarizagdo paralela, a
Eq. (6.75) obtida para espalhadores cilindricos vale para ambos os modos TM e TE e independe
do angulo de incidéncia (90° — ), como ilustramos na Fig. 6.4. Este resultado é original e estd
publicado na Ref. [19].

Devido a simetria do sistema, note que a constante que associa Wio/Wp a Qqps para um
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Figura 6.4: Razdo entre eficiéncia de absor¢do Q,ps multiplicada por m,/m; e o fator de au-

mento da energia eletromagnética W = thtl) /Wp dentro de um cilindro ndo magnético com
m = 1,334 +1,5 x 10~ sob incidéncia obliqua ({ = 60°). Apenas a polarizacio TE é mos-
trada.

cilindro infinitamente longo ndo é a mesma que para uma esfera homogénea, Eq. (3.59). No
caso especial de um cilindro infinito com as mesmas propriedades do meio circundante, isto €,
my=~le th,vtva) ~ Wy, obtemos Q,ps = Ttm;x. Este tltimo resultado esta de acordo com [2]. Para

um espalhador esférico, temos Qaps == 8m;x/3 [2, 24].

Como podemos observar, a alteracio drastica de geometria dos espalhadores magnéticos
— de esfera para um cilindro infinito — ndo modifica 0 comportamento global da eficiéncia de
absor¢do em relacdo a energia interna. Isso sugere que a diferenca entre os fatores que aparecem
nas Eqgs. (3.59) e (6.75) seja devido a geometria do problema, o que corresponderia a um preco
a se pagar pelo espalhador ser esférico ou cilindrico. Como curiosidade, observe que os fatores

8/3 e m podem ser reescritos a partir de propriedades geométricas dos espalhadores esféricos e
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cilindricos, respectivamente:

8 2 (4na*/3 o2 na’L
3 a\ na? 7 a\2al )

Em outras palavras, escrevemos esses fatores como sendo a razdo de duas vezes o volume pela

secdo de choque geométrica do centro espalhador multiplicada pelo raio a. Portanto, no regime

de baixa absorc¢do Optica (m; < m,), podemos reescrever as Eqgs. (6.75) e (3.59) como
thvtva) Ny aGgﬁQabs My Gaps

~ = 6.76
Wo 2V x m; 2kV m; (6.76)

onde V € o volume do espalhador, k € o nimero de onda do campo eletromagnético incidente,
€ Og € Oaps = QabsOg $40 as seg¢des de choque geométrica e de absor¢do, respectivamente. Note
que, embora tenhamos considerado explicitamente duas geometrias particulares nesta derivacao
(uma esfera de raio a e um segmento L de um cilindro infinito de raio a), a Eq. (6.76) ndo
depende da forma do centro espalhador. Este é talvez o resultado mais importante do trabalho
que desenvolvemos nesta dissertacdo. Evidentemente, a Eq. (6.76) deve ser investigada para

verificarmos se sua universalidade é valida ou nao.

Das teorias de espalhamento que levam em conta particulas de formato arbitrario, a teoria
de Rayleigh-Gans [1, 2] ¢ uma das mais simples e intuitivas. Essa teoria, também chamada
de teoria de Rayleigh-Debye [3, 6], fornece uma estimativa para o espalhamento de particulas
com formato geométrico arbitrdrio e propriedades Opticas similares as do meio circundante
[1]. Essencialmente, o que se faz € considerar as amplitudes S; (j = 1;2) do espalhamento de
Lorenz-Mie [1] em relagdo a um elemento de volume AV, isto €, s; = S /AV. Fisicamente, é
plausivel que, sob certas condi¢des, as amplitudes de espalhamento relativas a uma particula de
formato arbitrario possam ser aproximadas por uma integral apropriada de s; sobre o volume
V da particula. No espalhamento da mecanica quantica, a aproximagao andloga é chamada de

aproximag¢do de Born [6] (para sermos precisos, a primeira aproximagao de Born).

As condigdes para a validade da aproximagdo de Rayleigh-Gans (indice de refracdo pré-

ximo a unidade e pequeno deslocamento de fase da onda) sdo expressas por
m—1l<1, kdm-1|<1, (6.77)

onde d ¢ uma dimensdo linear caracteristica da particula e m € seu indice de refracio com-
plexo da particula em relacdo ao meio circundante. Pode ser mostrado que a aproximacgdo de
Rayleigh-Gans € obtida se o campo dentro da particula € aproximado pelo campo incidente
[1]. Grosso modo, podemos dizer que as condi¢des (6.77) impdem, respectivamente, que (1) a

onda incidente ndo seja “refletida” apreciavelmente na interface particula-meio e (ii) ndo sofra
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mudancga aprecidvel de fase ou amplitude depois de penetrar na particula.

A menos que S e 57 sejam independentes do angulo azimutal ¢, o que € verdade para
particulas com simetria esférica, a secao de choque de espalhamento na teoria de Rayleigh-Gans
depende do estado de polarizagdo da luz incidente. Um resultado importante dessa teoria € que
0 mesmo nao se verifica para a secdo de choque de absorcao. De acordo com as aproximagdes

(6.77), o teorema Optico [1] fornece a secdo de choque de absor¢ao
Oabs = 2kVm; R (6.78)

que, como se nota, ¢ claramente independente da polarizacao da luz incidente e da orientagdo da
particula. A Eq. (6.78) pode ser escrita de modo mais conveniente se considerarmos Gyps = 0LV,
onde o = 47m; /A é o coeficiente de absor¢@o e m; é a parte imagindria do indice de refragdo da

particula.

O que gostariamos de chamar atencdo € que o resultado (6.78) é um caso particular da
Eq. (6.76): basta considerarmos Wi, =~ Wy e m, =~ 1, o que € vélido quando as condicdes (6.77)

sao satisfeitas. Isso refor¢a a hipdtese de universalidade da Eq. (6.76).

6.6.2 Velocidade de transporte de energia em meios magnéticos desorde-
nados bidimensionais

No regime de frequéncia em que ha formacgdo de ondas estaciondrias no interior da parti-
cula, isto é, W/Wp > 1, onde W /W é o fator de aumento da energia eletromagnética média
armazenada no interior do centro espalhador [18, 19, 24, 47], e mesmo fora desse regime, for-
necido que x, mx > 1 (condi¢des de confinamento da onda), onde m € o indice de refragcdo
relativo da particula em relagdo ao meio circundante € x = ka é o parametro de tamanho da es-
fera ou cilindro, podemos escrever uma expressao aproximada para a velocidade de transporte
de energia em termos da energia interna média [38, 39]:

W/ Wy 1)

VE (6.79)

onde ¢q € a velocidade de propagacdo da onda no meio circundante as particulas e f € a fracdo
volumétrica de espalhadores no meio, também chamada de fracdo de empacotamento do meio

desordenado.

Desse modo, a partir do cdlculo da energia interna média W e valendo-se da Eq. (6.79),
podemos estimar o comportamento global da velocidade de transporte de energia no meio de-

sordenado independentemente da forma do centro espalhador. Aqui, como na Ref. [47], ndo nos
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preocupamos em nossas estimativas com as condi¢des de confinamento da onda (ka, mka > 1),
posto que a energia eletromagnética armazenada no centro espalhador estd bem definida para
meios nao dispersivos e fracamente absorbitivos [25]. Para cdlculos mais precisos, seria neces-
sério recorrermos a teoria de transporte (equagao de Bethe-Salpeter) e resolvermos o problema

para cada tipo de particula espalhadora separadamente.

No espalhamento eletromagnético por cilindros, Ruppin [47] usou com sucesso a Eq. (6.79)
como uma aplicacdo da energia interna média armazenada dentro de um cilindro dielétrico
infinito. Este modelo simples para o cdlculo da velocidade de transporte de energia em um
meio desordenado bidimensional, como enfatiza Ruppin [47], reproduz bem os resultados de
Busch et al. [51], os quais foram obtidos na aproximac¢ao de baixa densidade da equacdo de
Bethe-Salpeter. Nesta Secdo, estendemos o uso da Eq. (6.79) para o célculo da velocidade de
transporte de energia em um meio magnético desordenado bidimensional (£ = 90°), o qual é
de interesse para a engenharia fotonica [12, 52]. Evidentemente, o0 meio sob andlise ndo tem
apenas duas dimensdes. O que consideramos, na verdade, sdo os caminhos efetuados pelos

fotons espalhados neste meio [53] e ndo a geometria do sistema, que € tridimensional.

Assim, consideramos uma cole¢do de cilindros infinitos paralelos e dispostos aleatoria-
mente em um meio ndo ndo absorbitivo com fracdo de empacotamento f = 0,36, que € a
mesma usado em experimentos com espalhadores ndo magnéticos de TiO, [39]. A condi¢do
de incidéncia normal (£ = 90°) e cilindros paralelos é necessdria para que os fétons possam ser
modelados por uma caminhada aleatéria no plano xy e, por conseguinte, restritos a um espalha-
mento em duas dimensdes [53]. Em especial, assumios que os espalhadores sdo magnéticos e
que as perdas magnéticas sdo negligencidveis, isto é, (€1,u) sdo grandezas reais. Esta dltima
consideracdo, como ja mencionamos, pode ser encontrada em ferritas moles, que apresentam
elevados valores de permeabilidade magnética u; /u com baixa perda magnética tipicamente em

frequéncias abaixo de 100 MHz [11].
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—(I1), 100

Figura 6.5: Comparagdo entre a energia eletromagnética normalizada Woi/Wy dentro de um
cilindro magnético (u; /u = 100) e ndo magnético (u;/u= 1) com €; /€ = 1,4161 sob incidén-
cia normal (£ = 90°). As polarizagdes paralela e perpendicular sdo indicadas por (I) e (ID),
respectivamente. As grandezas sdo calculadas no intervalo 0 < ka < 2, com 8(ka) = 1073.
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Figura 6.6: Comparacéo entre a velocidade de transporte de energia vg/co em um meio con-
tendo cilindros magnéticos (u;/u = 100) e ndo magnéticos (u;/u = 1) com € /e = 1,4161
e fracdo volumétrica f = 0,36 sob incidéncia normal ({ = 90°). As polarizagdes paralela e
perpendicular sdo indicadas por (I) e (II), respectivamente. As grandezas sdo calculadas no
intervalo 0 < ka < 2, com 8(ka) = 1073.

Os picos de ressondncia na energia eletromagnética interna representados na Fig. 6.5, como
esperado, fornecem pequenos valores de velocidade de transporte de energia, entdo mostrados
na Fig.6.6 [39, 47]. Para o célculo de Wi, /Wy, usamos as Eqs.(6.51) e (6.61) para as polari-
zagdes paralela e perpendicular, respectivamente, e as aplicamos no célculo de vg/co expressa
na Eq. (6.79). Devido ao magnetismo, observe na Fig. 6.6 que a velocidade de transporte de
energia se anula mesmo para cilindros com raio muito menor do que o comprimento de onda in-
cidente (regidao de tamanho de Rayleigh). Um estudo da velocidade de transporte para ka < 1 em
um meio magnético desordenado tridimensional (esferas de Lorenz-Mie) pode ser encontrado

na Ref. [16], onde o mesmo resultado é obtido. Qualitativamente, os altos valores de energia
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interna W, significam que a onda eletromagnética passa muito tempo dentro dos espalhadores,
levando a uma diminuic¢do da velocidade de transporte vg €, por conseguinte, do coeficiente
de difusdo D = vgl*/d, onde ¢* é o livre caminho médio de transporte e d é a dimensionali-
dade do meio desordenado do ponto de vista do féton [16, 39, 51]. Esse forte decréscimo da
velocidade de transporte, e, consequentemente, do coeficiente de difusao, estd relacionado a
ressonancias nos centros espalhadores isolados e favorecem a localizacao da onda eletromagné-
tica [38, 39, 51]. A diminui¢@o, € mesmo supressdo, de vg em um meio magnético desordenado

bidimensional pode ser observada na Fig. 6.6 para 0 < ka < 2 e na Fig. 6.8 para 0 < ka < 100.
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Figura 6.7: Energia eletromagnética normalizada Wt!t /Wy dentro de um cilindro magnético

(1 /1 = 10; 100) e ndo magnético (u;/u = 1) com €; /e = 1,4161, polarizacdo paralela. As
grandezas sdo calculadas no intervalo 1078 < ka < 100, com 8(ka) = 0,05.

Note que a velocidade de transporte de energia graficada como uma fun¢do do parametro
de tamanho apresenta um comportamento oscilatério. Em razdo das diferengas entre a energia
eletromagnética armazenada nas polarizacdes paralela e perpendicular (Fig. 6.5), o camporta-

mento da velocidade de transporte normalizada é também diferente para ambas as polarizacoes.
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De fato, elas mostram tendéncias oscilatérias opostas para pequenos parametros de tamanho:

enquanto a amplitude de oscila¢do de vg/co no modo paralelo é reduzida com o aumento de ka,

no modo perpendicular ela é aumentada. Isto pode ser claramente observado na Fig. 6.6.
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Figura 6.8: Velocidade de transporte de energia normalizada vg/co em um meio contendo ci-
lindros magnéticos (u; /u = 10; 100) e ndo magnéticos (u; /u = 1) com €; /e = 1,4161 e fracéo
volumétrica f = 0,36 sob incidéncia normal ({ = 90°), polarizagdo paralela. As grandezas sdo

calculadas no intervalo 1078 < ka < 100, com §(ka) = 0,05.
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1 10 100

Figura 6.9: Velocidade de transporte de energia normalizada vg/co em um meio contendo ci-
lindros magnéticos (u; /u = 1000) sob incidéncia normal (§ = 90°), polarizagdo paralela. As
grandezas sdo calculadas no intervalo 1 < ka < 100, com 8(ka) = 0,05.

Representamos na Fig. 6.9 o perfil de vg/co para u;/u = 1000, incidéncia normal (§ =
90°) na polarizacdo paralela. Embora o nimero de picos estreitos mostrados nesta regidao de
parimetros de tamanho, para incrementos d(ka) < 0,05, seja muito maior do que é representado
aqui [para d(ka) = 0,05], podemos avaliar o comportamento oscilatério global de vg como
fun¢do de ka. Em uma configuracao particular de esferas magnéticas em que ka = 0,01, hé na

Ref. [16] um estudo de vg/co como fun¢@o da permeabilidade magnética relativa u /.
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6.7 Conclusoes

Este Capitulo traz alguns dos resultados analiticos mais importantes desta dissertagdo de
Mestrado. Tratando o problema de espalhamento eletromagnético por um cilindro infinito mag-
nético sob incidéncia obliqua, determinamos a energia eletromagnética média que € armazenada
no centro espalhador para os modos TM e TE. Mostramos que o comportamento exibido pela
energia interna a um cilindro magnético € similar ao caso da esfera magnética que € considerado
no Capitulo 3 e que publicamos na Ref. [18]. Em especial, seguindo as consideracdes de Rup-
pin [47], aplicamos nossas expressdes na estimagao da velocidade de transporte de energia em
meios desordenados magnéticos bidimensionais [19]. Conseguimos, com isso, obter resultados
similares aos apresentados na Ref. [16] para o caso de uma esfera de Lorenz-Mie magnética.
Finalmente, calculamos a secido de choque de absorcdo em termos de grandezas relacionadas
apenas ao campo interno ao cilindro. Para meios fracamente absorbitivos, determinamos uma
expressao que relaciona a energia interna a eficiéncia de absor¢do do centro espalhador. Usando
o resultado obtido na Sec¢do 3.5, deduzimos a partir de nossas célculos e da geometria dos espa-
lhadores uma expressao entre a energia interna e secao de choque de absor¢do dptica que vale
tanto para a esfera quando para o cilindro magnéticos. De fato, essa expressao independe da
forma do centro espalhador e vincula a energia interna a grandezas de espalhamento que podem
ser mensuradas na pratica. Isso sugere que, no regime de fraca absor¢c@o, podemos estimar a
energia interna e, por conseguinte, a velocidade de transporte de energia no meio desordenado
usando este modelo simples, o qual exige apenas o conhecimento da fracdo volumétrica de par-
ticulas no meio, o volume de uma particula individual, o comprimento de onda incidente, o

indice de refracdo complexo e a secao de choque de absor¢ao.

Os principais resultados aqui discutidos encontram-se publicados em nosso artigo [19].
No Capitulo a seguir, estendemos nosso estudo da energia interna a um cilindro magnético

envolvido por uma camada de material magnético de espessura uniforme.
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7  Espalhamento de ondas
eletromagnéticas por dois cilindros
magnéticos concentricos

Assim como podemos generalizar a teoria de Lorenz-Mie para esferas multicamadas [1, 40],
o mesmo pode ser feito no caso do espalhamento eletromagnético por um cilindro circular infi-
nito. Na literatura, a solu¢do analitica do espalhamento eletromagnético por cilindros concéntri-
cos ndo magnéticos sob incidéncia normal foi obtida em 1961 por Kerker e Matijevic [54]. Para
espalhadores cilindricos, essa € a abordagem mais simples e usual, e tem como principal propri-
edade o fato de que as grandezas de espalhamento calculadas nessa geometria sdo andlagos as da
geometria esférica. Especificamente, no caso dos cilindros concéntricos, as expressdes obtidas
para os coeficientes das expansdes e, por conseguinte, para as grandezas de espalhamento sao
andlogas as do espalhamento por duas esferas concéntricas de raios e materiais correspondentes
[2, 54].

Neste capitulo, aplicamos ao espalhamento eletromagnético por dois cilindros concéntricos
as mesmas consideracdes feitas no Capitulo 4 para uma esfera de Lorenz-Mie com uma camada
linear, homogénea e isotrépica de espessura uniforme [40, 54]. Nossos cédlculos sdo originais
e abordam a situagcdo geral em que os cilindros sdo magnéticos e a incidéncia € obliqua. No
intuito de analisarmos as ressondncias morfolégicas no centro espalhador, calculamos expli-
citamente a energia eletromagnética média no tempo armazenada no interior do cilindro e da
camada cilindrica concéntrica. Até onde sabemos, essa € a primeira vez que uma expressao ana-
litica exata para a energia efetiva interna a um cilindro magnético constituido de dois materiais

distintos € calculada.

Assim, considere uma onda eletromagnética plana (E;, H;)e™'® incidente a uma particula
composta por um cilindro interior de raio a € uma camada cilindrica concéntrica de raio b,
b > a. Os meios envolvidos s@o assumidos lineares, homogéneos e isotrépicos, com constantes
pticas (€1, 1) para o cilindro interior (0 < r < a), (€2, ) para a camada cilindrica (a < r < b)

e (&, u) para o meio circundante ndo absorbitivo (r > b). O eixo do cilindro coincide com o eixo
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z do sistema de coordenadas retangulares ou cilindricas e a onda eletromagnética incidente a

um angulo de incidéncia arbitrario nas polarizacdes TM e TE.

o]

FFFFFVFPY

Figura 7.1: Cilindro magnético (€1,u;) de raio a envolvido por uma camada magnética (€3, u2)
de espessura uniforme (b — a).

No que se segue, apresentamos os campos eletromagnéticos oriundos da resolucao da equa-
cdo de Helmholtz escalar em coordenadas cilindricas, Eq. (6.1). Como discutido na Secdo 2.2,
os campos eletromagnéticos em todos os pontos do espacgo sdo determinados por meio das con-

dicdes de contorno, as quais, no presente caso, envolvem trés meios materiais distintos.

7.1 Campos eletromagnéticos

O método de resolugdo deste problema € inteiramente andlogo ao do problema de duas es-
feras concéntricas magnéticas abordado no Capitulo 4. As solucdes da equagdao de Helmholtz
para cada uma das regides sao expressas em termos dos harmonicos cilindricos vetoriais M e
N definidos nas Egs. (6.3) e (6.4). Em razdo das condi¢cdes impostas nos pardgrafos acima, os
campos eletromagnéticos incidente (E;, H;), interno (E;,H;) — regido 0 < r < a — e espalhado
(Es, Hy) sao dados pelas mesmas expansoes calculadas do Capitulo 6. Resta-nos, portanto, es-
crever uma expressdo para o campo eletromagnético (E,,Hy) no interior da camada cilindrica
concéntrica de espessura b —a. Como argumentamos na Secao 4.1, esse campo tem a mesma
forma matemadtica que o campo interno (Ej,H;) com a diferenca de que tanto as fungdes esfé-
ricas de Bessel quanto Neumann entram na composi¢do dos harmodnicos, fornecendo, portanto,

dois coeficientes a mais.

Como nas Figs. 6.1 e 6.2, sejam { o angulo formado entre a onda incidente e o eixo do
cilindro e @,(9,z) = Eo(—1)"e'"2) onde h = —kcos{. As polarizagdes TM (El@ l|xy) e TE
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(EEH) L xy) sdo indicadas pelos indices (I) e (II), respectivamente. Em termos dos harmdnicos
vetoriais cilindricos, os campo eletromagnéticos (E,,Hj;) relativos aos modos TM e TE na

camada cilindrica concéntrica, regido a < r < b, sd0 expressos por

BV = imE,S’Q) ™M N M N (7.1)
H) = —lmk—; i_wEf,’Q) MY+ N M NP )
BV - :in,(,’”) ML+ N M N | (7.3)
Y - _mk_;z in,S"Z) MY N M+ wONP 74

onde E,(,kZ) =r(—1)"Ey/p2 [com py = kry /m% —cos2{] e os indices (1) e (2) indicam, respec-
tivamente, o emprego das func¢des de cilindricas de Bessel J,(p2) e de Neumann Y, (p2) na
composicao dos harmdnicos cilindricos, Egs. (6.3) e (6.4). Na Secdo A.5 fornecemos esses
campos em termos de suas componentes em coordenadas cilindricas. Os coeficientes das ex-
pansdes ay, by, ¢, dy, fu, &ns Vn € Wy sd0 obtidos, para ambos os modos, sdo obtidos a seguir
mediante as condicdes de contorno do problema. A determinacdo explicita desses coeficientes

no caso de incidéncia obliqua e cilindros magnéticos estd longe de ser trivial.

7.2 Coeficientes das expansoes

As condic¢des de contorno impostas ao espalhamento eletromagnético por dois cilindricos
concéntricos sdo as mesmas expressas nas Eqgs. (4.3) da Secdo 4.2, com a diferenca de que,
no presente caso, &, é o versor radial do sistema de coordenadas cilindricas (r,¢,z). Portanto,
nao havendo distribui¢des de carga e nem fontes de corrente nos meios materiais envolvidos, a
imposicao de que as componentes tangenciais dos campos sejam continuas em r =aer =>b

podem ser expressas pelas equacdes

(Ez—El) Xér:(),
(Hz—Hl) Xér:();
(7.5)
(Es+E;,—Ey) xé,=0,
(Hy+H;—H;) x¢é,=0.
Usando as componentes dos campos eletromagnéticas em coordenadas cilindricas, Secdo A.S,

obtemos para cada uma das polarizacdes um sistema de oito equagdes lineares acopladas. Ex-
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plicitamente, temos para a polarizacio TM

(imomer D (€)a — momncos G (€)bE — Encos Ln(m) £
+moMET,()gh” —Encos (¥, (vl + mongY,(n)wy) = —momncos L, (E) ,
maEH (€)Y + T fa A Yy = mata(E) .

momncos CH (€)al + imam&HL" (€)b) + imaimm&, () £,

—zﬁzzfgn cosCJ,(M) i +mpmym&Y, (n)v,(ll) —mp€ncos (Y, (T])w,g) =wmom&J),(§) ,

moEHY (E)al) — (M) — Y, (n)wy =

sz]anOSCJn(Tll)C( : —mymonM2J;,(M1)d ()—mmlncos CI(M2) fo (I) (7.6
+m1m2nmzfé(nz>£—mmmcos CYn(nz)ﬁ+m1m2ﬂm2Y,§(n2)w,(,I) =0,
mida()e — mimady (M) fs — mimaYa(na)d) =0,
ml%lmzﬂmzfé(m)i—n~11m2ﬂ2nCOSCJn(T]1)dy(II) — mymamoMM2J;,(M2) D)
i incos Cp(2) g —m1mzﬁznm2Y,§(n2)£+mliﬁzmncos QYn(nz)ﬁz 0,

i

knﬁlmanJn(nl)ﬁ_ml’%ﬂ]ZJn(nz) — i Y,(me)wh) =0

e para o modo TE, obtemos
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( (1

mmEH, " (€)ay" +mynncos CHLY (E)by —EncosLlu(m) fs

+momETL (M) g — Encos L, ()i + mam&Y, (wi”) = mm&J4(E) |

imaEHM (©)bSY — () A" =¥ =0,

—
=

=

~—

+immEHV (€)bAY — maiim&, () £

+nyEncos L, (M) gSZH) —mpymon&Y, (n)vnH) +mp&ncos Y, (n)ﬁ = mynncos{J,(§) ,

myMncos z;H,§” (&)agl

—

moEHS (E)al + (M) + i MwiY = moEJ,(€) |

moMancos L (M)l — mimamimad,(mn)dl™ — mimincos (o) £

+m1I712111T12],/1(T]2)g£1H) — mM1ncos CYn(ﬂz)v;gI) + mymom 1T]2Y,§(T]2)W;(1H) =0,

moN1Jn (Th)C;(qH) — manJn(nZ)frEH) — m1T]2Yn(112)v£lH =0,

mym M1 )es — mimanancos Ga(M1)ds" — mymaianimads(Ma) £

+my M incos Gy(M)ga) — mymaiiaMaY(M2)vs ) + myiian ncos CYy(ma)wi” =0

x’%lmmﬂ" ml)d’(ln) —mimyNaJy (ﬂz)gS;H) —myman2Y, (le)wgln) =0

Nasg

=
—~

=

—
—

D

Y

onde os coeficientes a serem determinados encontram-se destacados com um duplo sublinhado.
A resolucao dos sistemas de Egs. (6.20) e (6.21) respectivos a um cilindro homogéneo magné-
tico (sob incidéncia obliqua) € mais trabalhosa que a do sistema correspondente para uma esfera
de Lorenz-Mie, Egs. (3.20). O mesmo podemos dizer com relagdo as esferas e cilindros con-
céntricos. Em especial, na consideracdo de incidéncia obliqua, ndo € possivel desacoplarmos
os sistemas de Eqgs. (7.6) e (7.7) em sistemas mais simples como no caso esférico da Se¢ao 4.2.
De fato, dos problemas abordados nesta dissertacdo de Mestrado, a resolucdo analitica desses
sistemas de equacdes em sua forma mais geral é a mais trabalhosa e desafiadora, e requer uma
experiéncia prévia com o espalhamento por um cilindro homogéneo. Até onde sabemos, ndo
hd na literatura uma solucdo detalhada deste problema sem que se assuma incidéncia normal da

onda plana e se calcule apenas os coeficientes de espalhamento ndo magnéticos.

7.2.1 Incidéncia obliqua

Nas expressoes a seguir, considere os parametros de tamanho x = ka do cilindro interno

e y = kb do cilindro externo, e as grandezas 1 = y/m3 — cos?{, Mg = x,/m2 — cos?{, my =

1€/ g€, com g = 1;2. A grandeza adimensional m, ¢ indice de impedancia relativa entre

(7.7)
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os meios (€g4,1,) € 0 meio circundante ndo absorbitivo (€,u). Na aproximacdo de cilindros

dielétricos, m, # my.
A fim de tornarmos as expressoes o mais “simples” possivel, definimos as fungdes:

B mymoN1Jy, (
- mymoN1Jy, (
ﬁizmzﬂl.](
ﬁzzmzml(

Y

N1)Jp(M2) —mimanad, (M1)Jn(M2)

)Y, (M2) —mimanaJy, (M)Ya(N2)

B — N1 M2) = mimial,(M1)Jn(M2)

" M2) - UINAG)
M

Y

1)YI(M2) —mimimaJ,(M1)Ya(M2

)
)
)
mMiJy(Mi)Ja(M2) M3/ — 1)
(
1
(

Cn =

N2 [mimon1J,(1)Y,(M2) — mimonaJy (M) Y, (M2)]
miniJy(M1)Ya(M2) (3/nf—1)

n
) —
D, — n
" M fmumon ()Y, (M2) — mymonad, (M) Ya(M2)]
n
) —
n
) —

P — moN1Jn(N1)Jp 2)(nz/n1 1)

N2 [mamon1J,(M1)Y,(M2) —mimmady, (M) Ya(M2)]
W — moN1Jy(M1)Ya(M2) (M3/Mf — 1)
" ma [memon ()Y, (M2) —mmima (M) Ya(m2)]

1
O ) i )|
o WmHE) (/8 1)
o [mnva ) €) - mevima" E)]
7 ) (/8 1)
n [ mE" ©) —momsgrmH" )]
b E) (/e - 1)
C [ mEN € -ty mE @)

2imy
[y, () E ) (€) - momaBY; ()Y (€)]
) = 7. [Zn(l — > Wy Dy cos”§) — Go(1 — n* LW,y Dy cos” §) + By (D, _5'1)} ;

Q" = T [Au(Co = BuDy) = Au(Co— BDa) + Va(CaDa— G D) cos” (]
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R\ = (4, -’V D, cos>C)

< [Bo(1 = B2 W, Dy c0s?C) — Bu(1 — n2 WDy cos? ) + Cu( Wy — Wy)n? cos? g}
+ (1 —n> W, D, cos’{)

X [Va(Co = BD) 005 C = Vi(Co— Ba D) cos* G+ A, (B, — By)|

+ (Go — By Dy)n* cos”

X [ W@ = 2V, Dy 005 Q) = Wy (A — 2V Dycos §) + (V= V)|

2imy

g _ ;
it () (8) = ma () ) (€)

Pl — (1) [?n(l —n? D, Wy c0s” §) — V(1 — n*CD, W, o8> C) + A, (W, _Wn)} ;
Q"W = £V [B (V) — A,W,) — BA Vo — A,W,) + GV Wy — VyWy)n cos> (] |

R = (B, — 2, W, cos2 ()

(A1 = 2D, W, 052 €) — Ay(1 — 2Dy W,y c052 L) + Vig(Dy — D) cos? r,]
(1D, W05’

% [Co(Vi = AW cos? = G, (Vo — Ay W) 05>+ By (A, — Ay)|

+ (Vo — A, Wy)n* cos> ¢

[S—

X | Dy(By —n? Co W, cos? {) — Dp(B,— n2Cp W, cos? O+ (G — Z’n)} )
Novamente, os indices (I) e (II) referem-se, respectivamente, aos modos TM e TE. Todas essas

fungdes estdo associadas aos sistemas de Egs. (7.6) e (7.7). Em especial, a fungdo &, estd

relacionada ao determinante da matriz que multiplica o vetor de coeficientes [a,, b,, ¢, dn, fn,
&n> Vi» Wnl.

Resolvendo os sistemas de equagdes, obtemos que os coeficientes para o0 modo TM sdo

dados por

0 monJ,(n) [anP,EI) +§,,Qn(l)} ncos{

an = —
moEH (£)CaRy"

g [T+ Q" )

by = +
miEH" (€)CR"  HY(E)
—miM2J,(M2) [ﬁlni’n(l) + Qn(l)}
m2n1Jn(n1)CnRIl(l)

mimoN2Jn(M2) [Cnipfgl) + D, Qn(l)] ncos§

n - Y

mymon1J,(M1) Cn%(l)

(D

Cn —
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n*D, [‘anP,SI) + MQ,I(I)] cos?{ — [ﬁlan,SI) + Qﬂ(l)}

o _
= 0

Y

O an,gl) cos{
g = %

-G | B + WQ" |eot+ |38 + Q" |
vn© = ;

(G — B, D)

Y

I nQ,,(I) cos{

Similarmente, para 0 modo TE obtemos

_ — o), (D
U R A

an p— 9
mEH )V, %" H(E)
—mJ,(M) [’I_/nTn(H) + Wn Qﬂ(H)] ncos{

D _
' ngHn(l)(g)?n%(n) ;
(1) miM2Jn(N2) [‘anPrSH) + MQ,I(H)} ncos
Cn = anmon i J () Vo R
4 _ —mymyMaJ,(M2) [g;ng)rgﬂ) . Qy(H)]
n’ = ﬁilmzmjn(m)%%(n)
(I1) nP™ cos
fn = W :
g(n) B > W [Cnfl’,gn) + Dy, Qn(H)] cos?{ — |:$n£PrEH) n QU(H)}

K" (1, — 2,m))
a nQn(H) cos{

- iRn(II) ’

o —r]ael - 2.0 o+ 2,200 + Q]

wy =
% (v, — 2,m),)
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Das relagdes J_,, = (—1)"J, e Y_,, = (—1)"Y,, obtemos as relagdes de paridade

1y 1) (I _ (D)

a,=—ay , a.,=ay ,
R S
A L
d" =—a, ") =a

FO= g0 gD
(@ g(H) _ g(H)

8721 = g'l ) —n —_on )
WO
w_IL = —w;g) ; w(_lg = wgl) :

Consequentemente, temos a(()l) = d(()l) = gg) = w(()l) =0e béH) = céH) = fO(H) = v(()H) =0.

7.2.2 Incidéncia normal

Na aproximagio de incidéncia normal ({ = 90°), as expressdes que definimos acima para o

caso obliquo tornam-se mais simples:
PV _ g [(a —C) + Bu(D, —Q_)n)} ,
2" = 5. [V~ D)+ AWy~ W,)] |
Q" = " |2,(G.— B.D) - 2,(Co— B,D,)
Q" = A (B (ViAW) — B (V- AW,)]
R = R" = (2~ A,) (B, — B)
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Substituindo diretamente nas expressdes dos coeficientes, Eqs. (7.2.1)—(7.2.1) e (7.2.1)—(7.2.1),

obtemos
U — p _ 0 _ A _ gnI) 0 g ,
o ﬁ’LZJn(mZY).‘}-n(I) (?n - ﬂnwn) Jn(y)
a, =da, — (1) p— — + (1) 9
O I
b, b’(11) Jn(mZ)’) n (Cn gn@n) + Jn(y) ,

dp = dp = ;
mJn(mix) V(A — An)
(D
Jn= I’EI) =" )
B, — B,

gn = g(II) _ n(H)

n n ﬁn—ﬂn )
Vn - vl(’lI) — — “n I’EI) )
Wy = W,(1H) _ £1H)

Em termos apenas das funcdes de Bessel, chegamos ao resultado conhecido

maJy, (¥) 0y — Jn () Ot

ap = —
aH ) ()04, — HY ()
_ Jn(¥)Brn — madn(y)By
bn =20 PRy
Hy, ()’)Bn_ﬁan (Y)Bn
~ Jubn
n = Jn(mix)’
d — %Zgnan
" iy (mix) (7.8)
21/my
o= 2500 Ol
H, ()’)Bn_mZHn (Y)Bn
B 21/my
En =) DRI
maHy " (y)0y — Hy ' (y)
Vn:_agnfna

Wp = _/‘Zlngn 5
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onde
/qn ﬁftl.]n (mlx)J,;(mzx) — 7712],,1(1’)11)6)]” (mzx)
myJy, (mix)Y) (mox) — maJ! (myx)Y, (mox) ’
B — maJy, (mix)J, (max) — myJ), (myx)J, (max)
" mady (myx)Y) (mox) — myJ) (myx) Y, (mox)
oy = Jp(may) — A, Yy (may)
Bn = n(mZ)’) - anYn(mﬂ) )
&y = Jy(may) — AY, (may)
Bu = J; (may) — B,Y, (may) ,

e usamos o Wronskiano H,/l(l)(y)Jn (y)— H,(,l)(y)J,; (y) = 21/my nos coeficientes f, € gn.

Como antecipamos na Secao 6.3, os coeficientes das expansdes dos campos eletromagné-
ticos em harmonicos cilindricos vetoriais, na aproximacao de incidéncia normal, podem ser
determinados fazendo-se uma correspondéncia com o caso esférico [2, 54]. De fato, se efetuar-
mos as trocas H,gl) por &,, J, por ¥, e Y,, por ¥, que sdo as fungdes esféricas correspondentes,
recuperamos os coeficientes de espalhamento apresentados na Secdo 4.1. Para os coeficientes
internos, a “receita” para recuperarmos o caso das esferas consiste em ndo usarmos a simpli-
ficacdo do Wronskiano, considerarmos um sinal negativo nos coeficientes v, € w, (oriundo da
definicdo da fung¢do esférica de Riccati-Neumann), e os fatores m; e my que ponderam os co-
eficientes internos da esfera no sistema de unidades que escolhemos. No sistema de unidades

gaussiano, esses fatores ndo aparecem [2, 3, 24].

7.3 Energia eletromagnética média no tempo

Seguindo a mesma notagdo que usamos na Secdo 4.3, consideramos um campo eletromag-
nético (E,, H,) harmdnico confinado a regido do espaco /; < r <, no sistema de coordenadas
polares cilindricas (r,¢,z). Para um meio ndo dispersivo e fracamente absorbitivo, a energia
eletromagnética média no tempo armazenada no interior de uma camada cilindrica concéntrica

de comprimento L e raios interno /; e externo /, € dada por [25]

W)= [ “arr [ d¢/L/2dzRe{z(\Eqrr 1B+ |Eg:P)
1 :
(7.9)
u
Ly P+ g+ )

A Eq. (7.9) fornece, para [} =0, [, =a e g = 1, a energia eletromagnética média dentro de um

segmento L do cilindro interior 0 < r < a, Secdo 6.4. Para /[y =a, [, = b e g =2, obtemos a
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energia média relacionada a um segmento L da camada cilindrica concéntricaa < r < b.

No caso particular em que a regido [; < r < I, do espaco tem as mesmas propriedades do

meio circundante (&, u), obtemos

€
Wo(lish) = S |Eol* (B =) L. (7.10)

7.3.1 Modo TM

Na polariza¢ao TM, considere a contribui¢do de Ej, € E}¢ a energia eletromagnética arma-

zenada no cilindro interior (&1,u;) (0 < r < a) dada por

Wiere = Wi —Wig;

2n L/2
o [an [ R e
/"r 0 1% !1|+| 10]%)

onde Wi € a energia elétrica total nesta regido do espaco e Wi, € a contribui¢cao da componente

N . L. P ~ L. I
z do campo a energia elétrica média no tempo. Usando as expansao do campo elétrico Eg ) da

Secdo A.5 e a expressdo (C.38) tomando A = cn cos{/m, B= ,(, Je C =D =0, obtemos

- 2 cos
W1(2r¢ = Wo(0,a)Re (mmy) { )C(()I)‘ |m1’2CII(J1 )(O,a)
P X (02 ) (120,04 132, 0)
n=1 |m1| ’ ’
@ 4D a
_4C025§Im (cn dn )/ drrIm[Jn+1(Pl)Jn—1(p]k)]}}. (7.11)
a mj 0

W = Wo(0,a)Re (myiy)

2
i IR
mlx‘ [‘Co ‘ Iy (0

Observe que, como no caso do cilindro homogéneo, a integracdo que aparece na expressao

) (O,a)] (7.12)

acima ndo pode ser resolvida analiticamente. No entanto, para o caso de incidéncia normal

(£ =90°), o termo em que aparece a integral é identicamente nulo. Analogamente, obtemos

0

para o campo magnético H,

2
c(()I)‘ Il(;Jl]) (0,a)

Wl(2r¢ = WO(Oaa)Re(mT’%l){

oo 2 2
+y [ D (I)% 11(;1,11_)1(0,a)+ D4 gD cos IIJ,QI( )} }(7 13)
n=1
> 2
Wl = 2Wy(0,a)Re (mji) n?llx Y |a| 18000,4) (7.14)
n=1
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(D

onde usamos a expressdo (C.37) e as componentes do campo H;’ expressas na Se¢do A.5.
Como se percebe, no modo TM (caso I) apenas a contribui¢cdo magnética a energia média amar-
zenada no cilindro tem solu¢do analitica fechada. Da defini¢do (7.9), a energia eletromagnética

armazenada no cilindro interior (0 < r < a) no modo TM € expressa por
w(0,a) =W (0,a) + W) (0,a) , (7.15)

onde WSE) = Wl(grq) + Wl(gz € Wl(g = Wl(grq) + WI(BZ sao, respectivamente, as médias temporais

da energia elétrica e magnética no cilindro interno.

Procedendo da mesma maneira, obtemos para a regiao (a < r < b) da camada cilindrica

(€2,2) as expressoes analiticas

COS

W§2,¢=Wo<a,b>Re<mzn~az>{ “fo 1)

‘ ‘121 (a,b) +2Re<f0 z(ﬁy)(a,b))}

o 2 cos?g o2 M2 cos?{ 12
+nZ::1 |:ﬁn ( In 122 +|8n >+p"( |m|? " )
1)+ c0s* ¢ CUE
- 2re [ (#47 F |2+g” "))
() ey
2COSC [( g )/ dr r[Ju1(p2)Yar1(p3) — Jus1(P2) Y- I(PM]
my
4COSC ( )/ dr rim [J,—1(p2)Jn+1(P3)]
4Cisa€21m (V"r:;” )/ dr rim [Y,,—1(p2)Yu11(P2)]

(7.16)

onde usamos a Eq. (C.38) com A = f,gl) cos{/my, B= g,(ll), C= v,g) cos{/myeD = wg), e

2
{\fo\zz »

2
+ o[ 10 (a,b) + 2Re ( 1Y (@ b)) (7.17)

>° 2
2L || [ 1" (a,b) + 2Re (£ 17 (a.)) ] } ,

WZ(E)Z W()(a b)Re (mzmz

(D) (D)

n

(@,0) + |v
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onde
8, = 1) (ab)+ 1) (ab), (7.18)
Pn = [Z(iY)l( b)+12(n+)1( ,b) , (7.19)
Yo o= Lo\ b)+lz(n+)1( ,b) . (7.20)

(D

Para o campo magnético H, ", obtemos

2
Wattsg = Wo(a, b)Re (i) { 1| B a.b)+

+‘V(()I)‘212(£ (a,b) +2Re (fo "5 (a 7b)>

> )cos )cos
+Z frgl)_gn C‘ I2n 1( b)+ VSZI)_W" C‘ I2n )l( b)
n=1
I neosC|® I neosl|* vy (7.21)
1A +en == 1) (a,b)+ |+ == Bl (a.)
2 2

m (1)+
+2Re[ (f,ED UL COSC) (v,(f)* _Mn ©0%5 iOSC) Iz(if)l(a,b)}
my n; ;

+2Re{ Y g” cost . *+—W’(’I) €056 ) 101 (4. b>]
n my n m; 2:n+1 )

onde usamos a Eq. (C.37) com A = f,gl), B= vsll), C= gSlI) cosl/mye D= w,g) cosl/my, e

2(n )(a b) +2Re (gﬁ,)wﬁ,) Iz(;JnY)(a,b)> } :

2
Wi, = 2Wo(asb)Re (i) | -1 O 199 (a, )

myy
) (7.22)
@

n

+|w

Assim, a energia eletromagnética interna a camada cilindrica (a < r < b) no modo TM ¢é

dada por
W (a,b) = WY (a,b) + W) (a,b) (7.23)

onde Wz(g = W2(E)r¢ + Wz(gz e WZ(IIJ) = WZ(II{)rq) + WZ(IBZ sdo, respectivamente, as médias temporais

da energia elétrica e magnética na camada.

As componentes dos campos eletromagnéticos usadas nos cdlculos acima estdo definidas

na Secdo A.5. Note que a energia elétrica total ng) = Wl(]? + Wl(;} nio possui uma expressao

analitica fechada para a incidéncia obliqua.
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Finalmente, das Egs. (7.15) e (7.23), temos que a energia eletromagnética efetiva no interior

dos cilindros concéntricos € expressa por
W (a,b) = W (0,a) + Wy (a,b) , (7.24)
de modo que podemos definir, a semelhanca do Capitulo 4, a energia interna normalizada

1
(I)nor( )_ Wl(;z)(oab) . 2W](I) (O,a)

MmO = 0.0~ We0.a) 172

sendo S = a/b a razdo de espessura da camada cilindrica concéntrica. A energia total nor-
(D

malizada Wl;2 depende apenas das grandezas adimensionais S, ka, kb, m, e ﬁaq (g=12). A

grandeza W, estd definida na Eq. (7.10).

7.3.2 Modo TE

De maneria andloga a Secdo anterior, para a regido (0 < r < a) do cilindro interior (€1,u1),

obtemos no modo TE as expressoes

2
WI(JIEIZq) = Wo((),a)Re(mll%l){’d(()H)’ Il(;Jlj)(O’a)
COSC (J7) I , (1 cosZ; 7)
+Z 1) 1(0,) +|di +ci 1) (0,a)| $1.26)

2
Wi = 2W(0,a)Re (myiy) |- Ol 0.0, (7.27)

nmix

) L m|2 cos>{
WI(H)rq) = Wo(Oﬂ)Re(mlml){’dé )’ jmi |2

2
x| (e ) (12, 0.0+ 12, 0.0)
m
Thiiois (’C" " /drrlm Tt (P1) - 1(91)]” (7.28)

2
|2 )
[ o

1£7(0,a)

(In) ‘2 cos>{

|m1|2

(1) _ K~ ni
Wig. = Wo(0,a)Re (mjm;) o

el

I1 ](7 29)
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onde aplicamos as Eqgs. (C.37) e (C.38), respectivamente, para a energia elétrica e magnética.

Para a regifio (a < r < b) da camada cilindrica (€, ), obtemos

1I
WZ(E)(I) = Wo(a b)Re m2m2 { ‘ 121

m2 (vy m () ,(JY
‘w(() )’ 12(;1 ) (a,b)+2Re (g(() )w(() ) 12(;1 )(a,b)>

=y aeosG P a  aeos§[* vy
+ n L b)+ n —Vn I b
’; 8 f my 2:n—1 (a ) w v my 2:n—1 ( )
an . (mcos{ 2 (JJ) a . (mcos§ 2 (YY) (7.30)
(In) (1)
+2Re[ (gﬁm _ Ju_cos§ COSC) (w,SH)* I S iosc> Iz(ily)l(a,b)}
m2 I’I’l2 ’
m S (I cos( I v(H)* cos{ JY
+2Re{ gl SO ) ey B BB Iz(njl(a,b)} ,
m2 m2 ’
a < VIR
W) = 2Wo(a,b)Re (moiin) | = )IRAL; ] ") (a,b)
n= (7.31)

2
D ‘ 12(3;)/) (a,b)+2Re (f,S“)vle)*Igf) (a,b)) } ;

cos>{

2
3o 1w

WZ(H)¢ = W()(Cl b)RC (mzmz) { |m2|

2
L ) 42 () |

i { ( + fnn)‘z) +pn( eos’h

mo|?
2
Re [Yn (g’gll)w’gll)*cos ZC N frgn)vfzﬂ)*)}
3|

1|2 cos?

| |2 W(II)
mp

4)

(I)  (I0)* (I () b
2cos &n 'Vn Jn Wn * ;
—bz_;’zRe ( o m >/a d”[fn—l(Pz)Yn+1(Pz)—Jn+1(P2)Y"—1(p2)]]
4cos 18n " Jn
o (g o ) [ drAm i, (0210 95)]

(1) (
N 4COSCRe (’W" Vi >/ dr rim Y, 1(p2)Yn1(P3)]

P2
(7.32)
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{] O 1, p)

m|% vy m (I)x ,(JY
+ ’W(() )‘ 12(;0 )(a,b)+2Re (g(() )w(() ) 12(;0 )(a,b))
2y l g
n=1

ame (4 1) |

onde mais uma vez usamos as Egs. (C.37) e (C.38) para a energia elétrica e magnética, respec-

WAR) = Wo(a, b)Re (m3iz) ’

(7.33)

2 2
‘ 1" (a,b) + w,(,“)] 1" (a,b)

tivamente.
Ainda, definimos a energia interna normalizada

w5 .6) L, w™0,q) wi (4, b)

(Ilnor 2
W, S) = = 1-85)———-+, 7.34
2 =00 = Wwo.w ) Wl h) 739
_ . - g . (M) o, (I0) (I
onde S = a/b é arazdo de espessura da camada cilindrica concéntrica, W =W +W,, €éa

. o .1 . . I II m . . Le:
energia eletromagnética no cilindro interior e Wz( ) = WZ(E) + WZ(H) ¢ a energia eletromagnética

na camada cilindrica. A grandeza W estd definida na Eq. (7.10).

7.3.3 Incidéncia normal

Como comentamos anteriormente, as expressoes referentes a energia eletromagnética mé-
dia no interior do cilindro infinito magnético tornam-se mais simples na consideracdo de que a

onda eletromagnética incide perpendicularmente ao eixo do cilindro, isto é, { = 90°. Explicita-
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mente, temos para o modo TM (polarizagdo paralela ao eixo z):
|
WIHEr(]) - WIHHZ - WZHEr(]) - Wzlqz =0,
Wi, = Wo(0,a)Re (my i) [W i (0.0)+2 Y fef 1) <o,a>] ,
n=1
~ JJ
WIHHrq) - WO(()?a)Re(mlml) {'CO‘ Il 1 0 a + Z | n‘ |: Iin— 1 )+ [1(;n+)1(07a)] } )
Wi, = Wola,b)Re (maity) { 1ol 155 (@.6) + vol” " (a,5) + 2Re (foviy g (a.))
- « [U7)
Z |:|fn’ 12n a b)+|vn] 12n (a,b)—l—ZRe (fnvnlz;n (a,b))}} ,
Wiliro = Wo(a, b)Re (maiii3) { ol 157 @) + Ivol? 151 (a,6) + 2Re (fovs 1)) (a,1))

+ Z [’fn|2ﬁn+ ’Vn‘zpn‘i‘zRe(fnv;:’Yn)} } 3
n=1
(7.35)

onde os coeficientes estdo definidos nas Egs. (7.8). Portanto, a energia eletromagnética média

nas regides 0 < r <a e a <r < b é dada por, respectivamente, WlH = WIHEZ + WlHHrq) e W2H =
L I

Wagre ™ Wap,-

De maneira andloga, temos para o modo TE (polarizacdo perpendicular ao eixo z):
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1 1 1 1
Wit = Wik = Wag, =Wip,s =0,

Wikre = Wo(0,a)Re (mny) { dol? 11(;1 a)+ Z dy? [ 1n-1(0,a) + 11(;{121(070)] }7

Y

Wik = Wo(0,a)Re (myit}) [rdo|2fffo”<o,a>+22 da? 12 (0,a)

n=1

Wiyo = Wola, b)Re (maiiiz) { 80> 137 (@,b) + bwo * 1L} (@) + 2Re (gows 11} (a,1))
+ Z [lgn|2ﬁn+ |wn|2pn—|—2Re (gnw;‘;yn)] } )
n=1
Witz = Wo(a, b)Re (moit3) { 180 15 (a.) + wol” 1y (@ b) +2Re (gowi 157 (a.D))

+2y [| gal® 1 (a,b) + [wal? 1" (a.b) + 2Re (gnw;féf,,Y)(a,b))] } ,

n=1

(7.36)

e a energia eletromagnética média nas regides 0 <r <aea < r < b é dada por WlL = Wﬁm} +
i 1wl L . . .
Wig, e Wy = Wsp, +W;p,4. respectivamente. Para ambos os casos, podemos definir a energia

total normalizada Wln;gr usando as Egs. (7.25) e (7.34).

7.4 Resultados numéricos e discussao

Nesta Secao apresentamos alguns cadlculos numéricos realizados a partir das ultimas consi-
deracdes feitas na Secdo anterior. Assumimos que a incidéncia de radia¢do € normal ao eixo do
cilindro, de maneira que os cdlculos numéricos sao similares aos do espalhamento por duas es-
feras concéntricas substituindo funcdes radias esféricas por fungdes cilindricas. Uma vez mais,
usamos para esses calculos um programa escrito para o software gratuito Scilab 5.1.1., e con-
sideramos como limite superior para as séries infinitas 0 mesmo Npyax da Secdo 6.6 fazendo a
troca x = ka por y = kb. Os valores de permeabilidade magnética e permissividade elétrica sao

os mesmos dos Capitulos anteriores.
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——————— 1
] permeabilidade; | ----- 10 S=0,4
(meiol) | 100 Modo TM
10°4 ——— 1000
o -
; 10° =
S~~~ ]
N 4
2"
1011
10° -
! | ! | ! | ! |
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

Figura 7.2: Energia eletromagnética efetiva Wru)r = Wi.» /Wy armazenada no interior de dois
cilindros concéntricos sob incidéncia normal ({ = 90°), sendo €1 /e = 1,4161 +4,0 x 10~%1 e
u1/u=1; 10; 100; 1000 as constantes Gpticas da cilindro interior de raio a, e my = 1,334 +
1,5 x 1071 o indice de refracio relativo da camada cilindrica niio magnética (uy/u = 1) de
espessura (b — a). A razdo de espessura é a/b = 0,4 e a polarizagdo paralela é considerada. As
grandezas sdo calculadas no intervalo 0 < kb < 2, com 8(kb) = 0,01.

Como podemos notar na Fig. 7.2, em que calculamos a energia eletromagnética efetiva no
interior de um cilindro magnético de raio a envolvido por uma camada cilindrica ndo magnética
de raio b, o perfil de energia interna € bastante influenciado pelo magnetismo. O sistema, como
no caso das esferas concéntricas estudado no Capitulo 4, se comporta como se houvesse um
cilindro magnético efetivo, revelando, portanto, um perfil de energia interna bastante similar ao
encontrado no Capitulo 6 para um cilindro homogéneo. O mesmo argumento pode ser aplicado
ao caso reciproco em que o interior é ndo magnético e a camada é magnética, Fig. 7.3. Para

ambos 0s casos, consideramos a polarizac¢ao paralela (modo TM).
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——————— 1
10° permeabilidade; | ----- 10 S=04
(meo2) |- 100 Modo TM
— 1000
go 10°
_
N :
;H 102
10"
10°
| ! | ! | ! | ! |
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

Figura 7.3: Energia eletromagnética efetiva Whor = Wi /Wy armazenada no interior de dois
cilindros concéntricos sob incidéncia normal ({ = 90°), sendo €5/ = 1,4161 +4,0 x 10~
e up/u = 1; 10; 100; 1000 as constantes pticas da camada cilindrica de espessura (b — a),
em; = 1,334+ 1,5 %1072 o indice de refracdo relativo do cilindro interior ndo magnético
(2 /p = 1) de raio a. A razdo de espessura é a/b = 0,4 e a polarizag@o paralela é considerada.
As grandezas sdo calculadas no intervalo 0 < kb < 2, com 8(kb) = 0,01.

Uma situagdo interessante, ja discutida no Capitulo 4, surge da consideracdo da energia
interna parcial na regido ndo magnética do centro espalhador. Para um cilindro magnético en-
volvido por uma camada cilindrica ndo magnética, apresentamos na Fig. 7.4 o perfil de energia
interna na camada. E possivel notarmos como o magnetismo afeta a energia eletromagnética
nessa regido, elevando o valor de energia armazenada e induzindo o aparecimento de picos ca-
racteristicos, os quais estdo relacionados as ressondncias dos coeficientes internos no cilindro

magnético.



110 7 Espalhamento de ondas eletromagnéticas por dois cilindros magnéticos concéntricos
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Figura 7.4: Energia eletromagnética W2H (a,b)/Wo(a,b) = W, /Wy, armazenada em uma camada
cilindrica concéntrica ndo magnética (up /u = 1), de espessura (b — a) e indice de refracdo my =
1,334 +1,5 x 10~%1, envolvendo uma cilindro magnético de raio a e constantes pticas €1 /& =
1,4161+4,0 x 101 e u; /u = 1; 10; 100; 1000. A incidéncia de radiacdo é normal ao eixo do
cilindro e a polarizacdo é paralela. A razdo de espessura é S = a/b = 0,4. As grandezas séo
calculadas no intervalo 0 < kb < 2, com 8(kb) = 0,01.

Como discutimos no Capitulo 4, as propriedades Opticas da vizinhanga influenciam a ener-
gia interna ao centro espalhador. Da diferenca de perfis apresentada nas Figs. 7.4 e 7.5, pode-
riamos nos perguntar se nao seria a diferenca de geometria — de camada cilindrica para cilindro
— que estaria induzindo essa diferenca de comportamento. Analisando atentamente as Figs. 4.4
e 4.5 do Capitulo 4, as quais representam a situacio correspondente para o caso esférico, ve-
mos que a mudanca no perfil da energia interna no meio nao magnético ndo esta relacionada a
sua geometria. De fato, o que devemos levar em conta sao as propriedades dpticas dos meios
que fazem interface com o volume sob andlise. Na situacdo apresentada na Fig. 7.4, a camada
ndo magnética (€,u2) estd em contato com o meio circundante (€,u) e com o centro esférico

magnético (€;,u;). Ja na Fig. 7.5, a regido ndo magnética (€1,u;) estd em contato apenas com
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a camada esférica magnética (&2, u).

——————— 1
3
10 permeabilidade: | =7~ 10
(meio 2) """" 100 S=04
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Figura 7.5: Energia eletromagnética WlH (a,b)/Wy(a,b) = W; /Wy armazenada em um cilindro
ndo magnético (up /u = 1) de raio a e indice de refracio m; = 1,334 +1,5 x 10~%1, envolvido por
uma camada cilindrica de espessura (b —a) e e constantes épticas €5 /¢ = 1,4161 44,0 x 10~
e up /u=1;10; 100; 1000. A incidéncia de radiagdo é normal ao eixo do cilindro e a polarizacéo
¢ paralela. A razdo de espessura é S = a/b = 0,4. As grandezas sdo calculadas no intervalo
0 < kb < 2, com &(kb) =0,01.

A razdo de espessura S = a/b influencia, evidentemente, esses perfis de energia interna
que apresentamos para um caso especifico em que S = 0,4. Na Fig. 7.6, em vez de olharmos
para a energia eletromagnética efetiva, estimamos a velocidade de transporte de energia vg/co,
expressa na Eq. (6.79) da Secdo 6.6.2, para um meio desordenado bidimensional com fracdo
volumétrica de espalhadores f = 0,36. O cilindro interior de raio a € assumido magnético,
sendo envolvido por uma camada ndo magnética de espessura b —a. Como podemos perceber,
a medida que S aumenta, isto €, quanto menor € a camada dielétrica que envolve o cilindro

magnético, maior € a influéncia do magnético na energia interna. O aumento de S correspon-
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dente a um valor cada vez menor de velocidade de transporte de energia no meio, visto que
altos valores de energia eletromagnética interna correspondem a situagdes de ressonancia dos

campos eletromagnéticos estaciondrios no interior do centro espalhador.

e S=0

————— S=0,2

permeabilidade= 10 | -------- S=0,4

] (meiol) | - S=0,6

Figura 7.6: Velocidade de transporte de energia efetiva vg /co em um meio desordenado formado
por cilindros concéntricos paralelos sob incidéncia normal (§ = 90°) e polarizagdo perpendicu-
lar. As constantes Opticas do cilindro interior de raio a sdo €;/e = 1,4161 +4,0 x 10 e
u1/u = 10, enquanto a camada cilindrica concéntrica é ndo magnética (1, /u = 1) de espessura
(b —a) e indice de refracdio mr = 1,334+ 1,5 x 10~%1. As razdes de espessura sdo S = 0 (ci-
lindro homogéneo de raio b) e § = 0,2; 0,4; 0,6; 0,8, e a fracdo volumétrica de espalhadores no
meio é f = 0,36. As grandezas sdo calculadas no intervalo 0 < kb < 2, com 8(kb) = 0,01.

7.5 Conclusoes

Nesta Capitulo realizamos o calculo analitico do espalhamento por dois cilindros magnéti-

cos conceéntricos sob incidéncia obliqua de ondas eletromagnéticas planas. Calculamos explici-
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tamente os coeficientes das expansdes dos campos eletromagnéticos para as polarizagdes TM e
TE e determinamos a energia eletrmagnética média efetiva que é armazenada nos dois cilindros
— resultado novo. A semelhanga do Capitulo 4, um estudo numérico mais abrangente, conside-
rando situacdes-limite relacionadas aos pardmetros de tamanho ka e kb, a influéncia da razdo
de espessura S = a/b e do magnetismo no transporte de energia no meio, ainda carece de ser
levado a efeito. Todavia, as principais expressoes analiticas para esse estudo estdo calculadas

neste trabalho.

Com essa breve conclusdo, fechamos o estudo analitico do espalhamento eletromagnético
por centros espalhadores cilindricos magnéticos ndo dispersivos. No Capitulo a seguir, para o
caso particular em que hé fraca absor¢@o 6ptica e o campo incidente € harmonico, fornecemos
alguns comentérios sobre como incluir dispersdo nas expressoes que calculamos ao longo desta
dissertacdo. Um exemplo especifico em que ha elevada absor¢do e as grandezas constitutivas

tem parte real negativa (metamateriais) € apresentado.
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8 Meios dispersivos

Nos Capitulos precedentes, abordamos situacdes nas quais tanto particula espalhadora quanto
meio circundante sdo ndo dispersivos, isto €, as “constantes” Opticas (eq,,uq), g =1 ou 2, sdo
de fato constantes com relacdo a frequéncia ® do campo eletromagnético incidente. Mais do
que isso, assumimos explicitamente a isotropia e homogeneidade dos meios materiais envol-
vidos, de maneira que essas grandezas Opticas, que sio tensoriais, pudessem ser consideradas
escalares multiplicando um tensor unitdrio. Essa ultima consideracdo € vdlida para materiais
amorfos e cristais com simetria cibica [1, 2]. Na prética, porém, a grande maioria dos materiais

comumente encontrados na natureza sio anisotrépicos, inomogéneos e dispersivos [9].

Problemas de espalhamento eletromagnético por particulas anisotropicas sao geralmente
intrataveis. Dentre os poucos exemplos que possuem solucao analitica exata, podemos citar o
espalhamento eletromagnético por um cilindro infinito composto de um material uniaxial, de
modo que o eixo do cilindro coincide com o eixo 6ptico [1]. Aqui ndo nos preocupamos com
situacdes particulares como essa. O maximo de complexidade que agregamos ao espalhamento
por particulas esféricas ou cilindricas diz respeito a considerarmos variagdes radiais das cons-
tantes Opticas, Capitulos 4 e 7, ou a diferenca nos indices de refragdo a direita e a esquerda,
Capitulo 5. Por simplicidade, em nenhuma dessas situagdes consideramos anisotropia e disper-

sao.

Embora ndo seja possivel aplicar as expressdes calculadas nesta dissertagdao para meios ani-
sotrépicos, podemos considerar situagdes particulares de meios dispersivos que sejam isotrépi-
cos e lineares. Como a dispersao estd frequentemente associada a absor¢do, nossas expressoes
para a energia interna nao podem ser aplicadas diretamente para meios que apresentem elevada
absor¢do optica. De fato, definir uma expressdo para a energia interna que leve em conta possi-
veis ressonancias na parte imagindria das constantes dpticas ndo € uma tarefa trivial. Para meios
ndo dispersivos e fracamente absorbitivos, considerando ondas eletromagnéticas harmonicas,
a densidade de energia eletromagnética no interior da particula pode ser calculada sem qualquer
ambiguidade [25]. No entanto, na presenca de dispersdo e atenuagdo do feixe (absor¢do), o co-

nhecimento das fun¢des de permissividade elétrica e de permeabilidade magnética sozinhas é
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insuficiente para fornecer uma expressao para a densidade de energia armazenada [25, 55]. Para
essa situacao, um modelo fisico que contenha detalhes microscopicos do meio sob investigagao
€ necessdrio, o que significa, em outras palavras, que o problema de se encontrar a densidade
de energia eletromagnética tem de ser resolvido separadamente para para cada material. Na
literatura, uma discussdo sobre como incluir dissipac¢ao no calculo da energia interna em meios
dielétricos foi fornecida primeiramente por Loudon [55] em 1970 e, posteriormente, seu mé-
todo foi estendido para a cédlculo da densidade de energia eletromagnética amarzenada em um

metamaterial (com indice de refragao negativo) do tipo Lorentz [48].

A seguir, discutimos uma situagdo genérica na qual o meio é dispersivo mas fracamente
absorbitivo. Para trabalhos futuros, € de nosso interesse analisarmos situagdes em que o indice
de refracdo, para certos valores de frequéncia, assume valores negativos (metamateriais). For-
necemos aqui apenas os ingredientes bdsicos para generalizarmos nossos resultados atinentes a

meios nao dispersivos para o caso dispersivo.

8.1 Permeabilidade magnética e permissividade elétrica ne-
gativas

A construcdo de materiais com indice de refracdo negativo suscitou novas possibilidades de
aplicacdes prdticas na drea de Optica [56]. Velocidade de grupo contréria a velocidade de fase
[57], refracdo negativa, ondas “evanescentes” cujas amplitudes aumentam exponencialmente
com a distancia [58] e lentes com resolu¢@o abaixo do comprimento de onda incidente (limite
de difracdo) [59] sdo algumas das consequéncias da teoria desenvolvida por Veselago [57] em
1964. Sem nos aprofundarmos nessa teoria, um ponto que gostariamos de chamar a atencdo
antes de discutirmos o cédlculo da energia interna é que na grande maioria dos trabalhos que
tratam dos metamaterias hd referéncia apenas as grandezas constitutivas €, = 8; + ZSZ € lg =
My + 141, € ao indice de refragio relativo m = P\/€qtlq/ (€11), onde p = —1 se tanto €, quanto 1
forem negativos, € p = 1 caso contrdrio. A Unica restricdo nesse caso € que, para frequéncias
positivas, temos eg >0e ,u’q’ > 0, o que estd de acordo com a segunda lei da termodinamica
[25]. Nao é comum haver mengdo a impedancia éptica relativa my = p/€qu/(euy) € ao seu
respectivo sinal p. No entanto, podemos determinar o valor de p a partir da defini¢do que
usamos quando da aplicacdo das condigdes de contorno (2.4) e (2.5):

%:%i; (8.1)
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portanto, p = p sign(,u;), uma vez que u, permeabilidade magnética do meio circundante, é
assumida como sendo uma grandeza real positiva. Assim, € mais conveniente usarmos em
nossos estudos a definicdo dada na Eq. (8.1), a qual fornece o sinal correto da impedancia
optica m = m(m, u,/u) diretamente. E interessante notarmos essa dependéncia da impedancia
Optica com relacao ao indice de refracdo e ao magnetismo do material apenas. Ela implica que
ha situacdes nas quais o indice de refracdo € positivo mas a impedancia ndo o €, a saber, quando

Hy <0eg, >0.

8.2 [Energia interna em meios dispersivos

Como mencionamos acima, em um meio homogéneo e isotrépico (€4,u,) que possui dis-
persdo, a permissividade e permeabilidade sdo grandezas escalares dependentes da frequéncia:
g, = €4(®) e uy = yy(w). Para fixarmos as ideias, consideramos aqui o caso de duas esferas
concéntricas estudado no Capitulo 4. O objetivo € calcularmos, no regime de refracdo nega-
tiva, a energia armazenada em centros espalhadores constituidos por uma camada interfacial
dielétrica (ndo dispersiva) encerrando no interior uma esfera composta por um metamaterial, e

vice-versa [60].

Uma consequéncia da dispersdo € que a Eq. (4.13) para a energia eletromagnética média no
interior de uma camada esférica ndo € mais vélida e torna-se dependente do modelo usado para
descrever as relagdes de dispersdo para £,(®) e u,(®) [25]. No regime de transparéncia, isto &,
quando 821 > E’q’ e ,u; > ,u'q/ , para um campo eletromagnético harménico (E4, H,) confinado em
uma regido /1 < r < I, podemos estabelecer a energia eletromagnética média W como sendo

d (wey) (o

W, (1 1)—1/2nd¢/ld(cose)/lzd 2 IE,|* + ”2’)|H k (8.2)
g\ 72 4 0 -1 I mr Jm i om a1 )

onde necessariamente devemos ter d(we;,) /0o > 0 e d(wuy) /0o > 0 a fim de mantermos o sinal

positivo da energia eletromagnética [25].

Para um estudo da energia interna nas mesmas configuragdes abordadas na Ref. [60] no cél-
culo da eficiéncia de extin¢ao, considere a regido interior (g = 1) composta de um metamaterial
e a regido da camada esférica (¢ = 2) constituida por um material dielétrico, e vice-versa. As

relacdes constitutivas que descrevem um metamaterial com dispersao do tipo Lorentz sdo dadas
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nas Refs. [61, 48, 56]:

o
Fw?
= 1— 8.4
/v‘q Ho |: (0)2 _ CO%) + l(l)r‘| ) ( )

onde ®, € a frequéncia de plasma, F' € uma grandeza que leva em conta a geometria do me-
tamaterial, e I é um fator de dissipagdo. As grandezas constitutivas (€o, o) dizem respeito ao
vacuo. Para um certo regime de frequéncia, as partes reais das grandezas expressas em (8.3) e

(8.4) sdo ambas negativas.

A fim de obtemos a energia eletromagnética média expressa na Eq. (8.2), devemos calcular

as derivadas parciais das Eqgs. (8.3) e (8.4), as quais levam a

d(wey) , 2¢;

o = £q+—C(1+C2) , (8.5)
a(@“ﬁ]) / 1" T]+20)/F o 1

o “q+2“q( 1+12 _f_f_1>’ o

onde {=vy/m,N=ol/(0* - 0}), g, = g, 118, e uy = w, + 1, sendo

g o; oy

o = s P st e | (8.7)
€0 | (@0+7) o (0°+7?)

b |, Fo? (o — 0}) l Fo'’T 8.38)
Ho (02— @})’ + 02 (0?2 — 02) + @12

Comparando as defini¢oes (4.13) e (8.2), temos que a energia eletromagnética média dentro
de um meio passivo linear [&; (®), 11 (®)], dado pelas Egs. (8.3) e (8.4), é obtida substituindo-se

as seguintes grandezas nas Egs. (4.15) e (4.16), respectivamente:

_ 1 [9(we!

Re(mgmy) --»+ g{ (amqq , (8.9)
N 1| k, |* [0(on

Re(mgiiy) - qu { (a;’q)} 7 (8.10)

onde as derivadas parciais estdo expressas nas Eqgs. (8.5) e (8.6). Toda essa discussdo, porém, é
valida somente para aquelas frequéncias em que as partes imagindrias podem ser negligenciadas
(limite de baixa absorcao) [25]. Sem esta restricdo, uma expressao para a densidade de energia
média U, em um metamaterial dispersivo (€4,u,) com dissipagdo, no qual a permeabilidade

magnética € descrita pela mesma lei de dispersdo que a permissividade elétrica no modelo de
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Lorentz, Egs. (8.3) e (8.4), foi calculada por Ruppin [48]:

1 2me! 2o
Uq:Z [(e@ﬂr y")|Eq\2+(u;+Tq> |Hq\2] ) (8.11)

Note que se considerarmos { < 1 e < 1 nas Egs. (8.5) e (8.6), o que significa que as

frequéncias de amortecimento Y e I' sdo muito pequenas se comparadas a frequéncia aplicada
© (regime de baixa absorgdo), podemos escrever d(we;,) /dw ~ € + 2wey /Y e (o) /dw ~
,ui] + 2(0(2),u;’ (oI'), que sdo expressdes similares aquelas obtidas na Ref. [48] sem essas restri-
coes, Eq. (8.11). Por esta razdo, sem nos preocuparmos se a absor¢do estd presente ou nao,
empregamos a seguir as expressoes calculadas na Ref. [48]. Nesta abordagem, seguindo nossa
notacdo em termos dos indices de refracdo e de impedancia relativos, as equagdes para o caso

dispersivo sdo obtidas por meio das substituicdes nas Eqs. (4.15)-(4.24):

Re (mgmg) --» Re(mqﬁiq)+27mlm(mqn~1q), (8.12)
Re (mgnty) --» Re(mqm;)+2?mlm(mqﬁa;), (8.13)

onde ¢ = 1 ou 2 e m, € dado pela Eq. (8.1) com a consideracdo do sinal p de m,. Em outras
palavras, a contribuicao das partes imagindarias das grandezas constitutivas sao levadas em conta

neste modelo.

8.3 Esferas concéntricas contendo um metamaterial

Como um exemplo pratico, nesta secao apresentamos alguns estudos numéricos a partir das
consideragdes aqui feitas. Em particular, consideramos uma esfera dispersiva [g;(®),u; (®)]
de raio a, cuja dispersdo € dada pelas Egs. (8.3) e (8.4), envolvida por uma camada dielétrica
ndo absorbitiva de constantes Opticas €, = 1,6 e up = 1, e espessura uniforme (b — a), como
mostrado na Fig 4.1 do Capitulo 4. Seguindo as Refs. [60, 61], escolhemos f, = 10 GHz para
a frequéncia de plasma da esfera e fo =4 GHz para a frequéncia de ressonancia magnética.
Para os pardmetros de amortecimento do sistema, consideramos Yy = 0,03w,, I' = 0,030 e
F =0,56. O meio circundante é assumido como sendo o vdcuo, de maneira que, para os

calculos numéricos, empregamos os valores € = 1eu=1.
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Figura 8.1: Energia eletromagnética média (efetiva) no interior de duas esferas concéntricas
contendo um metamaterial no regime de frequéncia em que Re[m;(®)] < 0. A dispersdo
[€1(®), 1 ()] na esfera interior de raio a é dada nas Eqgs. (8.3) e (8.4), e a camada esférica
de espessura uniforme (b — @) ndo absorbitiva tem constantes Opticas €,/e = 1,6 e o /u = 1.
As grandezas sdo calculadas no intervalo 2 < f <7 GHz, com d(f) = 0,025 GHz. O grafico
superior ¢ o mesmo da Ref. [60].

Na Fig. 8.1 graficamos a energia eletromagnética efetiva no interior das esferas concéntri-
cas para algumas razdes de espessura S = a/b. Usamos para estes cdlculos a Eq. (4.27), onde a
energia eletromagnética na camada € calculada por meio da Eq. (4.25). A energia eletromagné-
tica na esfera dispersiva 0 < r < a é obtida da Eq. (4.18) considerando as substitui¢cdes expressas
nas Eq. (8.12) e (8.13) para ¢ = 1. Ademais, o indice de refra¢do e impedancia relativa da esfera
[e1(®), 11 (®)] possuem um sinal p dependente dos sinais de €] e i/}, como discutido na Sec@o
anterior. A eficiéncia de extin¢do é dada pela razdo Qiot = Gior/ nh2, onde a secdo de choque
de extingdo Oy estd definida na Eq. (3.52) do Capitulo 3 e os coeficientes das expansdes estdo
expressos no Capitulo 4. Reproduzimos no lado direito superior da Fig. 8.1 o mesmo grafico

obtido por Gao e Huang [60] sob essas mesmas condicoes.
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Figura 8.2: Energia eletromagnética média (efetiva) no interior de duas esferas concéntricas
contendo um metamaterial no regime de frequéncia em que Re[m;(®)] < 0. A dispersdo
[€1(®),u1(®)] na esfera interior de raio a é dada nas Egs. (8.3) e (8.4), e a camada esférica
de espessura uniforme (b — a) absorbitiva tem constantes Opticas €,/ = 1,640,21e up /u= 1.
As grandezas sdo calculadas no intervalo 2 < f <7 GHz, com §(f) = 0,025 GHz. O grifico
superior € o mesmo da Ref. [60].

Note que quando S é pequeno (S =0,2), a eficiéncia de extingdo decresce monotonicamente
com f na regido de frequéncia em que o indice de refracdo € negativo (4 a 6 GHz). Essa varia-
¢do, no entanto, devido ao sinal do indice de refracdo, € pouco percebida no grifico da energia
interna, Fig. 8.1. O que se nota na realidade ¢ um comportamento oposto ao observado nos
Capitulos anteriores: o aumento da eficiéncia de extincdo em um material de Veselago significa
uma diminuicdo da energia eletromagnética. Considerando que a camada esférica concéntrica
ndo ¢ inteiramente transparente, isto €, possui componentes absorbitivas, esse comportamento
¢ alterado. Enquanto hd uma suavizacdo nas curvas de eficiéncia de extin¢do, a energia in-
terna efetiva passa a ter valores ainda menores nas regides de indice de refragdo positivo (2 a 4
GHz e 6 a 7 GHz) e mesmo fora dessa regido, como estimado na Fig. 8.2. Tal fato estd dentro

do esperado, uma vez que essa suavizacdo significa uma redugdo das amplitudes dos modos
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estaciondrios gerados no interior das esferas concéntricas.

1.2
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Figura 8.3: Energia eletromagnética média (efetiva) no interior de duas esferas concéntricas
contendo um metamaterial para uma frequéncia incidente f = 4,3 GHz [Re[m;(®)] < 0] em
fun¢do da razdo de espessura S = a/b. A dispersdo [g;(®),u; (®)] na esfera interior de raio a é
dada nas Eqgs. (8.3) e (8.4), e a camada esférica de espessura uniforme (b — a) tem constantes
Spticas o /u=1¢ &/e = 1,6; (1,6 +0,012); (1,6 +0,05:); (1,6+0,12); (1,6+0,20). As
grandezas sao calculadas no intervalo 0 < S < 1 GHz, com §(S) = 0, 005.

Uma estimativa da influéncia da absorcdo na camada ndo dispersiva no perfil de energia

interna, para uma frequéncia na regido de indice de refracdo negativo, pode ser visualizada na

Fig. 8.3. Esses cdlculos sdo aproximados, visto que a energia interna na camada ndo disper-

siva, Eq. (4.25), estd bem definida apenas para regides transparentes ou fracamente absorbitivas

[25]. Quanto maior a absor¢do, menos precisas se tornam as estimativas da energia interna

armazenada no meio nao dispersivo.
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8.4 Conclusoes

O presente Capitulo trouxe algumas consideracdes a respeito de como incluir dispersao
nas expressoes para a energia eletromagnética interna calculadas em centros espalhadores nao
dispersivos, Capitulos 3—7. Chamamos aten¢@o para a questdo da absorcdo dos materiais dis-
persivos e para a situacdo dramdtica em que o indice de refragdo € negativo. Usamos como um
exemplo de aplicac@o o estudo das esferas concéntricas para estimarmos a energia interna no
interior de uma esfera de metamaterial envolvida por uma camada ndo dispersiva e ndo mag-
nética [60], que poderia simular uma camada de solvatagao. Como € possivel perceber, esses
estudos estdo apenas no inicio, posto que, mesmo no caso mais simples de meios magnéticos
ndo dispersivos com camadas dielétricas — Capitulo 4 —, ainda ndo temos um estudo numérico
satisfatorio sobre a influéncia dos parametros de tamanho, magnetismo e razdes de espessura

na energia interna.
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9 Conclusoes e perspectivas

Abordamos nesta dissertacdo de Mestrado aspectos relevantes da interagdo de ondas eletro-
magnéticas planas com meios magnéticos isotrépicos. Para as geometrias esférica e cilindrica,
calculamos explicitamente os campos eletromagnéticos interno e espalhado pelo centro espa-
lhador magnético. Na maior parte dos textos cientificos da drea, as andlises do fendmeno de
espalhamento sdo focadas quase que exclusivamente no campo espalhado e, por conseguinte,
nos coeficientes de espalhamento. Em realidade, os calculos da matriz de amplitudes (também
chamada de matriz de Jones), pardmetros de Stokes, matriz de intensidades (referida muitas
vezes como matriz de Miiller) e eficiéncia de absorcdo, a qual pode ser escrita em fun¢ao do
espalhamento apenas, ndo necessitam do campo eletromagnético interno e coeficientes associa-
dos[1,2,3,27,9]. A conveniéncia em descrever o espalhamento e propriedades Opticas do meio
apenas em funcdo do campo eletromagnético espalhado é oriunda da constatagdo experimen-
tal de que, na pratica, tanto em problemas diretos quanto inversos, 0 campo interno nao pode
ser mensurado diretamente [1]. Mesmo assim, dentro da teoria de espalhamento, muitas infor-
macoes relevantes podem ser auferidas da andlise dos campos eletromagnéticos armazenados
nos centros espalhadores [18, 19, 24, 47]. Nesse sentido, embora ndo calculemos intensida-
des de espalhamento, parametros de assimetria e etc., apresentamos aqui a solu¢do completa
do problema, a qual inclui os coeficientes das expansdes dos campos internos. Apenas 0s co-
eficientes de espalhamento sdo encontrados nos livros cldssicos de teoria eletromagnética de

ondas [1, 2, 3, 4,9, 27] e ainda com a restricdo de meios ndo magnéticos.

Dentro da teoria de Lorenz-Mie, calculamos analiticamente a energia eletromagnética ar-
mazenada por esferas com e sem a influéncia do magnetismo [18]. Estendemos nossos estudos
para duas esferas magnéticas concéntricas, esfera magnética opticamente ativa, cilindro mag-
nético homogéneo [19] e dois cilindros magnéticos concéntricos. Tais estudos foram possiveis
gracas a simplificacdo de expressdes matemdticas complicadas envolvendo funcdes de Bessel
esféricas ou cilindricas. De fato, algumas das relagdes entre funcdes de Bessel que usamos
neste trabalho sdo originais e foram obtidas de relagdes de recorréncia conhecidas na literatura

[37, 62, 63]. As principais relacdes que usamos ao longo dos Capitulos podem ser encontradas
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no Apéndice C.

Mostramos que tanto esferas quanto cilindros magnéticos apresentam picos de ressonancia
na energia interna mesmo em configuracdes desfavoraveis, a saber, quando o comprimento de
onda € muito maior que um comprimento caracteristico da particula [18, 19]. Em especial, obti-
vemos uma relacdo direta entre o fator de aumento da energia eletromagnética no espalhamento
e a eficiéncia de absor¢do dptica no regime de fraca absorcdo. Essa relacao ja era conhecida para
a esfera dielétrica [24], mas ainda ndo havia sido calculada para esfera e cilindro magnéticos
[18, 19]. Mostramos que, desde que seja mantida a condi¢do de fraca absor¢ao eletromagné-
tica, o magnetismo ndo afeta essa relacdo entre as grandezas [18]. Destacamos no Capitulo 6
[19] o fato de que essa correspondéncia entre energia interna e se¢do de choque de absor¢ao
Optica pode ser escrita em uma unica equacdo vélida tanto para o caso esférico quanto para
o cilindrico. Este é um dos resultados mais importantes desta dissertacdo de mestrado: par-
tindo dessas duas geometrias particulares, obtivemos uma expressao que independe da forma

do centro espalhador [19].

Aplicamos nossos resultados ao cdlculo de estimativas para a velocidade de transporte de
energia em meios magnéticos bidimensionais [19]. Os limites de validade para essa aproxima-
¢do, fornecida nas Refs. [38, 39], precisam ser melhor estudados no caso de materiais magnéti-
cos e meios dispersivos no limite de pequenas particulas. Contudo, a partir do comportamento
global da velocidade de transporte calculada nesse modelo simples, mostramos que as ressonan-
cias morfoldgicas na energia eletromagnética armazenada nos centros espalhadores favorecem
a diminui¢do da velocidade de transporte de energia no meio magnético desordenado. Isso
se verifica mesmo e especialmente, como mencionamos acima, em regides de parametros de

tamanho inferiores a unidade.

Resolvemos explicitamente o problema de espalhamento eletromagnético por duas esferas e
por dois cilindros magnéticos concéntricos. Para ambos os sistemas, embora tenhamos apresen-
tado um estudo analitico completo das grandezas mais relevantes a descri¢do do espalhamento
— a saber, campos eletromagnéticos e coeficientes das expansdes —, um estudo numérico da
energia interna em funcao dos pardmetros do sistema e demais grandezas de espalhamento, as-
sociadas aos coeficientes calculados, ndo foi realizado neste trabalho. Apenas apresentamos
algumas situacdes especificas a partir das quais, usando nossa esperiéncia com os sistemas ho-
mogéneos estudados, fomos capazes de tirar algumas informagdes genéricas. Nao fizemos isso,
por exemplo, no caso da esfera magnética opticamente ativa, cujos resultados que obtivemos se

restringiram apenas ao calculo analitico de grandezas de espalhamento.

Finalmente, na tentativa de generalizarmos nossas expressoes analiticas, fornecemos alguns
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comentarios sobre como modificd-las a fim de estudarmos alguns sistemas que apresentem dis-
persdo. Em particular, apresentamos um exemplo de metamaterial com dispersao do tipo Lo-
rentz e o aplicamos ao célculo da energia eletromagnética efetiva que € armazenada por duas
esferas concéntricas. Estudos parecidos podem ser realizados usando as expressdes analiticas
que calculamos para os outros sistemas. Um ponto que ndo consideramos, por exemplo, e que
aparece naturalmente no estudo da energia parcial que € armazenada no interior de uma esfera
dielétrica encerrada por uma camada magnética de espessura uniforme, diz respeito a influéncia
do meio circundante nas grandezas de espalhamento. Seria interessante analisarmos analitica e
numericamente situagdes em que o meio circundante ¢ também magnético e dispersivo, tanto
no espalhamento isolado quanto no regime de espalhamento multiplo (o qual nao foi abordado
neste trabalho). A base para esses e outros estudos em teoria de espalhamento eletromagnético

foi construida nesta dissertacdo de Mestrado.
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APENDICE A - Componentes dos campos

eletromagnéticos

Ao longo desta dissertagcdo, para cada problema de espalhamento, fornecemos expressdes
para os campos eletromagnéticos (E,H) em termos dos harmdnicos vetoriais M e N. Os cdl-
culos dos coeficientes das expansodes e da energia interna sdo realizados, contudo, a partir das
componentes desses campos com suas dependéncias angulares e radiais explicitadas. Neste
Apéndice, apresentamos as componentes dos campos eletromagnéticos que calculamos para os
casos da esfera e cilindro homogéneos, esferas e cilindros concéntricos, e esfera quiral magné-
tica. Diferentemente dos livros cldssicos de teoria de espalhamento [1, 2, 3, 6], explicitamos
aqui cada uma das componentes dos campos eletromagnéticos atinentes aos sistemas que es-
tudamos. De fato, sem uma descricdo completa desses campos, ndo seria possivel realizarmos
estudos analiticos da energia interna aos espalhadores e nem a dependéncia dos coeficientes

internos com os de espalhamento.

A fim de evitarmos confusdes, salientamos que os coeficientes das expansodes de Fourier
(coeficientes de espalhamento e internos) que aparecem em cada uma das Secdes a seguir, em-
bora estejam muitas vezes denotados pelo mesmo simbolo (a,, by, etc.), devem ser entendidos
apenas dentro de sua propria Secdo e Capitulo correspondente. Evidentemente, esses coeficien-

tes dependem da geometria e propriedades Opticas do centro espalhador.

A.1 Esfera homogénea

Considere o espalhamento de ondas eletromagnéticas por uma esfera homogénea nas mes-
mas condi¢gdes do Capitulo 3. Em termos de componentes no sistema de coordenadas esféricas
(r,0,0), os campos eletromagnéticos incidente (E;, H;), interno (E;,H;) e espalhado (Ey, Hj)

dados nas Egs. (3.10)—(3.15) sdo expressos a seguir.
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e Campo eletromagnético incidente (E;,H;), regido (r > a):

—1cos®sin®
__ﬁ__zaw Ja(n+ 1), |

p?

cosd

En [nan(p) - lTnW;z(p)} )

™
D

I
s

n=1

En [lnan:z(p) _an"(p)} ;

i
=
I
2.
SIERS
=
D15

n=1

k

H; = OJ_,utanq)Eir’
k

Hg = @tan¢Eie,

Hiy = K cot E;
i — wu id 5
onde p = kr, W,(p) = p,j.(p) é a fungio de Riccati-Bessel e as fungdes angulares 7, = 7t}

e 1:,11 estdo definidas nas Egs. (3.8).

e Campo eletromagnético interno (E1,H) ), regido (0 < r < a):

—1cos(sinBO
B, = p—¢zEdnwn<p1> n(n+ D), (A1)
1 n=1
cos
Ep = qu)ZE Cnnan(p1> ud, Tan(pl)}v (A.2)
n=1
sin
Eiy = p1¢ZE [1d, T, (P1) — cnTuWn(P1)] 5 (A.3)
n=1
—1ky smq)sme
H, = Y E.ca¥s n+1)m, (A.4)
| F— ; Ya(p1)n(n+1)
Hie — kl sm¢ ZE d T\, (pl —1C,T \p’(pl)] (A.5)
o 1 P nWn ntnYy ) :
e = L0 L dt(pr) e (01)] (A.0)
o oy Pi — nyYn n’*nYn ’ '

onde p; = k;r e os coeficientes internos ¢, € d, estdo definidos nas Egs. (3.23) e (3.24).
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e Campo eletromagnético espalhado (Egz, Hy), regido (a < r):

Ey, = lcosl;ﬂ Z Enanan (n+ l)nn )
Ep = COS(D Z [lan’cnén p)— bnrn‘gn(p)} )
Es(]) = — Z [ n’cngn lannngn ( ):| 5

tk 51n¢51n6 i
Hy, = ———— EnbnCu(p)n(n+1)m, ,

S RE ¥ B

_ k sind &

Hy = ou p ZE [lbntngn ( ) annn&n<p)} )
Hyy = £ @ Z Ey [lbnnn&; (p) _anTnin(P)] )

ou  p n=1

onde &, (p) = ph,(ql) (p) é a funcdo de Riccati-Hankel de primeiro tipo e os coeficientes de

espalhamento a, e b, estdo definidos nas Eqgs. (3.21) e (3.22).

A.2 Esferas concéntricas

No caso de uma camada de espessura uniforme de comprimento (b — a) envolvendo uma
esfera homogéna de raio a, como no Capitulo 4, as expressoes da Se¢do A.l para os campos
permanecem validas, havendo mudangas nas expressdes dos coeficientes das expansoes € no
dominio do campo espalhado, que passa a ser definido na regido » < r. Na regido da camada

esférica a < r < b, o campo eletromagnético (E,,H,) é dado por

—1c0s0sinf &

Ey = p—ng" 1+ 1) [gaWn(P2) = wikn(p2)]

Bo = S0 X En (i [ (p2) vt (p2)) = 15 [£n(p2) i (p2)] }
Ex = “““’ZE{mn 8u¥(P2) = Wit (2)] — T LW (P2) —vita(p2)] }
= ;jjq;—%eflE<+ 1, v (p2) — i (P2)]

Hio = o200 Y Bl a2 wita(02)] — 5 [V (02) —vith(p)] )
Hiy = o0 Y Eufoalentnlpn) ~vita(pr)]— m [f¥ilp2) ~its(p2)]

onde py = kar e Y (p2) = —p2yn(p2) é a fungdo de Riccati-Neumann.
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A.3 Esfera opticamente ativa

No Capitulo 5 resolvemos o problema de espalhamento eletromagnético por uma esfera qui-
ral magnética [1]. O campo eletromagnético incidente (E;, H;) a esfera é o mesmo da Secéo A.1.
A quiralidade da esfera, em razdo da causalidade, manifesta-se nos campos eletromagnéticos
interno (E;,H;) e espalhado (Ey, H;), definidos em termos de harménicos esféricos vetoriais
nas Eqgs (5.10), (5.16) e (5.17). Em termos de componentes em coordenadas esféricas (r,0,0),

esses campos sao dados abaixo.

e Campo eletromagnético interno (E1,H;), regido (0 < r < a):

n=1 L PR €1

Ey = Z E, SiIan(n—}— l)nn{ sin ¢ {foanégL) + lgonwn(gR) ﬂ:|

mq,[fmwm vipo 511

+18en
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Ep= Z E, fonnn\I’n(pL) "’fenran(pL)} + M [fon'cn%(pL) _fennan(pL)}
PL

N lcg:p "L [gonTnWn(PR) + genTaWa (PR)] ~0 \/> [8n T (PR) =+ enn¥in (P }
Flo= ) E{Cp—¢ [fonTtuW(PL) = fenTu¥in(PL)] — Sp_q) forTnWn(PL) + fenenV(pL)]

(O]
C q)\/ gonnnqﬂ (Pr) +genTan(pR +1 q)“ gonTan PR) gennnwl (Pr ] } ;
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1
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Hig = ZE { gonnn\lfn(pR) genrnwn PR

nq) [gO”Tan(pR) + gennn\ljn<pR)}
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_ C:—iq) [fOnTCn\IIn(pL ‘f‘fentn\vl (PL) ] _lS:)LLq) [fonTnWj (PL) fenﬁn\lfn<pL)] } ’
Hiy = ZlEn{ — Cg—iq) [gOnEnW;(PR) +genTan(pR)] + Sp_Rq) [_gonTan(pR) +gennnW:z(pR)}
_ C:_iq) L fonTaWa(PL) — fenTaWn(pL) +z—\/7 Jortu¥n(PL) + fenTta¥ (PL)] }

onde E,, = Ept" (2n +1)/[n(n+1)], pg = kyr, sendo g = L ou R. Os coeficientes fou, fen, gon €
gen €stio definidos nas Egs. (5.22)—(5.25).



A.4 Cilindro homogéneo 133

e Campo eletromagnético espalhado (Ez, Hy), regido (a < r):
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onde p =kr, &,(p) = phyn ' (p) é a funcdo de Riccati-Hankel de primeiro tipo e os coeficientes de

espalhamento a,, b,, ¢, € d,, obtidos mediante condi¢des de contorno em r = a, estdo definidos
nas Eqgs. (5.18)—(5.21).

A.4 Cilindro homogéneo

Considere a mesma configuracdo apresentada no Capitulo 6 para um cilindro reto circular

infinito magnético interagindo com uma onda eletromagnética plana. Nas coordenadas cilin-

dricas (r,0,z), as componentes dos campos incidente (E;, H;), interno (E;,H;) e espalhado
(Es, Hy) nas polarizagdes TM e TE, expressos nas Egs. (6.7)—(6.12) e (6.13)—(6.18), sdo dadas

abaixo. Considere nas expressoes a seguir as fungdes

Y = Eoe—tkzcos§ 7 (A7)
Qn(0) = (—1)"cos(n9), (A.8)
8a(0) = (—1)"sin(no). (A.9)

Modo TM

M 0

. I I . ~ 4o
Sejam a,,’, by, c,g) e d,(l) os coeficientes das expansoes dos campos eletromagnéticos em

termos dos harmonicos M,, e N, na polarizacdo TM, isto é, E;||xz. Esses coeficientes sdo

determinados a partir das condi¢des de continuidade das componentes tangenciais dos campos

na superficie do centro espalhador (r = a) e estao definidos nas Egs. (6.28)—(6.31).
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0

e Campo eletromagnético incidente (E; ,HEI)), regido (r > a):

E(I) —rycos{ [Jh(p +2Z(pn p)] ,

n=1

Eilq) = 21ycos{ Z ﬁn(q))n@ ,

()

=ysinC [Jo(p +2Z(pn p)] ;

=1

(A.10)

H = 2 by ﬁ,,(@nj"( )
HO R 2

Py p)+ Z 0n(0),(P) |
HY =0,

onde p = krsin{. Empregamos nessas componentes a relacio J_, = (—1)"J, = (—1)?"J,,
a qual fornece um somatério que se inicia em n = 1. Note que, por simetria, podemos

escrever Hl-(rl) = [ksec{/(ou)] z(q>) e Hz(q>) = —[ksec C/(coy)]Ei(rI).

e Campo eletromagnético interno (E(II) ,Hgl)), regido (0 <r <a):

g =2 {cé”fé(pocoscu Y 0u(0) [c,ﬁl)fz<p1>cos<:+md,§“n Ej’l)} } ,
1

1r
n=1

1
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0 2kY o { @ Ja(p1 M }
B n N————dp'J, cosC| ,

D= ey X 00(0) el n (p1)cos

m _ tkay M) - Oy 0 Ialp1)
Hyy = mm,ul{mco Jo(Pl)+22(pn((l)) {mcn Jo(p1) —dn'n o) cosC| ¢,

M _ 2kiy p1
H N oL klr Zﬁ P1)

onde p; = kr\/m? —cos2{ e m = \/eju;/(eu) € o indice de refragio relativo entre os

meios (€1,41) € (€, ).
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o Campo eletromagnético espalhado (Eg),HgI)), regido (a <r):

EWD g{lbéI)H(/)(l)(p)cosC—i— 2 Y 0.(0) [na,SUH,S”(p) + bV HY (p) cos q } ,
n=1
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(A.12)
Modo TE

(I1)

Considere, de maneira andloga ao modo TM acima, os coeficientes das expansoes a, ',

bSZH), c,(lH) e d,(lH) para a polarizacao TE, isto é, E; L xz. Esses coeficientes estdo definidos nas

Egs. (6.32)~(6.35).

e Campo eletromagnético incidente (EEH),HEH)), regido (r > a):

£~ 2y ou (o2
n=1

Ei(zH) =0;

WD — ZVoos g | T (p) +2 i%(‘b)fé(p)] | (A.13)
H{) = -2 cilﬁn@:)nj”ff) ,

W — _Zlging |Jo(p)+2 iﬁn(q)) Jn(p)]

Note que A = [kcos/(ou)|Ey" e Hy = —[kcosC/(ou) Ey .

r
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e Campo eletromagnético interno (EEH),H(IH)), regido (0 <r < a):
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e Campo eletromagnético espalhado (EKEH),H?I)), regido (a <r):
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(A.15)

Embora nio tenhamos mencionado, algumas relacdes de pariedade entre os coeficientes
foram usadas a fim de que os somatdrios comecassem a partir de n = 1. Essas relacdes sao

obtidas ap6s a aplicacdo das condicdes de contorno na superficie do cilindro magnético
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A.5 Cilindros concéntricos

Os cdlculos para o cilindro com camada de espessura uniforme sdo extremamente mais
complicados que os do cilindro homogéneo. A fim de “facilitarmos™ os calculos e tornarmos
algumas relacdes mais evidentes, € conveniente expressarmos 0s campos eletromagnéticos com
somatérios com indice n € ZZ. Mesmo porque, como comentamos na Secdo A.4, a paridade
dos coeficientes das expansdes, necessdria para a simplificacio dos somatdrios, s6 pode ser
estabelecida apds a determinagdo desses coeficientes. Apenas passamos os somatérios para

indices n € IN apos calculadas as grandezas de espalhamento e ja conhecidas essas relagdes.

Sejam ¢ o Angulo formado entre a onda incidente e o eixo do cilindro e @,(0,z) = Eg(—1)"e!"0+h2),
onde h = —kcos . As polarizagdes TM (E;||xz) e TE (E; L xz) sdo indicadas pelos indices (I) e
(I), respectivamente. As componentes dos campos (E;, H;), (E;,H;) e (Ey, Hy) sdo as mesmas
expressas na Se¢ao A.4. No presente caso, apenas ignoramos as relacdes de paridade entre os

coeficientes, visto que ndo as conhecemos de antemao.

e Campo eletromagnético incidente (E;,H;), regido (r > b):

) =t Y costy(p)on(0.2).

£y = ¥ neost™ o, 0.0).
IO ad Jn(p)
Eiz _n;Mp kr (pn(q)az)v
k (o]
r - wﬂn;mn q)v )7
—li i J(p)0u(0,2)
¢ O),Lln,_oo n n 7 )
o)
1Y =0;
( oo Jn
B =1 ¥ 1",

Eg =1 Y J(p)ou(0.2) .

H( - Z cos CJ,(P) 9 (0,2) ,
- i ncosC )(Pn((l),Z)v

k & Iy
Hi(zH):__ Z p k(f)(p”(q)’z)’
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onde p = krsind.

e Campo eletromagnético espalhado (Eg, Hy), regido (b < r):

( w [ /(1) (1)
EY =Y zbél)cosCmT@)Jrag)nm’T@)] Pn(9,2)

Nn=—oo

N

w T (1)
Hy,
E(ql)) _ Z la,g)H,i(l)(p) —b,g) cosCn p(p)] 9n(9,2) ,

Nn——oo

I
Hy
EY=-Y b'p kr(p)cpn(¢,z),

n—-—oo

m_k v« [ o (1) 4y
Hy' = — ) [lan cosCHy ' (p) —bn'n

Nn——oo

o0 (1)
on_ k I H, ' (p) (1) (1)
Hy, = —(Dlun;w an coan—p + by Hy  (P) | €(0,2)

kr

00 (1)
ok m Ha (p) :
Hg;, i Z an' P————0n(9,2) ;

r - (1) (1)
EN=- Y} [zbgl)COSCH"T(mﬂLaﬁn)an(m @a(9,2) ,

(11) o |, Hrgl)(P) (I) (1)
E,’ = Y, |bn coanT—lan Hy ' (p)| 9a(9,2) ,

o [ (1)
Y = o 8 |l ot )| 0u(6.2).

L 0
k Hn
T zb,SH’H,’l(”(p)+aff”cos€n% 0n(0,2) |

o (1)
am_ k a Hp ' (p)
He™ = wﬂn;man P kr Pn(0,2)
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e Campo eletromagnético interno (E1,Hy), regido (0 < r < a):

\

£ =i B [anO0 ) 0,00,

= —oo P1
Ey= B [t p0] oo,
N oo 1 P1
o 7,
B = ¥ o e, 00,
o_ k¢ [() W(p1)  mcosC ]
H e d” ‘] n\9,2) ,
I mmn;w o) - n(P1) | 9a(0,2)
m_ ko oy (mcosg J( 1)
Hm—’(w1 n;w [Cn fn(m) dy’ m s 0n(9,2) ,
)
H :—— ,2) 3
o n;w (0,2) ;

r 00 J,
B = 3 [t o) g, 0.0)

o P1
B = ¥[8O0 0] g0,
El(?):_l,,imc’gl) 1J",§fr1) (9,2) ,
HY -l Y [cél”nf"é—‘j” Sy, m] 90,7
W — mmniwd"n il )cpn@ ),

onde p| = kry /m% —cos2{ e my = \/u1€1/ue é o indice de refragdo relativo entre os meios

(elnul) € (8,/1).



140 Apéndice A — Componentes dos campos eletromagnéticos

e Campo eletromagnético na camada (E,,H»), regido (a < r < b):

( m_, v m Jn(P2) ) Ya(P2) cosS ,0eost
By =1 % {[g e AV TS ARV AN }cpn@,z),
Eél) y 70 cosC Jn (pz) I)COSCnYn(pz)l _[

He=—oo P2 mp P2

81 (p2) +wi ¥, (p2)] }¢n<¢,z> ,

Ez(?z ; {fé’p k(p) ()p k(zpﬂcpn@ oF

@ Yu(p2)] | @eosC mecosl
P- = ,,__m{ 20| 2 o) ! )| ).
m_ k Dy (1) | meosE Ju(p2) | mcosC Yu(p2)
H2¢—z(w2n_m{[f (pz)+vnY(pz)] [gn w0 T o 0n(9,2)

m_ ko [ o SP2) @ Ya(p2) .
Hy = lm Z [gn P2 kot +wn'p2 kot On(9,2)

\ n——oo

[g; D, Jn(P2) wgl)nm} _ [f,ﬁ‘” €S8 1 (02) 4+ C"Scmpz)} }@nw,z) |
P2 ) m3

P2

(H)COSC Ju(p2) (II)COSC Y. (p2) [ am oy (D)1
e e R LR SRR ACS| R EX TS

Eg):—z Z |:frgn)p2m+\/nl P2 Yu(p2 )](Pn(d), 7),

o kor kor
H) = ;Z;z niw { { éll)n% + véll)n%} + [g;ﬁm %Jé(pz) +wi %Yé (Pz)} }(pn(qn 2,
Hy = m"—;n:w{ [ p2) A8 pe)] - [V 208 200D 20, TB2) }cpn<¢,z> ,
\Hz(?) = —wk—;niw {gn Ups k(frz) +w;(1H)szk<2p )} on(9,2) ,

onde py = kry /m2 —cos2l e my = \/ € / ue € o indice de refracdo relativo entre os meios
(&2,12) € (&,u).

Os coeficientes das expansoes a,, by, ¢n, dns fn, &> Vn € W, para ambos os modos TM e TE
sdo obtidos mediante a aplicacdo das condi¢des de contorno do problema e estio definidos nas
Egs. (7.2.1)—(7.2.1) e Egs. (7.2.1)—(7.2.1), respectivamente.
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APENDICE B - Aproximagoes para a esfera e
cilindro homogéneos

Na teoria de espalhamento, quer seja devido a interpretagdes fisicas do problema ou mesmo
a limitacdes numéricas das simulacdes (tempo de convergéncia das séries, etc.), ha alguns casos
particulares de aproximacdes dos coeficientes e truncamento das séries que merecem atengao
especial. Esse estudo € feito, essencialmente, a partir de aproximacdes polinomiais para as
fungdes de Bessel e Neumann. Nesta secio apresentamos algumas aproximagdes para os coe-
ficientes magnéticos de Lorenz-Mie e para os coeficientes associados ao espalhamento por um

cilindro infinito.

B.1 Esfera homogénea

As funcdes de Ricatti-Bessel e Ricatti-Hankel, das quais dependem os coeficientes de
Lorenz-Mie, sdo definidas, respectivamente, pelas expressdes ,,(z) = zjn(z) € E,(z) = zhgl) (2),
onde z é um varidvel complexa. Em particular, é conveniente definirmos a fungido ¢,(z) =

zd[Iny(z)]/dz.

Em termos de séries infinitas, as funcdes de Bessel e Neumann podem ser expressas por

. _ n_n .- (—I)S(S—l—l’l)! 2s

Jnlz) = 2% sgbs!(2s+2n+1)!z ’ (B.1)
D) E (F1) s =)t

@) = S & sl 2s—2n) © B-2)

Na situa¢do em que |z| < 1, as Egs. (B.1) e (B.2) podem ser aproximadas por

" Zn—i—2
i ~ — B.3
O s TR TE Fa TR B.3)
Z—n—H
ya(z) =~ —z " 2n—1)!1+ (2n—3)1 . (B.4)
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A partir dessas expressdes, determinamos aproximagdes para as fungdes iy, &, € @,. Sa-
lientamos que o termo n = 1 € suficiente para se estudar o espalhamento de particulas ndo
magnéticas. Contudo, na presengca do magnetismo, € necessario considerarmos os termos n = 1

e n = 2 no sentido de matermos as ordens dos coeficientes de Lorenz-Mie consistentes.

Assim, obtemos as seguintes aproximacdes para pequeno argumento:

2 2 3
z z z
WI(Z)Ng(l—E) 3 WZ(Z)NB,

2
117 Z 31
§1(Z)~—£—§+§, &a(z) ~ 2
2 4
Z Z
@1(1)”2( _E_%)’ ¢2(z) =3

Por outro lado, para grandes argumentos, isto é, |z| — oo (—Tt < arg(z) < 27), a Ref. [63] fornece

as expressoes

Wn(2) sin(z—&y) (B.5)
Er) ~ —1ele) (B.6)

Q

onde J, = nm/2.

A fim de simplificarmos os cdlculos de aproximacao para os coeficientes — basicamente,

divisdo entre polindmios —, consideramos a fun¢do ¢, (x) nas Egs. (3.21) a (3.24):

_ Qu(mx)y,(x) — mmxy, (x)

W o ()n () — i () (B9
 Qu(ma) () — (/) ()

o ) (x) — () xE (x) (B8
B m t(m/m)x

T ) [ G x) — a ()] B

4 — (m/m) immx (B.10)

Yy (mx) [mmxG,(x) — @ (mx)E (x)]
Sendo x = ka o parametro de tamanho da esfera, onde a é o raio e k € o nimero de onda

incidente, e m o indice de refragdo relativo, temos os seguintes casos-limite:

1. Pequena particula comparada com o comprimento de onda (x < 1);

2. Limite de Rayleigh (x < 1 e |m|x < 1);

3. Limite ferromagnético (|m|x > 1).
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B.1.1 Limite de pequena esfera

Considerando x < 1 nas Egs. (B.1) e (B.2), todos os termos com ordem maior ou igual a x?
podem ser negligenciados. Assim, substituindo essas expressoes nos coeficientes de espalha-

mento de Lorenz-Mie, Egs. (B.7) e (B.8), obtemos

f Q1 (mx) —2mm x> [y (mx) — mm]* — mme, (mx)

Q

3 ¢i(mx)+mm 5 (@1 (mx) + min)’
x_6 {(pl (mx) —2mm
9 | ¢1(mx)+mm
o @i (mx) —2m/m 1 [@1(mx) —m/m]* — (m/m) @1 (mx)

3 @i(mx)+m/m 5 (@1 (mx) +m /i)

x_6 {(pl(mx) —2m/m
9 | @1(mx)+m/m

ai

2
] o), (B.11)

Q

by

_|_

2
] Lo, (B.12)

Q

a — +0(x), (B.13)

by : +0(x7) . (B.14)

Q

Para os coeficientes internos de Lorenz-Mie, Egs. (B.9) e (B.10), as aproximacdes assumem

a forma

~ mx2 m/l’% . mx4 (m/nN1) [(pl(mx)—m/an] xs

T Y [1mx) ] wi(mx) 2 (g1 (mx) +m/i) +0(x’), (B.15)

(mfm)?  mm_ (m/m)x min (@) (mx) —mm] o

W o) Tt ] i) 2oy me) L O (B9
~ m (m/m)x>

@ 3y (mx) (@2 (mx) +2m/m] + O(xs) ’ (B.17)

dz (m/l:ﬁ) Mﬁx3 n o(x5) . (Bllg)

3y2(mx) [@2(mx) + 2mm]

Note que, para esta aproximacdo, os coeficientes de espalhamento a, e b, sdo de ordem
O [(ka)**'], enquanto que os coeficientes internos c, e d, sdo de ordem O [(ka)"™']. Os

termos para n > 2 sdo ignorados.

B.1.2 Limite de Rayleigh

Considerando que a permutagdo entre os limites x < 1 e |m|x < 1 seja valida, obtemos
diretamente os coeficientes de Lorenz-Mie para n = 1 e n = 2 no limite de Rayleigh a partir das

aproximagdes calculadas para o limite de pequena esfera. Neste caso em particular, apenas as
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fungdes com argumentos mx sdo manipuladas.

Os coeficientes de espalhamento, nessa aproximagao, sdo dados por

=23 mm—1 x> m¥m— 6mm+ (mm)? + 4

Q

ai

3 mm+2 5 (mm +2)2
4x8 (min—1\>
= — O(x’
* 9 (mm+2) +0),
b A 20> m/m—1 > mdm—6m/m+ (m/m)>+4
VT3 m/m+2 5 (m/m+2)?
48 (m/m—1\? 7
(MR Lo
9 (m/%+2) +0x),
5 ~
—x> mm—1 7
2~ 05 Sgs O
5 ~
—ix> m/m—1 -
by =~ — (0] ,
2 15 2mjmt3 0%

e os coeficientes dos campos internos assumem a forma

cl =

3 [1+(mx)2}_3x2 [1+(mx)2] (2m — m)

2m+m 10 2 10 | (2m+m)?
4~ o ] [
2~ mﬁi(3f2m/%)+o(xs)’
dy =~ m-{-()(xii).

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

Tomando o caso particular em que m = m, sdo recuperados os coeficientes do espalhamento

nao magnético [1].

Observamos que Kerker et al. [10] obtiveram os coeficientes de Lorenz-Mie em sua ordem

mais baixa com relagao ao parametro de tamanho em fun¢ao da permissividade elétrica relativa

€, = mm e da permeabilidade magnética relativa y, = m/m:

—2ix® 1—¢, b —2ix> 1—p,
a| ~ , R
=3 24

3 24y’

(B.27)

onde toda dependéncia em yu, se encontra no termo by, o qual obviamente se anula para o caso

ndo magnético (u- = 1) [1]. Nesse caso, o termo dominante na expansio de b; é da ordem de

x.
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B.1.3 Limite ferromagnético para grandes esferas

Usando as Egs. (B.5) e (B.6), e considerando |m|x > 1, obtemos os coeficientes de Lorenz-
Mie

an ~

e 0=%)  [mtan(mx —§,) — tan(x — 3,,)
sec(x—9,) [ mtan(mx —8,) +1 } ’
e =%)  Ttan(mx — §,) — mtan(x — 3,,)

[ tan(mx — 3,) + um } ’

S
l

~ sec(x—3§,)

b (B.28)

e m

Q

“n cos(mx —§,) [tan(mx —§,) +wm] ’

—1(x—98y,)

e m

™ Cos(mx — ) [mtan(mx—8,) +1]

Esse limite, ndo estudado na literatura, pode ser usado para conferirmos resultados numéricos

provenientes das outras aproximacgoes.

B.1.4 Limite ferromagnético para pequenas esferas

Da mesma forma que na aproximac¢do de Rayleigh, esse limite ferromagnético € derivado

diretamente da aproximacdo de pequenas esferas. Da Eq. (B.5), temos que

Yy (mx) = —cos(mx) , @;(mx) ~ —mxtan(mx)

Yy (mx) = —sin(mx) ,  @2(mx) ~ mxcot(mx) .

Substituindo essas expressdes nas Egs.(B.11)—(B.18), resulta que os coeficientes de espa-

lhamento sao dados por

i xtan(mx) + 2m B X [xtan(mx) + i)* + fix tan (mx)

a =~ — >
3 xtan(mx)—m 5 [xtan (mx) — m]?
0 [xtan(mx) 4+ 2m ] >
— — | +0(x7), B.29
9 [xtan(mx)—m] o) ( )
i mxtan(mx)+2 O [mxtan(mx) 4 1)* + mxtan(mx)
by =~ — = - — 2
3 mxtan(mx)—1 5 [mxtan(mx) — 1]
x® [mxtan(mx) +277
—|= o(x"), B.30
9 [mxtan(mx)—l] (") ( )
x> x — 3mtan(mx)
~ i ox"), B.31
= 45 x+2mtan(mx) ) (B3
5 iy —
by ~ 1’ mx — 3tan(mx) o) (B.32)

45 mx + 2tan(mx)
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os coeficientes internos, por sua vez, ttm a forma

o~ m x? B mx*  [mxtan(mx) + 1]
P Ccos mx) [mxtan(mx) — 1] 2cos(mx) [mxtan(mx) — 1]>
m x? mx*  [xtan(mx) +m)
d =~ ~7 ~12
cos(mx) [xtan(mx) —m]  2cos(mx) [xtan(mx) — ]
3
—m X 5
~ 0
= 3cos(mx) [2tan(mx) + mx] +0()
_ 3
d =~ m a + O(xs) .

3cos(mx) [2mtan(mx) + x|

B.2 Cilindro homogéneo

(B.33)

(B.34)

(B.35)

(B.36)

A semelhanca da Secao anterior, calculamos aqui aproximagdes para os coeficientes mag-

néticos do cilindro infinito no caso particular de incidéncia normal (£ = 90°). As fung¢des cilin-

dricas de Bessel e Neumann usadas nas aproximagdes sao [1]

2
3
Z z 2
@ =z——=, N@=-——,

2
Z 2 Z
Jo(z) = 1—Z ; YO(Z)%EIH (‘) ;
2 16’ Tz

no limite de pequenos argumentos, isto é, |z] < 1, e

=~
&
2

=
D
Q

| 2 il (nt)n/4)
Tz ’

para grandes argumentos, |z| — oo (—T < arg(z) < 2x) [63].

\/nzzcos [z—(2n+1)m/4] ,

(B.37)

(B.38)

(B.39)
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B.2.1 Limite de cilindro fino

Se x = ka <« 1, onde a € o raio do cilindro e k£ € o nimero de onda incidente, obtemos as

seguintes aproximacoes para os coeficientes de espalhamento das Egs. (6.36),n=0en =1:

1D (mx) I
om0 (42 L 25
bo ~ Mx (4—2) + ;—sz (8—x2)
N —imx? [nNa (8 — 3x2) — Dy (mx)x (8 — xz)] (B.40)
“ar 32[D1 (mx)x + 7 !
) —1mx? [8 — 3x% — mD1 (mx)x (8 — x?)]
1~ .

32 [mDj(mx)x+ 1]

B.2.2 Limites de Rayleigh e ferromagnético

Na aproximagdo de Rayleigh, impomos x < 1 e |m|x < 1, o que fornece para a fungio

derivada logaritmica D, (z) = J!(z) /J.(z) as aproximagdes

—mx/2—m’x*/16, (B.41)

S
=4
B

Q

S
2
2

1/mx—mx/4 . (B.42)

Assim, a partir das Eqgs. (B.40), obtemos os coeficientes

3
IT /rm IT m m
~ = :—1> 2~ (1 — —2= 4,
“0 4<m * 32( +m m)x

boz—%(mfﬁ—l)xz—;—z(1+m3771—2m171)x4,
m (mm—1\ , m [2m*—3mm+1] ,
ag~—— | — xX—— — X,
4 \mm+1 32 mm + 1
m (m/m—1\ 5, m [2m?—3m/m+1] ,
by~—— | ———— | x— = — X
4 \m/m+1 32 m/m+ 1

Note que, na presenca do magnetismo, os termos de ordem x> nos coeficientes ag e b nio

se anulam. O caso dielétrico apresentado na Ref. [1] € recuperado quando assumimos m = m.

O limite ferromagnético também pode ser derivado do limite de pequena particula. Nesta
situagd@o, no entanto, devemos considerar os limites x < 1 e |m|x > 1. Usando as Egs. (B.39),
a fun¢do logaritmica pode ser reescrita como

1 2n+1
D, (mx) ~ e tan {mx— @} , (B.43)
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e a aproximagdo ferromagnética é obtida pela substitui¢do de Dy(mx) e Dj(mx) calculados a

partir da Eq. (B.43) nos coeficientes de espalhamento no limite de pequena particula, Egs. (B.40).

B.2.3 Polarizacao

Para um cilindro irradiado normalmente em relacdo ao seu eixo, o grau de polarizacdo da
onda eletromagnética espalhada € expresso pela razio

T

P= ;
1>

(B.44)

onde Ti1 = (|T1|*> — |1»|?) /2 e T12 = (|T1|> 4| T2|?) /2, com as fungdes de amplitude dadas por

T\ = bo+2) bycos(n®), (B.45)
n=1

T, = ap+2) aycos(n®), (B.46)
n=1

com ® = 180° — ¢ [1]. Usando as Egs. (B.40) no limite de Rayleigh, podemos escrever as

fungdes T; e 7> em termos de ordem x°:

T, T m— 1
T ~ —l—(mm— 1)x* — = (m) x*cos® ,

4 2 \m/m+1

I m m (mm—1
T%——(:—l) 2 (mm 20080 .
2 4 \m ¥ T2 <mm+1)x o8

Em © = 90°, o grau de polarizagdo P da luz espalhada ndo € identicamente 1 para o cilindro

magnético, como podemos notar pela expressao

mm =1 = |m/m— 1]

T ma— 1P+ mfa— 1

(B.47)

Portanto, analogamente ao espalhamento eletromagnético por uma esfera magnética [10], a
intensidade de radi¢do espalhada por um cilindro magnético ndo € simétrica em relacdo ao

angulo de 90°.
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APENDICE C - Funcées especiais e relacoes de

recorreéncia

No célculo da energia eletromagnética média dentro de um centro espalhador, assunto que
desenvolvemos ao longo desta dissertacdo de Mestrado, ha a necessidade de integrarmos em
um volume bem definido no espago a intensidade do campo eletromagnético. Nas geometrias
particulares que aqui lidamos, as componentes desses campos dependem de funcdes associadas
de Legendre de primeira ordem, funcdes de Bessel, Neumann e Hankel esféricas (no caso de es-
palhadores simetricamente esféricos) e fun¢des de Bessel, Neumann e Hankel cilindricas (para
centros espalhadores com simetria cilindrica). E conveniente, do ponto de vista da interpretagio
fisica do problema e do célculo numérico das grandezas, que resolvamos analticamente essas

integrais a fim de determinarmos uma expressao fechada para a energia eletromagnética.

Fornecemos neste Apéndice as principais relacdes entre as fungdes angulares e, principal-
mente, entre as funcdes radiais esféricas e cilindricas que usamos em cada Capitulo. Salienta-
mos que muitas das relacdes de recorréncia aqui calculadas entre fun¢des de Bessel e Neumann,
embora possam ser obtidas a partir de algumas relacdes bdsicas apresentadas nas Refs. [37, 62],
ndo sdo encontradas na literatura. Essas relacdes, como nas Refs. [24, 47], surgem de nossa

busca em determinar uma expressao fechada para a energia interna.

As Secdes a seguir devem ser encaradas como complementos de seus Capitulos correspon-
dentes. A notacdo que empregamos ¢ a mesma desenvolvida nas Sec¢des atinentes aos cdlculos

da energia eletromagnética armazenada nos centros espalhadores magnéticos.

C.1 Funcoes angulares

As fungdes angulares T, = Tt} e T, = T}, definidas nas Egs. (3.8) da Se¢do 3.1 em termos das
fungdes associadas de Legendre, surgem naturalmente na solucdo da parte angular da equagao

de Helmholtz escalar 3.1 para o problema da esfera. As principais relacdes de recorréncia e
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paridade envolvendo essas func¢des sao dadas por [1]

Ttp(cosB) = (2:__11) cosO m,_1(cosB) — (ni 1) T,—2(cos8) , (C.1)
T,(cos®) = ncosO m,(cosO)— (n+ 1)m,_1(cosB) , (C.2)
Ta(—cos®) = (—1)""!m,(cosh), (C.3)
To(—cos®) = (—1)"1,(cosH) . (C4)

As Egs. (C.1)—(C.4) auxiliam no célculo dos coeficientes das expansdes dos campos eletromag-
néticos em harmonicos esféricos vetoriais. Visto que esses coeficientes independem das varia-
veis angulares, a resolucio do sistema de equagdes oriundo das condi¢des de contorno (2.4) e
(2.5) se d4a mediante a escolha de um angulo de espalhamento em particular. Para 6 = 0°, temos
(1) =71,(1) =n(n+1)/2 [1].

Em decorréncia de propriedades relacionadas as func¢des associadas de Legendre, as fun-

¢Oes T, e T, satisfazem, Vn,n' € IN, as integrais definidas

! 2n%(n+1)?
d(cos® ” o —— O, s C5
/_1 (cos0) (T, T,y + TuTy) ] 7 (C.5)
1
/ d(cos®) (m, T,y +T,ty) = O, (C.6)
-1
1 2 1
/1 d(cos®)m, T, sin®® = % S s (C.7)

onde 3, ,y € o delta de Kronecker. Nos livros cldssicos de teoria de espalhamento, a Eq. (C.7) ndo
¢é encontrada nessa forma explicita [1, 2, 3, 27]. Salientamos que a simplificagdo do somatorio
duplo que aparece no cdlculo da intensidade dos campos expressos em harmonicos esféricos

vetoriais sO € possivel devido as Egs. (C.5)—(C.7).

C.2 Funcoes esféricas

A fim de facilitarmos a consulta, separamos as principais relacdes que obtemos entre as
funcgdes esféricas de Bessel e Neumann em secdes correspondentes aos sistemas em que elas

aparecem. As relagdes bdsicas de recorréncia, a partir das quais todas as outras podem ser
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derivadas, sdo resumidas nas equacoes [37, 62]

2n4+1)z(p) = pza-1(p) +Pzat1(p) ; (C.8)
2n+1)z,(p) = nza—1(p) — (n+ 1)zps1(p) ; (C.9)
Pz, (P) = Pza-1(p) — (n+1)za(p) ; (C.10)
P1z,(P) = nza(P) —Pzat1(p) (C.11)

onde z,, pode ser quaisquer das funcdes esféricas de Bessel (j,) ou Neumann (y,). Note que as

Egs. (C.10) e (C.11) podem ser obtidas das Eqgs. (C.8) e (C.9).

C.2.1 Esfera homogénea

Considere a fungdo de Ricatti-Bessel y,,(p1) = p1j.(p1), onde p; = mkr. Podemos mostrar,
a partir das relacdes de recorréncia (C.8) e (C.9) para z, = j, que
FACHSACH]
p1]? p1]?

Ainda, usando a Eq. (C.8), obtemos facilmente a relacdo de recorréncia

(1) 22 PL = G i OOF + (1 Dl (P (€12

Cn+1)2ja(p0)1* = 1p1 *{jna1 (P[> + L1 (P1)[* +2Re[ju—1(p1) jus1(PP]} - (C.13)

A importancia da Eq. (C.12) s6 é manisfeta quando tomamos as contribui¢des radial [|E1,|?]
e angulares [|Ejg|* + |E1o|*] para a energia interna, expressas na Eq. (3.30) da Secdo 3.4, e as
juntamos no cdlculo da energia elétrica (ou magnética) total. A razdo disso é que, na integracao
das intensidades dos campos na varidvel radial, surgem integrais envolvendo produtos de fun-
coes de Bessel pela sua conjugada complexa, uma das quais possui solu¢do analitica e é dada
por [37]

LT TIRPSRNT SR y*jn(y)jil(y*)} o3 g2 {yA (y)}
/Odl’l’ }Jn(plﬂ =2a Rel V2 y72 =2a’|jn(y)|"Re yZI_ 2|’ (C.14)

onde py = mkr, y = mka # y*, An(y) = j,(y)/jn(y) € o asterisco indica a conjugacdo das va-
ridveis complexas: 1 < —1, sendo 1> = —1. As pricas indicam diferenciacio com respeito ao
argumento entre parénteses e assumimos que Im(m) # 0, ou seja, hd absor¢do eletromagnética

no meio. Essa integral, na verdade, € um caso particular da equacao [37]

| 197 =pi2) = (o B+ 1) (o= BY] drap) s (p1)

= a |y Jab)ip07) —¥ia0)ig0M)] . (€19)
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onde o e B, no presente contexto, sdo nimeros inteiros. Em termos de fungdes de Bessel
cilindricas, as Egs. (C.14) e (C.15) sdo estabelecidas na Ref. [37]. Aqui, a fim de tratarmos
apenas com fungdes de Bessel esféricas, empregamos a relagdo /2p1jn(P1) = v/Ty41/2(P1)
[62]. Em particular, a Eq. (C.15) pode ser obtida das Egs. (C.8)—(C.11). Uma maneira facil de
verificarmos isso é derivarmos, na forma indefinida, a Eq. (C.15) com respeito a r e usarmos as

relagdes de recorréncia (C.9) e (C.11).

A Eq. (C.14) € a mesma que aparece no trabalho de Bott e Zdunkowski [24] em termos das
funcdes de Bessel cilindricas J,. De fato, um dos trunfos da Ref. [24] € aplicar essa relagdo
no célculo analitico da energia eletromagnética média no interior de uma esfera ndo magnética.
Como caso particular, supondo que o indice de refracdo relativo m seja real (m = m*), a regra

de L'Hospital aplicada a integral definida (C.14) para y* — y fornece

3
/ dr rj3(p1) [Jn(y)_]'nfl(y)jnnLl()’)] : (C.16)

onde usamos as relagdes de recorréncia (C.10) e (C.11) para simplificarmos as derivadas. Note
que nosso objetivo em obter relacdes como as expressas nas Egs. (C.12) e (C.13) estd vinculado
aresolugdo analitica da integral na Eq. (C.14). Para simplificarmos nossa nota¢do, definimos na
Segdo 3.4 a fungdo I,(y) = [¢ drr?|ju(p1)]/a’, que, como podemos observar, depende apenas

das grandezas adimensionais y e y*.

C.2.2 Esferas concéntricas

Para o cdlculo da energia eletromagnética no interior de duas esferas concéntricas, devemos
considerar tanto a funcdo esférica de Bessel quanto a de Neumann, como descrito na Secao 4.1.
Portanto, as expressoes que calculamos aqui s3o mais gerais que as da Secdo C.2.1 para uma

esfera homogénea.

Usando a mesma notagio do Capitulo 4, considere a situagdo em que m, # mj‘] (g=1;2).
Assim, seguindo a Ref. [37], podemos escrever uma expressdo mais geral que a Eq. (C.14),

dada por

- _ r=I
L o P Pgan(Pe)Zn(Py) — Pz (Pg)Zn(Py)
1 q q

r:ll

onde z, e Z, podem ser quaisquer fun¢des esféricas de Bessel ou Neumann, e 1,/ € IR sdo os

limites de integrag@o. Para situagdo na qual my = my (¢ = 1,2), usando a regra de L'Hospital e
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as relagdes de recorréncia expressas nas Egs. (C.10) e (C.11), obtemos

r=lp
I 3
. dr rzzn(pq)zn(pq) = 4 [2Zn(pq)zn(pq) —Zn—1 (pq)ZnJrl (pq) _Zn+1(pq)zn—1 (pqﬂ
1
r=I
(C.18)
De maneira andloga a Secao C.2.1, obtemos das Egs. (C.8)—(C.11) as relagdes
Jn(P2)yn(P3) — W(P2)%n(P3) 1 : "
nn+1 — = nj, n
( ) ‘p2|2 ‘p2|2 (2l’l+ 1) [ J +1(p2)y +1(p2) (C.19)
+ (I’l + l)jn—l (pZ)yn—l (p;)] )
ya(P2)l* |, Ixn(P2)I? 1 2 2
1 = " )|yn— , C.20

onde py = kar e X, (P2) = —p2ya(p2) € a fungdo de Riccati-Neumann. As Egs. (C.19) e (C.20),
junto com a Eq. (C.12), aparecem no célculo da energia eletromagnética armazenada na ca-
mada esférica concéntrica. Dessas relagdes, torna-se conveniente definirmos a fungdo genérica
Iq(f,f_)(ll,lz) = flllz drrzzn(pq)zn(pZ) /(I3 —13), a qual expressa a solugdo analitica das integrais
nas Eqgs. (C.17) e (C.18).

C.2.3 Esfera opticamente ativa

Considere aqui a mesma nota¢gdo empregada no Capitulo 5. Usando as relacdes recorréncia

(C.8)—(C.11), podemos obter uma expressao similar a Eq. (C.12) da Se¢ao C.2.1:

D) 04 1) u(pL) n(PR) W (PLIVAPR)] = iner (PL) s (P)
PLPR (C.21)

+ (n + 1)jn—1 (pL)jn—l (p;({) :

Da mesma maneira, para ma # my, onde A e B podem ser tanto L quanto R, temos a

integral [37]

a * ./ *
/ dr r ju(P)jn(PB) = 2Re [yB]”gyA)Jjjz(yB)] , (C.22)
0 YA — VB

onde yp = max e yg = mpx. Para mp = my, obtemos a expressdo

1

/Oa dr 2, (pa)jn(PB) = 5 [in () = jn1(3)jns1 ()] -

As integrais aqui definidas sdo praticamente as mesmas que as associadas a energia interna no

espalhamento de Lorenz-Mie. Uma vez mais, definimos, por simplicidade, a funcao In(AB) =

J5drr ju(pa)jn(pp)/a.
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C.3 Funcoes cilindricas

As principais relacdes de recorréncia entre as fungdes de Bessel e Neumann cilindricas, as

quais sdo usadas na simplificagdo de expressoes e cdlculos, podem ser resumidas nas equagdes

Pl (C.23)
: (C.24)

], (C.25)
]. (C.26)

onde, no presente contexto, n € um nimero inteiro e Z, é quaisquer das fungdes cilindricas
de Bessel (J,) ou Neumann (Y;). Em particular, podemos escrever as Egs. (C.25) e (C.26) de
maneira compacta: Z),(p) = £[nZ,(p)/p — Zn+1(p)]. Note que as Egs. (C.25) e (C.26) podem
ser obtidas a partir das Egs. (C.23) e (C.24). Essas relagdes sdo correspondentes as Eqgs. (C.8)—

(C.11) para o caso esférico, Secao C.2.1.

C.3.1 Cilindro homogéneo

Nesta Secdo, considere a mesma notagdo do Capitulo 6. Por razdes computacionais, é

conveniente considerarmos a derivada logaritmica [1]:

Jl

D.(p1) = JESS (C.27)
1 1

Dui(p) = 2 —— (C.28)

pi (n/p1)+Du(p1)

Sendo py(r) = kr\/m? —cos?{ e m = p1(a), as principais relagdes usadas no célculo da energia

eletromagnética armazenada em um cilindro magnético infinito sao

‘ 2 _ 2 T]Dn(ﬂ)
/0 I’dr}-]n(pl)} = 24° |Jn(n)| Re |:T]*2—n2:| , (C.29)
a >
[raron = S hoamham] . ©30
/()ad7rJa(p1)JB(p1) - _“[J“+1(“)JBS12)_—[§<H)JB+1(n)]

Ja(m)Jg(M)
L (o #P) , (C31)

a 2
/0 rdr [[Ja1 (P1) | = us1(p1))?] = 2a’n |J'|l1(11|]2>| _ (C32)
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A parte diferencas de notagio, as Eqs. (C.29)—(C.31) podem ser encontradas na Ref. [37]. Em
particular, a Eq. (C.29), aqui expressa por meio de derivadas logoritmicas, € a mesma usada nas
Refs. [24, 47].

Ainda, das relacdes de recorréncia (C.23) a (C.26), podemos obter

(o) ?
D a (D = Uur (1) = 4n%Re[mDn<pln, ©33)
2
et (DR 4 Mt (PP = 2Mn(on)? wfwrz)n(pmz] . (©34)

Para quaisquer duas funcdes A e B, por meio das Eqgs. (C.33) e (C.34), € possivel mostrar que

2 2
2{aso) -804 2w ) o) =y a(p) (4 B s () A+ B)P
) ) (C.35)
2‘AJ,’1<p)+B’””T(p> +2 AanT(p) —BJ,(p)| = (|47 +[BP) [n-1(P)I* + us1(p)]

—4Im (AB") Im [Jnr1 (P)Jn—1(P")] -

(C.36)
As Egs. (C.35) e (C.36) sao originais e aparecem no célculo da energia eletromagnética média
interna ao cilindro associada as componentes (7,0) [|E1,|> + |E1¢|*] do espalhamento em inci-
déncia obliqua. Essas equagdes nos permitem escrever a energia interna em fungdo das integrais
(C.29), quando m # m*, e (C.30), quando m & real. A semelhanca dos Capitulos para espalha-
dores simetricamente esféricos, definimos para o cilindro a fungdo I,(n) = [¢ drr|J,(p1)|*/a?,
onde omitimos a dependéncia de 7, com relacdo a n*. Nos cdlculos da energia, empregamos

ainda a relacdo J)(p) = —Ji(p) [62].

C.3.2 Cilindros concéntricos

O célculo da energia interna associada a dois cilindros magnéticos concéntricos (sob inci-
déncia obliqua) é o mais complicado entre os cdlculos que desenvolvemos nesta dissertagao.
Duas relagdes importantes para esse calculo, as quais generalizam as Egs. (C.33) e (C.34) apre-
sentadas na Sec¢do anterior (cilindro homogéneo), podem ser obtidas das Egs. (C.23)—(C.26).

Sem entramos nos detalhes dos cdlculos, e sendo A, B, C e D quatros funcdes quaisquer, obte-
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2 Anjnép) —BJ;(p)+CnY”F() ) _py'(p) 2+2‘AJ;(p)—BnJ”ép) () — D 2P :
= [(A=B)Ju1(p)+(C=D) Y, 1(p) > +[(A+B) Jus1(p) + (C+D) Yur1 (p)
(A= B)Jut () + 1(C— D) Y1 (92 +2Re (A — B) (C* — D) Jo1(p) Y1 (p°)]
A+ B)Js1 () 1(C+ D) Yy 1 (9) 4+ 2Re [(A + B) (C* + D) Jus1(9) Yo (p7)]
(C.37)
2 2
220 )+ n™2) )| 42 asyp)-+ B 1 cxp) 4 D)
= (|AP+[BP) [[a-1(p)[* + Mm(P)!Z} +(ICP +[DP) [[Ya-1(p) > + [Yar1 (P) ]
+2Re{ (AC* 4+ BD*) [J,,—1 ( 1(P*) +Jus1(P)Yur1 (p7)] }
+2Re{(AD" — BC*) [Jm a1 (P7) =Tt 1 (P)Ya1 (P7)] }
—4Im (AB*) Im [Jy—1(p)Jn+1(p")] — 4Im (CD*) Im [Y,,—1 (p) Y11 ()]
(C.38)

As quais sdo expressdes usadas no cdlculo das contribuigdes (r,0) [|Ea-|* +|E29|?] para a energia
interna média na camada cilindrica concéntrica sob incidéncia obliqua. Uma vez mais, nosso
objetivo em determinar expressdoes como as Egs. (C.37) e (C.38) estd vinculado as integracdes
na varidvel radial das intensidades. Neste caso em particular, seguindo a Ref. [37] e usando a
mesma notagdo do Capitulo 7, para m, # mjl (g = 1;2), temos a integral

r=lp

, (C.39)

2 o T 1P5Za(0g)Z1(P}) — PaZs(Pg) Zn(P7)
dr an(pq)Zn(pq) — [ q q 2q_ *Zq q q }
I Pz~ Pq

r=l

onde Z, e Z, sdo funcdes de Bessel ou Neumann cilindricas, e [1,l, € IR sdo os limites inferior

e superior de integrag@o. Na situagdo em que m, = my, a Eq. (C.39) pode ser reescrita como

b 2 r=b

dr rZ, (pq)zn(pq>

L :z[2Zn(pq)Zn(pq) Zn-1(Pg)Zn+1(Pg) = Zn+1(Pg) Zn-1(py)

r=l

(C.40)

As Egs. (C.39) e (C.40) s@o andlogas as Egs. (C.17) e (C.18) da Secdo C.2.2, respectivamente.
Para simplificarmos a notagéo, definimos a fungédo Iq( p )(ll )= fllf drrZ,(pg)Za(p;)/ (B-1).
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