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Resumo

Esta monografia trata do estudo de Pontos de Galois associados a uma
curva algébrica projetiva plana de grau 4 sobre um corpo de caracteristica
zero. A nogao de ponto de Galois associado a uma curva algébrica projetiva
plana surge quando se projeta a curva sobre uma reta a partir de um ponto
que é o centro de projecao, sendo ambos, a reta e o ponto, situados no
plano da curva. H& duas situagoes distintas possiveis: O ponto estd sobre
a curva, neste caso o denominamos ponto interno. O ponto esta fora da
curva, neste caso o denominamos ponto externo. Um ponto (interno ou
externo) é chamado ponto de Galois associado a curva se a extensao de corpos
correspondente ao corpo de fungoes da curva sobre o corpo de fungoes da reta
de projecao é uma extensao galoisiana. Neste trabalho, estudamos os pontos
de Galois externos de uma quartica plana e o grupo de Galois associado ao
fecho normal dessas extensoes no caso em que elas nao sao galoisianas.



Abstract

This dissertation is concerned to the study of the properties of Galois
points for an algebraic projective plane curve of degree 4 on zero characteristic
fields. Galois points associated to algebraic projective plane curves arise from
the projection of the curve over a projective line from a point which we call
the center of projection, both, the line and the point, placed in the plane
of the curve. There are two different possible situations: The point is on
the curve, and in this case we call it an inner point. The point is outside
the curve, and in this case we call it an outer point. A point (inner or
outer one) is called a Galois point for the curve whenever the extension field
corresponding to the function field of the curve over the function field of the
projection line is a Galois extension. In this dissertation we study the outer
Galois points for a quartic plane curve and the associated Galois group of
the normal closure of these extensions in case they are not Galois extensions.
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Introducao

Esta monografia tem como objetivo central estudar pontos de Galois ex-
ternos de uma curva plana projetiva de grau 4, que denominaremos por
quartica. O estudo sistematico de pontos de Galois associados a curvas
algébricas projetivas, e mais geralmente, a variedades projetivas quando a
situacao é pertinente, comegou em 1996 com Hisao Yoshihara. No caso de
curvas, esta nocao de ponto de Galois surge ao projetarmos uma curva plana
irredutivel sobre uma reta (do plano) a partir de um ponto que é denomi-
nado centro de projecao e que pode ou nao estar sobre a curva. Esta projecao
induz uma extensao finita de corpos, a saber, o corpo racional associado a
reta é visto como um subcorpo do corpo de funcoes da curva. Quando esta
extensao é galoisiana o centro de projecao é chamado de ponto de Galois as-
sociado a curva. Se este ponto estd na curva ele é chamado ponto de Galois
interno e se esta fora da curva ele é chamado ponto de Galois externo. Os
pontos de Galois internos de uma quartica sao mais simples de serem estu-
dados pois, neste caso, tem-se uma extensao de corpos de grau 3. Este caso
foi abordado na monografia de mestrado de P. M. Silva em [15]. No caso
de pontos externos, a extensao de corpos tem grau 4. Neste caso precisamos
estudar os possiveis subgrupos do grupo de permutacoes S, que podem surgir
como grupos de Galois de um polinomio irredutivel de grau 4.

Para sermos mais precisos e comecarmos a introduzir a linguagem, con-
sideramos C' uma curva projetiva plana nao singular sobre um corpo algebri-
camente fechado k de caracteristica zero. Seja d o grau de C' e seja mp uma
projecao de C' sobre uma reta [, com centro de projecao num ponto P. Esta
projecao induz uma extensao de corpos k(C) | k(I). No caso em que P esta
sobre a curva temos que o grau de k(C') sobre k() é igual a d —1 ese P é
um ponto fora da curva entao o grau dessa extensao é igual a d.

Nesta dissertacao estudaremos o caso em que o grau [k(C) : k(I)] ¢é igual
a 4, isto é, o caso em que C' é uma quartica e P esta fora de C'. Quando a
extensao k(C) | k(1) for galoisiana o ponto P é chamado um ponto de Galois
associado a C.

Quando k(C) | k(I) ndo é galoisiana, isto é, quando o ponto P tomado
para centro de projecao nao é um ponto de Galois, consideramos o fecho nor-
mal Lp da extensao k(C) | k(I) (num fecho algébrico de k(I)). O resultado
principal da dissertacao é o Teorema 7 da seccao 3.2 que descreve completa-
mente os possiveis grupos de Galois de Lp | k(I) que ocorrem. Como o grau
da extensao k(C) | k(I) é igual a quatro os grupos de Galois de Lp | k(I) que
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podem ocorrer sao subgrupos do grupo de permutagoes de 4 objetos Sy. O
estudo explicito desses subgrupos é o objeto do capitulo 3 da dissertagao e o
teorema principal desse capitulo é o Teorema 5 da secgao 2.1.

O capitulo 3 da dissertagao estd baseado no trabalho de Miura, K. e
Yoshihara, H. de 2000, em [11], que foi o primeiro trabalho publicado intro-
duzindo a nocao de pontos de Galois. Neste trabalho é estudado o corpo de
funcoes de uma quértica nao singular em caracteristica zero.

Posteriormente, a nocao de pontos de Galois foi generalizada, também por
Yosihara e outros autores, para outros contextos tais como hipersuperficies
e subespagcos de Galois. Paralelamente, o assunto tem despertado interesse
especialmente para o caso de corpos de caracteristica positiva. Para citar
dois exemplos:

1. No caso da curva hermitiana em caracteristica p prima, o conjunto
dos pontos de Galois internos coincide com o conjunto dos pontos racionais
da curva (Veja a referéncia [6]). A curva hermitiana é uma curva maximal
no contexto da teoria de pontos racionais pois atinge a cota de Weil para o
nimero de pontos racionais (Veja [18]).

2. No caso de caracteristica zero o nimero de pontos de Galois para curvas
de grau maior ou igual a 4 é limitado por 4. No entanto, em caracteristica
positiva, este nimero pode ser infinito. Recentemente, S. Fukasawa em [3]
apresentou uma classe de curvas com nimero infinito de pontos de Galois.
Esta classe de curva é exatamente uma familia de curvas estranhas racionais
que foi estudada, no inicio da década de 1990, por V. Bayer e A. Hefez em
[1]. Veja também a dissertacao de Mestrado de C. P. C. Chacca em [2].

Para tornar a monografia tao auto-suficiente quanto possivel a organi-
zamos da maneira seguinte. Ela é apresentada em tres capitulos.

O primeiro capitulo é dedicado ao material basico sobre curvas algébricas
projetivas planas. Essencialmente nesse capitulo apresentamos as defini¢oes
iniciais, os conceitos basicos e teoremas classicos que sao utilizados na mono-
grafia. Para esse capitulo a referéncia basica é o livro Algebraic Curves de
W. Fulton [4].

No segundo capitulo apresentamos um estudo dos subgrupos do grupo
S, das permutagoes de 4 objetos que surgem como grupos de Galois de um
polinomio irredutivel de grau 4. Este assunto é clédssico e ja foi muito explo-
rado ha algumas décadas (Veja por exemplo N. Jacobson [8], I. Kaplansky
9] e R. P. Stauduhar [16]). Ele foi abandonado devido ao grande esforco
computacional para manipular exemplos. No entanto, nos dias atuais, com a
popularizacao da Computacao Algébrica é possivel trazé-lo de volta e, even-
tualmente, ser apresentado em disciplinas especificas de Algebra. Esta é,
além da necessidade natural do assunto da monografia, mais uma razao da
sua apresentacao de forma detalhada e justificando um capitulo no trabalho.



12 SUMARIO

Os resultados apresentados no capitulo estao no trabalho de L. C. Kappe
e B. Warren [10]. No final do capitulo sao apresentados alguns exemplos
bésicos.

O capitulo 3 trata do assunto central da monografia. Nele apresentamos
o teorema principal do trabalho que ¢ o Teorema 7 que ja comentamos acima.
Além disso, como no capitulo 2, no final do capitulo sao apresentados exem-
plos ilustrativos que afirmam a teoria apresentada. A referéncia aqui utilizada
é o trabalho de K. Miura e H. Yoshihara [11] que é o trabalho inicial dessa
teoria.



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns conceitos e resultados
bésicos sobre curvas algébricas necessarios para o desenvolvimento do as-
sunto tratado na dissertagao. Neste contexto de curvas algébricas estaremos
admitindo que o corpo de base k é algebricamente fechado e de caracteristica
zero. Os resultados apresentados aqui neste capitulo estao, essencialmente,
no livro Algebraic Curves de W. Fulton [4]. Os resultados das secgdes 1.3 e
1.4 podem ser encontrados em M. Namba [12] ou em H. Stichtenoth [17].

1.1 Espaco projetivo e curvas projetivas

Seja k um corpo e n € N. O espaco afim n-dimensional ou o n-espaco
afim sobre k é o conjunto

A" =A"k)={(a1,...,a,) | a; € k}.

Naturalmente, como conjunto, A" (k) é o mesmo que k™. No entanto, de
acordo com a nomenclatura cléssica, no contexto dos conjuntos algébricos,
nao se privilegia a estrutura vetorial de k", e isto é feito alterando o nome
e a notacao desse conjunto. A! é chamado de reta afim e A? é chamado de
plano afim.

O espaco projetivo é obtido da maneira seguinte. Defina no espaco afim
(n+1)-dimensional a relagao de equivaléncia seguinte: Se P, Q € A"\ {0},
declaramos que P ~ () se existe A € k, A # 0, tal que Q = AP. A classe de
equivaléncia de um elemento P = (aq,...,a,) € A"\ {0} é representada
por P=(ag:aj:...:a,).

O FEspaco Projetivo n-dimensional é entao definido como sendo o conjunto
quociente dessa relagao de equivaléncia, a saber,

P*=P"(k)={(ap:a1:...:a,) | a €k, sdo nao todos nulos }.

13



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Nos permitimos o abuso de linguagem usando a mesma notacao para designar
por P os pontos de P" a saber, P = (ag:aj :...: ay,).

Para cada i, 0 <i<n,sejalU; ={(ap:...:a;:...:a,) € P"|a; =1},
Entao estes conjuntos U; cobrem P”, isto é,

O conjunto H, = P* \ U, = {(ap : a1 : ... : ap—1 : 0) € P"} é chamado
de hiperplano no infinito e os pontos P € H, sao chamados de pontos no
infinito do espago projetivo P".

Para cada 7, 0 <14 < n, a aplicagdao ¢; definida por

(a1,a9,...,a,) = (ag:...: Qp_1:1:Gpy1 ... ay)

é bijecao e, portanto, a funcao ¢; fornece n+1 copias de A" em P*. Sen =1
chamaremos o espaco projetivo P! de reta projetiva e se n = 2 chamaremos
P? de plano projetivo. Assim P? pode ser visto como o conjunto de retas do
espaco afim tridimensional A% que passam pela origem.

De uma maneira mais geral e completamente analoga é possivel definir
o espago projetivo associado a um espaco vetorial V de dimensao arbitraria
sobre um corpo k.

O objetivo central da Geometria Algébrica é o estudo de conjuntos de
zeros de familias de polindmios com coeficientes em k. Vamos comentar
alguns conceitos e resultados neste contexto.

Uma curva algébrica plana projetiva é uma classe de equivaléncia de
polinémios homogéneos nao constantes do anel k[X, Y, Z] que identifica dois
polinomios quando um é multiplo constante nao nulo do outro. Seja

f=fo+tfi+-+fi€k[X)Y]

um polinomio de grau d nas indeterminadas X e Y sobre k, escrito como
soma de componentes homogéneas, isto é, cada f; é um polinomio homogéneo
de grau ¢, com f; # 0. A homogenizacio do polinomio f é o polindmio
homogéneo de grau d em k[X,Y, Z] obtido da seguinte forma:

XY
f*(Xa Y7 Z) = fOZd + f1<X7 Y>Zd_l +e fd(X7 Y) = de <E7 E) .
O subconjunto {(a:b:c) € P? | f*(a,b,c) = 0} de P? claramente contém
o conjunto dos zeros de f em A% quando olhamos A? contido em P? pela
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imersao (x,y) < (z :y : 1). Além disso, os pontos de P? que estao
no conjunto de zeros de f* e que nao estao no conjunto de zeros de f sao
exatamente os pontos no infinito de P? que sao zeros de f*.

A seguir fazemos alguns comentéarios sobre interseccoes de curvas
algébricas planas. Para definir o indice de interseccao ou a multiplicidade
de interseccao de duas curvas algébricas planas temos duas formas classicas,
a primeira ¢ via codimensao do ideal gerado pelas equagoes das duas curvas
no anel de polindmios localizado no ponto em questao. A segunda forma uti-
liza a resultante de dois polindmios e, neste caso, é necessario um trabalho
cuidadoso de escolha do sistema do coordenadas para perfazer a computacao.

As duas definicoes satisfazem os axiomas que determinam unicamente
o indice de interseccao de curvas planas projetivas, que de fato, fornecem
um algoritmo efetivo para a sua determinacao. Estes axiomas, como citado
inicilmente, podem ser encontrados em [4].

Se C' e D sao duas curvas planas projetivas vamos denotar o indice de
intersecgao de C' com D num ponto P € P? por I(P,C - D). Este indice de
interseccao ¢ um numero inteiro nao negativo ou oo, sendo que

I[(P,C-D)=0 <& P¢CND e

I(P,C- D) =0
T

P pertence a uma componente comum de C' e D.

Seja C' uma curva plana projetiva e P € C. A multiplicidade de P em
C, que denotamos por me(P), é definida como sendo o menor indice de
interseccao obtido ao intersectar C' com retas que passam por P, ou seja,

me(P) = min{l/(P,C - L) | L éuma retae P € L}.

Se mqa(P) = 1 dizemos que P é um ponto simples ou ponto regular ou ainda
ponto nao singular de C'. Caso contrario, dizemos que P é um ponto multiplo
ou ponto singular ou ainda uma singularidade de C. Se ma(P) = 2 dizemos
que P é um ponto duplo de C. Se mc(P) = 3 dizemos que P é um ponto
triplo de C.

Seja f € k[X,Y] uma equagao afim para a curva C'. Podemos escrever, de
maneira unica, f = f, + fmt1+ -+ f4, onde f; é um polinomio homogéneo
em k[X,Y] de grau i e f,, # 0. Neste caso é facil verificar que m é a
multiplicidade de C' em P = (0,0). Assim, através de uma mudanca de
coordenadas, podemos ler facilmente a multiplicidade de um ponto de uma
curva numa de suas equagoes afins. Dizemos que uma reta T é uma reta
tangente a C em P se I(P,C-T) > m¢(P). Caso contrario, dizemos que 1" é



16 CAPITULO 1. PRELIMINARES

uma reta transversal a C'em P. O nimero de retas tangentes a C' em P é no
méximo m e, supondo P = (0,0), as equagoes afins das retas tangentes a C'
em P sao dadas pelos fatores lineares do polinomio homogéneo f,,. Assim,
se P é um ponto regular entao ha uma tnica tangente a C' em P. Neste caso
vamos denotar esta reta tangente por Tp. Um ponto P € C' é dito um ponto
maltiplo ordindrio de C' se ha exatamente m = m¢(P) tangentes distintas a
C em P. Um ponto duplo ordinario é chamado de no.

Dizemos que P € C' é um ponto de inflexao de C' se P é um ponto regular
de Ce I(P,C-Tp) > 3. Neste caso dizemos que T é uma tangente inflezional
de C. No caso em que I(P,C-Tp) = 3 dizemos que P é um ponto de inflexdo
ordindrio e que Tp é uma reta tangente inflexional ordindria. Observe que
um ponto de inflexao é um ponto nao singular. Naturalmente que se P € C
¢ um ponto singular de C' entao, segue da definicao que, para qualquer reta
L passando por P, tem-se [(P,C - L) > 2.

Uma observacao também interessante é que no Calculo Diferencial usual
os pontos de inflexdao de uma curva dada pelo grafico de uma funcao duas
vezes diferenciavel sao aqueles pontos onde a segunda derivada muda de
sinal. Geometricamente, isso significa que a concavidade da curva muda. No
contexto de curvas algébricas, para curvas dadas por graficos de funcoes, os
pontos de inflexao sao pontos onde a segunda derivada se anula. Por exemplo,
P = (0,0) é um ponto de inflexdo de Y = X3 em ambos os contextos, mas
¢ ponto de inflexao de Y = X* apenas no contexto de curvas algébricas. No
contexto de curvas algébricas, um ponto de inflexao significa simplesmente
que a reta tangente tem intersecgao alta com a curva no ponto (nao singular)
em questao.

1.2 O corpo de funcoes de uma variedade

Vamos apresentar agora alguns resultados basicos sobre variedades afins
e os seus morfismos. A referéncia basica para os fatos listados é [4].

Seja F' € k[X1,...,X,] um polinébmio em n indeterminadas sobre k. Um
ponto P = (ai,...,a,) € A"(k) é um zero de F'se F(P) = F(ay,...,a,) = 0.
Se F' nao é constante, o conjunto de zeros de F' é chamado de hipersuperficie
definida por F', e é denotada por V(F'). Naturalmente uma hipersuperficie
em A? ¢ uma curva plana afim. Se F' ¢ um polinémio de grau 1, V(F) é
chamado de hiperplano em A™.

Um conjunto X C A" é um conjunto algébrico afim, ou simplesmente um
conjunto algébrico, se X = V(S) para algum S € k[X;,...,X,]. SeI éo
ideal de k[ X7, ..., X,] gerado por S entao V(S) = V(I). Assim todo conjunto
algébrico de A" é o conjunto de zeros de um ideal. Além disso, o Teorema
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da Base de Hilbert garante que todo ideal de k[X7,...,X,] é finitamente
gerado. Assim, os conjuntos algébricos de A™ sao intersecgoes finitas de
hipersuperficies. Os subconjuntos algébricos de A" formam a colecao de
conjuntos fechados de uma topologia em A™ que é a topologia de Zariski.

Por outro lado um subconjunto X C A" define um ideal em k[ X7, ..., X,],
a saber:

I(X)={q(X1,...,Xp) € k[Xy,...,X,] | ¢(P) =0 para todo P € X}.

Uma das formas do Teorema de Zeros de Hilbert nos diz que, se J é um ideal
k[X1,...,X,] entdao I(V(J)) = v/J, onde

VJ={F ek[Xy,...,X,] | F" € J para algum n € N}

é o ideal radical de J. Assim, ha uma correspondéncia (bijegao) entre con-
juntos algébricos de A" e ideais radicais de k[X7,...,X,]. Neste contexto,
esta correspondéncia é a principal razao pela qual podemos utilizar ferra-
mentas da algebra para estudar objetos geométricos. Uma variedade afim ou
simplesmente uma variedade em A™ é um conjunto algébrico irredutivel, que
¢ um conjunto algébrico que nao pode ser uniao de dois de seus subconjun-
tos algébricos proprios. Na correspondéncia citada acima, variedades de A"

correspondem a ideais primos de k[X7, ..., X,]. Considere V uma variedade
afim em A" e Iy seu ideal primo. O anel quociente
kX, ..., X,
F[V] _ [ 15 ) ]
Iy

que é um dominio integral, uma vez que Iy é um ideal primo, pode ser visto de
maneira natural como um ”anel de func¢oes”com dominio V' e contradominio
k. Isto é visto da seguinte forma.

Uma funcdo polinomial em V é uma funcao ¢ : V — k tal que existe um
polinémio G € k[X7, ..., X,] satisfazendo

¢(P) = G(P) para todo P € V.

Se dois polinomios F,G € k[X,...,X,] s@o tais que p(P) = F(P) e
¢(P) = H(P) para todo P € V entao F(P) — H(P) = 0 para todo P € V
e, portanto F' — H € I,. Assim, em I'[V] temos F' = H, onde F denota a
classe de equivaléncia de F' moédulo I. A partir dai é facil verificar que ha
um isomorfismo de anéis entre o anel das fun¢ées polinomiais em V' e T'[V].

Dados V C A™ e W C A™ conjuntos algébricos em A™ e A™ respectiva-
mente dizemos que uma aplicacao ¢ : V.. — W é polinomial se existem m

polinémios Gy, ...,G,, € k[Xq,...,X,] tais que
o(P) = (G1(P),...,G,(P)) para todoP € V.
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Neste caso dizemos também que ¢ é uma aplicagao reqular de V em W.
Naturalmente uma aplicacao regular ¢ : V' — W induz um homomorfismo
de anéis ¢* : I'|W]| — I'[V] definido por ¢*(p) = ¢ o ¢. Na verdade, todo
k-homomorfismo de k-dlgebra ¥ : T'[W] — I'[V] é da forma ¥ = ¢* para
alguma aplicacao regular ¢ : V' — W. Assim, existe uma equivaléncia entre
aplicagoes regulares de V em W e k-homomorfismos de k-dlgebras entre T'[W]
e I'[V]. Quando V' é uma variedade, I'[V] é um dominio integral. Podemos
entao considerar o seu corpo de fragoes que neste caso o denominamos de
corpo de fungoes, isto é, o corpo de funcoes de V é o corpo de fragoes de
['[V] que denotamos por k(V'), ou seja:

(V) = {%|g,heF[V],h7§O}.

Observe que quando C' é uma curva algébrica irredutivel, entao C' é uma
variedade algébrica, assim temos definido k(C') como o corpo de fungoes de
C.

Se ¢ = 7 € k(V), em principio ¢ pode nao ser uma funcao de V' em
k devido aos zeros de h. No entanto ¢ é bem definida em P € V sempre
que h(P) # 0. Entao ¢ estd definida fora dos zeros de h que é um conjunto
fechado na topologia de Zariski de V. Por abuso de linguagem e pela tradigao,
mesmo assim, chamamos uma tal ¢ de fun¢ao racional de V em k. Na
verdade, o dominio de ¢ é um aberto de V. Um ponto P € V onde h(P) = 0,
para qualquer representacao ¢ = ¥, é chamado de polo de . Por outro lado,
se h(P) # 0, para alguma tal representacao, dizemos que ¢ é regular em P.

Fixado um ponto P de V', podemos olhar para o conjunto de todas estas
funcoes que estao definidas em P, isto é, o conjunto das funcoes que sao
regulares em P. Isto motiva a definicao de anel local num ponto de uma
variedade V: O anel local de V em P € V é o conjunto

Op(V) ={p € k(V) | ¢ é regular em P}.

E facil ver que T[V] € Op(V) C k(V) para qualquer P € V. Na verdade,
vale que:
IVi= (] Or(V).
pPev

O anel I'[V] pode também ser interpretado como um anel de coordenadas
de V no sentido seguinte. Podemos ver I'[V] como sendo o anel gerado sobre
k pelas fungoes x1, s, . . ., x, onde x; é a classe residual de X; em I'(V') e pode
ser identificada com a fungao que associa ao ponto P = (aq,as,...,a,) € V
a sua i-ésima coordenada a;.

Considere U C V um subconjunto aberto (na topologia de Zariski) de V.
O conjunto das fungoes regulares em todos os ponto de U também é um anel
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que denominaremos de anel das fungoes requlares de U e o denotaremos por
).

Uma aplicagao ¢ : V. — A" é uma aplicacdo racional de V em A" se
O(P) = (p1(P),...,0n(P)), onde @1, ..., ¢, sdo fungdes racionais de V' em k
e P estd na interseccao dos dominios dessas fungoes racionais ¢; em V' para
cada indice 7. Mais geralmente, uma aplicacao racional ¢ : V. — W entre
duas variedades V' C A" e W C A™ é uma aplicacao racional ¢ : V' — A" tal
que a imagem do dominio de ¢ esteja contido em W. Uma aplicacao racional
¢V — W é bi-racional se existe uma aplicacao racional ¢ : W — V tal
que o = Id e 1po¢ = Id nos seus respectivos dominios de definicao. Duas
curvas sao birracionalmente equivalentes se, e somente se, seus corpos de
funcgoes sao isomorfos. Toda curva projetiva C' tem um modelo nao singular
C, isto é:

Se C € uma curva projetiva entdo existe uma curva projetiva nao singular
C' birracionalmente equivalente a C.

Estes fatos, como comentado inicialmente, podem ser encontrados em [4].
Precisamos estar atentos pois, mesmo sendo C' uma curva plana projetiva, o
seu modelo nao singular C' pode néo ser uma curva plana.

Fazemos agora breves comentarios sobre morfismos de variedades. Sejam
V e W duas variedades (nao necessariamente no mesmo espaco afim). Um
morfismo de V em W é uma aplicacao f : V — W que satisfaz:

1. f é continua (na topologia de Zariski).

2. Para cada aberto U de W, se ¢ € I'(W), entao
frle)=po fel(f(U)).

Em palavras, f* transforma aplicacoes regulares de W em aplicagoes regu-
lares de V. O diagrama abaixo ilustra a condi¢do (2) acima.

f
\% — W

pof "
k
Seja f : " = D um morfismo nao constante de curvas projetivas nao

singulares, correspondente a um homomorfismo de corpos (portanto injetor)
f*de k(D) em k(C). Portanto, podemos ver k(D) C k(C'), isto é, k(C) é uma
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extensao do corpo k(D). O grau desta extensao, [k(C') : k(D)], ¢ denominado
o grau do morfismo f e é denotado por deg(f), isto é, deg(f) = [k(C) : k(D)].

Sejam P € C'e Q = f(P) € D pontos regulares de C' e D respectivamente.
Os anéis locais Op(C) de C em P e Op(D) de D em @ sao dominios de
valorizagoes discretas e ha um homomorfismo canonico f* : Og(D) — Op(C)
de anéis locais, induzido de forma andloga ao que ocorre no caso de anéis
regulares que foi descrito acima. Sejam vp e v as respectivas valorizacoes
de Op(C) e Og(D). Suponha que t € Og(D) seja um pardmetro local em
Q, isto ¢, um elemento em Og(D) tal que vg(t) = 1. O ndmero inteiro
ep = vp(t) é chamado indice de ramifica¢ao de f em P.

e Se ep > 1, dizemos que f é ramificado em P.

e Se ep = 1, dizemos que f é nao-ramificado em P.

Fixe um ponto € D. H&a uma relacao rigida que os indices de rami-
ficagao dos pontos P € C' tais que f(P) = @ satisfazem, a saber

Z ep = deg(f).

Pef~1(Q)

Quando a extensao de corpos k(C) | k(D) é galoisiana, com grupo de Ga-
lois GG, dizemos que f é um recobrimento galoisiano e que o grupo GG age
naturalmente sobre C. Neste contexto vale o resultado seguinte.

Teorema 1 Sejam C' e D duas curvas projetivas nao singulares e f : C' — D
um recobrimento galoisiano de grau d, com grupo de Galois G.

1. Para qualquer o € G, temos f(o(P)) = f(P).

2. 8e PeC eG(P)={oeG|a(P)= P} € o subgrupo de G que deiza
P fizo entdo a ordem de G(P) € igual a ep.

3. Se f(P) = f(P2) entdo ep, = ep,.

4. O indice de ramificacao ep divide o grau d.

1.3 Dois teoremas classicos

Nesta secao vamos considerar C' uma curva algébrica projetiva irredutivel
e f : C'— (' um morfismo birracional do modelo nao singular C'em C. Entao

K (C) = K(C) e vamos denota-lo por K. Como ja observamos anteriormente,
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se P € C entdo o anel local Op de C' em P é um anel de valorizacdo discreta.
Seja vp a sua valorizagao. Considere um ponto P € C. A multiplicidade do
morfismo f em P é o nimero inteiro nao negativo

multp(f) =vpf*(tp)
onde tp é um parametro local de Op.

Um divisor D na curva nao singular C' é uma soma formal finita
D= noQ

onde ng € Z e ng # 0 exceto para no maximo um nimero finito de pontos

Q.

O grau de um divisor é a soma dos seus coeficientes, isto é,

deg ZnQQ :Z ng.

QeC QeC

O conjunto de todos os divisores em C formam um grupo abeliano adi-
tivo (é exatamente o grupo abeliano livre sobre o conjunto é) O divisor
ZQG& ng @ ¢ dito efetivo se ng > 0 para todo ponto ) € C. As
sim, em casos especiais podemos comparar divisores, a saber, escrevemos
dong Q=Y mg Q se ng > mg para todo @) € C.

Suponhamos que C' seja uma curva plana (projetiva irredutivel) de grau
n. Fixe P € C e seja Q € C tal que f(Q) = P. Considere uma outra
curva projetiva plana G (possivelmente redutivel) que nao contenha C' como
componente. Entao a desomogenizagao G, de G, pode ser vista em Op(P?).

Seja g a classe residual de G* em Op(C) C k(C) = k(C). Definimos a ordem
de G em @) como sendo ordq(G) = vg(g). Neste contexto podemos definir o
divisor de G (em C'), e o denotamos por div(G), a saber:

div(G) =Y ordg(G) Q,
QeC
Nesta situacao vale que
I(P,C-G)= > ordg(G)
Qef~1(P)
(Veja [4] pg. 182). Assim, podemos ver que
deg(div(G)) = > _I(P,C-G).

pPcC
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De maneira andloga a discussao acima, dada uma fungao racional nao nula
z € K, podemos também definir o divisor de z, div(z), como sendo

div(z) = Z ordg(z) Q.

QeC

Dado D = ZQeé ng @ em C definimos o k-subespaco vetorial de K =
k(C): .
L(D)={z € K | ordg(z) > —ng para todo @ € C}.

Desta forma uma fungao racional z em K estd em L(D) se div(z) + D > 0,
ou se z = 0. Denotamos a dimensao de L(D) por ¢(D). Os espagos L(D),
quando D varia, codifica propriedades fundamentais da curva C' e o estudo
dessas propriedades é um tema central na teoria de curvas algébricas. Um
exemplo disso é o género de C' que é um invariante aritmético que pode ser
determinado pelos espagos L(D). A dimensao /(D) é finito e se deg(D) > 0
entao (D) < deg(D) + 1. [4]

O género de C é caracterizado pelo teorema seguinte:
Teorema 2 (Teorema de Riemann) Existe uma constante g tal que
(D) > deg(D) +1—-¢

para todo divisor D. Esta constante g € um nimero inteiro nao negativo e €
chamado género de C' (ou de K, ou de C).

De acordo com o género g ha trés classes fundamentais de curvas, a saber:
1. g = 0: curvas racionais.
2. g = 1: curvas elipticas.

3. g > 2: demais curvas.

E possivel mostrar que existe um inteiro positivo N tal que para todo
divisor D com deg(D) > N vale

(D) =deg(D)+1—g
Também é possivel mostrar que se C' é uma curva projetiva plana com

no maximo pontos multiplos ordinarios. Entao o género g de C' pode ser
calculado pela formula:

(n—1)(n—2) B Z rp(rp — 1)‘

9= 2 2

pPeC
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onde n é o grau de C' e rp = mp(C) é a multiplicidade de P em C. Em
particular, para toda curva projetiva plana nao singular de grau n o seu

género ¢é
(n—1)(n—2)

9(C) = 5 :

As retas e as conicas irredutiveis sao exemplos de curvas com género g =0 e
as ctbicas nao singulares possuem género g = 1. Ja as quarticas planas nao
singulares tém género g = 3, observe que nao existe curva plana projetiva
nao singular com género g = 2.

Seja f uma funcao racional sobre a curva algébrica C'. Considere a
aplicacao ¢ : C — P! definida por

p:C — P!
Po= (1:f(P))

Observe que se P é um polo de f, a aplicacao acima nao esta bem definida.
No entanto, neste caso, podemos definir ¢ em P por

1 — (- 1
o(P) (f(P) .1> (0:1)eP.
A aplicagao assim definida é um morfismo e usaremos o termo aplicagao
regular em vez de morfismo algébrico.
Se conhecemos o indice de ramificacao nos pontos de ramificacao P e o
grau d = ) ep da aplicagdo ¢, podemos obter o género de C. Este é o
resultado apresentado no teorema a seguinte:

Teorema 3 (Riemann-Hurwitz) Seja ¢ : C — P! uma aplicagdo reqular
sobrejetiva. Sejam d = grau(¢), ep o indice de ramificagao de ¢ no ponto
de ramificagao P e R = {P € C | P € ponto de ramifica¢ao de ¢}. Entao o
género g de C' satisfaz:

29 —2=-2d+» (ep—1).
PeR

Considere o exemplo seguinte. Seja ¢ a aplicacao regular

¢:PY(C) — PYC)
(ap:ay) ~— (af :al)

Esta ¢ uma aplicagao determinada pela funcao racional 2" = (21)". Para
distinguir as duas retas projetivas, denotemos por (zq : x1) as coordenadas
homogéneas do P'(C) da esquerda e por (yo : y1) as coordenadas homogéneas
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do P'(C) da direita. Como parametros locais para o ponto (1 : 0) podemos

— 1 — N :
tomar r = 2 €Y= o respectivamente, e representamos ¢ por

y=2a".

Assim (1 :0) é um ponto de ramificagao de indice n. Para um ponto (1 : a),
a # 0, tome b tal que b" = a. Podemos usar os parametros locais s = x — b
para (1 : b) et = y — a para (1 : a). Assim, temos ¢ representada por
t=—a+(s+b)" e (1l:b) ndo é um ponto de ramificagdo. No ponto (1 : 0).
Fixando u = i—? ev= z—i’, representamos ¢ por

v=1u .

Isto mostra que (0 : 1) é um ponto de ramificagdo de indice n. Como o
grau de ¢ é n, temos assim —2n + 2(n — 1) = —2, e portanto, a férmula de
Riemann-Hurwitz é verificada.

A férmula de Riemann-Hurwitz generalizada é dada pelo teorema:

Teorema 4 (Generalizacao do Teorema de Riemann-Hurwitz)
Seja ¢ . C'— C uma aplicacao reqular sobrejetiva, onde C' e C' sdo curvas
algébricas de género g e g respectivamente . Entao

20 —2=d(29—-2)+ Y (e;—1)

onde d € o grau de ¢ e cada e; € o indice de ramificacao de ¢ nos pontos de
ramificacao P; de ¢.

Além dos teoremas de Riemann e de Riemann-Hurwitz vamos precisar
utilizar dois resultados que podem ser encontrados em [13]. Sao eles:

Proposicao 1 : Seja G um subgrupo transitivo do grupo simétrico S, que é
gerado por ciclos de ordem prima.

1. Se G contém uma transposicao entio G = S,

2. Se G contém um 3-ciclo, entao G = A, ou G = S,, onde A, € o
subgrupo de S,, das permutacoes pares.

Proposicao 2 : Seja f : C — P! um recobrimento galoisiano reqular com
grupo de Galois G, ndao ramificado no co. Entdao G € gerado pelos subgrupos
inerciais de pontos finitos e seus conjugados.
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1.4 Projecoes em espacos projetivos

Sejam E e E’ dois subspacos lineares disjuntos de P" de dimensoes m e
n —m — 1 respectivamente. Seja P € P"\E e vamos considerar o espago
linear L = (F, P) gerado por E e P. Este espago intersecta E’ em apenas
um ponto, e define portanto uma aplicagao racional

g P* — F
P — LNFE

que é regular em P"\ E. Podemos escolher, adequadamente, coordenadas em
P™ de tal maneira que

TH pn — £’
(Pop:P:...:P) — (Fo:...: Py py1:0:...:0)
onde o espaco E é dado pelas equagoes Xo = X;=...=X,,,,.1=0¢eo0
espaco E’ pelas equagoes X, = Xpomy1 = ... = X, =0.

Se X é uma variedade qualquer de P", que nao estd contida em FE, a
restricao de mx a X também define uma aplicacao racional 7 : X — E'.
Quando E N X = (), esta aplicacao é regular.

Seja C' uma curva em P" e P um ponto regular de C'. Entao o anel local
Op(C) é um anel de valorizacao discreta. Seja vp a sua valorizagdo. Se L é
um subespaco linear de P", definido por formas lineares [y, [1,...,[,, entao o
indice de interseccao de C' com L em P é o inteiro nao negativo

I(P,C - L) = min{vp(ly),...,vp(l,)}

Considere um subespago linear E de P, como acima, tal que C' ¢ E. Temos
entao a proposicao seguinte:

Proposicao 3 Sejam P um ponto reqular de C' e L = (E,P). Se P ¢ E e
ep € o indice de ramificagdo de g em P, entdo

ep=1I(P,C-L)

Demonstracao: Sejam Ly, Ly, ..., L,_,,_1 formas lineares que definem o sub-
espaco linear L. Como E C L e tem codimensao 1 em L, existe uma forma
linear L,,_,, tal que Lg,..., Ly,_m_1, Lp_p, definem E. Tem-se entao que a
projegao g : C' — P"™™ é dada por

me(P) = (Lo(P):...: Ly m1(P): Ly_n(P))

e portanto mg(P) = (0 : ... : 0 : L,_n(P)). Defina Y := 7g(C). Seja
apXo + -+ + @p—m-1Xn_m—1 um hiperplano genérico que passa por mg(P).
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Sendo o hiperplano genérico, ele é transversal a curva Y em 7g(P), e a sua
imagem em Op(mg(P)) é um parametro local t' de Y em mg(P). Seja t um
parametro local em P e suponhamos que P € U N (', onde U é o aberto
X, # 0. Denote por

XO Xn—l
l'o(t) - X_n, . 7xn(t) - Xn 5
em Op(C), temos
’/TE(t/) = ’/TE(O'OXO R anfmlenfmfl)

= aoLo(zo(t),...,xn—1(t),1) + -+ + @n—m-1Ln—m—-1(xo(t), ..., Tn_m-1(t),1).

Sendo o hiperplano genérico, temos que

ep = ordi(agLo(xo(t),...,zn—1(t), 1)+ -+ an—m-1Ln—m-1(x0(t),. .., 2n_1(t),1))

= minizoﬁ__,n_m_l{ordi(Li(xo(t), e ,Jin_l(t), 1))} = I(P7 C- L)

Corolario 1 Seja P um ponto regular de C' e TpC' a reta tangente a C' em
P. O ponto P € ponto de ramifica¢io de wg se, e somente se, TpC N E # (.

Um caso especial é quando o espaco E tem dimensao m = 0, isto é, a
projecao é centrada num ponto. Este é o caso que estamos estudando neste
trabalho. Observe que qualquer projecao pode ser obtida através de uma
sucessao de projecoes a partir de pontos.



Capitulo 2

O Grupo de Galois

Neste capitulo vamos fazer uma descricao completa dos possiveis grupos
que ocorrem como grupos de Galois para fechos normais de extensoes de
corpos de grau quatro em caracteristica zero. Isto serd fundamental para o
estudo dos pontos de Galois externos das curvas quérticas em P?. Durante
todo este capitulo, como antes, vamos supor K um corpo de caracteristica
ZEero.

A questao da determinagao do grupo de Galois de um polinomio a partir
de seus coeficientes é um assunto cldssico e despertou interesse ao longo do
século XX. Ha trabalhos de matematicos como O. Holder, W. Krull e B. L.
Vander Waerden que apresentam algoritmos para isto. Os métodos que 14
aparecem sao muito trabalhosos e de pouco interesse pratico. No entanto,
mais recentemente, com a chegada da computacgao algébrica este assunto tem
despertado interesse.

2.1 O critério

O teste que apresentamos a seguir pode ser usado para determinar o
grupo de Galois de qualquer polinomio irredutivel de grau 4 sobre qualquer
corpo de caracteristica zero. Ele é baseado no mesmo método de reducao
para determinar o Grupo de Galois de um polinomio de grau trés utilizado
por 1. Kaplansky [9]. No entanto evitamos a necessidade de verificar a irre-
dutibilidade do polinémio sobre extensoes do corpo de base para distinguir
entre os casos dos grupos de Galois ciclicos e diedrais.

Estamos interessados em estudar o fecho normal de uma extensao de
grau quatro de K, portanto, naturalmente, K nao é algebricamente fechado.
Outra observacao que também ¢é imediata é que os possiveis grupos de Galois
que irao surgir sao subgrupos de Sy, o grupo das simetrias de 4 objetos, cuja

27
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ordem ¢é 24.

Este assunto é antigo e pode ser encontrado em alguns textos classicos
de Algebra. Recentemente foi publicado o artigo de L. Kappe e B. Warren
[10], no qual estamos nos baseando. A razdo de incluirmos este assunto na
dissertacao é para torna-la auto-suficiente em relagao a este topico.

Seja L uma extensao de grau 4 de K e seja M o seu fecho galoisiano
(em algum corpo algebricamente fechado que contenha K). Pelo teorema
do elemento primitivo, existe um elemento o € L, de grau quatro, tal que
L = K(a). Seja p(X) € K[X] o polindmio minimo de « sobre K que é
naturalmente um polinomio irredutivel de grau quatro. Escreva

p(X) = J] (X —a)=X"+aX®+bX*+ X +d

1<i<4

onde a,b,c,d € K. Sejam a; = «, a9, a3,y as raizes de p(X). Entao
M = Klag, as, as, ay], uma vez que M é o corpo de fatoragao de K.

Vamos denotar por K? = {a* | a € K} o conjunto de todos os quadrados
de elementos de K. Como as raizes de p(X) sao distintas, o grupo de Galois
G = Gal(F|K) age transitivamente sobre as quatro raizes e portanto deve ser
isomorfo a um dos subgrupos normais de S; que sao um dos cinco subgrupos
abaixo:

1. O grupo S; das permutacoes de 4 objetos que tem ordem 24;
O subgrupo A, das permutacoes pares de Sy que tem ordem 12;

O subgrupo diedral D, das simetrias do quadrado que tem ordem §;

- W

O subgrupo de Klein V; que tem ordem 4 e nao é ciclico;
5. O subgrupo Z4 ciclico de ordem 4;

Considere o seguinte polinémio associado ao polinémio p(X), que é o
polinémio ciubico revolvente de p(X) estudado originalmente por Lagrange:

r(X) = X3 —bX? + (ac — 4d) X — (ad — 4bd + ) € K[X].
E facil verificar que as rafzes de r(X) sdo:
t1 = o + agay;  to = ajas + oy e T3 = apay + aoas.

Seja E = K]|t1,t2,t3] o corpo de fatoragao de r(X) sobre K. Naturalmente £
é um subcorpo de M. Também é imediato verificar que p(X) e r(X) possuem
o mesmo discriminante:

D= [] (@-a)*= [ -1

1<i<j<4 1<i<y<3
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eque D = —4b*A 4+ b*B? 4+ 18dBA — B3 — 27A2%, onde A = a?d + ¢®> — 4bd ¢

B = ac — 4d. Temos entao o teorema seguinte:

Teorema 5 Mantendo as mesmas notacoes estabelecidas acima temos que

1. Gal(M|K) = Sy se, e somente se, r(X) € irredutivel sobre K e D ¢ K?,
isto €, D nao é um quadrado em K.

2. Gal(M | K) = A, se, e somente se, r(X) € irredutivel sobre K e D €
K2, isto é, D é um quadrado em K.

3. Gal(M | K) = Vj se, e somente se, (X) se fatora em fatores lineares
em K[X].

4. Gal(M | K) = Z4 se, e somente se, (X)) tem exatamente uma raiz 3
em K e o polinomio

h(X)=(X?-BX+d) - (X*+aX + (b—p))
se fatora em E[X].

5. Gal(M | K) = Dy se, e somente se, r(X) possui exatamente uma raiz
em K e o polindmio h(X) definido em (/) nao se fatora em E[X].

Demonstracao: Vamos utilizar as notagoes usuais para escrever permutacoes
de {1,2,3,4}. Assim o grupo de Klein é escrito como

Vi = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} C 5,

V4 é o tnico grupo de 4 elementos em S, que nao é ciclico, portanto ele tem
que ser normal em Sy. Por outro lado, o corpo de fatoracao F da cubica
resolvente (X)) estd contido em M. Como p(X) é irredutivel, portanto com
raizes distintas, o seu discriminante D é nao nulo. Segue que 7(X) também
possui raizes distintas, pois o seu discriminante também é D. Além disso,
uma permutacao dos «;, com i = 1,2,3,4, fixa as trés raizes t;, to e t3 de
r(X) se, e somente se, ela age transitivamente nos indices s de «;. Dessa
forma Gal(M|E) = Gal(M|K) NV, e podemos ver que:

1. O polinémio r(X) se decompde em fatores lineares em K[X] se, e so-
mente se, Gal(M|K) C Vj.

2. O polinémio r(X) é irrudutivel em K[X] se, e somente se,

|Gal(M|K)| = |Gal(M|E)| - |Gal(E|K)| é multiplo de 3.
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Observe que |Gal(M|K)| ¢ um multiplo de 4, consequentemente a sua ordem
é no minimo 4. Desta forma, no primeiro caso, temos que Gal(M|K) = V.
Isto mostra (3). No segundo caso temos que |Gal(M|K)| é multiplo de 3 e
4, logo também multiplo de 12. Assim,

Gal(M|K)= Ay ou Gal(M|K)=85,.

Olhando a expressao de D em termos das raizes «; e lembrando que D € K,
segue dai que Gal(M|E) serd isomorfo a Ay se, e somente se, D for uma raiz
quadrada em K. Isto mostra (1) e (2).

Suponha agora que r(X) tenha exatamente uma raiz § em K. Entao
podemos supor que esta é a raiz § = t; = (ayas + azay). Considere entdo o
polinémio

h(X)=(X?—-BX+d) - (X*+aX+(b—-p) em K[X]

As raizes do primeiro fator X? — 8X + d sdo oy € agay. Jé as rafzes do
segundo fator X2 +aX + (b— ) sdo a; +az e az + ay. Se Gal(F | K) 2 7,
entao F é a Unica extensao quadratica de K contida em M. Desta forma,
cada um dos fatores quadraticos de h(X) se decompdem em F.

Reciprocamente, suponha que h(X) se decomponha completamente em
E[X]. Entao o polinomio s(X) = X?—(a;+az) X + (a1as) que tem raizes o
e ay tem coeficientes em E. Seja M; o corpo de fatoragao de s(X) sobre E.
Entao £ C M; C M, e portanto os elementos aq, ag, t1, to, t3 (t; = () estao
em M;. Como a1+ as+asz+ay = a, segue que (g + o) = —a— (1 + ), €
portanto (az+ay) € My. Como (o —az) # 0 e (o —ag) (g —ay) = (Lo —t3)
vemos que (ag — ay) estd em M e, consequentemente, ag e oy € M. Isto
permite concluir que M; = M e logo, |Gal(M | My)| = 1. Assim,

|Z4] < |Gal(M | K))
= |Gal(M | My)| - |Gal(M, | E)| - |Gal(E | K)|] < 1-2-2=4
< |D4|

Segue que Gal(M|K) = Z,4. Isto mostra (4). A condigao para Dy segue por
exclusao. U

2.2 Polinomios biquadrados

Vamos aplicar o critério que acabamos de estabelecer para encontrar o
grupo de Galois de um polinomio irredutivel biquadrado, isto é, um polinomio
da forma p(X) = X* + bX? + d € K[X]. Primeiramente vamos estabelecer
um critério de irredutibilidade para tais polinomios.
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Lema 1 Sejam p(X) = X*+bX?+d € K[X] um polinémio e {o, —c, 3, —B}
suas raizes (em algum corpo algebricamente fechado que contenha K). As
trés condigcoes sequintes sao equivalentes.

1. p(X) € irredutivel em K[X];
2. 0% a+ B, a-B¢K;
3. b —4d, —b+2vd, —b—2Vd ¢ K.

Demonstragao: Observe que o polinémio p(X) nao pode ter um fator irre-
dutivel de grau 3 uma vez que p(X) tem raizes simétricas. Segue que p(X)

se fatora em K[X] se, e somente se, uma das 3 fatoragoes abaixo ocorre em
K[X]:

o p(X) = (X —a?)(X* - 57)
o p(X) =X~ (a+B)X +ab] (X2 + (a+H)X +ap)]
o p(X) = [X?— (0= )X —aff] - [(X* + (o = H)X — af)]

Imediatamente vemos que (2) implica (7). As relacgoes bésicas entre coefi-
cientes e raizes nos fornecem

A+ =-b e 5 =d
Juntando estas relagoes com
(a+B)*=-b+2aB8 e (a—pB)*=—b—2ap,

obtemos que o? € K se, e somente se, 32 € K ese a3 € K entao off € K.
Portanto (1) implica (2). A equivaléncia entre (2) e (#) pode ser vista como
segue. Como consequéncia das relagoes basicas obtemos:

L. (a+B)?*=-b+2aB e (a—pB)*=—-b-2a8,
2. (b+2a?)?=(a® - 3?2 = (a+ 8)*(a—p)?=1*—4d.

Portanto a + 8 € K se, e somente se, —b + 2v/d € K2 Analogamente,
a? € K é equivalente a b> — 4d € K2. O

Teorema 6 Seja p(X) = X* + bX?% + d € K[X]| um polinomio biquadrado
e{a, —a, B, —p} suas raizes (em algum corpo algebricamente fechado que
contenha K ). Se M ¢é o corpo de fatorag¢ao de p(X) sobre K entdo,

1. Gal(M|K) = Vj se, e somente se, d € K? se, e somente se, a3 € K;
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2. Gal(M|K) =
K(af) = K(a

Z4 se, e somente se, d(b* — 4d) € K? se, e somente se,
?)

3. Gal(M|K) = Dy se, e somente se, d ¢ K* e d(b* —4d) ¢ K? se, e
somente se, aff ¢ K(a?);

Demonstragdo: A resolvente cibica de p(X) é r(X) = (x — b)(z? — 4d).
Assim, pelo Teorema 5, o grupo de Galois Gal(M|K) de p(X) é isomorfo a
um dos grupos Dy, Z,4 ou Vj e, além disso, Gal(M|K) = Vj se, e somente se,
r(X) se fatora completamente em K[X]. Mas isto é claramente equivalente
aVd=af € K, o que prova o ftem (1). Agora, suponha que vd ¢ K.
Entao 7(X) tem apenas uma raiz, t; = b, em K e, caimos entao em um dos
casos (4) ou (5) do Teorema 5. O polinémio h(X), que surge na prova do
Teorema 5, associado ao polinomio p(X) é h(X) = (X% — bX + d)X?. As
raizes nao nulas de p(X) sao

:%(Hm):bmﬂ e :%<b— b2—4d):b+ﬂ2.

Como p(X) é irredutivel em K[X], pelo Lema 1, u e v nao estao em K
uma vez que o> ¢ K. Pelo Teorema 5, Gal(F | K) = Z, se, e somente
se, h(X) se fatora em E = K(v/d). Mas isto é equivalente a dizer que
K (Vb —4d) = K(\/d), ou equivalentemente, K(a?) = K(af). Ora, duas
extensoes quadraticas de um corpo sao iguais se, e somente se, o produto de
seus discriminantes é um quadrado nesse corpo. Logo, a tltima condicao é
eqiiivalente a d(b* — 4d) € K?. Isto prova o item (2). O terceiro ftem segue
por exclusao. [
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2.3 Exemplos

Nos exemplos a seguir, vamos seguir as notagoes estabelecidas no inicio do
capitulo. Em todos eles vamos considerar K = Q.

Exemplo 1

Considere o polinomio p(X) = X* —4X3 + 4X? 4+ 6 € Q[X]. Claramente
p(X) é irredutivel em Q[X]. A resolvente (de grau 3) associada ao polindémio
p(X) é r(X) = rp(X) = X(X?2 —4X —24) e E = Q[v7]. O polinémio
h(X) associado ao polinémio p(X) que surge na prova do Teorema (5) é
h(X) = (X —2)*(X?+6) que claramente nao se fatora em F, portanto, pelo
critério temos que Gal(M|Q) = D,.

Exemplo 2

O polinoémio ¢(X) = X* +4X3 +4X? + 6 € Q[X] também ¢é claramente
irredutivel em Q[X]. A sua resolvente é r(X) = X (X — 2)(X — 4). Entao,
segue imediatamente do critério que Gal(M|Q) = V.

Exemplo 3

O polinomio f(X) = X+ X? + X? + X + 1 € Q[X] ¢ irredutivel em Q[X].
Neste caso, é facil concluir que Gal(M|Q) = Z, pois M = Q(«) onde « é
uma raiz quinta primitiva da unidade. No entanto, também podemos aplicar
o critério para concluir isto. Observe que a resolvente associada ao polinomio
f(X)ér(X)=X(X?+X —1) e o polinomio h(X) associado ao polindmio
f(X) que surge na prova do Teorema 5 ¢ h(X) = (X — 1)*(X? + X — 1).
Entao, pelo critério, Gal(M|Q) = Z, pois r(X) tem apenas uma raiz em Q
e r(X) e g(X) possuem o mesmo corpo de fatoragao.

Exemplo 4

Seja p um numero inteiro primo positivo. Vamos estudar o polinomio bi-
quadratico f(X) = X*+pX?+p € Q[X]. Vemos imediatamente que f(X) é
irredutivel em Q[X]. A sua resolvente é r(X) = X3 —4pX — p?. Como r(X)
é monico ele é irredutivel em Q[X] se, e somente se, ele nao possui raizes em
Z. Assim as possiveis raizes de r(X) sao os divisores de p?. Testando cada
divisor vemos que 7(X) é irredutivel em Q[X] se, e somente se, p ¢ {3,5}.
Assim, observando que o seu discriminante é D = —p?(99p — 64) < 0, pelo
critério, obtemos que se p # 3,5 entao Gal(M|Q) = S,.
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e No caso em que p = 3 entdo temos r(X) = (X + 3)(X? —3X —3) e
E = Q(v21). Logo, g(X) = (X% +3X + 3)(X? + 3) ndo tem raizes
reais, portanto nao se fatora sobre E que estd contido em R. Assim,
pelo critério, Gal(M|Q) = Dy.

e No caso em que p = 5 entdo r(X) = (X —3)(X?+5X +5) e E = Q(V/5).
Temos que g(X) = (X? —5X + 5)(X? — 5) se fatora em E. Segue do
critério que Gal(M|Q) = Zy.



Capitulo 3

Quarticas planas nao
singulares.

3.1 Contextualizacao.

O principal objetivo dessa monografia é estudar pontos de Galois externos
de uma curva quartica plana projetiva nao singular obtidos ao fazermos uma
projecao central, a partir de um ponto fora da curva, no plano projetivo,
sobre uma reta projetiva. Este processo da origem a uma extensao de corpos
cujo corpo de base é um corpo racional (corpo de fungoes da reta sobre a
qual a curva estd sendo projetada) e o corpo de cima é o corpo de fungoes
da quartica. A quértica de Fermat é um exemplo prototipo dessa situacao.

Considere a quartica de Fermat C' que é uma curva nao singular, cuja
equagao pode ser dada pelo polinomio

F(X,)Y,Z)=X'+Y*- 72" cCIX,Y, Z].

Considere o ponto P = (1 : 0:0) e a reta L dada por X = 0. Claramente
P ¢ C e podemos identificar essa reta L com P! dentro de P? dado por
P'={(0:b:¢)|b,ceC,b+#0ouc=#0}. Defina entao a projecao

T C — P!
(@:b:¢c) — (0:b:¢)

Seja L/(b:c) a reta que passa por Pe (0:0b: ¢), asaber, L/(b:c) Y —-bZ =0,
e temos m(a : b:c) = LN Ly, ={(0:b:c)} Em coordenadas afins, 7 ¢
a projecao de C, = {(a,b) | b* = 1 — a*} sobre o eixo Y, isto é, w(a,b) = b.
Para (b : ¢) € P! qualquer, existem no méximo quatro pontos Q,Qs, Q3 e
Q4 tais que 7(Q;) = (0:b:¢) com i € {1,2,3,4}, a saber, Q; = (a; : b: ¢),
onde os a; sao as raizes da equagao z* + b* —¢* = 0. Se (b : ¢) nao é um

35
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ponto no infinito de P!, isto é, ¢ # 0, entdo podemos supor ¢ = 1 e, neste
caso, 0s a; sdo as raizes da equacao z* = 1 — b*, em particular, quando
b* = 1 a equacdo se reduz a z* = 0. Do ponto de vista geométrico isto
significa que dado (b : ¢) € P! tem-se que 7~1(b : ¢) sdo, no méximo, quatro
pontos na curva C'. Do ponto de vista algébrico, temos que 7 induz uma
inclusdo do corpo de fungoes de P*(C) no corpo de fungoes de C, isto é,
K(PI(C)) C K(C). Veja aue k(PY(C)) = k(y) e k(C) = k(z,y) = k(y)lal,
onde z* = 1 — y*, logo k(C) | k(P*(C)) é a extensao de corpos k(x,y) | k(y)
de grau 4. Concluimos que informagoes geométricas da projecao m podem
ser obtidas da extensao k(y)[z] | k(y). Isto é o que faremos para estudar
os pontos de Galois, associados a uma curva C, que definiremos a seguir.
Apés discutirmos a teoria voltaremos a este exemplo e vamos verificar que
associados a quartica de Fermat:

1. H4 3 pontos de Galois externos, a saber P, = (1:0:0), P, = (0:1:0)
eP;=(0:0:1).

2. H4 12 pontos P (externos a C') cujo grupo de Galois, Gp, do fecho
normal de k(C) sobre o corpo racional k(I) é isomorfo ao grupo diedral
Dy.

3. Nao héa ponto P para o qual o grupo de Galois Gp seja isomorfo ao
subgrupo A, das permutacoes pares de Sy.

Conseqlientemente teremos que G'p é isomorfo a Sy exceto para 15 pontos.

Relembramos que estamos admitindo k£ um corpo algebricamente fechado
e de caracteristica zero. Seja K | k um corpo de fungdes algébricas em uma
variavel sobre k.

Um subcorpo intermediario K’ da extensao K | k é chamado subcorpo
racional maximal se K’ é racional e, para qualquer subcorpo intermedidrio
racional K” contendo K’, isto é, K/ C K" C K, tem-se necessariamente
K" = K'. Vamos fixar entdo um subcorpo racional maximal K,, de K.
Apébs estudarmos os pontos de Galois associados a curva C, nosso objetivo
serd estudar a estrutura da extensdo K | K,,, mais especificamente estamos
interessados em responder a pergunta:

Se L é o fecho galoisiano de K | K, qual é o grupo de Galois da extensao
L|K,?

Suponha que deg(C') = d e considere uma projegao mp de C' sobre uma
reta [ com centro em P ¢ C' (Ver pg 76 Namba), entao temos uma extensao
de corpos

5t k(P — k(C) tal que [k(C): k(PY)] = d.
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Observe que k(P') é um subcorpo racional de k(C). E fécil verificar que esta
extensao de corpos independe da reta [ sobre a qual estamos projetando C', no
entanto depende do ponto P do qual estamos projetando a curva. Portanto
denotaremos o corpo de fungoes k(P') por Kp e L, o fecho galoisiano de
k(C) | Kp, por Lp.

Definicao 1 Na situacdo acima, o ponto P € P? € chamado ponto de Galois
ou ponto galoisiano da curva C se k(C) | Kp € uma extensao galoisiana,

isto €, Lp = k(C).

Seja Cp o modelo nao singular de uma curva cujo corpo de fungoes seja
Lp, e seja p : Cp — C' o recobrimento induzido por k(C) < Lp. O género
de Cp serd denotado por g(P) e o grupo de Galois Gal(Lp|Kp) por Gp.

3.2 Projecao de uma quartica.

Queremos estudar o grupo Gp = Gal(Lp|Kp) no caso da projegao central
de uma quértica projetiva plana nao singular C' com centro P € P?\C.
Entao, nos concentraremos daqui por diante na prova do teorema enunciado
abaixo que é o principal resultado dessa monografia. Denotaremos por 6(C')
a quantidade de pontos de Galois de C' e por g(P) o género da curva Cp ou,
equivalentemente, o género do corpo de fungoes Lp | k.

Teorema 7 . Seja C' uma qudrtica projetiva nao singular em P*(C) e seja
P e P\C. Entio, Gp = Gal(Lp|Kp) € isomorfo a um dos sequintes grupos:

1. O grupo das permutacoes de quatro objetos, Sy.
2. 0O subgrupo de Sy das permutacoes pares, Ay.
3. O grupo diedral de ordem 8, Dy.

4. O grupo ciclico de ordem 4, Z,.

Além disso, ndo existe ponto P € P? satisfazendo Gp = Vy (grupo de Klein).
Se P € P\C' € um ponto genérico, entao Gp = Sy e g(P) =49 e ndo existe
corpo intermedidrio entre k(C') e Kp. Se C é uma qudrtica genérica entao

5(C) = 0.

A demonstracao desse Teorema ocupard grande parte desta seccao. Pre-
cisaremos de alguns lemas que serao enunciados e provados no decorrer da
demonstracao do Teorema devido a uma melhor contextualizacao de con-
ceitos e notagoes que irao surgindo.
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Seja entao C' uma qudrtica projetiva nao singular em P2 e P € P2 \ C,
que serd pensado como um centro de projecao. Apds uma possivel mudanca
projetiva de coordenadas, podemos supor que:

1. O centro P de projecgao esta na origem do sistema afim de coordenadas,

isto é, P = (0,0) ¢ C,

2. C intersecta o eixo X = 0 transversalmente (isto é, X = 0 nao é
tangente a C' em nenhuma de suas intersecgoes, incluindo ai o ponto
do infinito).

Para cada t € k(= A') considere a reta afim [, : y = tx. Podemos entao
supor que a projecao mp estd sendo feita sobre este A! e é definida por

WP(C N lt) =1
além disso podemos supor que a equacao afim de C' é dada por

f(x,y) = f4(x,y) + fg(l‘,y) + fQ(xay) + f1(137y) tc

onde c € k \ {0}.

Considere no plano afim A? a curva C' definida pela equacao

fl@,t) = f(z,tx) = pa(t)a* + o3(t)2” + w2 ()2 + o1 (H)z + .
Entdo, fazendo K = k(z,t) e Kp = k(t), a extensao K | Kp ¢ obtida através
de f(x,t) = 0. Assim, observando que k(x,y) = k(z,tz) = k(z,t) vemos que

N

K = k(C) = k(C). Observe que para uma curva de grau d dada por uma
equacao do tipo acima:

F(xz,t) = F(x,tx) = god(t)xd + god_l(t)xd_l +--+ i)z +c

o discriminante de f(x,t) ¢ dado por

O(t) = (-7 a®* [ (- 25)%

1<i<j<d

onde x; com ¢ = 1,...,d sao as raizes de F em alguma extensao normal de
k(t). (Veja [5]).
No nosso caso, isto é, d = 4, para cada t € k, temos:

) =¢it) 1] (@)

1<i<j<4
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onde z; e x; sio as raizes de f(x,t) = 0 no fecho algébrico de k(t).

Observe que como @4(t) # 0 temos que ¥(t) = 0 se, e somente se, a
equacao f (x,t) = 0 possui raiz multipla em k(). Estes valores de ¢ para os
quais f (x,t) = 0 possui raizes miltiplas sao essenciais no que segue. O lema
seguinte nos permitird dar uma descricao local dos valores de t para os quais
¥ (t) = 0. Lembre-se que um ponto @) € C' é chamado I-inflexional ou ponto
de inflexdo ordindrio em C se I(Q,C-Tp) = 3. Se I(Q,C -Ty) = 4, dizemos
que @ ¢é 2-inflexional. Mais geralmente, se [(Q,C-Ty) = r > 3, dizemos que
Q é ponto (r — 2)-inflezional.

Considere as notacoes fixadas acima e mp a projecao de C sobre A', onde
estamos considerando t a varidvel de Al

Lema 2 . Suponha que deg(C') =d e que (t — a)" seja um fator do discri-
minante Y (t). Entao 1 < n < d. Em particular, se d = 4, temos que:

1. n =1 se, e somente se, l, torna-se a reta tangente nao inflexional de
C, isto é, existe Q € C tal que 1(Q,C -Tg) = 2 ou l, torna-se uma
bitangente (nao inflexional), isto é, l, € tangente a C' em dois pontos

Q1 e Q2 distintos com 1(Q1,C - Ty,) = 1(Q2,C - T,) = 2.

2. n = 2 se, e somente se, l, torna-se tangente inflexional ordindria de
C, isto é, existe Q € C tal que I(Q, Ty, Q) =3

3. n = 3 se, e somente se, a reta l, torna-se uma reta tangente 2-
inflexional de C, isto €, existe Q € C tal que 1(Q,C -Ty) = 4.

Demonstracao: Considere a aplicacdo mp : C — P! de C em P! definida
da seguinte forma: se Q € C'N; entao 7p(Q) =t € A C PL. Assim 7p
induz uma imersao 75 : ['(P') — T'(C') do anel de coordenadas de P! no
anel de coordenadas de C. Suponha que o € A! seja uma raiz de 1. Observe
que s =t — a é um parametro local em o € Al. Pela imersao 75, podemos
ver s no anel das fungoes regulares I'(C'), ou ainda, no anel local Og(C).
Seja u um parametro local em ) € C. Entao podemos escrever

S = )\mum + )\erlum—i_1 + = Um(>\m + )\m+1u + )\erQUz + - '),

onde \; € C e A\, # 0. Assim, apdés uma mudanca de parametro local em @,
podemos supor s = u™. Observe que

d se P¢C

deg(WP) =
d—1 se PeC(C.
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Assim m fica limitado superiormente por d, ou seja, m < d. Como s—u™ = 0

~

em Og(C), podemos escrever

onde g(,t), h(z,t) € I'(C), g(Q) = 0e h(Q) # 0. Entao g é um muiltiplo de
f em Clz, t] e podemos escrever g(z,t) = g1(x,t) f(z,t) para algum g¢;(x,t) €
C|x,t]. Portanto,

(S - um)h<x7t) - gl(fE, t)f(l‘,t)

Observe que ¢1(Q) # 0 devido a ordem do zero da fun¢ao s — u™ em Q.
Assim, f(z,t) = (s — u™) - £(u), onde e(u) é um elemento inversivel em
OP(C'). Agora, escolha uma raiz m-ésima de s (no fecho algébrico de k(t)),
digamos, ug = /s e w uma raiz m-ésima primitiva da unidade. Assim, numa

vizinhanga de s = 0, o discriminante ¥(t) serd

o) = TP T @)

m(m—1)

= ) - P P (@ ()

Lembrando que ug = %/s, temos que n = m — 1. Como m < d segue que
1<m-1<d-1,eportanto, 1 <n <d-—1.

Considerando d = 3 ou d = 4, temos n € {1,2,3}. Sendo 7p a projecao
de C sobre o eixo t e considerando Q; # (; sempre que ¢ # j, teremos as
seguintes opcoes para a imagem inversa de mp em «, usando a linguagem de
divisores:

1. mh(a) = Q1 + Q2 + Q3 + Q4 com os Q; todos distintos < m, =1 <
Ng = 0;

2. mh(a) = Q1 + Q2 + 2 Q3 com Q1,Q9, Q3 distintos & m, =2 <
ne = 1; mh(a) =201 +2 Q9 com Q1 # Q3 < [, é uma bitangente
S N = 1;

3. mp(a) =Q1+3Qacom Q1 # Qs & My =3 & ng =2;

4. mpx () =401 & my,=4 & n, =3.
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Fixado t € k, se x1, x9, x3, 24 SA0 as raizes de f(x, t) = f(x,tx) entao pelo
Teorema de Bézout, como C' tem grau 4 e [, tem grau 1, as possibilidades
dos pontos de interseccao entre essas duas curvas, levando em consideracao
as multiplicidades, sao:

o Th(a) = Q1+ Q2+ Q3 + Q4 < [, intersecta C' transversalmente em
todos os 4 pontos de interseccao, isto é, [, nao é tangente a C'. Assim,

mp(a) = Q1+ Q2+ Qs + Q4 < ny = 0;

o Th{a) =Q1+ Q2+ 2- Q3 < [, é tangente (ordindria) a C' em @3, isto
é, I(Q3,C - 1y) = 2. Assim, mh(a) = Q1+ Q2+ 2-Q3 < n, =1o0u
mp(a) =2-Q1+ 2 Q2 < [, é uma bitangente com I(Q1,l, - C) =2 e
Q2,1 - C) =2 n, = 1;

o h(a) =3-Q1+ Qs & 1, é tangente inflexional (ordindria) a C' em @y,
isto é, I(Q1,C - ly) =3 & ny = 2;

o h(a) =4-Q; & 1, é tangente 2-inflexional a C' em @), isto significa
que I(Q1,C -1l,) =4 < n, = 3.

Isto conclui a demonstragao do Lema 2. [

Voltemos a prova do Teorema. Pela escolha de coordenadas vemos que
t = a é um ponto ramificado se, e somente se, [, € uma reta tangente a C', ou
equivalentemente (o) = 0. Além disso, a condigdo (2) inicial nos garante

que t = oo nao é um ponto ramificado. Podemos entao considerar C — Al
Usando a expressao do discriminante de f(z,tz) em termos dos coeficientes
i = p;i(t) obtemos:
D(t) = —4pidps — 2Tp10] + 16cpsps + 14depipap] — 12870307 + 256¢° o}
2703 — 4T3 + 18cp1 203 + 1803 w0304 — 80cp1P3 P304 + PTP3P3
—192c*p1030] — depsf — Gepiips + 144¢% 02304

Precisamos agora do lema seguinte:

Lema 3 Seja P um ponto genérico em P2. Entao gr(v(t)) = 12 e ¥(t)
possui somente fatores simples.

Demonstrag¢ao: Se P é um ponto genérico e [ é uma reta passando por P,
entao uma das seguintes afirmacoes valem:

e A reta [ intersecta C' transversalmente em todos os 4 pontos de inter-
seccao.
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e A reta [ tangencia C' em um ponto ¢ € C com I(Qy,C -1) = 2
e nos outros dois pontos Qs e (3 intersecta transversalmente, isto é,

Sendo assim, pelo Lema 2, 9(t) possui apenas fatores simples. Como o género
de C é g(C) = 3 (e o género da reta [ é g(I) = 0 ), utilizando a férmula de
Riemann-Hurwitz para o recobrimento 7p : C' — [, temos

2(C) — 2 = deg(mp)(29(1) — 2) + Y _(ma — 1),

isto é, 2.3 — 2 = 4(0 — 2) + deg(¢(t)), o que nos fornece, deg(y(t)) = 12.
Isto conclui a demonstracao do Lema 3. [J

Seja P um ponto genérico em P? e pp = mpoip : C’p — P! o recobrimento
galoisiano, isto é, Cp é uma curva nao singular com corpo de fungdes igual a
Lp que é o fecho normal de k(C). Se R € Cp é um ponto de ramificacio de
pp, entao podemos afirmar que o indice de ramificacao de pp em R é igual
a 2, uma vez que, pelo Lema 3, 1(t) s6 possui fatores simples. Ja que pp
nao é ramificado em ¢ = oo e o grupo inercial no ponto ramificado é gerado
por uma transposicao. Agora usando as Proposicoes 1 e 2 do capitulo 1,
pagina 24, podemos concluir que Gp é isomorfo a S;. Agora o género de
Cp pode ser obtido pela aplicacao da férmula de Riemann-Hurwitz. Como
[Lp: Kp| =24¢ [k(C): Kp| =4, segue que [Lp : k(C)] = 6. Entao pp terd
6 - deg(¢)(t)) = 6-2-12 = 144 pontos de ramificagdo com indice 2. Entao
a férmula de Riemann- Hurwitz nos fornece 2g(P) — 2 = 24(0 — 2) 4 144, e
portanto g(P) = 49. O fato que nao existe corpo intermedidrio entre Kp e
k(C) é um fato geral de teoria de Galois e da estrutura de Sy. Para concluir
a prova do Teorema precisamos analisar os casos em que P nao é genérico.
Para isto considere a ctibica resolvente j(z) de f(z,t) = 0:

—4c 4c — cp2 — 3
3_ Y22 193 _ L b ;03 P1pa
P4 P P4

glx) ==
Segue das expressoes das raizes da resolvente ja explicitadas anteriormente:
1= oo +azoy,  t = a0 + ooy, 13 = ooy + agas,

onde os «; geram Lp sobre K = k(t), que o corpo de fatoracao de g(z) esta
contido em Lp e naturalmente g(z) € k(t)[z]. Entao, aplicando o Teorema
5, do capitulo 2, (e seguindo as mesmas notagoes do Teorema) temos que

1. Gp = Sy & g(x) é irredutivel sobre k(t) e \/9(t) ¢ k(t).
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2. Gp = Ay < g(x) 6 irredutivel sobre k(t) e \/9(t) € k(t).
3. Gp =2V, & g(x) se fatora em fatores lineares sobre k(t).

4. Gp =2 Cy < §(r) tem exatamente uma raiz o em k(t) e

h(z) = (xQ—a‘x+£)~<x2+ﬂ-x+ 2z )
P4 P4 P4 —

se fatora sobre .

5. Gp = Dy < g(x) possui exatamente uma raiz a em k(t) e h(z) (definido
em (4)) nao se fatora em E.

Isto conclui a prova do Teorema. []

Em seguida gostariamos de caracterizar as equagoes que definem C' pela
estrutura de Gp. Para isso relembremos que se Gp é isomorfo a Sy ou Ay
entdo nao existem corpos intermedidrios entre k(C) e Kp. Além disso, nos
casos em que Gp = Vy, Cy ou Dy, podemos encontrar subcorpos entre k(C')
e Kp considerando-se subgrupos de Gp.

Neste sentido, temos o seguinte lema.

Lema 4 As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1. k(C) possui um corpo intermedidrio K' com [K': Kp| = 2.

2. k(C) pode ser expresso por k(C) = Kp(f) onde 0 € raiz do polinémio
irredutivel X* 4+ aX? 4+ b € Kp[X].

Demonstra¢ao: Suponhamos que (1) seja vélido. Seja a € K’ tal que o ¢
Kp. Entao K’ = Kp(a). Podemos supor a? = ¢ € Kp, isto é, o polindmio
minimo de « sobre Kp é p(X) = X? — ¢. De modo andlogo, seja 3 € k(C')
tal que f ¢ K’ um elemento primitivo da extensao k(C')|Kp. Podemos supor
que % = d € K', isto é, o polinémio minimo de 3 sobre K’ é p/(X) =
X? —d. Observe que {1,a} é uma base de K’ sobre Kp, entdao podemos
escrever d = aa + b com a,b € Kp, logo a = ? = % Sem perda de
generalidade podemos tomar 3? — d = ac, assim 2 = d = aa + b. Logo
Bt = a’a? 4 2aab + b? = 206% + a’c — V?, isto 6, B* — 2632 +b? — a’c = 0
com 2b,b* — a’c € Kp. Observe que como 3 ¢ K’ entao {1, 3} é uma base
de k(C) sobre K’, portanto {1, 3,3} é um conjunto LD sobre K’. Temos
{1, a} uma base de K’ sobre Kp, {1, 5} uma base de k(C') sobre K’, portanto
{1, «, B, a5}, é uma base de k(C') sobre Kp. Como « é escrito em funcao de
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(2%, temos que {1, 3, 3%, 33} é uma base de k(C) sobre Kp, concluindo assim
que o polindomio minimo de 3 sobre Kp é p(X) = X* — 2bX? + b — a’c.

Reciprocamente, suponhamos que k(C') = Kp(f) onde o polinomio minimo
de 6 sobre Kp é p(X) = X*+aX?+b € Kp[X]. Tome K' = Kp(6?). Entao
(6?)2+ab?+b = 0. Portanto [K’ : Kp| = 2 e o polindmio minimo de #* sobre
KpéqgX)=X?4+aX+0. O

Do Lema 4 obtemos que k(C') = k(z,t), onde z* + ax? + b = 0. Os coefi-
cientes a e b estdo em k(t), assim denotamos a = a(t) e b = b(t). Cancelando
os denominadores, obtemos c(t)z* 4+ d(t)z* + e(t) = 0 onde c(t), d(t) e e(t)
sao assumidos relativamente primos. Colocando y = tx, obtemos

c<g> 4+d<y>x2+e<y>:0.
x x x
Afim de se obter uma equacgao quartica, é preciso que grau(e(t)) =0,

grau(d(t)) < 2 e grau(c(t)) < 4. Dai obtemos a proposigao seguinte.

Proposicao 4 O grupo Gp ¢ isomorfo a Vy, Cy ou Dy se, e somente se,
uma equacao de C' pode ser expressa como

f(xay) = f4(-1',y) + fZ(xay) +¢,

onde fi(x,y) e fo(z,y) sao polindmios homogéneos de grau 4 e 2 respectiva-
mente e ¢ € um elemento nao nulo em k. [

Assim,
fla,t) = pa(®)a* + pa(D)a® + ¢ e §(x) = (x — o/ a)(a® — 4/ pa).
Aplicando o Teorema 5 do capitulo 2, obtemos neste caso:

1. Gp 2V \/c/py4 € k().
2. Gp = Cy & \/(c/oa)((£3/03) — (4¢/pa)) € k(1)

3. Gp = Dy < (i) e (ii) ndo ocorrem.

Com relagao ao caso (i) temos as seguintes equivaléncias:

A /é € k(t) & /o4 € k(t) & fi(x,y) é um quadrado perfeito em k[z,y].
4

Entao vemos que, neste caso, C' deveria ter pontos singulares, contradizendo
o fato que C é nao singular. Consequentemente nao existe ponto P que
satisfaca Gp = V.
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Se @9 = 0, entao (i7) é sempre satisfeito. Entao consideremos o caso
@y # 0. Neste caso, a condicdo (ii) é equivalente a

2

—4

,/—@2 D1 e k).
2]

Se ¢, possui um fator multiplo entao C' tem pontos singulares. Assim, a
condi¢ao ¢ equivalente a (5 — 4cpy) /s ser um elemento nao nulo em k.
Mas neste caso entao temos p, = 3 para algum ¢ € k, ¢ # 0. Daf vemos
que C possui pontos singulares. Consequentemente se Gp = Z4, entao oo
deve ser igual a zero, isto é, f(x,y) é expresso como f(z,y) = fi(x,y) + ¢,
neste caso vemos que ¥(t) = 256c3p,(t)3. Portanto, para existir um ponto
de Galois é necessério existir 4 retas tangentes 2-inflexionais. Dai podemos
concluir que:

O nimero de pontos de Galois de uma qudrtica C € finito. Em particular,
uma qudrtica qualquer nao possui pontos de Galois.

3.3 Exemplos

Vamos agora apresentar alguns exemplos. O primeiro exemplo é a curva
de Fermat de grau 4 que foi colocada como protétipo no inicio do capitulo.
Assim vamos verificar as afirmacoes que 14 foram feitas. Nos outros dois
exemplos apenas citamos o que ocorre. Nos exemplos vamos supor que k = C.

Exemplo 5

Considere C' a curva de Fermat de grau 4 cuja equaciao em P? pode ser dada
pelo polinomio homogéneo F(X,Y, 7Z) = X* +Y* — Z%. Sua equagao afim
é X*+Y* = 1. E facil verificar que de fato C' é ndo singular. Seja P ¢ C.
Observe que C nao possui pontos l-inflexionais pois nao ha pontos Q € C
tais que 1(Q,C - T) = 3. No entanto, C' possui 12 pontos 2-inflexionais, a
saber, os pontos Q;; € C dados por Q1; = (0:4 : 1), Qo = (i : 0:1) e
Q3 = (1:&:0), onde 7 é uma das rafzes de w? + 1 = 0, £ é uma das raizes
dew?+1=0e0<j<3. E facil verificar que 1(Qy,C - Tg,;) = 4 para
todos 7, 7 tais que 1 <17 < 3.

Suponhamos que Gp = Z,. Entao, pela conclusao da discussao final da
seccao anterior, deve existir quatro retas passando por P que sao tangentes
a um dos pontos 2-inflexionais de C'. Por exemplo, tomando

Quou=0:1:1), Q11 =(0:7:1), Q2=(0:=-1:1)eQ3=(0:—i:1)
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sao 4 pontos 2-inflexionais cujas retas tangentes a eles sao respectivamente
Y-Z=0, Y—-iZ=0, Y+Z=0 e Y+iZ=0.

Todas estas 4 retas passam pelo ponto externo P = (1:0:0) ¢ C. Podemos
verificar que P = (1 : 0 : 0) é um ponto de Galois de C, cujo grupo Gp
é isomorfo a Z,. Para isto, colocando = = %, y = ¥ ey = txr, sendo
flz,y) = F(1,z,y), teremos que

[N

flat)= flatz) =1+2' —y* =1+ 2t —tha? = 14+ (1 — tHa.

Dai segue imediatamente que Gp = Z,. Naturalmente existe um subcorpo
intermediario K’ entre k(C) e Kp. Podemos verificar diretamente que este
subcorpo K’ é isomorfo a k(t)(\/¥(t) ) = k(t,v/1 —t*). Isto confirma o
resultado tedrico. De maneira andloga, vemos que os pontos (0 : 1 : 0) e
(0:0:1) sdo pontos de Galois externos de C' com as mesmas caracteristicas
de (1:0:0). Pelas condigbes sobre os pontos inflexionais e retas tangentes
a esses pontos, vemos que nao existem outros pontos de Galois em C' e,
Portanto o nimero de pontos de Galois externos a C' é §(C) = 3.

Vamos agora considerar o caso em que P nao é um ponto de Galois.
Temos a seguinte afirmacao: Gp = Ay se, e somente se, \/¢(t) € k(t).
Uma vez que C' nao possui pontos 1-inflexionais, 1/ (t) € k(1) se, e somente
se, existem 6 retas bitangentes passando por P. Vemos facilmente que é
impossivel ja que as possiveis retas bitangentes a C' sao y = ex + &, onde € e
€ sao respectivamente rafzes de w? +1 = 0 e w* +1 = 0. Portanto nao temos
solucao para o sistema formado pela equacao da reta tangente e a equacao
da curva. Concluimos assim que nao existe ponto P satisfazendo Gp = Ay.

Finalmente vamos estudar a condicao Gp = D,. Suponha que a equagao
da curva se expressa sob a forma f(x,y) = fi(z,y) + fo(z,y) + ¢. Entao
temos que

2
U(t) = 16cpa(t) [p2(t)* — depa(t)]

Como C' é uma curva nao singular, ¢4(t) ndo pode ter fatores multiplos.

Assim, se Gp = Dy, entao deve existir quatro retas bitangentes passando

por P. Todos os pontos, fora de C, que satisfazem esta condigao sao os 12
pontos seguintes:

(0:£:1), (£:0:1), (1:1:0), (1:=1:0), (1:2:0), (1:—i:0),

onde ¢ é uma das raizes de w* +1 = 0. De fato estes pontos satisfazem a

condicao Gp = D,. Por exemplo, no caso em que P = (£ : 0 : 1), onde
£= (%

M7, ¥%7), temos:

fla,t) = (#* + D)a* + 462% + 6ia® + 4ifx — 2 e,
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) gt O =) 32it
Xr) =T — xr xr — .
g T e (TR s P (T N

Além disso, g(x) tem uma fator irredutivel de grau 2 em k(t)[x], a saber,

() 4i ) 2i N 8t
r)=|T — Tr — i .
g 41 41 (t* +1)2

Y

Dai vemos que Gp = Z, ou Gp = D,. Pelo que sabemos dos pontos de
ramificacao, mp nao é um recobrimento galoisiano e, entao podemos concluir
que Gp = Dy.

Exemplo 6
A curva de Klein é a quartica C' definida pela equagao afim
flz,y) =2’y +9° +2 =0.

A sua equacdo projetiva é F(X,Y,Z) = X3 +Y3Z + XZ3 = 0. E facil
verificar que C' é nao singular e tem apenas pontos de inflexao ordinarios.
Nao existem pontos de Galois associados a C, nem internos nem externos.
Exemplo 7
Considere a curva quartica C' definida pela equacao afim

flay) =2y +y'+ 2%+ > + 4y +1=0.
Sua equacao projetiva é

FX,Y,Z2)=X3Y +Y*'+ X3Z+Y?Z+4Y 23 + Z* = 0.

O ponto P = (0:0: 1) ndo ¢é ponto de Galois associado a C. No entanto é
facil verificar que G p € isomorfo a Ay.
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