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RESUMO

O objetivo desse trabalho € mostrar a importancia de uma abordagem da nocéo de funcéo
afim que leve em conta a articulagéo entre as diferentes formas que podem ser assumidas
por essa nogdo No ensino medio e suas respectivas representacdes simbdlicas. Sendo assim,
para 0 desenvolvimento da pesquisa escolheu-se como referencial tedrico de base os
trabalhos de Robert (1997), sobre os trés niveis de conhecimento esperado dos estudantes,
Douady (1984,1992), sobre articulagdo de dominios ou quadros; Duval (1993, 1995,2003),
sobre a conversdo de registros de representacdo semidticas; Chevallard (1992, 1996,1999),
sobre as relagfes institucionais e pessoais e Tardif (2002) sobre os saberes dos professores.
Em um primeiro momento, se analisa via Parametros Curriculares Nacionais do Ensino
Médio (2004) e Proposta Curricular do Estado de Sdo Paulo (1992) para o ensino médio,
quais articulacdes sdo consideradas nesses documentos e quais formas de tratamento s&o
propostas. Em seguida, sdo escolhidos trés livros para a andlise, um destinado aos
professores e os outros dois sdo livros didéticos avaliados pelo Ministério da Educacéo e
Cultura para o Plano Nacional do Livro Didatico. Na andlise desses livros, tenta-se
observar quais as propostas reais de articulacdo entre formas de conhecimento e
representactes simbolicas para a no¢do de funcdo afim a partir de uma grade de andlise
construida para esse fim. Nessa andlise se tenta, ainda, colocar em evidéncia que nivel de
conhecimento pode ser esperado dos estudantes que terminam o ensino médio, em relacdo
as possibilidades de articulagcdo entre formas de conhecimento e representacdes simbdlicas
guando se trabalha com a nogao de fungdo afim considerando a relacéo institucional que se
pode desenvolver através dos livros didaticos escolhidos e que tipo de orientacdo, para o
desenvolvimento desse trabalho, é dada ao professor considerando, aqui, um livro que
apresenta 0 conteldo desenvolvido em um curso destinado aos professores do ensino
médio. Finalmente, se anaisa que relagdo pessoal foi desenvolvida por um grupo de
estudantes de uma escola publica do estado de S&o Paulo para a nocéo de funcédo afim e
suas possibilidades de articulagéo considerando os resultados obtidos por esses estudantes
para as questdes sobre essa no¢do no questionario objetivo proposto no SARESP. Os
resultados obtidos permitem concluir, para esses estudantes e considerando os limites
impostos por este tipo de avaliagdo, que quando se considera a possibilidade de articulagdo
entre quadros ou dominios da propria matemética e de outras ciéncias existe uma
dificuldade, em geral, associada a escolha de uma representacdo adequada para o
desenvolvimento da tarefa proposta uma vez que essa além de servir de ferramenta para a
execucdo do trabalho matemético em jogo pode auxiliar na interpretacdo da situacéo que
pode tanto corresponder a um contexto escolar como profissional.

Palavras-Chave: funcéo afim, niveis de conhecimento, dominios ou quadros, registros de
representagdo semiotica. .



ABSTRACT

The aim of thisjob is to show the importance of approaching of the notion of function goal that
take in account the articulation among the different ways that can be assumed by this notion, in
the middle learning and its symbolic representations. Thus, for development of this survey, it
was chosen as theory referential of base, the jobs of Robert (1997), about the three levels of
knowledge that could come from the students; Douady (1984, 1992), about articulation of
command or schedules; Duval (1993, 1995, 2003), about conversion of registries of semiotic
representation; Chevallard (1992, 1996, 1999), about personal and institutional relations and
Tardif (2002) about the knowledge of the teachers. At a first time, an analysis via National
Curricular Parameters of Middle Learning (2004) and Curricular Proposal of the State of Séo
Paulo (1992) for middle learning, which articulations are considered in these documents and
which treatment ways they are proposed. After that, three books are chosen to be analyzed, one,
for the teachers and the other two are didactic books, evaluated by the Education and Culture
Ministry for the Didactic Book National Plan. On analyzing these books, is tried to observe
which are the articulation real proposals among ways of knowledge and symbolic representation
for the notion of function goal henceforward of an analysis frame, built for this purpose. On this
analysis it is still tried to put on evidence which level of knowledge can be expected from
students who conclude the middle learning, related to articulation possibilities between ways of
knowledge and symbolic representations when working with notion of function goal considering
the institutional relation which can be developed through didactic books chosen and which kind
of orientation, for developing this work, is given to the teacher regarding, here, a book that
presents the contents developed on a course designed to the middle learning teachers. Finally, an
analysis is made to know which kind of personal relation was developed by a group of students
of a public school of S&o Paulo state , to the notion of function goal and its possibilities of
articulation considering the results gotten by these students for the questions about this notion in
the objective questions proposed by SARESP. The obtained results alow to conclude, for these
students and considering the limits imposed by this type of evaluation, that when is considered
the possibilities of articulation between command or schedules of the proper mathematics and
other sciences there is some difficulty, in general, associated to the choice of a adequate
representation for development of the proposed task, beyond fit as a tool to execute the
mathematical job, it can help on interpretation of the situation which can correspond to a scholar

context or professional use.



INTRODUCAO



A deficiéncia do ensino em todos os niveis tem varias causas, mas
analisam-se aqui apenas as deficiéncias relativas ao trabalho em
matemética tanto do ponto de vista do professor quanto do aluno. Pretende-
se, com essa andlise, encontrar novos meios de reflex&o gque possibilitem

uma melhora no nivel do ensino e aprendizagem de matematica.

Desga-se, portanto, fazer um estudo mais detalhado do ensino e da
aprendizagem da nocéo de funcdo afim para compreender melhor como
trabalhar esta nogdo nas diferentes etapas da escolaridade de forma a
desenvolver no estudante uma flexibilidade que o permita ser capaz de

resolver problemas tanto em nivel mobilizavel quanto disponivel.

Certamente, ao se elaborar um plangjamento, devem-se ter claras as
guestbes acima levantadas para que possamos fazer uma boa selecéo das
nocdes associadas a um determinado contetido, escolhendo quais devem ser
aprofundadas e/ou direcionadas para as necessidades de interesse da escola,
da comunidade ou de um determinado curso. N&o se pode trabalhar uma
determinada nocdo da mesma forma, ndo importando qual o contexto em

que se encontra.

Verifica-se que existem poucos trabalhos nesse sentido e que tanto
no ensino medio quanto no ensino superior, 0s estudantes tém grandes
dificuldades, pois muitas vezes ndo dispbem das competéncias e
habilidades necessérias para 0 seu desenvolvimento escolar e profissional.
Muitas dessas dificuldades estdo associadas a ndo mobilizagdo dos
conhecimentos matematicos adquiridos no ensino fundamental. O que os
conduz a uma situacdo de desinteresse dificil de ser ultrapassada, uma vez
gue, a falta de conhecimentos mobilizavels tende a aumentar no decorrer
das diferentes etapas da escolaridade.

Além disso, os professores, em geral, possuem poucas alternativas de

trabalho, pois n&o refletiram sobre esse aspecto e ndo compreendem porque



0s estudantes ndo séo capazes de resolver determinadas tarefas se ja estdo
em uma determinada etapa escolar e, portanto, ja deveriam dominar
determinadas nocdes, ndo apresentando dificuldades em mobilizé-las
guando necessario.

Essa situacéo se reflete na qualidade de ensino da matemética no
ensino médio e superior. Sendo assim, escolhe-se trabalhar a questéo da
flexibilidade cognitiva®, analisando quais as condicBes necessérias para
gue o estudante possa articular de forma autbnoma, sendo capaz de resolver
0s problemas que se colocam em sua vida escolar e profissional
relacionados a nocdo de funcéo afim, pois esta no¢éo parece fundamental
para a maioria dos cursos, devendo ser facilmente mobilizada nas primeiras
séries do ensino superior e permitindo o trabalho nas mais diversas areas do
conhecimento. Lembra-se, aqui, que atualmente a estatistica € uma
ferramenta de trabalho para a maioria dos profissionais das mais diversas
areas e que esta necessita da compreensdo e interpretacdo de graficos,
principalmente do gréfico da funcdo afim quando se trabalha com as
guestbes de correlacdo e regressdo, e que € a nocdo de funcdo afim que
permite ainterpretacéo dos resultados encontrados.

Inicia-se, assim, este trabalho com o seguinte questionamento:

! Flexibilidade cognitiva: FuncBes mentais permitindo mudanca de estratégia ou de
passagem de uma disposicdo mental a uma outra, particularmente, no dominio da
resolucéo de problemas. Disponivel em: <http://www.med.univ-
rennesl.fr/iidris/cache/fr/23/2377>, acesso em 01/03/2006

Considera-se, agui, que em matemética a flexibilidade cognitiva corresponde a
capacidade de trabalhar em diversos dominios ou quadros, podendo mudar de dominio
guando necessario sem que para isso sgja feito algum apelo explicito, utilizar a
representagdo mais adequada para a resolugdo de um problema, articular diferentes
pontos de vista e concepgdes; saber plangjar, analisar, desenvolver, justificar e controlar
o trabalho matemético executado. (Andrade e Dias, 2005, p. 2)



http://www.med.univ-rennes1.fr/iidris/cache/fr/23/2377
http://www.med.univ-rennes1.fr/iidris/cache/fr/23/2377

1) Quais 0s conhecimentos matematicos necessarios para compreender
a nocao de funcéo afim no ensino médio e poder aplica-la de forma
eficaz quando necessario?

2) Sobre que niveis de conhecimento fundamentar essas necessidades:
técnicos, mobilizavels e disponivels (segundo A. Robert)?

3) Em que sistema de tarefas e préticas podemos desenvolver esses trés
nivels de conhecimento?

4) Como estdo sendo trabalhados institucionamente esses diferentes
niveis de conhecimento?

5) Quais as relacdes pessoais desenvolvidas pelos estudantes para a
nocao de funcdo afim, quando se considera as relagbes institucionais

existentes?

Para abordar as questbes acima se fez um estudo de aguns
trabalhos didaticos® e epistemolégicos® nos quais os trés niveis de

conhecimento tém um papel central.

Analisa-se, ainda, o funcionamento instituciona dos trés niveis de
conhecimento para a nogéo de funcao afim conforme definicdo proposta
por Robert (1997).

Essa andlise institucional foi feita através da pesquisa de um
conjunto de livros didaticos com proposta para 0 ensino médio e a
andlise das relacbes pessoais desenvolvidas pelos estudantes é feita
considerando os resultados obtidos pelos estudantes de uma escola
publica do estado de S&o Paulo para a prova redlizada pela Secretéria da
Educacdo do Estado, denominada Saresp, cujo objetivo é avaliar o

2 Didatica: Abordamos a questéo didatica como uma forma de apoio ao estudo da
transmissdo e aquisicdo dos diferentes conteldos matematicos, cuidando
particularmente das dificuldades especificas desses conteidos. (Artigue, 1986)

3 Epistemoldgico: A questdo epistemoldgica seré tratada do ponto de vista de J.L.
Dorier, isto é consiste em dispor de uma andlise histérica da génese do saber
(institucional) que devera ser transmitido ou adquirido, essa analise historica constitui
um banco de dados, que j& subentende uma reflexdo epistemol 6gica. (Dorier, 1997)



sistema de ensino paulista, visando melhorar sua qualidade, através da
aplicacdo de provas para medir o desempenho dos alunos em
leitura/Escrita e Matematica. Escolheu-se analisar as questdes associadas
a nocdo de funcdo afim desta prova, pois elas refletem nossas
preocupactes e foram elaboradas considerando as mudancgas proposta
pelos Pardmetros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM
2002) e Parametros Curriculares Nacionais. Ensino Médio +: Ciéncias
da Natureza e suas Tecnologias (PCN +, 2005), as quais muitas jafaziam
parte da Proposta Curricular para 0 ensino de matematica: 2° grau (1992)
e, sendo assim, ndo deveriam causar grandes dificuldades para os
estudantes do ensino médio das escolas publicas desse estado. E
importante ressaltar que se analisou, aqui, apenas uma pegquena amostra,
pois se escolheu uma escola para a qual se conhecia os livros didaticos
gue vinham sendo utilizados e, portanto, podia-se compreender melhor o
nivel de conhecimento que podia ser esperado dos estudantes no trabalho

com a nocgao de fungdo afim.

No desenvolvimento da pesguisa escolheu-se como referencial
tedrico central o trabalho de Robert (1997) sobre os trés nivels de
conhecimento esperado dos estudantes por tratar-se de uma anaise mais
globa onde € necessario considerar os trabalhos de Douady
(1984,1992.), Duva (1993, 1995,2003), Chevallard (1992, 1996, 1999).
Além disso, para justificar a escolha de compreender a relacdo
institucional existente através da analise de livros didéticos estudam-se o

trabalho de Tardif (2002) sobre os saberes profissionais dos professores.

Isto permitiu Situar esta pesquisa em relacdo as pesquisas acima
consideradas e conduziu a descrever no capitulo 1, no qual se articula o
trabalho de Robert (1997) sobre os niveis de conhecimento esperados

dos estudantes com as diferentes formas de conhecimento associadas a



nocao de funcdo afim e tenta-se mostrar como esse referencia tedrico
pode servir de base para a nossa pesquisa. Além disso, o trabalho de
Robert (1997) sobre niveis de conhecimentos esperados dos estudantes
faz referéncia as nogbes de quadros ou dominios, pontos de vista e

registros de representacéo semiotica.

Em um segundo momento, estuda-se as consideracOes feitas nos
documentos oficiais em relacdo a articulagdo entre formas de
conhecimento e representactes simbodlicas em matematica, isto €, 0 que a
Proposta Curricular para o Ensino de Matemética no Nivel Médio do
Estado de S&o Paulo (1992), os Parametros Curriculares Nacionais do
Ensino Médio (PCNEM, 2004) e Parametros Curriculares Nacionais:
Ensino Médio +: Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias (PCN +,
2005), propdem em termos dessas articulacOes e quais as orientacOes

dadas aos professores.

No capitulo 3 apresenta-se em primeiro lugar as distingdes em
termos de registros de representacd0 necessarios para em seguida
construir a grade de andlise que permite apresentar, sem exaustividade,
as possibilidades de articulagdo entre as diferentes formas de
conhecimento associadas a nogdo de funcdo afim e as representactes
simbdlicas que as sustentam. Pretende-se neste estudo mostrar a
existéncia de um grande nimero de aplicagbes que necessitam diferentes
niveis de conhecimento que, em geral, em relagdo a propria nocéo de
funcdo afim estdo associados as diferentes representacbes e
possibilidades de conversdes entre eles as e que quando se considera a
possibilidade de articulacéo entre quadros da propria matemética como,
por exemplo, a geometria analitica, as grandezas diretamente
proporcionais e de outras ciéncias como a fisica, a biologia, a economia

exige além da escolha da representacdo adequada que auxilia em uma



melhor interpretacdo da Situagdo proposta, que se disponha de
conhecimentos prévios em relacdo as nogcbes que servem de ferramenta
para o desenvolvimento das diferentes tarefas que podem aparecer tanto
no contexto escolar como no contexto profissional, considerando aqui
como profissional a situacdo do professor de matematica que devera
trabalhar essas nogbes com seus estudantes em seus cursos. Certamente,
essas tarefas irdo envolver as mudangas de quadros, as conversdes de

registros de representacdo semiotica e as mudancas de ponto de vista.

A grade apresentada no capitulo 3 serve de instrumento para a
analise dos livros didaticos descrita no capitulo 4. Para esta andlise
escolhe-se observar como é proposto o trabalho sobre a no¢éo de funcéo
afim em apenas trés livros, ou sga, o livro “A matemética do ensino
médio” de Elon Lages Lima e outros, destinado a professores e no qual
as articulagbes tém um papel fundamental mesmo se tratadas de forma
genérica privilegiando o registro de representacdo algébrico intrinseco.
Os outros dois livros “Matemética. Vol. 1’ de Edwaldo Bianchini e
Herval Paccola “Matemética Vol. 1" de Luiz Roberto Dante sio
destinados aos estudantes do ensino médio e fazem parte dos livros
indicados no Programa Nacional do Livro para o Ensino Médio
PNLM/2005 do Ministério da Educacdo, logo seguem a Proposta
Curricular para o Ensino de Matemética no Nivel Médio do Estado de
S0 Paulo (1992), os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino
Médio (PCNEM, 2004) e Parametros Curriculares Nacionais. Ensino
Médio +: Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias (PCN +, 2005), onde
as articulagdes entre as diferentes formas de conhecimento associadas a

nocao de fungédo afim devem ser levadas em conta.

No capitulo 5 apresentam-se os resultados obtidos pelos estudantes

de uma escola publica estadual, localizada em um bairro da Zona Sul de



S&0 Paulo para as questdes do SARESP (Sistema de Avaiagdo de
Rendimento Escolar do Estado de S&o Paulo) que versam sobre a nocéo de
funcdo afim e algumas das articulagOes propostas tanto nos documentos
oficiais como nos livros didéticos destinados aos estudantes do ensino
medio.

Finalmente, na conclusdo retomamos tanto as questes iniciaiS como
as que apareceram no decorrer desta pesquisa em uma tentativa de
responder através das andlises efetuadas quais as dificuldades encontradas e
indicar algumas possibilidades de articulagdo entre as diferentes formas de
conhecimento associadas a no¢éo de funcdo afim que podem auxiliar na
reflexdo sobre estas dificuldades para que cada um possa encontrar a
melhor forma de trabalhar de forma flexivel escolhendo as que séo mais
adequadas aos seus conhecimentos prévios ou aos conhecimentos prévios
do grupo de alunos com o qual esta trabalhando em um determinado

momento.



CAPITULO 1

NIVEIS DE CONHECIMENTO ESPERADOS DOS ESTUDANTES E
A ARTICULACAO DAS DIFERENTES FORMAS DE
CONHECIMENTO ASSOCIADAS A NOCAO DE FUNCAO AFIM



1. Introducéo

Neste capitulo desenvolve-se o referencial tedrico da pesquisa, que
esta centrada na abordagem sobre 0s trés niveis de conhecimento esperados
dos estudantes, segundo definicdo de Robert (1997). Essa abordagem
permite estudar a articulacéo entre as diferentes formas de conhecimento
associado a nogao de funcéo afim.

Considerando que a pesquisa esta centrada na abordagem tedrica
sobre os trés niveis de conhecimento esperados dos estudantes apresenta-
se, primeiramente, as abordagens tedricas que servem de apdio a esse
referencia teorico central. Sendo assim, para levar em conta a articulagéo
entre as diferentes formas de conhecimento quando se estuda a nogéo de
funcdo afim, considera-se a articulagdo de dominios conforme definicéo de
Douady (1984), a conversdo de registros de representaces semioticas,
segundo defini¢des de Duval (1995), e as relagbes institucionais e pessoais
segundo a abordagem antropologia de Chevallard (1992, 1996, 1999).
Além disso, como se escolhe trabalhar com a andlise de livros didaticos
para compreender quais as relagbes ingtitucionais existentes quando se
introduz a nogdo de funcdo afim, escolhe-se estudar os saberes
profissionais dos professores, segundo as definicdes de Tardif (2002), que
auxiliam ajustificar aimportancia dos livros didéticos no trabalho diario do
professor e mostram gue esses podem ser considerados como referéncia
para a analise da relacéo ingtitucional existente quando se desgja estudar 0
desenvolvimento de uma determinada nocdo. Considera-se, também, neste
capitulo a nogcdo de ponto de vista, que € uma nocdo que ndo tem uma
definicdo precisa como as outras citadas acima, mas que intervém na
andlise aqui proposta, pois, atualmente, os documentos oficiais propdem
gue se trabalhe a funcéo afim articulando varios pontos de vista.

Neste capitulo apresenta-se, sucessivamente, os trabalhos escolhidos

sobre 0s quais se apdiam as analises das relacdes institucionai s existentes
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através de documentos oficiais, tais como, parametro, proposta curricular
e livros didéticos, que mesmo ndo sendo aplicados em sua integra
refletem as intencdes institucionais existentes e as andlises das relaces
pessoai s associadas a nocao de funcéo que sio redlizadas a partir de uma
avaliacdo institucional, isto é, aprovado Saresp.

Tenta-se colocar em evidéncia, atraves dos trabalhos escolhidos, as
diferentes necessidades de articulacdo quando se desgja uma formacéo
gque leve em conta a capacidade de um trabaho flexivel no
desenvolvimento de uma determinada tarefa em ciéncias ou matemética.
E importante lembrar aqui que, em matemética, a flexibilidade cognitiva
esta associada a capacidade de trabalhar em diversos dominios, podendo
mudar de dominio quando necessario, sem que para isso sgjafeito algum
apelo explicito, utilizar a representacdo mais adequada para a resolucéo
de um problema, articular diferentes pontos de vista e concepgoes; saber
plangar, analisar, desenvolver, justificar e controlar o trabalho
matemético desenvolvido em uma determinada tarefa, seja ela escolar ou
profissional.

Para tornar mais clara a importancia de uma determinada abordagem
tedrica em relacéo ao desenvolvimento de um sujeito capaz de trabal har
de forma flexivel, quando Ihe € proposta uma tarefa na qual a nocéo de
funcdo afim deve ser utilizada, tentar-se-a dar exemplos que associem

essa Nogao mateméatica com a abordagem tedrica em jogo.

2. Flexibilidade cognitiva e a articulacdo de dominios e registros de

representacdo semiotica e pontos de vista

Sera feito um breve estudo da relacéo entre as abordagens tedricas

em torno das nogdes de dominios e registros de representacdo semiotica,

tentando mostrar sua importéncia no desenvolvimento de atividades

matematicas associadas a nocdo de funcéo afim, sempre com o objetivo de
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formar individuos que possam dispor dos conceitos associados a esta nogéo
de forma a aplica-los quando necessario, ndo ficando presos a determinados
dominios e sabendo escolher o registro de representacdo semidtica mais

adequado quando houver necessidade.
2.1. Flexibilidade cognitiva e a articulacdo de dominios

Inicialmente, considera-se a questdo da flexibilidade cognitiva tal
como definida acima, através da articulagdo de dominios, conforme a
definicdo proposta por Douady (1984).

Douady introduz a no¢do de dominio em sua tese em 1984 em uma
perspectiva de teorizacdo didética, baseada sobre uma andlise

epistemol 6gica, que coloca em evidéncia:

e A dudidade dos conceitos mateméticos, em gerd,
funcionando como ferramentas implicitas e em seguida
explicitas da atividade matemética antes de adquirirem o status
de objeto e ser trabalhado enquanto tal.

e O papel desempenhado pelas mudangas de dominios nas

atividades e na producdo matemética.

Sendo assim, Douady define as nocbes de ferramentas implicita e

explicita como:

Ferramenta: implicita e explicitaa Uma ferramenta pode ser
implicita se ela corresponde a um conceito em elaboracéo, e isto
pode durar véarios anos. Uma ferramenta pode ser explicita se ela
corresponde a uma utilizagdo intencional de um objeto para
resolver um problema. (Douady, 1992, p.134)

Douady define objeto como:

Objeto: Por objeto, entendemos o objeto cultural tendo seu lugar
em um edificio mais amplo que é o saber das mateméticas, num

dado momento, reconhecido sociamente. O objeto €

12



matemati camente definido, independentemente de sua utilizag&o.
O status de objeto permite a capitalizacdo do saber e, portanto, a
extensdo do corpo de conhecimentos. Ele permite também o
reinvestimento em novos contextos, eventualmente, muito
distintos do contexto original.” (Douady, 1992, p.134)
Para ilustrar as nocdes de ferramenta implicita e explicita e objeto
definidas por Douady, escolheu-se os exemplos que seguem relacionados a

nocao de funcéo afim.

Quando se introduz a nogéo de funcado afim, em geral, consideram-se

exemplos do tipo:

A taxa mensal de funcionamento do telefone é de R$ 35,00. Sabendo
gue o prego para cada pulso utilizado € de R$ 0,05, determine:

a Qua o vaor da fatura mensal de um usuério que utiliza, em

média, 10 pulsos diarios?

b) Quantos pulsos foram utilizados por um usuario cuja fatura
mensal foi de R$ 135,007

c) Encontre a funcdo para o cdlculo de uma fatura de qualquer
usuario, isto &, afatura mensal em funcéo da quantidade média de

pulsos mensais.

Nas questdes a) e b), deste exemplo, ndo é necesséria a no¢éo de funcéo
afim, pois os estudantes podem resolvé-las utilizando apenas seus
conhecimentos numeéricos e as quatro operacoes, isto €, a nogdo de funcédo
afim funciona aqui como uma ferramenta implicita. Mas, quando se pede
para que os estudantes encontrem uma funcdo, esses podem pensar em
outros casos particulares como o proposto e determinar uma formula que
permita calcular a fatura mensal em fungdo da taxa mensal e da quantidade
média de pulsos mensais, neste caso, 0s estudantes podem reconhecer a

nocao de funcdo afim e trabal har intencionalmente com essa nogao.

13



A partir deste exemplo, quando o professor define a fungao afim e
suas representacoes, isto €, atraves de uma formula, tabela, grafico e
discute com os estudantes seus casos particulares, suas propriedades e a
relacdo existente entre essas Nnocéo e outras nogdes que lhe séo associadas,
como a nocao de funcdo linear e proporcionalidade que permitem varias
aplicacbes em outros dominios como, por exemplo, a geometria e a
economia, a funcdo afim é trabalhada enquanto um objeto do saber
matematico e utilizada como uma ferramenta explicita para desenvolver e
justificar tarefas e atividades em outros dominios.

O objeto matematico como € definido por Douady, é parte de um
edificio mais amplo que é o saber matematico, constituindo assim o que ela

denomina dominio, que corresponde:

“[...] congtituido de objetos de um ramo das mateméticas, das
relacdes entre os objetos, de suas formulacBes eventualmente
diversas e das imagens mentais associadas a esses objetos e essas
relacOes. Essas imagens tém um papel essencial e funcionam
como ferramentas dos objetos do dominio. Dois quadros podem
conter 0s mesmos objetos e diferir pelas imagens mentais e

problematicas desenvolvidas.” (Douady,1992,p.135).

Para a nocéo de funcdo afim, quando esse contetido é trabalhado no
ensino médio, observa-se que, em geral, ele € desenvolvido em pelo menos
trés dominios. 0 dominio da &gebra, isto € quando a funcdo afim é
definida por um conjunto formado por pares ordenados, em geral, ndo se
utiliza a representacédo da funcdo através de um conjunto de pontos
representados entre parénteses, sendo mais comum representé-10s por uma
tabela, o que facilita a sua representacdo grafica em um sistema cartesiano
ortogonal; o dominio da analise matematica, quando a funcéo € definida
por umaformula; o dominio da geometria analitica, quando a funcéo afim &
definida através de uma representacéo cartesiana, isto €, afuncao e definida

de forma implicita através de uma equacd em R? ou através de uma
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representacdo paramétrica, considerando um de seus pontos e um vetor
diretor. Quando trabalhamos a nocdo de reta em R? no dominio da
geometria analitica, pode-se fazer a articulacdo com a nocéo de funcéo
definida em dgebra ou em andlise matemética. Além disso, a nocéo de
funcdo afim aparece como ferramenta explicita para o quadro da mecanica
em fisica e um dos exemplos € o estudo dos movimentos em cinemética, no
gual a nocdo de funcéo afim e seus casos particulares, ou sga , a funcdo
constante e a funcéo linear, permitem através de suas propriedades que se
represente  matematicamente as variagbes de espago, velocidade e

aceleracdo em funcéo do tempo.

Douady define as mudancas de dominios, atividades constantes no
trabalho dos matematicos, como sendo:
“E um meio de obter formulagdes diferentes de um problema que
sem ser, hecessariamente, equivalentes, permitem um nNovo acesso
as dificuldades encontradas para fazer funcionar as ferramentas e
técnicas que ndo se impunham na primeira formulagdo.[...]
Quaisquer que sgjam, as traducdes de um dominio em outro, elas
terminam sempre em resultados desconhecidos, em novas
técnicas, na criagdo de novos objetos matematicos, em suma, no
enriquecimento do dominio original e dos dominios auxiliares de
trabalhos’. (Douady, 1992, p.135 — 136)
A transposicéo feita por Douady das caracteristicas do trabalho dos
matematicos para 0 dominio da didética, constitui 0o que ela denomina

jogos de dominios e dialética ferramenta-objeto.

Os jogos de dominio, organizados pelos professores, s&o
transposi ¢es didaticas das mudancas de dominios e s80 vistos na teoria de
Douady como meios privilegiados para suscitar desequilibrios cognitivos e
permitir a ultrapassagem desses desequilibrios em um novo equilibrio de

nivel superior.  Assim, a no¢éo de dominio é centrada no fato que uma
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mesma nogdo pode funcionar em diferentes ambientes conceituais e
técnicos e que ela pode apresentar caracteristicas especificas para cada um
desses ambientes, sendo as diferencas existentes um dos motores e

ferramentas da criagdo matemética.

No caso da nogéo de funcdo afim, a introducéo dessa nogéo € feita,
atualmente, via exemplos numéricos com problemas do tipo “problema do
taxi”, para o qual deve-se pagar um determinado valor por um servico onde
se estabelece umataxa inicial e um valor que sera cobrado pela variacéo da
guantidade de servigo prestado. Esses exemplos servem apenas como
motivador para aintroducdo da nocdo de funcdo afim, mas ndo necessitam
dessa nogéo para sua solucdo, exigindo assim que se cologue a questdo da
generaizacdo, isto €, qual o valor fina y a ser pago quando se considera
uma quantidade x de servico prestado. A partir desses exemplos pode-se
introduzir a nogdo de fungdo afim como uma fungdo f: R — R tal que

f(x) = ax + b com a, b constantese a,b € R paratodo x € R.

E essa definicdo da nogdo de funcdo afim que permite estudar suas
propriedades e suas diferentes representagbes, assim COmMO Seus C€asos
particulares e, dessa forma, fazer as articulagbes com outros dominios,
sejam eles intramatematicos como a geometria, a geometria analitica ou a
matematica financeira ou extramatematicos como a fisica, as ciéncias

sociais, a economia, €tc.

No exemplo acima, pode-se verificar como funciona 0 processo
denominado por Douady de dialética ferramenta-objeto. Trata-se de um
processo ciclico que organiza os papeis do professor e dos alunos e para o
qual os conceitos matematicos podem desempenhar o papel de ferramenta
para resolver um problema, como € o caso da fungdo afim quando aplicada

em fisica ou um outro dominio, ou de objeto, quando definimos a funcéo
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afim e assim podemos considerar suas propriedades e representacoes

permitindo a construcéo de um saber organizado.

Na dialética ferramenta-objeto, em determinado momento um certo
conceito matematico € objeto de estudo e em outro ele € utilizado como
ferramenta implicita na construgdo de um novo conceito, como por
exemplo, se 0 objeto funcdo afim é conhecido dos estudantes, ele podera
ser utilizado como ferramenta implicita na introducéo da nogdo de reta em

R? em geometria analitica

Um outro exemplo é o caso da equacdo do primeiro grau, que no
ensino fundamental é estudada enquanto objeto matematico e que tera
“status’ de ferramenta implicita quando determinamos os zeros da funcéo
afim para estudar sua variacdo, isto €, os intervalos em que a fungdo é
positiva e negativa. Esse estudo tera seu status de ferramenta, por exemplo,
em cinematica, quando se estuda se houve ou ndo mudanca de sentido no

movimento de um corpo.

E importante observar que para Douady o objeto e sua representacio
se confundem, mas € preciso reconhecer que diferentes representacoes
apontam para um mesmo objeto e apenas ao se articular essas diferentes
representacdes € que se pode obter uma melhor concepcéo do objeto em

guestao.

Mesmo levando em conta a questéo das diferentes representacoes de
um mesmo objeto matemético, a abordagem tedrica de Duval trata mais
especificamente dessa questdo, sendo assim, considera-se a seguir a nogao
de registro de representacdo semidtica, conforme definicdo de Duval,
lembrando que agui € considerada, como flexibilidade cognitiva em
matematica a possibilidade de utilizar a representacdo mais adequada, sem

gue paraisto sgafeito nenhum apelo explicito.
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2.2. Flexibilidade cognitiva e a conversao de registros de representacao
semiotica

Para considerar a questdo da flexibilidade cognitiva como a
possibilidade de utilizar o registro de representacdo mais adequado, sem
nenhum apelo explicito, considera-se nessa pesquisa a nogéo de registro de

representacéo semiotica segundo definicdo de Duval (1995).

A abordagem tedrica em termos de registros de representacdes
semidticas, proposta por Duval, permite analisar 0 conhecimento
matemético através da formacdo, do tratamento e da conversdo dos

diferentes registros.

No artigo “Registros de Representacdes Semioticas e Funcionamento
Cognitivo da Compreensdo em Matematica’, publicado no livro
“Aprendizagem em Matemética: Registros de Representacdo Semidtica’,
organizado por Silvia Dias Alcantara Machado (2003), Duval descreve dois
tipos de transformac&o das representacbes semidticas. os tratamentos e a

conversao das representacoes.

e Os tratamentos sdo transformacoes de representacdes dentro de um

mesmo registro. Exemplo: resolver uma equacdo ou um sistema de
equacoes.

e As conversdes sdo transformacdes de representacbes que consistem

em mudar de registro conservando os mesmo objetos denotados.

Duva considera os exemplos abaixo de sistemas semioéticos que ndo
sdo sempre reconhecidos pelos estudantes, como representantes de um

mesmo obj eto:
e A escritaalgébricade umarelacéo e suarepresentacéo gréafica;
e A escrita numérica de uma razdo e sua representacdo geométrica

sobre uma reta ou em um plano;
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e O enunciado de uma férmula em lingua natural e a escrita dessa

formulasob aformaliteral.

Essas dificuldades levam Duva a considerar a importancia no
sentido da converséo dos registros de representacao, pois nem sempre a
conversao se efetua quando se inverte o sentido dos registros. Exemplo: Na
passagem da escrita algébrica de uma funcdo a sua representacéo grafica e

vice-versa.

Para compreender melhor esta dificuldade reproduziu-se, aqui, o
exemplo citado por Duval (1995) em seu livro “Sémiosis et pensée

humaine” para as seguintes tarefas de conversio:
Conversao 1: Tracejar uma zona do plano descrita em lingua natural

Conversdo 2. Escolher entre as varias expressdes algébricas

(y=x, y>X, x>0, y=-x, xy <0..) aguela que corresponde a uma zona

tracejada.

I
tracejar

1 — 11

Escolher
EXPressao

a

1...0 conjunto
dos  pontos
gque tem uma
abscissa
positiva

x>0

6/%

51%

y<o

6/%

61%

abscissa e a
ordenada tém
0 mesmo sind

56%

25%

4. ... cuja
abscissa e a
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ordenada tém|xy <0 —4y

0s  dnais ——> x 23%
contrarios i

S cuja y

ordenada €|y 5 38% 38%
superior a

abscissa (reta X

y=x  sendo

tracada)

SR cuja y

ordenada e y > X 19% 25%
superior a

abscissa (reta X

y=X ndo sendo

tracada)

7.....cuja y

ordenada e y =X 60% 75%
igual a

abscissa X

8....cua y

ordenada e y =X 34% S8%
oposta a

abscissa X

Fonte: (DUVAL, 1995, p.55)
Para o exemplo 5, ndo existe diferenca entre as duas conversoes pois,

segundo Duval: “a correspondéncia termo a termo entre as unidades

significantes é suficiente para efetuar a conversdo.” (Duval, 1995, p.46)

Para 0 exemplo 1, ele explica a diferenca da seguinte maneira: “falta
na escrita algébrica uma unidade significante que corresponda ao
“positivo”. Devemos recorrer a perifrase “>0", combinagdo de duas

unidades significantes para gjustar essa auséncia.” (Duval, 1995, p.46)

Duval da a seguinte explicacdo, da diferenca constatada para xy > O:
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“Para a passagem | — [11, existe correspondéncia semantica entre
as unidades significantes da expressdo linguistica da relagéo e de
sua representagdo grafica, existe igualmente univocidade
seméntica terminal, e a ordem considerada das unidades
significantes é neutra. Cada parte do grafico tendo um nome (“
abscissa “,” ordenada’) e um sinal expresso por seu valor
(“positivo”, “negativo”), podemos, a partir de cada termo da
expressdo linguistica dada, encontrar de maneira pertinente a
conversao das unidades semidticas elementares do grafico. Ao
contrario, para a passagem Ill — |l ndo existe correspondéncia
semantica entre as unidades significantes da expressao algébrica e
o gréfico, pois nenhuma unidade semidética no registro algébrico
permite traduzir a observacdo “mesmo sinal parax ey”. Devemos
recorrer & globalizagdo descritiva® das duas perifrases: “”(-).(-
)>0" e“(+).(+)>)" ((Duval, 1995, p.56)

Isto 0 conduz a considerar que:

“A coordenacdo entre as representacbes que dependem de
sistemas semidticos diferentes ndo tem nada de esponténeo. [...]
Um trabalho de aprendizagem especifico centrado sobre a
diversidade dos sistemas de representacdo, sobre a utilizacdo de
suas proprias possibilidades, sobre a comparacéo através das
correspondéncias e sobre as “traducbes’ mutuas de um no outro

parece necessaria para favorecé-la’” (Duval, 1995, p.56).

Duval considera, assim, a hipétese que uma aprendizagem desse tipo,

guando as questdes acima sdo levadas em conta, pode produzir um salto

! globalizago descritiva: Duval define a globalizacdo descritiva através do seguinte
exemplo:
Um quadrilatero verificando uma das condic¢des abaixo € um paralelogramo:

(1) Os dois lados opostos sao paralelos;

(2) Dois lados opostos paralelos e de mesmo comprimento. (colecdo Pythagore,

1987, p.162-163)

O enunciado (1) € um caso de globalizacdo descritiva. Como o enunciado (2), que
coordena duas proposi¢oes independentes, o enunciado (1) requer duas verificacbes
independentes uma da outra, mas ele as formula em uma Unica proposi ¢ao.
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gualitativo no desenvolvimento das competéncias e das performances dos

estudantes.

Duval observa, igualmente, o fato de que se, no ensino, as atividades
cognitivas de formacéo e tratamento sdo consideradas, ao contrério, as
atividades cognitivas de conversao sao supostas como adquiridas por si sO e
sem relacdo direta com a compreensdo dos objetos mateméticos nem de sua
conceitualizacdo. Muitos trabalhos em didatica da matematica exploraram
as andlises em termos de registros, desenvolvida por Duval, e em dominios

muito variados.

O exemplo acima, esta bastante associado ao estudo da nogdo de
funcéo afim e mostra que as dificuldades de conversdo podem ser muito
diferentes, dependendo, inclusive, do sentido da conversdo. Vale lembrar
neste momento que, no ensino médio, quando se trabalha com a nocéo de
funcdo afim, é comum considerar as conversdes entre formula, tabela e
grafico que, em geral, sdo trabalhadas nesta ordem e, certamente, sem
nenhuma consideracdo sobre essa atividade matemética, pois como
ressalta, Duval essa atividade € considerada como adquirida por si sO e sem
relacdo direta com a compreensdo dos objetos matematicos ou sua
conceitualizacdo. O que leva, em geral, os livros didaticos e,
consegiientemente, os professores a ndo considerarem todos os sentidos da
conversdo. Em geral, essas Situagbes sdo tratadas através de regras
aplicadas na primeira situagéo, isto é, para considerar a converséo entre
formula e grafico considera-se primeiramente pela conversdo férmula
tabela, isto é o estudante reconhece imediatamente o grafico da fungdo
proposta e esboca seu grafico utilizando apenas sua condicdo inicial que
serd bastante utilizada em outros dominios e seu sentido de variagdo, ou

sgja, Se € ou Ndo uma reta crescente ou decrescente. Em geral, as situacoes
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propostas exigem apenas gque o estudante trabalhe em um nivel puramente

técnico, repetindo situagdes do tipo:

1° situacdo: Dada a lei de formagdo de uma funcdo afim, construir o

grafico usando umatabela

Nesta situacéo basta que o estudante faga uma correspondéncia entre
0 par ordenado obtido com vaores numéricos determinados a partir da
escolha de valores para a varidvel, em geral, X e que substitua na formula
que representa a funcdo e, considerando esse conjunto de pontos,
represente-0s em um sistema cartesiano ortogonal que apos serem ligados
representardo uma reta. Esse trabalho puramente técnico, se ndo for
acompanhado de um discurso que justifique toda essa técnica e que mostre
que se trata de diferentes formas de representar 0 mesmo objeto
matematico, isto € uma funcdo afim, ndo permitird que o estudante
reconhega esse objeto em outros dominios e que possa utiliza-lo de forma
autdénoma, reconhecendo suas propriedades e podendo compreender suas

possiveis aplicactes.

2° situacédo: Dado o grafico ou tabela (com pelo menos dois pontos

conhecidos), achar alel de formacdo dafuncdo afim.

Trata-se aqui de uma situagdo para a qual o estudante precisa fazer
uma correspondéncia entre os pontos dados no tragcado da reta num sistema
cartesiano ortogonal ou os pontos dados através de umatabela, com alei de
formagdo de uma funcéo afim, isto é, o estudante necessita reconhecer na
reta ou na variacdo dos valores da funcdo através de uma tabela que essa
variacdo é constante. Em geral, quando trabalhamos com a introdugdo
desse sentido de conversdo, verificamos que 0s estudantes apresentam
dificuldades em compreender essas passagens do grafico para a férmula,
muito utilizadas pelos fisicos que, em geral, constroem o grafico de uma

experiéncia para depois encontrar a equacdo matemética que descreve o
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fenébmeno. No caso particular da funcéo afim, o estudante devera dispor de
conhecimentos sobre a solucdo de sistemas lineares de duas equacdes e
duas incégnitas ou de conhecimentos de trigonometria no triangulo
retangulo para determinar o coeficiente a daformulay = ax + b, onde a
uma constante que corresponde a uma taxa de variagdo ou a tangente do
angulo que a reta representada em um sistema cartesiano ortogonal forma

Ccom 0 eixo0 das abscissas.

Nas situagOes apresentadas acima, observa-se que na mudanca de
sentido da conversdo, além de ser necess&rio buscar outros modos de
tratamento, € preciso aplicar outras nocdes matematicas, 0 que exige a
articulagdo com nogoes desenvolvidas anteriormente que nem sempre estao
disponiveis na estrutura cognitiva dos estudantes, aumentando, assim as

dificuldades por eles encontradas.

H&, ainda, o caso das situacdes onde o enunciado é dado em lingua
natural, pode-se considerar nessa categoria os chamados problemas do
cotidiano, neste caso, o0 estudante devera reconhecer no problema a nocéo
ou as no¢des matematicas em jogo, fazer a conversdo do registro da lingua
natural para o registro de representacdo semiotica mais adequado a situagéo
tornando a atividade de conversdo mais complexa, pois exige um conjunto
de operacOes para descrever os objetos matematicamente de forma a
resolver o problema proposto. Pode-se considerar que as dificuldades dos
estudantes em compreender para que serve a matematica estédo, em geral,
associadas a essa falta de conhecimentos que permite “traduzir” os dados
de um problema e encontrar uma solucdo gque esteja associada ao trabalho

por eles desenvolvido na escola.

E importante lembrar agqui que, de acordo com Duval, do ponto de
vista cognitivo, é a atividade de conversdo que conduz aos mecanismos

subjacentes a compreenséo e ndo apenas uma forma de tratamento, onde se
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aplica regras de correspondéncia. E necesséria a articulagdo entre as
variaveis cognitivas que sao especificas do funcionamento de cada um dos

registros para a compreensao em mateméatica.
2.3 Flexibilidade cognitiva e a nocédo de ponto de vista

Nem sempre as atividades mateméticas estdo associadas somente as
mudancas de dominios ou as conversdes de registros de representacéo
semiotica, deve-se considerar, também, a nocéo de ponto de vista que,
mesmo ndo tendo uma definicdo precisa como as apresentadas acima, €
uma componente importante para as anadlises aqui propostas, pois como
salienta Rogal ski (1995):

“Dois pontos de vista diferentes sobre um objeto
matematico sdo diferentes maneiras de observalos, de
fazé-los funcionar, eventualmente de defini-los. Nesse
sentido, observar um objeto em diferentes dominios, €
considerar diferentes pontos de vista Mas, pode-se
considerar varios pontos de vista em um mesmo dominio.”
(Rogalski, 1995, notas do seminério de Séo Paulo, PUC-
SP, Brasil)

Nesse semin&rio Rogalski apresenta diversos exemplos que
permitem compreender melhor a definicdo acima. Escolhe-se, ainda, um
exemplo em agebra por estar mais associado ao trabalho agui
desenvolvido e por fazer uma correspondéncia entre a nocao de ponto de
vista e 0 registro de representacéo semidtica em jogo, a saber:

“Em agebra, uma desigualdade pode se exprimir sob

diferentes formas, por exemplo:

Ix-3]<3 dix,2)<3 -1<x<3 xell5],que
segundo Rogalski colocam em jogo pontos de vista
diferentes, mesmo se elas se exprimem todas no quadro
algébrico e se situam todas no registro simbadlico.”
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Esse exemplo, conduz a no¢éo de funcdo afim, pois ao estudarmos o
sinal dessa funcéo, em geral, € necessario utilizar a nogéo de desigualdade
para expressar sua variagdo ou para estudar as fungdes produto e quociente

desse tipo funcéo.

Esse exemplo mostra que a nogdo de ponto de vista € muito
extensiva e permite recortar véarias categorias de andlise o que dificulta sua

caracterizacao.

As diferentes ferramentas de andlise didédtica expostas acima,
ressaltam a importancia de um trabalho explicito de articulacdo entre os
diferentes dominios em jogo quando da introducdo de uma determinada
nogao matematica, assim como da conversdo dos diferentes registros de
representacdo semidtica que lhe estdo associados e que podem, inclusive,
permitir visualizar 0 mesmo objeto matemético sob diferentes pontos de

vista

Considerando a importancia dessas ferramentas de andlise
matemética, Robert (1997) propde a abordagem em torno dos trés niveis de
conhecimento esperado dos estudantes que segundo podem auxiliar ao
professor a construir cenarios de aprendizagem que permitam gue oS
estudantes construam seus conhecimentos e, além disso, construam uma
organizacdo desses conhecimentos que permitam gue estes disponham de

pelo menos uma parte das nogdes visadas.

Esse trabalho podera também auxiliar o professor na escolha dos
saberes visados, como tentar-se-a mostrar na breve apresentacdo da

abordagem proposta por Robert.
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3. Os trés niveis de conhecimento esperados dos estudantes

Esse trabalho estd centrado sobre a abordagem tedrica dos trés
niveis de conhecimento esperados dos estudantes, segundo definicéo de
A. Robert (1997), a saber:

O nivel técnico corresponde a um trabalho isolado, local e
concreto. Esta relacionado principalmente as ferramentas e definices

utilizadas em uma determinada tarefa.

Para 0 caso das funcdes afins, definidas dos reais nos reais, pode-
se considerar os seguintes exemplos como correspondentes a um nivel

técnico da atividade matemética:

e Construir o grafico dafungdo f(x) =x + 1;

e Determinar os coeficientesae b paraafuncao f(x) = 2x + 3;

e Determinar o valor dafuncéo em pontos de seu campo de defini¢éo;

e Construir uma tabela a partir da funcéo dada por uma representacéo
formula;

O nivel mobilizavel corresponde a um inicio de justaposicdo de
saberes de um certo dominio, podendo até corresponder a uma organi zagao.
Varios métodos podem ser mobilizados. O carater ferramenta e objeto do
conceito estdo em jogo, mas 0 que se questiona € explicitamente pedido. Se
um saber é identificado, ele é considerado mobilizado se acessivel, isto €,
Se 0 estudante o utiliza corretamente.

Exemplos:

o Esbocar o gréfico da funcéo f(x) = x + 1 e determinar
seus coeficientes linear e angular;

o Identificar num conjunto de funcdes dadas quais sdo
funcoes afim;

Nos exemplos aqui considerados; o trabalho a ser realizado € pedido

explicitamente, logo, basta o estudante reconhecer a nogdo em jogo e
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mobilizar os conhecimentos necessarios relativos a essa nogdo para
resolver atarefa proposta.

O nivel disponivel corresponde, a saber, responder corretamente o
gue € proposto sem indicacOes, de poder, por exemplo, dar contra
exemplos (encontrar ou criar), mudar de quadro (fazer relagbes), aplicar
métodos ndo previstos.

Esse nivel de conhecimento estd associado a familiaridade, ao
conhecimento de situagdes de referéncia variadas que o estudante sabe que
as conhece (servem de terreno de experimentagao), ao fato de dispor de
referéncias, de questionamentos, de uma organizagao. Podendo funcionar
para um unico problema ou possibilitando fazer resumos.

Exemplos:

o Dada a representacao grafica de uma fungdo, determinar
sualel de formagéo;

. Um operario ganha R$ 3,00 por hora de trabalho de sua
jornada semanal regular, que € de 40 horas. Eventuais horas extras
s80 pagas com um acréscimo de 50%. Encontre uma férmula
algébrica para expressar seu salario bruto semanal e uma férmula
algébrica para expressar seu salério para as semanas em gue trabalha
mais que 40 horas.

No caso do primeiro exemplo considerado acima, se no enunciado
estivesse especificado tratar-se de uma funcdo afim tratar-se-ia do nivel
mobilizavel, mas como nenhuma indicacdo € dada, cabe ao estudante
reconhecer em seu gréafico o tipo de funcdo para determinar sua lel de

formagéo.

NoO segundo exemplo, nem mesmo uma representacéo permite ao
estudante identificar qual a funcdo em jogo. Ele deve apresentar maior

dificuldade e, em geral, os estudantes que n&o reconhecem na situacdo nada
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de familiar terdo ainda mais dificuldades. Esse exemplo mostra que, em
geral, situacoes desse tipo que sdo denominadas de “ problemas cotidianos’
s80 as que apresentam maior dificuldade, pois nem sempre fazem parte do
cotidiano dos estudantes e correspondem ao nivel disponivel, exigindo que
se reconheca nelas alguma situacdo familiar para que possam buscar em

sua estrutura cognitiva os elementos necessarios para sua solucao.

Sendo assim, parece interessante verificar que tipos de situacdo séo
proposta aos estudantes, isto €, que tipo de relacdo institucional existe para
gue sgja possivel compreender melhor as relacdes pessoais que podem ser

desenvolvidas.

Para isso, escolhe-se a abordagem antropologica de Chevarllard

(1992), que permite levar em conta esta dimensdo da andlise proposta nessa
pesquisa.
4. A abordagem antropologica de Chevallard

Em seu artigo “Concepts fondamentausx de la didactique”
Chevallard mostra a importancia da metéfora como ferramenta para o
pensamento, justificando que néo € ilegitimo pensar teorias e modelos em
termos de imagens e representagcbes como se pode verificar na citagéo

abaixo:

“Contrariamente ao que muitos pensam, eu afirmo , aqui,
gue toda a atividade cientifica (inclusive a matematica) se
constitui (em sua linguagem) e se descreve (em sua
metalinguagem) pela utilizacdo das metaforas. O
pensamento se torna forte quando se apdia em metéforas;
mas geralmente, a “retérica’ aparece constitutiva da
atividade cientifica como de toda a economia
gnhosiologica. Ndo &, portanto, “a priori”, ilegitimo pensar
teorias e modelos em termos de imagens e representacdes.

Mas, o grande problema, deve-se, agui, a escolha das
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“boas’ metéforas, das metaforas realmente fecundas, e de
seu controle.” (Chevallard, 1992, p.76)

Ainda se referindo a questdo das metaforas como uma ferramenta
importante para pensar teorias e modelos em termos de imagens e
representagbes, Chevallard cita como exemplo a ata de audacia dos
matematicos gregos em considerar as relagdes entre naturais como
numeros.

“Os mateméti cos gregos, dessa forma, ndo souberam ol har
para as relagdes entre naturais como numeros. Faltou a
eles audacia para assumir essa metafora, e esse grande
respeito pelas conveniéncias culturais fez obstaculo para o
desenvolvimento da ciéncia que eles haviam sido os
criadores.” (Chevallard, 1992, p.76)

Sendo assim, para Chevallard, a atividade matematica, como toda
atividade humana & composta por um certo numero de tarefas. Para cumprir
essas tarefas, séo desenvolvidas as técnicas, que para se tornarem viaveis
devem ser compreensiveis e justificavels, dando assm lugar ao
desenvolvimento das “tecnologias’ ou discurso sobre as técnicas, essas
tecnologias sendo, por sua vez, objetos de novas tecnologias que

Chevallard identifica como teorias.

Estudando a quest&o da articulagdo de dominios e pontos de vistae a
conversao de registros de representacdo semidtica em relacdo a nogcéo de
funcdo afim, lembrando que essas articulagdes que permitem ao estudante
um trabalho flexivel e considerando gue esse trabalho emerge de um certo
numero de praticas matematicas, parece importante tentar compreender em
gue tipos de tarefas ela pode, “a priori’, viver e se desenvolver, identificar
as técnicas mateméticas existentes para efetuar essas tarefas, determinar os
diferentes niveis de discurso que sdo suscetiveis de acompanhar essas

técnicas, a titulo de comentérios e justificativas, explorando a distingdo
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entre tecnologia e teoria. Esse tipo de andlise pode auxiliar a compreender
melhor as préticas institucionais existentes, permitindo, assim, determinar
como sdo exploradas as margens de manobra habitualmente utilizadas e,
em seguida, tentar compreender seus efeitos sobre as relacdes construidas
pel os estudantes em relacao as abordagens consideradas.

A abordagem antropoldgica de Chevallard e a desenvolvida por
Duva se relinem pelo interesse que as duas dardo a questdo semidtica e
por recusarem essa dimensdo da atividade matematica como um simples
subproduto da conceitualizagdo. Para Chevallard, esse interesse e essa
recusa irdo se exprimir via as nogoes de ostensivos e ndo ostensivos e pelo

principio das relactes dial éticas existente entre seus desenvol vimentos.

“De um lado, existem os objetos que denomino ostensivos,
COmo um nome, uma notagdo, um gréfico, ou ainda um
esguema gestual, que podem estar realmente presentes e
gue podemos manipular efetivamente na sua
materialidade. Por outro lado, existem o0s objetos néo
ostensivos, que denomino também emergentes, e que
somente podemos evocalos com a guda dos objetos
ostensivos. Quando o matemético diz que manipula a
funcdo logaritmica, na readlidade, serdo certos objetos
ostensivos que ele manipula. Bem entendido, os objetos
ostensivos e ndo ostensivos tem sua existéncia e vivem em
conjunto no interior da prética matematica que os relne:
€l es se determinam reciprocamente. S6 posso “manipular”
a funcdo logaritmica através de certos objetos ostensivos
gue lhe sdo associados, mas, inversamente, ndo POSSO
manipular esses objetos como o faco quando eu pretendo
manipular a funcdo logaritmica se ndo existe para mim o
objeto “Funcdo Logaritmica’.” (Chevallard, 1996, p.50)

Rejeitando, referindo-se a Derrida, o logocentrismo de nossas

civilizagbes européias, Chevallard insiste sobre o fato que a utilizacdo de
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palavras na atividade matemética sO pode ser compreendida a partir da
idéia englobante de ferramenta ou instrumento semiotico:

“No lugar de tentar compreender o formalismo
matematico como linguagem (formal), devemos, ao
contrério, pensar na linguagem (verbal) como elemento da
pandplia de instrumentos semiéticos do trabalho
matematico. [..] A nocdo de instrumento semidtico
constitui 0 ponto de partida de uma teoria unitaria do
trabalho matematico. As paavras, o0os simbolos —
aritméticos e agébricos, e agueles de todos os
formalismos que quisermos -, 0S proprios gestos,
articulados em sistemas de regras de trabalho sdo, todos
em conjunto, os instrumentos concretos — ostensivos — do
trabalho matematico. Todo sistema de trabalho, segundo
essa Optica, supbe a combinacdo de varios registros
semidticos — oral, escrito, gestual.” (Chevallard, 1996,
p.52 — 53)
Os instrumentos de analise expostos acima, tentam ressaltar a
importancia de trabalhar com os diferentes sistemas de representacéo

simbdlica que, certamente, sdo fonte de dificuldade para os estudantes.

Além disso, a abordagem tedrica proposta por Chevallard permite
pensar de forma unificada os fendmenos didaticos encontrados em funcéo

das diferentes analises aqui propostas.

Em seu artigo “Concepts fondamentaux de la didactique”,
Chevallard apresenta um modelo que ele mesmo considera quase
axiomético, que permite situar melhor as relagbes pessoais desenvolvidas
pelos estudantes em relacéo as relagbes institucionals existentes e que nos
auxilia a compreender melhor qual o nivel que serd escolhido para
desenvolver uma determinada no¢cdo matemética, em um determinado

momento, para um determinado publico.
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Para desenvolver sua teoria, Chevallard inicia introduzindo trés
termos primitivos e utiliza a forma de desenvolvimento de uma teoria

axiomética de matemética, como se verifica na citagdo abaixo.

“Trés termos primitivos s80 necess&rios para iniciar
(outros irdo se juntar no que segue): os objetos O, as
pessoas X, as instituicbes 1. Os objetos, apesar disso,
ocupam aqui uma posicado privilegiada; ele sdo o “material
e base” da construcdo tedrica visada. Analogamente, no
universo matematico contemporaneo, fundamentado sobre
a teoria dos conjuntos, tudo € conjunto (os préprios
nimeros naturais sd0 conjuntos), analogamente, no
universo gque eu considero, tudo é objeto. As pessoas X e
as instituigdes |, assm como as outras entidades que serei
conduzido a introduzir, sdo, portanto, objetos de um tipo
particular. Por esta razdo, ficarei um certo instante sobre a
nocdo genérica de objeto, que a teoria coloca assim no
principio de seu desenvolvimento. Do ponto de vista da
“semantica’ da teoria, qualquer coisa pode ser um objeto.
Um objeto existe no momento em que uma pessoa X ou
uma instituicdo | reconhece esse objeto como existente
(para €l@). Mais precisamente, diremos que o objeto O
existe para X (respectivamente, para |) se existe um
objeto, que indicarei R(X, O) (resp.R(0)), que
denominarel relagdo pessoal de X a O (resp. relacéo
institucional de I a O). Em outros termos, 0 objeto O
existe se existe pelo menos uma pessoa X ou uma
ingtituicdo I, isto é pelo menos uma pessoa ou uma
instituicdo tem uma relagdo com este objeto. [..]
Adicionarei agui uma outra nogdo: a de conhecimento,
conhecer um objeto O, no sentido da teoria apresentada (e
ndo no sentido das diversas instituicdes que ele deve nos
permitir de estudar), € — para uma pessoa cComo para uma

instituicdo — ter uma relagdo com O. A pessoa X (ou a
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instituicdo 1) conhece O se existe R(X,0)
(respectivamente, R'(O)). Podemos, entdo dizer que um
objeto existe se ele € conhecido por pelo menos uma
pessoa ou uma instituicéo (ele podera, apesar disso, existir
apenas — caso limite — para esta pessoa ou para esta
instituicdo). Um objeto sO existe quando ele é objeto do
conhecimento. O quadro conceitual que acabo de esbocar
€ 0 que denominarel antropologia do conhecimento ou
antropologia cognitiva.” (Chevallard, 1992, p.86 — 87)
Além da abordagem antropol6gica de Chevallard ser Util para reunir
um grande nimero de fendmenos didaticos, nesta pesquisa €la é utilizada
mais particularmente para justificar as relagdes pessoais encontradas na
andlise dos resultados do Saresp em funcdo da relacdo institucional
existente, cujos resultados estdo fundamentados na andlise dos livros
didéticos.
Para judtificar a escolha da andlise institucional, através dos livros
didaticos, escolhe-se o trabalho de Tardif (2002), que trata mais

especificamente dos saberes profissionais dos professores.
5. Saberes profissionais dos professores

Buscou-se em Tardif (2002) identificar os saberes profissionais dos
professores, e, mais particularmente, compreender como 0s saberes
provenientes dos programas e dos livros didaticos sdo utilizados no seu
trabalho diério, isto é se a utilizacdo de programas, livros didaticos,
cadernos de exercicios e fichas pode se considerada como uma relacéo
institucional de um determinado objeto com a finalidade de justificar nossa
andlise institucional baseada em livros didéticos.

Segundo Tardif:

“De fato, os professores utilizam constantemente seus
conhecimentos pessoais e um saber-fazer personalizado,

trabalham com seus programas e livros didaticos, baseam-se em
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saberes escolares relativos as matérias ensinadas, fiam-se em sua
experiéncia e retém certos elementos de sua formacdo.(Tardif,
2002, p.64).

Segundo Tardif, os saberes profissionais dos professores estdo entre
vérias fontes de saberes que ele tenta classificar através das fontes sociais
de aquisicdo e dos modos de integracdo desses saberes ao trabalho docente

e que é possivel visualizar através da tabela abaixo.

Saberes profissionais | Fontes sociais de aquisi¢ao Modos de integracao

dos professores no trabalho docentes

Saberes pessoais dos | Familia, ambiente de vida, | Histéria de vida e

professores educacéo socializac8o priméaria

Saberes provenientes da | A escola primaria e secundaria, | Formacéo e

formagéo escolar | os estudos pos-secundarios ndo | socializagdo pré-

anterior especializados profissionais

Saberes provenientes da | Instituicdo de formacdo, estégios, | Formagdo e

formacdo  profissional | cursos de capacitacéo socializacéo

para 0 magistério profissionais nas
instituicoes de
formacéo

Saberes  provenientes | Utilizacdo de programas, livros | Utilizagcdo das

dos programas e dos | didéticos, cadernos de exercicios, | “ferramentas’ de

livros didaticos usados | fichas trabalho e adaptacéo as

no trabalho tarefas

Saberes provenientes de | Pratica do oficio na escola e na | Pela pratica do trabalho

sua propria experiéncia | sdla de aula, a experiéncia dos| e pela sociaizagdo

na profissdo, na sala de | pares profissional

aula e naescola

Fonte: Saberes Docentes e Formagado Profissional. Maurice Tardif, 202 p. 63

Verificase através da tabela acima, que os programas e os livros
didaticos sdo utilizados pelos professores como ferramentas para a
elaboracéo de tarefas propostas aos estudantes. No quadro acima, propostos
por Tardif, ndo encontram saberes provenientes de pesquisas mais
avancadas, isto €, segundo a citada tabela, em geral, os professores néo
utilizam trabalhos de pesguisa da érea de educacédo e, em particular, para o

caso do ensino da matematica, trabalhos de pesquisas em educacdo
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matemética para auxiliar nas reflexdes e na construcdo de seus préprios
cenarios quando da introducdo de uma nog¢é&o ou no desenvolvimento de
tarefas que auxiliem os estudantes a desenvolverem as articulagbes aqui
propostas nos diferentes niveis considerados por Robert.

Na realidade, pode-se considerar que, em geral, essas articulagbes e
os diferentes nivels apresentados neste trabalho s6 ser&o utilizados a partir
do momento que os livros didéticos apresentarem esse tipo de trabalho,
mas deve-se lembrar que para que ele atinja realmente o professor, €
necessario que sgja acompanhado de um discurso que o justifique. Caso
contrario, muitos ficardo perdidos e dificilmente ir&o compreender a razéo
de se trabalhar uma mesma nog¢éo articulando diferentes dominios e pontos
de vista e efetuar conversbes sisteméticas de representacdes de forma a
permitir que o estudante tenha acesso ao conceito e possa dispor deste

conhecimento para aplicé-|o quando necessario.
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CAPITULO 2

OS DOCUMENTOS OFICIAIS E A ARTICULACAO DAS
DIFERENTES FORMAS DE CONHECIMENTO ASSOCIADAS A
NOCAO DE FUNCAO AFIM



1. Introducéo

Desde 1986 existe uma Proposta Curricular para 0 ensino médio no
estado de Séo Paulo e a partir de 1999 foram introduzidos os Parametros
Curriculares Nacionais para 0 ensino medio.

Este capitulo mostra uma breve reflexéo sobre as articulagbes que
S0 levadas em conta, tanto na Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo
guanto nos Parametros Curriculares Nacionais, para compreender melhor a
relacdo institucional que se desegja desenvolver no ensino médio em relacéo

anocado de funcao afim.

2. A Proposta Curricular para o Ensino de Matematica no nivel ensino
médio do Estado de Sdo Paulo e a articulacdo entre formas de

conhecimento e representacdes simbolicas em matematica

A proposta Curricular para o Ensino de Matemética — 2° grau do
Estado de Séo Paulo (1992), independente do nimero de aulas semanais ao
longo do curso de matemética, considera importante trabalhar com a no¢éo
de funcdo afim, em todas as opcdes de distribuicdo de contelidos para a 1°

série do ensino meédio das escolas publicas do Estado de S&o Paulo.

Ao examinar esta proposta, nota-se que, desde 1992, ano em que foi
publicada a sua 3° edicdo, j& se tratavam em seu texto as questbes
associadas a articulagdo do contetido de fungéo afim com outros objetos da
propria matemética, como pode ser observado nas consideracdes abaixo:

- As sequéncias, principalmente a Progressdo Aritmética, sejam
tratadas como funcdo afim, cujos dominios sdo subconjuntos dos

nUmeros naturais

- Situagbes que pretendam ser significativa para o aluno no
sentido de relacionar Fungdo Linear com grandezas diretamente

proporcionais.
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-E importante relacionar o coeficiente angular com a inclinagéo

da reta que representa graficamente a funcdo afim.

(Proposta Curricular do Estado de Séo Paulo, 1992, p.23)

Nessas consideracoes, sobre a articulagcéo da nocéo de funcdo afim
com outros objetos matematicos, verifica-se que existem objetos como a
funcéo linear e o coeficiente angular da reta que sdo nocoes que devem ser
desenvolvidas simultaneamente com a nocdo de funcdo afim e que
permitem a articulacdo dessa nocdo com diferentes dominios, sejam eles
intramatematicos, como o0 dominio da geometria analitica, ou
extramatematicos como o dominio da fisica para a qual, em geral, na
primeira série do ensino medio considera o estudo dos movimentos no qual
a nocdo de funcdo afim é essencial para a representagdo matemética dos
fenbmenos estudados. Além disso, a proposta exige que se trabalhe com os
estudantes do ensino médio em um nivel disponivel em relagcdo aos
conhecimentos, por exemplo, de proporcionalidade, ja considerados no
ensino fundamental. E neste momento que os professores podem retomar
essa nocdo e desenvolver de forma mais significativa suas propriedades,
aproveitando para desenvolver a articulagdo extramatemdtica, isto €,
considera os exemplos de aplicagdo no campo das finangas e economia
Além de fazer consideracbes que colocam em evidéncia a

importancia das articulagbes entre os diferentes dominios da prépria
matemética e dominios extramatematicos a Proposta Curricular do Estado
de Sao Paulo estabel ece 0s seguintes objetivos especificos para o estudo da
nocao de funcgao afim.

- Reconhecer, pelalei de associagdo se umafuncéo é uma

fungdo fim ou se € de outro tipo.

- Entender por que os gréaficos de funcdo afim sdo retas. -

Construir graficos da funcdo afim e utilizar esses gréficos

como instrumentos de analise.
(Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo, 1992, p.53)
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Quando analisados os objetivos especificos da proposta, pode-se
dizer que, mesmo gue ndo se utilizem explicitamente as nocoes de registro
de representacdo semidticas, € sobre este aspecto que se fundamentam
esses objetivos, pois nessa etapa da escolaridade pretende-se que os
estudantes relacionem as representacdes do objeto fungéo afim com suas
propriedades para que sgjam capazes de aplica-las no diferentes dominios
da propria matemética e em outros dominios. Verifica-se, agui, que nesses
objetivos é dada uma énfase ao registro de representacdo gréfica e o
objetivo do trabalho com esta representacéo servir como ferramenta de

andlise do trabalho desenvolvido.

Sendo assim, de modo geral, em Matemadtica, o contelido a ser
ensinado nessa etapa da escolaridade € um veiculo para o desenvolvimento
de uma série de ideais fundamentais, que, convenientemente articuladas,
tém como objetivo principal ainstrumentacéo para o trabalho cotidiano e o

desenvolvimento do raciocinio.

Para isso, pode-se resumir o trabalho a ser efetuado na primeira série

do ensino médio como o desenvolvimento de:

e Um programa onde as nocdes neles consideradas tenham um

significado para o aluno;

e O tratamento significativo dos conteldos supbe que esses devem
levar em conta a realidade do aluno, suas aspiracdes, seu estagio de

desenvolvimento bioldgico, psicolbgico e intelectual;

e As tarefas propostas aos estudantes devem servir para gerar a
construcéo de conceitos, isto €, ao se trabalhar com tarefas onde o
conceito funciona como ferramenta implicita pode-se,
posteriormente, ter acesso as ferramentas implicitas até que se

compreenda a no¢cdo como um objeto dentro do edificio do saber
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matematico que permitira sintetizar idéas ja trabalhadas de forma a
aplicadlas em outras sSituacdes ou tarefas nas quais estes
conhecimentos estdo em jogo, mas exigem que 0S proprios

estudantes os reconhecam e 0s apliguem de forma disponivel;

e O ensno da Matematica deve ser articulado dentro da prépria
matemética, bem como fora dela, e as tarefas propostas aos
estudantes devem levar em conta tanto este trabal ho intramatemético
como o trabalho extramatemético uma vez que, em sua vida
profissional e na continuidade de seus estudos, os estudantes seréo
levados a resolver problemas interdisciplinares, onde a nocéo de
funcdo afim, que foi desenvolvida no ensino médio, devera estar
disponivel para auxiliar no plangamento, desenvolvimento,
justificativo e controle de tarefas que exigem a aplicacdo dessa
NOCao;

3. Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM e
PCN+) e a articulacédo entre formas de conhecimento e representagoes

simbdlicas em matematica

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médios
(PCNEM e PCN+), relativos & matemética, apresentam as finalidades do
ensino da disciplina, tanto do ponto de vista de sua aplicagdo quanto dos

contetidos a serem trabalhados.

“...0bjetivos educacionais que organizam o aprendizado nas
escolas do ensino médio em termos de conjuntos de
competéncias. S&o eles: representagdo e comunicacéo;
investigacdo e compreensdo; e contextualizagdo socio-cultural,
objetivos que convergem com a area de Linguagens e Codigos.
As caracteristicas comuns a Biologia, a Fisica, a Quimica e a

Matematica recomendam uma articulacéo didatica e pedagogica
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interna a sua area na conducao do aprendizado, em salas de aula
ou em outras atividades dos alunos.”

(PCN + ,OrientacGes Educacionais complementares, 2004, p.23)

O diagrama a seguir expressa como as areas das Ciéncias da
Natureza e da Matematica articulam-se com a area de Linguagens e
Cddigos, sobretudo através do desenvolvimento das competéncias de
representacdo e comunicacdo, € com a &ea de Ciéncias Humanas,
especidmente pelo  desenvolvimento  das  competéncias  de

contextualizacéo sécio-cultural.

Ciéncias da Natureza
e Matematica

Biologia
Fisiza

Ouimica
Matemética

investigagio
£ COMpPreensio

Linguagens e Cddigos Gidncias Humanas

Fonte:PCN + ,OrientagOes Educacionais complementares, 2004, p.25

Nesse trabalho, consideram-se apenas os PCNEM e PCN+ relativos
a matemédtica, destes apresenta-se, aqui, as finalidades do ensino desta
disciplina, tanto do ponto de vista de sua aplicagao quanto das nocoes a
serem trabalhadas. Dando-se um enfoque especial ao tratamento da

nogao de funcgao afim.
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Escolhe-se o texto abaixo, para que o leitor tenha uma dimensdo da
nova proposta para 0 desenvolvimento desse conteldo, nesse texto
observa-se que existe uma preocupacdo com o trabalho articulado dessa
nocdo com as nocdes de progressdes, as hogdes associadas ao dominio da
geometria analitica, as nogdes de polinbmio que devem permitir aos
estudantes uma articulagdo intramatemética e, além disso, o texto mostra a
importancia desse trabalho para desenvolver as habilidades de leitura,
interpretacdo dos registros de representacdo grafica, mesmo se ndo tratam a
guestdo com essa terminologia, incluindo a articulagdo com outros
dominios como a fisica, a economia, etc. e com situagdes que podem ser

encontradas no cotidiano.

Algebra: nimeros e funcdes
[..], Algebra, na vivéncia cotidiana se apresenta com enorme
importancia enquanto linguagem, como na variedade de graficos
presentes diariamente nos notici&ios e jornais, e também
enguanto instrumento de célculos de natureza financeira e prética,
em geral. No ensino médio, esse tema trata de numeros e
variaveis em conjuntos infinitos e quase sempre continuos, no
sentido de serem completos.[...] Para o desenvolvimento desse
eixo, sdo propostas duas unidades tematicas. variacdo de
grandezas e trigonometria. Os procedimentos basicos desse
tema se referem a calcular, resolver, identificar variaveis, tracar e
interpretar graficos e resolver equacbes de acordo com as
propriedades das operacdes no conjunto dos nUMeros reais e as
operagoes validas para o calculo algébrico. Esse tema possui
fortemente o cardter de linguagem com seus cédigos (nimeros e
letras) e regras (as propriedades das operagOes), formando os
termos desta linguagem que s&0 as expressdes que, por sua vez,
compdem as igualdades e desigualdades. O estudo das funcgbes
permite a0 auno adquirir a linguagem algébrica como a

linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relacdo entre
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grandezas e modelar situagOes-problema, construindo modelos
descritivos de fendbmenos e permitindo vérias conexdes dentro e
fora da propria matemética[..] Tradicionalmente o ensino de
funcBes estabel ece como pré-requisito o estudo dos nUmeros reais
e de conjuntos e suas operagdes, para depois definir relactes e a
partir dai identificar as fungbes como particulares relages.[...] A
riqueza de situacdes envolvendo fungbes permite que o ensino se
estruture permeado de exemplos do cotidiano, das formas gréficas
gue a midia e outras areas do conhecimento utilizam para
descrever fendbmenos de dependéncia entre grandezas.[...] Com
relacdo as sequéncias, € preciso garantir uma abordagem
conectada a idéia de funcdo, na qual as relagdes com diferentes
funcbes possam ser andlisadas. [...] Com relagdo a dgebra, ha
ainda o estudo de equacdes polinomiais e de sistemas lineares.
Esses dois contelidos devem receber um tratamento que enfatize
suaimportancia cultural [ ...], aplicando esse estudo a resolucéo de
problemas simples de outras éreas do conhecimento.[...] (PCN +
,Orientagdes Educacionais complementares, 2004, p.121e 122)
Os conteddos e habilidades propostos para variagéo de grandezas séo:
- nocdo de funcdo; funcdes analiticas e nao-andliticas,
representacdo e andlise grafica; seqUéncias numéricas:
progressdes e nocdo de infinito; variagbes exponenciais ou
logaritmicas; fungdes seno, cosseno e tangente; taxa de variagdo
de grandezas.
*Reconhecer e utilizar a linguagem agébrica nas ciéncias,
necessaria para expressar relacdo entre grandezas e modelar
situagOes-problema,  construindo modelos descritivos  de
fendmenos e fazendo conexdes dentro e fora da Matemética.
» Compreender o conceito de funcéo, associando-0 a exemplos da
vida cotidiana.
* Associar diferentes funcdes a seus graficos correspondentes.
 Ler e interpretar diferentes linguagens e representacOes
envolvendo variacdes de grandezas.



o Identificar regularidades em expressdes matematicas e
estabel ecer relactes entre variaveis.

(PCN + ,OrientacGes Educacionais complementares, 2004, p.123)

As finalidades do ensino de matematica no nivel médio, que sdo
propostas no topico de funcdo afim, devem desenvolver Competéncias e
Habilidades que estdo associadas a Representacdo e Comunicacdo,
Investigacdo e compreensdo e Contextualizagcdo sociocultural. Apresenta-
se, abaixo, a relagdo das Competéncias e Habilidades propostas no
PCNEM, onde é possivel verificar a importancia do trabalho com as
diferentes representactes, incluindo a sua utilizacdo correta e adequada
para desenvolver textos onde a matematica tera seu papel de ferramenta
para descrever de forma clara e precisa o fendmeno que estd sendo
observado, 0 que inclui um trabalho interdisciplinar, mesmo se essas
dimensdo ndo aparecem explicitamente nesse texto. Nesse sentido, €
importante observar o tratamento dado a linguagem matematica e sua
articulagdo com a lingua materna, lembrando que esse trabalho exige uma
atencdo especial, pois € necessario um trabalho especial de converséo entre

0 registro simbdlico, muito utilizado em matemética, e alingua materna.

Representacdo e Comunicacgao

Na érea:

Ler, articular e interpretar simbolos e codigos em diferentes

linguagens e representagBes. sentencgas, equacdes, esquemas,

diagramas, tabelas, graficos e representactes geométrica

Em Matemética:

* Ler e interpretar dados ou informagOes apresentados em
diferentes linguagens e representacdoes, como tabelas,

graficos, esquemas, diagramas, arvores de possibilidades,

formulas, equacdes ou representagdes geométricas.
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» Traduzir uma situacdo dada em determinada linguagem para
outra; por exemplo, transformar situacbes dadas em linguagem
discursiva em esquemas, tabelas, gréficos, desenhos, formulas ou
equacdes matematicas e vice-versa, assim como transformar as
linguagens mais especificas umas nas outras, como tabelas em
graficos ou equagoes.
» Selecionar diferentes formas para representar um dado ou
conjunto de dados e informagdes, reconhecendo as vantagens e
limites de cada uma delas, por exemplo, escolher entre uma
equacéo, uma tabela ou um grafico para representar uma dada
variacdo ao longo do tempo, como a distribuicdo do consumo de
energia elétrica em uma residéncia ou a classificagcdo de equipes
em um campeonato esportivo.
(PCN + ,OrientacGes Educacionais complementares, 2004, p.114)
Investigacdo e Compreensao
Na area:
Articular, integrar e sistematizar fendmenos e teorias dentro de
uma ciéncia, entre as vérias ciéncias e areas do conhecimento.
Em Matemética:
* |dentificar os dados relevantes em uma dada situagdo problema
para buscar possiveis resolucdes; por exemplo, em situagdes com
uma diversidade de dados apresentados por meio de tabelas,
gréficos, especificagbes técnicas, reconhecer as informagOes
relevantes para uma dada quest&o que se busca resolver.
ldentificar em dada situacdo problema as informacGes ou
variavels relevantes e elaborar possiveis estratégias para resolvé-
la
*Construir uma visdo sistematizada das diferentes linguagens e
campos de estudo da Matematica, estabelecendo conexdes entre
seus diferentes temas e conteldos, para fazer uso do
conhecimento de forma integrada e articulada.
(PCN + ,Orientacbes Educacionais complementares, 2004, p 115
e117)
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Contextualizacéo socio-cultural
Na érea:
Compreender a ciéncia e a tecnologia como partes integrantes da
cultura humana contemporanea.
» Compreender formas pelas quais a Matemética influencia nossa
interpretacdo do mundo atual, condicionando formas de pensar e
interagir. Por exemplo, comparando os céculos feitos pelas
maguinas com aqueles feitos “com |&pis e papel”, e identificando
a funcéo, especificidades e valores de cada um desses meios na
construgdo do conhecimento.

(PCN + ,OrientagOes Educacionais complementares, 2004, p.118)

A rgpida consideracdo de alguns pontos relativos as propostas do
PCNEM, mostra a importancia dada a articulacdo de dominios e do
tratamento de aplicagbes associadas ao contexto do estudante que sdo
denominadas “ situactes cotidianas’. Pode-se verificar, ainda, a énfase dada
ao trabalho sobre os diferentes registros de representacdo da nocdo de
funcdo afim que supbe a conversdo de registros, mesmo se essa
terminologia ndo é utilizada no texto. Além disso, o texto deixa evidente a
importancia desse trabalho e do estudo da nocdo de fungéo para a
preparacdo cientifica dos estudantes. E importante ressaltar, também, a
importéncia do trabalho interdisciplinar que aparece através dessas
propostas de articulacao.

4. Conclusao

Os trechos do texto aqui apresentados mostram que os PCNEM
propde ao professor um trabalho onde as mudancgas de dominios, conversao
de registros de representacdo semidtica e mudancas de pontos de vista,
mesmo se Nao tratadas com esta terminologia, s&0 componentes essenciais

que devem ser trabalhadas no ensino médio para desenvolver uma certa
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autonomia nos estudantes que os permita trabalhar de forma flexivel, isto €,
desenvolver nos estudantes a capacidade de questionar e buscar respostas
dentro do seu universo de conhecimentos e quando verificar que este ndo é
suficiente ter autonomia parair aém o gque ja permite ainsercdo no mundo

da pesquisa.

Verifica-se que nos PCNEM existe uma preocupacao de colocar em
evidéncia as possibilidades de articulacdo entre os conhecimentos
mateméaticos que devem ser trabalhados no ensino médio do ponto de vista
intramatematico, isto é, exigindo que os estudantes disponham de outros
conhecimentos tanto do proprio dominio em que se desenvolve 0 conceito
de funcéo afim, quanto em outros dominios como, por exemplo, 0 dominio
da geometria analitica. Mesmo se a questdo de dominio ndo é tratada
explicitamente, € possivel reconhecé-la quando se propde o estudo de
funcbes afins articuladas com as progressoes aritméticas, geometria
analitica e estudo das funcbes polinomiais. Além disso, existe uma
preocupacdo em mostrar que esse tipo de articulagdo, do ponto de vista
introdutorio, € importante para enriquecer o enfoque algébrico tradicional.
Sendo assim, parece interessante observar que se trata de uma tentativa de
enriquecimento do trabalho que vem sendo realizado, pois exige uma
atencdo maior de professores e estudantes que, ao invés de estudarem
diferentes conceitos mateméticos isoladamente, necessitam articular esses
conhecimentos e, conseguentemente, suas representacdes simbodlicas
efetuando as conversdes necessérias e muitas vezes necessitando, também,
efetuar mudancas de pontos de vista. Além disso, os PCNEM propdem que
se leve em conta os diferentes dominios extramateméticos, tais como a
Fisica, a Geometria e a Economia entre outros, que, da mesma forma,
exigem as mudancas de dominio, as conversdes de registros de
representacdo semiotica e as mudancas de ponto de vista ja consideradas do

ponto de vista intramatematico.
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Sendo assim, é importante observar que, mesmo ndo sendo colocado
de forma explicita nos PCNEM, a articulagéo extramatemética supde um
trabalho que exige um compromisso real por parte dos estudantes, pois
para que esses disponham dos conceitos necessarios e das articulagbes em
jogo, isto &, segjam capazes de mudar de dominio, efetuar conversdes de
registros, mudar de pontos de vista, sem que um apelo explicito sgjafeito, €
necessario que se desenvolva uma organizacéo desses conhecimentos, que
se tenha um certo numero de situacdes de referéncia, 0 que exige tempo,
concentracdo e disposicdo do estudantes para efetuar seu proprio
desenvolvimento, ou sgja, 0 estudante desegja realmente se inserir no mundo

cientifico e preparar-se para o trabaho nesse mundo.

Aqui, torna-se evidente a dificuldade que devera ser enfrentada pelo
professor, pois S30 hecessarios dois tipos de articulagdo, uma
intramatematica e uma extramatematica, e cabe ao professor construir o seu
curso levando em conta esses dois tipos de articulacdo, ndo esguecendo que
€ necess&rio desenvolver, também, as nogdes associadas ao dominio que
esta sendo estudado, assim como suas diferentes representacdes simbdlicas
para que o estudante sgja capaz de aplica-las de forma disponivel, isto €,
saber qual a nocdo em jogo em uma determinada tarefa e escolher

representacdo mais adequada para desenvolvé-la

Além da conversdo entre os diferentes registros de representactes
simbdlicas, o texto propde um trabalho de conversdo entre os diferentes
registros de representacdo simbolica proprios da matematica e a lingua
materna, a associacdo € imediata quando se dispbe desse conhecimento,
mas isto exige também a atencéo do professor, pois ndo € sempre 0 caso e

exige também que se trate a questéo do ponto de vista da conversao.

Reconhecem-se, ainda, na proposta dos PCNEM, que os estudantes

do ensino médio devem ser capazes de aplicar seus conhecimentos
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mateméticos em situacdes do mundo real, 0 que supde que 0 mesmo

disponha desses conhecimentos para aplicé-1os quando necessario.

Considerando todas as necessidades de articulagio proposta acima e
gue o que se desgja € formar individuos que utilizem a matematica de uma
forma flexivel, isto €, desenvolvendo as atividades que Ihe séo propostas,
utilizando como forma de trabalho a mesma forma utilizada pelos
mateméticos, se reconhece, agui, que o nivel de conhecimento esperado dos
estudantes em relacdo as nocbes desenvolvidas no ensino medio é o
disponivel, o que supde um trabalho articulado com os niveis técnico e
mobilizavel que fica ainda mais evidente nas sugestdes encontradas no

PCNEM relativas ao trabalho a ser efetuado com a nogdo de funcdo afim.

Cabe ao professor construir seu curso de forma a favorecer o
desenvolvimento do estudante para que sga capaz de utilizar seus
conhecimentos em tarefas que exigem gualquer um dos trés nivels (técnico,

mobilizavel e disponivel) e ao estudante de entrar no jogo proposto..

Os PCNEM vém de encontro com a proposta dessa pesguisa que
pretende contribuir para a reflexéo sobre as questfes de articulagdo entre
formas de conhecimento e representacdes simbolicas através das nocoes
dominio, segundo definicdo de Douady (1992) de registro de representacdo
semidticas, conforme definicio de Duva (1995), de niveis de
conhecimento esperados dos estudantes, conforme definicdo de Robert
(1997), e de pontos de vista para a qual na existe uma definicao especifica,
mas que para esse trabalho considerou-se a reflexdo em relacdo a essa
nocao efetuada por Rogalski (1995).

E importante observar, ainda, que os PCNEM consideram a
matematica como uma linguagem, para a qual existem diferentes registros

de representacbes simbolicas mesmo, se esse termo ndo € utilizado
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explicitamente no texto, devem ser trabalhados entre eles, o que supde
implicitamente a atividade de conversdo, proposta por Duval.

As oObservagcOes acima mostram que no sentido proposto pela
abordagem antropologica de Chevallard (1996) existe uma intencéo
institucional de que se desenvolva com os estudantes um trabalho como o
gue esta sendo discutido nessa pesquisa ficando para o professor e para o
aluno um grande trabalho que permitira ndo somente um desenvolvimento
para o trabalho cientifico, mas também para a inser¢cdo no mercado
profissional que exige cada vez mais individuos bem preparados que séo
capazes de articular diferentes conhecimentos e que trabalhar com esses

conhecimentos de forma flexivel em grupos multidisciplinares.
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CAPITULO 3

ESTUDO DAS POSSIBILIDADES DE ARTICULACAO ENTRE AS
DIFERENTES FORMAS DE CONHECIMENTO ASSOCIADAS A
NOCAO DE FUNCAO AFIM



1. Introducéo

Neste capitulo estudam-se as possibilidades de articulagdo entre as
diferentes formas de conhecimento associadas a no¢ao de fun¢do afim,
pretendendo-se com esse estudo mostrar a existéncia de um grande numero
de aplicacdes que necessitam diferentes niveis de conhecimento que, em
geral, em relacdo a propria nocdo de funcdo afim, estdo associados as
diferentes representagdes e possibilidades de conversdes entre eles que
quando se considera a possibilidade de articulacao entre quadros da propria
matematica, por exemplo, a geometria analitica, as grandezas diretamente
proporcionais € de outras ciéncias como a fisica, a biologia, a economia,
exigem, além da escolha da representagdo adequada, que auxilia em uma
melhor interpretacdo da situacdo proposta, que se disponha de
conhecimentos prévios em relagdo as nogdes que servem de ferramenta
para o desenvolvimento das diferentes tarefas que podem aparecer tanto no
contexto escolar como no contexto profissional, considerando, aqui, como
profissional a situacdo do professor de matematica que deverd trabalhar
essas nocdes com seus estudantes em seus cursos. Certamente, essas
tarefas irdo envolver as mudangas de quadros, as conversoes de registros de
representagdo semiotica e as mudangas de ponto de vista.

Considerando as necessidades acima apresentadas e que a nogao de
funcdo afim ¢ indispensavel para o estudo da Algebra, Analise, Fisica,
Economia e outros dominios da propria Matematica ou de outras ciéncias,
isto ¢, ela deve ser uma ferramenta disponivel para o trabalho nestas
disciplinas ou areas. Sendo assim, ela pode ser apresentada sob diversas
formas e em situagdes bastante diversificadas, impondo varios desafios
para o ensino aprendizagem desta nogao.

Quando se considera sua introducao no contexto escolar, verifica-se
que, em geral, ela ¢ trabalhada com uma énfase sobre suas representagdes

no primeiro ano do ensino médio e logo o estudante ¢ levado a utilizar
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tabelas, expressoes algébricas e graficos que serdo aqui, tratados como
registros de representagdo, segundo a definicdo de Duval (1995).

Neste momento, ¢ importante lembrar que, para Duval, um conceito
s6 ¢ entendido em toda sua extensdo quando hd uma coordenacdo de
registros de representagdo. Para isso, ele considera muito importante a
atividade de conversao dos registros de representacdo, lembrando que, nem
sempre dois sentidos da conversdo impdem as mesmas dificuldades.

Desta forma, consideram-se, aqui, algumas das possiveis

representagdes semioticas da funcao afim que sdo utilizadas, em geral, nos

livros em que se introduz esta no¢ao nos ensinos médio e superior.

2. As representacOes semidticas da funcéo afim

Para as representacdes semioticas de funcdo afim, distinguiram-se
alguns registros de representacdo de fun¢do, para melhor compreensao das
possibilidades de conversdo entre esses registros € de suas necessidades
quando se trabalha com a questdo da articulacdo entre formas de

conhecimento e representagdes semioticas.

e Registro de representacdo algébrico intrinseco a fung¢do afim ¢é

representada por um polindmio do 1°grau; definida por f: A— B, tal
que f(x)=ax+bcoma,beR exeA,coma+#0,eAeB dois
conjuntos, em geral esse registro ¢ utilizado para as defini¢des e
generalizagoes.

e Registro_de representacdo algébrico explicito a funcdo afim

também ¢ representada por um polindmio do 1° grau, mas neste caso
a e b assumem valores em R, isto €, este registro ¢ empregado para

distinguir os valores numéricos reais para trabalhar com os casos
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particulares. Exemplos: f(x) =2x + 3 ; y=3x-4; C(t) =7 + 0,01t ;

as =8 + 3r;

e Registro _de representacdo da lingua natural a funcdo afim ¢

interpretada por um conjunto de palavras apresentadas em um texto.

Além do registro de representacdo algébrico intrinseco, registro de
representacdo algebrico explicito e do registro da lingua natural
distinguiu-se, ainda, os seguintes registros de representacdo para a fun¢ao

afim:

e Reqgistro de representacdo algébrico intrinseco flecha: a func¢ido

afim ¢ definida como f: A— B, tal que x|| — a+ bcoma,beR, x
€ A, a # 0. Também empregado para definigdes e generalizacdes.
Esse registro mostra a dindmica da transformacao de um elemento do

dominio em um elemento do conjunto imagem;

e Reqgistro de representacdo algébrico explicito flecha: Esse registro

facilita o trabalho no registro de representagdo tabela, pois deixa

explicito o papel do x na funcao;

Além dos registros de representacdo da funcdo afim, acima
apresentados, ¢ considerado também o espaco R? = RXR como um plano
numérico, formado por um par de eixos ortogonais. Sendo assim, pode-se
definir a fun¢do afim como a fun¢do que associa par de coordenadas a cada
ponto desse plano, onde o primeiro elemento do par ordenado pertence ao
conjunto denominado dominio da funcdo e¢ o segundo elemento do par

ordenado pertence ao conjunto denominado contra-dominio desta mesma
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fungdo. Desta forma, tanto a fung¢do como seu dominio e seu contra-

dominio podem ser representados de diferentes maneiras.

Exemplos: Dom(f) = R e CD(f) = R; D = R e CD = R;

f={(x,y) e AXB/y=ax+b};f:R > R;(x,y)eR*/y=ax+b; f:A—B.
Quando se considera a no¢do de par ordenado, isto €, os elementos

do produto cartesiano de dois conjuntos A e B ou o espago R? distingui-se

ainda outros registros de representacao para as fungdes, em particular, para

a funcao afim.

e Registro de representacdo par ordenado intrinseco: a fungao afim

¢ definida por um conjunto de pontos de AxB, onde os elementos
(X, y) sdo pares ordenados, pertencendo o primeiro a A e o segundo
elemento a B. Este registro permite traduzir conceitos e propriedades
para uma linguagem algébrica. Exemplo: {(x, y) € AxB, tal que y

=ax+b,a#0,comabeR,x € A};

e Registro de representacdo par ordenado explicito: a func¢io afim é

definida por um conjunto de pontos de R? ou RXR, onde os
elementos (X, y) sdo pares ordenados de nimeros reais. A utilizacao

deste registro dificulta a identificacdo da fun¢do afim. Exemplo:

1(1,3), (2,5), 3,7)-...};
Observacao: O registro de representagao par ordenado explicito, em geral,

¢ pouco utilizado em cursos de introdugdo a nogdo de funcao afim devido

as dificuldades de reconhecimento da funcao que ele pode provocar.

e Regqistro de representacdo Tabela: a fungdo afim é representada

por uma matriz onde se representa o elemento da fungdo y = f(x) e o

par ordenado que representa a fungao.
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Exemplo: tabela montada através da atribuicdo de alguns valores

para x, por exemplo: -1, 0 e 1, obtendo os valores correspondentes de

y, para a fung¢do y = 2x.

x | y=1f®x (X,y)
-1 2 (-1, -2)
0 0 (0,0)
1 2 (1,2)

e Reqistro de representacdo grafica: a fun¢do afim é representada

pelo conjunto de todos os pontos (X, y) com x e y real, em geral, em

um sistema cartesiano ortogonal o grafico desta fun¢do ¢ sempre

uma reta.

Exemplo: A reta destacada ¢ o grafico da fung¢do afim e plano

cartesiano.

O gréfico da funcdo afim € uma reta nao perpen-
dicular ao eixo Ox.

ja

YA

ot

YA

-

%

Fonte: Youssef, Soares, Fernandez, 2004. P.56.

(0]

a>0

xY

(0]

A dominio: D =R

imagem: Im =R

\3:
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Resumindo as representagdes apresentadas anteriormente, através do
quadro a seguir, tem-se uma idéia geral do conjunto dos diferentes registros

de representacao possiveis para a nogdo de funcao afim deixando evidente

a existéncia de um grande nimero de conversdes a considerar.

Registro Algébrico Registro Tabela Registro Gréfico Registro da
Linguagem
Natural
Intrinseco Explicito y,
f(x)=ax +b, y=x+3 Y () Uma fungao
az0abe -3 0 (-3,0) f:R— R
x e R 3 chama-se afim
fix)=2x-1 0| 3 (0,3) 0 quando existem
x:—ax+tb constantes
coma,beR, -1 2| (-1,2) a, b ¢ R tais que
xeA,a#0. f(x) = ax + b para
y todo x € R..
X
0

Considerando que, além de ressaltar a grande quantidade de

possibilidades de conversdes de registros, deseja-se, ainda, neste trabalho,
verificar quais os niveis de conhecimento esperados dos estudantes na
solucdo de tarefas em que ¢ necessdria uma mudanca de quadro, uma
escolha do registro adequado que pode levar a uma conversao e mudangas
de pontos de vista, constroi-se a seguinte grade de andlise na tentativa de
chamar a atencdo sobre a importincia que essas atividades podem

desenvolver em um curso de introducao a nocao de fungao afim.

3. A grade de anélise

Para levar em conta as possiveis articulagdes de quadros, as
conversoes de registro de representagdo semiotica, as mudangas de ponto

de vista e os “niveis de conhecimento esperados dos estudantes”, ¢
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constituida a seguinte grade de analise, cujo proposito € servir de

instrumento que permita analisar os diferentes niveis de conhecimento

exigido dos estudantes num curso de introdug¢do da nog¢ao de fungao afim

para o ensino médio:

Em fung¢ao das tarefas associadas a nogdo de fun¢ao afim encontrada
no ensino médio;

Em funcdo das varidveis destas tarefas, para as quais se deu énfase
ao nivel de conhecimento pedido explicitamente no enunciado e os
diferentes niveis de conhecimento que podem se identificados em
relagdo a outras nogdes que devem ser utilizadas para a solugdo da
tarefa.

Primeiramente, estudam-se as diferentes tarefas usualmente

encontradas nos livros didaticos de matematica, destinados a primeira série

do ensino médio para a introducdo da nocao de funcao afim e, em seguida,

os diferentes niveis de conhecimento exigidos dos estudantes na solucdo

destas tarefas.

Para a no¢ao de funcado afim, consideraram-se oito classes de nogdes:
Nocao de valor numérico;

Noc¢ao de grandezas diretamente ou inversamente proporcionais
(regra de trés simples);

Nog¢do de polindmio;

Nocdes de sistema cartesiano ortogonal e do plano R?;

Nocdo de sistemas lineares (formado por duas equagdes lineares
com duas incognitas);

Nogdes de inclinacdo da reta e de trigonometria no triangulo
retangulo (coeficiente angular);

Nog¢ao de taxa de variagdo ou taxa de crescimento;

Nogdes de perimetros e areas de figuras planas
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Para cada uma dessas nog¢des, selecionaram-se as diferentes tarefas
encontradas nos livros didaticos escolhidos para este estudo, de forma a
considerar as articulacoes entre as diferentes formas de conhecimento e
suas respectivas representagdes semioticas.

Para especificar as tarefas em relacdo a articulagdo entre as formas
de conhecimento e as representacdes semidticas, consideraram-se as
seguintes varidveis das tarefas:

¢ O nivel de conhecimento exigido pela tarefa;

e Os registros de representagdo dadas no enunciado;

e O dominio ou quadro em que a tarefa ¢ enunciada;

e Os tipos de representacao exigidos na solucdo da tarefa;

e Os niveis de conhecimento necessarios para a execucao da tarefa em

relagdo a outras nogdes que serdo utilizadas.

Esta grade permite analisar os trés niveis de conhecimento (técnico,
mobilizavel e disponivel) esperados dos estudantes segundo defini¢do de
Robert (1997), tanto para a introducdo da noc¢do de funcdo afim, além
disso, também permitem analisar as necessidades de conversao de registro
de representagdo semidtica, as mudangas de dominio ou quadro e de ponto

de vista.

4. Exemplos de funcionamento da grade

Nos exemplos abaixo de funcionamento da grade de andlise,
considera-se a tarefa geral e, em seguida, apresenta-se um ou mais
exemplos. Estes exemplos sdo casos particulares e escolheu-se apresentar
as questdes do Saresp, pois a0 mesmo tempo em que se tenta apresentar as
possiveis tarefas, que podem ser trabalhadas em um curso de introducao da
nocdo de funcao afim, apresenta-se as possibilidades em termos de
articulagdo entre as diferentes formas de conhecimento que permite

compreender melhor quais margens de manobra existia para “0s estudantes
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responderem a questao”. Este trabalho servira também como uma analise
“a priori” auxiliando a andlise e comentario dos resultados obtidos no
Saresp por um grupo de estudantes de uma escola estadual da periferia de
Sao Paulo, isto é, uma andlise da relagdo pessoal que estes estudantes
parecem ter desenvolvido em relagdo a nocao de fun¢do afim e, além disso,
pode se inferir sobre o nivel de questdes que os estudantes analisados sao
capazes de resolver.

1) Tarefa geral: Reconhecer em uma tabela a no¢do de grandezas

inversamente ou diretamente proporcionais € associar a técnica de regra de
trés simples (ou composta) que permite determinar uma fungdo do tipo

y = a/x ouy = ax (linear) respectivamente.
Exemplo:

01. Um prémio de loteria no valor total de RS 500 000,00 sera dividido pelo namero de
ganhadores de forma igual, conforme mostra a tabela abaixo:

Ganhadores Valor (R%)
1 500 000,00
2 250 000,00
5 100 000,00
10 S50 000,00

Da leitura desta tabela concluimos que:

(A) quando aumenta em 1 unidade o numero de ganhadores, o valor do prémio &
sempre reduzido em RS 250 000,00.

(B) se dobrar o nimero de ganhadores, o valor do prémio sera dobrado.

(C) se triplicar o namero de ganhadores, o valor do prémio sera reduzido a terga parte.

(D) o numero de ganhadores aumenta quando o valor do prémio aumenta.

Gabarito: alternativa C

Fonte: Saresp 2005-Prova de Matematica da 1° série do Ensino Médio periodo noturno

e Nivel de conhecimento exigido na tarefa: disponivel,

e Registros de representagdo dados no enunciado: registro de

representagdo da lingua natural e registro de representagdo tabela;

e Dominio em que a tarefa € enunciada: numérico;

e Tipos de representagdo exigidos na solugdo da tarefa: registro de

representagdo grafica, registro de representacdo tabela e registro de
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representacdo algébrico intrinseco e registro de representacdo
algébrico explicito;

e Niveis de conhecimento necessarios para a execucao da tarefa em

relacdo as nocdes que serdo utilizadas: conversao do registro de
representagdo tabela para o registro de representagdo grafico. Além
disso, a solucdo pode exigir outros conhecimentos disponiveis que
dependam do caminho escolhido para solucdo. Exemplo: regra de

trés simples.

2) Tarefa geral: Reconhecer o grafico de uma grandeza diretamente ou
inversamente proporcional o que permite articular com a no¢do de func¢do
linear ou f(x) = a/x respectivamente.

Exemplo

02. Em uma certa cidade ndo ha cobranca de taxa minima de uso. O valor da conta de
agua e diretamente proporcional ac consumo. Dos graficos abaixo, o que relaciona o
valor da conta com o consumo é&:

(A} walor (B)  waler 4

B$) (B$)

P

L
consume (o)

3
consumo (m)

(C)  walor 4 (D) waler
RE) (B35

P
>

e ¥
consummo (m) Consumao

Ty

m’)

-

Gabarito: alternativa D

Fonte: Saresp 2005-Prova de Matematica da 1° série do Ensino Médio periodo noturno

e Nivel de conhecimento exigido na tarefa: mobilizavel;

e Registros de representacdo dados no enunciado: registro de

representagdo da lingua natural e registro de representacao grafica;

e Dominio em que a tarefa é enunciada: algébrico;
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e Tipos de representacdo exigidos na solugdo da tarefa: registro de

representagdo grafica;

e Niveis de conhecimento necessarios para a execucao da tarefa em

relacdo as nog¢des que serdo utilizadas: articulagcdo entre a nocao de
grandeza diretamente proporcional com a no¢do de funcao linear,

como caso particular da fun¢do afim.

3) Tarefa geral: Dada uma fun¢ao no registro de representagdo tabela fazer

a conversao para o registro de representacao algébrico explicito.

Exemplo:

03. A tabela abaixo mostra pares de valores correspondentes de duas grandezas
relacionadas X e Y.

X 2 3 4 ) ]
Y 4 8 1 16 20

A relacdo algébrica entre X e Y pode ser expressa como:

(A)Y = 2% (B)Y=X2-X+2 (C)Y =4X -4 (D)Y = 3X -2

Gabarito: alternativa C

Fonte: Saresp 2005 -Prova de Matematica da 1° série do Ensino Médio periodo noturno

e Nivel de conhecimento exigido na tarefa: disponivel,

e Registros de representacdo dados no enunciado: registro de

representagdo tabela, registro de representagdo par ordenado
explicito e registro de representagao algébrico explicito;

e Dominio em que a tarefa é enunciada: numérico e algébrico

e Tipos de representacdo exigidos na solugdo da tarefa: registro de

representagdo algébrico intrinseco e registro de representagdo
explicito;

e Niveis de conhecimento necessarios para a execucdo da tarefa em

relacdo as nocdes que serdo utilizadas: reconhecimento da fungao
afim através da tabela, articulacdao entre a nocao de sistemas lineares

(formado por duas equacgdes lineares com duas incognitas) com a
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nocao de funcao afim, ou entre a no¢ao de taxa de variagcdo e a no¢ao
de funcdo afim exigindo a conversao de registro de representagao
algébrico intrinseco para o registro de representacdo algébrico

explicito.

4) Tarefa geral: Leitura e interpretagdo dos dados em um grafico.
Exemplo:

04. o QFE'!T_ICD abaixo mostra como variou a temperatura em uma cidade durante um certo dia.

01 2 24 56 7 8 5101112131415 1617 18158 20 21 2223 24

Pode-se afirmar que:

(A) atemperatura maxima foi atingida ao meio-dia.

(B) a temperatura minima ocorreu por volta das 4 da manha.

{C) no periodo entre as 0 e as 12 horas a temperatura foi crescente.
(D) no periodo entre as 12 e as 24 horas a temperatura foi decrescente.

Gabarito: alternativa B

Fonte: Saresp 2005-Prova de Matematica da 1° série do Ensino Médio periodo noturno

e Nivel de conhecimento exigido na tarefa: técnico;

e Registros de representagdo dados no enunciado: registro de

representacao da lingua natural e registro de representagao grafico;

e Dominio em que a tarefa € enunciada: numérico;
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Tipos de representacdo exigidos na solucdo da tarefa: registro de

representacdo grafico e registro de representagdo par ordenado
explicito;

Niveis de conhecimento necessarios para a execucdo da tarefa em

relacdo as nocdes que serdo utilizadas: articulagao entre as nocoes de

funcao crescente, decrescente, maximo ¢ minimo de uma func¢ao e
situagdo problema dada através da representagdo grafica, além disso,
¢ necessario reconhecer que o eixo horizontal ou eixo das abscissas
representa o dia e o eixo vertical ou eixo das ordenadas representa a
temperatura, identificando assim o par ordenado (d,t) com o par
ordenado (x,y), usualmente utilizado, sendo assim, pode-se
considerar aqui que o estudante deve dispor de conhecimentos

associados a esse tipo de conversao de representagoes.

5) Tarefa geral: Reconhecer o grafico de uma fung¢do afim.

Exemplo 1:
05. Entre os graficos abaixo, o Gnico que representa uma funcdo do tipo y=ax+ & &:
(A) YA (B) LY
()] L (D) Y i\

—

l'_,_,.n-l"
W
w

Gabarito: alternativa A

Fonte: Saresp 2005-Prova de Matematica da 1° série do Ensino Médio periodo noturno
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e Nivel de conhecimento exigido na tarefa: técnico;

e Registros de representacdo dados no enunciado: registro de

representagdo algébrico intrinseco, registro de representagdo grafico;

e Dominio em que a tarefa é enunciada: algébrico;

e Tipos de representacdo exigidos na solugdo da tarefa: registro de

representacao algébrico intrinseco, registro de representacdo grafico;

e Niveis de conhecimento necessarios para a execucdo da tarefa em

relagdo as nocdes que serdo utilizadas: conversao do registro de

representagdo algébrico intrinseco para o registro de representagdo

grafico.

Exemplo 2:

06. Dentre as funcdes abaixo, identifique aquela que melhor representa o grafico
mostrado ao lado.

(A) F(x)=10x-7
(B) f(x)=2x=+1
(C)y flx)=x-12
(D) f(x)=6x-1

Gabarito: alternativa B

Fonte: Saresp 2005-Prova de Matematica da 1° série do Ensino Médio periodo noturno
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Nivel de conhecimento exigido na tarefa: mobilizavel;

Registros de representacdo dados no enunciado: registro de

representagdo da lingua natural, registro de representacdo grafico e
registro de representacao algebrico explicito;

Dominio em que a tarefa é enunciada: algébrico;

Tipos de representacdo exigidos na solucdo da tarefa: registro de

representagdo par ordenado explicito, registro de representagdo
tabela e registro de representacdo algébrico intrinseco;

Niveis de conhecimento necessarios para a execucdo da tarefa em

relacdo as nocgdes que serdo utilizadas: articulacdo entre as

coordenadas dos pontos nos eixos ¢ a lei de formagao de uma funcgao
afim. Além disso, a solugdo pode exigir outros conhecimentos
disponiveis que dependam do caminho escolhido para solugdo.
Exemplo: sistemas de equacdo de duas equacdes com duas

incognitas, inclinagdo da reta, taxa de variagao.

6) Tarefa geral: Reconhecer uma func¢ao afim em uma situagao problema.

Exemplo 1:

07.

Para estipular o preco por seu trabalho, o pintor de paredes André cobra uma taxa
fixa de R$ 50,00 & mais uma taxa de RS 10,00 por m’ pintado. André vai pintar uma
parede de 10m". Quanto André cobrara por esse trabalho?

RS 30,00
R% 100,00
RS 130,00
R$ 200,00

Gabarito: alternativa C

Fonte: Saresp 2005-Prova de Matematica da 1° série do Ensino Médio periodo noturno
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Nivel de conhecimento exigido na tarefa: disponivel;

Registros de representacdo dados no enunciado: registro de

representagdo da lingua natural;

Dominio em que a tarefa € enunciada: numérico;

Tipos de representacdo exigidos na solucdo da tarefa: registro de

representagdo algébrico intrinseco e registro de representagdo
algébrico explicito; quando se deseja encontrar uma formula que
permite calcular todos os casos possiveis, isto ¢, generalizagoes;

Niveis de conhecimento necessarios para a execucdo da tarefa em

relacdo as nocdes que serao utilizadas: reconhecimento da funcao

afim, no enunciado de situa¢des, articulacdo entre a nocao de func¢ao
afim e a nocdo de taxa de crescimento. Na realidade, em geral, esse
tipo de situacdo ndo exige conhecimentos disponiveis em relagdo a
no¢do de fun¢do afim, basta aplicar logicamente as operagdes de

adicao e multiplicagao.

Exemplo 2:

08.

Uma companhia de telefonia celular possui dois planos de tarifacdoc para seus
usuarios: Plano |- taxa de R% 20,00 por més, mais R% 0,30 por minuio de
conversacdo Plano 1I: sem taxa mensal e R$ 0,50 por minute de conversacdo O
plano | € 0 mais vantajoso para as pessoas que, por més, falam

mais do que 100 minutos
menos do que 100 minutos
mais do que 40 minutos
menos do que 40 minutos

Gabarito: alternativa A

Fonte: Saresp 2005-Prova de Matematica da 1° série do Ensino Médio periodo noturno

e Nivel de conhecimento exigido na tarefa: disponivel,

o Registros de representagdo dados no enunciado: registro de

representagdo da lingua natural;
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Dominio em que a tarefa é enunciada: numérico;

Tipos de representagdo exigidos na solucdo da tarefa: registro de

representagdo algébrico intrinseco, registro de representagdo
algébrico explicito e registro de representacdo grafico;

Niveis de conhecimento necessarios para a execucdo da tarefa em

relacdo as nocdes que serdo utilizadas: reconhecimento da fungao

afim no anunciado da situacdo, articulacao entre a no¢ao de func¢ao
afim e a nogdo de taxa de crescimento . Esta tarefa ¢ ideal para
mostrar a importancia do registro de representagdo grafico, pois
quando se esboga o grafico das fungdes torna-se mais simples a
analise da estratégia mais vantajosa, através da interpretacdo dos

dados no grafico.

7) Tarefa geral: Conversao do registro de representacao algébrico explicito

para o registro de representagdo grafico e interpretacdo do grafico

construido.

Exemplo:

07. Dada a funcéo

-x+2 se x<0,

fix)={ x-1 se 0<x<2;

X-2 8 X2,

0 valor minimo de f(x) é:

(A)-2

(B) -1 (C)0 (D)2

Gabarito: alternativa B

Fonte: Saresp 2005-Prova de Matematica da 2° série do Ensino Médio periodo noturno

69



e Nivel de conhecimento exigido na tarefa: mobilizavel;

e Registros de representagdo dados no enunciado: registro de

representagao algébrico explicito;

¢ Dominio em que a tarefa é enunciada: algébrico;

e Tipos de representacdo exigidos na solugdo da tarefa: registro de

representagdo par ordenado explicito, registro de representagdao
algébrico explicito e registro de representacao grafico;

e Niveis de conhecimento necessarios para a execucao da tarefa em

relacdo as nocdes que serdao utilizadas: reconhecimento das funcdes

dadas através do registro de representacdo algébrico explicito,
conversao do registro de representacdo algébrico explicito para o
registro de representacdo grafico, leitura e interpretagdo do grafico
exigindo articulagdo com as nocdes de fun¢do crescente, decrescente,

maximo ¢ minimo de uma funcao.

8) Tarefa geral: Dado o grafico de uma situacdo em um determinado

contexto, reconhecer no grafico a representacao de uma funcao afim.

Exemplo:
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04. © grafico abaixo mostra o valor a ser pago por uma conta no valor de R$ 200,00, em
fung@o no numero de dias de atraso no pagamento.

210

209
7048
207 T
206
¥ 5
* 204 A
203 —
02
201 "
200 —
i} 5 10 15 a0 25 30
dias
A taxa de juros diarios cobrados pele banco & de:
(A)0.15% (B) 0,3% (C) 1.5% (D) 3%

Gabarito: alternativa A

Fonte: Saresp 2005-Prova de Matematica da 3° série do Ensino Médio periodo noturno

e Nivel de conhecimento exigido na tarefa: disponivel,

e Registros de representagdo dados no enunciado: registro de

representacdo da lingua natural e registro de representacdo grafica;

e Dominio em que a tarefa é enunciada: situagdo cotidiana que envolve

o conceito de fun¢do afim, logo seu dominio ¢ o numérico;

e Tipos de representacdo exigidos na solucdo da tarefa: registro de

representagdo grafica, registro de representacdo tabela e registro de
representacdo algébrico intrinseco implicito e registro de
representacdo algébrico explicito;

e Niveis de conhecimento necessarios para a execucdo da tarefa em

relacdo as noc¢des que serdo utilizadas: mobilizar a no¢ao de funcao

afim e articular com: no¢ao de coordenadas no plano cartesiano,
nocao de sistemas de duas equagdes com duas incdgnitas e nogdo de
taxa de variacdo ou taxa de crescimento. Além disso, a solugdo pode

exigir outros conhecimentos disponiveis que dependam do caminho
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escolhido para solucdo. Exemplo: regra de trés, juros simples

(férmula), inclinacao da reta, progressao aritmética.

Esta tarefa deixa evidente a necessidade de conversao do registro de
representagdo grafico para o registro de representagdo tabela e registro de
representagao algébrico explicito e, dependendo dos conhecimentos prévios
dos estudantes, ela podera ser resolvida de diferentes formas em diferentes
quadros da propria matemadtica, exigindo uma mudanga de quadro
(inclinacao da reta) ou uma mudanca de ponto de vista (regra de trés, juros

simples, progressao aritmética).

9) Tarefa geral: Conversdao do registro de representacdo grafico para o

registro de representacao algebrico explicito.

Exemplo:

14. No grafico abaixo, vocé vé uma reta que corta o eixo X no ponto de abscissa 8, e o
eixo Y no ponto de ordenada 6. A equacado dessa reta é:

Y
6
' Y~~~ X
(A) y=-3x+6
(B) _1'=ix+6
(C) y=-6x+8
(D) v=6x+38

Gabarito: alternativa A

Fonte: Saresp 2005-Prova de Matematica da 3° série do Ensino Médio periodo noturno

e Nivel de conhecimento exigido na tarefa: disponivel,

e Registros de representagdo dados no enunciado: registro de

representacao da lingua natural;

e Dominio em que a tarefa é enunciada: numérico e algébrico;
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e Tipos de representacdo exigidos na solugdo da tarefa: registro de
representacdo grafica, registro de representacdo algébrico intrinseco
e registro de representagao algébrico explicito;

e Niveis de conhecimento necessarios para a execucdo da tarefa em

relacdo as nocgdes que serdo utilizadas: mobilizar a no¢do de fung¢ao

afim e articular com: a no¢dao de inclinagdo da reta (coeficiente
angular e coeficiente linear). Além disso, a solucdo pode exigir
outros conhecimentos disponiveis que dependam do caminho
escolhido para solucdo. Exemplos: trigonometria no tridngulo
retangulo, sistemas de duas equagdes com duas incdgnitas, taxa de
variacao ou taxa de crescimento.

Esta questao mostra, também, a necessidade de conversao de registro e,
dependendo dos conhecimentos prévios dos estudantes, ela podera ser
resolvida de diferentes formas, em diferentes quadros da propria
matematica exigindo uma mudan¢a de quadro (taxa de variacdo ou

crescimento) ou de ponto de vista (trigonometria).

10) Tarefa geral: Passagem do registro de representacdo par ordenado

explicito para o registro de representacao algébrico explicito.
Exemplo:

15. A equacéo da reta que contém os pontos (1, 6) e (5, 4) é:

(A) y=—x+T7
x 11
(B) y=g+3
(C) y=-2x+8
x 13
D) y=-=
D) y=-2+3

Gabarito: alternativa D

Fonte: Saresp 2005-Prova de Matematica da 3° série do Ensino Médio periodo noturno
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e Nivel de conhecimento exigido na tarefa: disponivel,

e Registros de representacdo dados no enunciado: registro de

representagdo par ordenado explicito;

e Dominio em que a tarefa é enunciada: numérico e algébrico;

e Tipos de representacdo exigidos na solugdo da tarefa: registro de

representagdo algébrico intrinseco, registro de representagdo
algébrico explicito e registro de representagdo grafico;

e Niveis de conhecimento necessarios para a execucdo da tarefa em

relacdo as noc¢des que serdo utilizadas: mobilizar a nocdo de func¢ao

afim e articular com a noc¢do de equacdo da reta, isto €, ambas t€m o
mesmo registro de representacdo algébrico explicito. Além disso, a
solucdo pode exigir outros conhecimentos disponiveis que dependam
do caminho escolhido para solu¢do. Exemplos: trigonometria no

tridngulo retangulo, sistemas de duas equagdes com duas incognitas;

Nesta questao, verifica-se a mudanga de quadro na propria matematica,
pois a tarefa ¢ tratada como equacao da reta (quadro da geometria analitica
ax + by + ¢ = 0), mas pode ser convertido como registro de representacao
algébrico intrinseco (quadro do estudo das fungdes y = ax + b) da fungao
afim, pode-se também esbocar o grafico da funcdo definida pelos dois
pontos, reconhecendo que se trata de uma reta através da articulagdo com
as nocoes de sistema de equagdo lineares, taxa de variacdo ou inclinacao da

reta..

11)_Tarefa geral: Passagem do dominio ou quadro geométrico para o

dominio ou quadro algébrico.
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2. Determine a funcao y = f(x) na qual y indica a area do
trapézio retangulo para cada caso.

a) 10 C) 15

—_—

| % \\ |

N\

10 |

Fonte: Bianchini e Paccola, 2004, p. 89.

Nivel de conhecimento exigido na tarefa: mobilizavel para a nogao

de area e disponivel para a mudanca de quadro;

Registros de representacdo dados no enunciado: registro de

representagdo da lingua natural e representacdo geométrica de uma
figura plana;

Dominio ou quadro em que a tarefa é enunciada: situacdo que

envolve o conceito de fungdo afim e area de figura plana, logo seu
dominio ¢ o numérico, algébrico e geométrico;

Tipos de representacido exigidos na solucdo da tarefa: ¢ necessario

que o estudante conhega a féormula para o célculo da area do trapézio
retangulo, j4 que sua representacdo geométrica € dada e apds o
calculo da area é necessario identifica-la com a lei de formagao
(formula) de uma funcao afim, isto €, com registro de representagao
algébrico explicito;

Niveis de conhecimento necessarios para a execucao da tarefa em

relacdo as nogdes que serdo utilizadas: E preciso mobilizar a nogao

de area do trapézio retangulo, e reconhecer nela uma fun¢ao afim, o
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que corresponde a dispor de conhecimentos associados a passagem

do quadro geométrico para o quadro algébrico.

Neste tipo de tarefa ¢ importante observar que aparecem nogdes de
perimetro e area. Na realidade, o conhecimento necessdrio estd mais
relacionado a interpretacao das representacdes utilizadas, isto €, na escolha

da representacao adequada para os quadros em que se desenvolve a tarefa.

5. Conclusao

O estudo das condi¢oes de aplicagdo da articulagdo das diferentes
formas de conhecimento e registros de representagdes em funcdo afim
permitiu estabelecer um grupo de tarefas usuais em livros didaticos de
matematica destinados a primeira série do ensino médio, onde se pode
desenvolver essa articulagao entre formas de conhecimentos e registros de
representagdo que pode ser trabalhada tanto tecnicamente como
conceitualmente em diversos dominios ou quadros, utilizando diversos
registros de representacdo e varios pontos de vista, permitindo, assim,
esclarecer os diferentes tipos de articulagdo que podem ter vida em relagao
as diferentes nog¢des em jogo.

Verifica-se assim, que existe uma grande diversidade de formas de
aplicagdo do conhecimento associado a no¢do de fun¢do afim para uma
mesma tarefa, que dependem das nogdes em jogo.

Essas nogdes sdo desenvolvidas, das representacdes dadas e pedidas
das aplicagdes. Encontra-se assim, um certo nimero de tarefas onde se
pode trabalhar efetivamente a questdo de flexibilidade entre formas de
conhecimento e registro de representagdo para a nocdo de funcdo afim
como foi possivel observar no desenvolvimento dos exemplos exibidos

anteriormente.
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Sendo a nogdo de fungdo afim utilizada em muitas aplicacdes, tanto
da matematica como em outras ciéncias € como ela se mostra um campo
fertil para a articulagdo com nogdes desenvolvidas no ensino fundamental
como as nocdes de proporcionalidade e sistemas lineares, que podem servir
de ferramenta para a introdugcdo de no¢do de fungdo afim e de suas
diferentes representagdes, € preciso considerar todos esses aspectos quando
de sua introdugdo e pensar em engenharias didaticas' apropriadas que
possam mostrar ao estudante a importdncia desta no¢do e suas
possibilidades de aplicagao.

O trabalho apresentado neste capitulo, mostra a quantidade de
possibilidades existentes para explorar essa no¢ao do ponto de vista
didatico e, portanto, indica algumas pistas para constru¢cdo de engenharias
didaticas, deve-se ressaltar que ¢ importante levar em conta explicitamente
no ensino, todas essas possibilidades, quando se deseja atingir o nivel
disponivel em relacdo a articulacdo da nocao de funcao afim, com todas as

noc¢oes € nas areas em que existe esta possibilidade.

' Engenharia didatica: E a didatica da matematica aplicada: com a ajuda dos instrumentos da didatica
fundamental e dos resultados da didatica propriamente dita, ela propde “ajudas” ao ensino. E a parte mais
visivel para os ndo especialistas mas, contrariamente ao que alguns desejavam, a didatica ndo determina
mais para a engenharia ou para a pratica do ensino que a termodinamica para a constru¢do de motores.
Esse estudo ndo pode abstrair os projetos didaticos da sociedade. Eles dependem de numerosos fatores
(histdricos, socidlogos, politicos,...), este aspecto da didatica da matemdatica ¢ necessariamente
pluridisciplinar.

Para ser mais concreto, vejamos alguns dominios que s@o tipicamente da competéncia do didata da
matematica ou do matematico didata:

- Descrever e analisar como os diversos utilizadores, notadamente os professores e alunos, adaptam os
conhecimentos matematicos e as utilizagdes que eles fazem desses conhecimentos. Identificar as causas
dessas adaptacdes ou “transposi¢des” e as dificuldades que elas provocam.

- Procurar as condi¢cdes de difusdo dos conhecimentos especificos de cada dominio da matematica
(geometria elementar, algebra linear, probabilidade e estatistica, ...). Em particular, imaginar um universo
de situacgdes, de problemas e de exercicios nos quais esses conhecimentos encontram sua func¢do e sua
significagdo.

Reorganizar certas teorias matematicas para que se tornem compativeis com as dificuldades associadas a
sua difusdo para um publico particular (por exemplo, como abordar a integragdo para os futuros fisicos ou
engenheiros que devem saber utilizar o teorema de Lebesque, mas tém pouco tempo para trabalhar essa
teoria). (Kamiya, 2003, p.11) < http://www.dipmat.math.unipa.it/~grim/brousseau_macro_03.pdf> acesso
em: 15.03.06
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CAPITULO 4

GESTAO INSTITUCIONAL DA ARTICULACAO ENTRE AS
DIFERENTES FORMAS DE CONHECIMENTO PARA A NOCAO
DE FUNCAO AFIM: ANALISE DOS LIVROS DIDATICOS



1. Introducéo

A formacao pratica do professor ¢ centrada no livro didatico. O livro
didatico de matemadtica ¢ uma ferramenta de grande importancia para
professores que dependem dele, no que se refere a abordagem, seqiiéncia e
profundidade de contetidos ¢ um forte instrumento de trabalho do aluno que
muitas vezes sO tem o livro como fonte de acesso & matematica fora do
contexto da sala de aula.

Sendo assim, escolheu-se aqui analisar a gestdo institucional entre as
diferentes formas de conhecimento para a nogao de fungdo afim através dos
livros didaticos que em geral, representam o desenvolvimento que ¢ dado
atualmente em uma grande maioria, instituigdes de ensino com uma énfase
maior ou menor para determinadas articulagcdes, que dependem das
escolhas pessoais, apesar disto o livro didatico permite uma visao geral dos
diferentes casos que podem ser considerados.

Dessa forma, escolheu-se analisar um conjunto de trés livros
didaticos de matematica dos quais, um € destinado a professores e alunos
do curso de licenciatura e os outros dois destinados a alunos do ensino
médio.

O livro “Matematica Ensino Médio 1% série” (Edwaldo Roque
Bianchini / Herval Paccola, 2004) avaliado e aprovado pelo PNLEM/2005
(Programa Nacional do Livro para o Ensino médio), foi escolhido por ter
sido o livro enviado pelo Ministério da Educagdo e Cultura para a escola,
cujo resultado do Saresp foi analisado neste trabalho e o livro “Matematica
Ensino Médio 1* série” (Luiz Roberto Dante, 2004) avaliado e aprovado
pelo PNLEM/2005 (Programa Nacional do Livro para o Ensino médio), foi
escolhido por se tratar da obra cujas articulagdes estavam mais bem

adaptadas as ferramentas de analise propostas neste trabalho, mesmo se
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estas articulagdes ndo sdo tratadas com a mesma terminologia aqui
utilizada.

A escolha dos livros do ensino médio além de privilegiar aqueles que
de alguma forma articulam as diferentes formas de conhecimentos
associados a no¢ao de fun¢ao afim, assim como, as necessidades em termos
de representacdoes semioticas que auxiliam no desenvolvimento e
compreensao de tarefa, se baseou nos que oferecem uma gama maior de
articulacdo de quadros ou dominios intramatematicos e extramatematicos e
que, dessa forma, favorecem uma analise em termos e niveis de
conhecimento, pois diferentes nogdes sdo trabalhadas em diferentes niveis

Com relagdo ao livro didatico de matematica do ensino superior,
escolheu-se um livro destinado a professores e estudantes de licenciatura de
matematica e para o qual a questdo da articulagdo entre as diferentes
formas de conhecimento tivesse um papel central mesmo que os autores
nao tratam essas questoes da mesma maneira como se propde este trabalho.

Esta analise foi estruturada em torno das questdes levantadas a partir
da grade de anélise construida com a finalidade de identificar os trés niveis
de conhecimentos esperados dos estudantes, conforme defini¢do de Robert
(1997), e verificar como estes niveis sdo trabalhados no ensino atual
ressaltando, ainda, as necessidades em termos de articulagao de quadros ou
dominios segundo a abordagem teorica de Douady (1984) e de conversao
de registros de representacdo semiotica conforme a abordagem teodrica de
Duval (1996).

A analise dos livros, que servem de suporte para este trabalho,
centrou-se nas articulagdes necessdrias para a introducdo do
desenvolvimento da nog¢do de funcdo afim, que € o objeto desse estudo.

Os livros escolhidos foram os seguintes:
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Matematica do Ensino Médio. Volume 1 (Elon Lages Lima, Paulo
Cezar Pinto Carvalho, Eduardo Wagner, Augusto César Margado)
Volume 1, 2005

A obra trata de forma genérica as articulacdes entre as diferentes
formas de conhecimento para a nogdo de funcdo afim, dando varias pistas
aos professores sobre este trabalho, mas deixando para cada um a
possibilidade de criar seus proprios exemplos em funcdo das necessidades
do contexto em que esta inserido.

Matematica Ensino Médio 12 série (Edwaldo Roque Bianchini / Herval
Paccola) Volume 1, 2004.

A obra trata quase que exaustivamente sobre as articulacdes
possiveis para o trabalho de articulagdo intramatematica ¢ extramatematica
com a noc¢do de funcdo afim, utilizando as mudancas de quadros ou
dominios e de pontos de vista e os diferentes registros de representacdo
considerando também e suas conversdes, mesmo que estas questdes nao
sdo tratadas nestes termos.

Matematica Ensino Médio 12 série (Luiz Roberto Dante) Volume 1,
2004.

A obra, como a anterior, trata quase exaustivamente sobre as
diferentes articulacdes intramatematicas e extramatemadticas, dando ao
professor € ao aluno varias pistas de trabalho que poderdo ser ampliados
em fungdo dos interesses pessoais.

Uma vez escolhidas as obras existe a necessidade de levantar
algumas questdes que possam orientar a analise das mesmas. Sendo assim,
apresentam-se a seguir as questoes que orientam a analise:

- Quais os conhecimentos disponiveis para introduzir a nogdo de
fun¢do afim?

- Como ¢ introduzida a no¢do de funcdao afim, quais representacoes

sao utilizadas e como elas se articulam?
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- Que pesos respectivos ocupam o0s niveis: técnico, disponivel e
mobilizavel nas tarefas propostas aos estudantes?

- Se existe um discurso do tipo metamatematico’ no curso ¢ no
tratamento dos exemplos que o acompanham que auxilie os estudantes no
desenvolvimento dos niveis mobilizavel e disponivel?

Inicia-se a andlise dos livros com os objetivos especificos dos
autores, o texto segue na integra para melhor compreensao do leitor.

Em seguida, apresenta-se uma idéia geral de como a obra estd
dividida, o que parece subentender uma interdependéncia de
conhecimentos prévios.

Passa-se aos comentarios e analise de tratamento, dado a noc¢do de
funcdo afim e suas possiveis articulacdes, segundo a estrutura da propria
obra.

Na seqiiéncia apresenta-se em primeiro lugar a obra Matematica do
Ensino Médio. Volume 1 (Elon Lages Lima, Paulo Cezar Pinto Carvalho,
Eduardo Wagner, Augusto César Margado) Volume 1, 2005 seguida da
obra . Matematica Ensino Médio 1? série (Edwaldo Roque Bianchini /
Herval Paccola) Volume 1, 2004 ¢ finalmente a obra Matematica Ensino
Médio 1* série (Luiz Roberto Dante) Volume 1, 2004, a ordem escolhida
se deve ao fato de se levar em conta, primeiro uma articulagdo
desenvolvida de forma mais genérica que ¢ seguida por obras onde as
articulagcdes, considerando casos particulares, permitiu a aplicagdo da grade
construida para este fim auxiliando nas possiveis escolhas de aplicagdes

para os casos gerais considerados na primeira obra.

! Metamatematico: Entende-se por metamatematico o segundo sentido dado por Polya a palavra método,
isto ¢é, segundo ele, um método ¢ “como pensar em algo que ja funcionou para reutiliza-10”. [Enseigner
autrement 1és maths em Deug A premiere anée, 1990]
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1. A obrade E. L. Lima, P.C.P. Carvalho, E.Wagner, A.C. Morgado
intitulada “A matematica do ensino médio” (volume 1, 237 paginas) e

designada na sequéncia por “Lima”.

Trata-se de uma obra que, segundo o autor, cobre o programa do
ensino médio cujo tema central sdo as fungdes reais de uma variavel real do

ponto de vista elementar, isto ¢, sem o uso do Calculo Infinitesimal.

A obra foi concebida a partir de um curso de aperfeigoamento para
professores de Matematica, iniciado no segundo semestre de 1996, no
Impa, cujos instrutores sdo o autor Elon Lages Lima e seus colaboradores

Paulo Cezar Pinto Carvalho, Eduardo Wagner e Augusto César Morgado.

Ainda segundo o autor a obra visa dar apodio bibliografico ao
professor que, em geral, conta praticamente com o livro texto que adota

como unica fonte de referéncia.

A obra foi dividida em trés volumes, estando os assuntos divididos

por séries.

Esta obra ¢ escolhida considerando que para sua execucdo ¢
necessario, conforme o autor esclarece no prefacio seu objetivo, mesmo se
ndo ¢ colocado explicitamente nessa terminologia, desenvolver um curso
onde os trés niveis de conhecimento esperados dos estudantes possam ser
levados em conta, uma vez que as aplicacdes em situagdes concretas
exigem o nivel disponivel, existindo uma grande preocupagdo de articular
os conhecimentos matematicos em jogo, tanto do ponto de vista
intramatematico como extramatematico, como se pode verificar no texto
abaixo:

“Em todo este livro, procuramos deixar claro que a Matematica
oferece uma variedade de conceitos abstratos que servem de

modelos para situagdes concretas, permitindo assim analisar,

prever e tirar conclusdes de forma eficaz em circunstancias onde
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uma abordagem empirica muitas vezes ndo conduz a nada. Todos
os temas aqui abordados sdo apresentados dentro dessa oOtica.
Assim € que os conjuntos sdo o modelo matemdtico para a
organiza¢do do pensamento 16gico; os nimeros sdo o modelo para
as operagdes de contagem e medida; as fungdes afins, as
quadraticas, as exponenciais, as logaritmicas e as trigonométricas,
cada uma delas ¢ estudada como o modelo mateméatico adequado

para representar uma situagao especifica.” (Lima, 2005, prefacio)
Analise e Comentarios:

Lima inicia introduzindo a nog¢do de conjunto e ressalta sua
importancia, atual, para expressar os conceitos matematicos, pois segundo
ele a linguagem dos conjuntos permite dar aos conceitos e as proposi¢des a
precisdo e a generalidade que sdo caracteristicas da Matemadtica, como se
pode verificar no texto abaixo:

“Os conjuntos substituem as “propriedades” e as “condi¢des”.
Assim, em vez de dizermos que “o objeto x goza da propriedade
P” ou “o objeto y satisfaz a condicdo C”, podemos escrever X €
A ey € B, onde A ¢ o conjunto dos objetos que gozam da
propriedade P e B ¢ o conjunto dos objetos que satisfazem a
condugdo C.” (Lima, 2005, p1 —2)

Seguindo sua introdu¢do da no¢ao de conjunto, o autor faz algumas
recomendacgdes sobre a linguagem adequada quando se trabalha com esta
nocdo neste nivel e apresenta exemplos que justificam essas

recomendacgoes.

Ainda, em rela¢do a nog¢do de conjunto, o autor trata a nocao de
relagdo de inclusdo e suas propriedades, fazendo aqui, também, algumas
recomendagdes, em particular, observa que a relacdo de inclusdo entre
conjuntos € uma nocao que esta estritamente relacionada com a logica.

Nesse momento, através de exemplos, o autor articula a nogdo de conjunto
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com a logica, geometria e algebra. A recomendagdo abaixo ilustra este tipo

de articulacao:

“Em Geometria, uma reta, um plano e o espaco sao conjuntos.
Seus elementos sdo pontos. Se r ¢ uma reta contida no plano ,
escreve-se r C T pois, neste caso, a reta r ¢ um subconjunto do
plano m. Nao se deve escrever r € m nem dizer que a reta r
pertence ao plano m, pois os elementos do conjunto 7 sdo pontos e
nao retas. A relagdo de inclusdo entre conjuntos esta estreitamente
relacionada coma a implicacgdo logica. Vejamos como. Sejam P e
Q propriedades referentes a um elemento genérico de um
conjunto U. Essas propriedades definem os conjuntos A, formado
pelos elementos de U que gozam da propriedade P, e B, conjunto
formado pelos elementos de U que tem a propriedade Q. Diz-se
entdo que a propriedade P implica (ou acarreta) a propriedade Q,
e escreve-se P — Q, para significar que A < B. Por exemplo,
seja. U o conjunto dos quadrilateros convexos do plano.
Designemos com P a propriedade de um quadrilatero ter seus
quatro angulos retos e por Q a propriedade de um quadrilétero ter
seus lados opostos paralelos. Entdo podemos escrever P — Q.
Com efeito, neste caso, A ¢ o conjunto dos retangulos ¢ B o

conjunto dos paralelogramos, logo A < B.” (Lima, 2005, p.5)

Ainda, referindo-se a relagdo de inclusdo o autor faz a seguinte

observagao:

“Nao ¢ raro que pessoas confundam “necessario” com
“suficiente”. A.C.M. notou que os alunos t€ém mais facilidade de
usar corretamente esta ultima palavra do que a anterior, j4 que
“suficiente” ¢ sindnimo de “bastante”. Talvez isso tenha a ver
com o fato de que uma condi¢do suficiente ¢ geralmente mais
forte do que a conclusdo a que se quer chegar. Por exemplo, para
que um numero seja par ¢ suficiente que seja multiplo de 4. (ou
basta ser multiplo de 4 para ser par). Por outro lado, uma

condi¢do necessaria é, em geral, mais fraca do que a conclusdo
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desejada. Assim, por exemplo, para que um quadrilatero convexo
Q seja um retangulo ¢ necessario que seus lados opostos sejam
paralelos, mas esta propriedade apenas ndo assegura que Q tenha
seus angulos todos retos. E claro que um conjunto completo de
condi¢des necessarias para que seja valida uma propriedade P

constitui uma condig¢ao suficiente para P.” (Lima, 2005, p.10)
Procurando auxiliar o professor em relagdo a linguagem adequada
para tratar as relagdes, propriedades e operagdes sobre a nocao de conjunto
e sempre mostrando as possiveis articulagdes com a ldgica, a geometria e a
algebra, o autor segue definindo complementar de um conjunto, reunido e

intersecao.

O autor considera, ainda, o desenvolvimento tedrico da nocdo de
conjunto fazendo um comentario sobre a nog¢ao de igualdade para a qual a
articulagdo com a geometria permite uma imagem mental mais clara sobre
a nocao de igualdade. Além disso, o autor trabalha a conversdo entre o
registro de representacdo simbolica e o registro da linguagem natural,

mesmo se nao utiliza essa terminologia.

“Uma coisa s6 € igual a si propria. Quando se escreve a = b, isto
significa que a e b sdo simbolos usados para designar o mesmo
objeto. Por exemplo, se a ¢ a reta perpendicular ao segmento AB,
levantada a partir de seu ponto médio e b é o conjunto dos pontos
do plano que sdo eqiidistantes de A ¢ B entdo a =b. Em
Geometria, as vezes ainda se usam expressoes como “os angulos
a e P sdo iguais” ou “os tridngulos ABC e A’B’C’ sdo iguais”
para significar que as figuras que podem ser superpostas
exatamente uma sobre a outra. A rigor, porém, esta terminologia ¢
inadequada. Duas figuras geométricas que coincidem por
superposicao devem ser chamadas congruentes. Talvez valha a
pena observar que a palavra “igual” em Geometria ja foi usada
num sentido até mais amplo. Euclides, que viveu ha 2300 anos,

chamava ‘“iguais” a dois segmentos de reta com o mesmo
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comprimento, a dois poligonos com a mesma area e a dois solidos
com o mesmo volume. Na linguagem corrente, as vezes se diz que
duas pessoas ou objetos sdo iguais quando um certo atributo, ao
qual se refere o discurso naquele momento, ¢ possuido igualmente
pelas pessoas ou objetos em questdo. Assim, por exemplo, quando
dizemos que “todos sdo iguais perante a lei”, isto significa que
dois cidadaos quaisquer t€ém os mesmos direitos e deveres legais.
A relacdo “a € igual a”, que se escreve a = b, goza das seguintes
propriedades: Reflexividade: a = a; Simetria: se a=b entdo b = a;
Transitividade: se a=b e b = ¢ entdo z = c. Diante da simetria, a
transitividade também se exprime assim: sea=b e c=b entdo a =
c. Em palavras: dois objetos (a e ¢) iguais a um terceiro (b) sdo
iguais entre si. Formulada deste modo, esta propriedade era uma
das nogbes comuns (ou axiomas) que Euclides enunciou nas
primeiras paginas do seu famoso livro “Os Elementos”.(Lima,

2005, p. 17 — 18)

Assim, o autor finaliza o capitulo com recomendagdes gerais para os

professores referentes a propria no¢ao de conjunto quanto a importancia de

sua articulacdo em diferentes dominios, mesmo nao utilizando essa

terminologia. Além disso, mostra a importancia da autocritica e da

modera¢do em sala de aula, chegando até a apresentar alguns erros de

linguagem que devem ser evitados como pode ser verificado no texto

abaixo.

“[...] Portanto, se queremos iniciar os jovens em Matematica, ¢
necessario que os familiarizemos com os rudimentos da
linguagem e da notagdo de conjunto. Isto, inclusive, vai facilitar
nosso proprio trabalho, pois a precisdo dos conceitos ¢ uma ajuda
indispensavel para a clareza das idéias. Mas, na sala de aula, ha
alguns cuidados a tomar. O principal deles refere-se ao
comedimento, ao equilibrio, & moderacdo. Isto consiste em evitar
o pedantismo e os exageros que conduziram ao descrédito da

onda de “Matematica Moderna”. Nao convém insistir em questdes
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do tipo {J} # {{J}} ou mesmo naquele exemplo & # {J} dado
acima. Procure, sempre que possivel, ilustrar seus conceitos com
exemplos de conjuntos dentro da Matematica. Além de contribuir
para implantar a linguagem de conjuntos, este procedimento pode
também ajudar a relembrar, ou até mesmo aprender, fatos
interessantes de Geometria, Aritmética, etc. Seja cuidadoso, a fim
de evitar cometer erros. A auto-critica ¢ o maior aliado do bom
professor. Em cada aula, trate a si mesmo como um aluno cujo
trabalho est4d sendo examinado. Pense antes no que vai dizer mas
critique-se também depois: sera que falei bobagem? Se achar que
falou, ndo hesite em corrigir-se em publico. Longe de
desprestigiar, esse habito fortalecera a confianca dos alunos no
seu mestre. Esteja atento também a correcdo gramatical.
Linguagem correta ¢ essencial para a limpidez do raciocinio.
Muitos dos nosso colegas professores de Matematica, até mesmo
autores de livros, sdo um tanto descuidados a esse respeito.
Dizem, por exemplo que “a reta r intercepta o plano o no ponto
P”, quando deveriam dizer intersecta (ou interseta) ja que o ponto
P ¢ a intersecdo (ou interseccdo  mas ndo a interceptagdo de r
com a. Eis aqui outros erros comuns de linguagem que devem ser
evitados: “Maior ou igual a”. O correto ¢: “maior do que ou igual
a”. (Tente dizer “igual ou maior a” e veja como soa mal.)
“Euclideano”. O correto ¢ “euclidiano”. “Assumir”, no lugar de
“supor” (vamos assumir que as retas r € s sejam paralelas). Isto ¢
correto em inglés mas ndo em portugués. Nao diga “completude”,
diga “completeza’. (Belo — beleza; rico — riqueza; nobre —
nobreza; completo — completeza.) Nao diga “Espago de tempo™.
Espago e tempo sdo conceitos fisicos fundamentais e
independentes. Nao se deve misturd-los. Diga “intervalo de

tempo”. (Lima, 2005, p. 19 —20)

Apos introduzir a nog¢do de conjunto, o autor passa a nocao de
numero observando que se os conjuntos auxiliam a Matematica os nimeros

s30 junto com o espaco os principais objetos de que se ocupa a Matematica.
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O autor faz um comentario sobre o que sdo defini¢cdes, axiomas,

teoremas, corolarios sempre aproveitando par articular nogdes matematicas

de diferentes dominios, o que lhe permite ressaltar a importancia da

Matematica tanto do ponto de vista matematico quanto so6cia, como mostra

0 texto abaixo:

“Provar o 6bvio transmite a falsa impressdo de que a Matematica
¢ inutil. Por outro lado, usar argumentos elegantes e convincentes
para demonstrar resultados inesperados ¢ uma maneira de exibir
sua forca e sua beleza. As demonstragdes, quando objetivas e bem
apresentadas, contribuem para desenvolver o raciocinio, o espirito
critico, a maturidade e ajudam a entender o encadeamento 16gico
das proposicdes matemadticas. Ter sempre em mente que, embora
a Matematica possa ser cultivada por si mesma, como um todo
coerente, de elevado padrao intelectual, formado por conceitos e
proposi¢des de natureza abstrata, sua presenca no curriculo
escolar ndo se deve apenas ao valor dos seus métodos para a
formacao mental dos jovens. A importancia social da Matematica
provém de que ela fornece modelos para analisar situagdes da
vida real. Assim, por exemplos, conjuntos sao o modelo para
disciplinar o raciocinio légico, numeros naturais sdo o modelo
para contagem e numeros reais sdo o modelo para a medida;
funcdes afins servem de modelo para situagdes, como o
movimento uniforme, em que os acréscimos da fungdo sao
proporcionais aos acréscimos da variavel independente. E assim
por diante. Todos os topicos deste livro sdo abordados sob o
seguinte lema: a Matematica fornece modelos abstratos para
serem utilizados em situagdes concretas, do dia-a-dia e das
Ciéncias. Para pode empregar estes modelos ¢ necessario
verificar, em cada caso, que as hipoteses que lhe servem de base

sdo satisfeitas.” (Lima, 2005, p. 29)

Nesse momento, o autor trata, mais especificamente, o conjunto dos

nimeros naturais partindo do histérico modelo abstrato de contagem e
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chegando a sua descricdo concisa e precisa através dos axiomas de Peano,
que permite ao autor destacar o axioma da inducdo como base de um
eficiente método de demonstragao de proposi¢cdes referentes aos nimeros
naturais e considerar as operagdes de adicdo e multiplicacdo, destacando a
diferenga entre essas operacoes e seus respectivos resultados, isto €, a soma
e o produto, e citar suas propriedades ressaltando que essas podem ser

demonstradas por indugao.

O autor termina a descrigdo do conjunto dos numeros naturais

definindo a relacdo de ordem entre os naturais e suas propriedades.

Através do comentario gramatical abaixo, o autor anuncia a diferenca
entre nimeros naturais ou nimeros ordinais e numeros cardinais.

e 1Y

“Quando dizemos “o nimero um”, “o nimero dois” ou “o nimero
trés”, as palavras “um”, “dois” e “trés” sdo substantivos, pois sdo
nomes de objetos. Isto contrasta com o uso destas palavras em
frases como “um ano, dois meses e trés dias”, onde elas aparecem
para dar a idéia de numero cardinal, isto é, como resultados de
contagens. Nesta frase, “um”, “dois” e “trés” nao sdo
substantivos. Pertencem a uma categoria gramatical que, noutras
linguas (como franceés, inglés e alemao, por exemplo) ¢ chamada
de adjetivo numeral e que os gramaticos brasileiros e portugueses,
ha um par de décadas, resolveram chamar de numeral apenas.
Este comentario visa salientar a diferenca entre os nimeros
naturais, olhados como elementos do conjunto N, e o0 seu emprego

como numeros cardinais.” (Lima, 2005, p. 31)

No capitulo 3, o autor ante de introduzir a no¢do de numeros
cardinais, ressalta a importancia dos nimeros naturais, justificando sua
utilizacdo no processo de contagem e articula essa no¢cdo com a nog¢do de
fungdo, introduzindo assim essa nogao.

“A importancia dos niimeros naturais provém do fato de que eles

constituem o modelo matemadtico que torna possivel o processo de
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contagem. Noutras palavras, eles respondem a perguntas do tipo:
“Quantos elementos tem este conjunto?”” Para contar os elementos
de um conjunto ¢ necessario usar a no¢do de correspondéncia
biunivoca, ou bije¢do. Trata-se de um caso particular do conceito

de fungao [...]” (Lima, 2005, p.38)

Dessa forma, o autor introduz a no¢ao de funcdo de um conjunto X
em um conjunto Y definindo dominio, contra-dominio e imagem de uma
funcdo. Nesse momento, o autor aproveita para fazer algumas
recomendacgdes que, na realidade, sdo justificativas para as representagdes

atualmente utilizadas para a nogao de fungao.

“1. E importante ressaltar que f(x) ¢ imagem do elemento x € X
pela fungdo f, ou o valor da fun¢do no ponto x € X. Os livros
antigos, bem como alguns atuais, principalmente os de Célculo,
costumam dizer “a func¢do f(x)” quando deveriam dizer “a fungao
f’. Algumas vezes esse linguagem inexata torna a comunicacao
mais rapida e fica dificil resistir a tentacdo de usé-la. Mas ¢
indispensavel a cada momento ter a nogao precisa do que se esta
fazendo. [...] 2. Deve-se ainda observar que uma fungao consta de
trés ingredientes: dominio, contra-dominio e a lei de
correspondéncia x : — f(x). Mesmo quando dizemos
simplesmente “a fun¢do f”, ficam subtendidos seu dominio X e
seu contra-dominio Y. Sem que eles sejam especificados, ndo
existe a funcdo. Assim sendo, uma pergunta do tipo “Qual ¢é o
dominio da fungdo f(x) = 1/x?”, estritamente falando, ndo faz
sentido. A pergunta correta seria: “Qual ¢ o maior subconjunto X
c R tal que a formula f(x) = 1/x define uma fungdo f: X :—> R?
”Novamente, a pergunta incorreta ¢ mais simples de formular. Se
for feita assim, € preciso saber seu significado.” (Lima, 2005,

p.38 — 39)

Em seguida, o autor apresenta trés exemplos nos quais a nogdo de

funcao ¢ articulada com os dominios geométrico e algébrico e que sendo
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exemplos genéricos podem auxiliar o professor a construir seus proprios
exemplos para casos mais especificos ou até para casos cotidianos mais

adaptados aos seus estudantes.

“1. Sejam X o conjunto dos triangulos do plano © e R o conjunto
dos numeros reais [...]. Se, a cada t € X, fizermos corresponder a
nimero real f(t) — area do tridngulo t, obteremos uma funcao
f: X :—> R. 2. Sejam S o conjunto dos segmentos de reta do plano
n e A o conjunto de retas desse mesmo plano. A regra que associa
a cada segmento AB € S sua mediatriz g(AB) define uma fun¢ao
de g: S :—> A. 3. A correspondéncia que associa a cada ntimero

natural n seus sucessor n + 1 define uma fungdo s: N :— N, com
s(n) =n+ 1.” (Lima, 2005, p. 40)

O autor segue sempre seu estilo fazendo recomendagdes sobre as
nog¢des introduzidas e dando exemplos e contra-exemplos para ilustra-las.
Aqui ¢ importante observar que o autor busca contra-exemplo que mostra
que nem sempre o que ¢ verdadeiro num sentido vale para o outro. Essa
pratica ndo ¢ muito comum nos livros didaticos que, em geral, apresentam
somente exemplos, o que pode levar os estudantes a considerarem que a
propriedade ¢ sempre verdadeira e que se pode utiliza-la nos dois sentidos.
Como no ensino fundamental e médio ndo se demonstram teoremas e
propriedades, ¢ importante esse trabalho com os contra-exemplos, pois sao
eles que mostram a forma de funcionar do trabalho dos matemadticos que
estdo sempre questionando sobre quais as condi¢des que uma determinada
propriedade ¢ verdadeira ou falsa, bastando encontrar um contra-exemplo
para mostrar que ela ndo se aplica. A citacdo abaixo mostra o contra-
exemplo do exemplo 1 dado acima, isto €, a impossibilidade de considerar

a mesma propriedade nos dois sentidos.

“5. Indiquemos com X o conjunto dos niimeros reais positivos e

Y o conjunto dos triangulos do plano. Para cada x € X, ponhamos
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f(x) = t caso t seja um tridngulo cuja area ¢ x. Esta regra nao
define uma fungdo f: X — Y porque ¢ ambigua: dado o niimero
x > 0, existe uma infinidade de tridngulos diferentes com area x.”
(Lima, 2005, p. 42)
A partir da nogao de fung¢ao e bije¢do, o autor define nimero cardinal
e apresenta exemplos e contra-exemplos articulando conhecimentos nos
dominios da algebra e da geometria ¢ até buscando fatos historicos para
ilustrar a defini¢do e introduzir novas nocdes associadas a nogdo que esta
sendo trabalhado, como ¢ o caso da nog¢ao de subconjunto proprio que da
forma como ¢ tratado no exemplo deve levar o professor a colocar a
questdo: “O que ¢ um subconjunto proprio?”, isto €, o professor de
matemadtica funciona aqui como o matematico, questiona sobre a nova
noc¢ao que aparece relacionada ao desenvolvimento da nog¢do de nimero
cardinal. Esse trabalho de questionamento ¢ o motor da compreensdo da
atividade matemadtica e cabe ao professor incentivar seus alunos a esta
pratica. Além disso, o professor pode utilizar o primeiro exemplo para
relembrar com seus estudantes a forma como eles iniciaram sua
aprendizagem matematica onde se trabalhava essa questdo da
correspondéncia biunivoca, mas sem o formalismo aqui apresentado que
deixa evidente a necessidade do conceito de funcdo para que se
compreenda essa relacdo o que € impossivel fazer com os alunos do ensino
fundamental, mas que seria interessante trabalhar com os alunos mais
avangados e futuros professores para que eles possam distinguir o niumero
natural ou ordinal do ntimero cardinal, isto ¢, um tratamento mais formal ¢
cientifico de uma nog¢do matematica pode ser trabalhado como uma
ferramenta que permite justificar nogdes ja conhecidas, mas que, muitas
vezes, ainda ndo sao claras para alunos mais avancados e professores.

“6. Sejam X ={1,2,3,4,5} e Y ={2,4,6, 8, 10}. Definindo f: X

Y pela regra f(n) = 2n, temos uma correspondéncia biunivoca,
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onde f(1) = 2, f(2) = 4, f(3) = 6, f(4) = 8 ¢ f(5) = 10. 7. Um
exemplo particularmente curioso de correspondéncia biunivoca
foi descoberto pelo fisico Galileu Galilei, que viveu ha
quatrocentos anos. Seja P o conjunto dos nimeros naturais pares:
P= {2, 4, 6, ..., 2n, ...}> Obtém-se uma correspondéncia
biunivoca f: N - P pondo-se f(n) = 2n. O interessante deste

exemplo ¢ que P ¢é um subconjunto proprio de N.

(Lima, 2005, p.42)”.

O autor segue definindo conjunto finito e faz alguns comentarios
sobre os conjuntos infinitos esclarecendo qual a maior contribuicdo de
Cantor e apresenta o que ele denomina Fantasia Matematica, isto ¢, o
conhecido problema sobre o Grande Hotel de Georg Cantor. Na citagao
abaixo ¢ possivel verificar a importancia do trabalho de Cantor para o
desenvolvimento da matematica e a forma como o assunto ¢ tratado deve
permitir ao leitor compreender a distingdo entre finito, infinito e muito
grande através de um discurso no qual ndo se aplica todo o formalismo da

teoria que esta sendo discutida.

“Em primeiro lugar, convém esclarecer que a maior contribuicao
de Cantor ndo foi a adog¢do da linguagem e da notacdo dos
conjuntos e sim suas descobertas sobre os niumeros cardinais de
conjuntos infinitos. Ele foi o primeiro a descobrir que existem
conjuntos infinitos com diferentes cardinalidades ao provar que
ndo pode haver uma correspondéncia biunivoca entre N e o
conjunto R dos numeros reais ¢ que nenhum conjunto X pode
estar em correspondéncia biunivoca com o conjunto @ (X) cujos
elementos s3o os subconjuntos de X. Além disso, ele mostrou que
a reta, o plano e o espago tridimensional (ou mesmo espagos com
dimensdo superior a trés) tém o mesmo numero cardinal. Estes
fatos, que atualmente sdo considerados corriqueiros entre os
matematicos, causaram forte impacto na época(meados do século

dezenove).” (Lima, 2005, p. 47-48- 49)
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Ap6s o exemplo do Grande Hotel, de Georg Cantor o autor faz a
recomendagdo abaixo sobre a distingdo entre conjunto infinito com um
conjunto que tem um numero muito grande de elementos, utilizando a
linguagem cotidiana e exemplos do dominio da fisica para ilustrar essa
diferenga e mostrar que existe sempre um numero natural maior que um

numero natural dado.

“4. Nao confunda conjunto infinito com aquele que tem um
numero muito grande (porém finito) de elementos. Quando na
linguagem comum, se diz algo como “-J& ouvi isto uma
infinidade de vezes”, trata-se de uma mera forca de expressao.
Nao ha distancias infinitas (mesmo entre duas galdxias bem
afastadas) e at¢ o numero de atomos do universo ¢ finito.

135x27°. (O fisico Arthur Eddington estimou o nimero de

256
277

protons do universo em 135x O namero de atomos ¢€

certamente menor pois todo d&tomo contém ao menos um proton).
E importante ter sempre em mente que nenhum nimero natural n
¢ maior do que todos os demais: tem-se sempre N <n + 1.” (Lima,
2005, p. 49)
Para terminar o capitulo, Lima propde uma lista de exercicios na qual
todos os exercicios exigem o nivel disponivel e como ja observamos acima,

sdo tarefas genéricas que podem auxiliar o professor a construir seus casos

particulares.

Seguindo a mesma estrutura, o autor introduz a no¢ao de numeros
reais articulando dominios como a algebra, a geometria, a historia da
matematica, a analise matematica e quando possivel outros dominios como
fisica e considerando também situacOes cotidianas. Em relagdo as
representagdes utilizadas, verifica-se aqui a necessidade de introduzir a
representagdo decimal e a representagao fracionaria numérica para tratar as

expressoes decimais, mas as operacdes com decimais ¢ tratada no registro
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de representacdo algébrico intrinseco certamente por considerar apenas as

definicdes e as propriedades dessas operagoes.

Ainda neste capitulo sobre os numeros reais, o autor trata a questao
das desigualdades e dos intervalos para introduzir a no¢ao de valor absoluto

que ¢ articulada com a nog¢ao de distancia entre dois pontos.

Para finalizar o capitulo, o autor introduz a nog¢do de seqiiéncia
articulando essa nocao com as nog¢des de funcdes anteriormente
introduzidas e as noc¢Oes de numeros naturais € numeros reais ¢ cCOmo
exemplos de seqiiéncias ele considera as progressdes aritmética e
geométrica que, em geral, sdo os exemplos de seqiliéncias trabalhados no
ensino médio e que podem ser articulados com outras nogdes da propria
matematica ou com outros dominios como a biologia, a fisica ¢ a

economia.

Em relacdo aos exercicios que sao deixados ao leitor no final de cada
capitulo, para os nimeros reais encontramos tarefas que exigem um nivel
de conhecimento disponivel e onde o registro de representagdo algébrico
intrinseco ¢ privilegiado, deixando para o professor o tratamento dos casos

particulares.

E somente no capitulo 5 que o autor introduz a nogio de fungdo afim,
mas para isto retoma as definicdes de produto cartesiano e considera sua
representagdo algébrica simbolica intrinseca e sua representagcdo grafica,
mesmo se nao utiliza esta terminologia, mas certamente nao trata das
conversoes entre elas, pois este trabalho ndo faz parte do objetivo de sua
obra.

Mas, ao definir grafico de uma fungao, fica evidente a necessidade
de introduzir a no¢do de produto cartesiano e considerar suas propriedades

para fazer a passagem da funcao f(x) =y para o par ordenado (x, f(x)).
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“O gréfico de uma fungdo f: X — Y ¢ o subconjunto G(f) do
produto cartesiano X x Y formado por todos os pares ordenados
(X, y), onde x é um ponto qualquer de X e y = f(x). Assim, G(f) =
{xy) e XxY;y=1(x)} = {(x, f(x)); x € X}. A fim de que um
subconjunto G X x Y seja p grafico de alguma fungao f: X > Y
¢ necessario e suficiente que G cumpra as seguintes condigoes:
Gl. Para todo x € X existe um par ordenado (x, y) € G cuja
primeira ordenada ¢ x. G2. Se p=(x,y) ep’ = (x’,y’) sdo pares
pertencentes a G com a mesma primeira ordenada x entdo y =y’
(isto ¢, p = p’). E claro que estas condi¢gdes podem ser resumidas
numa s6 dizendo que para cada x € X existe um, e somente um, y

€ Y tal que (x, y) € G.” (Lima, 2005, p.80)

Ao explicitar a relagdo entre o produto cartesiano e a nocdo de
relagdo, o autor aproveita para explorar exemplos que permitem articular
geometria e algebra. Certamente, o trabalho aqui desenvolvido, ¢ para
professores e ndo para estudantes do ensino médio, supondo que o leitor
tenha certa familiaridade com as nocdes que estdo sendo tratadas e suas
diferentes representacdes, como ¢ possivel verificar na defini¢ao de gréafico
apresentada pelo autor.

“O grafico de uma relagdo R entre os conjunto X ¢ Y ¢ o
subconjunto G(R) do produto cartesiano X x Y formado pelos
pares (X, y) tais que x Ry. Assim, G(R) = {(x,y) € Xx Y; x Ry}.
Esta nogdo inclui o caso particular do grafico de uma fung¢do.”
(Lima, 2005, p. 81)

Na tentativa de mostrar as dificuldades que podem surgir quando se
define fun¢ao como subconjunto do produto cartesiano, o autor recomenda
que a funcdo seja considerada como uma correspondéncia, uma
transformacdo e ndo simplesmente como um conjunto de pares ordenados
que o autor deixa para a defini¢ao de grafico de uma funcao, isto é, mesmo

nao utilizando essa terminologia, o autor faz um discurso sobre a diferenca
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entre a representacdo de uma funcao no registro de representagao algébrico
intrinseco, que nos apresenta a transformagao que estd sendo efetuada e o
registro de representacdo grafico, que permite visualizar o conjunto de
pares ordenados que representam a fung¢do sem que se possa perceber qual
a transformagdo, correspondéncia, dependéncia ou resultado de um

movimento que se esta efetuando.

“Praticamente todos os textos escolares em uso em nosso pais
definem uma funcdo f: X - Y como um subconjunto do produto
cartesiano X X Y com as propriedades G1 e G2 acima enunciadas.
Essa definicdo apresenta o inconveniente de ser formal, estéatica e
ndo transmitir a idéia intuitiva de fungao como correspondéncia,
transformagdo, dependéncia (uma grandeza fun¢do de outra) ou
resultado de um movimento. Quem pensaria numa rotagdo como
um conjunto de pares ordenados? Os matematicos e
(principalmente) os usuarios da Matematica olham para uma
funcdo como uma correspondéncia, ndo como um conjunto de
pares ordenados. Poder-se-ia talvez abrir excecao para os logicos,
quando querem mostrar que todas as nog¢des matematicas se
reduzem, em ultima andlise, a idéia pura de conjunto. Mas
certamente este ndo € o caso aqui. Se definimos uma fung¢ao f: X
— Y como um subconjunto particular do produto cartesiano X x
Y, qual seria a definicdo matematica de grafico de uma fungao.
Em suma, a terminologia que consideramos adequada ¢ a
seguinte: um subconjunto qualquer de X x Y é o gréafico de uma
relagdo de X para Y. Se esse conjunto cumpre as condigoes G1 e
G2 acima estipuladas, ele é o grafico de uma fungdo.” (Lima,

2005, p. 81 - 82)

Ao fazer a distingdo entre a defini¢do da fungdo que, em geral, ¢
dada por uma férmula, o que neste trabalho denomina-se registro de
representagdo algébrico intrinseco, e seu grafico, que neste trabalho ¢

denominado registro de representacdo grafico, o autor, utilizando as

98



representacdes adequadas, e termina mostrando que o registro de
representagdo grafico poderd colocar mais dificuldades que o registro de
representacdo algébrico intrinseco quando se deseja fazer a conversao no
sentido de passagem do registro de representacdo grafico para o algébrico,
pois ¢ necessario enxergar o par ordenado (x, y) com y = f(x), isto &, €
preciso que se relacione o grafico com a funcdo em jogo para que seja
possivel pensar na conversao, o que ndo acontece com o outro sentido da
conversao, pois basta determinar alguns pontos e construir o grafico sem
necessidade de reconhecer qual o caso que se estd estudando, este
reconhecimento ¢ interessante para controlar os resultados, mas nao

interfere diretamente no trabalho a ser efetuado.

Em seguida, o autor introduz o plano numérico R* e considera alguns
exemplos geométricos para os quais ele necessita fazer recomendagdes a
fim de transforma-los em funcdes definidas de um intervalo real em R
como, por exemplo, a definicdo de uma fungdo a partir da nogao de circulo
que o autor mostra ser ambigua, podendo significar circunferéncia ou disco
¢ que lhe permite considerar o exemplo da férmula da distancia entre dois
pontos como uma fung¢do e mostrar que seu grafico pode adquirir uma
forma mais geométrica que lhe permite enunciar a propriedade abaixo que
¢ muito utilizada quando se deseja reconhecer a partir do grafico quando se

trata ou nao de uma funcao.

“Seja X < R um subconjunto que consideraremos situado sobre o
eixo horizontal. Um subconjunto G < R* ¢ o grafico de uma
funcdo f: X — R se, e somente se, toda reta paralela ao eixo
vertical, tragada a partir de um ponto de X, intersecta G num
unico ponto.” (Lima, 2005, p.86)
Finalmente, o autor define a fun¢do afim e considera como exemplos
seus casos particulares, isto ¢, a funcdo identidade, as translagdes, as

fung¢des lineares e as fungdes constantes.
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Utilizando o valor da fun¢cdo em dois pontos, o autor determina o
coeficiente a da funcdo afim aproveitando para mostrar que ele representa
uma taxa de crescimento ou taxa de variagdo o que lhe permite considerar
os casos em que a fun¢do afim € crescente ou decrescente € mondtona nao

decrescente e monotona nao crescente.

Apés esse trabalho de esclarecimento sobre o que representa o
coeficiente a de uma fungao afim, que esclarece seu papel no estudo de
problemas cotidianos ou de outros dominios como a fisica, economia,
biologia o autor apresenta o exemplo atualmente muito utilizado da corrida
de taxi, mas o interesse da sua apresentacdo ¢ que este problema ¢ tratado
de forma bastante genérica permitindo ao professor que crie outros
exemplos a partir deste, mas que para ser compreendido necessita que se
conhega pelo menos a formula que representa uma funcgdo afim, isto ¢ seu
registro de representacdo grafico intrinseco.

“O preco a pagar por uma corrida de taxi ¢ dado por uma fungdo
afim f: x ‘ — ax + b, onde x ¢ a distancia percorrida (usualmente
medida em quilometros), o valor inicial b ¢ a chamada
bandeirada e o coeficiente a é o preco de cada quilometro
rodado.” (Lima, 2005, p.88)

Continuando o estudo da fun¢do afim, o autor diz que seu grafico ¢
uma linha reta e tomando trés pontos genéricos e articulando a nogao de
fungdo afim que esta sendo trabalhada no quadro algébrico com a nogao de
distancia entre dois pontos que, em geral, ¢ introduzida no quadro da
geometria analitica, o autor demonstra que os trés pontos quaisquer estao
alinhados determinando uma reta (o grafico da fungao f) e a partir deste
resultado o autor passa ao quadro geométrico para definir b como o ponto
onde a reta intersecta o eixo OY e chamar a de inclinacdo ou coeficiente
angular dessa reta em relacdo ao eixo OX. Aqui além da mudanca de

quadros e da explicitacdo dessa mudanga que representa uma mudanga de

100



ponto de vista, verifica-se que o autor necessita de uma conversdo de

registros de representacdo para fazer a passagem do registro de

representagdo algébrico intrinseco para o registro de representacao grafico.
“O grafico G de uma funcéo afim f: x | - ax + b é uma linha
reta. Para ver isto basta mostrar que trés pontos quaisquer P, =
(x1, ax; tb), P, = (x2, ax, +b) e P3 = (x3, ax3 +b) desse grafico sdo
colineares. [...] Do ponto de vista geométrico b ¢ a ordenada do
ponto onde a reta, que ¢ o grafico da funcao f: x |- ax + b,
intersecta o e¢ixo OY. O numero a chama-se a inclinagdo, ou
coeficiente angular, dessa reta (em relagdo ao eixo OX).” (Lima,
2005, p.88 — 89-90)

Dessa forma, o autor define a como inclinag@o ou coeficiente angular
¢ estuda as propriedades do grafico para o coeficiente a, que poderdo ser
trabalhadas pelo professor para exemplos em outros dominios, como a
fisica e a economia, que permitem mostrar a importancia dessa discussao
em aplicagdes desse tipo.

“Quanto maior o valor de a mais a reta se afasta da posicao
horizontal. Quando a > 0, o grafico de f ¢ uma reta ascendente

(quando se caminha para a direita) e quando a < 0, a reta ¢

descendente.” (Lima, 2005, p.90)

O autor demonstra a unicidade da fun¢do afim quando sdo dados dois
pontos arbitrarios e demonstra também que toda reta ndo vertical ¢ o
grafico de uma funcdo afim. Essa demonstracdo ndo precisa ser trabalhada
com estudantes do ensino médio, mas permite ao professor esclarecer seus
estudantes no caso de aparecer esse tipo de questionamento durante o
curso, pois em matematica os resultados quando generalizados devem ser

demonstrados.

Apos apresentar ¢ demonstrar as propriedades da fung¢ao afim e
introduzir a nomenclatura adequada para as diferentes representagdes, o

autor faz um comentério sobre a terminologia utilizada que pode auxiliar a
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compreender melhor a nog¢do de funcdo afim e suas representagdes

permitindo fazer as distingdes quando necessario.

“l. Se a fun¢do afim f ¢ dada por f(x) = ax + b, ndo ¢ adequado
chamar o niimero a de coeficiente angular da fungdo f. O nome
mais apropriado, que usamos, ¢ taxa de variagdo (ou taxa de
crescimento). Em primeiro lugar ndo ha, na maioria dos casos,
angulo algum no problema estudado. Em segundo lugar, mesmo
considerando o grafico de f, o angulo que ele faz com o eixo
horizontal depende das unidades escolhidas para medir as
grandezas x € f(x) . Em resumo: tem-se taxa de variagdo de uma
fun¢do e coeficiente angular de uma reta. 2. A maioria dos nossos
textos escolares refere-se a func¢do afim como “fungdo do
primeiro grau”. Essa nomenclatura sugere a pergunta: o que ¢
grau de uma fun¢ao? Funcdo ndo tem grau. O que possui grau ¢
um polindomio.” (Lima, 2005, p.92)

O autor volta a no¢do de funcdo linear para articula-la com a nogao
de proporcionalidade, enunciando ¢ demonstrando o teorema fundamental
da proporcionalidade a partir da nog¢do de funcao linear e explicitando o
resultado encontrado através do exemplo de uma aplicagdo cotidiana como
a caderneta de poupanga onde o autor distingue a questdo desse
investimento da questao do crescimento do capital em funcao do tempo que
nao ¢ linear, mas exponencial.

“A funcao linear, dada pela formula f(x) = ax, ¢ o modelo
matematico para os problemas de proporcionalidade. [...] Se
investimos a quantia x, digamos numa caderneta de poupanga,
depois de um ano teremos um capital f(x). [...] O Teorema
Fundamental nos permite concluir que f(x) € proporcional a x. [...]
(Nao confundir este exemplo com o crescimento de um capital em

funcdo do tempo. Este ndo ¢ proporcional e sera tratado quando

estudarmos a func¢ao exponencial).” (Lima, 20005, p. 97)
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Ele volta, ainda, a no¢do de funcdo afim para articular essa nocao

matematica com outros quadros intramatematicos e mostrar aplicagcdes com

o cotidiano onde

uma delas corresponde a observagdo de um de seus

colaboradores ¢ que permite ao professor mostrar aos seus alunos que se

ficamos atentos as aplicacdes da matematica podemos encontrar as mais

variadas possiveis.

“E.W. observou, numa sapataria, que o vendedor determinava o
numero do sapato do cliente medindo seu pé com uma escala na
qual, em vez de centimetros, estavam marcados os nameros ...,
36, 37, 38, ... . O fato mais importante que ele percebeu foi que
esses numeros estavam igualmente espagados, isto €, a distancia
de cada um deles para o seguinte era constante. Isto queria dizer
que a acréscimos iguais no tamanho do pé corresponderiam
acréscimos iguais no numero do sapato. [...] Isto lhe deu certeza
de que a funcdo que faz corresponder a cada comprimento x de
um pé o numero f(x) do sapato adequado ¢ uma funcao afim: f(x)
= ax + b. E.W. sabia que, para determinar os coeficientes a, b da
funcdo afim, bastava conhecer y; = f(x;) e y» = f(x;) para dois
valores diferentes quaisquer de x; e X,. Ele atravessou a rua. Do
outro lado havia uma papelaria, onde comprou uma régua. Voltou
a sapataria e pediu a escala do vendedor. Como sua régua media
até milimetros enquanto a escala do vendedor s6 marcava pontos
e meio pontos, escolheu dois valores x; # X; tais que os numeros
de sapato correspondentes, y; = f(x;) e y» = f(Xz2), assinalados na
escala, fossem inteiros. Tomou x; = 20, x, = 28 e viu que f(x;) =
32, f(x;) = 42. A partir dai, calculou os coeficientes a = (yi- y2)/(
X1 - Xp) € b =y - ax; chegando a férmula f(x) = (5x + 28)/4 que
da o nimero do sapato de uma pessoa em fun¢do do comprimento

do seu pé em centimetros”. (Lima, 2005, p.99 — 100).

Apos apresentar o exemplo acima, o autor demonstra o teorema que

garante o trabalho efetuado por E.W. utilizando o Teorema Fundamental da

Proporcionalidade

na sua demonstragdo. Segue apresentando um exemplo
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de movimento uniforme articulando o novo conhecimento com uma nog¢ao
que, em geral ¢ trabalhada no primeiro ano do ensino médio na disciplina
de fisica. Aproveita também para articular a no¢do de fun¢do afim com a
no¢do de progressdo aritmética, utilizando o quadro geométrico para

demonstrar a relacao entre as duas nogdes.

Para terminar o capitulo, o autor introduz a noc¢dao de fungdes
poligonais, dizendo que sdo fungdes muito utilizadas em Analise, Calculo
Numérico, Equagdes Diferenciais, Topologia. Verifica-se aqui a

importancia da definicao de intervalo para definir tais funcdes.

Apos todas as articulagdes tratadas de um ponto de vista mais
teorico, onde o registro de representagdo algébrico intrinseco € o
privilegiado e o registro de representacdo grafico ¢ tratado em seus
aspectos tedricos mostrando a importancia dos pares ordenados para sua
utilizacdo, o autor propde uma lista de exercicios, onde cabe ao professor
introduzir os outros registros. O interessante da lista proposta ¢ a
diversidade de aplicagdes existentes, tais como: a questdo do taxi,
identificagdo de um valor em escala linear sobre uma reta, conversao de
temperaturas, vazao de uma caixa de agua, nimero de palitos para formar
quadrados, proporcionalidade, fisica enunciando a Lei da gravitagdo
universal, relagdo pressdo x temperatura para os Gases Perfeitos,
Resisténcia Elétrica e comprimento e area de sua secdo reta, dilatacdo
térmica, porcentagem, progressdo aritmética e soma de uma progressao
aritmética, tempo e percurso sobre uma escada rolante, “férmula 95 para o
calculo da aposentadoria, média escolar, distancia e tempo de encontro de
dois veiculos, dois trens ou um pedestre e um trem, grafico de uma fungao
g conhecido o grafico da funcao f, inequacdes do primeiro grau, compra em
um supermercado com porcentagem de desconto, calculo de alguns casos

de imposto de renda com tabela da Secretaria da Receita Federal, promogao
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de uma copiadora, fung¢des poligonais e seus graficos, problema da
locadora de automoveis e alguns exercicios onde ¢ necessario demonstrar

alguma propriedade da no¢do em jogo.

Verifica-se que o autor propde situacdes das mais variadas possiveis,
possibilitando ao professor desenvolver um curso em diferentes niveis onde
se pode considerar casos especificos para as diferentes turmas. Cabe ao
professor fazer as escolhas mais adequadas tanto em termos de articulagao
de quadros, pois o autor propde varios tipos de articulacao deste tipo como
em termos de situacdes cotidianas, ficando para o professor a escolha do
registro de representacdo mais apropriado e se desejar tratar a questdo da
conversdo entre os diferentes registros de representacdo devera preparar seu

proprio material.

O livro € muito rico em articulagdes de quadros, dando ao professor
muitas possibilidades de escolha, mas certamente exigindo algum esforgo
principalmente para a escolha de um trabalho mais genérico ou mais
especifico que exigird a introducao de outros registros de representagdo. A
dificuldade que o livro pode apresentar ¢ justamente pela sua riqueza de

articulagdes que exige um nivel disponivel em relagdo as nogdes em jogo.
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2. A obra de Edwaldo Roque Bianchini / Herval Paccola intitulada
“matematica” (volume 1, 236 péaginas) e designada na seqUiéncia por

“Bianchini”.

No texto abaixo, os autores observam como a obra sera desenvolvida
e mesmo nao utilizando a terminologia articulaciao, os autores consideram
essas articulagdes através de exemplos e de uma sec¢do especial para as
articulagdes com situagdes cotidianas, que eles denominam sec¢ao

matematica no mundo.

“A  exposicdo tedrica dos assuntos vem
acompanhada de exemplos e boxes laterais, cuja
finalidade ¢ elucidar e ampliar a teoria
apresentada, para auxiliar o entendimento [...]. A
secdo Matematica no mundo mostra uma
aplicacdo do contetido estudado™.

(Bianchini e Paccola, 2004, p. de apresentagao).

Comentarios e analise

O livro esta dividido em doze capitulos, sendo que a nog¢ao de fungao
afim ¢ apresentada no capitulo 5 como “Funcao polinomial do 1° grau”, nos
capitulos 1 e 2, os autores fazem uma pequena revisdo de Aritmética,
Algebra e Geometria Plana estudadas no ensino fundamental, no capitulo 3,
eles desenvolvem a nog¢do intuitiva de conjunto e suas representagoes,
relagdes e operacoes, assim como 0s conjuntos numeéricos € os intervalos
com suas representagdes na reta real. Em seguida, tratando como uma

relagdo particular entre dois conjuntos definiu-se dominio, contra dominio
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e conjunto imagem utilizando a nogao de intervalo para estudar o dominio
das fung¢des e no capitulo 4 considera-se o conceito geral de funcao.

No capitulo 5, os autores introduzem a nog¢do de fun¢do afim
iniciando por um texto com informagdes historicas sobre o tema,
destacando a associacdo da funcdo afim aos conceitos de proporcao,
equacao e uso da representacao grafica. Verifica-se aqui, que os autores ja
introduzem a nog¢do de funcdo afim articulando com nog¢des que ja se
supdes disponiveis para os estudantes e que ja exigem uma mudanca de
quadro e ponto de vista e uma conversao de registro de representagao.
Certamente, nesse momento os autores, sem utilizar essa terminologia

anunciam estas articulagdes que serdo desenvolvidas na seqiiéncia.

T e e

A hist6ria das fungdes polinomiais do 1° grau estd diretamente associada a0s
sonceitos de proporgdo e de equagdo, antecedentes diretos no seu processo de evglugao.
matemdtico francés Nicole Oresme (1323-1382) fez uma das primeiras tentativas de
resentar graficamente a maneira como uma quantidade varia em funcao de outra,
bora ainda nio houvesse o conceito de fungdo nem a idéia de coordenadas.

O uso da representacdo grafica de Oresme reapareceu nos séculgs XVle XYI’I
um trabalho de Galileu Galilei (1564-1642), fisico e astronomo itallanq, que utili-
1 essa teoria como suporte para seus experimentos. Assim, essa teoria foi divulgada
s aprimorada até se chegar 2 idéia de funcao do 19_grau como a c}onhecemqs hoje.
tualmente, esse tipo de fung@o estd presente em muitas areas cientificas servindo de
modelos para situagdes fisicas, quimicas, de economia, etc.

A T g

SRR

Neste capitulo, vamos estudar as fungdes polinomiais do 1* grau, seus gréficos

e suas principais propriedades.

o g s g

Bianchini e Paccola, 2004, p. 87.

Os autores iniciam, utilizando um discurso para a apresentagdo de
funcdo afim, onde essa nogdo ¢ articulada com a geometria plana e
situacdes do cotidiano. Dessa forma, o conteudo func¢do polinomial do 1°
grau (denominagdo dos autores para funcdo afim) foi dividido em trés

partes.
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A parte: A func¢éo polinomial do 1° grau

O conceito de fungdo afim ¢ introduzido através de um exemplo
geométrico do calculo de perimetro e area, em seguida, considera-se a
defini¢do de fung¢io polinomial do 1° grau uma situag¢do problema, isto &,
articulando a nova nocdo a ser introduzida com nogdes de geometria,
situagdo cotidiana e polindmios. E importante observar que no exemplo os
autores utilizam y = 2x — 24 e z = 12x e passam para a defini¢do da fungao
f(x) =ax + b, com a e b reais ¢ a # 0 sem nenhum discurso que justifique as
diferentes representacgdes utilizadas para o mesmo objeto matematico, neste
caso, eles supdem que os estudantes j4 possuem conhecimentos suficientes
para compreender a conversdo entre registros de representacdo algébrico

explicito para o registro de representacao algébrico intrinseco.

caPiTULD S
88

1. A funcao polinomial do 1° grau

A figura mostra um retdngulo ABCD, de lados 18 cm e o N c
12 em. Sobre AB marcou-se um ponto M, a x cm de B. Por
M tracou-se MN [ BC. Dessa forma, foram obtidos dois
retangulos.

O perimetro y do retingulo MBCN destacado é fungao
de x definida por: y = 2x + 24

Assim, parax = 3cm, temos: y = 2+ (3) + 24 = 30

Logo, o perimetro do retangulo serd de 30 cm.

A drea z do mesmo retangulo, em cm’, também fungao
de x, é definida por: z = 12x A W 8

Assim, parax = 3cm, temos: z = 12-3 = 36

Logo, a drea do retingulo serd de 36 cm’.

Cada uma dessas duas fungdes é um exemplo de fungio polinomial do 1° grau.

De modo geral:

Uma fungdo polinomial é chamada de fungdo polinomial do 1° grau quando ela é
| definida por f(x) = ax + b,comae breaisea # 0.

Vejamos os exemplos a seguir que envolvem fungdes Charnamos a funcéo polinomial do 1% grau sim-
do 1° grau. plesmente de funglo do 1° grau pelo fato de

ela ser definida por um polinémio de grau 1.

1. Atransportadora Leva e Traz realiza servigos
apenas para cargas completas, cobrando uma
quantia de 90 reais e mais 4 reais por quilo-
metro rodado.

Indicando por x o niimero de quilometros ro-
dados, a lei que define o valor total a pagar é
¥ = 4x + 90.

Essa lei representa uma fungio polinomial do

1" grau, sendoa =4 e b = 90. E

Bianchini e Paccola, 2004, p. 88.
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Os autores chamam a aten¢do para a denominagdo que sera utilizada
na seqliéncia, justificando que funcdo polinomial do 1° grau sera tratada
simplesmente como “funcdo do 1° grau” por ser definida por um polindémio
de grau 1, isto é, os autores dao énfase a articulagdo entre fungdo afim e
polindémio do 1° grau.

Apos essa introducao de nogdo de funcao afim, os autores, propdem
dez questdes, das quais as cinco primeiras sdo bem semelhantes aos
exemplos e as outras cinco envolvem articulagdes com outras nogodes
matematicas (no¢do de valor numérico, no¢do de polindmio, nocao de
sistemas lineares formado por duas equacoes lineares com duas incdgnitas),
porém de forma direta sem explorar muito o cotidiano.

Escolhe-se apresentar aqui, trés tarefas destinadas aos estudantes,
onde os autores explicitam o contetido em jogo e as técnicas que pretendem
desenvolver. Aplica-se a grade de analise sobre essas tarefas para
compreender melhor os diferentes niveis de conhecimento esperados dos

estudantes.

1. Dentre as leis dadas abaixo, identifique as que sao de funcao
de 1° grau e nesse caso expresse-as na forma y = ax + b.

a) y=2(x+8) e)yzzgx

b) y = x* + 8 f)y=X;8

gy=3 )y =+x+1
_8 . 1

dy= - + 5

Bianchini e Paccola, 2004, p. 89.
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Nivel de conhecimento exigido na tarefa: técnico;

Registros de representacdo dados no enunciado: registro de

representagdo da lingua natural, registro de representagdo algébrico e
registro de representacao algebrico explicito;

Dominio em que a tarefa é enunciada: algébrico;

Tipos de representacdo exigidos na solucdo da tarefa: registro de

representagdo algébrico intrinseco e registro de representagdo
algébrico explicito;

Niveis de conhecimento necessarios para a execucdo da tarefa em

relagdo as nogdes que serdo utilizadas: supde-se que sejam

disponiveis as propriedades e operagdes sobre os conjuntos dos
numeros reais e a conversdo entre o registro de representacio

algébrico intrinseco e o registro de representacao algebrico explicito.

-—

2. Determine a funcdo y = f(x) na qual y indica a area do
trapézio retangulo para cada caso.

a) 10 c) 15

[\ |
x | \\ 10, \-\

10 |

Fonte: Bianchini e Paccola, 2004, p. 89.
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Nivel de conhecimento exigido na tarefa: mobilizavel para a nogao

de area e disponivel para a mudanga de quadro;

Registros de representacdo dados no enunciado: registro de

representacdo da lingua natural e representagdo geométrica de uma
figura plana;

Dominio ou quadro em que a tarefa ¢ enunciada: situagdo que

envolve o conceito de fungdo afim e area de figura plana, logo seu
dominio € o numérico, algébrico e geométrico;

Tipos de representacido exigidos na solucido da tarefa: ¢ necessario

que o estudante conhega a formula para o célculo da area do trapézio
retangulo, ja que sua representacdo geométrica ¢ dada e apds o
calculo da area é necessario identifica-la com a lei de formagao
(formula) de uma funcao afim, isto ¢, com registro de representacao
algébrico explicito;

Niveis de conhecimento necessarios para a execucao da tarefa em

relacdo as nogdes que serdo utilizadas: E preciso mobilizar a nogio
de area do trapézio retangulo, e reconhecer nela uma fun¢ao afim, o
que corresponde a dispor de conhecimentos associados a passagem
do quadro geométrico para o quadro algébrico.

Neste tipo de tarefa ¢ importante observar que, aparecem nogodes de

perimetro e drea como no exemplo apresentado na introdugdo, € o
tratamento dessas nogdes ¢ suposta pelo autor como natural, como nenhum
discurso que as justifique acompanhou o trabalho apresentado, pode-se
esperar que os estudantes tenham dificuldades em reconhecer esses casos e
fazer as mudancgas de quadro necessarias. Na realidade, o conhecimento
necessario estd mais relacionado a interpretacdo das representagdes
utilizadas, isto €, na escolha da representa¢dao adequada para os quadros em

que se desenvolve a tarefa.
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‘ 3. O preco de uma corrida de taxi inclui uma parte fixa

(bandeirada) mais um valor variavel que depende do nu-

mero de quilémetros rodados. Numa cidade, a bandeirada

custa R$ 5,20 e o quildmetro rodado custa R$ 0,68.

a) Indicando por x o numero de quildmetros rodados e por
y 0 preco a pagar, determine a funcao y = f(x).

b) Determine o preco a pagar por uma corrida de 7,5 km.

c) Calcule a distancia percorrida por um passageiro que
pagou R$ 8,26.

Bianchini e Paccola, 2004, p. 89

Nivel de conhecimento exigido na tarefa: disponivel;

Registros de representacdo dados no enunciado: registro de

representagdo lingua natural;

Dominio ou quadro em que a tarefa é enunciada: numérico e

algébrico;

Tipos de representacdo exigidos na solucdo da tarefa: Para as

questdes a ¢ b, o estudante deve reconhecer que se trata de uma
funcdo afim e utilizar os registros de representagdo algébrico
intrinseco e registro de representagdo algébrico explicito. Para as
questdes b e, ¢ necessario que o estudante aplique os conhecimentos
de valor numérico a lei de formagao da funcao afim, isto €, a fun¢ao
dado no registro de representagdo algébrico explicito;

Niveis de conhecimento necessarios para a execucao da tarefa em

relagdo as nogdes que serdo utilizadas: reconhecer que se trata de
uma funcdo afim e articular com a lei de formag¢dao de uma funcao,
além de dispor do conhecimento de valor numérico e expressoes

numéricas.

Nas tarefas deste género, sendo o livro destinado aos estudantes, eles

devem sentir falta do discurso sobre as diferentes representacdes utilizadas

na situacdo que introduz a no¢ao de funcao afim, pois como se vé€ acima,
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ela exige a conversao do registro de representacdo algébrico intrinseco para
o registro de representagdo algébrico explicito.

Nessa primeira parte, verifica-se que os autores se preocupam com a
linguagem para justificar o nome dado a funcao articulando com a nog¢ao de
polindmio. Neste momento, ¢ necessario que os alunos mobilizem seus
conhecimentos de polindmio, equagdo do 1° grau, valor numérico e
expressoes numeéricas, apesar de utilizar diferentes tipos de representacdes
e explicitar os dominios ou quadros em jogo, os autores deixam o discurso
sobre as articulacdes de dominios ou quadros e as conversdes dos registros

de representacoes a cargo do professor.

A parte: Gréfico da funcdo do 1° grau

A apresentacdo do grafico da funcdo afim ¢ feita de forma
tradicional, ou seja, pela construcao de tabelas e passagem a representagao
do ponto, isto €, par ordenado para em seguida, fazer a passagem para uma
representacdo grafica em um plano cartesiano, ou seja, no R%0 que
representa a conversao do registro de representagao tabela para o registro
de representacdo par ordenado que permite a conversao para o registro de
representacdo grafico e que ¢ considerado num Unico sentido e como sendo
uma simples descricdo da no¢do de fun¢do afim sem que se considere as
dificuldades que essas conversdes podem apontar. Os autores consideram a
no¢dao de Dominio e Imagem da fun¢do afim, e através de um exemplo
fazem a conversdo de registro de representacdo grafico para o registro de
representagdo algébrico explicito (férmula). Nesse momento, para efetuar a
passagem, os autores utilizam a nogdo de sistemas de duas equagdes e duas
incognitas.

O quadro “recorde” atenta para o fato que y = f(x) e resolugdo de
sistema de duas equagdes com duas incognitas, isto €, os autores fazem

uma rapida recordagcdo de no¢do de sistema de duas equagdes e duas
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incognitas, que deve ser disponivel para a mudanga de representacdo

efetuada.
i Parax =0,temos:y = -2-0—-1= -1 Grifico:
' Parax =1, temos:y = -2:1-1=-3 yA
Tabela:
y Ponto
0 -1 A0, -1)
1 -3 B(1, -3)
-4 -3 -2 —1‘1\ X

Bianchini e Paccola, 2004, p. 91

Podemos também encontrar a lei de uma fungao do 1° grau conhecidos dois pontos de
su gréfico. Como exemplo, vamos determinar a lei da fungao f do 1° grau cujo gréfico passa
pontos A(2, 3) e B(4, 7).

Sabemos que essa fungdo é do tipoy = ax + b,comaebreaisea # 0.

As coordenadas de A e B satisfazem essa lei. Assim:

parax=2ey=3,temos:3=2a+b R ) E
parax=4ey =7 temos:7 =4a + b {2“_',_3 (=) 23+b=3'
da+b=7 2:2+b=23
+ ==
Obtemososistema{za z_; cuja solugdoéa = 2 Rt e e} ::g:z
e~ _aavb=7 | I
b= —1.Logo,aleidafungdoféy =2x - 1. 2a > = 4
a=

Bianchini e Paccola, 2004, p. 91

E realizada a conversio do registro de representacio algébrico
explicito para o registro de representacdo grafico (férmula-tabela-gréafico)
bem como a inversdo desse sentido, mesmo que esta questao ndo seja com
o termo conversao que segundo Duval “Geralmente, no ensino, um sentido
de conversao é privilegiado, pela idéia de que o treinamento efetuado num

sentido estaria automaticamente treinando a conversao no outro sentido.”
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(Duval 2004, p.20). O sentido da conversao dos registros de representacao
¢ muito importante, pois a mudanca de sentido da conversdo, coloca em
evidéncia a necessidade de dispor de outros conhecimentos sobre outras
no¢des matematicas, além da que esta sendo estudada.

ApoOs apresentar a no¢ao de grafico de uma fungdo afim e suas
representacdes, os autores propdem um grupo de exercicios denominados
“exercicios propostos”, que contém dez questdes numeradas de 11 a 21.
Nesses exercicios ¢ possivel desenvolver os trés niveis de conhecimento
segundo Robert (1997), através da aplicacdo direta da lei de formagao
(nivel técnico), isto &, conversdao do registro do registro de representacao
algébrico intrinseco para o registro de representacdo algébrico explicito ou
conversao do registro de representacdo grafico para o registro de
representagdo algébrico explicito, que supde aplicar o registro de
representacdo algébrico intrinseco, em geral, que também podem exigir

uma mudanca de quadro ou de ponto de vista.

11. Considerando x real, construa os graficos das funcoes da-
das por:
a) f(x) = —=3x
by = X
Q) y=2x+1
dy=-x+3

Bianchini e Paccola, 2004, p. 91

e Nivel de conhecimento exigido na tarefa: técnico;

e Registros de representagdo dados no enunciado: registro de

representacao da lingua natural e registro de representacdo algébrico
explicito;

e Dominio ou quadro em que a tarefa é enunciada: algébrico;
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Tipos de representacdo exigidos na solucdo da tarefa: registro de

representagdo grafico, registro de representacdo tabela, registro de
representagdo algébrico intrinseco (formula) e registro de
representagao algébrico explicito;

Niveis de conhecimento necessarios para a execucao da tarefa em

relacdo as nocdes que serdao utilizadas: conversao formula-tabela-

grafico, com a aplica¢do do conceito de valor numérico, expressoes
numéricas e coordenadas no plano cartesiano, isto ¢, alem da

conversao ¢ necessaria uma mudanca de ponto de vista.

14. Os gréficos abaixo se referem a fungées polinomiais do

12 grau dadas por y = ax + b. Ache em cada caso a lei
que relaciona y com x.

a) yA

Bianchini e Paccola, 2004, p. 92

Nivel de conhecimento exigido na tarefa: mobilizavel;

Registros de representacdo dados no enunciado: registro de

representacdo da lingua natural e registro de representagdo grafico;

Dominio ou quadro em que a tarefa é enunciada: algébrico;
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e Tipos de representacdo exigidos na solugdo da tarefa: registro de

representacdo grafico, registro de representacdo tabela e registro de
representagdo algébrica intrinseco (formula) e registro de
representagao algébrico explicito;

e Niveis de conhecimento necessarios para a execucdo da tarefa em

relacdo as nogdes que serao utilizadas: articulacdo do conceito de

coordenadas no plano cartesiano com o conceito que dois pontos
formam uma reta, isto ¢, passagem do quadro algébrico para o
quadro geométrico o que possibilita encontrar a lei que relacione y
com x conhecidos dois pontos de seu grafico. A solugdo exige, ainda,
outros conhecimentos disponiveis que dependem do ponto de vista
ou do quadro escolhido para solucao. Exemplo: sistema de duas
equagdes com duas incdgnitas, inclinagdo da reta ou trigonometria
no triangulo retangulo.

Nessa tarefa, mesmo exigindo apenas o nivel mobilizavel
verifica-se que para a sua execucao os estudantes devem dispor de
outros conhecimentos que exigem uma mudanga de ponto de vista
que pode ou niao corresponder a uma mudanca de dominio ou

quadro.
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18. Na locadora Loka Dora, a locacédo de uma fita tem preco
unico. Marina retirou uma fita por dois dias e pagou
R%$ 11,50. Aline retirou outra por um dia e pagou R% 6,00.
A lei que expressa o preco (y) da locagcao de uma fita em
funcao do numero de dias (x) de aluguel é dada por uma
funcao polinomial do 12 grau do tipo y = ax + b, onde b
representa a parte fixa e @ o valor unico da locagao por dia.

a) Descubra a lei que relaciona y com x.

b) Quantos reais se pagaria por 4 dias de locacao de uma
fita?

c) Se Bruno pagou R$ 17,00 pela locacédo de uma fita,
durante quantos dias ele ficou com essa fita?

d) Joanatem R$ 15,00 para alugar uma fita. Qual o maxi-
mo de dias que ela pode alugar essa fita?

Bianchini e Paccola, 2004, p. 92

Nivel de conhecimento exigido na tarefa: mobilizdvel, pois o

enunciado do problema além de explicar qual a lei a ser utilizada, faz
a relagdo entre os eclementos do problema e suas respectivas
representacdes;

Registros de representacdo dados no enunciado: registro de

representacao da lingua natural;

Dominio ou quadro em que a tarefa € enunciada: numérico;

Tipos de representacdo exigidos na solucao da tarefa: Para a primeira

questdo, € preciso aplicar a lei de formagdo de uma fungdo afim aos
dados do anunciado, isto é, conversao do registro de representacao
algébrico intrinseco para o registro de representacdo algébrico
explicito, mas para isto, ¢ necessario dispor do conhecimento sobre
sistema de duas equagdes com duas incdgnitas para determinar os
coeficientes a e b. Para a segunda questdo é preciso aplicar os
conhecimentos de valor numérico sobre a lei encontrada na primeira

questdo. Para a terceira questdo, apos substituir o valor de y = 17
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reais na lei de formagdo da fungdo encontrada, ¢ preciso dispor de

conhecimentos associados a nocao de equacdo do primeiro grau.

Nessa questdo o estudante ndo precisa dispor da no¢do de fungdo
afim, pois esta ¢ dada através de sua representagdo explicita no enunciado
Para a Ultima questdo, deve ser feita uma articulagdio com a nogao de
intervalos, usando o conjunto dos nimeros naturais.

Resumindo, pode-se dizer que se exige apenas o em nivel técnico por
ser de aplicagdo direta da formula da funcido afim, fazendo a conversdo
formula-tabela-grafico, isto €, exige-se apenas uma conversdao de registro
de representacdo semiodtica em um Unico sentido. Mesmo sendo, em geral,
considerando como um dos casos mais simples, exige que o estudante
disponha de conhecimentos sobre determinacdo de valor numérico,
expressoes numeéricas e coordenadas no plano cartesiano ou R

Para a tarefa 14, cujo nivel esperado ja ¢ o mobilizavel, o estudante
também precisa dispor de outras nogdes € conhecimentos ja adquiridos
anteriormente, os utilizam as nog¢des de sistemas de duas equagdes com
duas incognitas e conhecimento de geometria plana.

Para a tarefa 18, que ja exige o nivel mobilizdvel em relacdo a nogao
de funcao afim, pois o estudante deve dispor de conhecimentos sobre as
no¢des de valor numérico e sistemas lineares (formado por duas equagdes
lineares com duas incognitas).

Sendo assim, verifica-se que em relacdo as representacdes de uma
fun¢ao afim, o livro d& énfase os niveis técnico e mobilizdvel, mas
chagando ao nivel disponivel, articulando essa nocdo com as nog¢des de
valor numérico, coordenadas no plano cartesiano e sistemas lineares de
duas equacdes com duas incognitas, que se supoe terem sido desenvolvidas
no ensino fundamental, isto é, o trabalho sobre as diferentes formas de
representagdo de funcdo afim, exige mudanca de dominio ou quadro e de

ponto de vista.
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Essa articulagdo, se bem organizada, parece suficiente para o ensino
médio e o nivel disponivel poderia ser trabalhado no ensino superior, onde
o estudante poderia aplicad-lo em situagdes da carreira profissional que
escolheu. A questdo que se pode colocar nesse momento ¢ se ndo seria
conveniente desenvolver corretamente os niveis técnico ¢ mobilizavel, de
forma a possibilitar um trabalho efetivo? Isso ndo impossibilita que se
considere alguma tarefa em nivel disponivel, mas ¢ importante observar
que, o estudante s6 serd capaz de reconhecer esses casos particulares
estudados. Em geral, dificilmente ele visualiza e faz a transposi¢do de um
caso para outro. Para que se habilite a aplicar nogdes matematicas, ¢
necessario, além de um trabalho intenso, tempo para reconhecer e aplicar as

nog¢des conhecidas.

A parte: Analisando gréficos de fungdes do 1° grau

Neste item os autores introduzem outros conceitos, como zeros de
uma funcdo, fungdes crescentes e fungdes decrescentes, com aplicagdes
diretas para a fun¢do afim, dando como exemplos graficos com fungdes
crescentes € decrescentes, observando o fato que a reta cruza o eixo X
apenas uma vez, caracterizando assim, o zeros da funcdo. Um pequeno
quadro lembra que Zero da fung¢do ¢ o valor de x do dominio para o qual a

func¢ao se anula.
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Bianchini e Paccola, 2004, p. 93

Os autores propdem 5 exercicios, € estes exigem apenas 0S
niveis técnico e mobilizadvel com aplicagdo direta dos conhecimentos
apresentados através de exemplos ou articulacdo com os conhecimentos
introduzidos anteriormente, isto €, nos itens de apresentacdo da nogao de

funcdo e sua representacdo grafica.

22. Classifique as funcdes dadas a seguir como crescentes ou
decrescentes.

a) y=2x-—3 ¢} flx) = +1 e) fx)=7 —x

.
4
b) y = —3x dy=-4+x f) yp=—

Bianchini e Paccola, 2004, p. 93

e Nivel de conhecimento exigido na tarefa: técnico;

e Registros de representacdo dados no enunciado: registro de
representacdo da lingua natural e registro de representacao algébrica
explicita;

e Dominio em que a tarefa é enunciada: algébrico;
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e Tipos de representacdo exigidos na solucdo da tarefa: representacao

grafica ou registro de representagdo algébrico intrinseco (féormula) de
uma funcdo afim, para através do sinal do coeficiente a em
y = axt+ b, que representa uma taxa de variacdo, determinar se a
func¢ado ¢ crescente ou decrescente.

e Niveis de conhecimento necessarios para a execucao da tarefa em

relacdo s nogdes que serdo utilizadas: E necessaria apenas a
observacao do sinal do coeficiente a, para o caso do estudante que
utiliza o registro de representacdo algébrico intrinseco e registro de
representagao algébrico explicito. Se o estudante utilizar o grafico
para estudar o crescimento da fungdo, o exercicio exigird a conversao
do registro de representagdo algébrico explicito para o registro de
representacdo tabela e deste para o registro de representagao grafico,
exigindo assim uma mudanca de ponto de vista, além da conversdo

de registros.
23. Sabe-se que A(p, 5) e B(3, 7) pertencem ao grafico de
uma funcao polinomial do 1° grau crescente. Determine
o valor de p para que iss0 ocorra.

Bianchini e Paccola, 2004, p. 93

e Nivel de conhecimento exigido na tarefa: mobilizavel,

e Registros de representacdo dados no enunciado: registro de

representacdo da lingua natural e registro de representagdo de pontos

cartesianos; isto €, ponto em R?;

e Dominio ou quadro em que a tarefa ¢ enunciada: algébrico;

e Tipos de representacdo exigidos na solucdo da tarefa: registro de

representagdo algébrico intrinseco e registro de representagdo

algébrico explicito;

122



e Niveis de conhecimento necessarios para a execucao da tarefa em

relacdo as nocdes que serdo utilizadas: articulagdo com: nogao de

coordenadas no plano cartesiano, no¢do de geometria plana que dois
pontos formam uma reta, logo, ¢ possivel encontrar a lei de uma
funcdo afim conhecido dois pontos, dadas as coordenadas

cartesianas.

Para a analise dos graficos da fungdo afim, os autores fazem a
conversao do registro de representacao algébrico intrinseco (férmula) para
registro de representagdo tabela e depois registro de representacao grafica e
também a inversdao desse sentido, mesmo que esta questdo nao seja tratada
explicitamente com esse termo.

Mesmo considerando que a funcdo afim ¢ um caso particular das
fungdes numéricas, os autores fazem uma rapida introducao de nogdo de
dominio, contra-dominio e imagem de uma funcdo utilizando as
representacdes indicadas pela notacdo de intervalos. Exemplos: D(f) = R;
CD (f) =R; Im(f) =R; f: R— R, Im(f) = [-1,3]

No entanto, os autores ndo apresentam a denominacdo coeficiente
angular para a e linear para b, para a lei de formagao y = ax+ b, isto é, ndo
se a faz articulacdo com geometria analitica, nem com trigonometria no
triangulo retangulo, embora essa seja uma alternativa na resolucdo de
alguns exercicios, € uma boa oportunidade para resgatar a trigonometria no
tridngulo retdngulo introduzida na 8° série do ensino fundamental, ja que o
mesmo sera ou esta sendo tratado em outros dominios ou quadros do
conhecimento, como fisica, que ¢ umas das recomendagdes das propostas
governamentais.

E importante observar que, os autores tém uma preocupagdo em
explicar os dominios ou quadros que eles chamam de “contetidos”, nos

quais as tarefas propostas estdo sendo articuladas e as habilidades em jogo
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em cada tarefa, deixando para o professor o trabalho de articulagdo
propriamente dito e, em particular, as explicitagdes das conversdes entre 0s
diferentes registros de representacdo em jogo.

Espera-se ainda, que o estudante disponha de conhecimento sélido em
relagdo as nocdes de valor numérico, coordenadas no plano cartesiano e
sistemas lineares de duas equacdes com duas incognitas, que sdo nogdes
que devem ser trabalhadas no ensino fundamental, mas quando nao for o
caso, pode-se introduzi-las nesse novo contexto aproveitando para mostrar
sua importancia.

Trata-se de uma obra destinada a estudantes, mas que deve ser
complementada pelo professor, ou seja, as diferentes no¢des e conceitos
sdo introduzidos para que se compreendam os registros de representagoes
da nog¢ao de funcao afim utilizados, mas necessitam ainda das articulacoes
entre a no¢do de fun¢do afim e as nogdes em jogo.

Nos exercicios propostos pelos autores, os estudantes necessitam
aplicar as técnicas e procedimentos de passagem entre representagdes de
funcdo afim, algumas sdo tratadas pelos autores, mas em geral, essa
atividade de conversao ainda ¢ deixada a cargo do professor.

Verifica-se, ainda, que todos os registros de representacdo semidtica
de funcdo afim considerados neste trabalho, sao utilizados na obra e
introduzidos através de exemplos e observagdes por parte dos autores,

mesmo se o termo registro de representagdo nao ¢ utilizado.
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3. A obra de Luiz Roberto Dante intitulada “Matematica” (volume 1,

320 paginas) e designada na seqiéncia por “Dante”.

Trata-se de uma obra enderecada a estudantes da primeira série do

ensino médio. O objetivo da obra ¢ levar o estudante a compreender as

1déias da matematica basica estudada e ser capaz de aplica-las na resolucao

de problemas, como se observa no texto baixo:

“O objetivo ¢ fazer com que o aluno compreenda as idé€ias basicas
da Matematica desse nivel de ensino e, quando necessario, saiba
aplica-las na resolucao de problemas do mundo real”. (Dante,

2004, p.3)

Desta forma, o autor divide a obra em 10 capitulos que tratam as

no¢des matematicas abaixo relacionadas cuja ordem estabelece uma

interdependéncia de conhecimentos prévios:

Conjuntos: Nogao intuitiva de conjunto, relagdes de pertinéncia,
inclusdo e igualdade, conjunto das partes, operagdes com conjuntos e
aplicagoes;

Conjuntos Numericos: Introdugdo das representagdes associadas
aos conjuntos numéricos ¢ da relagdo de inclusdo entre eles,
representacao dos intervalos reais e aplicagdes;

Funcdes: Nocao intuitiva de func¢do; nogdo de fungdo via conjuntos;
conjunto dominio, contradominio e imagem; representacao ¢ analise
grafica, fungdo injetora, sobrejetora e bijetora, funcdo composta e
Inversa;

Funcdo Afim: Nocao intuitiva de funcdo afim; taxa de variagdo e
coeficiente angular, progressdo aritmética, proporcionalidade,
representagdes associadas a fun¢do afim, associagdo com outras
areas de conhecimento e aplicacoes;

Funcdo Quadratica: Nogdo intuitiva de fungdo quadratica, taxa de

variagdo, progressdo aritmeética, representacoes associadas a fungao
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quadratica, associagdo com outras areas de conhecimento e
aplicagoes;

- Func¢do Modular: Modulo, distancia, definigdo da fungdo modular,
equagdes € inequagoes;

- Nocbes de Geometria Plana: Figuras geométricas: suas
propriedades e congruéncia, estudo de poligonos, retas e
circunferéncia;

- Progress6es: Nog¢do intuitiva de progressdes, progressao aritmética
(PA), progressdao geométrica (PG) e aplicagdes;

- Matematica Financeira: Empréstimo, juros ¢ taxa de juros;

- Trigonometria no triangulo retangulo: Estudo da trigonometria ¢
suas aplicacoes;

Para o objeto de estudo deste trabalho, isto €, a no¢do de funcdo afim
observa-se uma real articulagdo entre quadros ou dominios, conversoes de
registros de representacao semiodtica ¢ mudancas de pontos de vista, mesmo
ndo sendo tratado com essa terminologia, como se pode verificar nos

comentarios ¢ analise que seguem.

Comentarios e analise

O livro esta dividido em 10 capitulos, com a no¢ao de fun¢do afim
apresentada no capitulo 4, com essa terminologia, sendo os trés primeiros
capitulos dedicados a: Conjuntos, Conjuntos numéricos e¢ fun¢des como
vimos acima.

O contetido de funcao afim foi dividido em 17 itens, onde o autor
apresenta em cada item de forma detalhada as defini¢cdes e os exercicios
resolvidos, para os quais existe um discurso tecnoldgico sobre as nogoes e
técnicas necessarias para o seu desenvolvimento. Observa-se nesta obra

que o autor esta preocupado em articular o médximo de nogdes possiveis
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com a nocao de fun¢do afim contemplando assim as recomendacgdes das
propostas governamentais.

Como anunciado na introducdo deste capitulo, os comentarios e
analise dos livros de ensino médio seguem a ordem estabelecida pelos
autores. Comenta-se e analisa-se item por item para melhor compreender a
proposta dos autores.

O item Introducéo

Neste item, o autor introduz a nocao de funcdo afim de forma

intuitiva utilizando trés situagdes problema relacionadas a salario, saldo

bancario e volume de 4gua em um reservatério conforme figura abaixo.

1) Um representante comercial recebe, mensalmente, um salario composto
de duas partes: uma parte fixa, no valor de R$ 1 500,00, e uma parte va riavel,
que corresponde a uma comissao de 6% (0,06) sobre o total das vendas que ele
faz durante o més. Nessas condigdes, podemos dizer que:

salario mensal = 1500,00 + 0,06 - (total das vendas do més)

Observamos entdo que o salario mensal desse vendedor € dado em fungao
do total de vendas que ele faz durante o més, ou seja:

s(x) = 1500,00 + 0,06x ou s(x) = 0,06x + 1500,00 ou y = 0,06x + 1500,00

em que X é o total das vendas do més.
Esse & um exemplo de funcgao afim.

2) Uma pessoa tinha no banco um saldo positivo de R$ 230,00. Apos um saque
no caixa eletronico que fornece apenas notas de R$ 50,00, o novo saldo &
dado em funcdo do nimero x de notas retiradas. A lei da funcao € dada por
f(x) = 230 — 50x ou f(x) = —=50x + 230 ou y = —-50x + 230.

Dante, 2005, p.73
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3) Em um reservatorio havia 50 { de &gua quando foi aberta uma torneira que des-
. - . . P ;
peja 20 ¢ de agua por minuto. A quantidade de &gua no tanque € dada em funcdo érl'fe I

do nimero x de minutos em que a torneira fica aberta. A lei dessa funcdo € Compare aseis dessas fun-

f(x) = 20x + 50 ou y = 20x + 50, Oes & procure escrever a ei
geral de uma funcdo afim.

Dante, 2005, p.74

Além disso, chama-se a atencao do estudante para que o mesmo procure
escrever a lei geral de uma fun¢do afim para estas situagdes.

O item definicdo de Funcédo Afim

A definicdo ¢ apresentada através do registro de representacao
algébrico intrinseco, isto €, f(x) = ax + b, com a e b reais e a# 0, seguida de
cinco exemplos no registro de representacdo algébrico explicito e um
exemplo no registro de representagdo da lingua natural e registro de
representagao algébrico explicito por se tratar da situagdo problema tratada
em todos os livros, isto €, o exemplo do taxi suposto parte do cotidiano de
todos os estudantes. O autor ainda observa que a definicao de fungao afim,
cuja representacdo neste trabalho ¢ denominada de registro de
representacdo algébrico intrinseco ¢ o modelo® matematico para as
situacoes reais.
O item Casos Particulares Importantes da Fungdo Afim f(x) =ax + b

Os casos particulares tratados pela obra sdo: Fung¢do linear, Fungao
Constante, Fungdo Identidade e Translacao, nota-se que para todos esses
casos sdo exibidos apenas exemplos algébricos onde a funcdo ¢ definida
como f: R — R, sem a identificacdo de que se trata do dominio e contra-
dominio das fungdes consideradas, pois pode se supor que o autor
considera que essas nogoes ja fazem parte dos conhecimentos disponiveis

dos estudantes uma vez que foram definidas nos capitulos anteriores.

? Modelo: Para Henry. e Rousset-Bert (1996). um modelo ¢ uma interpretagdo abstrata, simplificada e
idealizada de um objeto do mundo real, ou de um sistema de relagdes, ou de um processo evolutivo
concebido de uma descrigdo da realidade. (Henry e Rousset-Bert, 1996).
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O item valor de uma Funcédo Afim

Neste item calcula-se o valor de f (x) dado x e o valor de x dado f(x)
exigindo a conversao entre os registros de representacao algeébrico explicito
e intrinseco nos dois sentidos.

Os exercicios propostos permitem desenvolver apenas o nivel
técnico, pois a fungdo ¢ dada no registro de representacdo algébrico
explicito e pede-se apenas para determinar o valor da funcdo para um

determinado valor de x como se pode verificar no exemplo abaixo.

1, Determine o valor da fungdo afim f(x) = —3x + 4
para:
a)x=1 dx=15
b) x = -13— &) x=k+1
c)x=0 il x=a+b

Dante, 2005, p. 75

e Nivel de conhecimento exigido na tarefa: técnico;

e Registros de representagdo dados no enunciado: registro de

representagdo algébrico explicito;

¢ Dominio em que a tarefa é enunciada: algébrico;

e Tipos de representacao exigidos na solucdo da tarefa: registro de
representagdo algébrico explicito;

e Niveis de conhecimento necessarios para a execucao da tarefa em

relagdo as nocdes que serdo utilizadas: nog¢do de polindmio suas

operagdes e propriedades € nogdo de valor numérico.
O item taxa de variag¢do de uma Funcéo
Neste momento, o autor demonstra algebricamente que o coeficiente

a de f(x) = ax + b ¢ a taxa de variagdo de uma afim utilizando a razao
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f(x+h)y—f(x)
h

, mas deixa para o leitor a interpretacdo sobre o que

representa esta razdo, o que poderia ser tratado graficamente dando ao

leitor uma imagem visual da nocao de taxa de variacao.

Taxa de variagdo da fun¢do afim f(x) = ax + b

Vamos demonstrar que a taxa de variagdo (ou taxa de crescimento) de qualquer funcao afim f: R — R,
f(x) = ax + b, no intervalo [x, x + h], parax € Re x + h €R, com h # 0, & a constante a.

Temos que:
f(x) = ax + b
fx+h)=ax+hj+b=ax+ah+b
Assim:

fix + h) — f(x) = ax+ ah + '~ ax — ¥ = ah
flx+h) —fx) _ an _
Logo, h —}( a.

Portanto, a taxa de variagdo de qualquer fungao afim f(x) = ax + b & igual a a. Essa & a principal caractert +
das funcdes afins: sua taxa de variacao ou taxa de crescimento & constante.
Por exemplo, a taxa de variagdo da fungdo afim f(x) = 5x + 2 € 5 e a da funcdo g(x) = —2x + 3é&-2.

Observagdes:
1) A taxa de variagdo de f(x) = ax + b pode ser obtida fazendo f(1) — f(0). Observe que f(1) = a + b; f(0) = b. L
f(1) — f(0) = (@ + b) — b = a. Assim, (1) — f(0) = a.

2) Caracterizag@o da fungao afim
Para verificar se uma funcao f: R — IR (crescente ou decrescente) € afim, basta verificar se a diferenca f{x + h) — f{
nao depende de x, mas apenas de h. Se isso ocorrer, a fungdo & afim. Por exemplo, f(x) = 3x - 4 é crescente
fix + h) — f(x) = [3(x + h) — 4] — (3x — 4) = 3h. Como a expressdc 3h nao depende de x, mas apenas de h,
funcdo f(x) = 3x — 4 é afim.

Fonte: Dante, 2004, p. 76.

Sendo assim, verifica-se a importancia do trabalho explicito sobre as
representagdes para esta defini¢ao do coeficiente da funcao afim como taxa
de variagdo. A conversdo do registro de representagdo algébrico intrinseco
para o registro de representagdo grafico, nesse momento, fica a cargo do
professor.

Em seguida, sdo propostos 20 exercicios que, em geral, sdo
enunciados no registro de representacdo da lingua natural e que permitem
desenvolver os trés niveis de conhecimento técnico, mobilizavel e

disponivel como se pode verificar nos trés exemplos abaixo.
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10. Escreva a taxa de variagdo para cada uma das
funcdes e, depois, constate se sua resposta esta

correta.
a) fx) =4x+5 c) f(x) =3
b) fix) = —3x + 7 d) fix) = —;—x §2

Dante, 2005, p. 77

Nivel de conhecimento exigido na tarefa: técnico;

Registros de representagdo dados no enunciado: registro de lingua

natural e registro de representacao algébrico explicito;

Dominio em que a tarefa ¢ enunciada: algébrico;

Tipos de representacdo exigidos na solucdo da tarefa: registro de

representacdo da lingua natural e registro de representacdo algébrico
explicito;

Niveis de conhecimento necessarios para a execucao da tarefa em

relacdo as nocdes que serao utilizadas: articulagdo entre os

conhecimentos de polindmio suas operagdes e propriedades e nogao

de valor numérico.

12. Na producéo de pegas, uma industria tem um custo
fixo de R$ 8,00 mais um custo variavel de R$ 0,50
por unidade produzida. Sendo x o nimero de
unidades produzidas:

a) escreva a lei da funcdo que fornece o custo
total de x pegas;
b) calcule o custo de 100 pegas;

c) escreva a taxa de crescimento da fungéao.

Dante, 2005, p. 77
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Nivel de conhecimento exigido na tarefa: disponivel,

Registros de representacdo dados no enunciado: lingua natural;

Dominio em que a tarefa é enunciada: numérico;

Tipos de representacdo exigidos na solucdo da tarefa: registro de

representagdo algébrico explicito;

Niveis de conhecimento necessarios para a execucdo da tarefa em

relagdo as nocdes que serdo utilizadas: sendo a questdo enunciada no

registro da lingua natural, o estudante deve reconhecer que se trata
da funcdo afim para responder os itens a e b, isto ¢ deve dispor de

conhecimentos associados a esta nocdo. Em relacdo a taxa de

f(x+h)y—f(x)

variacao basta mobilizar a formula ¢ a nogao de valor

numérico de uma funcdo. Na realidade, bastaria o estudante
reconhecer na lei da fun¢do que o coeficiente de x representa a taxa

de variagao ou crescimento da fun¢ao dada.

18. (Fuvest-SP) A funcdo que representa o valor a ser

pago apés um desconto de 3% sobre o valor x de
uma mercadoria é:

a) f(x) = x — 3. d) f(x) = —3x.

b) f(x) = 0,97x. e) f(x) = 1,03x.

¢} fx) = 1,3x%.

Dante, 2005, p. 77

Nivel de conhecimento exigido na tarefa: disponivel,

Registros de representacdo dados no enunciado: registro de

representagdo da lingua natural;

Dominio em que a tarefa é enunciada: algébrico;
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e Tipos de representacdo exigidos na solugdo da tarefa: registro de

representagdo algébrico intrinseco e registro de representagdo
explicito;

e Niveis de conhecimento necessarios para a execucao da tarefa em

relacdo as no¢des que serao utilizadas: articulacdo entre a nogao de

funcdo afim e funcdo linear com a nog¢do de porcentagem exigindo

que o estudante disponha deste conhecimento.
O item Funcéo Afim e Progressao Aritmetica

Este item ¢ apresentado a partir da definicio de Progressao
Aritmética como uma seqiiéncia, estabelecendo uma conexdao entre as
nocoes de Progressdao Aritmética e Funcdo Afim que ¢ estruturada no
registro de representagdo algébrico explicito através de um caso particular
para, em seguida, articular essas duas nog¢des através do registro de

representacdo algébrico intrinseco, isto €, para tratar o caso geral.

~6:Funcdo afim e progressao aritmética

Ha um relacionamento muito important e entre a funcdo afim e uma progresséao aritmética, que veremos agora.
Ja vimos que uma progressao aritmética (PA) &€ uma seqiiéncia em que cada termo, a partir do segundo, é a
soma do termo anterior mais uma constante, chamada razdo da progressao aritmética. Por exemplo, a seqiiéncia:

Lot 710,15, 16, 19

€ uma progressao aritmeética de razao 3.
Consideremos agora a fungao afim f: R — IR definida por f(x) = 2x + 1.

Vamos constatar que: Observe que os acréscimos
iguais a 3 (razao da primei-

f(1), f(4), f(7), £(10), f(13), f(16), f(19), ... ra PA) dados aos elementos

& também uma progressao aritmética. :zrzifi“n':i’:_PAal?f:\’:'{:m_m
] iguais razao

Assim, da segunda PA) na segunda
fix)=2x+ 1 PA. Essa € uma caracteristi-

f(1) = 3; f(4) = 9; f(7) = 15; f(10) = 21; f(13) = 27; f(16) = 33; f(19) = 39; etc. ca da fungdo afim.

Podemos observar que:
S0 015, 91,97, 33, 39, ...

€ uma progressao aritmética e sua razao é 6 (2 - 3).

Fonte: Dante, 2004, p. 78.
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Na seqiiéncia, sdo propostos 3 exercicios, que exigem o nivel

disponivel, visto que o estudante precisara dispor de conhecimentos

prévios, em relagdo ao dominio e contra-dominio de uma funcao afim,

ficando mais uma vez a cargo do professor retomar a defini¢cdo e buscar

outros exemplos ou até mesmo, outras ferramentas para um melhor

entendimento por parte do estudante..

27. Se f: R — IR é uma funcao afim que transforma a
PAZ2 4. 6.8 10 12 14, ...,em outra PA 9, 1./.25, 33,
41, 49, 57, ..., qual é a lei dessa fungdo afim?

Dante, 2005, p. 79

Nivel de conhecimento exigido na tarefa: disponivel,

Registros de representacdo dados no enunciado: registro de

representacdo lingua natural;

Dominio em que a tarefa € enunciada: numérico;

Tipos de representacdo exigidos na solucdo da tarefa: registro de

representacdo algébrico intrinseco e registro de representagdo
algébrico explicito;

Niveis de conhecimento necessarios para a execucao da tarefa em

relacdo as nocdes que serdo utilizadas: articulacao entre as nogoes de

funcao afim e a no¢ao de PA, neste caso, € necessario visualizar que
a primeira PA ¢ o dominio da func¢do considerada e a segunda PA o
contradominio e a partir dai estabelecer a lei de formacao, ou seja,
representar a fungdo no registro de representacao algébrico explicito
0 que supde a passagem pelo registro de representacdo algébrico
intrinseco. Neste caso, a tarefa supde uma articulacao de quadros e a

conversao entre registros de representagdo semidtica.
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O item Funcéo Afim e graduacdes do termdmetro

Este item foi estruturado com um discurso tecnoldgico de introdugao
sobre o que representam as escalas Celsius e Fahrenheit, onde sao
abordadas as nocdes de intervalo, de passagem de uma temperatura em
graus Fahrenheit para graus Celsius e vice-versa. O autor articula estas
nogdes para passar do quadro das temperaturas que, em geral, ¢ trabalhado
em fisica para o quadro das funcdes mostrando que € possivel tratar as
fungdes encontradas para determinar as temperaturas nas diferentes escalas
através de uma funcao afim. Neste exemplo, o autor além da articulagdo
acima considerada necessita da articulacio entre as nog¢des de
proporcionalidade e fung¢des, isto é, mudanca do quadro das proporgdes
para o quadro das funcoes.

Em relacdo aos exercicios propostos para os estudantes, ndo ha
diversidade e exigem apenas que o estudante aplique as nogdes ja
trabalhadas pelo autor nos exercicios resolvidos, isto €, basta considerar a
formula encontrada na passagem do quadro das temperaturas para o quadro

das fun¢des conforme figura a seguir.
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~7.Funcao afim e graduagdes do termémetro

Entre as escalas termométricas usadas para a graduacio de um termdmetro, as mais utilizadas sao a escala
Fahrenheit, usada principalmente nos paises de lingua inglesa (como Estados Unidos e Inglaterra), e a escala
Celsius, no restante do mundo. Elas se baseiam na altura de uma coluna de mercirio, que aumenta ou diminui
conforme a temperatura sobe ou desce.

Para graduar um termdmetro na escala Celsius escolhem-se duas temperaturas determinadas: a da fusdo do
gelo, a qual se atribui o valor zero, e a da ebulicdo da agua (a pressao do nivel do mar), a qual se atribui o valor
100. Dividindo-se o intervalo entre os dois pontos fixos (0 e 100) em 100 partes iguais, obtém-se o termometro
graduado na escala Celsius ou centesimal.

Na escala Fahrenheit, divide-se o intervalo entre os pontos fixos em 180 partes iguais. Atribui-se ao nivel
inferior o valor 32 e, ao superior, o valor 212; entdo, o zero dessa escala esta 32 graus Fahrenheit abaixo da
temperatura de fusdo. Assim, 0 °C = 32 °Fe 100 °C = 212 °F.

Como obter uma temperatura em graus Fahrenheit sendo a mesma dada em graus Celsius?

Ha duas maneiras:

1%) Examinando a figura ao lado, pode-se estabelecer entre as of o
duas escalas a seguinte relagao:

C o E=5) £ 4 F=52 K =
o5 ~ ~ 180 =>5 5 = 5F - 160 = 9C = |

=5F=9C+160=F=%C+32=— F = 18C+32

Observa-se, entdo, que a transformagao de uma temperatura da
escala Fahrenheit (F) para a escala Celsius (C) € um importante m———— B
exemplo de fungao afim

Celsius Fahrenheit

F=18C+32o0uf(x) = 1,8x+32

t 1

2% A mudanca de escala de Celsius para Fahrenheit & uma funcao f: R — R, que associa a medida x em C a medida
f(x) em F da mesma coluna de mercirio. Essa funcao & crescente e a diferenca f(x + h) — f(x) depende apenas
de h e ndo de x. Assim, f & uma fungdo afim da forma f(x) = ax + b. Sabemos que f(0) = 32 e f[1 00) = 212.
Como f{0) = b, entdo b = 32. Temos também que f(100) = 100a + 32, Ouseja, 100a + 32 = 212, donde a = 1,8.

Portanto, f(x) = 1,8x + 32
Dante, 2005, p.79

O item Determinacéo de uma Funcdo Afim conhecendo-se seus valores
em dois pontos distintos

Para este estudo, o autor justifica a determinagdo da lei de formacgao
de uma funcdo afim, o que neste trabalho ¢ denominado de registro de
representacdo algébrico intrinseco. Através da nocdo de sistema de duas
equagdes com duas incognitas, conhecendo-se dois de seus pares
ordenados, ¢ utilizando a defini¢do de que dois pontos formam uma reta, o
autor justifica o seu trabalho com uma mudanga do quadro das fungdes
para o quadro dos sistemas lineares e deste para o quadro da geometria
analitica. Certamente, essas mudangas de quadros ou dominios ndo sdo
tratadas explicitamente com essa terminologia.

O discurso que segue este estudo ¢ denominado pelo autor de
Generalizacao (leitura optativa), isto €, o autor apresenta uma série de

calculos que dificulta a interpretagdo em termos de mudanca dos quadros
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considerados. Para isto, seria necessario um discurso tecnologico mais
adequado para justificar as técnicas empregadas, conforme ilustra o quadro

abaixo.

Generalizacao (leitura optativa)

De modo geral, conhecendo y, = f(x,) e y, = f(x,) para x, e x, reais quaisquer, com X, # X,, podemos explicitar
os valores a e b da funcdo f(x) = ax + b, determinando-a completamente.

Assim: s
y) = flx)) = awa} M
= f(x,) = ax, + b Colocamos x, # x, para que
i e ’ no denominador (x; — x,)
= - s = = ==Y =Y néo aparega o zero, pois nao
-y, = - +b)=ax;—ax; =ax, —x)= a , Xy # X
i = ol Y T ) S i =y = 2 T existe divisdo por zero, Este
procedimento € muito co-
Substituindo esse valor de a em y, = f(x,) = ax, + b, obtemos o valor de b: mum. Sempre que coloca-
va— Y mos X, # X, € porque apare-
Vi = [ xl = x1 ]Xl + b=y X — X)) =yX —yiX, +b{x; — X)) = cerd x, — %, no denomi-
2 1

nador.

X5 — YaX
S VX — YK~ YaXy + K = b - X)) = b=%,x.%x;

Dante, 2005, p. 81

Apesar de todo o trabalho algébrico aqui desenvolvido, esta
articulagdo entre quadros fica apenas como sugestdo de leitura
complementar e sendo assim o autor propde apenas um exercicio aos
estudantes que exige apenas o nivel técnico, em relagdo a no¢do de fungao
afim. Neste caso, o conhecimento suposto disponivel ¢ a solu¢do de um
sistema de duas equagdes e duas incognitas ou a substitui¢ao dos valores de

x ¢ y de cada ponto nas equagdes de a e b como as da figura cima.

34, Escreva a fungdo afim f(x) = ax + b, sabendo que: i

a) (1) =5ef(-3)=-7 b)f(-1)=7ef) =1

Dante, 2005, p. 81

e Nivel de conhecimento exigido na tarefa: técnico;

e Registros de representacdo dados no enunciado: registro de

representacdo da lingua natural, registro de representacdo algébrico

intrinseco;
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e Dominio ou quadro em que a tarefa € enunciada: numérico;

e Tipos de representacdo exigidos na solucdo da tarefa: registro de
representagdo algébrico intrinseco e registro de representagdo
explicito;

e Niveis de conhecimento necessarios para a execucdo da tarefa em

relacdo as nocdes que serdo utilizadas: articulagao entre as nogoes de

funcdo afim e sistema de duas equacdes com duas incognitas. O
estudante deve dispor de um método de solucdo de sistemas de duas

equagdes e duas incognitas;

O item grafico da Funcéo afim f(x) =ax + b

O autor introduz o registro de representagdo grafico de uma fungao
afim em um plano de R?, mostrando que trés pontos colineares do plano
cartesiano estdo em uma mesma reta. Considerando esta propriedade
geométrica no quadro da geometria analitica em particular, do estudo da
reta, isto €, trés pontos colineares formam uma reta.
Tracgado de graficos de funcdes afins

As representacdoes da fungdo afim no registro de representacao
grafico sdo feitas através de exemplos onde sao considerados: Fung¢do afim
a#0eb#0, Funcao linear b = 0, Funcao identidade a =1 ¢ b = 0,
Translagdo a = 1 e b # 0 e Funcdo constante a = 0, em que todas as
representagdes sdo dadas no registro de representacao algébrico explicito,

como se verifica a seguir:
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Funcdo afimcoma#0eb#0

fix) =2x + 1

f(x) =3x +

oale e .-:!,-..:l.ﬂ ;

y
== f(x) = 2x+ 1 3 i
X M (x)=2x + :
-2 -3 0.1 : (0,2):
ponto em ! : POo o
2 5 : - queareta
quea reta i -
intersecta > PR
oeixoy :‘ oeixoy flx) = -3x+2
e T
= '
i
_4 .‘.
Dante, 2005, p. 82
Funcao linear (b = 0)
f(x) = 3x flx) = —2x
{ o1 ) y
o : f(x) = -2x
HEfofs -2 4
1|3 e 1| -2 :
e G LEENELL
-2 0172 2 N
b 21-N |
e T=N
: i
f)=3x/"""-6

O grafico da fungdo linear f(x) = ax & uma reta nao-vertical que passa pela origem (0, 0).

Dante, 2005, p. 82
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Fungdo identidade @ =1eb =0)
quue-éhissetrizdeuméngulo?

f(x) = x
1(x) =x

x | fix

-2 | -2

Observe que o grafico da fungdo identidade f(x) = x &€ a bissetriz do 12 e 32 quadrantes.

Translagdo@=1eb #0)
A seguir temos a construgao do grafico da translacdo f(x) = x + 2 no plano cartesiano:

Por que a funcdo flx)=x+b
recebe o nome de translagao?

fix) =x +2

-2

x ]IH
0
3

1

Observe que o grafico da translacdo f(x) = x + b € uma reta paralela 2 bissetriz do 12 e 32 quadrantes.

Funcdo constante (a = 0)

Observe agora a construgdo do grafico da fung¢do constante f(x) = 2 para qualquer x € R, no plano cartesiano.
A

Por que a fungdo flx) = b

fix) = 2 y
x ] fx)
-2 | 2 ¥ M recebe o nome de fungdo
2 | 2 : canstante?
2 2 ! i
2

O grafico da fungd@o constante f(x) = b & uma reta paralela ao eixo x que passa pelo ponto (0, b). Nesse caso,

Im(f) = {b}.
Dante, 2005, p. 83

O autor faz as conversdes do registro de representagdo algébrico
explicito para o registro de representacdo grafico, acompanhado de um
discurso tecnologico, mas nesse discurso ndo aparece explicitamente a

questdao da articulacdo entre as diferentes representagdes consideradas e
140



qual o papel que elas desempenham, o que ¢ compreensivel, pois nao faz
parte dos objetivos do autor que nem mesmo trabalha com essa
terminologia. Algumas observacoes sobre o grafico da fun¢do afim sdo
feitas através de pequenos questionamentos para o estudante refletir como
mostra a figura acima.

Sendo assim, fica a cargo do professor trabalhar esses pontos de
reflexdo através de um discurso tecnologico que articule as diferentes
noc¢oes de funcdo com as propriedades geométricas que elas representam.

Em seguida, sdo propostos doze exercicios aos estudantes, que
apresentam diversidade em relagdo as articulagdes entre quadros e pontos
de vista e conversdes entre registros de representacdo, além disso, os trés

niveis de conhecimentos técnico, mobilizavel e disponivel sdo exigidos.

35. Construa, num sistema cartesiano ortogonal, o
gréfico das seguintes fungdes:

a) f(x) = 2x + 3 d) f(x) = —2x + 5
b) f(x) = x + 3 e) f(x) = —2 — 2x
c)f(x)=1?x+4 f fx) = 3 + 3x

Dante, 2005, p. 84

e Nivel de conhecimento exigido na tarefa: técnico;

e Registros de representacdo dados no enunciado: registro de

representagdo da lingua natural e registro de representacdo algébrico
explicito;

e Dominio ou quadro em que a tarefa é enunciada: algébrico;

e Tipos de representagdo exigidos na solugdo da tarefa: registro de

representagdo grafico, registro de representacdo tabela, registro de
representacao algébrico intrinseco (formula) e registro de

representagdo algébrico explicito;
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e Niveis de conhecimento necessarios para a execucao da tarefa em

relagdo as nocdes que serdo utilizadas: conversao do registro de

representagdo algébrico explicito para o registro de representagdao
tabela e desse para o registro de representagao grafico, isto &,
férmula-tabela-grafico, com a aplicagdo da nocao de valor numérico,
expressdes numéricas € coordenadas no plano cartesiano, além da

conversao ¢ necessaria uma mudanga de ponto de vista.

39. Um corpo se movimenta em velocidade constante
de acordo com a férmula matematica s = 2t — 3,
em gue s indica a posicdo do corpo (em metros)
no instante t (em segundos). Construa o grafico
de s em funcdo de t.

Dante, 2005, p. 84

e Nivel de conhecimento exigido na tarefa: mobilizavel;

e Registros de representagdo dados no enunciado: registro de

representagdo da lingua natural e registro de representacdo algébrico
explicito;

e Dominio ou quadro em que a tarefa é enunciada: algébrico;

e Tipos de representagdo exigidos na solugdo da tarefa: registro de

representagdo grafico, registro de representacdo tabela, registro de
representagdo algébrico intrinseco (formula) e registro de
representagdo algébrico explicito;

e Niveis de conhecimento necessarios para a execucao da tarefa em

relagdo as nocdes que serdo utilizadas: conversao do registro de
representagdo algébrico explicito para o registro de representagdao
tabela e desse para o registro de representagao grafico, isto &,
formula-tabela-grafico, com a aplica¢do da no¢do de valor numérico,

expressoes numéricas € coordenadas no plano cartesiano, além da
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mudanga de dominio ou quadro da fisica em especial 0 movimento

uniforme para o quadro ou dominio do estudo da funcgao.

46. Dados os graficos das funcdes de R em R, escreva
a funcao f(x) = ax + b correspondente:

a) LY

b) LY

Dante, 2005, p. 84

e Nivel de conhecimento exigido na tarefa: mobilizavel,

e Registros de representacdo dados no enunciado: registro de

representacdo da lingua natural e registro de representagdo grafico;

e Dominio ou quadro em que a tarefa é enunciada: algébrico;

e Tipos de representacdo exigidos na solugdo da tarefa: registro de

representagao grafico, registro de representagao tabela, registro de
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representacao algébrico intrinseco (formula) e registro de
representagdo algébrico explicito;

e Niveis de conhecimento necessarios para a execucao da tarefa em

relacdo as nog¢des que serdo utilizadas: articulagdo da nocdo de

coordenadas no plano cartesiano com a noc¢do que dois pontos

formam uma reta, isto ¢, passagem do quadro algébrico para o

quadro geométrico o que possibilita encontrar a lei que relacione y

com x conhecidos dois pontos de seu grafico. A solugdo exige, ainda,

outros conhecimentos disponiveis que dependem do ponto de vista
ou do quadro escolhido para solu¢ao. Exemplo: sistema de duas
equagdes com duas incdgnitas, inclinagdo da reta ou trigonometria
no triangulo retangulo.

O item Fungédo Afim e Geometria Analitica

Neste item, o autor introduz o estudo da Geometria Analitica, em
particular o estudo da reta, fazendo a articulagdo entre esse contetido e as
nog¢oes de fun¢do afim introduzidos até esse ponto. Nesse estudo, fica ainda
mais evidente a necessidade da articulacdo entre as nocoes de funcao afim
e o estudo da reta e a necessidade de um discurso tecnologico que as
acompanhem.

Neste caso, toda estruturagdo, ¢ feita através dos diversos registros de
representagdo: registro de representacdo algébrico intrinseco, registro de
representacao algébrico explicito, registro de representacdo tabela, registro
de representagdo da lingua natural, mesmo se estes registros ndo sao
tratados com esta terminologia.

O autor considera duas representacdes para a equagdo da reta, uma
no quadro da geometria analitica “y = mx + q” (equacao reduzida) e a outra
no quadro do estudo das fun¢des “f (x) = ax + b” (equacdo funcional),
fazendo um discurso tecnoldgico que explicita a igualdade dessas

representagdes, isto &, trata-se de pontos de vista diferentes para representar
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0 mesmo objeto matematico, ou seja, no caso da equacao reduzida pode-se
dizer que a reta ¢ tratada do ponto de vista analitico € no caso da equagao
funcional pode-se considerar que a reta ¢ tratada do ponto de vista
funcional, estes diferentes pontos de vista facilitam o trabalho e a
interpretacdo dos resultados de determinadas questdes.

Nenhum exercicio foi proposto para esse item, apenas o exemplo a

seguir.
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10. Funcao afim e Geometria analitica

No estudo da Geometria analitica, que veremos posteriormente, os elementos geo-

métricos sdo descritos por equagdes. Entre eles, a reta, que particularmente nos inte- I
A reta vertical ndo é grafico

ressa, pois a equacao que descreve uma reta nao-vertical é uma funcao afim.
P i ¢ de uma fungdo. Por qué?

Na Geometria analitica podemos escrever a equacao da reta de varias maneiras, e
uma dessas maneiras, a equagao reduzida, é dada por y = mx + q. Note que nao ha
diferenca entre escrever f(x) = ax + bouy = mx + q exceto as letras empregadas em cada caso.

Na Geometria analitica, chamamos o m de coeficiente angular, e o q do coeficiente linear. O coeficiente angular
da reta € exatamente a taxa de varia¢do da funcdo afim, sendo dada por:

m=24Yy _ ¥Yi—-Vv,
AXx Xy — X2

enquanto vocé ja viu que a taxa de variagdo no intervalo [x, x + h] é dada por:

= fix+h)—f(x]
@ h

Sao apenas maneiras diferentes de dizer a mesma coisa: Sabemos que y = f(x). Entdo, se x, = x + he x, = x,
temos que h = X, — X33 ¥, = f(x;) = f(x + h) e y, = f(x,) = f(x). Compare e verifique que, nestas condicées, m = a.

O nome coeficiente angular & dado pelo fato de m ser o responsavel pela inclinagao da reta. Sua relagio com o
angulo de inclinagao « € dado por m = tg a. O nome taxa de variacdo € referente a relacao entre a variagao da gran-
deza y e a variagao da grandeza x.

A diferenca de nomenclatura, coeficiente angular nas equacdes da reta e taxa de varia¢do nas fungoes afins, é
fruto somente da interpretacio que se pretende em cada caso. Numa equacao da reta, &€ mais importante a informacao
relativa ao angulo de inclinacéo da reta do que sobre a variacao de y em relacao a x. Na fungao afim é o oposto, pri-
vilegiamos a informacao relativa a variacdo de y em relacdo a x e ndo nos interessa tanto saber qual é o angulo de
inclinacdo da reta.

O importante & que vocé saiba que, a qualquer momento, é possivel usar elementos de Geometria analitica no
estudo de fungdes e vice-versa. S6 depende da conveniéncia. Experimente, por exemplo, refazer o exemplo do item 8
da pagina 80 usando o conceito de coeficiente angular.

Se f(2) = =2 e f(1) = 1 entdo montamos a tabela:
= I y De onde tiramos que Ay = -2 — 1| =-3eAx=2-1.Portanto,a=m = gx =;]3’-=—3.
9 = Assim, y = =3x + b.

= L Substituindo qualquer um dos pares (x, y) da tabela, obtemos o b.
Lo 1 ==3(1) +b=b =4

Entdo, y = —3x + 4, ou, se preferir, f(x) = —3x + 4.

Dante, 2005, p.85

O item uma propriedade caracteristica da Funcdo Afim f(x) =ax + b

O autor justifica neste item que as fungdes afins (crescentes ou
decrescentes) sdo as Unicas para as quais os acréscimos dados a x, isto €,
(x +h)eax’,isto &, (x’ + h) correspondem a acréscimos iguais dados por
f(x+h)—-1f(x)ef (x> +h)—f(x’), essa propriedade ¢ trabalhada através

do registro de representacao grafico em um caso particular € um caso geral,
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para os quais sao utilizados os registros de representacdo algébrico
explicito e registro de representagdo intrinseco, respectivamente, o que
permite uma melhor visualizacdo e compreensdo desta propriedade. Nesse
momento, cabe ao professor através de um discurso tecnologico sobre a
representacdo do acréscimo h articular o trabalho desenvolvido para o
registro de representacdo grafico com o trabalho desenvolvido
algebricamente para a definicdo da taxa de variacdo da funcdo afim,
mostrando a importancia da conversao de registros € da mudanca de ponto
de vista para uma melhor compreensao da nog¢do em jogo, esmo nao
utilizando essa terminologia em seu discurso.

Os exercicios propostos aos estudantes sao bastante parecidos com
os exemplos apresentados, exigindo a conversdo do registro de

representagdo algébrico explicito para o registro de representagdo grafico.

47. Dada a fungao afim f(x) = 3x — 1, mostre que dando
acréscimos iguais a 2 em X provocaremos acrésci-
mos iguais a 6 em y = f(x).

Dante, 2005, p.86

e Nivel de conhecimento exigido na tarefa: mobilizavel;

e Registros de representagdo dados no enunciado: registro de

representacao da lingua natural e registro de representacdo algébrico
explicito;

e Dominio ou quadro em que a tarefa é enunciada: algébrico;

e Tipos de representacdo exigidos na solug¢do da tarefa: registro de

representacao algébrico explicito, registro de representacdo grafico;

e Niveis de conhecimento necessarios para a execucdo da tarefa em

relacdo as nocdes que serdao utilizadas: articulacdo entre os

conhecimentos de polindmio suas operacdes e propriedades e no¢ao
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de valor numérico, através da aplicagdo direta das formulas e

procedimentos dados nos exercicios resolvidos.

O item grafico de uma funcéo definida por mais de uma sentenca

Para este item, o autor introduz o grafico de uma fun¢ao definida por
mais de uma sentenc¢a utilizando a situagdo problema abaixo apresentada,
onde aparecem todos os registro de representacao utilizados anteriormente:
registro de representacdo algébrico intrinseco, registro de representacao
algébrico explicito, registro de representagdo tabela e registro de
representagdo grafico, além da representagdo de dominio e contra-dominio
para conjuntos quaisquer. Isto pode causar dificuldades aos estudantes uma
vez que o autor trabalha quase que totalmente com as fungdes numéricas de
R em R, sem considerar os casos de dominios particulares definidos apenas
em intervalos de R.

Os exemplos apresentados sdo exercicios resolvidos através da
conversao destes registros de representacdo, mesmo se essa terminologia
ndo ¢ utilizada pelo autor, nenhum discurso sobre a conversio de um
registro de representagdo para outro, tanto do registro de representacao
algébrico explicito (férmula) para o registro de representacdo tabela
(tabela), quanto do registro de representacdo tabela (tabela) para o registro
de representacao grafico (grafico) ¢ feita, mesmo sem a termologia aqui
utilizada, elas foram introduzidas anteriormente, logo sdo consideradas
pelo autor como natural, isto ¢, a passagem foérmula-tabela-grafico, ¢ vista
como um trabalho proprio do desenvolvimento matematico da nocdo de
fungdo afim que esta sendo trabalhada. Certamente, o autor ndo trata das
conversoes de registros de representacao, pois ndo faz parte do objetivo do
seu trabalho, mas pode-se verificar a necessidade destas conversdes e seria
interessante considera-las em todos os sentidos observando as que causam

maior dificuldade.
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Nos trés exercicios propostos para os estudantes ¢ exigida apenas a

conversao entre os registros de representacdo da mesma forma como foi

tratado pelo autor nos exercicios resolvidos, sempre sem utilizar esta

terminologia.

Verifica-se, também a necessidade de um discurso tecnoldgico por

parte do professor para acompanhar essas conversdes, onde ndo se pode

deixar de tratar a questdo dos intervalos, suas respectivas representagdes ¢

conversoes entre elas.

50. Construa, num sistema de coordenadas cartesia-
nas ortogonais, o grafico das seguintes fungdes:

_[2,5ex=0
d {(x)_lx+2.sex<0

x+1,sex=1

flx) =
Bi = -x+1,sex<1

x—1,sex<0

1,sex=0

XSE){
o) fix) = { -1, se0€x<2
d) flx) = l

1,5e0<x=<1
12,5e1<x<2
3,5e2<x<3

X% sex=0
x,5ex<0

51. Construa o gréfico da fungdo f: [0, 1] = R definida

por:
fix) =

Dante, 2005, p.89

0,5e0=x<1
1,sex =1

e Nivel de conhecimento exigido na tarefa: mobilizavel;

e Registros de representacdo dados no enunciado: registro de

representagdo da lingua natural e registro de representacdo algébrico

explicito;

e Dominio ou quadro em que a tarefa é enunciada: algébrico;

e Tipos de representagdo exigidos na solugdo da tarefa: registro de

representagdo algébrico explicito, registro de representacdo tabela,

registro de representacdo grafico;
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e Niveis de conhecimento necessarios para a execucao da tarefa em

relacdo as no¢des que serao utilizadas: articulacdo entre a conversao

do registro de representagdo algébrico explicito para o registro de
representacao grafico, passando pelo registro de representagao tabela

(formula-tabela-grafico) e a nogao de intervalos.

O item funcéo afim crescente e decrescente

O autor inicia esse item introduzindo a nocao de fun¢do afim
crescente e decrescente com um texto que reforga a idéia que funcao afim ¢
toda fun¢do cujo grafico € uma reta. Essa introducao ¢ feita no registro de
representagdo da lingua natural, registro de representacdo algébrico
intrinseco f (x) = ax + b registro de representacao grafico, onde ¢ utilizada a
noc¢ao de classificacdo de angulo (agudo e obtuso) para justificar o sinal do
a ¢ definir a funcdo como crescente ou decrescente, isto €, o autor faz uma
mudanca de quadro para considerar a como coeficiente angular e explicar
os diferentes sinais deste coeficiente e sua interpretagdo, através do registro
de representacao grafico.

Nesse caso, o autor nao tem necessidade de denominar b como
coeficiente linear, apenas o apresenta como o valor que intercepta o eixo
das ordenadas.

Sao propostos sete exercicios aos estudantes, que apresentam
diversidade em relagdo as articulagdes entre quadros e pontos de vista e
conversdes entre registros de representagdo, além disso, verifica-se a

necessidades dos niveis de conhecimentos, mobilizavel e disponivel.
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92. Considere as funcdes afins dadas por

X

fx) = —3x+ 4, glx) = 3 e h(x) = x — 2. Para cada

uma das fungées, responda:

a) Em que pontos a reta correspondente corta os
eixos x e y?

b) A fungdo é crescente ou decrescente? O &ngulo
de declividade é agudo ou obtuso?

c) Construa os gréficos e confira neles as respos-
tas dadas nos itens anteriores.

Dante, 2005, p. 92

Nivel de conhecimento exigido na tarefa: mobilizavel;

Registros de representacdo dados no enunciado: registro de

representacdo da lingua natural e registro de representacdo algébrico
explicito;

Dominio ou quadro em que a tarefa é enunciada: algébrico;

Tipos de representacdo exigidos na solucdo da tarefa: registro de

representagao algébrico explicito, registro de representagao tabela,
registro de representagdo grafico;

Niveis de conhecimento necessarios para a execucao da tarefa em

relacdo as nogdes que serdo utilizadas: primeira questio:

disponibilidade da nog¢dao de zeros da fung¢do e coeficiente linear
mesmo que o autor ndo tenha utilizado essa terminologia, segunda
questdo: dada a fungdo no registro de representagdo algébrico
intrinseco reconhecer o sinal do valor de a como indicador da fung¢ao
crescente ou decrescente associado a nocdo de classificacao de
angulos, terceira questdo: articulagdo entre a conversido do registro

de representagdo algébrico explicito para o registro de representagao
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grafico, passando pelo registro de representagdo tabela (formula-

tabela-grafico) e todas as nogdes utilizadas nas questdes anteriores;

9/. As retas das funcdes afins f e g e da funcio cons-
tante h determinam um tridngulo.

a) Determine os vértices desse triangulo, saben-
do que as leis dessas funcdes sio
f(x) = —x + 3, g(x) = x — 3e h(x) = 3.

b) Construa os trés graficos num mesmo sistema
de eixos.

Dante, 2005, p. 92

e Nivel de conhecimento exigido na tarefa: disponivel,

e Registros de representacdo dados no enunciado: registro de

representagdo da lingua natural e registro de representacdo algébrico

explicito;

e Dominio ou quadro em que a tarefa é enunciada: algébrico;

e Tipos de representagdo exigidos na solugdo da tarefa: registro de

representagdo algébrico explicito, registro de representacdo tabela,
registro de representagdo grafico;

e Niveis de conhecimento necessarios para a execucdo da tarefa em

relacdo as nogdes que serdo utilizadas: primeira questao:

reconhecimento do vértice do tridngulo como os pontos em que as
fungdes se interceptam, o que corresponde a dispor dos
conhecimentos da nog¢do de sistemas de equacdoes com duas
incognitas, segunda questdo: articulacdo entre a conversdo do
registro de representagdo algébrico explicito para o registro de
representacdo grafico, passando pelo registro de representacao tabela
(formula-tabela-grafico) em cada uma das fun¢des dadas em um

mesmo plano cartesiano.

152



Nessa tarefa, verifica-se que para a sua solugdo os estudantes podem
mudar a ordem da sua execugdo, pois se eles em primeiro lugar construirem
os trés graficos em um mesmo plano cartesiano, terdo os pontos, usando
apenas a conversao entre os registros de representagdes em jogo.

Neste tipo de tarefa, especificamente na primeira questdo, ¢
importante observar que ¢ exigido o reconhecimento dos vértices do
triangulo como os pontos em que as fung¢des se interceptam, que se pode
considerar como uma mudanca de quadro ou dominio, nenhum discurso
tecnoldgico que justifique essa mudanca de quadro ou dominio foi
apresentado anteriormente pelo autor, sendo assim, pode-se esperar que os
estudantes tenham dificuldade em reconhecer esse caso.

Funces afins com a mesma taxa de variacao

O autor define fungdes afins com a mesma taxa de variagdo ou com o
mesmo coeficiente angular (posi¢do relativa entre retas), isto ¢, o autor
mostra a importancia da mudanca de ponto de vista, mesmo se esta
mudanga ndo ¢ tratada com esta terminologia, para estudar as posi¢des
relativas das retas, tratando os casos de retas coincidentes, concorrentes €
paralelas do ponto de vista algébrico. O caso das retas concorrentes e
paralelas também ¢ tratado através do registro de representagao grafico.

Nos trés exercicios propostos verifica-se que além de tratar da
conversao entre os registros de representagdo algébrico explicito e registro
de representagdo grafico, faz-se também uma mudanga do quadro ou
dominio do estudo das fung¢des para o quadro ou dominio da geometria
analitica, em particular, o estudo da reta, o que se pode observar, no

exemplo abaixo:

61. Seja f a funcdo afim definida por f(x) = 3x — 2 e cujo
gréfico é a reta r. Determine a fungéo afim g cuja reta
correspondente passa por (— 1, 2) e é paralelaaretar.

Dante, 2005, p.93
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o Nivel de conhecimento exigido na tarefa: disponivel,

e Registros de representagdo dados no enunciado: registro de

representacdo da lingua natural e registro de representacdo algebrico
explicito e registro de representacdo par ordenado;

e Dominio ou quadro em que a tarefa é enunciada: algébrico;

e Tipos de representacdo exigidos na solugdo da tarefa: registro de

representacdo algébrico intrinseco, registro de representacdo
algébrico explicito, registro de representacao grafico;

e Niveis de conhecimento necessarios para a execucao da tarefa em

relacdo as nocdes que serdo utilizadas: reconhecer que a fungdo ¢

difere da fun¢do f(x) = 3x — 2, apenas pelo valor de b.

Estudo do sinal da Funcéo Afim

Para apresentagdo desta nogdo, o autor através de um exemplo faz
um breve discurso sobre o estudo do sinal de uma funcao afim, mostrando
que para isso, € preciso determinar o zero desta fungdo. No enunciado do
exemplo o registro de representacdo utilizado € o da lingua natural. A
solucdo da questao ¢ feita algebricamente com a conversao do registro de
representagdo da lingua natural para o registro de representagcao algébrico
explicito.

Nesse ponto, ¢ evidente a necessidade de um discurso tecnoldgico
sobre o tratamento utilizado na conversiao de uma representacdo a outra

como ¢ possivel verificar na figura abaixo:
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Estudo do sinal da fungdo afim

Um comerciante gastou R$ 300,00 na compra
de um lote de macas. Como cada maga sera vendida
a R$ 2,00, ele deseja saber quantas macas devem
ser vendidas para que haja lucro no final da venda.

Observe que o resultado final (receita menos des-
pesa) & dado em fungdo do nimero x de macgas ven-
didas e a lei da funcao é
f(x) = 2x. — 300.

e Vendendo 150 macas nao havera lucro nem prejuizo.
Para x = 150, temos f(x) = 0.

¢ Vendendo mais de 150 magas havera lucro.
Para x > 150, temos f(x) > 0.

e Vendendo menos de 150 magas havera prejuizo.
Para x < 150, temos f(x) < 0.

Dante, 2005, p.94

Zeros da Funcdo Afim

Para o caso dos zeros da fungdo afim, o autor faz a apresentacao
algébrica, utilizando o registro de representacdo algébrico intrinseco. No
exemplo ¢ utilizado o registro de representacdo algébrico explicito e
registro de representagdo grafico. O autor, ainda, faz uma observacao sobre
0 que acontece com a fung¢ao antes e depois do ponto de intersec¢do da reta
com o eixo X, que sugere o estudo do sinal da funcao que € o tema a seguir.
Estudo do sinal pela analise do gréafico

Como o proprio titulo sugere a andlise do sinal da funcdo fim, ¢ feita
graficamente, isto ¢, verifica-se o que acontece com a fung¢do antes e depois
da interseccao da reta com o eixo das abscissas, para essa analise € preciso
efetuar a conversao do registro de representacao algébrico explicito para o

registro de representacdo grafico de uma func¢do afim crescente ou
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decrescente, mas nao existe nenhum discurso tecnoldgico que justifique
esta conversdao, pois nao faz parte do objetivo do autor, ficando este
trabalho mais uma vez a cargo do professor.

Os cinco exercicios propostos trabalham os procedimentos apresentados
nos exercicios resolvidos, isto €, encontrar o ponto de intersec¢do da funcao
com o eixo das abscissas, para, em seguida, estudar o sinal da fun¢do da

fungao afim.

63. Estude a variacdo do sinal das seguintes fungdes
afins:
a) f(x) =x+ 4 b) f(x) = —2x + 1

Dante, 2005,p.96

e Nivel de conhecimento exigido na tarefa: mobilizavel;

e Registros de representagdo dados no enunciado: registro de
representacdo da lingua natural e registro de representacdo algébrico
explicito;

e Dominio ou quadro em que a tarefa é enunciada: algébrico;

e Tipos de representacdo exigidos na solugdo da tarefa: registro de

representacdo grafico;

e Niveis de conhecimento necessarios para a execucdo da tarefa em

relagdo as nocdes que serdo utilizadas: conversao do registro de

representacao algébrico explicito para o registro de representagao
grafico, calculo do zero da fungdo, além do conhecimento das nocdes

de intervalos.
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66. Qual é o zero da fungdo afim cujo grafico, que é
uma reta, passa pelos pontos (2, 5) e (—1, 6)?
Dante, 2005,p.96

Nivel de conhecimento exigido na tarefa: mobilizavel,

Registros de representacdo dados no enunciado: registro de
representagdo da lingua natural e registro de representacdo par
ordenado explicito;

Dominio ou quadro em que a tarefa é enunciada: algébrico

Tipos de representacdo exigidos na solucdo da tarefa: registro de

representacdo algébrico intrinseco e registro de representagdo
algébrico explicito;

Niveis de conhecimento necessarios para a execucao da tarefa em

relacdo as nocdes que serdo utilizadas: conversdo do registro de

representagdo par ordenado explicito para o registro de representagao
algébrico explicito, passando pelo registro de representacao
algébrico intrinseco, articulagdo do conceito de coordenadas no
plano cartesiano com o conceito que dois pontos formam uma reta,
isto ¢, passagem do quadro algébrico para o quadro geométrico o que
possibilita encontrar a lei que relacione y com x conhecidos dois
pontos de seu grafico, exigindo, ainda, outros conhecimentos
disponiveis que dependem do ponto de vista ou do quadro escolhido
para solucdo. Exemplo: sistema de duas equagdes com duas
incognitas, inclinacdo da reta ou trigonometria no tridngulo
retangulo, depois de encontrada a lei de formagdo da funcao, ou seja,
o registro de representagao algébrico explicito serd necessario
encontrar o zero da fungao, isto ¢, achar o valor de x quando o valor
de y for igual zero, isto exigira a aplicacao de conhecimentos prévios

~ - 0 . , .
da nogdo de equagdo do 1 °grau com uma incognita.
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O item Inequagdes do 1° grau com uma variavel

A articulacdo entre as inequagdes do 1° grau com uma varidvel em R
e a funcdo afim, ¢ feita através de exemplo onde primeiramente ¢ feita a
conversdo do registro de representagdo algébrico explicito para o registro
de representacao grafico. Em seguida, analisa-se o sinal da fungdo antes e
depois da interseccdo com o eixo das abscissas, isto €, a analise grafica do
estudo do sinal ¢ a solucdo da tarefa, como se pode verificar nos exemplos
que seguem. E importante verificar que para esta anélise grafica onde se
utiliza apenas o eixo das abscissas ¢ necessario dispor de conhecimentos
sobre a representacdo de conjuntos, em particular, dos conjuntos
numéricos, pois a interse¢ao através da andlise do quadro de sinais s6 pode
ser compreendida quando se dispdem das definigdes das operagdes de
interse¢do ¢ reunido de conjuntos. Além disso, ¢ preciso considerar o
dominio em que a fungdo esta definida.

Neste ponto, ¢ evidente, a importincia da conversdo entre os
diferentes registros de representagdo, pois € atraveés destas conversoes que
se pode estabelecer as articulagdes intramatematicas, onde as conversoes
servem para justificar a necessidade de conhecimentos disponiveis sobre
outros objetos matematicos.

Nos doze exercicios propostos aos estudantes, ha diversidade em
relagdo as articulagdes entre quadros e pontos de vista e conversdes entre
registros de representacdo, além disso, os niveis de conhecimentos,

mobilizavel e disponivel sdo considerados nestes exercicios.
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69. Um comerciante teve uma despesa de R$ 230,00
na compra de certa mercadoria. Como vai vender
cada unidade por R$ 5,00, o lucro final seré dado
em funcdo das x unidades vendidas. Responda:

a) Qual a lei dessa funcao f?

b) Para que valores de x temos f(x) < 0? Como
pode ser interpretado esse caso?

c) Para que valor de x haverd um lucro de
R$ 315,007

d) Para que valores de x o lucro serd maior que
R$ 280,007

e) Para que valores de x o lucro estard entre
R$ 100,00 e R$ 180,00?

Dante, 2005,p.100

O item Funcédo Afim e movimento uniforme

Este item ¢ introduzido com um pequeno texto de conteudo de fisica
que faz a articulagdo entre o quadro da fisica, em particular dos
movimentos uniformes ¢ o quadro da funcdo afim e seus respectivos
registros de representacdo, onde a no¢ao de movimento uniforme e a no¢ao
de funcdo afim sdo apresentadas através de um discurso tecnologico que
explicita a igualdade para suas representacoes.

Deve-se ressaltar a importincia e a utilidade deste tipo de
articulacdo, considerada extramatemadtica, para o estudante ao longo do
ensino médio e posteriormente no ensino superior, pois, muitas vezes o
estudante ndo € capaz de transferir seus conhecimentos de um quadro para
o outro e este trabalho interdisciplinar ¢ indispensavel para o estudante
possa desenvolver o habito de trabalhar de forma articulada, percebendo o

carater de ferramenta € objeto das nogdes em jogo.
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Os registros de representagdo utilizados para essas articulagdes sao:
registro de representacdo algébrico intrinseco, registro de representacao
algébrico explicito, registro de representagdo tabela e registro de

representagdo grafico.

O autor apresenta dois exercicios resolvidos cujo nivel de
conhecimento esperado dos estudantes ¢ o mobilizavel, pois necessitam

apenas de conversdes entre registros de representagdo semiotica como se

verifica no exemplo abaixo:

15. Um motociclista percorre uma estrada movimentando-se de acordo com a fungao horaria
S(t) = 100t — 50, em que S(t) representa sua posigao (em km) e t representa o tempo (em h). Depois de quanto
tempo o motociclista passa pelo marco quilémetro zero (km 0)?
Resolugao:
Para que o motociclista passe pelo marco 0 km, temos que S(t) = 0 km. Logo:
0=100t—50= 100t =50 =t = -%%- —t=05h
Interpretagdo:
A fungao S(t) = 100t — 50 é uma fungdo afim do tipo S(t) = vt + S(0). o
Quando t = 0, temos S(0) = —50 km, que representa a posigéo inicial que o motociclista ocupava no inicio do
movimento (estava 50 km antes do marco 0 km). Ele movimentava-se com velocidade constante de 100 km/h
para a frente (velocidade positiva), isto &, v =100 km/h. -
Para que ele chegue ao marco 0 km partindo do marco —50 km, ele precisa percorrer uma distancia de 50 km.
Como se desloca com velocidade constante de 100 km/h, temos:

100km—1h § (km)
50km ——t 100 F--=-mmmmmm s :
Assim,t=05h.

Graficamente, temos: T Py .

0 05, 1 15
s Tempo em que ele passa pelo marco S = 0 km
-50+

Dante, 2005,p.101

Finalmente, sdo propostos trés exercicios, que exigem do estudante
apenas a aplicacdo dos conhecimentos apresentados nos exemplos
desenvolvidos pelo autor. Sendo assim estes exercicios podem ser

classificados no maximo como mobilizavel.
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80. Analise o gréfico da posigao (S) de um ponto ma- | a) a velocidade desse ponto material;

terial dada em fungdo do tempo (t) e determine: b) a fungdo do movimento desse ponto material;
c) a posicdo desse ponto material no instante
t=30s.
S (m)

81. A funcio da posigao em relagdo ao tempo do mo-
vimento de um ponto material € S = 50 — 10t. De-
termine:

a) a velocidade e a posigao inicial desse ponto
material.

; ' b) o grafico da posigao (S) em fungao do tempo
S S te) .

010 20 30 40 50 c) o gréfico da velocidade (v) em fungéo do tem-

po (t).

Dante, 2005, p.103

O item Proporcionalidade e funcéo linear

Através de uma situagdo problema apresentada no registro de
representagdo da lingua natural e registro de representacdo tabela, o autor
introduz o assunto com uma pequena revisdo sobre a nocdao de

proporcionalidade, como ¢ possivel verificar na figura a seguir.

T Proporcionatl

Udue 2 1UllcCdu Lillea

Um motorista mantém seu carro numa rodovia a uma velocidade constante de 90 km/h.

a) Em quanto tempo ele percorrera 225 km?
b) Quantos quildmetros ele percorrera em 3,5 horas?

Esta & uma situagdo que envolve os conceitos de proporcionalidade e de fun¢ao linear.

. onalidad

Analisando a tabela ao lado, que representa a situagao anterior, ob-

serve que:

a) quanto maior o tempo, maior sera a distancia percorrida; 3

b) se dobrarmos, triplicarmos, etc. o valor do tempo (t), entdao o valor % 45

correspondente da distancia (d) fica dobrado, triplicado, etc. ] o]

Quando isso ocorre entre duas grandezas, dizemos que elas sao 2 180

proporcionais (ou diretamente proporcionais). Logo, tempo e distancia 3 270

percorrida sdo grandezas proporcionais, quando se tem velocidade cons- 4 360

tante. t d = 90t

Dante, 2005, p. 103
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Em seguida, para generalizar a situacdo o autor introduz o que ele
denomina “linguagem matematica”, que na realidade ¢ a modelagem do
caso particular de uma situacdo de proporcionalidade através de uma

fungdo como ¢ possivel verificar na ilustracao abaixo.

Linguagem matematica

Na linguagem matematica, essa no¢ao de proporcionalidade pode ser assim expressa:
Duas grandezas sdo proporcionais se para cada valor x de uma delas corresponde um valor y bem definido na
outra (x — y), satisfazendo:

a) Quanto maior for x, maior sera y, ou seja:

sex—yex —y, entdo x < x implicay <y’

b) Se dobrarmos, triplicarmos, etc. o valor de x, entdo o valor correspondente de y sera dobrado, triplicado, etc.,
ou seja:
se x — y, entdo nx — ny para todo n € N*.
A correspondéncia x — y que satisfaz essas duas condi¢des chama-se proporcionalidade.

Dante, 2005, p.103

Passando aos exercicios resolvidos que também sdo apresentados
através de situacOes problemas e onde sdo resgatadas as nogdes de area de
triangulo e juros simples, isto €, o autor efetua aqui uma articulagdo entre o
quadro das funcdes e o quadro da geometria ¢ da matematica financeira
respectivamente.

Os quatro exercicios propostos pelo autor seguem a mesma linha dos
exercicios resolvidos com mudangas de quadro onde as nog¢des geométricas
de perimetro, area, volume e retas estdo em jogo. .

Este item funciona como uma introdugdo o proximo item, que ¢
func¢ao linear.

Funcéo linear

Considerando a revisdo de proporcionalidade apresentada
anteriormente, o autor introduz o assunto a partir do conceito de
proporcionalidade, mas agora de forma algébrica utilizando o registro de

representagdo algébrico intrinseco.
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Sendo assim, ele faz uma apresentacao da fun¢do linear como caso
particular da funcdo afim, utilizando como exemplo o grafico do
deslocamento de um corpo em fun¢do do tempo que parte da origem de um
sistema cartesiano ortogonal e cujo grafico ¢ uma reta. A partir deste
grafico o autor conclui que a fungdo linear ¢ o0 modelo matematico para os
problemas de proporcionalidade.

Grandezas inversamente proporcionais

O autor procura mostrar o que sdo as grandezas inversamente
proporcionais utilizando os mesmos mecanismos da funcdo linear, isto &,
estudando as nogdes associadas a nocao de fungdo afim o que favorece as
articulacOes entre esta no¢do ¢ as noc¢oes intramatematicas, tais como razao
e propor¢do teoricamente vistas no ensino fundamental II e aqui sao
tratadas ndo apenas como uma revisdo, mas como uma forma de
articulacdo que permite mudangas de quadros e pontos de vista além da
conversao de diferentes registros de representagdo semidtica.

Em seguida, sdao propostos 20 exercicios que em geral, sao
anunciados no registro de representacdo da lingua natural e que permitem

desenvolver os trés niveis de conhecimento. .

87. A distancia entre duas cidades é de 400 km. O
tempo gasto para um veiculo percorrer essa dis-
tancia depende da sua velocidade média.

a) Faga uma tabela com valores para velocidade
(km/h) e tempo (h).

b) Construa o grafico com os valores da tabela.

c) Verifique se essa é uma fungdo com proporcio-
nalidade direta ou inversa.

Dante, 2005, p.107
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91. O preco de venda de um livro é de R$ 15,00 por
unidade. A receita total obtida pela venda desse
livro pode ser calculada pela formula: receita total =
= preco de venda por unidade vezes quantidade
de livros vendidos.

a) Indicando por x a quantidade de livros vendi-
dos, escreva a lei dessa funcgéo.

b) Essa funcao é linear?

c) A receita total é diretamente proporcional ao
namero de livros vendidos?

Dante, 2005, p.107

O item Outras aplicacdes da Funcao Afim

Nenhum discurso acompanha este item, apenas exercicios propostos
para os estudantes, onde sdo exigidos os trés niveis de conhecimento
segundo Robert (1997) e, alem disso, sdo consideradas todas as
articulagdes propostas anteriormente no capitulo, entre quadros, registros
de representacdes e pontos de vista.

E neste item que o nivel disponivel aparece realmente, pois a
inexisténcia do discurso tecnologico que acompanham os exemplos deixa a
cargo dos estudantes reconhecerem em cada uma das doze tarefas
propostas os diferentes itens desenvolvidos anteriormente.

Este livro deixa evidente a importadncia das articulagdes entre as
diferentes nocdes de diferentes quadros ou dominios da propria matematica
a nog¢do de funcdo afim, que sdo agentes facilitadores para retomadas
dessas nogdes ao longo de todo curso de matematica do ensino médio, pois
muitas destas articulagdes exigem que o estudante disponha de

conhecimentos sobre nogoes trabalhadas no ensino fundamental.
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Em relacdo, aos registros de representacdo considerados neste
trabalho, além de utiliza-los justificando as conversdes entre eles, mesmo
se nao tratadas com esta terminologia, o livro também faz as articulagdes
entre a no¢cdo de fun¢do afim e os conhecimentos intramatematicos e
extramatematicos, considerando os diferentes registros de representacao
associados a estes conhecimentos, facilitando assim, o trabalho do
professor.

Dessa forma, a obra apresenta uma grande diversidade de
articulagdes, tratando exaustivamente as possibilidades de articulacdes
entre as diferentes formas de conhecimento e suas representacdes para a
no¢do de fungdo afim, mas para que ela posa ser trabalhada em sua
totalidade ¢ necessario que o professor fique atento para o nivel de seus
estudantes em relacdo as noc¢des em jogo. Verifica-se, assim, que existem
muitas possibilidades de articulagdo e que ¢ necessario que um trabalho
neste mesmo nivel venha sendo desenvolvido no ensino fundamental para
que os estudantes desenvolvam o habito deste trabalho flexivel o que
permitira o desenvolvimento de um trabalho exaustivo de articulacdo dos
conhecimentos associados a no¢ao de funcdo afim como proposto por este
auto, mas o professor precisa levar em conta aqueles estudantes com
lacunas relativas as nog¢des em jogo, para ndo dificultar ainda mais a

compreensao dessas articulacoes.
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4. Conclusao

Em geral, os livros trazem a definicdo de fungdo afim e pode se
considerar que utilizam as conversdes no sentido férmula-tabela-grafico,
isto ¢, a passagem do registro de representagdo algébrico intrinseco para o
registro de representagdo algébrico explicito e deste, para o registro de
representagdo tabela ou registro de representacdo par ordenado e deste para
o registro de representacdo grafico, mas dos livros didaticos deixa como
exercicio proposto a conversdo no sentido contrario, isto €, registro de
representagdo grafico ou registro de representacao tabela ou registro de
representacao par ordenado para o registro de representacdo algébrico
explicito ou registro de representagdo intrinseco, € muitos estudantes nao
reconhecem a conversdo grafico- formula ou tabela-férmula, isto €, registro
de representacdo grafico para o registro de representacdo algébrico
explicito ou registro de representagdo tabela ou registro de representacao
par ordenado para o registro de representacdo algébrico explicito
respectivamente, pois essas conversoes exigem que o estudante disponha
de conhecimentos ja adquiridos em séries anteriores, ou seja, quando a
conversdo ¢ pedida na ordem férmula-tabela-grafico, isto €, a passagem do
registro de representagdo algébrico intrinseco para o registro de
representagdo algébrico explicito e deste, para o registro de representacao
tabela ou registro de representacao par ordenado e deste para o registro de
representagdo grafico basta que o estudante mobilize seus conhecimentos
de valor numérico, expressdes numéricas, coordenadas no plano cartesiano,
0 que caracteriza, conforme A. Robert, o nivel mobilizdvel, mas se o
estudante tiver que fazer a conversdo no sentido contrario por exemplo
grafico-formula ou tabela formula, isto €, registro de representacdao grafico
para o registro de representacdo algébrico explicito ou registro de

representacdo tabela ou registro de representacdo par ordenado para o
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registro de representacdo algébrico explicito, respectivamente ele tera que
articular conhecimentos e conceitos j4 adquiridos anteriormente, o que
“dificulta” o nivel da tarefa para o estudante, uma vez que o nivel exigido ¢
o disponivel, além disso, quando estas tarefas apresentam um contexto de
uma situacdo-problema, a tarefa torna-se ainda mais “dificil” para o
estudante, pois além de exigir o nivel disponivel para a conversao de
registro de representagdo, ela também coloca em jogo a articulagdo de
conhecimentos intramatematicos e extramatemdticos que devem ser
disponiveis para que possam ser reconhecidos pelo estudante, além disso, o
estudante precisa “traduzir” o enunciado, exigindo assim, um
reconhecimento do novo contexto e um bom nivel de leitura e interpretagao
de textos, o que reforga a questdo de escrever em matematica”.

Os livros tentam mudar este panorama, mas em alguns casos, a
conversdo formula-tabela-grafico, isto ¢, a passagem do registro de
representagdo algébrico intrinseco para o registro de representacao
algébrico explicito e deste, para o registro de representagdo tabela ou
registro de representacdo par ordenado e deste para o registro de
representagdo grafico, ainda € privilegiada e o outro sentido de conversao ¢
deixado para o professor e para o estudante.

Portanto, antes de escolher o livro o professor necessita conhecer
melhor seus estudantes para saber quais as nogdes que os mesmos dispoe,
nao podendo ficar simplesmente preso aos planos de ensino. Neste caso,
verifica-se que quando se deseja trabalhar a nog¢do de fun¢do afim
articulando dominios ou quadros, efetuando mudancas de pontos de vista e
conversdoes de registros de representacdo semidticas ¢ necessario
reconhecer o nivel de conhecimento dos estudantes em relacdo as nogoes
que permitem essas articulacdes para que o estudante seja capaz de
trabalhar de forma flexivel buscando em sua estrutura cognitiva, os

conhecimentos necessarios para o trabalho que lhe € proposto.
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O professor estando consciente desta situacdo e do fato que existem
varias formas de articular as diferentes representagdes para a nogao de
fun¢do afim, todas associadas aos conhecimentos trabalhados
anteriormente, ¢ também sabendo que os livros necessitam fazer suas
escolhas, deve estudar e identificar aquelas que melhor se adapta aos seus
estudantes levando em consideracdo os conhecimentos prévios dos
mesmos.

Por exemplo, na literatura, o conceito de fungdo ¢ introduzido através
do registro de representacdo diagrama de Venn e uma das dificuldades dos
estudantes pode estar em fazer as conversdes desse registro de
representacdo para os registros de algébrico intrinseco, isto ¢€,
f: A—> Bx:— f(x) com x €A, f(x) e B, a#0, o que dificulta o trabalho
com os casos gerais que sdo tratados nos cursos da area de exatas ensino
superior. Esta falta de um trabalho explicito sobre a conversdo das
diferentes representacoes, que em geral, ¢ deixado totalmente a cargo do
estudante pode ser um dos fatores das dificuldades encontradas pelos
estudantes para reconhecer e utilizar o conceito de fungdo, que ¢é essencial
para o estudo de um grande nimero e problemas de ciéncias naturais,
matematica e tecnologia.

Além disso, a articulagdo constante das nog¢des matematicas que
estdo sendo introduzidas com aquelas que foram trabalhadas anteriormente,
permite que o estudante se habitue a procurar no ‘“arquivo” de seus
conhecimentos, aqueles que podem ser relacionados com a nog¢do de
funcdo, sendo assim capazes de encontrar novos meios € solu¢do de uma
tarefa diferente do proposto nos livros didaticos ou pelo professor, que seja

mais coerente com os conhecimentos que ele mesmo possua.
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CAPITULO5

GESTAO PESSOAL DA ARTICULACAO ENTRE AS DIFERENTES
FORMAS DE CONHECIMENTO PARA A NOCAO DE FUNCAO
AFIM: ANALISE DOS RESULTADOS OBTIDOS NO SARESP



1.Introducéo

Desde 1996 a Secretaria da Educagdo do Estado de Séo Paulo - SEE/SP
realizou nove edigdes do Sistema de Avaliagdo de Rendimento Escolar do
Estado de S&o Paulo - Saresp, cujo objetivo é avaliar o sistema de ensino
paulista, visando melhorar sua qualidade através da aplicacéo de provas para
medir o desempenho dos alunos em Leitura/Escrita e Matemética. A Ultima
edicdo do Saresp realizada em novembro de 2005 serd objeto dessa andlise,
pois possui elementos que permitem a andlise das diferentes formas de
conhecimento associadas a nogdo de funcéo afim.

O exame do Saresp esta fundamentado nas propostas curriculares da
Coordenadoria de Estudos e Normas Pedagdgicas — CENP/SEE e nos
Parametros Curriculares Nacionais para 0 Ensino Médio — PCNEMSs, para o0s
quais estudaram-se os objetivos e finalidades no segundo capitulo desse
trabalho, na tentativa de identificar as articulagbes de dominio ou quadros,
registros de representacdo semioticas a serem trabal hados, assim como as suas
possivels conversdes e as mudangas de ponto de vista sugeridas, mesmo se
essas articulagdes ndo sio tratadas utilizando essa terminologia.

Optou-se por apresentar apenas 0s itens que tratam essencialmente de
nocdes associadas a construcdo do conceito de fungdo afim.

Observa-se ainda que, segundo o0 Saresp, € importante que a avaliacdo
leve em conta:

- Entre as competéncias e habilidades esperadas dos alunos do ensino médio
estdo: Aplicar seus conhecimentos matematicos a situacdes diversas,
utilizando-os na interpretacdo da ciéncia, na atividade tecnologica e nas

atividades cotidianas; reconhecer representacdes equivalentes de um mesmo
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conceito, relacionando  procedimentos associados as  diferentes
representacgdes. (Encontro de Matematica — AvaliacGes Externas, 2005).

- E entre algumas discussdes e propostas referentes ao ensino est&: a énfase na
resolucdo de problemas, na exploracdo da Matematica a partir dos
problemas vividos no cotidiano e encontrados nas varias disciplinas e néo a
mera mecanizacdo de regras e técnicas. (Encontro de Matematica -
AvaliacOes Externas, 2005)

Foram sugeridas como indicagbes para a elaboracdo da prova a
classificagcdo, conforme o artigo “Ferramentas de andlise de conteldos a
ensinar” de Robert (1998), em particular, explora-se a questdo dos niveis de
conhecimento esperados dos estudantes, no qual esta centrado o referencia
tedrico dessa pesquisa.

O objetivo de apresentar esses resultados € para verificar quais as
relacOes pessoais desenvolvidas pelos estudantes de uma escola da Zona Sul
da cidade de S&o Paulo, em relacéo ao objeto de estudo funcéo afim com base
nas relagdes institucionai s existentes.

A andlise das relacbes institucionais, desenvolvida através da andlise
dos livros didaticos mostra a importancia de levar o estudante a trabalhar os
niveis mobilizavel e disponivel, portanto, espera-se que o estudante disponha
dos conhecimentos associados a nogdo de funcdo afim e que disponha de suas
possibilidades de articulacBes, isto € sga capaz de efetuar mudancas de
dominios ou quadros, escolher os registros de representacdo adequados e
mudar de ponto de vista quando necessario.

Para observar as relagcOes pessoais desenvolvidas pelos estudantes em
relacdo ao objeto funcdo afim, selecionam-se aqui, as provas das trés series do
ensino médio do periodo noturno do Saresp 2005, aplicadas para os alunos de

uma escola publica Estadual localizada na zona Sul da cidade de S&o Paulo.
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Trata-se de um resultado parcia que permite compreender melhor a relacdo
gue os alunos dessa determinada escola desenvolveu em relacdo ao objeto
funcao afim.

Primeiro, antes da analise dos resultados de cada questéo considera-se a
matriz de especificacdo dos contelidos e das habilidades com o respectivo
gabarito para a respectiva série e os relacionado as questdes onde a nogdo de
funcdo afim estd em jogo.

Para isso, consideram-se as seguintes guestbes para a andlise dos
resultados:
| — Nivel de conhecimento esperado dos estudantes: técnico, mobilizavel e
disponivel (segundo Robert);

Il - Conhecimentos disponiveis para solucéo datarefa.

Em seguida, apresenta-se 0 desempenho dos estudantes em relagcdo a cada
guestdo, seguidos de um comentario.

2. Desempenho nas provas de Matematica — Fungao afim

2.1 Prova de Matematica da 1° série do Ensino Médio periodo noturno
Questbes de 01 a 08

NuUmero de alunos: 58

MATRIZ DE ESPECIFICACAO - MATEMATICA
Ensino Médio — 12 Série

Conteudos Habilidades
Gabarito
Algebra: nimeros e 1. Reconhecer grandezas direta ou inversamente proporcionais e
funcdes grandezas nem direta nem inversamente proporcionais, dada uma C
tabela de valores.

2. Reconhecer grandezas direta ou inversamente proporcionais €
grandezas nem direta nem inversamente proporcionais, dada um D
grafico cartesiano.

3. Expressar agebricamente a dependéncia de uma varidvel em relacéo
aoutra, apartir da andlise de tabelas.

4. Interpretar gréfico conferindo significado as variagfes das grandezas
envolvidas.
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5. Identificar gréfico que representa uma funcéo afim.

Identificar umafungdo afim a partir de seu gréfico.

7. Aplicar propriedades da funcdo afim para resolver situacBes em
contextos variados.

8. Utilizar inequagdo do 1° grau para resolver situacdo-problema.

o
> 0O >

01. Um prémio de loteria no valor total de RS 500 000,00 sera dividido pelo namero de
ganhadores de forma igual, conforme mostra a tabela abaixo:

Ganhadores Valor (R%)
1 500 000,00
2 250 000,00
5 100 000,00
10 S50 000,00

Da leitura desta tabela concluimos que:

(A) quando aumenta em 1 unidade o nimero de ganhadores, ¢ valor do prémio &
sempre reduzido em RS 250 000,00.

(B) se dobrar o nimero de ganhadores, o valor do prémio sera dobrado.

(C) se triplicar o niumero de ganhadores, o valor do prémio sera reduzido a terga parte.

(D) o ndmero de ganhadores aumenta quando o valor do prémio aumenta.

Gabarito: alternativaC
Fonte: Saresp 2005-Prova de Matematica da 1° série do Ensino Médio periodo noturno
I — Nivel de conhecimento esperado dos estudantes: técnico, mobilizavel e
disponivel (segundo Robert):
Disponivel;
Il - Conhecimentos disponiveis para solucédo da tarefa:
Interpretacéo databela; Grandezas inversamente proporcionais;

Desempenho dos alunos

Questao
01 TurmaD TurmaE Totd %
A 9 15 24 41,4
B 2 1 3 52
C 12 12 24 41,4
D 5 2 7 12
Total 28 30 58 100
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Comentarios:

Os dados mostram que 0 mesmo numero de alunos que escolheu a
aternativa A, escolheu a aternativa C que é a Unica resposta correta. A
primeira alternativa corresponde a uma interpretacdo errobnea na qual o
estudante: identifica que o nUmero de ganhadores aumenta uma unidade, o
valor do premio é reduzido para R$ 250.000,00, considerando apenas os dois
primeiros dados da tabela ou ndo levando em consideragao as outras linhas ou,
ainda, ndo levando em consideracdo a palavra “sempre” que aparece na
aternativa A.

Considerando que apenas 41,4% dos estudantes deram uma resposta
correta, levando-se em conta que se trata de um teste objetivo no qual alguns
estudantes podem ter dado a resposta correta por acaso, pode-se dizer que a
nocdo de grandezas inversamente proporcionais ainda néo € disponivel para
muitos estudantes ou que esses estudantes ndo tém o hébito de trabalhar com a
interpretacdo desse tipo de texto desprezando palavras como “sempre”, 0 que
modifica os resultados encontrados, isso faz com que fiquem presos a uma

andlise local da questéo.
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02. Em uma certa cidade ndo ha cobranca de taxa minima de uso. O valor da conta de

agua e diretamente proporcional ac consumo. Dos graficos abaixo, o que relaciona o
valor da conta com o consumo é&:

(A)  walor (B)  walor 4
(R3) (R$) /
CONSUmC ;_f:- CONSUILD '5-“_’132'
(C)  walor 4 (D) waler
(R3) (R3)
CONEIINg ':.;‘—"l!:' COnsumo {mj}

Gabarito: alternativaD
Fonte: Saresp 2005-Prova de Matemética da 1° série do Ensino Médio periodo noturno

I — Nivel de conhecimento esperado dos estudantes: técnico, mobilizavel e
disponivel (segundo Robert):

Mobilizavel;

Il - Conhecimentos disponiveis para solucédo da tarefa:
Articulacdo entre a representacdo grafica da funcéo linear com a nogdo de
grandezas diretamente proporcionais;

Desempenho dos alunos

Questao
02 TumaD TurmaE  Totd %
A 10 11 21 36,2
B 5 2 7 12
C 9 8 17 29,4
D 4 9 13 22,4
Totd 28 30 58 100
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Comentarios:

Apenas 22,4% dos estudantes deram uma resposta correta para essa
guestdo, 0 gque deixa ainda mais evidente que para os estudantes analisados
existe uma dificuldade associada a articulagdo entre a nogdo de grandezas
diretamente e inversamente proporcionais e a de identificagcdo de suas
representacoes graficas.

Os dados da questdo mostram que a maioria dos alunos escolheram a
alternativa A e apenas 13 escolheram a alternativa D, que € a resposta correta.
Escolher a primeira aternativa corresponde a uma interpretacdo errGnea por
parte dos estudantes, pois mostra que eles ndo identificam a nocdo de
grandeza diretamente proporcional com a nocdo de funcéo linear que
corresponde a uma importante articulacdo entre formas de dominios ou

quadros e que, além disso, exige uma conversao de registro de representacao.

03. A tabela abaixo mostra pares de valores correspondentes de duas grandezas
relacionadas X e Y.

X 2 3 4 ) B
Y 4 g 12 16 20

A relacdo algébrica entre X e Y pode ser expressa como:

(A)Y =2% (B)Y=X>-X+2 (C)Y=4X -4 (D)Y =3X-2

Gabarito: alternativaC
Fonte: Saresp 2005-Prova de Matemética da 1° série do Ensino Médio periodo noturno

I — Nivel de conhecimento esperado dos estudantes: técnico, mobilizavel e
disponivel (segundo Robert):
Disponivel;

Il - Conhecimentos disponiveis para solucédo da tarefa
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Tabela-formula; Vaor numérico; identificagdo da funcdo através da formula
f(X) = ax + b, sistema de equagdo do 1° grau com duas incognitas,

Desempenho dos alunos

Questao
03 TurmaD TurmaE Totd %
A 12 6 18 31
B 5 15 20 34,5
C 8 6 14 24,1
D 3 3 6 10,4
Total 28 30 58 100

Comentarios:

Mesmo tratando-se de uma questdo simples, verifica-se que apenas
24,1% responderam corretamente.

N&o é proposto um problema nessa questo. E dada uma tabela, que
deve ser compreendida e interpretada, o que permitiria escolher diretamente as
aternativas C e D, por uma simples verificacdo chegar a resposta correta, isto
é, calculando o valor numérico. Sendo a alternativa C a Unica correta. Os
dados mostram que a adternativa B fol a mais escolhida, o valor
correspondente de X apresenta o valor correto de Y nas duas primeiras
colunas da tabela, 0 que pode ser interpretado como uma leitura parcial da
guestéo pelos estudantes, isto €, falta de habito de trabalhar com esse tipo de
guestdo, levando-o0s a ndo analisar todos 0s casos possive's, isto €, nesse caso,
esse resultado parece mostrar que os estudantes ndo analisam os dados do
problema, mas escolhem al eatoriamente suas respostas.

E importante observar que muitas vezes para controlar os resultados
pode-se utilizar o cllculo do valor numérico, mas devem-se habituar os

estudantes a efetuar o controle para todos os dados do problema. Esse
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trabalho, sO sera efetuado quando desenvolvido explicitamente nas aulas
durante o periodo escolar dos estudantes, ou sgja, essa € uma atividade que
necessita ser trabalhada para que os estudantes se habituem a utilizé-la em seu
trabalho diario.

04. © grafico abaixo mostra como variou a temperatura em uma cidade durante um certo dia.

) 7 —_

]

o1 2 3 4 5 868 7 8 % 1011121314 15 16 17 18 15 20 271 22 23 24

Pode-se afirmar que:

(A) atemperatura maxima foi atingida ac meio-dia.

(B) atemperatura minima ocorreu por volta das 4 da manha.

(C) no periodo entre as 0 e as 12 horas a temperatura foi crescente.
(D) no periodo entre as 12 e as 24 horas a temperatura foi decrescente.

Gabarito: alternativaB
Fonte: Saresp 2005-Prova de Matematica da 1° série do Ensino Médio periodo noturno

I — Nivel de conhecimento esperado dos estudantes: técnico, mobilizavel e
disponivel (segundo Robert):

Técnico;

Il - Conhecimentos disponiveis para solucéo da tarefa

Plano Cartesiano; coordenadas no plano cartesiano;
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Desempenho dos alunos

Questao
04 TurmaD TurmaE  Tota %
A 5 3 8 13,8
B 8 10 18 31
C 5 3 8 13,8
D 10 14 24 41,4
Total 28 30 58 100

Comentarios:

Mesmo sendo uma quest&o gue exige apenas a leitura de um ponto no
grafico verifica-se que apenas 31% dos estudantes encontraram esse ponto
tendo dificuldade em distinguir pontos de maximo e minimo e crescimento de
uma curva.

Nessa questdo, o grafico € usado para representar as temperaturas de
uma cidade durante um certo dia. Na cidade a temperatura minima ocorreu por
volta das 4 horas da manhd, o que corresponde a alternativa B, observa-se que
a dternativa errada D, que foi escolhida pela maioria dos estudantes com 24
das escolhas, fornece uma informagdo que no primeiro momento parece
correta, aparentemente, este erro pode ter ocorrido pela falta de habito dos
estudantes de determinar pontos de maximo e minimo em graficos
representados em um sistema cartesiano ortogonal. Em geral, no ensino médio
se estuda o intervalo em que a funcdo € crescente ou decrescente e ndo se

trabalha com a questdo dos méaximos e minimos.
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05. Entre os graficos abaixo, o Unico que representa uma funcdo do tipo y=ax +5 é:

{A) YA (B) Y A

N

/m.;
S—
Y

(C) LI (D) Y A
/_\ x s “
| \ X X

Gabarito: alternativa A
Fonte: Saresp 2005-Prova de Matemética da 1° série do Ensino Médio periodo noturno

I — Nivel de conhecimento esperado dos estudantes: técnico, mobilizavel e
disponivel (segundo Robert):

Técnico;

Il - Conhecimentos disponiveis para solucéo da tarefa

Formula-grafico; identificacdo da reta no plano cartesiano usando a lel de

formacdo (férmula) de umafuncdo afim através daformulaf(x) = ax + b;

Desempenho dos alunos

Questao
05 TurmaD TurmaE  Total %
A 10 11 21 36,2
B 7 11 18 31,1
C 3 4 7 12
D 8 4 12 20,7
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Total 28 30 58 100
Comentarios:

Essa quest&o teve um bom indice de acertos, com 21 das escolhas feitas
para a alternativa A, que € a verdadeira, isso pode estar associado ao fato da
guestdo exigir apenas 0 hivel técnico e assemelhar-se com questdes
provenientes de livros didaticos. Sendo assim, os estudantes reconhecem mais
facilmente seu enunciado, pois este esta mais proximo da realidade encontrada
em salade aula.

Nessa questdo, o gréfico é usado para representar a lei de formagéo da
funcdo afim, basta 0 estudante reconhecer o grafico da funcéo representado
por uma reta como alei de formacao de umafuncéo afim. Em geral, no ensino
meédio se privilegia 0 sentido de conversdo formula-gréfico, ou sgja, a
conversao do registro de representacdo algébrico intrinseco para o registro de
representacéo grafico, o que deve facilitar a interpretacdo por parte dos
estudantes que estdo habituados a esse tipo de articulagéo de registros de
representacdo semioticas.

06. Dentre as funces abaixo, identifique aquela gue melhor representa o grafico
mostrado ac lado.

(A) Ff(x)=10x-7
B) Fflx)=2x+1
(C) flx)=x-2
(D) Flix)=6x-1

Gabarito: alternativa B
Fonte: Saresp 2005-Prova de Matemética da 1° série do Ensino Médio periodo noturno
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| — Nivel de conhecimento esperado dos estudantes: técnico, mobilizavel e
disponivel (segundo Robert):

Mobilizavel;

Il - Conhecimentos disponiveis para solucéo da tarefa

Géfico-formula; lei de formagdo de uma funcdo afim através da formula
f(x) = ax + b; identificar o coeficiente linear como um ponto que pertence ao

eiX0 das ordenadas; sistema de duas equagdes do 1° grau com duas incognitas;

Desempenho dos alunos

Questao
06 TurmaD TurmaE Totd %
A 4 4 8 13,8
B 10 13 23 39,7
C 5 9 14 24,1
D 9 4 13 22,4
Total 28 30 58 100

Comentarios:

Mesmo sendo uma questdo que costuma ser bastante trabalhada no
ensino médio, e para a qual basta mobilizar a no¢éo de funcéo afim, verifica-
se que apenas 39,9% dos estudantes encontraram a resposta correta. As
dificuldades encontradas podem estar associadas aos conhecimentos supostos
disponiveis para solucdo da questdo. Verifica-se aqui, também, que pode ter
havido dificuldade na interpretacdo do gréfico dado, que foi constituido
através de um sofware, mas deve-se lembrar que os estudantes dessa escola

n&o utilizam o computador, pois a escola ndo dispde dessa ferramenta.
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07. Para estipular o preco por seu trabalho, o pintor de paredes André cobra uma taxa
fixa de R$ 50,00 e mais uma taxa de RS 10,00 por m” pintado. André vai pintar uma
parede de 10m~. Quanto André cobrara por esse trabalho?

(A) RS 50,00

(B) R3100,00

(C) RS 150,00

(D) RS$ 200,00

Gabarito: alternativaC
Fonte: Saresp 2005-Prova de Matemética da 1° série do Ensino Médio periodo noturno

I — Nivel de conhecimento esperado dos estudantes: técnico, mobilizavel e
disponivel (segundo Robert):

Disponivel;

Il - Conhecimentos disponiveis para solucédo da tarefa:
Aplicacdo das quatro operacoes (adicédo, subtracdo, multiplicacéo e divisdo);
lei de formagdo (férmula) de uma funcdo afim através da formula
f(x) =ax +b.

Desempenho dos alunos

Questao
07 TurmaD TurmaE  Totdl %
A 1 1 2 34
B 2 9 11 19
C 8 12 20 34,5
D 17 8 25 43,1
Total 28 30 58 100

Comentarios:

Essa questdo € uma situacdo problema aparentemente simples, onde a

nocdo de funcdo afim pode ser utilizada para a sua solucéo, mas da forma
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como esta enunciada, basta 0 estudante efetuar uma operacdo simples
(10x10+50 = 150) para encontrar a solugéo.

Através dos dados obtidos, verifica-se que apenas 34,5% dos estudantes
responderam corretamente a questdo, pode-se considerar que a dificuldade
esta na interpretacdo do problema, quando o estudante precisa mobilizar os
conhecimentos prévios da noc¢éo de calculo de area para saber quantos metros
quadrados foram pintados, que parece ainda ndo esta disponivel para muitos
estudantes, em especia para os estudantes da Turma D. Vale ressdtar a
diferenca estabelecida entre as turmas D e E, pois na TurmaD, a maioria dos
estudantes optou pela alternativa D, 0 que ja ndo ocorreu com a Turma E,
onde um ndmero maior de estudantes optou pela alternativa correta.
Certamente, para compreender melhor essa diferenca, seria interessante
analisar o caminho dos estudantes das duas turmas, 0 que ndo é a proposta
desse trabalho, mas que podera ser objeto de novos trabal hos.

08. Uma companhia de telefonia celular possui dois planos de tarifacdo para seus
usuarios: Planc |- taxa de R$% 20,00 por més, mais R$% 0,30 por minutoc de
conversacdo Plano 1l: sem taxa mensal e R$ 0,50 por minuto de conversagdo O
plano | € o mais vantajoso para as pessoas que, por més, falam

(A) mais do que 100 minutos
(B) menos do que 100 minutos
(C) mais do que 40 minutos
(D) menos do gue 40 minutos

Gabarito: aternativa A
Fonte: Saresp 2005-Prova de Matemética da 1° série do Ensino Médio periodo noturno

I — Nivel de conhecimento esperado dos estudantes: técnico, mobilizavel e
disponivel (segundo Robert)

Disponivel;
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Il - Conhecimentos disponiveis para solucéo da tarefa
Aplicacdo das quatro operacoes (adicao, subtracdo, multiplicacéo e divisdo);
lei de formagdo (férmula) de uma funcdo afim através da formula

f(x) = ax + b, sistema equacéo do 1° grau com duas incognitas; inequacdo do

1° grau.
Questao

08 TurmaD TurmaE Tota %
A i 14 21 36,2
B 13 4 17 29,3
C 5 4 9 15,5
D 3 8 11 19

Total 28 30 58 100

Comentarios:

Essa questéo estd contextualizada no cotidiano, apesar de estar situada
no contetdo de funcéo afim, basta que o estudante efetue algumas operactes
simples, como adicdo e multiplicacdo ou resolva uma inequagdo do 1°grau
(0,3x + 20 < 0,5x) para achar a sua solucao.

No entanto, mais uma vez, se estabelece uma diferenca entre as turmas,
pois na Turma D, parece que ainda ha uma grande dificuldade de interpretacéo
de anunciados, isto € a maioria dos estudantes desta turma optou pela
alternativa B (menos do que 100 minutos), que € a resposta justamente
contrdria a aternativa correta e que pode ser interpretada como uma
dificuldade por parte dos alunos em trabalhar com intervalos, o que ja néo
ocorreu com a Turma E, onde a maioria optou pela aternativa correta (mais
do que 100 minutos).

2.2 Prova de Matematica da 2° série do Ensino Médio periodo noturno
Questao 07

NuUmero de alunos; 61
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MATRIZ DE ESPECIFICACAO - MATEMATICA
Ensino Médio — 22 Série

Conteudos Habilidades .
Gabarito

Algebra: nameros e 7. Identificar propriedades de um gréfico de fungdes expressas por

~ 2s B
fUﬂQOGS varias sentengas.

07. Dada a funcéo

-x+ 2 se x<0,
f(x)=4¢ x-1 se 0=x<2;
X-2 s8¢ x=2;

o valor minimo de f(x) &:

(A) -2 (B) -1 (C)0 (D) 2

Gabarito: alternativaB
Fonte: Saresp 2005-Prova de Matematica da 2° série do Ensino Médio periodo noturno

I — Nivel de conhecimento esperado dos estudantes: técnico, mobilizavel e
disponivel (segundo Robert)
Mobilizavel;
Il - Conhecimentos disponiveis para solucéo da tarefa
Valor numeérico; inequacéo do 1° e 2° grau; minimo de uma funcéo.

Desempenho dos alunos

Questao
07 TurmaC TurmaD Totd %
A 6 7 13 20,5
B 13 4 17 27,4
C 8 4 12 19,7
D 13 7 20 32,4
Tota 40 22 62 100
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Comentarios:

Apesar dessa questdo exigir o conhecimento de funcdo definida por
mais de uma sentenca, sgja da funcdo afim ou da funcdo quadrética, o
estudante poderia chegar a solugdo da questdo efetuando apenas algumas
operagdes simples como adicao, subtracéo e poténcia.

Aparentemente, devido a diversidade de escolhas de alternativas, os
estudantes ndo reconheceram a possibilidade de conversdo do registro de
representacdo algébrico explicito para o registro de representacdo grafico, que
facilitaria a interpretacéo do resultado. Pode-se ainda supor que a dificuldade
dos estudantes tenha sido a falta de conhecimento das técnicas de trabaho
com intervalos, isto € 0s estudantes ndo dispunham de conhecimentos

associados a nocéo de interval os.

2.3 Prova de Matematica da 3° série do Ensino Médio periodo noturno
Questdes. 04, 14 e 15
Numero de alunos. 96

MATRIZ DE ESPECIFICAQAO - MATEMATICA
Ensino Médio — 32 Série

Contetidos Habilidades Gabarit
0

Algebra: dentifi &ico d funcio polinomial do primei

ndmeros e 4, | (?ryu icar o grafico de uma funcéo polinomial do primeiro grau como um

funcaes grafico que representa os juros simples em fungdo do tempo.

Geometria 14. Determinar aequacéo geral dareta. A

emedidas 15 peterminar a equagso reduzida dareta. D
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04. © grafico abaixo mostra o valor a ser pago por uma conta no valor de R$ 200,00, em
fung@o no numero de dias de atraso no pagamento.

210
209
7048
207 T
206
¥ 5
* 204 A
203 —
02
201 "
200 —
i} 5 10 15 a0 25 30
dias
A taxa de juros diarios cobrados pele banco & de:
(A)0.15% (B) 0,3% (C) 1.5% (D) 3%

Gabarito: alternativa A
Fonte: Saresp 2005-Prova de Matemética da 3° série do Ensino Médio periodo noturno

I — Nivel de conhecimento esperado dos estudantes: técnico, mobilizavel e
disponivel (segundo Robert)

Disponivel;

Il - Conhecimentos disponiveis para solucédo da tarefa

Regra de trés; juros simples (formula); taxa de variagdo ou de crescimento;
interpretacéo gréfica.

Desempenho dos alunos

Questao
04 TurmaB TurmaC TurmaD Totd %
A 2 13 2 17 17,7
B 10 8 8 26 27,1
C 9 9 10 28 29,2
D 14 4 7 25 26
Total 35 34 27 96 100
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Comentarios:

Para a solucéo dessa questéo, existem varias opgoes, a mais ssimples €
aplicar os juros cobrados dados nas aternativas e verificar qual deles
corresponde a R$ 3,00 de aumento no valor inicial.

Apenas na turma C teve um nimero razoavel de estudantes que optou
pela alternativa correta, as turmas B e D foram exatamente o contrario, nelas
apenas dois estudantes de cada Turma optou pela aternativa correta. 1sso
mostra que ha uma grande discrepancia entre as turmas no que diz respeito ao
conhecimento de situacOes relativas a nocdo de funcdo afim e de suas
representacbes, além da dificuldade no tratamento de juros simples e
porcentagens.

Nesse caso, como as turmas apresentam resultados diferentes, agui
também seria interessante estudar o caminho dos estudantes para compreender
melhor essa diferenca. Esse estudo ndo estd previsto nessa pesquisa, mas

podera ser objeto de estudo para as pesquisas futuras.

14. No gréfico abaixo, vocé vé uma reta que corta o eixo X no ponto de abscissa 8, e o
eixo Y no ponto de ordenada 6. A equacao dessa reta é:

Y

I i~ X
(A) y=-2x+6
(B) y=Zx+6
(C) v=-6x+8
(D) y=6x+8

Gabarito: aternativa A
Fonte: Saresp 2005-Prova de Matematica da 3° série do Ensino Médio periodo noturno
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| — Nivel de conhecimento esperado dos estudantes: técnico, mobilizavel e
disponivel (segundo Robert)

Mobilizavel;

Il - Conhecimentos disponiveis para solucédo da tarefa
Géfico-formula; lei de formacdo de uma funcdo afim através da formula
f(X) = ax + b, usando sistema de duas equacfes do 1° grau com duas variavels,
determinante de uma matriz; tangente do angulo que aretafaz com o eixo das

abscissas como inclinagdo dareta dado o cateto oposto e o cateto adjacente.

Desempenho dos alunos

Questao
14 TurmaB TurmaC TurmaD  Totd %
A 9 4 0 13 13,5
B 11 6 9 26 27,1
C 6 5 8 19 19,8
D 9 19 10 38 39,6
Total 35 34 27 96 100

Comentarios:

Devido a diversidade de escolhas de aternativas e o indice de acerto ser
de apenas 13,5%, € provavel que os estudantes ndo tenham reconhecido a
guestdo da conversdo de representaces, isto €, a conversdo do registro de
representacdo grafico para o registro de representacéo algébrico explicito, que
supbe a passagem pelo registro de representacéo algébrico intrinseco e que
envolve procedimentos técnicos que devem estar disponiveis como, por
exemplo, um sistema de duas equagdes com duas incognitas, isto € como a
guestéo dizia tratar-se de umareta, o estudante poderiainiciar pelo registro de

representacdo algébrico intrinseco e a partir dele fazer a passagem para o
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registro de representacéo algébrico explicito onde € esperado que o estudante
disponha de conhecimentos associados a nog¢éo de sistema de duas equacdes e
duas incognitas.

Pode-se ainda fazer a passagem do registro de representacdo par
ordenado para o registro de representacdo grafico e em seguida utilizar as
nocoes de coeficiente linear e angular para determinar a equacéo dareta, o que
corresponde a esperar que 0 estudante disponha de conhecimentos de
trigonometria no triangul o retangulo.

A questéo poderia ser revolvida de vérias formas, mas seria necessario
dispor de conhecimentos anteriores que precisam ser articulados
explicitamente no processo de ensino-aprendizagem quando se desgja mudar

€Sse panorama

15. A equacéo da reta que contém os pontos (1, 6) e (5, 4) é:

(A) y=—x+T7
x 11
(B) y=ot3
(C) y=-2x+8
x 13
D o 2
(D) > >+

Gabarito: alternativaD
Fonte: Saresp 2005-Prova de Matemética da 3° série do Ensino Médio periodo noturno

I — Nivel de conhecimento esperado dos estudantes: técnico, mobilizavel e
disponivel (segundo Robert)

Disponivel;

Il - Conhecimentos disponiveis para solucéo da tarefa

Lei de formacéo de uma funcéo afim através da férmula f(x) = ax + b, usando
0 sistema de duas equacbes do 1° grau com duas variaveis, determinante de

uma matriz.
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Desempenho dos alunos

Questao
15 TurmaB TurmaC TurmaD Tota %
A 9 2 4 15 15,7
B 9 12 9 30 31,2
C 8 10 7 25 26
D 9 10 7 26 27,1
Total 35 34 27 96 100

Comentarios:

Os métodos de resolucdo dessa questédo sdo bem semelhantes aos da
guestdo anterior, mais uma vez, devido a diversidade de escolhas de
aternativas, provavelmente os estudantes ndo encontraram 0S conceitos e
procedimentos técnicos que deveriam estar disponiveis e que permitiriam
encontrar a solugdo correta como, por exemplo, o de que dois pontos
determinam uma reta e sistema de duas equagdes com duas incognitas.

Verificase, ainda, que esse tipo de questdo coloca muitas dificuldades
devendo, portanto, ser muito trabalhado para que os estudantes disponham de
situacoes de referéncia associadas a esse tipo de questdo para que sgjam

capazes de reconhecé-las em testes como o Saresp.

3. Concluséo:

Em geral, nas diferentes modalidades de avaliagOes institucionais, sggam
elas preparadas pelo professor, pelos 6rgéos governamentais ou NOS CONCUrsos
publicos e vestibulares, pode-se verificar que os diferentes tipos de questdes
gue aparecem no Saresp sao tratados em um ou outro momento, mas algumas

vezes ndo € dada toda a énfase necessaria nas articulagbes de quadros ou
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dominios, registros de representacéo semiotica e mudancas de pontos de vista,
pois estas dependem dos conhecimentos prévios dos estudantes, o que
dificulta para o avaliador quando deve fazer suas escolhas, esse trabalho é
mais simples para o professor que por conhecer seus alunos pode escolher
qual o nivel mais adequado para desenvolver com uma determinada turma.
Deve-se lembrar que agumas vezes o professor é obrigado a trabalhar
somente em nivel técnico e aos poucos tentar introduzir o nivel mobilizavel.

Certamente, em funcdo das representacOes pessoals tanto para 0s
professores quanto para os organizadores de provas a énfase pode ser dada
sobre o0 que ele pensa ser mais importante e que deve ser considerado como
disponivel na etapa posterior do processo de ensino aprendizagem.

Além disso, a andlise dos livros didéticos atuais mostra a importancia
das diferentes articulacdes tanto intramateméticas como extramateméticas e
existe uma grande quantidade de exemplos e aplicacdes que deveriam preparar
0 estudante para esse trabalho flexivel em relagcéo a nocdo de funcéo afim,
esperando-se gue disponham desses conhecimentos e sejam capazes de aplica
los em suavida escolar ou profissional.

Nos livros sdo ainda levados em conta as questGes sobre a nogcéo de
funcdo afim ou relacionadas a essa nogdo, que mostram a importancia das
diferentes formas de representacdo no gue se refere a essa nog¢éo, valorizando
as mudancas de quadros ou dominios e de pontos de vista e, principalmente,

as conversdes entre os diferentes registros de representacdo semiotica.

Considerando-se, ainda, as propostas governamentais, e que essas
propostas, em geral, s6 sdo colocadas em prética através dos livros didaticos e
gue os autores constroem suas obras em funcdo do que € proposto, deve-se
levar em conta que ndo seria possivel esperar que todas essas articulages

estivessem sendo trabal hadas de uma forma mais eficaz no ensino médio, pois
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os novos livros didéaticos que trabalham de forma mais intensa essas
articulagbes sO estédo sendo implantados a partir deste ano de 2006, portanto,
pode-se considerar que a proposta sgja realmente trabalhada a partir desse
momento em que estudantes e professores dispdem de um materia

especia mente preparado para auxiliar esse trabalho de articul agcéo.

Sendo assim, como se trata de uma mudanca de ponto de vista, pois
anteriormente dava-se uma énfase maior ao nivel técnico e, em muitos casos, a
conversdo férmula, tabela e grafico era a mais utilizada, mesmo porque esse
sentido da conversdo, como algumas pesquisas tém mostrado, apresenta um
menor nivel de dificuldade para os estudantes, pois essas conversbes podem
ser tratadas de forma puramente técnica; sendo esperado no maximo um hivel
mobilizavel das nogbes em jogo, 0 que ndo € 0 caso da conversao no outro
sentido, isto €, tabela-grafico-férmula ou gréfico-tabela-férmula onde o
estudante deve dispor de conhecimentos relacionados a outros quadros ou
dominios, ou sgja, nesse caso 0 estudante precisa fazer uma correspondéncia
entre os pontos dados e o tragado da reta num plano cartesiano ou 0s pontos

dados através de umatabela, com alei de formacdo de umafuncéo afim.

Verificou-se na avaliagdo do Saresp justamente esse sentido como o
privilegiado, pois em varias questdes, para o0 estudante encontrar o resultado
correto, era preciso articular anocao de fungéo afim com os conhecimentos de
sistema de duas equagdes com duas incognitas ou tangente de um angulo, ndo
é dificil compreender os resultados que tendem a mostrar que esse sentido de

conversao necessita de mais atencao por parte dos professores e estudantes.

Além disso, € necessario considerar que o0 uso do registro de
representacdo da lingua natural para o caso dos chamados problemas do

cotidiano, a conversdo de registros torna-se ainda mais complexa, pois exige
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uma “traducao” dos dados do problema. Portanto, deve-se considerar na
avaliacao do resultado dos estudantes esse dado, pois esse tipo de tarefa exige
o nivel disponivel e, muitas vezes, 0 que é cotidiano para um determinado

estudante ndo tem nenhum sentido para outro.

Sendo assim, isso leva as seguintes questdes. Como encontrar situagoes
cotidianas que tenham sentido para todos os estudantes? Quando nas situages
cotidianas é realmente necessario empregar a nogdo que esta sendo trabalhada,
nesse caso a nogao de funcdo afim? Que tipo de registro de representacdo uma
Situacéo cotidiana pode privilegiar? Como esse trabalho pode se tornar

significativo para os estudantes?

As observages acima e essas questdes nos levam a ser prudentes na
avaliacdo dos resultados encontrados, pois se 0s estudantes ndo reconhecem as
diferentes representagbes que foram utilizadas na prova, se ndo estdo
habituados ao trabalho de conversdo de registros de representacdo semidtica
onde a articulagéo entre as diferentes formas de conhecimento da nogéo de
funcéo afim é indispensavel, ndo trabalharam suficientemente com leitura e
interpretacdo de gréficos, o que subentende a conversdo no sentido registro de
representacéo grafico para registro de representacdo algébrico explicito que
por sua vez exige a passagem pelo registro de representacdo algébrico
intrinseco e ainda séo levados a associar situagdes que para el es podem néo ter
significado, como dizer que o resultado é bom ou ruim. Nesse caso, parece
mais adequado utilizar essa avaliagdo como um meio de identificar pistas para
gue melhore o trabalho do professor e que permita ao estudante 0 acesso ao
nivel disponivel, sendo capaz de trabalhar de forma flexivel em relacdo a
nocao de funcao afim, articulando essa no¢cao com outras nogdes, tanto dentro

da prépria matematica como fora dela.
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Considerando, ainda, que em média as respostas das questdes do Saresp
estdo dentro do nivel do provavel (25% para cada item) uma vez que se trata
de uma avaliagcdo objetiva, mesmo tendo um resultado favoravel pode-se
supor que esse seria ainda pior no caso de uma avaliagéo escrita. Esse tipo de

avaliacéo permite compreender melhor as dificuldades dos estudantes.

Mesmo com uma indicagéo de que a nocéo de funcéo afim ainda € uma
nocdo que para os estudantes do ensino médio, em geral, coloca muitas
dificuldades do ponto de vista da articulacdo de quadros ou dominios,
registros de representacdo semiotica e mudancas de pontos de vista, ndo se
deve abandonar esse tipo de trabalho com esses estudantes, considerando o
pequeno numero de tarefas encontradas no capitulo 3 que permitem essa
articulacdo, devemos analisar esse resultado como uma necessidade de um
trabalho efetivo sobre essas articulagbes que permita que o estudante trabalhe
de forma autbnoma e em um nivel disponivel quando da aplicacdo dos
conhecimentos associados a nogdo de funcéo afim e aos conhecimentos que a

ela estdo relacionados.
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CAPITULO 6

CONSIDERACOES FINAIS



Neste capitulo desenvolvem-se algumas consideragdes conclusivas, a partir
das informagbes obtidas nos capitulos anteriores, buscando fechar as seguintes

guestdes que, como anunciado naintroducao, iniciaram esse trabal ho.

1) Quais os conhecimentos matematicos necessarios para compreender a
nocéo de funcdo afim no ensino médio e poder aplica-la de forma eficaz
guando necessario?

2) Sobre que niveis de conhecimento fundamentar essas necessidades:
técnicos, mobilizavels ou disponiveis (segundo A. Robert)?

3) Em que sistema de tarefas e praticas pode ser desenvolvido esses trés niveis
de conhecimento?

4) Como estdo sendo trabalhados institucionalmente esses diferentes niveis de
conhecimento?

5) Quais as relacbes pessoals desenvolvidas pelos estudantes para a nogdo de

funcdo afim e quando se considera arelacdo institucional existente?

Ao longo do trabalho, na tentativa de melhor justificar as escolhas e
melhor compreender quais as relagles institucionais existentes para o
desenvolvimento da nocdo de funcdo afim no ensino médio e que nivel de
conhecimento € esperado dos estudantes que terminam essa etapa da
escolaridade, escolheu-se um referencial tedrico que foi sendo utilizado durante
o trabalho, auxiliando a encontrar pistas para esclarecimento das questfes acima
apresentadas e de outras questdes que apareceram naturalmente. Esse referencial
tedrico esta centrado na abordagem sobre os trés niveis de conhecimento
esperados dos estudantes, segundo definicdo de A.Robert (1997); na articulacéo
de dominios ou quadros conforme definicdo de Douady (1984), na conversdo de
registros de representages semioticas segundo definicdo de Duval (1995), nas

relagbes institucionais e pessoai s existentes, segundo a abordagem antropol 6gica
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de Chevallard (1992, 1996, 1999) e no trabalho de Tardif (2002), que trata mais
especificamente dos saberes profissionais dos professores, tal trabalho foi
considerado como um apoio importante, sendo tratado no referencial tedrico, por
nos deixar a vontade na escolha da analise da relacéo institucional existente
através dos livros didaticos, uma vez gque o autor mostra que o professor utilizao
livro didético como uma das fontes de pesquisa mais importantes para preparar
suas aulas.

Sendo assim, a analise dos livros didaticos pode ser considerada como um
meio eficaz para compreender quais 0s conhecimentos matematicos necessarios
para compreender a nocdo de funcdo afim e como esses mesmos conhecimentos
podem ser aplicados de forma eficaz. Além disso, com essa mesma andlise é
possivel saber qual o nivel de conhecimento (técnico, mobilizavel e disponivel)
pode ser esperado dos estudantes que terminam o ensino médio e qual o nivel de
conhecimento que era esperado dos estudantes que terminam 0 ensino
fundamental em relacdo aos conhecimentos matematicos que podem ser
associados a nogao de funcéo afim.

Dessa forma, considerou-se necessario um estudo preliminar dos
documentos oficiais e, sendo assim, escolheu-se a Proposta Curricular para o
Ensino de Matematica no nivel do ensino médio do Estado de S&o Paulo e os
Paréametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM e PCN+), pois
esses documentos permitem compreender melhor qual arelagéo institucional, em
relacdo ao objeto funcdo afim, é proposta nos niveis estadual e nacional e quais
0os nivels de conhecimento que se espera para 0 tratamento dessa nocao.
Certamente, ao propor um trabalho matematico sobre uma determinada nogéo,
deve-se levar em conta todas as possibilidades de articulagdo entre quadros ou
dominios, pontos de vista e as possibilidades de conversio entre os diferentes

registros de representacdo semiotica que serdo considerados. Verificou-se que
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mesmo a proposta sendo mais antiga que 0s parametros, essas questbes de
articulagdo entre quadros ou dominios, pontos de vista e converséo dos
diferentes registros de representacdo em jogo ja eram consideradas como
essenciais nessa etapa da escolaridade. Na realidade, esses documentos propdem
que o professor desenvolva um trabalho onde as mudancas de dominios ou
quadros, conversdo de registros de representacdo semidtica e mudangas de
pontos de vista, mesmo se ndo tratadas com esta terminologia, sGo componentes
essenciais gue devem ser trabal hadas no ensino médio.

Veificase, ainda, que a Proposta Curricular para o Ensino de
Matematica, no nivel do ensino médio do Estado de S&o Paulo, existe desde
1992, ano em que foi publicada e desde essa época ja se tratava em seu texto das
guestdes associadas a articulacdo da nocéo de funcdo afim com outros objetos da
propria matematica e também ja era proposto o trabalho interdisciplinar, qguando
possivel. Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM e
PCN+) vém fortalecer o que se propunha em 1992 em relacdo as possibilidades
de articulacdo entre quadros ou dominios, pontos de vista e conversdo de

registros de representacéo semiotica quando se trabalha a nocéo de funcédo afim.

A proposta inicial desse trabalho é analisar essas possibilidades de
articulacdo entre as diferentes formas de conhecimento e representacoes
semioticas associadas a nogcdo de funcdo afim. Dessa forma, foi necessario
distinguir os seguintes registros de representacao: registro de representacéo
algébrico, registro de representacéo tabela, registro de representacdo gréfico e
registro e registro de representacéo da lingua natural, além da construcdo de uma
grade de andlise, cujo exemplo de funcionamento descreve-se no capitulo 3,
pagina 60. Essa grade, aém de permitir a andlise dessas possibilidades de
articulagdo e de mostrar a importancia das diferentes nogdes que devem ser

desenvolvidas no proprio ensino médio ou que deveriam ser desenvolvidas no
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ensino fundamental e, portanto, ja sdo esperadas como disponivel para os
estudantes nesse momento, mostra que existe uma boa diversidade de
possi bilidades para explorar essa nog¢éo do ponto de vistadidatico, o que indicaa
importancia de se levar em conta, explicitamente no ensino, todas as diferentes
formas de articulacdo dos conhecimentos associados a nocdo de funcéo afim no
desenvolvimento de uma mesma tarefa, pois esse trabalho permite ao professor
reconhecer quais os conhecimentos que seus estudantes dispdem e em fungdo
desses conhecimentos desenvolverem seu trabalho, auxiliando-os a atingir o
nivel disponivel em relacéo as possibilidades de articulagdo entre as diferentes
formas de conhecimento associadas & nocdo de funcdio afim. E importante
ressaltar que essa articulacdo pode ser efetuada com outras nogdes da propria
matemética ou através de um trabalho que leve em conta outras possibilidades
relacionadas a outras areas do conhecimento, o que pode ser tratado pelo proprio
professor de matematica ou através de um trabalho interdisciplinar que vem
sendo sempre discutido e que como sabemos n&o € evidente de ser colocado em
pratica.

Além disso, a construcédo da grade de andlise foi essencial, pois mostrou a
quantidade de possibilidades existentes para explorar a nogéo do ponto de vista
didatico, permitindo, ainda, estabelecer as diferentes tarefas e préticas que
podem ser consideradas quando se introduz a nocéo de funcéo afim no ensino
medio. A diversidade de aplicacfes possiveis para a nocéo de funcdo afim tanto
para 0 trabalho matematico como para sua aplicacdo em outras areas do
conhecimento além de mostrar sua importancia enquanto conteido matematico a
ser desenvolvido na escola permite desenvolvé-la através de situagBes que o

estudante podera encontrar em sua vida profissional.
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A grade de andlise serviu, também, como instrumento para a andlise das
relagbes institucionais existentes, pois foi aplicada na anadlise dos livros didaticos
permitindo verificar as regularidades e diferencas existentes nos livros
escolhidos e se esses estavam ou ndo levando em conta as propostas oficiais.
Além disso, a grade ao ser aplicada sobre as questdes de uma avaliagdo estadual
de final de cada série dos ensinos fundamental e médio, denominada SARESP,
permitiu reconhecer que nivel de conhecimento € realmente esperado dos
estudantes no final de cada série em relacdo a nocéo de funcéo afim e as suas
possiveis articulacbes. Nesse caso, verificou-se que foi dada énfase a
interpretacdo de enunciados cujos dados eram apresentados no registro de
representacdo grafico e que era necessario ter disponivel a atividade de
conversao de registros de representacéo para responder as questes propostas.
Além disso, as mudancas de quadro ou dominio e de pontos de vista também

puderam ser observadas.

Levando-se em conta que as relacdes institucionals existentes aparecem
tanto na proposta como nos parametros e nos livros didaticos analisados, a
andlise dos resultados do SARESP deixa uma grande questéo: Se a proposta
deveria estar sendo colocada em prética desde 1992 e se 0s parametros e livros
didaticos continuam reforcando a necessidade das articulagfes propostas nesse
trabalho, qual o motivo de ndo ser possivel encontrar a relacéo pessoal ao objeto

funcao afim esperada?

Para melhor compreender o resultado da anadlise institucional existente,
que foi realizada via livros didaticos, € interessante lembrar as novas questbes
gue foram colocadas para orientar o trabal ho:

- Quais os conhecimentos disponivels para introduzir a nogéo de fungdo

afim?
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- Como é introduzida a nocdo de funcdo afim, quais representacdes sdo
utilizadas e como elas se articulam?

- Que pesos respectivos ocupam 0s niveis: técnico, disponivel e
mobilizavel nas tarefas propostas aos estudantes?

- Existe um discurso do tipo metamatematico no curso e no tratamento dos
exemplos que o0 acompanham que auxilie os estudantes no desenvolvimento dos
niveis mobilizavel e disponivel?

Colocadas as questfes acima, escolhe-se analisar trés livros didéticos de
matematica, o primeiro por ser destinado a professores do ensino médio e aos
alunos do curso de licenciatura e para 0 qual foi possivel observar que a questéo
da articulagao entre as diferentes formas de conhecimento tem um papel central,
mesmo se 0 autor ndo coloca a questdo explicitamente dessa forma. Os dois
outros livros escolhidos sdo destinados a estudantes do ensino médio e por
seguirem a proposta consideram de algumas das articulages entre os quadros ou
dominios, pontos de vista e conversdes de registro de representacdo semiotica
como as que foram destacadas no capitulo 3 desse trabalho, mesmo se os autores
ndo tratam essas questdbes com a mesma terminologia utilizada no

desenvolvimento desta pesguisa.

No livro destinado aos professores, isto €, o livro de Lima (2005) existe
uma grande énfase as articulagbes entre quadros ou dominios e mudancgas de
pontos de vista, mesmo se ndo € essa a terminol ogia utilizada, mas as conversdes
entre os registros de representacdo semiodtica para a funcdo afim dificilmente
aparecem, pois os autores trabalham malis especificamente as definicoes,
propriedades e 0s casos gerais servem de exemplos que permitem ao professor

criar seus casos particulares em fungdo dos diferentes contextos em que trabalha
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Ja nos outros dois livros didaticos que sdo destinados aos estudantes do
ensino médio se pode observar a uma preocupacdo em desenvolver atividades
gue exigem a conversao dos registros de representacdo semidtica considerados,
mesmo se essa terminologia ndo € utilizada. Os autores mostram, sem serem
exaustivos como essas possibilidades podem ser realizadas, com uma énfase
maior ou menor para determinadas conversbes que dependem das escolhas
pessoais, permitindo assim, uma visdo geral dos diferentes casos que podem ser

considerados.

Com relacdo as tarefas destinadas aos estudantes que foram analisadas nos
dois livros didéticos do ensino médio, verificou-se que na maioria dos casos, fica
a cargo do estudante desenvolver a maioria das tarefas que apresentam um
contexto de uma situagéo-problema, exigindo dele um bom nivel de leitura e
interpretacdo de textos, além de conhecimentos mateméticos ou relacionados a
outras ciéncias que se supde tenham sido adquiridos anteriormente e que nesse

momento sdo considerados disponiveis.

Sendo assim, € importante lembrar que conforme observa Tardif (2002) o
livro didatico € um guia de trabalho para a maior parte dos professores, portanto
€ necessario que o professor reconheca as articulacdes intramatematica e
extramatematica, que sdo tratadas de uma forma mais genérica no livro a eles
destinados e com exemplos de casos particulares nos livros destinados aos
estudantes do ensino médio, e que faga a relagdo entre os dois niveis de
tratamento para que seja capaz de auxiliar seus estudantes a trabalharem de uma
forma flexivel, podendo utilizar seus conhecimentos especificos de funcéo afim
para desenvolver questdes do dominio da prépria matemética ou de outras
ciéncias onde essa nocdo aparece como ferramenta para desenvolver atarefa que

lhe é proposta.
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Dessa forma, cabe tanto ao professor como ao estudante estar atento para
todas as posshbilidades de articulagdo entre as diferentes formas de
conhecimento relacionadas a nocdo de funcdo afim e suas respectivas
representagdes, necessitando ter como referéncia 0 maior nimero de casos
possiveis para ser capaz de trabalhar de forma autbnoma em um nivel
disponivel. Certamente, ndo € umatarefa facil, mas para os estudantes do ensino
meédio que desegjam continuar seus estudos, principalmente nas areas de ciéncias
exatas onde a nocdo de funcao afim e suas representagbes sdo essenciais para o
desenvolvimento de tarefas tanto intramatemati cas como extramatematicas.

Sendo assim, quando se considera a andlise dos resultados de algumas
guestbes das provas das trés séries do ensino médio do periodo noturno do
Saresp 2005, aplicadas para todas as escolas publicas estaduais do estado de Séo
Paulo, mas que para esse trabalho foram considerados apenas os resultados
obtidos por alunos de uma escola publica Estadual localizada na zona sul da
cidade de S&o Paulo, que foi elaborada atraves da quantidade de respostas dadas
a questdes objetivas com quatro alternativas, onde o estudante poderia acertar
sem mesmo ter os conhecimentos necessarios para resolver a questéo o que
impossibilita uma andlise que trata mais especificamente das possiveis causas
dos erros encontrados, mas que permitia avaliar se o estudante era capaz de
articular seus conhecimentos de funcdo afim com outras nocdes da propria
matemética ou de um determinado contexto, sendo ainda capaz de interpretar as
representacOes gréficas e realizar determinadas conversdes, verificou-se que em
relacdo ao trabalho apresentado nessa pesquisa os resultados estdo muito
distantes da possibilidade desses estudantes alcancarem um nivel mobilizavel
para a solucéo das tarefas que |he foram propostas.

Dessa forma, mesmo que as propostas de articulagdo das diferentes formas

de conhecimento associadas a nogcdo de funcdo afim e suas respectivas
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representacdes, ainda que ndo sgam tratadas atraves dessa terminologia, vém
sendo consideradas essenciais, como mostra a analise instituciona
fundamentada no estudo da proposta curricular do estado de S&o Paulo, dos
parametros curriculares nacionais e dos livros didaticos ainda existem uma
Imensa distancia entre o que € proposto institucionalmente e o que os estudantes
foram capazes de desenvolver. Isso mostra que temos um enorme caminho a
percorrer e que é necessaria uma maior atencéo por parte dos professores em
relacdo a este tipo de articulacdo, pois na maioria dos casos apresentados, o nivel
de conhecimento exigido dos estudantes € o disponivel e ndo se pode dizer se 0
desempenho dos estudantes foi bom ou ruim, apenas constatou-se que eles tém
dificuldades em reconhecer as articulagOes entre a nogdo de funcdo afim com
outras nocdes tanto dentro quanto fora da matematica, 0 que nos permite supor
gue essas dificuldades estdo associadas a uma falta de trabalho com tarefas em
gue os nivels de conhecimento em jogo sdo 0 mobilizavel e disponivel.

Nesse momento, € importante observar que ndo se pode deixar essa tarefa
somente para 0 ensino médio e para atividades envolvendo a nocdo de funcéo
afim, pois o trabalho em matemética, ndo importa qual a etapa a escolaridade
gue se esta levando em conta deve ser desenvolvido de forma que os trés nivels
de conhecimento possam ser considerados, pois esses auxiliam a preparar o
estudante para um questionamento constante sobre que nogdes estdo associadas
aguela que se esta trabalhando e quais as situaghes reais que elas permitem
resolver, isto € o0 estudante deve procurar dentro de seu campo de
conhecimentos aquele que € mais adequado e pode ser aplicado naguele
determinado momento.

Vale lembrar que também em relagdo a esse trabalho, os livros didaticos
analisados parecem ser de grande valia aos estudantes e professores, pois podem

servir de apoio uma vez que tendem a mostrar quase que exaustivamente todas
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as possibilidades de articulagéo entre a nogéo de funcdo afim e outras nocoes,
sgjam elas intramatemati cas ou extramatematicas.

Na realidade as articulagdes e os diferentes nivels de tratamento das mesmas
gue foram apresentados neste trabalho, em geral, sO seréo utilizados de forma
autdénoma tanto pelos professores quanto pelos estudantes, a partir do momento
gue esses reconhecerem a razéo de se trabalhar uma mesma nocgédo articulando
diferentes dominios e pontos de vista e efetuar conversdes sistematicas de
representacdes e, pode-se avancar na hipotese que esse reconhecimento so sera
possivel gquando as representagdes forem tratadas como novas formas de acesso
ao conceito propriamente dito e que as conversdes de umas para as outras néo
apresentam as mesmas dificuldades como mostra Duval (1995) quando
considera que n&o existe NOésis sem semiosis.

Além disso, essa tarefa ndo € simples e exige um trabalho disciplinado,
constante, reflexivo e flexivel, principalmente da parte do estudante, pois em
muitos casos, 0 proprio estudante devera procurar em outras areas o
conhecimento que precisa para aplicar em uma determinada tarefa,
principal mente quando esta é enunciada em um contexto que ndo é o da propria
matemética, mas onde as ferramentas matematicas € que possibilitam sua
solucéo.

Pode-se, ainda, dizer que a grande dificuldade dos estudantes para
perceberem nas situacdes cotidianas onde se aplica a matematica se deve ao fato
gue esse tipo de situagdo, em geral, exige o nivel disponivel em relacdo a nogéo
matemética em jogo e quando estes ndo reconhecem nenhuma situacdo de
referéncia que lhes € associada, dificilmente ser8o capazes de propor uma
solucéo correta para a Situacdo, para isso, verificase que os livros didaticos
analisados séo uma fonte importante de estudo que pode permite 0 acesso a esses

tipos de situagoes.
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Certamente, ndo é possivel tratar todas as situagcbes cotidianas ou
contextualizadas associadas a uma determinada nocdo matemética e sempre
ficard para o estudante um trabalho em nivel disponivel que ele, mesmo depois
de certo tempo, devera ser capaz de desenvolver.

Para isso, € necessario um grande esforco, e que se perceba que as
solugdes de tarefas que exigem um nivel disponivel em matemética ou em
qualguer outra area do conhecimento sdo as que exigem que o estudante estegja
realmente interessado em desenvolver um trabalho nessa area.

Além disso, em geral, em muitas situacfes cotidianas, a no¢éo de funcéo
afim pode ser aplicada sem ser necessaria, ela tem um papel facilitador que s
sera percebido quando o estudante € capaz de trabalhar no nivel disponivel ou
guando se desga encontrar uma formula que permita generalizar 0 caso
particular que esta sendo estudado ou quando se trabalha com valores altos,
situacdo em que é dificil encontrar rapidamente a solucéo.

Na realidade, essa situacdo, em geral, dificilmente ocorre na escola, onde
se procura trabalhar com exemplos simples para n&o dificultar a situagdo por
guestbes de calculos que se supdem disponiveis, portanto, nesse momento se
justifica o trabalho com calculadoras, pois néo € o trabalho sobre os calculos que
esta em jogo.

Verificase, ainda, claramente, através das anadlises efetuadas, que as
articulagcbes de dominios ou quadros, registros de representagdo semidtica,
pontos de vista devem ser explicitadas através de um discurso tecnol 6gico que as
justifique e que s6 assim € possivel compreender quais os diferentes niveis de
conhecimento em jogo no desenvolvimento da nogdo de funcéo afim.

Certamente, ndo se deve utilizar toda essa terminologia no trabalho em
sala de aula com os alunos, mas uma reflexao por parte dos professores sobre

essas questdes podera facilitar a compreender as dificuldades dos estudantes e a

209



criar meios de gjuda que possam levé-los a trabalhar, no nivel disponivel, as
tarefas que |he sdo propostas.

Essa ampliagdo da articulagdo entre os conhecimentos em jogo para a
nocdo de funcdo afim permite organizar e aproveitar de uma forma mais
produtiva o trabalho do aluno e do professor, favorecendo a atribuicdo de
significados aos conceitos e, portanto, intensificando sua aprendizagem, pois ela
permite tratar uma mesma tarefa de vérias formas, o que podera ser discutido em
grupos favorecendo o didlogo sobre a diversidade do conhecimento em jogo, o
gue acontece geralmente no mundo profissional, isto € um trabalho desse tipo
podera favorecer a independéncia e a criatividade dos estudantes que poderéo
tender a procurar suas proprias solucdes para as tarefas propostas na escola e que
faz parte do trabalho do pesquisador, pois esse deve encontrar solucfes para 0s
problemas ainda sem solucéo.

Além disso, essa reflex8o poderd auxiliar os professores a pensar nas
articulagbes que integram a nocéo de funcéo afim e promover as relagbes
intramatematicas e extramatematicas para compreender melhor 0s conceitos
relacionados a essa nog¢éo, de forma que possam trabaha-los de forma mais
consciente, contribuindo para mudangas nas préticas de sala de aula, o que
deverd possibilitar aos estudantes identificarem as caracteristicas comuns a
nocdo de funcdo afim, isto € um rea desenvolvimento dos estudantes,
modificando o panorama observado na andlise dos resultados obtidos na
avaliacado proposta pelo Saresp.

Vale observar, ainda, que essa avaliagdo é objetiva e que quando se desgja
compreender o real desenvolvimento dos estudantes, € preciso um trabalho mais
refinado que leve em conta o raciocinio utilizado por eles, pois dessa forma é

possivel identificar os pontos de maior dificuldade para que possam se
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reorganizar em possiveis sequéncias didaticas, isto €, permitindo a construcéo de

engenharias didati cas adequadas aos diferentes grupos de estudantes.

211



BIBLIOGRAFIA CONSULTADA E REFERENCIADA

ANDRADE, Sirlene Neves et a. As articulagcdes necessarias para trabalhar os
conceitos matematicos nas diferentes etapas da escolaridade. In: ENCONTRO
NACIONAL DE APRENDIZAGEM SIGNIFICATIVA (1.: 2005 abr, 20-23:
Campo Grande) — MS) Caderno de resumos e programacgao [do] 1°
Encontro Nacional de Aprendizagem Significativa. Campo Grande, UCDB.
Programa de Mestrado em Educacédo, 2005.p. 96.

ANDRADE, Sirlene Neves et a. Nivels de conhecimento esperado dos
estudantes e flexibilidade cognitivas A nocdo intuitiva de conjunto e o
conceito de funcdo.In: XI Encontro Baiano de educacdo matemética (11.:
2005, jul, 2005, Salvador — BA) Anais do XI Encontro Baiano de Educacgéao

Matematica.

ANDRADE, Sirlene Neves, DIAS, Marlene Alves. As articulagbes
necess&rias para trabalhar o conceito de funcéo nas diferentes etapas da
escolaridade. In: V CIBEM CONGRESSO IBERO-AMERICANO DE
EDUCACAO MATEMATICA (5.: 2005, jul 2005, Porto — Portugal) Anais

do V CIBEM congresso ibero-americano de educacdo matematica.

ANDRADE, Sirlene Neves.; DIAS, Marlene Alves. Andlise dos niveis de
conhecimento esperados dos estudantes para a nogéo de funcdo afim. In: 11
CONGRESSO INTERNACIONAL DE ENSINO DA MATEMATICA (3.
2005, out 2005, Canoas-RS) Anais do Ill Congresso Internacional de

Ensino da Matematica..

212



ARTIGUE, M. 1989. Epistémologie et Didactique, Cahier DIDIREM n° 3,
IREM de Paris VII.

ARTIGUE, M.1992. Notas do curso de DEA da Universidade de Paris VI,
Franca. 1992.

ARTIGUE, M.1996. Rapports entre dimensions technique et conceptuelle
dans ['activié mathématique avec des systémes de mathématiques
symboliques, Actes de I’Université d Eté de Rennes, Aolt 1996, IREM de

Rennes (a paraitre).

BRASIL. Secretaria de Educacdo Meédia e TecnolOgica. Parametros
Curriculares nacionais: ensino médio / Ministério da educagéo, Secretaria
de Educacdo Média e Tecnol6gica. — Brasiliaa MEC, SEMTEC, 2002. 360p

BRASIL. Secretaria de Educacdo Meédia e Tecnologica. Parametros
Curriculares nacionais: ensino médio + : Ciéncias da Natureza e suas
tecnologias / Ministério da educacéo, Secretaria de Educacdo Meédia e
Tecnoldgica. — Brasiliaa MEC, SEMTEC, 2005. Acesso em: 20 de margo.
2006. Disponivel em:
http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/CienciasNatureza.pdf

BRASIL. Catédlogo do programa Nacional do Livro para o Ensino Médio

PNLM/2005. Matemética Brasilia 2004. Ministério da Educacdo Secretaria de Educagdo
Média e Tecnol6gica. Fundo Nacional de Desenvolvimento da Educacéo. 83 p.

213


http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/CienciasNatureza.pdf

CHEVALLARD, 1992. Concepts fondamentaux de la didactique: perspectives
apportées par une approche anthropologique, Recherches en didactique des
mathématiques, vol.12-1, La Pensée Sauvage, Grenoble, 73-112. 1992,

CHEVALLARD, 1995. La fonction professorale: esquisse d’un modele
didactique. Actes de la VIII école d’été de Saint Sauves d’Auvergne,
83-122. 1995.

CHEVALLARD, 1996. Les outils sémiotiques du travail mathématique, Petit-
X, N.42, 33-57. 1996.

CHEVALLARD e BOSCH, 1999. M., La sensbhilit¢ de [ activité
mathématique aux ostensifs, RDM 19.01, Grenoble. 1999.

DIAS, M. 1998.L es problemes d' articulation entre points de vue « cartésien »
et « paramétrique » dans I’enseignement de |'algebre linéaire. These de
doctorat d’ état. Université Paris VII.

DIAS, M. A et a. As articulagdes necessarias para trabalhar os conceitos
mateméticos nas diferentes etapas da escolaridade. In: ENCONTRO
NACIONAL DE APRENDIZAGEM SIGNIFICATIVA (1.: 2005 abr, 20-23:
Campo Grande) — MS) Caderno de resumos e programacdo [do] 1°
Encontro Nacional de Aprendizagem Significativa. Campo Grande, UCDB.
Programa de Mestrado em Educacgédo, 2005.p. 96.

DIAS, M. A et a. Niveis de conhecimento esperado dos estudantes e

flexibilidade cognitivac A nocgdo intuitiva de conjunto e o conceito de

214



funcdo.ln: XI ENCONTRO BAIANO DE EDUCACAO MATEMATICA
(11.: 2005, jul, 2005, Savador — BA) Anais do XI Encontro Baiano de
Educacdo Matematica. CD-ROM

DIAS, M. A; ANDRADE, S. N. As articulagbes necessérias para trabalhar o
conceito de funcéo nas diferentes etapas da escolaridade. In: V CIBEM
CONGRESSO IBERO-AMERICANO DE EDUCACAO MATEMATICA
(5.: 2005, jul 2005, Porto — Portugal) Anais do V CIBEM congresso ibero-

americano de educacdo matematica. CD-ROM

DIAS, M. A; ANDRADE, S. N. Andise dos nivels de conhecimento
esperados dos estudantes para a nogéo de funcéo afim. In: [l CONGRESSO
INTERNACIONAL DE ENSINO DA MATEMATICA (3.: 2005, out 2005,
Canoas-RS) Anais do IlIl Congresso Internacional de Ensino da
Matematica. CD-ROM

DORIER, 1997. JL. L’enseignement de I’agebre linéaire en question. La
Penseé Sauvage.1997.

DOUANDY, 1984. Jeux de cadre et dialectique outil objet dans |’ enseignement
des mathématiques.Thése de Doctorat, Paris: Université de Paris VII. 1984.

DOUADY, 1992. Des apports de la didactigue des mathématiques a
I’ enseignement. Reperes IREM, n.6.1992.

215



DUVAL, 1993. R. Registre de représentation semiotique et fonctionnement
cognitif de la penseée, Annales de Didactiques et de Sciences Cognitives 5,
Strasbourg : IREM.1993.

DUVAL, 1995. Sémiosis et pensée humaine. Peter Lang, Paris.1995.

DUVAL, Raymond. Registros de Representagbes semioticas e Funcionamento
Cognitivo da Compreensdo em Matemética In: Machado, S.D.A.
Aprendizagem em Matemética: Registros de Representacdo Semidtica
Campinas, SP: Papirus, 2003. p. 11-33.

ENSEIGNER AUTREMENT LES MATHEMATIQUES EN DEUG A
PREMIERE ANNEE. Brochures de la comission Inter IREM Université.1990.

KAMIYA, Kelly Mitie. Niveis de conhecimento esperados. Analise dos trés
niveis de conhecimento esperados dos estudantes em Analise Combinatéria e
Calculo de Probabilidade, 2003. 143 f. Monografia (Programa Institucional de
Bolsas de Iniciagéo Cientifica) UNIFIEO-Centro Universitario FIEO, Osasco.

PAVLOPOULOU, K. 1994.Propédeutique de I|'agebre linéarie: la
coordination des registres de représentation sémiotique. Thése de Doctorat,
Université Louis Pasteur (Strasbourg 1), prépublication de I'Ingtitut de

Recherche Mathématique Avancée.

ROBINET, 1984 Robinet, J. Ingénierie didactique de |'éémentaire au
supérieur. 1984.

216



ROGALSKI, 1995 Rogalski, M. Notas du seminaire a Sdo Paulo. Brasil.1995.

ROBERT, 1997. Quelques outils d’analyse epistemologique et didactique de
connaissances mathématiques a enseigner au lycée et a I’ université. Actes de

lalX école d' été de didactique des mathématiques. Houlgate. Franca.1997.

SAO PAULO (ESTADO) Secretaria da Educacgo. Coordenadoria de Estudos
e Normas Pedagdgicas. Proposta Curricular para o ensino de matematica:
2° grau. 3.ed. S0 Paulo: SE/CENP, 1992. 414 p.

SAO PAULO (ESTADO) Saresp Encontro de Matematica Avaliacoes
Externas. Coordenadoria de Estudos e Normas Pedagdgicas — CENP. Séo
Paulo Junho/2005

TARDIF, M. (2002) Saberes docentes e formagdo profissional / Maurice
Tardif. — Petrépolis, RJ : Vozes, 2002p. 59-70.1n Por que esse interesse pelo

tempo na construcéo dos saberes?

Livros analisados

LIMA, Elon Lages/ Paulo Cezar pinto Carvalho/ Eduardo Warner e Augusto
César Morgado; A Matematica ho Ensino Médio. Vol. 1. Rio de Janeiro:
Sociedade Brasileirade Matemética. p. 1 - 113

BIANCHINI, Edvaldo Matematica / Edwaldo Bianchini, Herval Paccola.
Matematica. Vol 1. Sdo Paulo : Moderna, 2004.236 p.

217



DANTE, Luiz Roberto Matemética: livro do professor/ Luiz Roberto Dante. —
1.ed. — S0 Paulo : Atica, 2004. p. 7 - 110

218



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

