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Resumo

Método geométrico aplicado ao calculo da funcao de
Wigner em cavidade unidimensional oscilante

Joao Paulo da Silva Alves

Orientador: Prof. Dr. Danilo Teixeira Alves

No presente trabalho calculamos a evolucao temporal da funcao de Wigner para o
estado de gato de Schrédinger em uma cavidade oscilante, usando um método geométrico-
analitico baseado nos trabalhos de Cole e Schieve (Phys. Rev. A, 52, 4405 (1995)). Esses
autores desenvolveram um método geométrico (também denominado recursivo ou de car-
acteristicas) para obter solugdes numéricas exatas para a equagao de Moore para uma lei
genérica de movimento da fronteira. Entretanto, para uma certa classe de movimentos
oscilatérios da fronteira, a qual inclui a maioria dos casos ressonantes estudados na liter-
atura, verifica-se que é possivel manipular o método exato de Cole-Schieve para encontrar
solugoes analiticas escritas como uma expansao em série na variavel €, a qual controla
as amplitudes de movimento das fronteiras. Com essa técnica obtivemos uma férmula
analitica para a funcao de Wigner, consistindo de sua expansao até a décima segunda
ordem de poténcia na variavel e. Comparamos os nossos resultados com os encontrados

na literatura.
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Abstract

Geometric method applied to calculate the Wigner
function in one-dimensional oscillating cavity

Joao Paulo da Silva Alves

Orientador: Prof. Dr. Danilo Teixeira Alves

In this work we calculate the temporal evolution of the Wigner function for the state
Schrodinger’s cat in an oscillating cavity, using a geometric-analytic method based on the
works of Cole and Schieve (Phys. Rev. A, 52, 4405 (1995)). These authors have developed
a geometric method (also called recursive or features) to obtain exact numerical solutions
to the equation of Moore for a generic law motion of the boundary. However, for a certain
class of oscillatory movements of the boundary which includes most resonant cases studied
in the literature, it appears that you can handle the exact method of Cole-Schieve to find
analytical solutions written as a series expansion in the variable €, which controls the
range of motion boundary. With this technique we obtained an analytical formula for
the Wigner function, consisting of its expansion up to the twelfth order of potency in the

variable e. We compare our results with those found in the literature.



“Dedico este trabalho primeiramente, 4 minha familia situada em Castanhal (Pard)
especialmente, (Joao, Maria e Jefferson); meus avés (Antonio e Maria) e amigos. Ndao poderia
deizar de mencionar vocé, caro leitor peca fundamental no processo de Ensino/Aprendizagem
que estd aqui contribuindo para sua formagdo como fisico mas também para um melhor

acabamento deste material, seja com sugestoes ou criticas. ”
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“Qualquer tolo inteligente consegue fazer coisas maiores e mais complexas. E necessdrio um
2”

toque de génio e muita coragem para ir na direcdo oposta.

Albert Einstein
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Introducao

Em 1948 Hendrik Casimir mostrou como vinculos geométricos ou topolégicos podem afetar
o vacuo quantico; especificamente, mostrou que duas placas neutras, paralelas e perfeitamente
condutoras alteram as flutuagoes do véacuo, gerando uma forca atrativa entre as placas, de
origem genuinamente quantica [1]. Este efeito, conhecido como efeito Casimir, foi comprovado
experimentalmente e tem um papel fundamental em diversas areas do conhecimento, como por
exemplo: teoria quantica de campos, fisica da matéria condensada, fisica atomica e molecular,
gravitagao e cosmologia [2].

Além do efeito Casimir estdtico existe uma larga classe de fendmenos reunidos sob a deno-
minagao de efeito Casimir dinamico, os quais sao causados pela reconstrucao do estado quantico
de um campo devido & variagao no tempo das condicoes de contorno impostas a esse campo [3].
Os primeiros trabalhos investigando o problema quantico da radiacao gerada por fronteiras em
movimento no vacuo foram publicados na década de 1970 por Moore, DeWitt, Fulling, Davies,
Candelas, Raine, entre outros autores (ver Refs. [4, 5, 6, 7]). Desde entéao, o problema de criacao
de particulas a partir de fronteiras em movimento no vicuo tem atraido cada vez mais a atengao
da comunidade cientifica. Recentes revisoes sobre o tema sao encontradas na Ref. [8]. Na parte
experimental, a criacao de particulas a partir do vacuo por fronteiras em movimento ainda nao
foi observado, mas varios esquemas experimentais tém sido propostos, baseados na simulacao de
espelhos pela mudanga na refletividade de um semicondutor usando feixes de laser [9] ou, mais
recentemente, usando um guia de ondas coplanar com um aparato supercondutor [10].

Descoeréncia via efeito Casimir dinamico é tema central do presente trabalho. Para estudos
sobre descoeréncia, é importante calcular a fungao de Wigner, introduzida por Eugene Wigner em
1932 [11], que é uma funcao real, chamada também de uma pseudo-distribuigao de probabilidade
[12]. Um dos primeiros trabalhos sobre descoeréncia e efeito Casimir dinamico foi feito por Maia

Neto e Dalvit [13]. Eles consideraram um espelho de massa M com posigao ¢ e momento p em

12



Introducao 13

movimento nao-relativistico sob o efeito de um potencial harmoénico de frequéncia wg e sob a
acao da pressao de radiagao do vacuo. Eles tomaram um campo escalar em 1+1 dimensoes,
partindo do formalismo Hamiltoniano. Assim, mostraram que o acoplamento com o campo de
vacuo quantico via pressao de radiacao é um dos mais fundamentais modelos para se estudar

descoeréncia e estimaram a escala de tempo de descoeréncia calculando a funcao de Wigner W

em t = 0 para a superposicao de estados [) = %ﬂa) +|—a)) com a = \/% obtendo
1 __d° _2p%(Ag)? 2P
W =Wy + —e 2007 12 cos [ =0 , (1)
mh h

sendo Ag = 1/% e W, correspondendo & mistura estatistica p,, = 3(|a) (af + |—a) (—al).
No espago de fases, Wy, tem dois picos ao longo do eixo de movimento em + Py enquanto que o
segundo termo gera a interferéncia entre os componentes do estado |1), e este termo representa
a coeréncia do estado.

Dodonov, Andreata e Mizrahi [14] estudaram a evolucao da funcao de Wigner para estados
quanticos iniciais arbitrarios do campo em uma cavidade ideal unidimensional. O modelo usado
por eles foi de um campo escalar em 141D, obedecendo a condigao de Dirichlet em ambas as
fronteiras localizadas em & = 0 (fronteira em repouso) e em = = L(t) (fronteira executando uma

certa lei de movimento prescrita):

Lo, t <0
L(t) = L(t):L()(l—i—esm(L )) 0<t<T (2)
Lo, t > T,

onde |¢| < 1 s=1,2,... (ver Fig.1). Para um intervalo de tempo ¢ < 0, a solu¢ao do campo tem

a forma

¢mt$ :i

n=1

[n¢">t:c)+Hc}, (3)

onde os modos do campo sao dados por [3

o™ (t,x) = 7 sin (?;x) e To (4)

Para t > 0, os modos do campo sao escritos como:

~g§\w

3 (1, 1) = LL(‘;) 3 sin (’Z?;) { oM ()Tt — pm) (t)efwkt} . (5)



Introducao 14

Figura 1: Linha de mundo das fronteiras: a da esquerda é estatica e a da direita obedece

a Eq. (2).

Apés um intervalo de tempo (¢ > T') a fronteira voltard a posicao inicial Ly e o campo assumira

a forma
. > 9
Gout (t,x) = Z ﬁ sin (T) [&me_[“’mt + H.c. ] , (6)

com o conjunto de operadores criagao e aniquilagao (b, bT) e (a, &T) referentes, respectivamente,
aos campos “in” e “out” sendo relacionados de acordo com a transformacao de Bogoliubov

abaixo
a = @ 7 (n) _ A'i‘ (’I’L)*

Os termos pgf) (t,T) e p%(t, T) da Eq.(7) relacionam-se por sua vez com os coeficientes de

Bogoliubov oy, € Bnm através das expressoes

— M ) I O O
Omn npm (tv )7 ﬂmn npfm(tv ) (8)

Em certa parte da Ref. [14], os autores consideram o modo de vibragao da fronteira igual a
s = 2 (caso de ressonancia principal), e o estado inicial como sendo vacuo para todos os modos
do campo a menos do k-ésimo modo (impar) selecionado, o qual tem como estado inicial uma
superposicao coerentes de estados |a) e |—a) (estado de “gato de Schrodinger”), descrito da

seguinte forma [14]:

ja)y = N(Ja) + e [-a)), 9)

14



Introducao 15

sendo ¢ uma fase e N o fator de normalizacao dado por
N = (2[1 + cos(¢)e )2, (10)

com a = |a|”. Nesse contexto, o campo no k-ésimo modo (o indice & é um nimero impar) é
considerado como sendo o sistema enquanto que os outros sao considerados como reservatério.
Os casos especiais mais interessantes sao os estados coerentes pares (¢ = 0) e impares (¢ = ).

A fungao de Wigner dinamica para o estado de “gato de Schrédinger”é, de acordo com [14],

dada por:
2 2 [R(k)]2
9 2} _1|: o4 P —a—= R(k)
W (z,p,T) = (J;g(k)e o R I P \/%ﬁz
uul U:
[R(k)]2
aﬁ—&z Rff)
+e U+ cos \/%Wp—i—(b , (11)
Uy
onde os fatores Rf ), Uik), ﬁf ) e 'yik ) $30 escritos como
B~k (n n k k k
vt =Z%[p;’ip<_,2]% RY = pi = p), (12)
n=1
PN )

U{ v
sendo que estes fatores tém dependéncia nas variaveis € e T'. Veja que para calcularmos estes fa-
tores acima, precisaremos encontrar os termos p,(cn) (t,T)e p(f,z (t,T) que, por sua vez, relacionam-
se com os coeficientes de Bogoliubov através da equacao (8). De acordo com a Ref. [14] essas

funcoes sao dadas por:

2 K (tanh (27)) ]

(k=1) ——— | (tan T an 7)) —
R+ (7—) T (tanh (2 7_)) _(t h (2 ) + 1) E (t h (2 )) (COSh (2 7_))2 | ’ (14)
(k=1) 2 [ an 2 an . K (tanh (27)) ]
RZ(T) 7 (tanh (2 7)) _<t h(27) ~ D F (tanh (27)) + (cosh (2 7'))2 |’ (15)
U=y = % 2 (tanh (27) + 1) E (tanh (27)) K (tanh (27))
(tanh (27) + 1) (K (tanh (27)))? 9
- fooehs (27 — (E (tanh (27)))?] , (16)

15



Introducao 16

vy = —%[2 (tanh (27) — 1) E (tanh (27)) K (tanh (27))
(tanh (27) — 1) (K (tanh (27)))? )
(oo (277 — (E (tanh (27)))?] , (17)
sendo
emt
T = Q—LO, (18)

e as funcoes K e E, respectivamente, as integrais elipticas completas de primeiro e segundo tipo.
Usando as Egs.(14), (15), (16) e (17) na férmula (11), obtemos a expressao de Wigner descrita
por Dodonov, Andreata e Mizrahi na Ref. [14], e que passaremos a representar neste trabalho
como Wpan(z,p, 7).

Dodonov, Andreata e Mizrahi [14] estudaram também o caso s = 1 (caso de semi-ressonancia).
Analisaram a fungao de Wigner para dois modos selecionados do campo (k =1 e k = 2), con-
siderando os dois modos como sendo o sistema, enquanto que os outros modos fazem o papel
de reservatorio. O modo k = 1 encontra-se inicialmente num estado de gato, enquanto que os
outros estao no estado de vacuo. O objetivo foi verificar uma possivel transferéncia de estados
quanticos entre os diferentes modos do campo (k =1 e k = 2) em uma espécie de transferéncia
quantica de informagao intermodal (torna-se mais coerente um dos estados, & medida que o
outro estado perde coeréncia).

Em nosso trabalho, investigamos a possibilidade de recalcular a evolucao temporal da funcao
de Wigner (11) usando um método alternativo, baseado nos trabalhos de Cole e Schieve [15].
Esses autores dedicaram-se a desenvolver um método geométrico (também denominado recursivo
ou de caracteristicas) para obter solu¢oes numéricas exatas para a equacao de Moore para uma
lei genérica de movimento da fronteira. O método de Cole-Schieve [15, 16] é considerado na
literatura como um método capaz apenas de prover resultados numéricos. Entretanto, para
uma certa classe de movimentos oscilatorios da fronteira, a qual inclui a maioria dos casos
ressonantes estudados na literatura, mostramos que é possivel manipular o método exato de
Cole-Schieve para encontrar solugoes analiticas, escritas como uma expansao em série na variavel
€, a qual controla as amplitudes de movimento das fronteiras. A técnica é algoritmizavel e
rotinas computacionais podem ser usadas para a obtencao de termos de ordens superiores para
corrigir distorcoes geradas pelo aparecimento de termos seculares. Nosso objetivo é que essa
técnica possa auxiliar a responder questoes em aberto relativas ao problema da descoeréncia em

cavidades oscilantes, tal como o que ocorre para outras leis de movimento, com outras condicoes

16



Introducao 17

de contorno, e a verificagdo de possiveis transferéncias de estados quanticos entre diferentes
modos do campo para o caso de ressonancia principal (s = 2).

O trabalho estd organizado da seguinte forma. No Capitulo 1, abordaremos a técnica
geométrico-analitico, baseada na idéia de escrever as solugdes do campo em uma regiao do
espaco-tempo nao-conhecidas em termos das solugoes estaticas (conhecidas) para este campo.
J& no Capitulo 2, usaremos a expressao de Wigner encontrada em [14], vélida somente para
s =2ek =1 e aplicaremos a técnica apresentada no Capitulo 1, bem como compararemos os
nossos resultados com os obtidos na literatura. Finalmente, no Capitulo 3, falaremos sobre as

perspectivas deste trabalho e finalizaremos com as nossas conclusoes.

17



Capitulo 1

O Método Geométrico Analitico

1.1 Idéias gerais sobre solucoes da equacao de Moore

Os primeiros trabalhos investigando o problema quéantico da radiacdo gerada por espelhos em
movimento no vacuo foram publicados na década de 1970 (ver Refs. [4, 5, 6, 7]). Moore [4]
investigou basicamente o seguinte problema: campo escalar real, sem massa, em um espago
tempo bidimensional, satisfazendo & equacao de Klein-Gordon (nds assumimos ao longo deste
trabalho h=c=kp = 1): (8,52 - 8%) Y (t,x) = 0, e obedecendo & condi¢ao de Dirichlet imposta
sobre a fronteira estatica localizada em = = 0, e também sobre a fronteira em movimento na
posicao x = L(t), o que significa ¢ (t,0) = ¢ (¢, L(t)) = 0, onde L(t) é uma lei de movimento
arbitraria, prescrita, sujeita & condigao L(t < 0) = Lg, com Lg sendo o comprimento da cavidade
na situagao estatica.

A solucao para o operador de campo, obtida explorando-se a invariancia conforme da equacao

de Klein-Gordon acima, pode ser escrita como [4, 5]:

Gt x) = lasbs (t,x) + Hel, (1.1)

s=1
onde os modos do campo 5(t, x) sdo dados por:
1
s(t,x) = — | ps(v) + ps(u)l, 1.2
0n(t.2) = 2= [(0) + 2u(w)] (12

com @g(z) = elTEE] 4 =t — g, v =t + 2. A funcdo R(t) obedece a uma equacio funcional

18



1.1 Idéias gerais sobre solucoes da equagao de Moore 19

denominada equagao de Moore:
R[t+ L(t)] — R[t — L(t)] = 2. (1.3)

Levando em consideragao a solugao (1.2), a densidade de energia renormalizada 7 na cavidade,

para um estado inicial arbitrario do campo pode ser escrita como segue [5, 17]:

T = Tyac + Thon-vac, (1.4)
onde
Tvac = —f(v) — f(u), (1.5)
Tnon-vac = —g(v) — g(u), (1.6)
comt 1 ( 1" 2 2
50)= 357 {};’((z)) 3 \Fe) 2R/(Z>2} | o

g(z) = —g i Vnn' Re {ei("_"/)”R(z) <d;rldn/>
1

n,n'=

+ e~ i(ntn)wR(z) <&n&n’>} [R/ (Z)}Q ’ (1.8)

onde as médias (...) sdo tomadas sobre um estado inicial arbitrario do campo. Nas (1.7), (1.8), e

w !I»

daqui por diante, as derivadas denotados por sao tomadas com respeito ao argumento da
funcao. Naturalmente que, além da densidade da energia, qualquer outra grandeza que dependa
do campo deve ser escrita em termos de R(t).

Um ponto importante a mencionar é que, para a equacao de Moore, nao existe, até onde
sabemos, técnica geral de solugdo analitica. Um conjunto de trabalhos [18, 19] foi dedicado
a encontrar solucoes analiticas exatas para a equacao de Moore para movimentos ressonantes
particulares da fronteira. Em trabalho de 1994, Law [18] propde, para o problema (1.3), um

movimento da fronteira basicamente senoidal com frequéncia ressonante igual ao dobro da menor

auto-frequéncia da cavidade:

L(t) = Lo+ %)_ {Sin_l [sin(tan_l(ew)) COS(2Lﬂ;]t):|
- tan_l(eﬂ)}
~ I [1 —esinz(zz) +0(e3)] . (1.9)

19



1.1 Idéias gerais sobre solucoes da equagao de Moore 20

Para esta forma de L(t), Law encontra a solugao exata para R na equagao (1.3), vélida para um

tempo arbitrario:

R(2nLo+ &) =2n+ % — %tam_1 [cos (Z) — 2ne7r} , (1.10)
onde n > 1 e & € [—Lo, Lo]. Usando (1.10) em (1.7), Law verificou o comportamento do valor
esperado do tensor densidade de energia do campo no interior da cavidade oscilante, obtendo que
a variacao espacial e temporal da densidade de energia do campo se d4 através da propagagao
de dois pacotes de onda que sao refletidos pelas fronteiras.

Outra linha de trabalhos buscou por solugoes analiticas aproximadas da equacao de Moore,
para movimentos oscilatérios com pequenas amplitudes [20, 21]. Dodonov, Klimov e Man’ko [22]
consideraram a solugao da equacao (1.3) como sendo uma perturbacao da solugao do problema

estatico correspondente:

R(z) = Ro(z) + dR(z) , (1.11)

onde JR(z) é da mesma ordem e da amplitude de oscilacao da fronteira, enquanto Ry(z) = z/Ly
é a solugao da versao estdtica do problema (1.3). A solug@o perturbativa (1.11) vale no limite
de tempos curtos. Nas Refs. [20, 21, 23] foram mostradas solugdes para (1.3) valendo para o
limite assintético de tempo longo. Nesse contexto, Dalvit and Mazzitelli obtiveram, via grupo

de renormalizagao, a seguinte solucao [21]:

R(t) = t/Lo—2/(mq)
i

arctan [Sin(qﬂt/Lo)/[(l +(1 -9+ cos(qLO)]

+2e(—-1)7z sin(@)éLal
Lo

x [1+§2+ (1—€) cos (%Z)]_l (1.12)

vélida para L(t) = L[l + esin(gmz/Lo)], com £ = e((fl)QHW‘JEt/LO), z=t—2pLy (peN),qgeN
e —Lo < z < Lo, onde o valor de p é obtido como p = 3int(t/Lo) ou p = 3 [int(t/Lo) + 1] para
int(¢/Lo) par ou impar, respectivamente (int(z) = parte inteira de z).

Cole e Schieve [15] propuseram um método geométrico (também denominado recursivo ou
de caracteristicas) para obter solu¢oes numéricas exatas para a equagao de Moore para uma
lei geral de movimento da fronteira. O método consiste em tracar uma sequéncia de linhas
nulas (linhas percorridas pela luz ¢) desde um ponto do espago tempo ¢ e x até a regido que

pertence a zona estatica, onde a funcdo R é conhecida. Vamos discutir melhor este método

20



1.1 Idéias gerais sobre solugoes da equacao de Moore 21

(para mais detalhes ver Ref. [24]). Supondo que (%,%) pertencam a regido III (ver Fig.(1.1)),
e que a linha nula v = ¢t + x = 21 intercepta a trajetoria da fronteira em movimento no ponto
[t1, L(t1)] (ver ref. [15]), temos que R(v)|y=., = R[t1 + L(t1)]. Usando a equacao de Moore
temos R(v)|y=z, = R(u)|y=t, —1(t;) + 2, para que, como apontado por Cole e Schieve, “o valor de
R acrescentado por 2 aumenta cada vez que ha uma reflexdo do movimento da parede”[15]. Se
t1—L(t1) < Lo, entao a linha nula u = ¢; — L(t1) ja estd na zona estatica, de modo que podemos
escrever R(u)|y—¢, ) = [t1 — L(t1)]/ Lo, e também R(v)|y=z, = [t1 — L(t1)]/Lo + 2. Por outro
lado, se t; — L(t1) > Lg, podemos chamar v = t; — L(t1) de uma outra linha nula que intercepta
a linha de mundo da fronteira estdtica no ponto [t; — L(t1),0]. Entao, obtemos R(u)|y—¢, —r(t,) =
R(v)|y=t,~L(t,)> © podemos escrever R(v)|y=>, = R(v)|y—¢,—L(t,)+2. Assumindo que a linha nula
v = t1 — L(t1) intercepta a linha de mundo da fronteira que se deslocam no ponto [t2, L(t2)],
obtemos ty + L(t2) = t1 — L(t1), e podemos escrever: R(v)|y=z = R(v)|y—to4L(t,) +2. Da mesma
forma, considerando a equagdo de Moore, podemos escrever R(v)|v=z = R(u)|y—to—r(t2) T4, €

assim por diante, onde a fun¢ao R é conhecida. Em resumo, podemos escrever [15]:

[z - 2519 Lita(2)

R(z) =2n(z) + (1.13)

Ly ’
z = 1 —|—L(t1), (1.14)
tiv1+L(tiy1) = ti—L(t), i=1,2,3..., (1.15)

sendo n(z) o numero de reflexdes necessdrias sobre a fronteira dindmica para mapearmos a
solucao do campo em um ponto nao conhecido do espago-tempo a uma regiao estatica (onde as
solugbes do campo sao conhecidas).

O método de Cole-Schieve [15, 16] para o cédlculo da solugao exata do campo e da densi-
dade de energia tem a vantagem de ser simples e elegante e de permitir atacar problemas fora
do alcance dos métodos perturbativos. Por outro lado, é considerado na literatura como um
método capaz apenas de prover resultados numéricos (as equagoes (1.14) e (1.15) sao resolvidas
numericamente). No presente trabalho, mostramos que, para uma certa classe de movimentos
oscilatérios da fronteira, o método exato de Cole-Schieve permite encontrar solugoes analiticas
escritas como uma expansao em série na varidvel €, a qual controla a amplitude de movimento da
fronteira. Os resultados analiticos aqui expostos sao aplicaveis a uma vasta classe de movimen-
tos, a qual inclui a maioria dos casos ressonantes estudados na literatura. Dentre as vantagens

da solucao analitica aqui proposta, em comparacao com as solucoes analiticas encontradas na
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=Y

Figura 1.1: Trajetdrias das fronteiras (linhas sélidas). As linhas tracejadas sao linhas

nulas que separam as regioes I de II e II de III.

literatura, estd a possibilidade de obtermos resultados para amplitudes maiores, sendo que o
campo e a densidade de energia podem ser escritos diretamente em qualquer ordem de expansao
na amplitude de movimento, fornecendo um resultado tdao exato quanto se queira; as solucoes
sao escritas em termos de leis de movimento genéricas, sendo possivel reobter os resultados para
leis de movimento diferentes sem custos adicionais de cdlculo; a técnica é algoritmizéavel e rotinas
computacionais podem ser usadas para a obtencao de termos de ordens superiores. Exporemos

essa técnica na proxima Secao.

1.2 Extraindo solucoes analiticas via método geométrico
Consideremos a partir de agora que a lei de movimento L(t) seja oscilatéria e escrita na forma
L(t) = Lo[1 + eF(t)], (1.16)

onde |¢| < 1 é um parametro que controla a amplitude de movimento. Para uma certa escolha da
fungao F(t) podemos dizer que os instantes ¢; nas Egs. (1.14) e (1.15) s@o tais que t; = t;(z, €),
e também que o numero de reflexdes pode ser escrito como n = n(z,€). Consequentemente, a

fungao R na Eq. (1.13) pode ser exibida como R = R(z,€), onde:

2 = 25059 Liti(z, )
Ly '

R(z,€) = 2n(z,¢) + (1.17)
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Figura 1.2: Aslinhas tracejadas diagonais representam linhas nulas que separam as regioes
[ de IT e IT de III. As linhas curvas tipo trago-ponto e sélida representam trajetérias L(t)
com diferentes valores de €, ndo obedecendo a condigao (1.18). As linhas diagonais sélidas
e pontilhadas sao linhas nulas que revelam o processo de reflexdo para mapear a linha

nula © = z =t + 7, em uma linha nula na zona estatica.

Nosso objetivo agora é expandir R em série de Taylor com respeito ao parametro e. Mas
isso envolve derivadas das funcao n(z,€), a qual é uma fungao de € que tem a forma escada e é
nao diferencidvel em vérios pontos. Por outro lado foi observado [17] que existe uma classe de

leis de movimento, definida por
F(2NLy) =0= L(2NLy) =Ly, N=0,1,2,3..., (1.18)

para a qual a fungao n nao depende de e. Na Fig. (1.2), discutimos o caso de leis de movimento
que nao obedecem a condicao (1.18). As linhas diagonais tracejadas sao linhas nulas separando
as regides I de II, e II de III, como considerado também na Fig. (1.1). As linhas curvas nos
formatos trago-ponto e sélidas representam trajetorias L(t) com diferentes valores de e. As linhas
sélidas diagonais sdo linhas nulas as quais revelam que, partindo da linha nula v = z = ¢ + Z,
duas reflexdes sobre a fronteira da direita sdo (nesse caso) necessdrias para se alcangar a zona
estatica para o caso de um valor maior de €, enquanto que as linhas pontilhadas representam
linhas nulas que mostram que apenas uma reflexao pode ser necessaria para um menor valor de
€. Entao, para um mesmo valor de z, o valor de n pode depender de €, e pequenas variacoes
de € podem produzir abruptas alteragdes no valor de n. Na Fig. (1.3), abordamos o caso de

leis de movimento que obedecem & condigdo (1.18). As linhas curvas no formato tracejado e
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Figura 1.3: As linhas tracejadas diagonais representam linhas nulas que separam as regioes
I de IT e II de III. As linas curvas no formato tracejado e trago-ponto-ponto representam
trajetorias L(t) com diferentes valores de ¢, obedecendo a condi¢ao (1.18). As linhas
diagonais nos formatos sélido, pontilhado e trago-ponto, sao linhas nulas as quais revelam
o processo de reflexdo para mapear a linha nula v = 2 = t+# em uma linha nula na zona

estatica.

trago-ponto-ponto representam linhas de mundo para diferentes valores de € na Eq. (1.16). As
linhas nulas sélidas revelam que, para um certo valor v = z = ¢ + &, uma reflexdo sobre a
fronteira da direita é necessaria para se alcancar a zona estatica (regiao II). As linhas nulas no
formato trago-ponto também mostram que para um mesmo valor de z, novamente uma reflexao
é necessaria. As linhas nulas pontilhadas mostram que, para o caso da fronteira da direita estar
estatica, novamente uma reflexao é necessaria para se chegar a zona estatica. Entao, podemos
concluir que, para leis de movimento obedecendo a condigao (1.18), o nimero de reflexdes n nao

depende da amplitude (governada pelo parametro €), e mais ainda que
n(z,e) = n(z,0), (1.19)

0 que significa que o nimero de reflexdoes n para o caso de uma fronteira dindmica é o mesmo

numero n(z,0) para o caso de ambas as fronteiras estéticas, sendo

n(z,0) = [int(z/Lo) + 1]/2, se int(z/Lg) impar (1.20)

int(z/Lo)/2, seint(z/Lg) par .
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Entao, para leis de movimento obedecendo a Eq. (1.18), a Eq. (1.3) pode ser reescrita como

=25 Llti(z, )]
Ly )

R(z,€) = 2n(z,0) + (1.21)

Agora, considerando (1.21), a expansao de R em uma série de Taylor com respeito ao parametro
e envolve as bem comportadas fungoes ¢;(z,0) e suas derivadas 07[t;(z, €)]|e=o. Essas fungoes de

z podem ser diretamente obtidas. Usando € = 0 nas Eqs. (1.14) e (1.15), obtemos
ti(2,0) = z — (2i — 1)Lo. (1.22)

Tomando as derivadas em € nas Eqgs. (1.14) e (1.15), fazendo € = 0 e usando (1.22), obtemos

i—1
(Octi)(2,0) = —Loq2)  Flz— (2 — 1)L
j=1
+F [z — (20 —1)Lo]}. (1.23)

Para calcular as derivadas de ordem mais altas (92t;)(z,0), com s > 1, o procedimento é anédlogo

e direto. A funcao de Moore (1.21) pode ser expandida como
R(z,e) = Y Ry(2) €, (1.24)
s=0

onde Ry (2) = [0R(2,€)/0€]|e=0/s!. A seguir, explicitamos algumas férmulas para R(,)(z):

Roy(2) = 75 (1.25)
n(z,0)
R(l)(z) =-2 Z F [ti (270)] ) (126)
=1
n(z,0)
Ry(z) = =2 > F'[ti(2,0)] (0et:) (2,0), (1.27)
=1
n(z,0)
Rg(z) = — > {F'(ti(2,0)) (92t:) (t:) (,0)
i=1
+F" (1 (2,0)) [(0c) (2,0}, (1.28)
n(z,0)
Ruy(z) = —1/3 Y {F'[ti(2,0)] (82t:) (2,0)
=1
+3 " [t; (2,0)] (9ct;) (2,0) (924;) (2,0)
+ Pt (2,0)] [(0%:) (2, 0)}3} , (1.29)
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onde n(z,0), t; (2,0) e (Oct;) (2,0) sao dados pelas Eqgs. (1.20), (1.22) e (1.23), e (9%t;) (2,0)
pode ser diretamente encontrado conforme ja mencionado.

A série mostrada na Eq. (1.24) pode ser truncada para descrever o comportamento aproxi-
mado de R(z,€): denominaremos R(z,¢) = Ro_p)(2,€) = Y _o R(s)(2) €. Mas, a medida que »
cresce, esse resultado aproximado pode se tornar cada vez menos exato, como também ocorreu
para a solucao aproximada dada por (1.11). A perda da exatid@o tem a ver com o surgimento de
termos seculares (por exemplo, ver comportamento de R(1y(z) €, R(2)(2) €® e R3)(2) €® nas Figs.
(1.4), (1.5) e (1.6). Entretanto, o presente método tem a vantagem de permitir que os préximos
termos da série sejam obtidos diretamente, o que aumenta a exatidao da solugao, estendendo
sua validade para valores cada vez maiores de z.

Vamos investigar agora a exatidao para R(z, €) caso trunquemos a expansao (1.24) em s = 2,

ou seja
2
R(z,€)  Ro_z)(z,€) = Y _ Ry)(2) €. (1.30)
s=0

Em outras palavras, vamos estimar se para uma faixa de valores de z, os resultados para
Ro—2)(2, €) sao aceitaveis. Essa estimativa pode ser feita da seguinte forma: calculamos o termo
de ordem seguinte, neste caso da ordem 3, dado por 63R(3) (z,€), e verificamos a relevancia desse
termo em relagao a fungao R(_g)(z,€). Na Fig. (1.7), vemos que, para valores de z de 50 a 51,
o termo 63R(3)(Z, €) ainda é relativamente pequeno se comparado com R(y_g)(z, €), 0 que mostra
que esse ultimo resultado ainda tem boa exatidao. Aplicaremos, no Cap. 2, um procedimento
similar para estimar a validade de nossos resultados para funcao de Wigner.

Finalizando, é interessante comparar os resultados para a funcao de Moore obtida pelo
método numérico-exato de Cole-Schieve (o qual resolve numericamente as Eqs. (1.14) e (1.15)),
pela férmula aproximada (1.12) obtida por Dalvit-Mazzitelli, e nossos resultados aproximados
R—2)(2,€) e R_4)(2,€). A comparagio pode ser vista nas Figs. (1.8) e (1.9), onde usamos
a faixa de valores de 23 < z < 25, usada em grafico mostrado na Ref. [21]. Vemos que os

resultados obtidos via Ry_z)(z,€) e Rg_4)(z, €) fitam melhor o resultado exato, do que o obtido

via Eq. (1.12) . Naturalmente os modos do campo ¢s(z) também podem ser expandidos
diretamente:
es(2) = o0 (2) + oD (2)e + P (2) + ... (1.31)
onde
PO (z) = el~Psm=/10), (1.32)
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Figura 1.4: Comportamento do termo R(1)(z) € em relagao a varidvel z para e = 1072. O

o

grafico mostra o motivo da perda da exatidao da fungao aproximada R(z, €), que é devido

ao surgimento de termos seculares na expansao em série.
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Figura 1.5: Comportamento do termo R)(z) € em relacdo a varidvel z para e = 1072. O
grafico mostra o motivo da perda da exatidao da fungao aproximada R(z, €), que é devido

ao surgimento de termos seculares na expansao em série.
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Figura 1.6: Comportamento do termo R3)(2) €

3

em relacdo a varidvel z para e = 1072, O

grafico mostra o motivo da perda da exatidao da fungao aproximada R(z, €), que é devido

ao surgimento de termos seculares na expansao em série.
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Figura 1.7: R(_2)(z,1072) (linha sélida) e 10"°R3)(z,107%) (linha tracejada).
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Figura 1.8: Comportamento da fun¢ao de Moore para a lei de movimento L(t)

Lo[1 + esin(2nz/Ly)], e = 1072 e Ly = 1. A linha sélida-escura mostra R(g_2)(z,1072),

o resultado numérico-exato é mostrado pela linha sélida-clara, enquanto que o resultado

via férmula (1.12) é mostrado pela linha pontilhada.
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Figura 1.9: Comportamento da fun¢ao de Moore para a lei de movimento L(t)

Lo[1 + esin(2nz/Lo)], e = 107* e Ly = 1. A linha sélida-escura mostra R(o_s)(z,1072),

o resultado numérico-exato é mostrado pela linha sélida-clara, enquanto que o resultado

via férmula (1.12) é mostrado pela linha pontilhada.
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oW (2) = 2ismel—ism#/10) F[t; (2,0)], (1.33)

<P§2)(Z) _ e(—iswz/LD)
n(z,0)
x Q =2ism Y F'[t;(2,0)] (9eti) (2,0)
=1

n(z,0) 2

250 | Y Fti(2,0)]| ¢ (1.34)

i=1
No modelo investigado, qualquer grandeza que depende do campo € escrita em termos da

funcao de Moore, e pode ser expandida da forma aqui proposta. No capitulo seguinte, investi-

garemos a aplicacao desse método geométrico-analitico ao calculo da funcao de Wigner.
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Capitulo

Aplicacao do Método Geomeétrico
Analitico para Calcular a Funcao de

Wigner

No presente capitulo, vamos calcular a funcdo de Wigner dindmica Eq. (11) através do
método descrito no Cap.1. Para tal, é necessdrio escrever os coeficientes de Bogoliubov em
termos da fungao de Moore, o que pode ser encontrado na literatura [20] e cuja deducao também

encontra-se no Apéndice desta dissertacao:

Apm = ¢n,¢(0)
+1
_ jm / —In[nR(Loz)— mz}7 (21)

Bum = (W5, {0)*

1 /m LloJrl
SN / - dzeIrnR Lo, (2.2)
.

O préximo passo ¢é substituir as equagoes (1.21) em (2.1) e (2.2), de onde podemos escrever:

1 [k | r&+t £+1
n F B _ .k 0 dzeflﬂ'[nR(Loz)sz} = 0 dzefhr[nR(Loz)Jrkz}
" " 2Vn T _q T _q
LY g Io

=+1
_ % % /Lo dze—ITrTLR(L()Z) <€I7Tkz + e—Iwkz)]

[ =41 n(Lgz) smt;(Lgz,e€)
_ % % TLol dzeﬂnl(%izi:lo F(iLOO )fz) (ehrk;z:':e—lnkz>] . (2.3)
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Usando (8), (12) e (2.3), as fungoes R(f) e Uj(ck) assumem a forma

a0 [y g p( #7till0z9)
Rk _ 1 [ig™! Ze_kﬂf|:2n(Loz)+L0 2[21:10 [LO'ZOL()F( (L )H}
0 2 2y
Lo

l+1 n(Lgz) wt;(Lgz,€)
/Lo dzekﬂl(2e S F(S zLOOZ )7,2) (e[ﬂ-kz == e_[ﬂ-kz)’ (24)

T
5!

(elwkz - eflwkz)

1
2

o0

v = Z%[P() o) Eizaknq:ﬂkn

n=1

oo T 2

_ Z% (7];;) [/TLOJrl P (2 Zn(Loz)F(%LOONU z) <61ﬂ-kzq:€[ﬂ-kz>] . (2.5)
Iy

n=1 -1

Além destas equagbes é importante sabermos as seguintes expressoes (ver Eq.(13)):

L n(Lgz) 7t;(Loz,e)
1 ot dzek‘ﬂl<262i:10 F(%>72)(61ﬂm¢€—lwkz)

2JT 4
(k) Lo
P’ = A 1(2 Zn(Loz) F(sTrt 1 (Lgz, e)) ) 2
220:1 % (%) [ E,l dze™ ™\ %€ — # (elmkz :Fe—fwkz)}
Lo
T 1 n(Lgz) 7t (Loz,¢€)
. ;0 +1 dZ@kﬂ'I(ZGZ 0 F(%) ) (eITI'kZ F eflﬂkz)
= Yu(F) (2.6)
- k [ l+1 n(Lgz) smt;(Lgz,e€) 2 )
n=1 Eil dzeﬂnl<262 F(40 ) ) (elnkz = e—ITrk:z):|
Lo
A | (Loz) smt;(Lgz,€) 2
© i n ;0 ""1 dzelmrI(Qe Z" 07 F(iLOO ) >(el7rk:z T e—Iwkz)
Lo
’yi = 2 (7) (Lgz) swt;(Lgz,e€) ) (27)
— k £)+11 dzewnl(zezn 0% F(Lioo) ) (elﬂ'kz - efITrkz)
L Zg

n= -1

2
i (l;) [/f;)-‘rldzeﬂl](kz?(?oz)p‘(‘mi(;;)z’e)>Z> <e]7rkz+e—l7rk’z>]

=1 Ly -1

(k) (k) 1 = 7 +1 7""1[(2527'L—(L02) F(Mti<LOZ’E>>_Z) Imkz —Irkz i
vy = 3 < > / dze =1 Lo (e —e )
1
1
2
(

X

Note que as fungoes ﬂf ), fyik), Rgf ) e Uik) dependem das variaveis T e e.

De posse destas equagoes, podemos substitui-las na expressao de Wigner Eq. (11) e expandir

esta equacao em relacgao a variavel €, de acordo com a equacao abaixo

[e.9]

m k
WE (z,p e, T) = Ze ((m))(af,p,O,T), (2.9)

m=0
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onde W(k)

(m)<m7p7 OvT) é

Wi (@.,0.T) = S

w l—o. (2.10)

k 1| 0mW® (z,p,e,T)
m!

O primeiro termo (ordem zero), corresponde a fungao de Wigner estatica

) 1[zz+p2} IO
N D P (@R— “”l’)
U™ 0)u™®(0)

W) (@)

(&M o)

a —2a R(k) 0
te Wo cos (\/% + )p—l—gb ) (2.11)

Uit (0)

1

2 2
o 1 :c7+1’7
e o vt [ © cosh (Vaas® (0)z)
v )™ (0)

+e“7(+k>(0)_2“ cos (\/ﬂﬁﬁf)(O)p + d)ﬂ , (2.12)

vélida para o modo do campo k = 1, sendo os fatores Uik)(()) e R(f) (0) dados por:

k k 1 k k
v 0) = v (0) = 5 R (0) = RM(0) = 1. (2.13)
Esta funcao coincide com a funcao de Wigner estdtica encontrada na Ref.[14], tal como serd

mostrado adiante nas Figs.(2.3) e Fig.(2.11).

A funcao ewk)

) (,p,0,T) é dada por

k k
EW((l))(xapaoaT) = EW(([)))(J"7P) {_2[

d. Uik) (0)p2 IN2e ™ o) Uf)(o)} GRQC) (0) "
T am P T 2R
UL (0) v 0™ (o) v="(0)
K) (k) (k) (k)
r¥ 000" (0 r™(0 r™ (0
+ = )k) (0 cosh | V2a k)( )ZL‘ + sinh \/%T():p
U™ (0) v (0) U™ (0)
k) k) (r*) (02 R 02
» V2ax 86R9€)(O _RY (0)0.U(0) e—a o) +ea o0 a
U™ (o) (1)
(k) (k) (k) (k)
RrRY(0 RrRY(0)0.U™ (0 RrRY(0
) ( O g 5 0) - (00 +<>]CO8< orillU +¢>
Uy (0) Uy (0) Uy (0)
RY(0) Vaap [ oy, B (0008 (0)
— sin [ V2a—Tp+ g | e [0RY(0) - ¢
Uy (0) Uy(0) Uy (0)
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1 S
AR ) 2

(k) — (k)
EW(l) (xapa OaT) - EW(()) (:E7p) {2[U(k) (O
+

1 22 IJ2
—_ = 7+7
a.U" (0)p? 2, 2 |:U(_k)(0) U(k)(O):|

U™ 0)u™®(0)
+ 800009 (0)] cosh (vV2a5® (0)x ) + sinh (V25" (0)z)

[@R@(O)—ﬂ(_k)(O)anﬁk)(O)D ~ar®0) 4 (020

% (apP(0) [20.88(0) - 5P )00 (0)] cos (V2ap P 0)p + )

_ sin (\/%ﬁ@(())pm) UG 5 [8€R+ 0) - 8P a.0" (0 )])}(2.14)

sendo
o.M (0) = 0.rRM(0) = ~Nx,  0.U™(0) = 9.R"(0) = N, (2.15)

com N € IN. A funcao eQW((Q)) (x,p,0,T) é dada por

d. U(k) nu® o
EWE @ p0.1) = AW ) LD (ep) + KO, p) | KO, p) - 2T
(2) (0) U(k)(O)U(k)( 0)

1 32U U O ) }
" 20 (0 ®0) | 20™ (0)u™(0) S OU=T0)
é{v““)«» U<’“><0>] 20.[0F ) u® 0y 1 _,
i B 0y ® { AR OIARI( [e e (Y*(k)
U 0 () [T (0)UZ7(0)]

% cosh (v2a5™) (0)z ) + 2 (x) sinh (\/%ﬁ(’“)(o) )+ et (02

x [Yf“) cos (\/%ﬁik)(O)p—i-qﬁ) - ) sin (\/ﬁm p+<z>)ﬂ
5=y (0) (Cosh (J%ﬁ"“)( \a ) [ J<k> Ly 4 20, )}

sinh (\/%ﬁ(’“’( )z ) [H(k) )+ 2y ® Zz®) D 4 2607 (02
x(cos (VaapPo)p + 0) [19 4+ ><x>] sin (V2481 (0)p
+ o) [HP W) +2v{V 20 )D Ak [e (Y(k

% cosh (V2ad® (0)2) + 2% () sinh (rﬁ< (0)z)) + et O -2
x (viP cos (V2aBP 0)p + 6) — 28 (o) sin (V2aBP 0)p + ) )|}

(2.16)
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onde as novas varidveis que surgem nesta ordem sao definidas abaixo:

\{’“2)7;]5) 0.8 0) - 5P 0.0 (0)]
¢

ARID)

3

7M@) = %[&R&’“)(O)—ﬂ(_’“)<0)aEU£k>(0)], (2.17)

-

8.0 (0
Y# = 208" 0)0.R% (0) —avik)(0>+7()
v (o
+7(0)
)

1

o022 a.UP (0)p?
U*®(0) U2®)(0)

sendo as segundas derivadas de Uik)(O) e Rgf )(0) dadas por:

02U (0) = 2™ (0) = 2N?7?,

82RP (0) = 922RW(0) = —2N?72, (2.22)
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Até aqui, as férmulas sao validas para: F(t) genérico (dentro das condigoes apresentadas na
Eq.(1.18)), k € N e s = 2 (a férmula (11) s6 ¢é vélida para este valor de s [14]). Deste ponto em
diante, vamos restringir nossos resultados para k = 1 (ja4 que o modo do campo é considerado

fmpar e a dindmica dos outros modos é similar [14]) e F(t) dado por

F(t) = sin (2;’5) . (2.23)

Neste contexto, somando os trés primeiros termos da expansao em série da funcao de Wigner,

teremos essa funcao expandida até ordem €2 que é

WED (e, p,7) ~ AN @) (20 cosh(vBaz) + cos(vBap + )
N2 (12— p?) [ cosh(vBax) + cos(vVBap + )|
- V2 [a;e—% sinh(v/3az) + psin(v/Sap + qﬁ)D T
+ 8@ (02— ) — (2 4 p7)] [ cosh(vBax)
+ cos(VBap+ )| +a (222 + 3)e > cosh(v/5az)
— (2p® + 3) cos(v/8ap + ¢)] —V2a [xe—h sinh(v/8az)(1 + 2[z?
— p)) - psin(VBap + 9)(1 — 2l — p?))| ) 72, (2.24)

onde o termo adimensional 7 é igual a

el
= 2.2
r- o (2:25)

lembrando que T = 2N Ly. Vamos agora avancar, calculando a funcao 63W((3,3)(:U, p,0,T), que é

dada por
Sw k=D z,p,0,T) = N2 p3Se=(@+0%) [ p z,p, N) cos(v8ap + ¢) + O(p, N
(3)

x  sin(vV8ap + ¢) + e 22 [P(a?,p, N) cosh(v8ax) + O(z, N) sinh(v8ax)
+ N3 |Q(z,p) cos(V8ap + ¢) + C(z,p) sin(v8ap + ¢) + T(z, p)
x cosh(v8az) + C(z,p) sinh( 8az)} } , (2.26)

sendo as funcdes P(z,p, N), O(p,N), O(x, N), Q(z,p), C(x,p), C(x,p) e T(z,p) dadas por

P(xz,p,N) = (4A(N)+ B(N))p* — (4A(N) + B(N)) z?, (2.27)

O(u,N) = V2au(B(N)+4A(N)), (2.28)
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Qz,p) = —4a®+122"(1+p?) + 62*(~1 + 6a — 2p" +4dp’a) + 4p° + 18a

+ 6p*(1 — 10a) — 12p*(1 + 2a), (2.29)

C(x,p) = 12v2ap’® — 8V 2ap®(a + 322) + 3v2ap(42?[z? — 2] — 124 — 5),  (2.30)

C(z,p) = e {12\/2@935 + 8V2az(a — 3p%) + 3V 2ax(4p*[p* — 2] + 12a — 5)} ,(2.31)

T(z,p) = e 2*{4p® —12p*(1 + 2°) + 6p*(1 + 6a + 22°[2* + 2a]) — 42+
+ 122%(1 — 2a) — 62%(1 + 10a) + 18a } . (2.32)

3

Observe que na Eq.(2.26) ndo conseguimos mais colocar em evidéncia o termo 7° na expressao

2. Isto se deve ao fato de que, a partir desta ordem,

completa, como fizemos até na ordem ¢
surgem novos coeficientes que dependem do valor de N (nesta ordem os coeficientes sao: A(N)
e B(N)). Durante o célculo da funcao 63Wg):1)(:n, p, €, T), foi necessério calcularmos o seguinte

somatorio Sz (o indice 3 refere-se a ordem), dado por:

N 2.2
Sy = Z {_3‘1 : sin [Z:ti(Loz, 0)} B:(t:)(Loz, 0)2 + 3s7 cos [Z:ti(Loz, 0)} 82(t:)(Loz, 0)} ,
(2.33)
onde N = n(Loz) e os ti(Loy, 0) e Octi(Loy,0) sdo dados pelas Egs.(1.22) e (1.23). J4 o termo
02(t;)(Loz,0) nao foi explicitado, porém o mesmo pode ser diretamente obtido. Ao executarmos

o somatdrio na (2.33), obtemos que ele pode ser escrito na forma
S3 = (—1)%sin(smy)s*m2Lo[A(N) + B(N) cos(smy)?], (2.34)

de onde podemos identificar os coeficientes A(N) e B(N), sendo que explicitamos alguns desses
valores na tabela (2.1) e nas Figs.(2.1) e (2.2).
E importante salientar que os coeficientes A(N = 0), B(N = 0), bem como todos os outros

3 sdo nulos. Isto nos permite checar ordem a ordem a

que surgem para ordens maiores que €
recuperacgao do caso estatico.

Os célculos de termos associados a poténcias de € maiores que 3 podem ser feitos através
do mesmo mecanismo ja descrito para o calculo até a poténcia 3: derivamos em € a funcao de
Wigner a ordem desejada, tomamos € = 0 e usamos as Eqs.(1.14) e (1.15) para obter ¢;(z,0)

e suas derivadas. Se, por um lado, as expressbes matemaéticas envolvidas se tornam cada vez

maiores, dificeis de serem tratadas “a mao”, por outro, a estrutura dos calculos permite sua

37



38

N 1 2 3 4 5 6 7

) || -3 ]-30 | -105 | -252 | -495 | -858 | -1365
B(N) [ 9] 66| 219 | 516 | 1005 | 1734 | 2751

Tabela 2.1: Valores dos coeficientes A(N) e B(N) que surgem a partir da ordem ¢* na

funcao de Wigner para alguns valores de V.

automatizacao computacional. Usando se¢oes de computacao algébrica, calculamos a expansao
da funcdo de Wigner até termos de ordem e'2. Esses termos envolvem as derivadas das funcoes

Uj(ck) (0) e Rgf ) (0). As derivadas destas fungoes assumem valores para ordem €3 iguais a

BUur ) = 3(6N3 +4A(N) + B(N)),

BRI 0) = —a3(B(N)+4A(N) + 3N3), (2.35)

note que colocamos acima somente os valores de ng)(O) e R(f) (0). Isto se deve ao fato de que,

12

até a ordem ¢'“, as derivadas destas fungoes satisfazerem as seguintes relacoes

o2u®(0) = 92U (0),  92R™(0) = 97 RP(0), (2.36)
para as derivadas pares, enquanto que
PHU®(0) = 2+ P 0), 92+ RY(0) = 921 RP (0), (2.37)

para as derivadas impares, sendo [ um niimero inteiro.

Podemos fazer um teste de consisténcia mostrando que a férmula para a fungao de Wigner

W(.%',p, €, T) ~ W(O) (x,p) + 6I/V(l) (xvpy €, T) + 6QI/V(Z) (xapa €, T) + 63I/V(3) (m7p7 €, T)a

(2.38)

onde os termos W) (z,p), Wn)(z,p,6,T), Wig)(z,p,6,T) e W3)(z,p,6,T) dados pelas Egs.
(2.11), (2.14), (2.16) e (2.26), obedece & condigao de normalizagao abaixo

/ / W (x,p, e, T)dudp = 1. (2.39)

Integrando as equagoes (2.11), (2.14), (2.16) e (2.26) obtemos:

1 oo [ee) o0 oo
[ e =1, [ [ W pe Disdp =0, (2.40)
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Figura 2.1: Gréfico do coeficiente A(NN) para véarios valores de V.

8000

6000 -

4000

2000 -

N

Figura 2.2: Gréfico do coeficiente B(N) para varios valores de N.
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/ / W) (z,p, €, T)dxdp = 0, / / Wy (z,p, €, T)dzdp = 0, (2.41)

o que prova que a funcdo de Wigner dada em (2.38) satisfaz a condi¢ao (2.39). Note-se que
apenas o termo de ordem zero contribui de forma nao-nula para a normalizacao. Verificamos
que a integrais em todo o espago de fase dos termos de ordens maiores que 3 dao iguais a zero
(esta verificacdo foi feita até a ordem €!2).

Neste trabalho mostraremos gréaficos para a funcao de Wigner dinamica calculada até ordem
11 e 12 em ¢, que daqui em diante denominaremos, respectivamente, por W((gflll)) (x,p,e,T) =
2717’1:0 emW(g:;l)(:L‘,p, e,T) e W((ég_zlg)) (x,p,e,T) = Zir?:O emW((:;U (z,p,€e,T). Nao explicitamos
as féormulas analiticas para as ordens 4 a 12, pelo fato de que tais férmulas sao muito extensas,
e cujo tratamento das mesmas fizemos via se¢bes de computacao algébrica usando Maple. A
fim de fazer comparagoes com resultados obtidos na literatura, nas figuras também exibimos
graficos para a funcao de Wigner (renomeada como Wpan(x,p, 7)) gerada via férmulas (11),
(14), (15), (16), (17) obtidas por Dodonov, Andreata e Mizrahi [14].

A seguir, mostraremos graficos para a fungao W((:—:111)) (,0,1072,7). Em todos os graficos
mostrados daqui em diante, os parametros utilizados foram: a = 10, e = 1072, ¢ = 7, k = 1,

s=2elg=1.
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Figura 2.3: Comparagao entre os graficos obtidos neste trabalho para a funcao de Wigner

W((ég_zlll)) (2,0,1072,T) (linha tracejada) com os obtidos via férmulas Wp (2,0, 7) (linha

sélida) para N = 0. Note-se que a linha tracejada coincide com a linha sélida.

Figura 2.4: Comparagao entre os graficos obtidos neste trabalho para a funcao de Wigner
W((ég_zlll)) (2,0,1072,T) (linha tracejada) com os obtidos via férmulas Wp (2,0, 7) (linha

sélida) para N = 1.
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Figura 2.5: Comparagao entre os graficos obtidos neste trabalho para a funcao de Wigner

W((éc_zlll)) (2,0,1072,T) (linha tracejada) com os obtidos via férmulas Wp (2,0, 7) (linha

sélida) para N = 2.

Figura 2.6: Comparagao entre os graficos obtidos neste trabalho para a funcao de Wigner
W((ég_zlll)) (2,0,1072,T) (linha tracejada) com os obtidos via férmulas Wp (2,0, 7) (linha

sélida) para N = 3.
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Figura 2.7: Comparagao entre os graficos obtidos neste trabalho para a funcao de Wigner

W((éc_zlll)) (2,0,1072,T) (linha tracejada) com os obtidos via férmulas Wp (2,0, 7) (linha

sélida) para N = 4.

Figura 2.8: Comparagao entre os graficos obtidos neste trabalho para a funcao de Wigner
W((ég_zlll)) (2,0,1072,T) (linha tracejada) com os obtidos via férmulas Wp (2,0, 7) (linha

sélida) para N = 5.
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W,

Figura 2.9: Comparagao entre os graficos obtidos neste trabalho para a funcao de Wigner
(k=1)
(0—11

(2,0, 1072, 7T) (linha tracejada) com os obtidos via férmulas Wpans(x,0,7) (linha
sélida) para N = 6.

3
|

v
\
\
\

Py (k=1

Figura 2.10: Comparagao entre os graficos obtidos neste trabalho para a fun¢ao de Wigner
(0—11)

(2,0,1072,T) (linha tracejada) com os obtidos via férmulas Wp (2,0, 7) (linha
sélida) para N = 7.
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N || Wio-11)(T) Wz (T) o(T)
1 1.88 | 0.36 x 10719 | 0.19 x 10710
2 1.56 | 0.54 x 1077 | 0.35 x 10"
3 1.13 | 0.14x107*| 0.12x 1074
4 0.71 ] 051 x1073| 0.72 x 1073
5) 034 0.79x 1072 | 0.23 x 107!
6 0.30 | 0.73 x 107! 0.24
7 3.16 0.48 0.15

Tabela 2.2: Valores para W_11)(T') = |W0k 111))(0,0, 1072, T)| (coluna 2) e Wz (T) =
|10~ 1];)1)(0 0,1072,T")| (coluna 3), para diferentes valores de N (coluna 1). Na coluna

4 mostramos a razao o(T") = W) (T)/Wo-11)(T).

Vamos agora investigar a exatidao dos resultados que obtivemos para a funcao de Wigner

W(k:l)

(0—11)° mostrados nas Figs. (2.3) & (2.10). Em outras palavras, vamos estimar até que valor de

N os resultados para w k=D

(0-11) sao aceitdaveis. Essa estimativa foi feita da seguinte forma: calcu-

lamos o termo de ordem seguinte, neste caso da ordem 12, dado por 10*24W((1k2) 1)(O 0,1072,7),
e verificamos a cada valor de N a relevancia desse termo em relagao a funcao de Wigner
W((ég_zlll))(0,0, 1072, 7). Na Tabela (2.2), mostramos valores para W_11)(T) = \W(g 111 (0,0,1072,

T)| (coluna 2) e Wy9)(T) = |10~ 24W(( %) )(0,0, 1072, 7T)| (coluna 3), para diferentes valores de
N (coluna 1). Vemos que para N = 1 o valor do termo W(;2) é da ordem de 107! (vide coluna
4) vezes o termo W_11); aumentando os valores de N, temos que para N =5 o termo W ) é
da ordem de 102 vezes o termo Wo-11)- Portanto até N =5 estimamos que a inexatidao dos
valores de Wo_11)(T") seja por volta de 2%. Para N = 6, o termo W3y é da ordem de 1071
vezes o termo W_11), 0 que mostra que o termo W,z j& nao ¢ mais desprezivel. Para N =7,
o valor de Wy_11) nao parece ter exatidao suficiente para descrever o comportamento da fungao
de Wigner, sendo que novos termos na série devem ser adicionados para permitir um descrigao
mais exata.

Até N = 5, acreditamos que a funcao W((o 111)) (,0,1072,T) dé, com boa exatiddo, uma
descricao do comportamento da funcao de Wigner. Entretanto, mesmo para os valores de
N = 1,2,3,4,5, vemos diferenca entre os resultados obtidos via W((: 111))( ,0,1072,7T) e via

Wpan(z,0,7) [14]. Uma possibilidade que vemos para explicar tais diferencas é que a férmula
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para Wpan(x,0,7) vale tanto melhor quanto menor for o valor de e. Assim sendo, conjec-
turamos que para valores de € < 1072 melhor seria a concordancia entre W((:_lel)) (x,0,1072,7)
e Wpan(z,0,7).

Vemos também que os graficos para W((gflll)) (,0,1072,T), com a evolucio crescente da
variavel temporal N, sofrem uma diminuicdo do moédulo da parte negativa. Essa diminuicao
é parte do processo de interacao entre os modos do campo e a cavidade dinamica que leva a

descoeréncia quantica.

A seguir, mostraremos graficos para a funcao W((é“jl))(o, p, 1072, 7).
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Figura 2.11: Comparagao entre os graficos obtidos neste trabalho para a fun¢ao de Wigner

W((:_lel))(o,p, 1072, 7T) (linha tracejada) com os obtidos via férmulas Wpan (0, p, 7) (linha

sélida) para N = 0. Note-se que a linha tracejada coincide com a linha sélida.

-6

-4

i —1
1.5&

Figura 2.12: Comparagao entre os graficos obtidos neste trabalho para a fun¢ao de Wigner

W((:_lel))(o,p, 1072, 7T) (linha tracejada) com os obtidos via férmulas Wpaa (0, p, 7) (linha

sélida) para N = 1.
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-1.5

Figura 2.13: Comparagao entre os graficos obtidos neste trabalho para a fun¢ao de Wigner

W((:_lel))(o,p, 1072, 7T) (linha tracejada) com os obtidos via férmulas Wpan (0, p, 7) (linha

sélida) para N = 2.

Figura 2.14: Comparagao entre os graficos obtidos neste trabalho para a fun¢ao de Wigner
W((:_lel))(o,p, 1072, 7T) (linha tracejada) com os obtidos via férmulas Wpaa (0, p, 7) (linha

sélida) para N = 3.
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tre os graficos obtidos neste trabalho para a funcao de Wigner

Ccao en

3

Figura 2.15: Compara

las Wpan(0,p, 7) (linha

ormu

(0, p, 1072, 7T) (linha tracejada) com os obtidos via fi

’

1)

(k
(0—11

sélida) para N = 4.

W,

Figura 2.16: Comparagao entre os graficos obtidos neste trabalho para a fun¢ao de Wigner

las Wpan(0,p, 7) (linha

ormu

(0, p, 1072, 7T) (linha tracejada) com os obtidos via fi

’

1)

(k
(0—11

sélida) para N = 5.

W,
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las Wpan(0,p, 7) (linha

ormu

’
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Figura 2.18: Comparagao entre os graficos obtidos neste trabalho para a fun¢ao de Wigner
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Conforme ja mencionado, podemos investigar a exatidao dos resultados que obtivemos para
a fungao de Wigner W((:_lel)) (0,p,1072,T), mostrados nas Figs. (2.11) a (2.18), usando a Tabela
(2.2). Com base nesses resultados, estimamos que até N =5 a fungao W((ég_zlll)) (0,p,1072,T) dé
com boa exatidao uma descricdo do comportamento da fungao de Wigner e conjecturamos que
as diferencas entre W((:_lel)) (0,p, 1072, T) e Wpan(0,p,7) [14], para valores N < 5, sejam tanto
menores quanto menor for o valor de e.

A seguir, mostraremos os graficos para as fungoes W((::lg) (,0,1072,T) e W((égfllg) (0,p, 1072, 7).
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Figura 2.19: Comparagao entre os graficos obtidos neste trabalho para a fun¢ao de Wigner

W((éc_zllz)) (2,0,1072,T) (linha tracejada) com os obtidos via férmulas Wp (2,0, 7) (linha

sélida) para N = 5.

Figura 2.20: Comparagao entre os graficos obtidos neste trabalho para a fun¢ao de Wigner
W((ég_zlg)) (2,0,1072,T) (linha tracejada) com os obtidos via férmulas Wp (2,0, 7) (linha

sélida) para N = 6.
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2/5+

0.5

Figura 2.21: Comparacao entre os graficos obtidos neste trabalho para a funcao de Wigner
W((:_leg) (2,0,1072,T) (linha tracejada) com os obtidos via férmulas Wp (2,0, 7) (linha

sélida) para N = 7.
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Figura 2.22: Comparagao entre os graficos obtidos neste trabalho para a fun¢ao de Wigner

W((:_lez))(o,p, 1072, 7T) (linha tracejada) com os obtidos via férmulas Wpan (0, p, 7) (linha

sélida) para N = 5.

Figura 2.23: Comparagao entre os graficos obtidos neste trabalho para a fun¢ao de Wigner

W((:_leg)(o,p, 1072, 7T) (linha tracejada) com os obtidos via férmulas Wpaa (0, p, 7) (linha

sélida) para N = 6.
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Figura 2.24: Comparacao entre os graficos obtidos neste trabalho para a funcao de Wigner

W((:_ZEQ))(O, p,1072,T) (linha tracejada) com os obtidos via férmulas Wp (0, p, 7) (linha

sélida) para N = 7.
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. . . _ k=1 _ .
Para visualizarmos o que ocorre ao incorporarmos o termo 10 24W((12) )(:c, p, 1072, T ) a

funcao W((gfllf) (x,p,1072,T), mostramos os graficos para as funcoes W((:_lez)) (x,0,1072,
. k= _ .
T) (Figs. (2.19) a (2.21)) e para W~ (0,p,1072,T) (Figs. (2.22) a (2.24)). De acordo

a discussao feita, a inclusao do termo de ordem 12 pouquissimo altera o valor da funcao de

Wigner W=D

(0—12) Para N = 0 a 5. Entretanto, para N = 6 e 7, a contribuicao desse termo é

relevante, por exemplo, diminuindo significativamente os picos centrais nas Figs. (2.20) a (2.21),

e os maiores picos laterais nos gréficos (2.23) e (2.24).
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Capitulo 3

Consideracoes finais e Perspectivas

No Capitulo 1 discutimos como obter solugoes analiticas para a equagao de Moore, escritas
como uma expansao em série na variavel e, a qual controla a amplitude de movimento da fron-
teira, tomando como base o método exato proposto por Cole e Schieve. Apesar da série truncada
perder a exatidao com o aumento do tempo devido a presencga de termos seculares, o método
tem a vantagem de permitir que os préximos termos analiticos da série sejam obtidos direta-
mente (e com automatiza¢ao computacional), o que aumenta a exatidao da solugao, estendendo
sua validade para tempos cada vez maiores. As solugoes sdo aplicdveis a uma vasta classe de
movimentos, a qual inclui a maioria dos casos ressonantes estudados na literatura.

No Capitulo 2, investigamos a aplicacdo desse método geométrico-analitico ao cédlculo da
funcao de Wigner. Conseguimos encontrar, com essa técnica, uma férmula analitica para a
funcao de Wigner (Eq. (11)), consistindo de sua expansao em Taylor até a décima segunda

N . . . k=1
ordem de poténcia na varidvel €, que denominamos w k=1

(0—12)° Devido a extensao dessa férmula,

nao a transcrevemos do computador para o presente texto, mas mostramos os graficos gerados.
Com essa ordem de expansao, obtivemos resultados com boa exatidao até N = 5, o que significa
10 periodos de oscilacdo da fronteira. Para tempos maiores, os resultados perdem sua exatidao,
requerendo o acréscimo de novos termos na série, o que é uma das perspectivas de continuacao
do presente trabalho. Os resultados obtidos passaram por vérias checagens: (i) condicao de
normalizagao, a saber [dp [ d:cW((:_zllg) = 1, sendo, mais especificamente, termo a termo dado
por fdpfde(((?):l) =1le fdpfdacW((f):l) = 0, para r > 0; (ii) W((écflg)) € R; (iii) para t = 0,

recuperamos o caso estatico, ordem a ordem.
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Figura 3.1: Gréafico obtido na Ref. [14] para Wpap(z,0,7) com 7 = 0.5, onde podemos

observar a descoeréncia quantica desta funcao.

Comparando os resultados obtidos para W((éﬁflg)) com os obtidos via férmula Wp 4 encon-
trada na literatura, vemos que até tempo de 10 oscilagoes da fronteira (¢ = 1/100) ha diferencas
entre eles. Uma dessas diferengas é que o médulo da parte negativa da funcao de Wigner decresce
mais rapido para W(((’f:g) do que para Wpapr. Uma possibilidade que vemos para explicar tais
diferencas é que a férmula para Wp4ps vale tanto melhor quanto menor for o valor de e. Assim
sendo, conjecturamos que para valores de € cada vez menores, melhor serd a concordancia entre
entre os resultados.

A descoeréncia, tal como mostrada na Fig. (3.1), ainda nao é vista (com exatidao suficiente)

. . ~ k=1
através da aproximagao w k=1

(0—12)° De acordo com a Ref. [14], a descoeréncia ocorre para o caso

p=0em 7 =0.5 (vide Fig. (3.1)). A relacio da varidvel 7 com a varidvel N, para ¢ = 1072,
indica que a descoeréncia de acordo com Wp s ocorre aproximadamente para N = 17. Mas
talvez esse valor de N seja menor, uma vez que verificamos que o médulo da parte negativa da
fungao de Wigner decresce mais rapido do que o previsto na Ref. [14].

Ainda como extensao deste trabalho estd a possibilidade de resolver de modo exato e
numérico a evolucao da fungao de Wigner, numa extensao do trabalho de Cole e Schieve para o

problema da descoeréncia quantica.
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Apeéendice A
Coeficientes de Bogoliubov

Vamos encontrar a expressao para o coeficiente de Bogoliubov 3;,, para isso iremos utilizar

as seguintes definigbes e resultados de [14] e [20]. Para os modos do campo temos

sin <7m > e o, (A1)

1
(0) - an
Un (t,l') — 41 |:e—i7rnR(t—$) o e—iwnR(t—i—z)] ’ (AQ)
vV ann

sendo R a chamada funcdo de Moore. J& o campo “in”¢ (¢, x) pode ser decomposto da seguinte

maneira

& (ta) = > {batl? (t,2) + BLul0" (t,2) } (A3)

n

onde os termos b, e bl, referem-se aos operadores aniquilacao e criacdo, respectivamente. Além

disto, é importante definir o produto escalar de Klein-Gordon

Lo
() = —i /0 dr (@) — Br)x"). (A4)

Com estas defini¢oes e equacoes anteriores, podemos obter as equagoes para as derivadas

temporais
oY) (o) = i (t2), o0 (tw) = iU (1), (A.5)
Lo LO
e as propriedades para o produto escalar
(v, x) = 069)s (Whx) =—@.x7)"  @5X7) =, x)" (A.6)

Aplicando o produto escalar de Klein-Gordon em (A.3) teremos

(¢ ta) v @) = D {ba? (ta) v (t.2) + B0 (ha) v (1,2) )

n

> {Enlnk + ELJnk} , (A7)

n
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sendo os termos I, e J,i dados por

Lk = @O (t,2), 0 (t,2), Tk = @O (t,2), 0 (¢, 2)). (A.8)

Vamos agora resolver & equagao (A.8) utilizando (A.4) e (A.5), e obtermos
©) (0) [ ) 7k (0)«
(wn (t,ZL‘) awk (ta 1')) = 1 0 dx ¢n (t,ﬂ?) Zilpk (ta 1’)
= (e o) vl o)
Lo

Lo
= 2 dnpD () o (¢ )

enquanto que,
) Lo % ’L If *
W9 1)l ) = =i [ |00t (T ) 0l e

- () sl o)
Lo

w(k—mn)

fo (0)+
= T / dx¢7(LO)* (t’ l’) 7% (t7 CL’)
0 0

o = 0. (A.10)

Substituindo este dois dltimos resultados em (A.7) teremos

b= (2 (t.a), vl (t.a)). (A11)

Em contrapartida para o operador criacao BT, chegaremos a

(e ) v o) = D {0 (t2), 0 (t,2)) + B0 (1) 0" (t2)) |

n

> {BnFnk + BLan} , (A.12)

n

com os termos F,; e H,; dados por

Fnk = ("/}S)) (t7 iL') 7wlg0)* (ta .CIZ‘)), an = (1’/)7(10)* (ta .’IJ) 7¢](90)* (t7 iL‘)) (A13)
Fazendo o mesmo procedimento para a obtencao dos termos I,; e J,i, os dois termos da
equacao acima serao
Fuo = @0 (t2), 9" (t2))
—@" (t,2) 0 (8,2))" = = ()"

= 0, (A.14)
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Huo = (" (ta), 0" (t,2)
= W0 (o) (12)" = —(La)*
= —0nk- (A.15)
Logo, o operador criacao 13,1 sera

b =— (@ t,2), " (t,:c)) . (A.16)

Usando agora a decomposi¢ao para o campo “out”, teremos

pt) = > {anvl (t.2) +al ol (to)) (A.17)

= > {bntom (t,2) + B0, (8,2)} (A.18)

e aplicando a mesma idéia anteriormente para obtermos o operador aniquilacdo do campo,
obteremos

a = (pt2),0" ) (A.19)

= > {ba(alt,2), 4" () + B (w5 (1), 4 (t,2))) (A.20)

= > {batn (t2), 9" () + B (6 (8,2) vt 0)7), (A.21)

onde definirmos oy, e (;, como sendo

= Wt =T,2), 00t =T,2)), Bm="" (=T 2),¥it=T,z)). (A.22)

Substituindo as defini¢oes acima em (A.21) chegaremos a
a = Y {baoun +b}55} (A.23)
n

A partir de agora, iremos trabalhar com uma das expressao da Eq. (A.22).

B = WOt ="T,2),4;t=T,x)) (A.24)
Lo
= =i [T apO ) - @it (42)
calculando os termos Oy (¢, x) e 8tw7(10) (t,x) obteremos
8twl(t7$) = 9 (\/im |:€—i7rlR(t—:c) N e—iTrlR(t+:r;):|) <A26)

1

= —inl(4nl)"3 {R’(t — z)e mRE=T) _ Rl(4 4 x)e*”m(t”)} . (A27)

61



62

(0) _ T 0) _ ™ 1 (mn — innt
Oy, (¢, ) ZLOT/Jn (t,x) ZLO (Z\/?SIH<LO )e 0 (A.28)

imnt
= 7;; (mn)~ 2 sin <7Z)Lx> e Lo. (A.29)

Com estes resultados podemos substituir em (A.25) e reescrever f3j, como

Lo ) ) .
Bin = —i/o dx {z %n sin (}Z;LSC) e_”m/LO(—iwl)(Zlﬁl)_% {R (t— :c)e_“rlR(t_x)

— R/ (t -+ w>€7iﬂ_lR(t+z)}} — ﬂ(ﬂ'n)fé sin <7£rlx> e*iﬂ'nt/LO 1 |:e*’i7rlR(t7:p)
0

Lo 4rl
efiﬂ'lR(tJr:Jc)] } (A.30)
Lo . n
_ / d:E { —imlR(t—x) [R/( ) 0 :| _ e—wrlR(t—i—x) |:R,(t—|—$) _ ZL:|}
0 0

Lo Lo Lo
_ —/ deff(t—2) + f(t+2)) = —/ dof(t—z) — / deft+z),  (A31)
0 0 0

sendo as fungoes f(t — x) e f(t + x) definidas como

— — 1 ! —inlR(t—x) Iy _n —'Z’J(t_m) B _%(t-‘rm)
ft-o)= 4\/;{6 Rt —x) Lo (6 0 e Lo )7 (A.32)

_ LU imneen [ g gy - ] (B _ e
fltro= 4\/;{6 R+ =i, O ‘ ). (as3)

Fazendo agora, a mudanca de varidvel: © = t — x e v/ = t + x, nas expressoes anteriores

(A.31), (A.32) (A.33) teremos

t—Lo t+Lo t+Lo
g = [ s [ are) == [ aurta) (A.34)

t—Log

f(u') _ _i\/z{e—iﬂll%(u’) |:R/(u/) _ ZZO:| } (87%(%7“/) _ e*igfgu’) = f(u), (A36)

assim a expressao para o coeficiente beta serd (A.34)

t+L0 1 \/7 IR n _imn _imn _
- - /v —imlR(u) / A o, ¢ 7 (2t—u)
Bin /t_LO du4 - {e [R (u) lLo] } (e 0 e To ) . (A.37)

62



63

_ i27n

Fazendo outra substituicao de variavel uw = wlLg e usando e o ~ = 1 na equagao anterior,
obteremos
=+1 .
L L l i n i _imn (9r a4l
B = — Lo_l deO E {6 imlR(wLo) |:R’('U)L()> o ZLO:|} (6 imw o7 L (2t—w 0))
Lo
+1
_ Lo 1 l —imlR(wLo) / n —imnw iTnw
= — L dw4\/;{e {LOR (wLg) — 7}} (e —e )
Lo
= —(A+ B), (A.38)

de modo que ao separarmos a integral acima em dois termos A e B, e resolvendo o primeiro por

partes e reescrevendo o segundo chegaremos a

=+t 1 [ ) . .
A — Lo dw4[{e—zwlR(wLo)LOR/(wLo)} (e—zwnw o enrnw) (A39)
gtV
= . wo Esin(wnw)aw[e_” (wLo)] (A.40)
Lo
1 /1 ) 21 75Tl .
= —/— [sin(nﬂw)efmlR(wLo)] ko —ﬂ'n/LO dweos(mnw)e W) L (A 41)
2nl V n -1 o
0 Lo
=+1
B — _ Lo dwl\/j{e—iwlR(wLo)n} (e—innw _ eiﬂnw) (A.42)
t_q 4 n l
Lo
t
. I 2t A
= Zn[/LO dwsin(rnw)e”THI@Eo) (A.43)
21 n.jJt_q
Lo
i27Tn
A partir de agora, vamos usar a equacao de Moore (1.3) e as relagdes: e Lo P = 1e

+imnw] e substitui-las em (A.41) e obtermos

+1
A = _n\/T/LO dwRe[eiiﬂnw]efmlR(wLo)
0

_ _E i LTJ+1 . iTnw —imnwY) ,—imlR(wLg)
= dw (iIm[e"™] + e )e ) (A.44)
20V n L1
0

cos(mnw) = Rele

onde utilizamos a identidade: Re[eT™%] = iIm[e"™] 4 =i  J4 a expressdo (A.43) ficard

. 241
R L ) A.85
21V n LLO—l

onde repetimos os mesmos procedimentos de A para obtermos o termo B. Somando estes termos

de acordo com a Eq. (A.38) teremos
1 =+1 )
5ln(t _ T) _ 2\/?/510 1 dwe—zw[lR(wLo)-‘rnUJ}’ <A46)
-
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que é o resultado encontrado para o coeficiente de Bogoliubov 3;, de acordo com a Ref. [20].
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