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Resumo

Neste trabalho estudaremos os conceitos de conexoes e curvaturas num contexto
um pouco mais geral que espacos fibrados. Vamos desenvolver expressoes e relagoes entre
conexoes e curvaturas e alguns resultados que relacionam algebra e geometria, resultados
esses, que nos permitira desenvolver softwares computacionais para o calculo de conexoes
especiais (Levi-Civita) e curvaturas, facilitando a pesquisa em areas que necessitam dos

calculos dessas grandezas.

Palavras-chave: Conexoes; Curvaturas; Fibrados; Modulos Projetivos.



Abstratc

In this work we will study the concepts of connections and curvature in a bit general
way than in bundle spaces. We will develop expressions and relations between connections
and curvature and some results relating algebra and geometry, such results will allow us
develop computational softwares for the evaluations of special connections (Levi-Civita)
and curvatures, making easier the research in fields wich require the evaluation of these

quantities

Keywords: Connections; Curvatures; bundles; Projective Modules.



Introducao

O estudo da teoria de conexoes e curvaturas ¢ de grande importancia em varias
aplicacoes, por exemplo o estudo da mecanica quantica, relatividade geral e a proépria
mecanica cléssica. O conceito de conexoes e curvaturas foi introduzido inicialmente por
Gauss (Braunschweig, 30 de Abril de 1777 - Gottingen, 23 de Fevereiro de 1855), quando
um Rei de seu pais o pediu para calcular a extencao territorial de seu reino. Mas tarde
essas ideias foram generalizadas por muitos matematicos para espagos fibrados. Neste
trabalho, vamos tomar uma postura um pouco mais geral, definindo conexodes em A-
modulos livres e projetivos. Este tultimo, de grande importancia, pois sabemos que dado
um fibrado 7 : F — B, o conjunto das se¢bes deste fibrado denotado por I'(F) é um
C>°(B) modulo projetivo (ver [4] pag. 623 corolario A3.3). A Dissertagao esta dividida
em trés capitulos. No primeiro, fazemos definicoes e resultados preliminares que serao
lteis no desenvolvimento dos outros capitulos, com destaque para o resultado que diz
que um fibrado é trivial se e s6 se o conjunto das se¢oes deste fibrado é um moddulo
livre de posto finito. No capitulo dois definimos conexoes em modulos livres e projetivos,
alétm de mostrar que o espago das conexdes em um A-moédulo denotado por Con(M)
¢ um espaco afim sobre o espago das aplicagoes bilineares Bil(Dy4 x M, M), resultado
de grande importancia para o calculo de fungdes de partigdo (ver Tese de Doutorado de
Ediel Guerra). No ultimo capitulo, tratamos o conceito de curvatura, formas conexao
e curvatura e algumas aplicagoes, como o calculo de conexdes e curvaturas em alguns

modulos e mostramos varias relagoes de grande interesse computacional das quais surgiu



a motivacao deste trabalho.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, faremos a exposicao dos conceitos fundamentais para o desenvolvi-
mento deste trabalho. Definiremos médulos livres, médulos projetivos, fibrados vetoriais
e triviais, algebras, derivacoes e acao de grupo. Demonstraremos um teorema de carac-
terizagao dos fibrados triviais e apresentaremos alguns exemplos importantes relativo aos

conceitos desenvolvidos.

Definigao 1.1. Seja A um anel comutativo com unidade. Um A-Médulo é um grupo

abeliano M com uma multiplica¢ao

Ax M — M

(a, s) — as,
satisfazendo as sequintes condigoes:
(i) a(s+1t) =as+at
(i) (a+b)s = as+bs
(iii) (ab)s = a(bs)

(iv) lus=s

Va be Aes, te M, onde 14 denota a unidade do anel A.



Definigao 1.2. Um A-moédulo livre M é um A-mddulo que admite uma base, ou seja,
um conjunto de geradores linearmente independente sobre A mo mesmo sentido da teoria
de espacos vetoriais. Assim, se M € um modulo livre com base B entao existe um iso-

morfismo de A-mdédulos M = AP onde AP denota o conjunto de somas formais Zaia:i

com a; € A, x; € B com dbvias adi¢ao e multiplicacao por escalar. Se além disso B é um
conjunto finito de N elementos entio M = AN onde AN ¢ identificado com o conjunto

de n-uplas de elementos de A com familiares adi¢do e multiplicagao por escalar.

Em outras palavras dizemos que um A-moédulo M é livre se V s € M, s se
escreve de forma tnica como s = Z)\O‘sa, A€ Acom #{a: \*#0} <xe Z)\O‘sa

acl acl
=0 A\* =0,V a. No caso em que #{54}aer = N dizemos que M ¢ finitamente gerado

e o nimero N é o mesmo independentemente da escolha da base e é chamado o posto de

M (ver [2]).

Definig¢ao 1.3. Dizemos que um A-Mddulo P é Projetivo se para todo homomorfismo
sobrejetivo de A-mdodulos o : M — N e para todo homomorfismo 3 : P — N existe

um homomorfismo ¢ : P — M tal que B = ao .

Proposigao 1.1. Seja A um anel comutativo com unidade e P um A-mddulo. As se-
guintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) P € projetivo

(ii) P € um somando direto de um mddulo livre, isto €, existe um A-mddulo M tal que
P& M =L é um modulo livre.

Exemplo 1.1. Todo moédulo livre é projetivo.

Antes de citar o préoximo exemplo, vamos relembrar algumas defini¢oes importantes

da teoria de espacos fibrados.

Definicao 1.4. Seja B uma variedade C*°. Um fibrado vetorial real de dimensao
n sobre B é uma variedade C'* E junto com uma aplicacao sobrejetiva m: K — B C™

que satisfaz as sequintes condigoes:

(i) para cadap € B, 7~ 1(p) tem a estrutura de um n-dimensional espago vetorial real;
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(ii) Trivialidade local: Para cada p € B existe uma vizinhanga aberta U e um di-
feomorfismo ¢|y : 71 (U) — U x V, com V um R-espago vetorial de dimen-

sao n, tal que para cada q € U sua restricio a 7~ '(q) € um difeomorfismo linear

olo 7 (q) — {g} x V.

Definicao 1.5. Uma secao do fibrado 7 : E — B é uma aplicagdo s : B — E tal que

s € C®(B,FE) emos=1p. Denotaremos o conjunto das se¢oes do fibrado E por I'(E).

Observagao 1.1. Seja B uma variedade paracompacta. Entao I'(E) é um CF-modulo

projetivo (ver [4] pag. 623 Corolario A3.3)

Definigao 1.6. Um fibrado vetorial E ¢é trivial se eziste um isomorfismo I : E — BxV

com B wvariedade e V' um espacgo vetorial de dimensao finita tal que o diagrama abaizo

E—>~BxV

s

B

comuta e além disso, I‘Ep . B, — {p} x V€ um isomorfismo de espagos vetoriais ¥
pe B.

Observagao 1.2. Seja G um grupo de Lie e TG — G o fibrado tangente de G. Entao,

TG é um fibrado trivial. Com efeito, considere

TG —>G xT.G

L

G

onde I é um difeomorfismo linear dado por I([o]) = (¢(0), [7]), onde 7(t) = ((¢(0)) Lo (t))
€ G étal que 7(0) = e e [7] € T.G, e denota o elemento neutro do grupo G, TG — G é

a projecao do fibrado e G x T,G — G é a projec¢ao na primeira coordenada (ver [5]).
Exemplo 1.2. Considere o conjunto T'S* = {(p,v) € R* x R® :< p,p >= le <
p,v >= 0} C R3 x R® chamado o fibrado tangente & esfera. O conjunto I'(T'S?) =
{s € C™(5% TS?): mos=1g}, onde 7 é a projecao definida por

n:TS?* — §2

<p7 U) — D
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¢ chamado o conjunto das segoes do fibrado tangente a esfera S2. Vamos mostrar
que I'(T'S?) é um C*(S?)-modulo projetivo que nao é livre. Com efeito, consideremos

81, ..., 8N, € D(T'S?) tal que, qualquer que seja X € ['(T'S?),
N
X = ZOKZ'SZ',
i=1

com «; € C™°(5?), e tal escritura ¢ tnica. Entao X (p) = X, = Z a;(p)si(p) e {s1(p), .-, sn(p)}

¢ um conjunto gerador de 7,5? = {X,, : X € I'(T'S?)}. Suponha que Sy, ..., Sy nao ¢ li-
nearmente dependente no ponto p. Sabemos, {s1(p),s2(p)} é uma base de T,5%. De
fato, podemos tomar s; € C*°(S? T'S?) tais que {s1(q), s2(¢)} forme uma base de TS
V q € V, onde V, é uma vizinhanga aberta de p. Seja entdo s3(¢q) € T,5%, s3(q) =
A(@)s1(q) + Aa(q)s2(q). Assim, s3 [y, = Aisy |y, +A282 |y, com A, Ay € C®(V,,R).
Considere agora ¢ € C*°(S5? R), tal que supp (¢) C V}, . Logo,

0, se x ¢V,
pss(x) =
o(x)ss(x) sex €V,
0, sex ¢V,
pAi(z) = £V
o(x)Ai(z) sex eV,
0, sex ¢V,
pAa(z) = !

o(x)Aa(x) sex eV,

Observe que ps3 € T'(T'S?), pA; € C(S%R) e pAy € C°(S* R). Assim temos
©s3 = PA1S] + ©Aasy, em S%. Se {sy, 89,53} for um conjunto linearmente independente
entao ©s3 + pA1S1 + YAass = 0 é uma combinacao linear de vetores L.I e igual a zero.
Assim ¢ = 0, o que é um absurdo, pois o supp (¢) C V,. Logo, {s1,...,s,} comn > 3 é
linearmente dependente. Como dim(7,5%) = 2, entdao n = 2. Assim, existem elementos
Ei, By € T(TS?) tais que {Fy, E»} ¢ uma base do C°°(S?) - modulo I'(T'S?). Entao,
Ei(p), E2(p) # 0, ¥V p € S?. Mas tal fato nao pode ocorrer, por um resultado bastante
conhecido chamado o "Teorema da Esfera nao penteavel"” que tem como consequéncia

nao ser possivel definir um campo continuo de vetores tangente a esfera de forma que ele
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seja diferente de zero em todos os pontos. Em outras palavras, se existe um campo E de

vetores tangente a esfera tal que este campo é continuo. Entao existe um p onde E(p) =

0.

Mostramos até agora que o conjunto I'(7'S?) nao é um C*°(S?)-modulo livre. Mos-
tremos entdao que I'(T'S?) é um moédulo projetivo. Para isto, considere o fibrado N.S? =
{(p,v) : p € S?,p Av = 0}, chamado o fibrado normal a esfera, e o conjunto I'(NS?) =
{n € C>®(S? NS?):mon =14}, onde 7 é a projegao definida por

m:NS? — §?
(p,U) — D,

¢ chamado o conjunto das segoes do fibrado normal. Observamos que T'(NS?) é um
C>(S?)-modulo livre de posto 1 com base {E} € T'(NS?), onde E, = (p,p), pois dado
X eT(NS?*) e X € C=(S?), X(p) = (p,A\(p) - p) = N\, E,. Para concluir, observamos que
[(TS?) @ T(NS?) =T'(S? x R3) onde I'(S? x R3) é um C°°(S?)-modulo livre de posto 3
com base F;(p) = (p,e;), i =1,2,3.

Mostramos acima que I'(T'S?) ¢ um moédulo projetivo que nao ¢é livre. No entanto
sabemos que I'(7'S?) ¢ um fibrado vetorial, que nio é trivial, ou seja, nao se pode definir
um difeomorfismo que aplique 7'S? em S? x R? linearmente. Assim, o exemplo acima
motiva a seguinte questao: quando é que um fibrado vetorial é trivial? O seguinte teorema

dé a condicao necessaria e suficiente para que um fibrado vetorial seja trivial.

Teorema 1.1. Seja 7 : E — B um fibrado vetorial onde B é uma variedade conexa.
Entao m: E — B € um fibrado trivial se, e somente se, I'(E) é um C*(B)-mddulo livre
de posto n. Além disso, para cada fibra E,, p € B, temos dim(E,) = posto(I'(E))

Demonstracao. Se E é um fibrado trivial entao, sejam: E — B, p: BxV — Be
I: E — BxV, ondeV éum espago vetorial de dimensao m com m < co, m a projecao
do fibrado, p a projecao na primeira coordenada e I um difeomorfirmo que aplica Ej, em
{b} x V linearmente. Seja E,(b) = I71(b,v,), V b € B onde {v,}™_, é uma base de V.
Entao o conjunto {E,}7 ; é uma base de I'(E). Logo I'(E) ¢ um C*°(B)-mo6dulo livre
de posto m. Seja I'(E) um C*°(B)-modulo livre de posto N. Entao s = Z Ao FEo. Para

a=1
demonstrar a reciproca, vamos precisar dos seguintes lemas:
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Lema 1.1. O conjunto {E,(b)}n-, C Ej, € linearmente independente.

Demonstracao. Considere a combinacao linear:

i Aa(D)Eq(b) = 0p,. (1.1)
Entao, temos -
i Aa(D) I (b,v,) =05, <= i I (b, Ao (b)va) = Op,
a=1 a=1
<~ I1(b, i”: Aa(D)vy) = Op, .
a=1
Como I é isomorfismo,
i)\a(b)va =0= A\ (b) =0V b€ E,,. (1.2)
a=1

Lema 1.2. Seja e € Ey,. Entao existe s € T'(E) tal que s(b) = s, = e.

Demonstragao. Seja e € Ey,. Entao I(e) = (b, g(e)) com ¢ : E, — V um isomorfismo.

Como g(e) €V temos,

g9(e) =Y Aa(b)va (1.3)

assim,
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o que implica,

N N

Logo, e = Z)\a(b)Ea(b). Desta forma, se tomarmos s = Z)\aEa, teremos s(b) =
a=1

N

a=1

Observe que na demonstracao do lema acima esté implicito que dado e € F} entao

N
e= Z Aa(b)Eq(b). Assim o conjunto {E,(b)}Y_, ¢ um conjunto gerador do espago Ej.
a=1

N
Agora, considere s € I'(E). Logo s = Z)\aEa onde A\, € C*(B). Entao,

a=1
N
s, =e = s(b) = Z)\a(b)Ea(b), onde N > m = dim(E}). Vamos supor que N > m e
a=1
chegar a um absurdo. Com efeito, como {E;(b), ..., E,,(b)} é base de Ej pela continuidade

das segoes {Ey, ..., By, } temos que {E1(q), ..., Ei(q)} € base de E, YV q € U, onde U, é uma

vizinhanga aberta de b. Considere entao,
Emily =) XaEalu, com A, € C®(U) (1.4)
a=1

e seja p € C°(B) tal que supp (¢) C Up. Assim,
0, se x & Uy,
PEm11(x) =
o(x)Epyi(z) sex €U,
0, se x & Uy,

pA(r) =
o)A (z) sex el
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0, se x ¢ Uy,
PAm(z) =
o)A (z) sex €Uy
assim,
@Em—i-l = Z §0>\anm com 90)‘04 € OOO(U) (15>
a=1

Agora se supuzermos que posto(I'(E)) = N > m entao poderiamos tomar E1, ..., E, 11

conjunto linearmente independente. Entao,

gOEerl + Z gDAaEa = OF(E) (16)

a=1
seria uma combinagao linear de se¢oes linearmente independente dando zero, assim ¢ =
Ocee(p) 0 que é um absurdo. Assim temos posto(I'(E)) = N =m = dim(Ey) e {E1(D), ..., En(b) }
é base de E, Vb € B. Assim, podemos tomar a aplicacao,
I:E — BxR™
e — (b, i(e), ..., Am(e))

onde e € Fee= Z Aa(€)Eqlp. Logo E é um fibrado trivial.

a=1
|

Exemplo 1.3. Seja G um grupo de Lie. Entao I'(T'G) é um modulo livre de posto N =
dim(G).

Definicao 1.7. Uma Agao de um grupo G num conjunto S é uma funcao
GxS — S
(g, 8) — gs.

tal que ¥ s € S e g1,92 € G, es = s € (g192)s = g1(g28), onde e € o elemento neutro do

grupo. Quando uma tal acao é dada nos dizemos que G age no conjunto S.

Definigao 1.8. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. Entao dizemos que B é

uma A-algebra, ou que B é uma algebra sobre A.



16

Observe que se definimos a agao:

AxB — B
(a, b) — ab= f(a)*b,

onde * é o produto em B, entao claramente esta acao induz uma estrutura de A-modulo
sobre B. No caso particular onde o anel A é um corpo, f é um homomorfismo injetivo.
Assim, como um elemento A se identifica com sua imagem em B, podemos olhar A como

um anel de escalares contido no anel B.
Uma outra definicao do conceito de A-algebra quando A = K, e K é um corpo é

a seguinte:

Definicao 1.9. Seja K um corpo. Se um K-mddulo A tem estrutura de anel pela operagao
produto:
x: AXA — A

(v, w) — vw,
e a condi¢io a(vw) = (av)w = v(aw), € satisfeita V a € K, v,w € A, entao A é chamada

uma K-algebra ou uma algebra sobre K.

Exemplo 1.4. Seja U uma variedade diferenciavel. O conjunto das fungoes C* (U, R)
com as operacoes de soma de fungoes, multiplicacao por escalar e produto de fungoes é

uma R-4algebra.

Definigao 1.10. Seja A um anel comutativo com unidade e M um A-mddulo. Uma
derivagao de A em M (ou a valores em M) é uma aplicagio D : A — M que satisfaz

as sequintes propriedades:

(1) D(f +9g) = D(f) + D(g);

(ii) D(fg) = fD(g9) + D(f)g.
para quaisquer f,g € A.

Denotaremos o conjunto de todas as derivagoes de A em M por Der(A, M). Se
definirmos as operagoes naturais (D; + Do)(f) = Di(f) + Da(f) e (fD)(g) = fD(g)
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entao Der(A, M), torna-se um A-moédulo. Se A é uma k-algebra via um homomorfismo

Yk — A, colocamos:
Derp(A, M) ={D € Der(A, M) : Doy =0}.

Pode-se mostrar que Deri(A, M) é um A-submoédulo de Der(A, M). Os elementos de
Der(A, M) sdo chamados k-derivagées (ou derivagoes sobre k). Quando M = A
denotaremos o A-modulo das k derivagoes a valores em A por Derg(A). Quando for
claro o homomorfismo ¢ : k — A em que A torna-se uma k-algebra, denotaremos
Dery(A) simplesmente por D4. De agora em diante, sempre que falarmos em derivagoes,

estaremos assumindo elementos de D 4.

Considere agora um elemento e # 0, e € A, onde A é uma R-algebra, tal que e?

=e. Se D € Dye Aéum dominio de integridade, entao,
D(e) = D(e.e) = eD(e) +eD(e).
Multiplicando por e em ambos os membros temos,
eD(e) = e*D(e) + e*D(e) = eD(e) + eD(e)

Logo,
eD(e) =2eD(e) = D(e) = 0.

Assim, D(14) = 0 e D(k) = 0V k € R. A seguir vamos mostrar que informagoes
a respeito do conjunto das derivagoes da algebra pode dar informacgoes importantes da

algebra. Assim,
Proposigao 1.2. Se D4 = 0 entao A é uma dlgebra comutativa.

Demonstracgao. Considere a aplicagao

DA — A

r — D(x)=azr—za
Vredeace Aum elemento fixo. Observe que

D(xy) = avy — wya = (az — za)y + v(ay — ya) = D)y +«D(y)  (L7)
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Desta forma vemos que a aplicacdo D satisfaz a regra de Leibniz. E facil ver que tal
aplicacao é linear. Assim faca D = D,. Entao D, é uma derivacao. Logo D, € D4 = 0.
Logo,

axr —xa =0 (1.8)

Ve AetambémVa € A. Assim temos ax = xa donde segue que a algebra é comutativa.

Note que em geral, a reciproca nao ¢ valida, isto ¢, se a algebra é comutativa nao
tem-se necessariamente que D4 = 0. Por exemplo, se A = R[z], x = (21, ..., z,) entdo
Dy = [01,...,0,] # 0, onde Dy é um A-modulo livre de posto n, com base {0y, ...0,} as

"derivadas parciais usuais".

Observagao 1.3. O conjunto D4 ¢ uma R-algebra de Lie com o colchete definido por
(D1, Ds] (a) = D1Ds(a)—DyDy(a). Além disso, verifica-se que Dy, Ds| (ab) = [D1, Ds] (a).b+
a.[Dy, Ds] (b).



Capitulo 2

Conexoes

Neste capitulo, vamos trabalhar o conceito de conexdes em modulos livres e pro-
jetivos. O problema da existéncia de conexoes em modulos, é uma vasta area de pesquisa
e se extende a algebras nao comutativas. Nao entraremos em detalhes neste texto. No
entanto, apresentaremos um exemplo de modulo que nao admite conexoes, estudado por
Jacqueline Rojas e Ramoéon Mendoza. Demonstraremos um importante resultado com res-
peito ao conjunto C'on(M), mostrando que ele é um espago afim sobre Bil(D4 x M, M),
resultado este que tem grande importancia no célculo de fungoes de partigao (ver|[15]) re-
lacionadas com o funcional de Yang-Mills (ver [13]) onde é preciso integrar sobre o espago

Con(M). Por fim trataremos um importante tipo de conexao, a conexao de Levi-Civita.
Definicao 2.1. Seja A uma R-dlgebra e M um A-mddulo. Uma conexao em M € uma

aplicacao,

AVA: DA XM — M
(X,s) — V(X,s)=Vxs
que satisfaz as sequintes propriedades:
(1) VX+yS = VXS + VXs

(ii) Vaxs = aVxs , ou seja, V(-,8) : Dy — M é A linear;
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(iii) Vx(Sl + 82) = VXsl + VXSQ

(iv) Vx(as) = X(o)s+aVxs (Regra de Leibniz generalizada)

VaeAes, s; €8, M.

Podemos entender Vxs como a derivada covariante de s na direcao do campo
(derivac¢ao) X. Denotaremos o conjunto de todas as conexoes sobre um A-modulo M por
Con(M).

Observagao 2.1. Existe uma definicio um pouco mais algébrica para o conceito de
conexao que a apresentada acima. De fato podemos definir uma conexao da seguinte

forma:

Definicao 2.2. Seja A uma R-dlgebra e M um A-mddulo. Uma conexao ¢ uma apli-
cacao

ViM— QoM (2.1)

onde QY denota o mddulo de diferenciais de Kdilher de A e V satisfaz
V(as) =da® s+ aVs (2.2)
onde d € a diferencial universal.

Observagao 2.2. A menos que mencionemos o contrario, de agora em diante estaremos
sempre supondo que Con(M) # ¢ e a existéncia das 1-formas w? : D4 — A, elementos

de (D4)* que trataremos futuramente.

2.1 Conexoes em um A-modulo Livre

A seguir, mostraremos como definir conexdes em A-mddulos Livres. Vamos supor
primeiramente o caso em que £ seja um A-modulo livre de posto N, com base {s1, ..., sy }.

Assuma entao que existe conexao em £. Um elemento s € £ é da forma s = als; + ... +



21

aNsy. Assim temos:

Vxs = Vx(als;+ ...+ aVsy)
= VX(alsl) + ...+ VX(CENSN)
= X(aYs; + ... + X(aM)sy + a'Vxs; + ... + a¥Vysy

Logo, para resolver o caso em que nosso A-modulo L é livre, temos que saber quanto vale

VxSh cevy VxSN.

Afirmacgao 1. Sejam w, € Homy(Dy, L), a = 1,...N. Se definirmos
Visa = wa(X) =Y wl(X)sg (2.3)

onde wg € Homy(Da, A) = (Da)*, entio Vxs € uma conexao.

De fato, é facil ver que definindo Vxsy, ..., Vxsy como acima, verificamos que V

satisfaz a definicao de conexao.

Assim, no caso em que £ é um A-mdédulo livre defina V x s como acima. E fato que
V desta forma esta bem definida e é uma conexao. Observe que w, e consequentemente

wj independem das derivagoes.

Observagao 2.3. Note que acima supomos que o A modulo tem posto N. No caso em
que o modulo livre nao é finitamente gerado, definimos da mesma forma, isto é, temos

que definir quem sao Vxs;, onde s; é um elemento da base.

Exemplo 2.1. Seja £ um A-moédulo livre de posto N com base {s,...,sy}. Defina
V%si=0,i=1,..,Ne Vs = X(ab)s; + ... + X(a¥)sy. Vamos mostrar que V° ¢

uma conexao para L. Com efeito, verificaremos que satisfaz as propriedades (i) a (iv) da
N N N

definicao de conexao. Assim, para s = E a's; e v = E B'sies+uv= E (o 4+ %)s;
i=1 i=1 i=1

temos:



(ii)

(iii)

(iv)

V?X+Y)s =(X+Y)(aY)s1+ ... + (X +Y)(a™)s,
= (X(ah)+Y(ah)s; + ...+ (X(a™) + Y(a™))s,
=X(aMs; + ...+ X(a")sy, + ... +Y(a)s; + ... + Y (a")s,
=V%s+ Vis

Viex)s = (@X)(ah)si + ... + (aX)(a")s,
=a(X(a)s; + ... + X(a™)s,)

= aVis

V&%(s+v) =X(a'+ 8Ys) + ... + X(a" + 7)s,
= (X(a") + X(8Y)s1 + ... + (X (a") + X(B"))sn
= X(aY)s; + ... + X(a") + X(BY)s1 + ... + X(8")s,,
\Y

V% (as) = X(aal)s; + ... + X(aa™)s,
= (aX(a!) + a'X(a))s; + ... + (aX(a™) + a" X (a))s,

=a'X(a)s; + ... + a"X(a)s, + (aX(al)s; + ... + (aX(a")s,
= X(a)(als; + ... + a"s,) + a(X (ab)s; + ... + X (a™)s,,)
= X(a)s+aVs

22
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2.2 Conexoes em um A-médulo Projetivo

Mostraremos agora como definir conexoes num modulo projetivo P qualquer. Ob-
serve que num A-moédulo projetivo, nao livre, nao podemos definir da mesma forma que
fizemos para o caso do A-méddulo ser livre, pois um modulo projetivo em geral nao tem
base. Para resolver esse inconveniente lembramos que da proposicao 1 do capitulo 1, te-
mos que um A-modulo P é projetivo se e s6 se P é um somando direto de um moédulo
livre, ou seja, existe um A-modulo N tal que PEN = L e L é um A-mo6dulo livre. Desta
forma, dado um elemento [ € £ ele é da forma l = p+n, com p € P en € N. Assim,

dada uma conexao V € Con(L) vamos induzir uma conexdo em P como segue.

Proposicao 2.1. Todo Mddulo projetivo admite conexoes.

Demonstracao. Defina a aplicacao

T L — P
I — w(l)=p

onde 7 & a projecdo de £ sobre P. E facil ver que 7 assim definida ¢ linear, ou seja,
w(ly +1ls) = w(lh) + 7(l2) e w(al) = aw(l) (pois, al = ap + an logo w(al) = ap = an(l)) V
L,y € Leae A Assim, para p € P definimos

vIDAXP — P
(X, p) - vXP:W(VXP)

Mostremos entdo que V assim definida é uma conexao. Com efeito, para o € A e p,p; e
P2 € P, temos:
(i)
Vixivp = W(V(XJrY)p)
= m(Vxp+ Vyp)

=Vxp+ Vyp
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(ii)
Vix)p =7(Vix)p)
= m(aVxp)
= ar(Vxp)
= Oévxp)

(iii)
Vx(p1+p2) =m(Vx(pi+p2))
=7(Vxp1 + Vxp2)
= W(VXPI) + W(VXPQ)

= vXpl + vXPQ

(iv)

Observagao 2.4. considere M um A-moédulo e seja D € Con(M) tal que Dxs = 0.
Entao temos que Dx (as) = X(«a)s+ aDxs. Se supusermos que o conjunto D4 # 0 entao

existe uma derivagdo X € Dy e a € A com X («a) # 0. Assim teriamos
Dx(as) =0= X(a)s+ aDxs (2.4)

e como Dxs = 0 teriamos que X («a)s = 0 Vs € M. Desta forma X («) € Ann(M). Caso
contrario nao seria possivel definir uma conexao. E claro que se A = RouC, D4 =0e

a Unica conexao existente é a conexao nula.
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Exemplo 2.2. Seja Cf a R-algebra das funcoes continuas. Verifica-se que Deo = 0. Seja
M um CR-modulo. Entdo, a tinica conexao existente é a conexao nula, ou seja, Vys =0

VSEDCH%

Até agora definimos conexdes em modulos livres e projetivos. No entanto, nem
todo modulo admite conexoes. Pesquisas recentes feita por Jacqueline Rojas e Ramoén
Mendoza, mostram um exemplo de médulo que nao admite conexoes o qual exibiremos a

seguir.

Exemplo 2.3. Considere a R-algebra dada por
A={ao+ a1z + ... +a,z" +byy+ ... + by : n,m € N, ag, a;,b; € R}

com zy = yr = 0 e as operagoes usuais de adi¢gao e multiplicagao de polinémios. Como
cada elemento de A pode ser escrito de forma tunica como f = fo+ fi(z)x + fo(y)y, entdo

definimos D, : A — A para i = 1,2 por

d(c+ap(x) +yq(y)) = z(p(x) +2p'(x)) e Oalc+ap(x) +yq(y)) = y(a(y) + yd'(v))

onde p’ e ¢’ denotam as derivadas usuais dos polinomios p e ¢ respectivamente. Pode-se

mostrar que 0, e J, satisfazem as seguintes propriedades:

(i) 01 e 0y € Dy

(il) Dy = A0y + A0,

(iii) a0 + [0; = 0 <= o = ya; e f = xf; com oy, € A.

Seja agora ) o A-mddulo dado pelo quociente AWZ onde N = {\(y, z) € A2: N e A} C

A?. Observe que §; = (1,0) e ; = (0, 1) sdo geradores para o A-modulo © e
ady + oy =0« a=yde f=1a0, 6 € A (2.5)

em particular temos que

Agora vamos supor que existe uma conexao V em §2. Por simplicidade, n6s vamos denotar

Vid = Vp,0. Assim,

Vb1 = Ay + Bdy para algum A,B € A. (2.7)
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Desde que x0; = 0 nés obtemos
0 = V49,01 = xVady = (A0 + Bds) = xAdy + B0, (2.8)
Entao segue de (2.8) e (2.5) que
tA=pny e xB=px para algum p€ A.
Escrevendo p = pg + xp(z) + yua(y) (com pg € R) nos encontramos que

A= (o +ymy)y e aB=(u+rm(r))e (2.9)

Definindo A = Ag + zA;(x) + yAs(y), segue da primeira igualdade em (2.9) que Ay =
0. Por outro lado, tendo em mente que yd; + xdy = 0 e xV5(d2) = 0, pois, xdy = 0, nos

concluimos que
0 = Va(ydy + x02) = Va(yd1) + Va(xda) = yo1 + yVa(d1) = y(1 + A)dy + yBos.
Entao, segue de (2.5) que
yA+1)=vy e yB=vx para algum v € A.
Agora escrevendo v = vy + xvy () + yra(y) (com vy € R), temos
y(14+A) = (w+yn(y)y yB = (vy+zri(z))x. (2.10)

Entao segue da segunda igualdade em (2.10) que vy = 0 e consequentemente que 1+ Ay =
0, isto é, Ag = —1 (ap0s a substituigdo de vy = 0 na primeira igualdade de (2.9)). Assim,

chegamos a um absurdo.

2.3 O espaco das Conexoes

Definicao 2.3. Seja
A:GxS — 8
(g:8) — gs.

uma agao de G no conjunto S. Dizemos que A € transitiva se S = O(s), V s € S, onde
O(s) ={gs:g € G} CS é chamado a orbita de G passando por s.
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Definicao 2.4. Dizemos que um grupo G age num conjunto S sem pontos fixos se
dados s € S e g € G, gs = s ocorre se e s0 se g = e onde e € a identidade de G.

Definicao 2.5. Dizemos que um conjunto E£ é um espago afim sobre um espago

vetorial V' se a acao:

A VXE — FE
(v, P) — A(v, P)=va® P.

satisfaz as sequintes propriedades:

(i) we(weP)=(w+v)® P, ondevyweV ePeFE

(ii) A € transitiva e sem pontos fizos.

Desta forma a aplicagao

V — OP)=EFE
v — vOP

é uma bijecao, e é chamada bijecao afim. Vamos mostrar agora que o espago das conexoes
de um modulo M é um espago afim sobre Bil(Dy4 x M, M).

Proposigao 2.2. Con(M) é um espago afim sobre o R-espago vetorial Bil(Dy4 x M, M)

Demonstragao. Defina a agao

A: Bil(Dg x M,M) x Con(M) — Con(M)
(B, V) — A(B, V)

onde

A(B, V)(X, s) = B(X, s) + Vs (2.11)

. Fixemos agora uma conexao V° € Con(M). Vamos mostrar que a aplicagao

I:Con(M) — Bil(Dgx M, M)
vV — I(V)
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onde
I(V)(X, 5) = Vxs—V%s (2.12)

¢ uma bijegao afim. Primeiramente vamos mostrar que (V) € Bil(D4 x M, M). Sejam
f,g € Aes,t € M. Entao,

I(V)(fX +gY,8) = Vixigr(s) = Vig,v(s)
= fVxs+gVys— (fV&s+ gVis)
= f(Vxs — V&s) + g(Vys — Vi)
= fI(V)(X, s) + gI(V)(Y, s).

IV)(X, fs+gt) =Vx(fs+gt)—Vi(fs+ gt)

Vx(fs)+ Vx(gt) = Vix(fs) = Vi (g1)

= X(f)s + fVxs+ X(g)t + gVxt = (X(f)s + [VEs) = (X(9)t + gVit)
=X(f)s—X(f)s+X(g)t — X(g)t + fVxs— Vs +gVxt — gVt

= f(Vxs—V%s) + g(Vxt — V%)

= JI(V)(X, ) + gI(V)(X, 1).

(
(

Assim, temos que I(V) é bilinear. Seja agora a aplicagdo J dada por:

J:Bil(Dg x M,M) — Con(M)
B — J(B)
onde
J(B)(X, s) = V%s + B(X, s). (2.13)

Mostremos que J(B) é uma conexao. Assim, sejam f,g € Ae s,t € M. Entao,

J(B)(fX +gY,s) = Vix v(s)+B(fX +gY, s)
= (fVks+gVys)+ [B(X,s) +gB(Y,s)
= f(V%s+ B(X,s))+g(Vys+ B(Y,s))
= fJ(B)(X, 5) +gJ(B)(Y, s)
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J(B)(X, fs+gt) =V%(fs+gt)+ B(X, fs+ gt)
V& (fs) + V&(gt) + fB(X,s) + gB(X, t)

= X(f)s+ fVss+ X(g)t + gV%t + fB(X, s) + gB(X, t)
= X(f)s+ f(V&s+ B(X,s)) + X(g)t + g(V&t + B(Y, t))
= X(f)s+ fJ(B)(X, s) + X(g)t + gJ(B)(X, 1).

Logo, J(B) é uma conexao. Para mostrar que I é bije¢ao, vamos mostrar que JoI =1¢nm)

e que I o J=1pjyp,xm ). Com efeito,
JI(V)(X, 5) = Vs +I(V)(X, 5) = Vs +Vxs — Vs = Vxs (2.14)
assim, J(I(V)) =V,V V € Con(M). Além disso,
I(J(B)(X, s) = J(B)(X, s) = Vs = Vs + B(X,s) - Vs = B(X,s)  (2.15)

logo, I(J(B)) = B,V B € Bil(D4x M, M). Assim mostramos que a aplicacao I ¢ de fato
uma bijecao. Como V° é arbitrario, entao temos que a acao é transitiva. Mostremos agora
que a agao assim definida nio fixa pontos. Seja VY € Con(M) uma conexao fixa. Vimos
que V'V € Con(M), 3 B € Bil(Dy x M, M), asaber, B =1(V) tal que A(B, V°) = V.

Na notagao da definicao de acao de grupos temos,
V'B=V (2.16)
Se para V € Con(M) e B € Bil(D4 x M, M) tivermos
AB,V)=VB =V <= Vxs+ B(X,s)=Vxs<= B(X,s)=0 (2.17)

Assim, Bil(D4 x M, M) age em Con(M) sem pontos fixos. E facil ver que a condi¢ao
(1) da definigao 2.5 ¢é satisfeita.

2.4 A conexao de Levi-Civita

Nesta se¢ao estudaremos um importante tipo de conexao, que corresponde ao caso

em que consideramos conexoes no A-modulo D 4. Antes precisamos de algumas definigoes.
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Definicao 2.6. Seja A uma R-dlgebra. Uma métrica é uma aplicac¢ao
g DA X DA — A

que satisfaz as sequintes propriedades:

(1) g € bilinear simétrica;
(ii) seja (Da)* = Homua(Da, A). A fungao

:Dy — (Da)
X — (X)) =g(x, X)

€ um 1somorfismo, ou seja g satisfaz o teorema da representacao de Riesz.

Observagao 2.5. A definigao de métrica inclui as métricas Riemannianas, caracterizadas
pela condigao g(X, X) = 0 <= X = 0, e também as métricas lorentzianas, que tém
grande importancia na Teoria da Relatividade e é caracterizada por existir T' € D4 tal
que g(T, T) = —1. Um exemplo de métrica lorentziana é dado a seguir. Considere a
R-algebra C*(R*) e o C*(R*)-modulo Dewgsy com base [Jy, 91, da, 03]. Entdo a métrica
definida por

g<80a 80) = _L g(ala 8]) = 0756 Z 7& .]7 g(ah az) = 172 = 172a3' (218)
é uma meétrica Lorentziana.
Definicao 2.7. Seja 7V a aplicacdo definida por

TvilDAX'DA — DA
(X,Y) — 7Y(X,Y)=VyY - VyX — [X, Y]

\Y

A aplicacao 7V assim definida é chamada a torcao da conexao V.

Definicao 2.8. Dizemos que a conexao V ¢ simétrica se V XY, € D4 tivermos que a
torcio TV = 0, ou seja,

VyY - VyX = [X, Y] (2.19)
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Definicao 2.9. Dizemos que a conexao V é compativel com a métricag seV XY, 7 €

D4 tivermos

X(Q(Y, Z)) = g(VXY, Z) —I—g(Y, V)(Z) (220)

Teorema 2.1. (Levi-Civita) Dada uma métrica g, existe uma inica conexdo denotada

por V9 € Con(Dy) que possui as sequintes propriedades:
(i) V9 é simétrica
(i) X(g(Y, 2)) = g(VXY, Z) + g(Y, V4 Z),V X,Y,Z € D4

Demonstragao. Suponhamos que exista tal conexao. Entao ela deve satisfazer as se-

guintes identidades:

X(g(Y, Z)) = g(VXY, Z) + g(Y, V& Z) (2.21)
Y(g(Z, X)) = g(VyZ, X) + g(Z, Vi X) (2.22)
Z(g(X,Y)) = g(ViX, Y) +g(X, V}Y) (2.23)

somando (20) e (21) e subtrindo (22) temos,

X(g(Y, 2))+Y(9(Z, X)) - Z(g(X,Y)) =g(VXY, Z) +g(Y, VZ) + g(Vi Z, X)
+9(Z, V§X) = g(VZX, Y) — g(X, V5Y)

somando e subtraindo o termo ¢(V${.X, Z) temos,

X(g(Y, 2)) +Y(9(Z, X)) — Z(9(X,Y)) =g(V&Y, Z) +g(Y, VLZ) +g(V}.Z, X)
+9(Z, Vi X) = g(V3 X, Y) — g(X, VZY)
H(VLX, Z) — g(ViX, 2)
=g(Y, V4 Z) = g(V3 X, Y) + (Vi Z, X)
—9(X, V3Y) +g(VXY, Z) - (Vi X, Z)
+2¢9(Z, V. X)
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Assim,

9(Z, VX)) =3{X(g(Y, 2)) +Y(9(Z, X)) = Z(9(X, Y))

2

—9(Y, [X, Z]) —g(X, Y, Z]) = 9(2, [X, Y])}

Desta forma se uma tal conexao existir ela deve satisfazer a tultima igualdade acima.
Logo, para encontrarmos uma conexao que satisfaca tal identidade, fixamos X,Y € Dy e

definimos a seguinte funcao:

W(Z2) ={X(g(Y. 2)) +Y(9(Z, X)) — Z(9(X, Y))
—g(Y7 [X’ Z]) _g<X7 [K ZD _g<Zv [X7 Y])}

E facil ver que v assim definida pertence a (D4)*. Assim, pela definicio de métrica existe
uma unica derivac¢do, que denotaremos por Vi X, tal que ¥(Z) = g(Z, V§.X). Resta
agora verificarmos que a derivagdo V§ X é uma conexao. E facil ver que as propriedades
de (i) a (iii) da defini¢do de conexdo sao satisfeitas. Verificaremos entao a propriedade

(iv) da defini¢ao de conexao. Para isso, seja a € A e seja v(Z) definida por:

v(Z) =3{aX(g(Y. 2))+Y(9(Z, aX)) - Z(g(aX,Y))

2

—g(Y, [aXv Z]) _g<aX7 [Y7 Z]) _9(27 [O‘Xv Y])}

Sabemos que existe uma unica deriva¢ao que vamos denotar por Vi, (aX) tal que v(Z) =
g9(Z, V{.aX). Por outro lado, temos

v(Z) =3{aX(9(Y, 2)) +Y()(9(Z, X)) + aYg(Z, X) = Z(a)(9(X, Y)) — aZg(X, Y)
—ag(Y, [X, Z]) + Z(a)g(Y, X) —ag(Z, [X, Y]) + Y(a)g(Z, X) — ag(X, [Y, Z])}
= ap(Z) +Y()g(Z, X)
=9(Z, aViX) + g(Z,Y () X)
=g(Z, aVLX +Y () X)

E pela unicidade da representacao, concluimos que V¥ (aX) = aV{ X + Y (a)X.



Capitulo 3

O Operador Curvatura KV

Neste capitulo definiremos o operador curvatura associado a uma conexao. De-
monstraremos importantes relagoes entre estas grandezas, explicitando os calculos, para
uma futura implementagao algoritmica. Veremos que localmente, a cada conexao pode-se
associar uma matriz de 1-formas diferenciais e a cada curvatura uma matriz de 2-formas
diferenciais. Esses resultados tem grande importancia para o desenvolvimento da teoria
de classes caracteristicas. Por fim, faremos calculos explicitos das conexoes de Levi-civita
em H* e S?, e calcularemos suas respectivas curvaturas seccionais. Veremos que pela

forma como sera definida a curvatura, obteremos que a curvatura seccional de S% é -1 e a
de HT sera 1.

Definicao 3.1. Seja A uma R-dlgebra e M um A-mddulo. O operador curvatura

associado a uma conexao V ¢ uma aplicagao,

KV :DyxDyxM — M
(X,Y,s) — KVY(X,Y,s)
definida por
KY(X,Y,s) = [Vx, Vy|s — Vix.v]$, (3.1)
onde Vx,Vy € Hom4(M, M).

N

No caso em que M é um A-modulo livre de posto finito n com base {s,}1_1,

pelo

que vimos no capitulo anterior, podemos definir o operador curvatura na base do modulo.
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Se definirmos

KY(X,Y, s4) ZKﬁ (X, V)s5 = ([Vx, Vy] = Vix.v])Sa- (3.2)

Para cada K7 temos:

Proposigao 3.1. As aplica¢oes K° : DaxD 4 — A satisfazem as sequintes propriedades:

(i) KJ(X,Y) = —KJ(Y, X);
(i) KP(\X,Y) = KA (X, Y) com ) € A.
Demonstragao.

—KJ(Y, X)sa = —([Vy, Vx| = Viv.x))s0

—(VyVx = VxVy)sa + Viyx— xv)Sa
(—=VyVx +VxVy)sa + (Vyx — Vxy)sa
(VxVy = VyVx)sa = (Vxy — Vyx)sa
([Vx, Vy] = Vix,v])5a

KP(X,Y)sq

KJOAX, Y)(sa) = ([Vax, Vy]sa = Vix, v)5a)

= (VaxVy = VyVax)sa — Voxy— vax)Sa

= (AVxVy — Vy(AVx))sa — (AVxy — Vy)sa

= (AVxVy = (Y(N)Vx + AVyVx))sa — (AVxy — (Vy)x+avx))Sa

AV Vy — AVy Vi — V(M) V)50 — AVxy — Y(A)Vx — AVyx)sa
= (AMVxVy = VyVx))sa =Y AN)Vxsa+ YN Vxsqa — (A(Vxy — Vyx))Sa

VxVy = VyVx)sa — AM(Vxy — Vyx)sa

(VxVy = VyVx)sa = Vxy_yxsa)

= M[Vx, Vy]sqa =V (X, Y]5a>

= MKS(X, Y)(54)

= A
= A
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De forma analoga, podemos mostrar que K?(X, aY)(s,) = aK?(X, Y)(s,) onde
ac A

Seja A uma R-algebra e M um A-modulo livre de posto finito N. Vimos no
capitulo IT que para definir uma conexao em M basta dizer quanto ela vale em sua base.

Assim, se {s,})_, ¢ base de M, entao
VixSa = ng(X)Sﬁ = wl(X)sg, (3.3)

com w?(X) € A. Pela propriedade (iv) da defini¢io de conexao, temos que w?(pX) =
pwI(X),Voedewl(X+Y) =wl(X)+wl(Y), entdo podemos entender w? como uma
aplicagao w? : Dy — A. Assim, temos que w?(X) € QY, o A-médulo das 1-formas

diferenciais de A. Desta forma, para cada conexao em M podemos associar a matriz

T O §
WV Wy

onde [w?] € Myyxn(€y). Tal matriz sera chamada a matriz da conexio V na base

{s1,...sn}. Considere agora {t1, ... tN} uma outra base de M. Entao temos
Vxta Zw = OP(X) tg, (3.4)

denotaremos a matriz da conexao V na base {t1,...,tx} por [G)g} E natural questionar

sobre a relagao existente entre [&)g] e [wg}

Proposicao 3.2. Sejam {s1,...,sn} e {tl, . tn} bases distintas de um A-modulo livre

M. Facaw = [wg], w = [wﬂ e seja t, Z s sg. Entao

0 =A"dA+ ATwA, (3.5)
onde A = [al] é a matriz,
a ay
N N
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Demonstracgao. Temos que:

N N
sza = ng tﬂ, € tha = Z(I)g tﬁ. (36)
p=1 p=1
Além disso,
N
lo = Zag s (3.7)
B=1
Assim,
N N
Vxta =Vyx (Z a’ Sg) = va(ag s3)
p=1 =1
N N
= ZX(ag) sg + Zafl Vxsa
B=1 p=1
N N N
= ZX(ag) sg+ Yy al (Z wésj>
p=1 B=1 Jj=1
N N N N N
= Z X(a?) (Z(ag)_ltk> + Z a’ (Z wh (Z(ag)_ltk>)
p=1 k=1 B=1 j=1 k=1

Expandindo as somas acima, temos:

(X(ag)(a1) ™"+ + X(ag)(ay) ™" +agwi(al) ™ + - +agwi(ay) ™) i+

@0 = o] (X)) + [af] " d] [oL]. (33)

Como [aﬂ = [a}] = A, w = [w]] e, pela definicdo de diferencial exterior, df (X) = X(f)
temos

@ =[] = AT d(A) + A 'wA (3.9)

[0}
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De forma analoga a forma conexao, se nos tivermos A uma R-algebra, M um A-
modulo livre de posto finito N e V uma conexao em M, como V é definida na base de

M, podemos também definir o operador curvatura em tal base. Vimos anteriormente que

N
KY(X,Y, 50) = 3 KJ(X, Y)(s5). (3.10)
B=1
satisfaz
Kg(X7 Y) = _Kg(y7 X) (311>
KSOX,Y)=AK?(X,Y), com A€ A. (3.12)

Assim temos que cada KP € Q%, o A-modulo das 2-formas diferenciais de A. Logo,

podemos formar a matriz associada ao operador curvatura K e a denotaremos por
KY = [(KY)7] (3.13)

Chamaremos a matriz [(KY)3] € Myxn(Q%) a forma curvatura associada & conexdo V.

Quando nao houver ambiguidade denotaremos KV simplesmente por K.

Agora estudaremos a relagao existente entre a forma conexao e a forma curvatura.

Proposicao 3.3. Seja M um A-mddulo livre de posto finito N. Dadas uma forma cone-

zao [(wv)ﬂ = w e uma forma curvatura [(Kv)ﬂ = K na mesma base {s1,...,sn}, elas

estao relacionadas por
K=dv+wAuw (3.14)

isto €, para cada entrada da forma curvatura temos,
N
K} =dwi+ > wpAwh (3.15)
Demonstragao. Da definicao da forma curvatura temos

KY(X,Y, s;) = ZK’XY s;) (3.16)
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Por outro lado,
K(X,Y)(s;) =(VxVy —=VyVx —V(x,y])s;

= Vy (Z wj-(Y)si> —Vy (Z w;‘.(X)si) - Zw;i([x, Y1)s;

N N = N
=D Vx(Wi(V)s:) = >V (@j(X)s:) — Y wi([X, Y])s,
z;l =1 N i=1 N
=D X(W(Y))si +wiVxsi — > Y(wi(X))si +wiVys; — ¥ wi([X, Y])s;
ZE1 N i=1 N i=1
= X(@(V))si+ Y wf (V)wp(X)si = D Y (wj(X))s;
i=1 i k=1 i=1
N
= 3 LX)k (V)s:
i k=1
Agora lembramos, que da definicao de produto exterior, temos
Wi A wp (X1, Xa) = ngn oW (X (1)) wi (X)) (3.17)
Assim,
ALY, Y) = (WX (Y) — Wb (¥ )wh (X)), (3.18)
Além disso,
dwli(X,Y) = (Xwi(Y) = Ywi(X) — wi([X, Y])). (3.19)
Logo,
KX, Y)( Zdw (X, Y)s; + Z Wi A wp (X, Y)s;, (3.20)
=1 i,k=1
donde
ZKl (X, Y)(s;) Z{dw (X,Y) —I—Zw AWL(X, Y)}s;. (3.21)
=1
Assim
N
K =dwi+ > wp Awb (3.22)
k=1
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Da mesma forma que foi feito para a forma conexao, estudaremos a relagao exis-
tente entre as formas curvaturas quando a definimos em bases diferentes de M. A proxima
proposi¢ao mostra como se relacionam as formas curvaturas quando definidas em bases
diferentes do mesmo moédulo. O mais curioso é que a expressao que relaciona tais formas

além de ser mais facil que a da conexao, tem um aspecto bastante familiar.

Proposicao 3.4. Sejam {si,...,sn} e {t1,...,tn} bases distintas do A-mddulo livre M.
Se K denota a forma curvatura na base {s;}¥, e K denota a forma curvatura na base

{t:}Y, entao

K=A"KA, (3.23)
onde A € a matriz

at o al

ay ay

N
tal que to = Za@w.
B=1

Demonstracao. Observe primeiramente que no enunciado do teorema acima, fungoes e
1-formas aparecem como matrizes, mas suas diferenciais exteriores podem ser facilmente
manuseadas por suas regras usuais. Assim se A~!A = I, onde I é a matriz identidade,

entao aplicando a diferencial exterior em ambos os membros temos

d(A7'dA) = dA™ AdA+ ANd(dA)
= dAT'ANdA
= —A'YAATIAdA
= —A'dAANATA

Logo,

do = d(A'dA) + d(A'wA)
= —AYdANATYA+dAT AwA + A VdwA + A7 w A dA
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Como K = d + @ A @ temos,

K = —AYWANATYHA+dA " ANwA+ AV dwA+ A7 w A dA +
(A1dA + A 'wA) A (A71A + A7 wA)
= A MANATYAA+ dAT ANWwA+ AT dwA + AT o A dA +
AYdANATY A+ ATNMdAN AT WA+ ATTWANATTdA + AT WA N AT TWA
= —AMANATYIA - ATVHAA ANwA + AN dwA + AT w A dA
+ATTAANATTAA+ ATHdAN AT WA+ AT TWANATTdA + ATTwA N AT A.

Observe que o primeiro e o quinto termo se cancelam, temos também que A~ 'dAA ' AwA
= A71dA N A7'wA. Assim, o segundo e o sexto termo se cancelam. Pelo mesmo motivo,

o quarto e o sétimo termo também se cancelam. Logo, temos

K = —A'dwA+ A-1wAANATWA
= (A 'dw+ATwAATIW)A
= A (dw+wAw)A.

Assim,

K=A"'KA (3.24)

Observe ainda que do resultado anterior temos
(K)* = (AT'KA)"
= (AT'KA)(AT'KA)...(ATTKA).

Como A™'A = I, tem-se que
K= A"'KA. (3.25)

Isso mesmo: a forma curvatura se comporta como um operador linear. Desta forma, como

o trago de uma matriz é invariante por mudanca de base temos que
Tr(K*) = Tr(K®*) € Q%. (3.26)

Observagao 3.1. A identidade acima é a chave para definir Classes de Chern para fi-

brados vetoriais complexos, nesta direcao, ¢ importante observar que se V e V sao duas
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conexoes para o fibrado F, entao
Tr(K®) —Tr(K*) 2 dw), weQ% ' a=1,.,N
isto é, as classes de cohomologia de DeRhan sao as mesmas. Exceto por um fator de

normalizagao, [Tr(K®)] ¢ a ch®(FE), no caso em que E ¢ um fibrado complexo.

Neste tltimo paragrafo vamos desenvolver uma expressao para a curvatura K as-
sociada a conexao V para o caso em que o modulo que estamos trabalhando é livre e
de posto finito m e D4 é um A-modulo livre e de posto finito N com base {0, ..., Oy }.
Tal expressao é importante do ponto de vista computacional, e é dada em termos dos
coeficientes da conex@o. Vamos assumir que [0;, 9;] = 0. Assim, se M é um A-moédulo
livre de posto m com base {s1, ..., s, }, entao
KY(;, 05,50) = [Va,, Vo,] Sa — Vig,, 0,5

= Vu, V80 — V5, Vi, 5a

= Vo, (Z Wg@j)%) — Vo, (Z wﬁ(ai)sﬁ)
B=1 p=1

= S Vs, (W20))s5) — Z Vo, (wa(9:)ss)
0 (w3(0)35) +w2(0,) Va5 (Z )+ @W@Sﬂ)

(&(cug(aj)) 8 Sg + Zw Va Sg — Zw VQ Sg

+ D Wl 0w @)y = > Y wl(@)w)(0))s,
B=1 =1 B=1 y=1
= D (9:(wi(®y) - 0, YD — w395 (95)) 55
B=1 ~=1 p=1
Logo, temos
Kjo = 0i(w3(9)) = 95(w3(9,) + Y wa(0;)wd (8:) — w3 (0:)w (D). (3.27)
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por RF. e KV

Quando A = Cg° onde U é uma variedade Riemanniana, denotamos KF o

ijo
k

por RV, em homenagem a Riemann. Dentre os coeficientes Rj,, existem alguns especiais

dos quais trataremos a seguir.

Definicao 3.2. Seja (U, g) uma variedade riemanniana de dimensao pelo menos 2, p € U
e o C T,U um subespago bidimensional. Seja {01, ...,0,} base de T,U e {0;,0;} uwma base
de o. Entdo definimos a curvatura seccional de o em p denotada por s,(0;,0;) = s,(0),

o wvalor

5 (0) = g(RY(0;,0;)9;, 0))
g (10: A 051)2

onde |8Z VAN 6j|2 = \/‘81| |8J| - g(@z, 8])

(3.28)

Pode-se mostrar que o valor s,(c) depende apenas de o e ndo da particular escolha
da base de T,U e em particular de o, e que o conhecimento de s(o), V ¢ determina com-
pletamente a curvatura R (ver [3| para um tratamento particular do modulo I'(7'U) onde
U é uma Variedade Riemanniana). No caso especial de uma 2-variedade Riemanniana,
existe um tnico tal subespaco e consequentemente uma tnica curvatura seccional para

cada p, de fato, tomando {0y, 0>} base ortonormal temos,
Sp(al, 82) = g(Rv(ﬁl, 82)81, 82) = R%21' (329)

Além disso, se U C R3 é uma variedade de dimensao 2 com a métrica induzida, entao a

curvatura Gaussiana e a curvatura seccional coincidem (ver [6] exercicio 21 cap 9).

3.1 Alguns exemplos

Nesta se¢ao faremos algumas aplicagoes da teoria desenvolvida nos capitulos ante-

riores. Iniciaremos entao com o seguinte exemplo.

Exemplo 3.1. Seja H™ = {(z, y) € R* : y > 0}. Como H" ¢ um aberto de R? conside-
remos o conjunto das funcdes C*° em H*. E sabido (ver [14]) que o conjunto Deoom+y €
um C*(H™")-moédulo livre de posto 2 com base {0y, 02}, onde

(Disp)p = <a¢> = lim 90(19”1_ o) (3.30)

3:62- t—o00
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Vamos agora definir uma conexao em Do(oloﬁ) e calcular a curvatura associada a esta
conexao. Para isso, como DCE” . ¢ um modulo livre, vimos no capitulo II que para definir
H

uma conexao em Dc(oo+) basta dizer quanto ela vale na base do médulo. Assim definimos
H

AVAS: DCE)I.;'*') X DCE);I+) — DCFZH)
VX81 = 21’(91, ang = 513(91 + yag (331)

Como a matriz w associada & conexao V é tal que w € Man(Qlcoo(H+)), cada entrada é
uma 1-forma diferencial em H*. Entao, por simplicidade, trocando a notacao dx, por dx

e dxy por dy, temos

wi = adz + bdy
w! = cdr + ddy
wy = edx+ fdy
w3 = gdx + bdy.

2
Como Vx0; = Zwi (X)0;, entao

Jj=1

anl = w%(X)@l +w%(X)82
ang = w%(X)(?l —|—w§(X)82

Calculemos entao as fungoes a, b, c,d, e, f,g e h. Temos que
V01 = 220; = wi (X)) + wi(X)0s, (3.32)
donde segue-se diretamente que w} = 0. Logo ¢ = d = 0. No entanto, temos
27 = wy (X) = adz(X) + bdy(X). (3.33)
Entao, para determinar a e b calculamos wi(9;) e wi(dy). Assim,



Como {dz, dy} é base dual de {0, 0>} entdo dx;(0;) = d;;. Desta forma, temos
2(1) = V5,01 =w(0)) =a = a=2.

Da mesma forma temos

w1 (0a) = adx(0y) + bdy(dy),

e assim

0= V0 =wi(d)=b=b=0.

Agora,
ang = 1381 + yag = w;(X)al + wg(X)ag

Logo 7 = wi(X) e y = w3(X). Assim,
v = WAX) = ed(X) + fdy(X),
donde temos que e = wy(d;) = 1 e f = wy(da) = 0. Além disso, de

y = w3(X) = gd(X) + hdy(X),

44

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

temos que g = w3(0;) = 0 e h = w3(dy) = 1. Portanto, a matriz associada a conexao V ¢

2dz dz

0 dy

Vamos calcular agora a matriz curvatura. Lembramos que

K=dw+wAuw.

Como
2dx dx 2dx dx
0 dy 0 dy
Adx N\ dz + 0 2dx N\ dx +dx A dy 0 dz N\ dy

0 dy A\ dy 0 0

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)
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e
0 0
dw = (3.45)
0 0
entao
0 0 0 dz N\ dy 0 dz N\ dy
K = + = (3.46)
0 0 0 0 0 0

Exemplo 3.2. Agora vamos calcular a matriz da conexao de Levi-Civita em Dcifw onde

a métrica g serd dada por

1
9(81, 61) = 9(527 82) = E € 9(81» 82) = 9(82, 81) =0.

Observe que para determinar a matriz da conexao, por DC?+ ser um modulo livre de
posto 2, deveremos detrerminar os coeficientes da conexao. Estes coeficientes aparecem

quando escrevemos os valores de V$ 0; na base do modulo. Assim temos
1

V401 = w0 +wi 0,
V9.0 = w0+ wi0o
V0 = whih+who,
V90 = whih +whos

Agora, pelo teorema de Levi-Civita, a conexao a ser determinada deve satisfazer as con-

di¢oes de simetria e compatibilidade com a métrica, isto ¢,
(i) VLY - Vi X = [X, Y]
(i) Xg(Y, Z2) = g(V&Y, Z) + g(Y, V& Z)

Desta forma temos que
(i) V3,05 - V§,0i = [0, 9]

(i) 9ig(0;, O) = (V5,05 Ok) + 9(95, Vi, 0)



Entao vamos aos calculos. Temos que

1
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819(81, 81) = 81(y2) =0 (347)
Assim,
0 = g(V301, 01)+g(01, V) )
— 2g(V%181, 81) =0
- g(wh@l + w%lag, 81) =0
= g(wi,01, A1) + g(wi 0, ) =0
= wg(dh, O) +wig(da, D) =0
., 1
= Wu(?) =0
Logo, wj; = 0. Da mesma forma,
1 2
Dog(Or, O1) = 32(—2) =73 (3.48)
Y Y
Assim,
2 g g
T = g(V),01, 01) +g(01, V3,01)
2
— QQ(VgQ&, (91) = —E
1 2 1
— g(w2131 +w2182, (91) = —E
1
= g(wy01, D) + g(w5,0, 1) = O
1
= wyg(0h, ) +whg(ds, O) = 7
(1Y 1
= enli)
Logo wy, = —i. Antes de continuar fagamos a seguinte observacao: Como ¢(9;, 0x) =

9(O, 0;), entao, 019(0;, Or) = 019(0k, 0;), o que reduz um pouco nosso trabalho. Como

519(31, (72) = é)1(0) =0,

(3.49)
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temos

g(V$,01, 32) 4 g(01, V) 02)
9(wi101 + Wi 8y, Do) + g(O1, wisdh + wihdy) =0
wi1g(01, B3) + wiig(Ds, Ba) + wirg(Dr, 1) 4 wihg(dr, Do) =0

U HHM“

—

Logo, w# = —wj{,. Continuando,
agg(ﬁl, 82) = 82<O) = 0, (350)
temos

0 = g(V3,01, 0s) +g(01, V),0)
9(w3101 + w51, Do) + g(O1, Wapdh + wiDs) = 0
wy1g(01, B) + w319(Ds, ) + wiog(Dr, 1) 4 wiyg(Dr, Do) =

_
= wyng(

= (e
— (o) bk =0
.

2 1 _
wyy + wye = 0.

—

2

829(82, 82> = 82(%) = ——. (351)



Assim,
2 g 9
T = 9(V),0, 02) + g(02, V3,02)
2
- 2g(vg282, @2) = —E
1
> g(wégal +w3282, 82) = —E
= g(wyd1, Do) + g(wihDa, Dp) =
= Wy (0h, a) + wing(D, o) =
1 1
2
= W22(E) = _E-
Logo w3, = —. Finalmente,
1
019(02, 0a) = 31(;) =0
Assim,
0 9(V3,0, 02) + g(02, V), 0s)

Zg(Vglag, 82) = 0
9(wip0h + wihda, B5) =0

I

1
HOR
12 yg

Logo, w?, = 0. Elencando os resultados encontrados temos

1 _n 2 _ 1. ,2 _ L2 1.
wip =0; wip = —wi; wips =0 jwy = —way;

Usando a hipotese da simetria da conexao,

V4 0y — V4, 0y = [0, D],

g(w%Qala 82) + g(w%Qa% 82) =0
w159(01, B2) + wirg (D, D2) =0

3
1

2

Woo = — 4
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(3.52)

(3.53)
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e como [0y, 02] = 0, temos que

1 2 1 2

1 2 1 2

donde segue-se que wi, = wi; e wi, = w3,. Dessa forma, temos

1 2 — 1. 1 _ _1
wip =05 wip =5 wp =y
2 _q¢ 1 _ 1. 2 _
Wiy =0y wy = =5 wy =0;
1 2 — 1
Wag = 0; W = 7y

Assim como foi feito no exemplo anterior, vamos agora encontrar a matriz de 1-formas da

conexao. Para isso vamos utilizar os coeficientes encontrados da seguinte forma. Como

temos
Vg(ag = w%(X)(?l +w§(X)82,
entao
Vgl 81 = w% (81)81 + w% ((91)82
Vgﬁl = w% (82)81 + w% ((92)82
Vgl 82 = w% (81)81 + w% (61)82
V‘gﬁg = w% (82)81 + w% (82)82

Por outro lado, temos

V40 = w0+ wi 0o
V0 = whoh +whos
V90, = whoh+whis
V90 = whoh +whos
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Assim,
V5,0 =wi(01)0 +wi(01)0y = wi 01 + wi 0
V3,01 = wi(02)01 + WD)y = Wi 01 + w3 05
V5,02 =wy(01)01 +w3(91)0y = wiy01 + wiyds
V5,00 = wy(02)01 +w3(02)0y = wiy0h + wiy0s
logo,
wi, =wi(01) =adz(d)) +bdy(d;) = a=wj, =0
wh =wi(0) =cde(0)) +ddy(d) = c=wi=,
wi =wi(3) =adr(dy) +bdy(d) = b=wl =1
wy =wi(0y) =cdr(d) +ddy(d) =d=w3 =0
wiy =wi(0)) =edz(0)+ fdy(0)) = e=wi,=—1
wi, =w3(01) =gdz(0r)+hdy(0)) = g=wi=
wyy =wy(0s) =edx(d)+ fdy(ds) = f=wi=0
Wi, =wi(0y) = gdx(0s) + hdy(dy) = h =w3, = —1
Entao a matriz da conexao de Levi-Civita tem a forma
—idy —Ldx
W = . (3.54)
Ldx —=dy

Observe que a matriz encontrada nao é anti-simétrica. De fato, isso s6 ocorre quando a

base do modulo é ortonormal na métrica, ou seja,

9(317 31) = 9(32, 82) =1 e g(ab 32) = 9(5’27 81) =0.

Observe que se definimos as matrizes

W11 Way Wi Way
1 _ 2 _
wj; = wy; = : (3.55)
1 1 2 2
Wi Wao Wi Wao

entao obtemos a matriz da conexao tomando os produtos matriciais

(i) [dz dy]" (W) [dz dy]", (3.56)



o1

onde ((wj;) [dz dy]')t é a 12 linha da matriz e ((w5;) [da dy])t a segunda. Vamos agora

calcular a curvatura associada & conexao V9. Temos que
g
KV = dwd + w9 Aw?

Assim, como

y%dy A dy y—12dy A dx 0 —y%dac A dy
dw? = =

—y%dy/\dx y—gdy/\dy y%dac/\dy 0

e
?%dy/\dy+yi2dm/\d:p y—lgdyAdx+y%dxAdy
wI ANw? = =

_—%dm/\dy—y%dy/\dx —y%dx/\dx—i—y%dy/\dy_

entao
0 —y%d;z: A dy
K —
y%da: A dy 0

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

Agora vamos calcular a curvatura secional s(g) na métrica g. Primeiramente escolhamos

uma base ortonormal. Assim definindo 51 =yo, e 52 = y0dy & facil ver que

9(51751) = ]—7 9(52,@) =1ce 9(51,52> - 9(52761) =0

Assim, temos que a base é ortonormal na métrica. Desta forma temos

8(52, 51) = 9(3(51, 8~2)61, 8~2) = Q(R(yahy@)yab 982) = y4R%21g(62, 82) = ?/QR

(3.61)

121

(3.62)



52

Assim, calculemos RZ%,,.

Ry = 01(wi(Ba)) — 02(wi(01)) + wi (D2)wi (1) — wy (O1)wi(Ds)
+ Wi (D)wi(01) — wi(D1)w3(D2)

0-50)- ()03 )

[y

le ’_‘@wl = %| Q
—
—_

Desta forma,
5(0h, 1) = (") Ry = () 5 =1 (3.63)
)

O proximo exemplo é de grande importancia computacional, pois encontramos uma
forma de calcular a curvatura seccional num moédulo projetivo via um artificio bastante
util. Como vimos, médulos projetivos em geral nao tém base. Nesses casos como calcu-
larfamos a conexao de Levi-Civita e as curvaturas seccionais nesses modulos? Fagamos
entao a seguinte observacao. Se f : M — N é um difeomorfismo, entao a diferencial
fe : TM — TN é um isomorfismo. Desse isomorfismo, podemos induzir um isomorfismo
de algebras entre C°(M) e C*°(N) de tal forma que Con(I'(T'M)) = Con(I'(T'N)) por
uma bijecao. Dessa forma, em virtude do isomorfismo das élgebras, as curvaturas sec-
cionais das duas variedades coincidem. Vamos utilizar essa observagao para encontrar a

conexao de Levi-Civita no C*°(S?)-moédulo projetivo Dese(s2).

Exemplo 3.3. Vamos calcular a conexao de Levi-Civita de S?, com a métrica que iremos

definir abaixo. Assim, seja
¥ (0, 2m) x (0,7) — S?

onde
»(0, ¢) = (senpcosl, senpsend, cosd) (3.64)

Observe que esta aplicacao cobre a esfera S? menos uma semi-circunferéncia que contém

os polos norte e sul. Temos que

o

50 = (—sengsen, sengcosh, 0) (3.65)
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g—z = (cos¢cosh, cospsent, —seng) (3.66)
Agora, sendo <, > o produto interno canénico do R", temos que
(G (B (BE)-0
Assim fazendo 0, = 5 e 0y = &5, definimos a métrica g pondo
9(01,0) = sen®¢, g(02,02) =1 e g(d1,05) = g(D2,01) =0 (3.68)

Vamos entao calcular a conexao de Levi-Civita associada a essa métrica no A-modulo D 4
onde A = CF o5 (0x

com a métrica temos

. Seremos um pouco mais breve nos calculos. Da compatibilidade

@-g(@j, 8k) = g(Vaﬁj, 8k) + g(é?j, Vaﬁk) (369)
Escrevendo os coeficientes da conexao na base temos

Vgl(?l = w%(@l)ﬁl —I—w%(@l)ag 3 Vg 81 = w1(6 )81 +w1 (8 )82
Vglag = w%(al)al + w%(@l)@ 3 ngag = w2(82)81 + w2(82)82

assim,

0 = 019(01,01) 29(Vy,01,01)
9(w1101 + Wi 05,01) =0
wi19(01, 01) + wi g(D2, 1) = 0

Wl (sen®¢) = 0

g

donde wi; =0

0 = 019(01,02) = 019(0s,01) 9(V,01,02) + g(01, V,02)

— ( 1181 —+ w%lag, 82) + g(al, w}ﬁl + wf282) =0
— w1 9(01,02) + Wi g(Ds, o) + wipg (1, O1) + wirg (1, o) =
= wyy = —wp(sen’o)



o4

0= alg(827 82) 29(v81827 82)
9(wia01 + Wiy02,02) = 0
wi59(01, 01) + wiyg(D2, 01) = 0

2 _
wiy =0

g

2
Oag(01,01) = 8(%7;@ = 2sengcos¢p = sen¢p
sen2¢ = g(V,01,01)
sen2¢o

2
wy9(01,01) + w319(02,01) =

sen2¢o

2
| 2sengcosd  coso

Woy = =
2 2sen?¢ seng

9(w3,01 + w310, 0,) =

sen2¢
2

Wy (sen’¢) =

el

0= 829(81, 32) = 829(82, 61) g(vagah 82) + 9(81, VagaQ)

= g(wg, 01 + w3,02,05) + g(01, w01 + wayGs) =0
= W 9g(01,0) + w319(02,0) + wypg(91,01) + wipg(O1,02) = 0
= Wi = —way,(sen’e)
0=0:9(02,05) = 29(Vp,0,05)
= (w01 + wiyda, 02) =0
= wyyg(1,0) + wiyg(Da,0a) =0
— wh(1)=0



95

donde w3, = 0. Da simetria da conexio temos wiy = wi; e wi, = w3. Logo

wh =0 ) = —cospsens jwly = 22 1w =0
Wy = EZTSLZ ;wi =0 jwyy = 0;wi =0
Tomando as matrizes (w};) e (w?;) temos
0 EEZ‘Z —cospseneg 0
(wj;) = , (W) = (3.70)
cos¢
song 0 0 0
entao a matriz da conexao é
oS¢} cosp
send)dqb senzzﬁd‘g
W = (3.71)
—cospseng 0
Vamos agora calcular a curvatura seccional s(g). Definindo o = sgll ;e Dy = 0y, ¢ facil
ver que a nova base ¢ ortonormal na métrica. Logo,
— <~ - 1
$(0n,02) = g(R(01,05)01,02) = —2R%219<(92,32) (3.72)
sen?o
Calculando R%,;, temos
Ry = 0i(wi(02)) — a(wi(D1)) +wi(D2)wi(Dh) — wy(Oh)wr(Ds)
+ wi(02)w3(0h) — wi(01)w;(De)
0 0
= (0) — 79 (—cospseng) + <§ZZ§) (—cospsend) —0+0—0
= R3, = —(sen’¢ — cos’¢) + (—cos’®)
— R, = —sen’¢
Assim,
S 1 2 1 2
(01, 09) = lemg(aQ,az) = $6n2¢(—56” 9)(1) (3.73)
Donde s(d;, ;) = —1. Observe que o que calculamos foi a curvatura seccional de (0, 27) x

,7). No entanto do isomorfismo das algebras C°°((0,27) x (0,7)) e C'* — (), onde
0 N do i fi das algebras C*°((0, 2 0 C>(8?—-C d
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C' é um meridiano de S?, da diferenciabilidade da curvatura seccional atrelado ao fato
de o fecho da imagem do difeomorfismo ¢ S?, pela continuidade de s(g) segue que a
curvatura seccional da esfera S? é -1. Observe que de forma contraria a nossa experiencia,

a curvatura seccional da esfera H' e S? tiveram valores 1 e -1 respectivamente.
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