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Resumo

Neste trabalho provaremos a existéncia de solucoes fracas para um problema
misto de equagoes diferenciais parciais nao-lineares do tipo Klein-Gordon envolvendo
o operador pseudo-Laplaciano. Com esse fim, usaremos o método de Faedo-Galerkin

juntamente com argumentos de compacidade e monotonicidade.

Palavras-chave: Solugoes Fracas, Pseudo- Laplaciano, Problema de Evolucao Nao-
Linear, Método de Faedo-Galerkin.
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Abstract

In this work we’ll prove existence of weak solutions to a coupled mixed problem
of nonlinear partial diferential equation in the class of systems of nonlinear Klein-
Gordon equations involving pseudo-Laplacian operator. For proving existence of
weak solutions we use Faedo-Galerkin’s method with compacity and monotonicity

properties.

Keywords: Weak-Solutions, Pseudo-Laplacian, Non-Linear Evolution Problem,
Faedo-Galerkin’s Method.
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Introducao

O sistema de equagoes diferenciais nao-lineares do tipo Klein-Gordon:

Bu + o*u + g*v*u =0
Bv + %0 + h*u*v = 0,

onde B = 372; + A é o operador D’Alambertiano, g,h,a e § sao constantes, foi
utilizado por Segal [23] para descrever o movimento de mésons carregados em um
campo eletromagnético.

Em 1985, Medeiros-Miranda [18] estudaram a existéncia e unicidade de solugoes

fracas de uma generalizacao do sistema anterior, a saber:
Bu + o ul’ u = fi
B+ |uf" v =fo,  p>-1.

Naquele trabalho, os autores provaram e existéncia de solucoes paran > 1 e a
unicidade para n = 1,2, 3;, onde n é a dimensao do espaco R".
Em 1990, A. Biazutti [2] estudou a existéncia de solugoes para uma equagao

mais geral, do tipo:
{ w/(6) + Au(t) + Bt/ (1) + Gl (1) = f(0),

onde A é um operador nao-linear, B(t)é linear e limitado e G é nao-linear.
Nesse mesmo trabalho, Biazutti estudou a exsténcia e o comportamento as-

sintético para o sistema:

{ u’(t) + Au(t) — Au'(t) + Gi (v, 0") = f1
V'(t) + Av(t) — Av'(t) + Go(u',v') = fo,

onde A é o operador p-Laplaciano e G; e GGy sao operadores nao-lineares.

Além desses trabalhos, outros sistemas semelhantes foram estudados em [5],[6]
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e [10], dentre outros.
Neste trabalho estudaremos a existéncia de solugoes fracas para o seguinte
problema:
w4+ Au— Au + (o) + w)” )l u = fy
V' Av — A+ ([P 4w ) o) v = fo
w” + Aw — Aw' + (Jo]" T + [u)"?) |w]’ w = f; (1)
u(0) = ug, v(0) = vy, w(0) = wy
uw'(0) = up,v'(0) = vy, w'(0) = w;.

\

onde cada equacao interage com as outras duas. Esse fato pode ser notado quando
observamos os termos nao lineares das nossas equagoes.

Esta Dissertacao esta organizada da seguinte maneira:

e No capitulo I serao dadas algumas defini¢oes e resultados bésicos, para tornar

a leitura clara e auto-suficiente.

e No Capitulo II daremos resultados que serao bastante tteis para dar sentido

a algumas dualidades e quando formos limitar p e u,,v,,, quando u,,,v,, €

Wo ().

e No capitulo III formulamos e demonstramos o teorema de existéncia, principal
resultado desta dissertacao. Usaremos o método de Faedo-Galerkin para provar
a existéncia de solugoes fracas para um problema em dimensao finita associado
ao sistema (1). Posteriormente, faremos alguma estimativas a priori e como
consequeéncia, obteremos uma convergéncia a fim de passar ao limite e resolver
o problema original. Nesta etapa, usaremos algumas propriedades do operador

p-Laplaciano.



Notacgoes

Notacoes necessarias para o melhor entendimento desta dissertacao:

- 2 C R™ é um aberto, limitado e bem regular;
- Q=09x(0,T), T>0¢o cilindro em R"" com base Q e altura T}

- X =T x(0, T) é a fronteira lateral de (), onde I' é a fronteira de 2.
2

Além disso, A = Z 8 é o Laplaciano, e A : W, ?(Q) — W~ (Q) é o operador
pseudo- Lapla(nano deﬁnldo por:
A WeP(Q) — W(Q)

u — Au

onde Au=—3"", axz( oz, g;)

No apéndice provaremos que A tem as seguintes propriedades:

e A é mondtono, hemicontinuo, coercivo e limitado.

o (Au(t), ut))y 1 (Q),Whr©) = = [lu(®)l5;

. (Au(t),u’(t)>W_1’,,/(Q),W01,p(Q) = pdt 4 J|lu|/t, onde  indica 4;
-1

o [[Aully1pq) < Cllullg

.l —Norma em Wol’p(Q);

.11, ((:)) = Norma e produto interno em H} (), respectivamente;

.|, () = Norma( ocasionalmente |.| denotard o valor absoluto, e o contexto

deixara claro a distingao) e produto interno em L?*(Q);

V*, V', em geral, denotam o espaco dual de V/;

Cc . ~ , . ~
V — H eV — H denotam imersao continua e densa e imersao compacta,

respectivamente, de V em H.

Por fim, p é um nimero real variando em um intervalo a ser determinado

posteriormente.



Capitulo 1

Terminologia e Resutados

Preliminares

O objetivo deste capitulo é listar algumas definicoes e notagoes bésicas da Teo-
ria das Equacoes diferenciais Parciais afim de Apresentar os resultados preliminares
fundamentais para o desenvolvimento do cerne deste trabalho. Entretanto, nao nos
preocupamos, neste capitulo, em demonstrar os resultados enunciados, apenas men-

cionaremos as referéncias bibliograficas onde os mesmos podem ser encontrados.

1.1 Resultados de Convergéncia

Teorema 1.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Sejam X um espago de Banach separavel
e (fn)n uma sequéncia fortemente limitada em X*(dual de X). Entao (f,), tem uma

subsequéncia ( fu)x que converge fraco-x, isto é, for — f em X*.
Demonstragao. Ver [3] O

Teorema 1.2 (Kakutani). Sejam X um espago de Banach. X é reflexivo se, e
somente se, (z,), fortemente limitada em X possui uma subsequéncia (x,x) que

converge fraco, isto é, x,x — r em X.
Demonstragao. Ver [3] O

Teorema 1.3. (Aubin-Lions) Sejam X.,Y e B espagos de Banach, X reflexivo e

XS Boy. Suponha que (u,), seja uma sequéncia uniformemente limitada em



1.1. RESULTADOS DE CONVERGENCIA

du,,

LP(0,T; X) tal que ( o

Entao existe uma subsequéncia de (u,), que converge fortemente em L?(0,T’; B).

)n = (u),)n seja limitada em LP(0,T;Y), para algum p > 1.

Demonstragao. Ver 8] O

Teorema 1.4 (Lebesgue). Seja (uy,), uma sequéncia de fungoes integraveis em (a, b),
que converge quase sempre para uma funcao u. Se existir uma funcao integravel ug

tal que |u,(t)] < uo para todo n € N, entdo u serd integrdvel e tem-se que

/ = lim [ u,
n—o0
Demonstracao. Ver [16] O

Teorema 1.5 (Lema de Fatou). Seja (u,), uma sequéncia de fungoes integraveis tal
que

un(t) = u(t) em X, q.s. em (a,b)

b
Suponhamos que exista uma constante positiva C tal que / |lun(t)|| dt < C, V¥n.
a

Entao u ¢ integravel e

b b
/||u(t)|\dt§liminf/ lun () dt
] D

Demonstrag¢ao. Ver [16

Lema 1.1 (Lions). Sejam €2 um aberto limitado do R™, ¢g e g; funces de L%(€2),
1 < g < o0, tais que
ngHLq(Q) < O, para todo j,

e
g9; = ¢, ¢.s. em €L

Entao
g; — g, em LY(Q).

Demonstragao. Ver [8] O

Proposicao 1.1. Seja X um espaco de Banach reflexivo e suponha que f, — f em
X*. Entao, f, — f em X*.

Demonstragao. Ver [§] O



1.2. DESIGUALDADES

1.2 Desigualdades

e Desigualdade de Gronwall
Sejam C' uma constante nao-negativa, ¢ : (s,7") — R uma fungao continua e

nao-negativa, u : (s,7) — R" integravel com u > 0 q.s. em (s,T) tal que

wsc+/lww®% vt € [5, 7]

Entao

o)< Copl [ w(©)a), 15,7

Demonstragao. Seja (t) = C + /tu(f)go(ﬁ)dﬁ, tels,T].

Entao Jo(t
W) — ut)p(t) < u®u(t). as. em (5.7).
Dali, ,
- d
% U(t)e /s ull)ds <0,, qs.em(s,7T).
Logo, .
- d
e /s ul)at <(s)=C.
Portanto, )
JRIGE
Y(t) < Ceds , Vtels, T
Ou seja,

JRIGE
o(t) <P(t) < Cels , VtelsT].

e Desigualdade de Gronwall Generalizada
Sejam v, f : [0,7] — R fungdes integraveis e nao-negativas e a : [0,7] — R

uma funcao continua, nao-negativa tal que
t t
v(t) < vo~|—/ f(s)ds+/ a(s)v(s)ds,
0 0

6



1.2. DESIGUALDADES

onde vy é uma constante nao-negativa. Entao
t t
v(t) < (v —i—/ f(s)ds)elo a(=)ds
0

Desigualdade de Poincaré
Seja 2 C R™ um subconjunto aberto e limitado do R™. Entao existe uma

constante C' = C'(2,p) > 0 tal que
[ull oy < C llully, Vu € W™ (42).
As provas dessas desigualdades podem ser vistas em [8].

Desigualdade de Young.
Sejam p > 1,q > 1 tais que %—i— % = 1. Entao

al b
ab< —+ — Va>0, Vb>0.
p q

Demonstracao. Prova: Ver [3]. O

Desigualdade de Holder

1 1

Sejam f € LP(Q) e g € LY(Q), com —+ - =1e 1 <p < oco. Entao f.g € L'(Q)
p q

e

/ ol < 10 gl

Demonstracao. Prova: Ver [3] O

Desigualdade de Minkowsky
Sejam f,ge LP,p>1. Entao f+ge€ LPe

If+ 9l < [ flze + Nlgllza -

Demonstragao. Prova: Ver [3]. O



1.3. RESULTADOS DE EXISTENCIA

1.3 Resultados de Existéncia

Teorema 1.6. Sejam V' e H dois espacos de Hilbert taisque V C He V <% H. Entao

existe uma base espectral {w;} de V, formando um sistema ortonormal completo em
H.

Demonstragao. Ver [15] O

Lema 1.2 (Browder-B. An Ton). Seja W um espago de Banach separavel e reflexivo.
Existe um espaco de Hilbert H, separavel, tal que H C W, com imersao continua e

densa.
Demonstragao. Ver [4] O

Teorema 1.7 (Representagao de Riesz). Sejam 1 < p < oo e p’ 0 expoente conjugado

de p. Dado ¢ € (LP(2)), existe uma tinica u € L (£2), tal que

(o0 f) = /Q wfde, Ve IPQ),

1 1
¢ HUHLP’(Q) = ||90”(LP(Q))/> onde 5 + ]7 =1.

Demonstragao. Ver [22] O
Teorema 1.8. Todo espaco de Hilbert possui base ortonormal.
Demonstragao. Ver [12] O

Teorema 1.9. Se H é um espaco de Hilbert separavel, entao todo conjunto orto-

normal completo em H é enumeravel.

Demonstragao. Ver [12] O

Seja D um subconjunto do R™*!, cujos elementos sao denotados por (¢, ),
onde t € R,z € R" e considere f : D — R™ nao necessariamente continua. Se
existir uma fungao absolutamente continua x(t), definida em algum intervalo I da

reta, tal que (¢,2(t)) € D, paratodot € I e

' = f(t, z) (1.1)

8



1.3. RESULTADOS DE EXISTENCIA

para quase todo ¢t € I, entao, dizemos que z(t) é uma solucao de (1.1) sobre I. Se

(to,z0) € D, associado a (1.1) tem-se o problema de valor inicial:
(1.2)

Dizemos que uma solucdo z(t) de (1.2) é uma solucao de (1.1) tal que z(tg) = xo.

Definigao 1.1 (Condigoes de Carathéodory). Sejam D um subconjunto de R*** e f :

D — R**!. Entao f satisfaz as condicoes de Carathéodory se:

1. f(t,z) é mensurdvel em ¢ para cada x fixo;
2. f(t,z) é continua em x para cada t fixo;

3. Para cada compacto U em D, existe uma funcao real integravel my (t) tal que:

lf(t,x)] <my(t), VY(tx)eU.

Teorema 1.10 (Carathéodory). Seja f : R — R" satisfazendo as condigoes de
Carathéodory sobre R. Entao existe uma solucao z(t) de (1.2) sobre algum intervalo

|t —to] < 5,8 >0, onde R é o retangulo definido por:
R={(t,x) e R"™ |t —to| < a,|zr — 29| <b}, coma>0,b>0.
Demonstragao. Ver [19] O

Corolario 1.1. Sejam D um aberto do R"*! e f uma funcao satisfazendo as Condicoes
de Carathéodory sobre D. Entdo o problema (1.2) tem solucado para qualquer
(to, SL’Q) eD.

Demonstragao. Ver [19] O

Teorema 1.11. Seja D um aberto limitado e conexo do R"*! e suponha que f
satisfaca as duas primeiras condicoes de Carathéodory sobre D e que exista uma
fungao integravel m(t) tal que |f(¢,x)| < m(t), para todo (t,z) € D. Seja ¢ uma

solucdo de (1.1) sobre o intervalo aberto (a,b). Entao:

1. Ezistem os limites laterais ¢(a + 0), (b — 0);



1.4. ESPACO DAS DISTRIBUICOES ESCALARES

2. Se (b, p(b—0)) € D, entdo ¢ pode ser prolongada até (a,b+0] para algum ¢ > 0.

Resultado andlogo é vdlido para a extremidade a.

3. Se 0D denota a fronteira de D, entdo ¢(t) pode ser prolongada até um intervalo

(v,w) tal que (v, (v +0)), (w, p(w —0)) € ID;

4. Se f estende-se até D preservando suas propriedades, entdo ¢(t) pode ser pro-

longada até um intervalo [y, w| tal que (v, (v +0)), (w, p(w — 0)) € OD.
Demonstracao. Ver [19] O

Corolério 1.2. Seja D = [0,T] xQ, T'> 0,Q = {z € R" |z| < b},b > 0, e f nas

condigbes do teorema anterior. Seja ¢(t) uma solugao de

{ = f(t,x)

l’(O) = Ty, |$0| S b

Suponha que em um intervalo qualquer I, onde ¢(t) estd definida, tenhamos |p(t)| <

C,Vt € I, M independente de I e C' < b. Entao ¢ tem um prolongamento até [0,T].
Demonstragao. Ver [19] O

Teorema 1.12 (Principio da Extensao). Sejam X e Y espagos de Banach , M um

subespaco denso de X e T': M — Y linear tal que:
1T (2)|ly <Cllz|lx, VreM,C>0 constante .
Ent&o existe um tnico 7' : X — Y linear e continuo tal que
T|M=Te |T(x)|, <Cllzlly, VzelX.

Demonstragao. Ver [3] O

1.4 Espaco das Distribuicoes Escalares

Sejam €2 C R” um aberto e u : 2 — R uma funcao real continua. O suporte
de u é, por defini¢ao, o fecho em 2, do conjunto {x € Q;u(x) # 0}. Este conjunto
serd representado por supp(u). Segue diretamente da definicdo que o suporte é o

menor fechado fora do qual u se anula, e valem as seguintes relacoes:

10



1.4. ESPACO DAS DISTRIBUICOES ESCALARES

° supp(u—/—v) C supp u + supp v,
o supp(uv) C supp u N supp v;

e supp(Av) = supp v. X\ # 0.

Se u € LP(Q)), definimos o suporte de u, o qual ainda denotamos por supp
u, como o conjunto obtido pela intersecao de todos os subconjuntos fechados em €2
fora dos quais u se anula quase sempre. Notemos que se u € C(€2) N LP(2) entao
as nogoes de suporte definidas para fungoes continuas em €2 e para fungoes de LP(£2)
coicidem.
Aqui, usaremos inicialmente o espago das fungoes infinitamente diferenciaveis
cujo suporte é um conjunto compacto contido em €2, com notagao C§°(€2).
Um multi-indice é uma n-upla o = (a1, ..., 0p), a; € Nji = 1,...,n. Escreve-

mos |a| = a1 + ... + «, e representaremos D® o operador derivacao

Do olal
9.0

Observemos que, para a = (0, ...., 0) temos D% = u. Notemos também, que
supp(D*u) C supp(u), Vo € N*, quando u for suficientemente diferenciavel.

Aqui também é importante darmos a nogao de convergéncia no espaco ve-
torial C§°(€2). Tal convergéncia torna C§°(€2) um espaco topoldgico. Dizemos que

uma sequéncia (@, )nen de fungoes em C§°(§2) converge para ¢ € C3°(Q) se:

e Existe um compacto K C € tal que:

supp(p) C Ke supp(pn) C K,Vn € N;

e D%, — D%p, uniformemente em K,Va € N™.

O espago C§°(2), munido da convergéncia acima, sera denotado por D(2)
e denominado de espago das fungoes testes. Notemos que, se ¢, — ¢ em D(£2) entao
D*p, — D%p, Yo € N*, em D({2).

Uma distribuic@o sobre €2 é uma forma linear e continua 7" : D(2) — R com
respeito a topologia de D(2). Assim, se uma sequéncia (¢,), convergir para ¢ em
D(Q), entdo T(¢v,) — T(¢) em R, cujo valor de T aplicada a ¢ sera denotado por

(T, ). Denotamos por D'(€2) o espago vetorial de todas as distribuicoes escalares

11



1.4. ESPACO DAS DISTRIBUICOES ESCALARES

sobre (2.

Considere u € L}, (), isto é, u é integrdvel a Lebesgue sobre todo compacto

K c Q. O funcional T, : D(2) — R dado por
(Tog) = [ wl)etoi,

é linear e continuo. Logo uma distribuigao sobre ). Para mais detalhes veja [11]. A
distribuicao T, é dita gerada pela funcao localmente integravel w.

Observe que se T, = T, entdo u = v (Ver [11]), logo T é univocamente
determinada por u, portanto, neste sentido, podemos identificar u com a distribuicao
T,.

Exemplo 1.1. Dado z € €2, o funcional ¢,, definida por

<5a:07 QD> = @(‘TO): VS D(Q)

¢ uma distribuicao sobre {2, denominada distribuicao delta de Dirac centrada em xg.

Prova-se (Ver [11]) que a distribuigao d,, nao é definida por uma funcao localmente

1
loc

integravel, isto é, nao existe uma funcao u € L, . tal que

/Qu(x)@(x)dx =p(x), Ve e D).

1

Logo, o espago L;,.(€2) ndo é igual ao espago D'(£2), uma vez que existem distribui¢oes

sobre ) que nao sao geradas por uma func¢ao integravel.

1.4.1 Convergéncia e Derivagao em D'({2)

Dizemos que a sequéncia de distribuicoes escalares (T,,) converge para T
em D'()) se
(Th, 0) = (T, ), em R, Vp € D(Q).

Com essa nocao de convergéncia, D’'(2) torna-se um espago vetorial topolégico,

e temos a seguinte cadeia de imersoes continuas:
D(Q) — LP(Q) — L, .(Q) — D'(Q),1 < p < .

Além disso, necessitamos do conceito de derivada distribucional, uma vez que

isso se faz necessario para o estudo dos espagos de Sobolev, que veremos a seguir.
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1.5. DISTRIBUICOES VETORIAIS

O que motivou a definicao de derivada fraca e consequentemente a derivada
distribucional foi a férmula de integracao por partes do calculo. De fato, em dimensao

1, temos a féormula de integracao:

[ @eta)de = ut)o®) - u@se) - [ ulo)e @)z,

e quando ¢ € D(a,b) temos

/a b (@) p(x)de = — / bu(:t)ap'(x)dx.

Motivado pela igualdade acima, Sobolev definiu a derivada fraca de uma funcao

1

el@, ), caso exista, tal que:

u € Lj,.(a,b) como sendo a distribuigao v € L

/ v (z)p(x)dr = —/ u(x)y' (z)dz, Yo € C5°(a,b).

Esse conceito foi generalizado (por Schwarz) para distribui¢oes quaisquer, em
D'(Q2), da seguinte maneira: Dados T € D'(Q2) e @« € N", definimos a derivada

distribucional de ordem « de T' como a forma linear DT : D(2) — R, dada por
(DT, ) = (=1)*T, D*¢), » € D(A).

Verifica-se que D*T' é uma distribuigao (Ver [11]).

1.5 Distribuicoes Vetoriais

Dado um numero real positivo T' e um espaco de Banach X, representamos
por LP(0,7; X),1 < p < 00, 0 espaco das fungoes u : (0,7') — X que sdo mensuraveis
e tais que |lu(t)||x € LP(0,T). Em L?(0,7; X), o funcional

||'HLP(0,T;X) : LP(O, T, X) — R

dado por
T
1
T/ P— / ()| de)?,
0

¢ uma norma, m relagao a qual LP(0,7; X) é um espago de Banach.

No caso p = 00, a norma em L>(0,7; X) é dada por
HuHLoo(o,T;X) = supess [[u(t)|lx

13



1.6. ESPACOS DE SOBOLEV

e L*>°(0,T; X) com esta norma é um espaco de Banach.
A cada v € LP(0,7;X),1 < p < oo, associamos a fungao vetorial T, :
D(0,T) — X, definida por

(T, ) = / u(s)p(s)ds, ¥ o€ D(O0,T),

onde a integral é entendida como sua integral de Bochner em X. Prova-se que T,
¢ linear e continua(Ver [14]). Diz-se entao que T, ¢ uma distribuigao vetorial sobre

(0,T) a valores em X, definida por uma fungao u € L”(0,T; X), e escreve-se
T, € £(D(0,T), X).

O espago L£(D(0,T), X) denomina-se espago vetorial das distribuigoes vetoriais
sobre (0,7") a valores em X e contém, em particular, as distribui¢des vetoriais de-
finidas pelas fungdes de LP(0,7,X). O espago L£(D(0,T),X) serd denotado por
D'(0,T; X).

1.6 Espacos de Sobolev

1.6.1 Os espagos W™P(Q),1 < p < 0.

Seja 2 um aberto do R”, p um numero real tal que 1 < p < oo e m um

nimero natural. Denota-se por W™P(Q2), o espago vetorial:
WmP(Q) = {u € LP(Q); D € LP(Q),V |a] < m},
com norma definida por
el = (D 1Dulf )7
jol<m

Com essa norma W™P(Q)) é um espago de Banach.

Os espagos de Banach WP () sao ditos espagos de Sobolev de ordem m sobre
Q. Quando p = 2, os espagos W™2(Q) sdo normalmente denotados por H{"(€2), isto
é,:

Wm2(Q) = H™(Q).

14



1.6. ESPACOS DE SOBOLEV

Verifica-se que H™(f)) torna-se um espago de Hilbert com o produto interno

definido por
(u> U) = Z (Dau> Dav)L2(Q)>

|| <m

e norma definida por:

- ou / 9 ?
U = ||lu|| = E de + [ udx | ,

onde (.)72(q) é o produto interno em L*(Q).

E possivel definir espacos andlogos aos espacos de Sobolev W*?(Q), onde k é
um nuimero real arbitrario. Para p = 2, os espacgos de Sobolev de ordem fracionaria
H*(R™), s > 0, podem ser definidos usando a transformada de Fourier (usando o fato

de que a transformada de Fourier é uma transformagcao unitaria) do seguinte modo:

H(R") = {f : R" = R[ || f|

o= [ @+ IEPyIRQPde < oc)
8

No caso em que €2 é um aberto, limitado e bem-regular, temos a seguinte defini¢ao:

H*(Q) = {fla; f € H*(R")}

1.6.2 Os espagos W"™>(Q)

Dado m € N, representaremos por W">(2) o espacgo vetorial
Wmoe(Q) = {u € L*(Q); D € L>(Q),V |a] < m},

munido da norma

lullZe = > 1D%ull gy -

laj<m

Com essa norma W™ (Q) torna-se um espago de Banach.

1.6.3 Os espagos W,""(2)

Note que o espago das fungoes testes, C5°(2), é denso em LP(Q)) = W?(Q)
(Ver [11]). Porém, nao é verdade que C§°(2) seja denso em W™P(2). Denotamos
por W;""(Q2) o fecho de C§°(Q2) em W™P(Q), isto é,
W (@)

WmP(Q) = C5°(Q)

15



1.7. TEOREMAS DE IMERSAQO

Como consequéncia da desigualdade de Poincaré, a expressao
@ p 1
lullg =D (ID%ulf,0))7,
0<|a|<m
define uma norma natural para esse espago.

No caso particular m = 1,

n

lully =

=1

" ou
ey = (3 5

p

ou
8ZL'Z‘

e, uwe Whr(Q).
LP(Q)

p
1
+lulfe)r,  we Wyt(9).
Lr(Q)

Prova-se que
lully < Nlully, < Nlully, ¥ we Wo™(Q).

Existem outras caracterizagoes para tal espago, veja por exemplo [11].
Uma atencao especial deve ser dada ao espaco dual de VVO1 P(Q),1 < p < 00, denotado

por W~14(Q), i + % = 1, que ¢ constituido pelos funcionais lineares continuos
T W (Q) - R
Mostra-se que, se T € D'(2), entao T' € W19(Q) se, e somente se, existem fungoes

T= ) D%,

laj<m

ga € L1(Q), |a] < m, tais que

Veja a demonstragao em [11], por exemplo.

1.7 Teoremas de Imersao

A seguir enunciamos alguns resultados de imersao, cujas demonstragoes podemos
encontrar em [2] ou [12]. Para maior clareza, separamos os casos em 2 = R" e ) é

aberto. limitado com fronteira bastante regular.
e 1° Caso: 2 =R"
Teorema 1.13. Se 1 < p < n entao

Wme(Q) < L(Q)
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1.7. TEOREMAS DE IMERSAQO

Teorema 1.14. Sen>mp ep < q < entao

n—mp

Wme(Q) < LI(Q)

Teorema 1.15. Sen > kp e qx = " entio
n —

kp
W™P(Q) — WM FP(Q)

1 m .
Teorema 1.16. Sel <p<ooe—-——=0comn > 2 entdio
n
WmP(Q) — L1(Q), Vg > 1
Teorema 1.17. Sejam a=m —2 >0 ek € {1,....} tais que k < o <k + 1. entdo

WP (Q) < C*(Q)

o 2° Caso: 2 & R™ é aberto, limitado e bem-regular.

Teorema 1.18. Suponha que n > mp. Entao

WmP(Q) — L1(Q),

n
para q < b Tem-se ainda,
n—mp
WmP(Q) < LI(N),
np
para q = :
n —mp

Teorema 1.19. Se k <m en > (m — k)p, entdo

WmP(Q) < WhP(Q),

desde que q < " iém disso,
n—(m—k)p
Wmr(Q) < WhP(Q),
np
desd = -
esde que q i p—n

17



1.7. TEOREMAS DE IMERSAQO

Teorema 1.20. Se mp = n. Entdo
WmP(Q) — LYQ), Vqge[l,0).
Teorema 1.21. Se mp > n. Entao
W™P(Q) < COH(Q),

para,

n n
p=m-——, sem—— <1,
p p

<1 sem—ﬁzl,
p

w=1, sem— 2 > 1.
p

Teorema 1.22 (Rellich-Kondrachov). Seja €2 um subconjunto aberto, limitado e

bem-regular do R”, n> 2. Entao as seguintes imersoes sao compactas:
(i) Wh(Q) S LYQ); 1<q<Z, sep<n,
(i) WP(Q) S LI(Q); 1<g<4o0, sep=n,
(iil) W'P(Q) < C%(Q), sep >n.

Observagao 1.1. As imersoes no teoremas acima, caso 2 & R", permanecem ver-
dadeiras quando se considera € limitado e se substitui W™?(Q) por W;""(Q).

As demonstragoes desses teoremas podem ser vistas em [11].
Seja I um intervalo real, isto é, I = (0,7") ou I = [0,T], com T > 0. Consideremos
X um espago de Banach e denotemos por C'(0,7; X) o espaco das fungdes continuas

definidas em I = (0,7") & valores em X, isto é,
ue C0,T;X) < u:(0,T) — X, é continua,

onde a continuidade é definida no seguinte sentido: ”Se t — to em (0,7") entao

u(t) — u(tp) na norma de X.”

Lema 1.3. Sejam X e Y espacos de Banach, tais que X estd imerso continua e
densamente em Y. Suponha que u € LP(0,7;X) eu' € LP(0,T;Y), 1<p < oc.
Entao v € C(0,T,Y).
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1.7. TEOREMAS DE IMERSAQO

Demonstracao. Ver [15]. O

Teorema 1.23. O espago das fungdes > ;(t)v;(x), soma finita, com ¢; € D(0,T),

nula numa vizinhanca de T', v; € W, ?(Q), é denso no espaco
V ={ve L*0,T; Wy(Q));v' € L*(0,T; L*(2))}
Demonstracao. Ver [14] O

Teorema 1.24 (Hellinger-Toeplitz). Se um operador linear 7" ¢ definido sobre todo
um espaco de Hilbert H e satisfaz (T'z,y) = (x, Ty) para todo z,y € H, entao T é

limitado.

Demonstracao. Ver [12] O
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Capitulo 2
Resultados Auxiliares

A fim de encontrar um espaco de dimensao finita V,, para trabalharmos o pro-
blema aproximado, serd demonstrado o lema abaixo. Ele sera utilizado no préximo

capitulo para explicitar tal espaco.

2 p

Lema 2.1. Se s > n <l — 1) + 1, entdao H{(Q) — Wy (Q).

~ 1 , .
Demonstragao. Sendo Wy ™*(2) um espago de Banach separdvel e reflexivo, tem-se,
via lema de Browder-B. An Ton, a existéncia de um espaco de Hilbert separavel com
. - , 1 -
imersao continua e densa em W;,” (). Construiremos um tal espago.

Mediante as imersoes de Sobolev, tem-se:

1
Wy (Q) < Wi "*(Q),  onde — =

1
- k> 0.
qk p

k
n?

Considere, m — k =1, g, = p em W' "%(Q) e p = 2 em WJ*(Q2). Dai, temos

m 11 m-1
HO(Q)%W&’p(Q)comgzé— —
1 1 —1
De—:——m , temos
p 2
m—1 1 1<:> ] 1 1 N 1 1 1
= - — — m — = _— - m =N _— -
n 2 p 2 p 2 p
Logo
m 1p 1 1
H"(Q) — WyP(Q) param =n 27 ) +1



Tomando-se s > n (% — ;}) + 1, temos:

Sendo H*(£2) um espago de Hilbet separavel e H§(2) C H*()), segue-se que

H () é um espaco de Hilbert separavel com imersio continua e densa em W,™" ().

O
Lema 2.2. Sejamn e N, peR e2<p<n. Se—-1<p< %. Entao:
) 4
< .
(i) p p—
4 2
(i) 2o TP

np—2"n—p

Demonstracao:
(i) 2<p<n=np(n—p)>0. Dai,
np(n —p) >0&np> —n’p <0<

np—n’p+np? —2+2n—-22p<np—2+2n—2p &
np(l—n+p) —21—n+p)<2n—p—1)+np <&
(mp—2)(1-n+p)<2(n—p—1)+np&
l—n+p - 1
2(n—p—1)4+np np—2
Al-ntp) _ 4
2n—p—1)4+np np—2

=

(ii)
2 < p=21p* > 42p = 36p — 12p* < W* — 6p =
dnp(n — p) < np(np — 2).

Sendo p < n, segue o resultado.

Lema 2.3. Sejam p e p como no lema anterior e consideremos

_ 2np(p + 2) _ 2np(p + 2)
p—2)(p+2)+2mp(p+1) | (p—2)(p+2) = 2np(p+ 1)’

Entao:
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1 1
(iii) TR

Demonstracao. Imediata. O

Lema 2.4. Sejam n, p, p como nos lems anteriores e defina

oo P +2 g p+2
(p+1)6° (p+2)—(p+1)0
Entao:
(i) a>1, p>1,
, 2np
08 —
(i) 05 =
1 1
T
(iii) o + 3
Demonstracao. Imediata ]

Devido a sua importancia no desenvolvimento deste trabalho, daremos uma de-

monstracao clara do lema a seguir. Analisaremos os casos onde p < n,p=n e p > n.

Lema 2.5. Sejam u,v € Wy (). Entdo:
(i) uwv € LPY2(Q);
(ii) |v|*? |u|’ u pertence a L°(Q).
Demonstracao:

(i); Caso p > n:

Por Rellich-Kondrachov, temos:
WyP(Q) = C°(Q), p>n.

Dai, como C°(Q) — L(Q), Vq > 1, segue que

C'(Q) — L*PH(Q),  sep>—1
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(i)

Assim,
Wy (Q) — L2P2(Q).

Agora,

1 1
2 2
/|UU|P+2 dr — (/ |u|2(,0+2) d:L‘) </ |u|2(ﬂ+2) d:(]) < 00
Q Q Q

Em virtude de

1 1
2 2
(/ |u|*+2) da:> <ooe </ o[ F2) d;z:) < 00,
Q Q

pois Wy P(Q) — L2P+2)(Q).

Caso p = n:

Wy (Q) — LYQ), Vqe[l,+o0).

Em Particular, temos 2(p+2) > 1, se p > —1.
Logo
WyP(Q) — L¥H2(Q).

Analogamente ao caso (a), uv € LFT2(Q).

Casop<n:

Temos, pelo Lema (2.2), que —1 < p < —2— 22 < ”Tpp.Assim,

np—2’ np—2 — n

4
np__ _mp

2 2) < :
(p+2) np—2-"n-—p

Logo, pelo teorema de Imersao de Sobolev, W, ?(Q) < L2#+2(Q) «— Lr+2(Q).

Analogamente,
uv € LPT2(Q).

Do mesmo modo, nas trés ocasioes, temos:

uw,vw € LPT(9).

Casop >n

Por Rellich-Kondrachov, se p > n entao:
WyP(Q) — C°(Q).
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Como
Q) — L(Q).

Temos
WyP(Q) — L(Q).

Que implica
(L7(Q)) = W ().

Portanto:
LY(Q) — W (Q) = H3(Q)

Como u,v € Wy P(Q) e Wy P(Q) — C°(Q), tem-se:
u,v € C°(Q)

Sendo 6 > 1, segue que
CO(Q) — L°(9),

donde
v |ul” u e LY(Q).

Casop=n

/ o2 ulf u |’ de = / ] T2 | D gy = / a7 o) dx
Q Q Q

: :
< (/ || P10 dx) : (/ |v|?? dm) :
0 0

Sendo (p+ 1)fa = (p + 2), segue, via (i), que:

1

1
</ |up| P dx>a = (/ |uv| T2 dx) < 00
Q Q

Agora, sendo 1 < 560 = % < n"—_’;, segue, pelo teorema de imersao de Sobolev,
que WP (Q) < LP(Q).

Dessa forma,
é
0 0 0
( 1o ﬁd:c) — oll oy < €0l < oo

24



Logo,

1
a B
/||v|p+2\u|pu|9 do < </ |uv|(p+1)9adx> (/ |U|9de) < .
Q Q Q

Caso p < n.

Segue das imersoes de Sobolev, que:

WyP(Q) — L(Q), Vl<r<

Em particular,
Wy () = LU(Q)

Nosso objetivo é colocar |v|”* [ul’u em L?(Q). Logo temos que ter
/ }|11|p+2 |u|pu‘9d1’ < oo.
Q

Notemos que:

LUl el ar = [ 1ol e a
Q Q

_ / |U|(p+1)9 |v]? |u’(p+1)9 dx
Q

= /|uv|(p+1)9|v|9dx
Q

1 1
o B
/|UU|(p+l)9|v|9dx < (/ |UU|(p+1)6a dx) (/ |v|96 dx) :
Q Q Q
resta-nos mostrar que
/ 0" dz < co.
Q
np

Como 1 < 05 = < , segue que WyP(Q) — L%(Q) e LI(Q) —
np — 2 n—mp

L%%(Q). Dessa forma,

1
0 B 0 0
( L1 de) — oy < Cllel < oo.

Como

Logo
/ “v|p+2 |u|pu‘6dx < o0.
Q

Analogamente faz-se o calculo com as outras partes nao-lineares.
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Capitulo 3

Deducao e Demonstracao do

Teorema Principal

Neste capitulo deduziremos formalmente um teorema que nos assegura a
existéncia de solucoes fracas para o sistema abaixo, que é o principal resultado desta

dissertacao.

(

U 4+ Au— Au + ([0 + |w ) [ulfu = fi
V" + Av — AV + (Jul’ P Fwl ) o= f, em Q=Qx(0,T)
w” 4+ Aw — Aw' + (|0’ + [ul"?) |w]’ w = f

u(0) = o, w'(0) = uy, (3.1)
v(0) = vy, v'(0) = vy, em (2,

w(0) = wp, w'(0) = wy

u=0,v=0w=0 sobre ¥ =T1"x (0,7

\

A demonstracao do teorema principal sera feita usando o método de Faedo-
Galerkin, que consiste em aproximar o problema inicial por sistemas aproximados
equivalentes, porém em dimensao finita. Além disso, serao usados argumentos de

compacidade e monotonicidade.

Observacao 3.1. Depois de Feita a demonstragao do teorema principal, resultara do
Lema 1.3 e de u € L>=(0,T; H} (), v’ € L>=(0,T; L*(Q)), que u € C°([0,T]; L*(2)),
e de v € L?(0,T; H1(Q)), que v € C°([0,T]; H*(2)), logo faz sentido o calculo

de u(0) e v/(0). Analogamente, faz sentido v(0) e v'(0), assim como w(0) e w'(0).
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3.1. ESPACOS DE FUNCOES

3.1 Espacos de Funcoes

Nesta secao mostraremos, a partir do problema dado, quais os espacos ade-
quados para trabalharmos. Para se usar o método de Faedo-Galerkin, encontraremos
um espago de dimensao finita V;,, a fim de que, para wu,,(t), v, (t) e wy,(t) em V,,,

tenhamos o seguinte problema aproximado:

[ (Ul (£), 2) + (A (t), 2) + (=Dl (1), 2) + ((om ()77 + [0 (1) [ (£)]° wm(£), 2)
= (fi(t),z) VzeV,
(

(W (1), 2) + (Avm(t), 2) + (=Av}, (), 2) + ((um (O + [wm (O [0 ()] 0n(D), 2)
= (fat),z) VzeV,

(win(t), 2) + (Awp (), 2) + (=2, (), 2) + ((vm @1 + [un()) [wn ()] wi(?), 2)
= (fs(t),2) VzeV,

(3.2)

Notemos que:

AWRP(Q) — W H(Q)

u — Au

~A:H;(Q) — H Q)

u +— —Au,

e, para dar sentido as dualidades (Auy,, 2), (Avy, 2) , (Aw,, ), é suficiente to-
marmos z € W,P(Q). Além disso, sendo p > 2, temos W,*(Q) — H}(Q), logo
as dualidades (—Au/, (t),z),(=Auv (t),z),(—Aw., (t),z) fazem sentido, para todo
2z € Wy (Q).

Por outro lado temos, via capitulo 2, que H§(2) C H*(Q2), com H(2) imerso
densa e continuamente em Wy (), paran = 1,2,... e s > n (5 — —) +1. Dal, existe
uma base espectral {z;},en de H(Q) ortonormal completa em L%(Q), ou seja:

e Todo subconjunto finito {z;} é L.L;

e As combinagoes lineares finitas de combinagoes lineares finitas dos z; sao densas

em H(Q)
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3.1. ESPACOS DE FUNCOES

Assim, podemos tomar V,, como o espago gerado pelos m primeiros vetores

da base {z;}.en, isto é,
Vin = Span{z1, ..., zm}, m €N,

Note que, como u, (t), vm(t), wy(t) foram tomados em V;,, C H§(2), concluimos
entao que u, (t),v" (t) e wl (t) estdo em V,,,. Faz sentido, pois, tomarmos (u (%), z),
(v" (1), 2) e (w! (t), z) como produtos interno em L?() j& que, parap > 2, Wy () —

L?(92), espaco esse que pode ser identificado com seu dual.

Se tomarmos f1(t), fo(t) e f3(t) em L*(Q), temos (fi(t), 2),(f2(t), 2),(f3(t), 2)

como produtos internos em L?(2). Como consequéncia dessas deducoes, ocorre a

seguinte cadeia de imersoes continuas e densas:
H3(Q) = WP (Q) = HH Q) = L*(Q) — HYQ) — WP (Q) — H3(Q).

Como consequéncia do teorema da representacao de Riesz para espagos L?(£2),

temos a seguinte dualidade:

(—Au (t),2) = /Q —Aul (t).z, Vz€V,.

Pelo teorema da divergéncia de Gauss, segue que:

(—Au (1), 2) :/Q—Au;n(t).z = /QVU;TLVZ = ((ul,, 2))-

No capitulo 2 demos sentido as dualidades:

<|Um |p+2|um Z> <|um |p+2|vm t) > <|wm |p+2 |um Z>

(Jwm @ [on®1F v (t), ), {[om (O [w(t )!"wm(t ),2) e (Jun ()" |wm
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3.2. EXISTENCIA DE SOLUCOES PARA O PROBLEMA APROXIMADO

3.2 Existéncia de Solucoes para o Problema A proxi-
mado

Queremos encontrar fungoes u,(t), v, (t) e wy,(t) em V,, tais que:

[ (u(8),2) + (Au (1), 2) + ((u, (1), 2)+

(@) + [wn (@) [ (O un(t), 2) = (f1(1),2) ¥z € Vi

(W (1), 2) + (Avn(t), 2) + (W (), 2))+

+{([um @) 4 [w0n@)72) [0m (O vm(8), 2) = (folt),2) ¥z € Vi

(W (£), 2) + (Aw(1), 2) + ((why (), 2))+ (3.3)
{7 + Jun (D)) () wi (1), 2) = (f3(t),2) Vz € Vi

(O) = U1m — U1 €M L2(Q)
O) = Uim — V1 €M L2<Q),
' (0) = wyy, — wy em L2(Q).

um(0) = u 0m—>u0emWO P(Q),u
(O) Om—>U0€1'I1W0 ()

Wi (0) = wom — wo em Wo P(Q),w

m(

Temos que Uy, (t), vy, (t) e wy,(t) pertencem a V,,, logo:

U () = Z Wi ()21, Um(t) = Z binn () 2, Z
Uom (1) = Z a;i(t)zi, vom(t) = Z Bi(t)zi,  wom(t Z
U (1) = Z 0i(D)zi, vimlt) = ¢i(t)zi,  wiml(t Z

Fazendo z = z; em (3.3), com j = 1,...,m, vemos que a;,(t), by (t) € cim(t)

sao solucoes do sistema:
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3.2. EXISTENCIA DE SOLUCOES PARA O PROBLEMA APROXIMADO

S (0030 + (At (0),35) + T i (03)

(I b5 + 150 0507 IS i3 S (i
= (fl(t)7 Zj)7

S Wi (1)) (A1), 5) + T Uy 5+

(I a7 + 10 0517 [ b5 S b0 )
= (fZ(t)7 Zj)v

S i) 5) (A1), ) + S 1)+

_l’_

(I b ()17 + [ aun()d™*) IS ozl S0 0)22,% )
f3

(3.4)
Obviamente, assegurando a existéncia de @, (t), bim(t) € cim(t), estaremos mos-
trando que (w, (t), v (t), wiy(t)) serd solucdo, em V,,, para o problema aproximado.
Transforma-lo-emos, agora, em sistemas vetoriais equivalentes.
Definindo:

o C = (21, 2))mxm; B = [((2i, 2)) mxm;

o K = [a1m, s Gmm]™; L = [b1m, oo, b ™;

*

M — [Clmu '”7cmm] ;

o = [(fl(t)>zl)7 s (f1<t)7zm)]*;G = [(fg(t),Zl), R <f2(t)>zm)]*;
H = [(f3(t),21),..., (f3(t)’zm)]*

onde * denota a matriz transposta, o sistema (3.4) assume a seguinte forma:

30



3.2. EXISTENCIA DE SOLUCOES PARA O PROBLEMA APROXIMADO

CK" + BK' = F — [(Aun(t), )], .1

+ (I8 b 2177 + [ o (®)51772) 1T i (D2 S aim ()2 )|
CL'+ BL' =G — [(Avy, ;)] .

+ [ aim @l + 1T izl ) [0 b Bl S bim (821,25
CM" + BM' = H = [(Awn (1), 2)]1

[ B ()21 4 1S a2 ) IS im0 S im0z, 24 )
K(0) =Ky,  K'(0)= K,

L(O) =Ly,  L0) =Ly,
M(O) = My,  M'(0) = M.

(3.5)

Como {w;} é uma base ortonormal em L*(2), o sistema

K”_+ BK' = F — [(Aun(t), zj)],. .,
+ <<|ZZ1 bim(t)zi‘erQ + |ZZ1 Cim(t)zi|p+2> |Z?il i () i Egm @im ()21, Zj>]

L'+ BL = G = [(Avm, 2))].

+ [ aim @l + 1T izl ) [0 b ()l S bon (821,25
M+ BM' = H = [(Awn (1), 2))] s

(2 b (D217 + [0 i@z ) 1T (D220 0 cim(D)21,25)
K(O) =Ky, K'(0)=Fy,

L0) =Ly, D(0)=Ly,

M(0) = M,,  M'(0)=M;.

\

¢ equivalete a (3.5).

Agora, tomando

2mXxXm—+1

mx1

mx1

mx1

mx1

mx1

mx1



3.2. EXISTENCIA DE SOLUCOES PARA O PROBLEMA APROXIMADO

onde
o | 1= w2

|+ (10 om0 + IS a2 ) 10 @il 7 aim ()72 )]
g- [ G — (Avp, 2j) +

|+ (IS0 am ™ IS0 cn(2d”™?) I b2l S bin(0)21,7)
= A ), 2) +
R = ! +2 +2

|+ (12 bl + [0 a2l IS i ()11 T cim(8)71,7 )

e 0 é a matriz nula m X 1,0 sistema (3.6) assume a seguinte forma equivalente

.

X' =®(t,X)=DX +P
Y'=U(t,Y) = DY +Q
7' =0O(t,Z)=DZ+R

(3.7)
X(O) - Xo,
Y(0) = Yo,
| Z(0) = Zy,
onde
K L M,
Xo=| "), Yo=( " )e 2=(""
K Ly M,
Vamos verificar agora que ®(¢, X) satisfaz as condigoes de Carathéodory.
1. Fixado X, observemos que os termos a;;(t), com j = 1,2...,m, tornam-se

constantes

e As matrizes D e X sao constantes, acarretando DX constante e, portanto,

mensuravel;

o F={(fi(t),2)}, i=1,...,m, é mensurdvel, j& que fi(t) € L*(Q);
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3.2. EXISTENCIA DE SOLUCOES PARA O PROBLEMA APROXIMADO

e Fixado X, as funcaes { (127 bim()zil" " 4 [0 com()2il"2 ) [0 i ()2l 20, Gin

e (Au,,(t), z;) tornam-se mensuraveis, tornando,assim, P mensuravel.

Portanto, fixando X, ¥(t, X) = DX + P é mensuravel.

2. Fixado t, vamos analisar a continuidade de W(t, X).

(a) Analisemos DX.

Notemos que

DX =
—BK'

Consideremos as aplicacoes :
e Projecao, IT: R*™ — R™, dada por II(X) = K;
o I': R?™ — R™, dada por I'(X) = —BK’.
Assim, T'(X) = —BII(X).

Como a aplicagao projecao é continua, temos que:

X, < CHIX g,

Logo,

T, = I=BIX)|,,, < C{[=B | X,
Desta forma, I" é continua e, consequentemente, DX também o é.

(b) Analisemos P. Observemos que :
A WP (Q) — W (Q)

Uy (1) — A (t) : Wy P(Q) — R

2 — (Auy, (1), 2)

Consideremos as aplicagoes:
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3.2. EXISTENCIA DE SOLUCOES PARA O PROBLEMA APROXIMADO

o7 :R"™ — V,, dada por T(y Zyjz] = u, ondey =

(Y1, -y Ym).. Entao T é continua.
e v : R™ — R definida por ¢(y) = (Au,,(t),u) é continua, uma vez
que é composta de fungdes continuas. De fato, ¢ = T o (Auy,(t)).
Por outro lado, >0 | @i (8)zi, > iy bim (£)zi € D> i | Cim (t)2; s@0 fun-
¢des lineares em dimensdo finita, entao |S7 ) aim(t)zi”, 320 bim () 2]+

e >, Cim(8)2:]" % sdo funcdes continuas.

Consequentemente,
m pt2 m p+2 m P m
< Z bzm (t)Zl —+ Z Cim (t) Zi Z Qim, (t)ZZ Z Qim (t)Zz, Zj>
i=1 i=1 =1 i=1

é continua, o que acarreta a continuidade de P.
Assim, fixado ¢, ®(¢,X) é continua, uma vez que é soma de fungoes
continuas.

De forma analoga, mostramos que ¥ (¢,Y) e ©(t, Z) sao fungoes continuas.
(c) Dado um compacto K de R*"™, como DX e

(1, mom”%wzzmmmm“ﬂgzlwwizzmm@%a>

sao continuas, existem constantes L; e M tais que
DX 5, < L

e

(I ban @l + 10 (2142 ) [T aim(®51 S0 aim(8)21,2)|
< M.

Por outro lado,

| F = (Aun(t), 2) +
+ (120 bin @12 + 150 com(®)2112) IS0 @im ()2l S 0in ()2 ) |

< | Fllgn + (At (), )
IS b (2172 4 [0 i (B)2l”) [ i ()11 0 i (870, )|

< [(filt)2)| + N + M

<A@zl + N + M
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3.2. EXISTENCIA DE SOLUCOES PARA O PROBLEMA APROXIMADO

Portanto,

|@(t,X)| = |DX + P| < |[DX|+ |P| < Li + [ i(t)* = 1 (2).

De maneira semelhante, encontramos que:

[U(t,Y)| = DY +Q| < |DY| +Q| < Ly + | o()[* = da(t).

6(t, Z)| = |DZ + R| < |DZ| + |R| < Ls + | fs(t)|* = ¢s(1).

Como fi(t), f2(t) e f5(t) € L*(Q), entdao |f,(t)]°, [f(D)]* e |f3(1)]* € L'(Q) logo

sao integraveis. Consequentemente, ¢;(t), p2(t) e ¢3(t) também o sao.

X Xo X'
Agora, consideremos S = | Y | ,entao S(0)=| Y, | eSS = | Y’
7 Zs 7

o seguinte problema de valor inicial:

o(t, X)
S =Z(t,9) = | w(t,Y)
o(t, 7)

Dali, temos

(3.8)

e Para S fixo, Z(t,5) é mensuravel, pois ®(t, X),V(¢t,Y) e O(t,Z) sao men-

suraveis;

e Para t fixo, temos que =(t,.5) é continua, pois ®(t, X), U(t,Y) e O(t, Z) sao

continuas;

e Dado um compacto K’ temos que:

[Z(t, )] < d1(t) + @a(t) + ¢3(t) = da(t)
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é integravel, uma vez que ¢1(t), ¢o(t) e ¢3(t) sdo integraveis.
O sistema (3.3) satisfaz, pois, as condigoes de Carathéodory. Logo existe uma solugao

{tUm (1), Uy (1), Wi (B) } em [0, ¢,,), t,, < T satisfazendo (3.3).

3.3 Estimativas a Prior: [

Serao estendidas ao intervalo [0,T] as solugoes encontradas na se¢ao ante-
rior. Para isso, faremos algumas estimativas a priori . Consideremos, primeiramente,

z =, (t) em (3.3)1, entdo segue-se que:

(ttr (8), 10, (8) + (At (), 103, (8)) 4 (i, (), 0, () +
+((om O 4 [0 (01 [t (D] wn(8), 1}, (8)) = (Fi(), 1, (8) Yz € Vi
(3.9)
Note que

o (un () un(t) = 55 [ (O
o (Aum(t), up, (1)) = 5 llum (15
o (1), (8), 1}, (1)) = [Jup (D)1

* e (O 1), (0 = o 1O D (1) () =
o om0 4 rumu)v” d.

o (Jwm ()7 (O wn(0), ufn (1)) = foy [ (D1t (0)]” t(£) (8l =
L (D)2 4 |um< W d.

Substituindo essas identidades em (3.9), obtemos:

ld p U L v pt+2 w pt2 d pt+2 T

i O 1O+ 55 [ (O i 0F) G .

%% (O] = (f1(1), u () < |(f1(t)7U§n(t))| < ()] |, (£)] < (|f1( B + [, (D).
Analogamente, fazendo z = v/, (t) e z = w],(t) em (3.3)2 e (3.3)3, tem-se, respecti-
vamente:

1d P 1 p+2 p+2 d p+2

%§|lvm(t)||o+l|v MOl o2, (e ()17 + i (H)]7) EIU (6)]" da 510

5z [om(t )I” = (fa(), 05 (1) < (A1), o (D)) < 1 fal®)] [0, ()] < 2(Ifz( B + [0, (8)])-
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(&
14 [wa (DI + [wh, (O + —— (|U (O + Jum (£)77%) — d W (8) |7 da
Cfit o p+2 " " dt
1

53 |Wm O = (fs(t), w ())<\(f3() m (O] < 1 f3(0)] [wn, (8)] < (!f3()|2+\w§n(t)l2)-
(3.12)

Somando (3.10),(3.11) e (3.12), obtemos:

1d , o d, , o d , o 1.4 , d , d )

—(—|u (t — ! (¢ — |l (t — v (t — t

5 (g [tm O + g o (OF + G lem(OF) + 2 lum@l6 + Z2 lom @l + 5 llom 1)
1 d

- [l (B + o B)II + [lwf, (8)]1” + m(/[(lvm(t)l”+2 - [m (0]) - Jum (D] da
d

d
S om @1+ ([0 (OF 2 + (1)) 5 lm (D))

+ (|wn )7 + (D7) —

1 1
< 5(IA( O + 1) + ()] + §(|Uin(t)l2+ [0, (O + [, (8)]%).
(3.13)
Note que
+2/|vm OF GO o+~ [ fun @ S on) do
,0
d
p+2 p+2 o p+2
5 | O O o = — O 15
1 d
p+2 p+2 p+2_ p+2
p+2 O Gl do+— [ (O () do
d
p+2 p+2 _ pt+
-z |u<>r (1)) d = +2dtnwmmon -
d 1 d
p+2 p+2 pt2 @ p+2
p+2 OF G lonOF do+ — [ o0 S (0™ da
d p+2 p+2 1 d p+2
-5 Q|v<>| ()P de =~ (Dm0 )

Portanto, 3.13 torna-se:
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3 0 S O + [ O + s 2 i omE) o +
3 O 2 e+ I I + 5 052
57 O + S O + O + 5 5 (0 <>||zt$m)+
< LIAWP + L a0+ S0P + § 0]+ S 1HOF + 5 ).

(3.14)
Integrando (3.14) de 0 a t, t < T',temos:

%(\%(W [0 (8) + [ (8)]) + %(Hum(t)!lé’ +lom @5 + llwm®)]15)

[Hum (t)vm(2) HFL,J;EQ(Q)

t ) , / 1
+ / (i ()1 4+ o)+l 5) s + =

- 1t ()i (D152 ) + [0 (B0 (17572 0] < 1/0(‘fl(s)’2+‘f2(5>’2+‘f3<3)’2)d5

#5 | (a6 + 1 + (Vs + 5 1, OF + 5 [ O + 5 O

1 2 2 2
o (I O3y + om Oy + I O EE) +

+ (| (0)win (0)[| + [0 (0)wi (0)]
(3.15)

Apartir de agora extrairemos os dados que fazem parte do principal teorema desta

dissertagao. Tomando,

(D) fi.fa e fs € L*(0,T; L*());

(I1) w,(0) = ug, v, (0) = vo, W (0) — wo em Wol’p(Q);
(ITT) ), (0) = uq, ., (0) = vy, w,,(0) = wy em L*(Q).

Segue-se que:

T
. / (A OF + 1 £20F + |fo(0)2)dt 6 limitada;
0
o Hum(o)Ho <C, va(O)HO <Ce me(O)Ho <C, Vm;
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o [u/ (0)] < C, v (0)]<Ce |u (0)<C, Vm.

Além disso, pelo lema (2.5), {tm(0)vy,(0) 1501, {vm(0)w,, (0) 1, e {uy (0)w, (0)}50_,
sao limitados em LP2(2). Temos também, da desigualdade (3.15) que:

SO + 5 I OF + 5 1 OF < Ot 5 [ (o) + 100 + () .

Segue-se, via desigualdade de Gronwall que u,, v, e w!, sao limitadas. Conse-

quentemente, (3.15) assume a seguinte forma:

(1., 0 1, 0 1 ,, 5 1 , 1 , 1 »
=l (¢ — | (t - t =l (¢ = No(t = lw, (
5 |, ()] + 5 U (0" + 5 |wp, (1) +p [[wm ( )||o+p [V ( )||o+p [[wam (][5
1 1
+2 +2 +2
+ Hum( )Um (&) | Lot P [t (8) i ()| 7052 + o2 [[vm (E)wim ()| 7520

/Hu Hds+/ o, ( Hds+/ |w!,(s)|lds < C,
\

onde C' é uma constante independente de t > 0 e m.

Da desigualdade (3.16) e via resultados de prolongamento, segue-se que pode-

(3.16)

mos estender as solugoes {u,(t), v (t), wn,(t)} ao intervalo [0, T'].Dai

—_

1 1 1 1 1
Nl ()P S O =l (OF 4 = g, (D] + = o, (O + = [w,, (8|7
2Ium()l +2|vm()| +2Iwm()l +p!lu ()||o+pHv ()Ho+pllw )15

s (lam 175+ i i Oy + i 1)

t t
/mu H@+AH%®W%+AH%@m%SQ

(3.17)
para todo m € N e para todo t € [0,T].
De (3.17) concluimos que:
[um(@)llg + lom @)l + [[wm (Bl < C, (3.18)
[ty ()] + [0, ()] + ), (8)] < C, (3.19)

Vb8 () s + [ 0 (8 3y + [ () sy < s (3.20)
T 2 T 2 T 2
AH%@Hﬁ+AH%@Hﬁ+AH%ﬁMﬁ<07 (3.21)

39



3.4. ESTIMATIVAS A PRIORI II

onde as desigualdades (3.18)-(3.21) ocorrem para todo m € N e para todo t € [0, T].

Dessas ultimas conclusoes, deduz-se que:
”um”LOO(O,T;Wol’p(Q)) + HUWHLOO(O,T;W(}”’(Q)) + ”wm”LOO(QT;WOl”’(Q)) <C (3.22)

Hu;nHLOO(O,T;LQ(Q)) + HU;nHLOO(O,T;LQ(Q)) + Hw;nHLOO(O,T;LQ(Q)) <C (3.23)

[tmVm| oo o po2(y) F [mWmll Lo o 7 po2 () F VMWl poo o 7 por2y) < € (3.24)
Por outro lado, de (3.21) segue-se

Il 20,7113y + 1Vl 2o a0y + Wil 207 mi )y < € ¥YmeN - (3.25)

De (3.22) a (3.25) temos:

(Um)ms (Vm)m, (Wim)m, sdo limitadas em L*°(0, T Wol’p(Q)); (3.26)
(U m, (V) ), (W, ), sd0 limitadas em L>(0,T; L*(Q)); (3.27)
(! Yy (V) )y (W, ), sd0 limitadas em L2(0,T; H3(S2)); (3.28)

(U Vm )oms (Ui W )y (Ui Wi )m, S80 limitadas em L=(0, T; Wy P (). (3.29)

Além disso, A é limitado, portanto:

(Atm)m, (A m, (AW, )m, sao limitadas em L>°(0, T W_l’p/(Q)). (3.30)

3.4 Estimativas a Priori 11

Mostraremos que (), (V! )m € (w!),, sdo limitadas em L?(0,T; H*(2)). Seja

P, : L*(Q) — V,, C H§(2), o operador projegao sobre L*(2), dado por
Pr(h) = (h, %)z

Jj=1
Temos que

1. P, € L(L*(2)) e P, = P}, onde * denota a adjunta de B,

2. P, € LHS(Q))
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3. Phw)=w, YweV,.
Com efeito,

1. Pela linearidade do produto interno em L?(f2), segue que P, é linear. Agora,
para todo hy, hy € L?(Q), temos

(P, Zhl,z] zivhy) = ) ((h1,2)(2, hy) (3.31)

NE

1

<.
Il

I
NE

(h1,2)2, h1) = (h1, Pr(h2))

1

<.
Il

Logo, pelo teorema de Hellinger-Toeplitz,P,, € L(L*(Q?)) e P,, = P*.

2. Seja h € H$(2). Entéao,

| P (D) HE(Q) — Z(h,Wj)Wj Z | (h, w)w| HE(Q) <
= Hy@) 9=
Z |(hy o) sl sy < D 1ol lws 1ol s oy < (3.32)
j=1 j=1

< C|h|

H§ () Z ||wj||H§(Q)

j=1

donde, P,, € L(H(£2)).

3. Sejaw € V,,. Entao, w = ZC’iwi. Assim,

=1

—Pm(iCiwZ ZCP W; —i@i Ws, Wy )W ZClwsz
) - (3.33)

Temos que

H3(Q) — WyP(Q) = HH Q) — LA(Q) — HYQ) — W (Q) — H3(Q),

e, pelo Lema (2.5), LY(Q) — W17 (Q). Logo, segue da equacio aproximada (3.3)y,

que

(up (8) + Avn () = A, () + (0m (@)1 + [wn (OF) [um (O] um(t) = fi(t),w) =0
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(um (8) + Au () = Ay, (8) + (0 ()17 + [0 (O]7) [t (D) () = fi(2), P(w)) = 0
para todo w € V,, onde (,) denota a dualidade H~*(€2) x H§(€2). Logo

(i (8) At (8) = Aty (8) ([0 ()17 [0 (D)7 [t (8)|7 i (8) = f1(2), Pru(w)) = O

para todo w € V,,,. Dai, sendo P,, = P}, segue que

Py (i (8) + Aun (1) — Ay, () + ([0 ()17 + [wn (O17) [ (O] wm () — fi(2)) = 0

em V,,.

O teorema da extensao de Hahn-Banach afirma que se X é um espago normado,
Y é um espaco de Banach, M um subespaco denso de X e T : M C X — Y é uma
transformacao linear limitada, entao existe uma tnica transformacao linear limitada
T:X —Y tal que T(z) = T(z) para todo x € M, e ||T(2)|| = |T(2)| .

Usando este resultado, obtemos

Py (i (1) + At (8) = Aty (8) + ([0 (O] + [0 (O]77) [ (0))° (1) = f2(t)) = 0

em Hy(Q2).Dai, pela linearidade de P} e do fato de que u (t) € V,,,, segue que

U (1) = =P (A () + Pr(Au, (1) = Pr (om0 + [wn (0)177) [ (0] 1w ()
em H*(2). Aplicando a norma em ambos os lados, obtemos
[ ()| 15y < 1B (At ()| g0y + 1P (At ()] -5

P (01772 + T (O ) O (D] -y + 1P D oy -
(3.34)

Mas, P € L(H™(Q)) e W= (Q) — H~*(Q). Logo P¥ € LW~ (Q), H5(Q)) e,
entao,
127, (At ()| -y < C 1AUm (D) lyy-17 0 < C lum @)1 (335)
Temos ainda P € L(H*(Q)) e H 1(Q) — H*(Q).Assim P, € L(HY(Q), H*())
e dai obtemos

15 (At ()| -2() < AU, (D) -1(0) < Cllur, (D] (3.36)
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Também, W, 7(Q) — LV(Q) e LY(Q) — W= (Q) — H5(Q). Assim, como
Pr € LIH*(Q)), segue que P* € L(LY(Q), H~*(£2)). Obtemos entao

B (0 (D17 + [wm (8)17) [t ()] i (8))]] -y
< C o )17 + [wm ()7 ) |t (6] ()] 1o g (3.37)
< (Cs.
pois ([Um (8)]772 + | Wi (£)]72) [ttm (£)]” U (£) é limitada em L>(0,T; LP(€2)).
Por fim, sendo P} € L(H*(Q)) e L*(Q) — H*(Q), segue que P’ €
L(L*(Q), H5(£2)). Assim,

1P i)l w0y < CLAMIL - fi(t) € LH(Q). (3.38)

Levando em consideragao as limitagoes (3.35)-(3.38), concluimos, via expressao (3.34),

que
(u,(t))m ¢ limitada em L*(0,T; H5(Q)) (3.39)
Um raciocinio semelhante, usando as equagoes aproximadas (3.3)s e (3.3)s,
conduz a
(v (t))y é limitada em L*(0,T; H *()) (3.40)
e
(w” (1)) 6 limitada em L*(0,T; H *(52)) (3.41)

3.5 Estimativas a Prior: 111

Foi visto anteriormente, mediante utilizagdo do operador projecao sobre L?(2),
que:
[ )| 110y T 10 O -0y + [ (O] -2y < C-
e, portanto:

HUZ”LHLQ(O,T;H—S(Q))_F ’|UZ1HL2(0,T;H—s(Q))+ Hw;/@HLQ(O,T;H—S(Q)) <C, vm € N. (3.42)

Ja pelo lema (2.5), foi visto que se ty, (), v (t), Wy (t) pertencem a Wy P (Q), entéo

|V (£) P2 [t (£)]° 1 (1) € LP(Q) em qualquer situacéo estudada. Logo:
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|p+2

<C, m €N (3.43)

|Um|p

H |Vm Um ‘ ‘ Lo°(0,T;L0(S2))

donde
([0 |2 [t U ) € limitada em L=(0,T; LY(Q)). (3.44)

Analogamente, todas as outras partes nao lineares do problema (1.1) sao limitadas
em L>(0,T; L%(Q)). Além disso, de (3.42), segue que:

(u’ ) € limitada em L*(0,T; H 5(Q)); (3.45)
(v ) € limitada em L*(0,T; H 5(Q)); (3.46)
(W) é limitada em L?(0, T; H5(Q)). (3.47)

Formularemos agora o conceito de solucao.
Seja W(z,t) = w(x)0(t), w € Wy P(Q) e § € D(0,T). Multiplicando a equacio (1.1);
por ¥ (z,t), temos:

U+ Au Y — AU + (o] + [w] ) [uf b = £,

e integrando em (), tem-se

/u".\If—I—/Au.\I/—/Au’@+/(\v[p+2+|w|p+2) |u|pu.\I/:/f1.\If.
Q Q Q Q Q

Utilizando o teorema de Green, temos

—/u’.\I”—l—/Au.\If—i—/VU'V\II+/(]v|p+2+|w\p+2) |u|pu.\I/:/f1.\Il.<:>
Q Q Q Q Q
T T T
—/ o' (/ u’.wdm) dt +/ 0 </ Au.wdx) dt +/ 0 (/ Vu'de:r;) dt
0 Q 0 Q 0 Q
T T
—I—/ 6 (/ (Jo”*? + Jw|”?) ]u\pu.wdz) dt = / 6 (/ fl.wdx) dt. &
0 Q 0 Q
T 4 T T
/ 60— (/ u'.wd:zc) dt —I—/ (Au, w) dt +/ (v, w)) Odt +
o dt \Jg 0 0

T T
+/ (o2 + [o]*?) |u|pu,w>9dt:/ (Frw)0dt, W0 € D(0,T). <
0 0

d

7 (5 2) + {Au 2) + (W 2)) + (ol 4+ [wl2) [ul u, z) = (fr.2),  (3.48)
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V 2z € Wy P(Q), em D'(0,T).

Analogamente,

%(v’, 2) + (v, 2) + (v, 2)) + ([l + [w]) ol 0, 2) = (fo,2),  (3.49)

Yz € WP(Q), em D'(0,T).

)+ (A, 2) + (', 2)) + (ol ) ol w,0) = (,2), (3.50)

Yz € WyP(Q), em D'(0,T).

Definigao 3.1. Uma solugao de (3.1) é uma trinca de fungoes reais {u = u(z,t),v =
v(z,t) e w=w(x,t))} definida em todo (x,t) € @, onde Q = Q2 x (0,7), para T > 0
fixado, tais que:

u,v,w € L0, T; Wy (Q)),
u' v w' e L0, T L)) N L*(0,T; Hy (2)),

satisfazendo (3.48), (3.49) e (3.50).
Das estimativas (I), (II) e (III), temos

L f17f27f3 € L2(07T7 L2<Q))7
® Ug, Vo, Wy € Wol’p(Q)§
o uy, v, w; € LA(Q).

E de (IT) e (3.16) , segue-se:

ul vl e w! € L°°(0,T; L* () N L*(0, T; Hy (), (3.51)
ainda por (3.16), temos:
Uy, Uy Wy € L=(0,T; W3P(Q)). (3.52)

Assim, devido a essas observacoes, podemos enunciar o teorema principal desta

monografia.
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3.5.1 Teorema Principal

Sejam n,p e p como no capitulo 2 e suponha que

f17f27f3 c LQ(OuTu LQ(Q>)7
g, vy, wo € Wy (Q), (3.53)
uy, vy, wy € L2(Q).

Entao existem u, v, w : ) — R tais que

u, v,w € L2(0,T; Wy ?(Q)),

(3.54)
o', v w' € L(0,T5 L*H(9)) N L2(0, T Hy (),

e para todo z € Wy P(Q), tem-se
%(U'(t% 2) + (Au(t), ) + (W), 2)) + ([lo@)17 + [w®OF ] Ju@)]” u(?), 2)
= (f1(£), 2),(3.55)

L (0(8), )+ (Av(t),2) + (W(0),2)) + (O™ + [wOI O v(t), 2)

dt
= (f2(t)’ Z)v (356)
%(w’(t), 2) + (Aw(t), 2) + ((w'(2), 2)) + ([[u@)]" + [o@)"] Jw®)]” w(t), 2)
= (f3(t), 2)(3.57)

e as igualdades (3.55),(3.56) e (3.57) s@o entendidas no sentido de D’(0,T").

Além disso

1, (3.58)

46



3.6. PASSAGEM DO LIMITE

3.6 Passagem do Limite

Observe que, considerando X um espaco de Banach reflexivo, temos que
/

L=(0,T; X) = (L'(0,T,X") e L*(0,T; X) = (L*(0,T,X"))".
obtidas de (3.26) a (3.28),(3.30) e de (3.45) a (3.47), segue, via teorema de Banach-

Alaoglu-Bourbaki, a existéncia de subsequéncias (u,),, (v,), e (w,), de (wmn)m, (Vm)m

Logo, das limitagoes

e (Wm)m, respectivamente, tais que:

wy, = u, v, = v,w, = w, em L0, T; W, (Q)), (3.59)
ul, Sl v, S w!, S w', em L0, T L)), (3.60)
ul, =o' v, = w, = W', em L2(0,T; Hy (), (3.61)
ul =’ vl =" w! —w”, em L*(0,T; H*(Q)), (3.62)
Au, =y, Av, 2, Aw, = € em L=(0, T, W1 (Q)). (3.63)

Observagao: Note quese u, — u em L=(0,T; W, 7(Q)) e v/, = w em L®(0,T; L*(Q)),
entdo, como L>(0,T; L*()) € D'(0,T; L*(Q)) e L®(0,T; Wy *(Q)) € D'(0,T; Wy*(Q)) C
D'(0,T; L*()), tem-se que

Uy, — U, ul, — w

em D'(0,T; L?(Q)), e pela continuidade da derivada distribucional, se u, — u e u/, —
w deduzimos w = u/, donde (3.61) faz sentido. De modo semelhante, analisa-se as
outras situacoes.

Consideremos a equacgao aproximada (3.3); na forma:

(U (1), 2) + (Aum(t), 2) + ((u, (1), 2))
+ (o] + 10 (O) [un (D)) un(t), 2) = (fi1(1), 2),

para todo z € V,,,,v > m.
Agora, multiplicando-a por ¢ € D(0,T'), obtemos:

(uy (1), 2)p + (Aw (1), 2) @ + ((u, (1), 2)) o+

+ (o O + [ (1) [, ()] w, (1), 2) 0 = (f1(1), 2)e,
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para todo z € V,,,, v > m. Integrando-se 0 a T, temos:
T T

/0 (uf,’(t),z)@dlf%—/ (Au,(t), 2) gpdt+/ ((ul (1), 2))pdt+

+/0 (o (O + |, ()]7) qu(t)!puu(t),zwdt:/o (f1(2), 2)pdt

para todo z € V,,,v > m.

Dai, via integracao por partes, obtemos:

_ /0 (1), 2) it + /0 (Au (1), 2) odt + /O (. (1), 2)) i+

T . (3.64)
= [ 0P+ 1 OF ) OF w01, 2) et = [ (0) .
para todo z € V,,, v > m.
Como !, = o' em L=(0,T; L*(Q)) = (L*(0,T, L*(Q)))" entao
(ul,,¢) — (W', ¢y, Vo€ L'(0,T,L*(Q)). (3.65)

T
Dai, sendo (u.,, ¢) = / (ul,(t), ¢(t))dt, temos, para (x,t) = z(x))(t) que:
0

/0 (ul (8, B(1))t = / (ul (), 2(x))p(t))dt, ¥ = € LA(Q),Y v € LV0,T).
Donde, de (3.65),
/0 (u’y(t), z(:p))g@’(t))dt — /0 (u'(t), z(:v))go’(t))dt, Vze LZ(Q),‘V’ (NS LI(O,T).

(3.66)

Em particular,

/0 (ul (), =(x))p(t)dt — / (u (1), =) (1), (3.67)

VzeV, cWP(Q)c L), Viy=¢, ¢eD0T)cLY0,T).

48



3.6. PASSAGEM DO LIMITE

Analogamente temos, de (3.63), que

/O ' (Auy (£) t)dt — / (3.68)

Vz e WyP(Q),Vy € LY0,T).

Em particular,

/0 ' (Au, (1) t)dt — / (3.69)

Vz eV, Cc WiP(Q),Y ¢ € D(0,T) c L'0,T).

De (3.61) segue que:

/OT< ' (4)dt, s(x dt—>/ t)dt, s(z)) B(t)dt, (3.70)

Vs e HY(Q), Wiy e L*0,7).

Em particular,

/T< L(t)dt, —Az(x)) o(t)dt —)/ t)dt, Az(z)) o(t)dt, (3.71)

V2 eV, CHYQ) C LX), YyY=¢, ¢eD0T)cL*0,T).

/O (1), 2(2)))p(E)dt — / (), 2(x)))p (), (3.72)

Assim,

Vz eV, C HN Q) C L), Yy =¢', ¢eD(0,T)cCL*0,T).

De (3.44) temos que (|0 |”* |t |” tm )m é limitada em L>°(0, T; L?(£2)). Portanto

([0 ()T [ttan (8) | i () ) 6 limitada em LP(£2), ou seja:

donde,

Logo,

om0 tn6)) [0y < € ¥t € 0,7, (3.73)
/0 [0m (@™ [ (DI ()| 0y At < €, ¥m € N. (3.74)
HemF™ b O o roy €€ VmeN,  (3.75)
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e portanto, (|vm|” ™ [tm|” tm)m € limitada em L°(0,T; L%(Q)). De (3.44) existe uma

subsequéncia (v, "™ [uy|” w)y de (Jm | |tm|” tm )m tal que

0,772 |y [P u, = X, em L(0,T; LO(Q)). (3.76)

Por (3.75) temos
0,712 | w, = A, em L2(0,T; LO(Q)). (3.77)

Sendo LY(0,T; L%(Q)) reflexivo, segue que
v, )2 Juy |y, — A, em L°(0,T; L°(9)). (3.78)

Como, de (3.26) e (3.27)

(u;n)m, ¢é limitada em LOO(()’ T; Lz(Q))7

(Unm)m, ¢ limitada em L*(0,T; W, 7 (Q))

€ como

WP () = L*(€),

temos, mediante o teorema de Aubin-Lions, a existéncia de uma subsequéncia (u, ),

tal que

u, — u, em L*(0,T; L*(Q)) = L*(Q) (3.79)
U, — u,q.s. em Q. (3.80)

Como as sequéncias (W )m, (W )my (Vm)m € (V),)m estdo nas mesmas condigoes

acima, existem subsequéncias (w,), e (v,), tais que

w, — w, em L*(0,T; L*(R)) = L*(Q) (3.81)
w, = w,q.s. em Q. (3.82)
e
v, — v, em L*(0,T; L*(Q)) = L*(Q) (3.83)
v, = v,q.s. em Q. (3.84)
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De (3.80), (3.82) e (3.84), temos:

|er2 |er2 lul”u, q.s. em @Q, (3.85)

P2 ulPu, q.s. em Q. (3.86)

v, luy|” u, — |v

p+2

[w, |77 Juy | uy, — |wl

Agora, de (3.75) e (3.85) temos, via Lema de Lions, que

P2 |y [P u, — 0P ul?u, em L0, T: LY (). 3.87
|V| 14 14 b ) )

Disso e de (3.78) segue que

A= 10" ful u

|vy|pJr2 [u,|” u, N |U|p+2 |ul”u, em L>(0,T; LQ(Q)). (3.88)

Analogamente, segue que
wy [P |y | w2 Jwl] |ulf u, em L0, T; LO(Q)). (3.89)
A convergéncia em (3.88) acarreta
T T
| ol b st e [ (ol ws@) o, (3.90)
0 0

Vze WyP(Q) C L7(Q), Yy e LY0,T),

Em particular,

/0<!vyl”+2qulpuy,z(ﬂf)>s@(t>dt—>/0 (ol ful” u, 2(2)) @ (t)dt, (3.91)

Vz eV, CWiP(Q) c L(Q), VeeD(0,T)c L'0,T).

Tomando o limite quando ¥ — oo em (3.64) e utilizando (3.67), (3.68), (3.71) e (3.91),

temos

—/(Mmddﬁ+/<M%d@ﬁ+/(W®JWMH
o ’ " ’ (3.92)
+A<WﬁW”+W@W5Mm%@wWﬁ=l(MW@W@
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para todo z € V,,, e toda ¢ € D(0,T).

Com raciocinio semelhante, obtemos:

—A(Mm@¢ﬁ+l<mm@wﬁ+4<wwa»mw

" ’ (3.93)
+/0 ((u®)™ + [w()772) o) v(t), 2) SﬂdtZ/O (fo(t), 2)epdt,
para todo z € V,,, e toda ¢ € D(0,T).
- [ o [ 0.2 et [ (0, )
’ ’ " (3.94)

+/O (@)™ + Ju)l") |w(7f)|’)w(t),2>s@dt=/0 (f3(1), 2)dl,

para todo z € V,,,, e toda ¢ € D(0,7T).

Usando a definicao de base e o fato de que V,,, é denso em I/VO1 (), entao

(3.92),(3.93) e (3.94) assumem as seguintes formas:

—A(Mﬁ@¢ﬁ+/<M&@@ﬁ+A(W®JWMH

. ’ r (3.95)
+/0 (o2 + [w(®)7) [u®)| u(t), 2) SOdf:/O (f1(t), z)epdt,
para todo z € W, *(2), e toda ¢ € D(0,T).
- [ @ [ a2 et [ (0.2
’ " " (3.96)

+/0 <(IU(t)\p+2+\w(t)!””)\v(t)|”v(t),2>90dt=/0 (fa(t), 2)pdt,

para todo z € W, ?(Q), e toda ¢ € D(0,T).

e

o2



3.6. PASSAGEM DO LIMITE

- / (w/(t), 2)dt + / (E(t), =) dt + / (' (1), 2) ot +
N " " (3.97)
n / (@) + 1) (&) w(t), 2) pdt = / (falt). =)ot

para todo z € W, ?(Q), e toda ¢ € D(0,T).

Note que, sendo t — (u/(t),z),t — (V' (t),z) et — (w'(t),z) fungoes de
L*>(0,T), elas definem distribui¢oes sobre (0,T).Logo (3.95),(3.96) e (3.97) podem

ser postos na seguintes formas:

S W®),2) + (x(®),2) + ((U'(t),z))Jr (3.98)
+ (@1 + [w@)") |u t),z) = (f1,2)
Vz € WyP(Q), em D'(0,T).
%( "(t),2) + (1), 2) + ((V'(1), 2)) + (3.99)

+ (@ + @) o) v(t), 2) = (f2, 2),

Vz € Wy P(Q), em D'(0,T). e

d

- (w'(), 2)

o (t),2) + ((W'(t), 2)) + (3.100)
|

+ (€
+ (O + Ju@)) Jw t),z) = (f32),

Vz € Wy P(Q), em D'(0,T).

3.6.1 Condicoes iniciais

e u(0) = uy

De (3.59) e (3.60) temos u € L>(0,T;W,"(Q)),u € L>*(0,T; L*)). Logo,
sendo u € C([0,T); L*(Q2)) e portanto faz sentido o cdlculo de u(0).
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/‘wm dr»/ w22 V), V2 € W (Q) Yy € LN0,T).
0

Tomando z € L?*(Q), a dualidade (u,, z(x)) torna-se um produto interno

em L?(2). Portanto, a convergéncia torna-se:

/(%, dﬁ»/ w2 () b()dt, ¥z e L)Y v e LN0,T). (3.101)
0

Consideremos agora ¢ € C'([0,T]), com ¢(0) =1 e p(T) = 0.
Dai, ¢’ € C°([0,T]) C L*(0,T); Logo, e, em particular, tomando 1) = ', temos de

(3.101) que
/ (uy, 2( dt—)/ u, z(x )dt, (3.102)
0

para todo z € L*(Q), toda ¢ € C*([0,T7]), com ¢(0) =1 e p(T) = 0.
Como u/, = v’ em L>®(0,T; L*(Q)) por (3.59), temos

/0 (ul,, z(x))(t)dt — /0 (W, 2(x))p(t)dt, Y z€ L*(Q),¥Y ¢ € L'0,T).

Em particular, para toda ¢ € C'([0,T]) Cc L*([0,T]) com ¢(0) = 1 e ¢(T) = 0,

temos
/O(ufj,z(x))gp(t)dt%/() (v, z(x))p(t)dt, (3.103)

Somando (3.102) e (3.103) obtemos

/OT(uy,z(x))go’(t)dt—i—/O (ul,, ( t)dt —>/ u, z(x dt+/0T(u/,z(x))<p(t)dt’

para todo z € L*(Q), toda ¢ € C*([0,T]), com ¢(0) =1 e p(T) = 0.

Segue que
/0 jt(“”’ x>)¢(t)dt—>/o %(u,Z(x))s&(t)dt, (3.104)

para todo z € L*(Q), toda ¢ € C*([0,T]), com ¢(0) =1 e p(T) = 0.
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Logo, de (3.104), obtém-se:

(w(T), 2)(T) = (un(0), 2)¢(0) = (u(T), 2)(T) — (u(0), 2)¢(0), ¥z € L*Q),

donde

(u,(0), 2) = (u(0), 2), Vze L*(Q).

Desse modo,

u,(0) = u(0) em L*(Q). (3.105)

Por outro lado, temos que wu,(0) = ug em W,?(Q). Como W,P(Q) — L*(Q),
temos u,(0) — up em L?(Q), donde

u,(0) = ug em L*(Q). (3.106)

De (3.105) e (3.106) e pela unicidade do limite fraco tem-se

u(0) = ug
e U'(0)=1uy

De (3.61) e (3.62), temos v’ € L>(0,T; H}(2)), v € L*(0,T; H*(2)). Logo,
u € C([0,T]; H*(2)) e portanto faz sentido o célculo de w'(0). Note que, sendo
u’ —u” em L*(0,T; H*()), temos:

/0<uly',z(:17)>¢(t)dt—>/0 (" z(x)) Y(t)dt, (3.107)

Yz € H{(Q), Ve L*0,T).

T
/ (u), t)dt — / u” z(x)) p(t)dt, (3.108)
0
para todo z € H3(Q) C L*(Q), toda p € C*([0,T]), com ¢(0) =1 e p(T) = 0.

Entretanto, é sabido que u/, = u/ em L>(0,T; L*(2)), donde segue, via (3.104),

/O (), 2(2))!(t)dt — / (o, () (t)dt.

Em particular,

que
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para todo z € L*(Q), toda ¢ € C'([0,T]), com p(0) =1 e ¢(T) = 0.

Em Particular,

/0 <u:j,z(x))g0’(t)dt—>/0 (', z(x)) ¢ (t)dt, (3.109)

para todo z € H3(Q) C L*(Q), toda p € C([0,T]), com ¢(0) =1 e p(T) = 0.
Somando (3.108) e (3.109) obtemos:

/OT (u'y',z(:v)>90(t)dt+/0T (), z(z dt—>/ u’, 2(x )dt+/ (', z(z)) ' (t)dt,

0
para todo z € H$(9), toda ¢ € C*([0,T7]), com ¢(0) =1 e ¢(T) = 0.
Donde

Td
/ (ul, t)dt —>/ ) o(t)dt, (3.110)
. di
para todo z € H3(Q) C L*(Q), e toda » € C'([0,T7]), com p(0) =1 e p(T) = 0.
Logo,

(ul(0),2) = (4'(0),2), VzeH Q). (3.111)

Dali,
u,(0) — «'(0) em H™*(). (3.112)

Por outro lado, de (3.3)4, temos u),(0) — u; em L?(Q). Como L*(Q2) — H*(Q)
temos que u,,(0) — u; em H*(Q2), donde

u,(0) = uy; em H*(Q). (3.113)

De (3.112) e (3.113) e pela unicidade do limite fraco, temos que

U/(O) = Uzp.
De modo analogo se mostra que
v(0) = vg,v'(0) = vy.
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w(0) = wg, w'(0) = wy.

3.6.2 Au(t) = x(t), Av(t) =n(t) e Aw(t) = &(t)

Nesta secao serd explorada, essencialmente, a monotonicidade e hemiconti-

nuidade do operador pseudo-Laplaciano A e propriedadaes do lim sup

Como A é mondétono, temos

T
/ (Au, (t) — Az, u, (t) — 2)dt >0, VY z e WyP(Q).
0

Ou seja,

0< /0 (Auy (£), uy (£)) di— /O (Au, (£), =) dt— /0 (A uy(t) — 2) dt,

Dai, tomando o lim sup na desigualdade acima, temos:

V2 e WP ().

0 < lim sup /0 (Auy (£), 1y (1)) dt — /O (), =) dt — /0 (Az u(t) — =) dt,(3.114)

para todo 2z € W, ?(Q).

Consideremos a equagao aproximada (3.3); com m = v e z = u,(t), entao

(u (t), wy (£)) + (Auy (), uy () + ((u, (1), w (1)) +
(o1 + [, (0172 (D)) w (8), w(8)) = (fi(8), w, (1))

Observando que

o (uy(t),u(t) = = (u,(t), un(t)) = [, (8)°

o (@1 + oy (1) [y (0)1° un (t), un () = N (8o (D752

Logo,
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S0, wl1)) ~ WO + (AunD), 1)) + 5

et ()0, (17522 ) + lluw (B ()15 22 ) = (f1(2), (1))

Dai, integrando de 0 a T', temos
/O (Auy (1), u, (1)) di = (U’V(O)auu(o))—(U’V(T)auu(T))Jr/0 [l (8) dt + - 5 [u (0 )|I*

-in4>n—/umo mmﬂm+wmmmmmawﬁ+l<mmm@Mt
(3.115)

Vamos analizar agora cada parcela da equagao anterior.

e Temos: W,P(Q) — L*(Q). Logo, como u,(0) — u(0) em W,”(Q), tem-se
u,(0) = u(0) em L*(2).Por outro lado, u/,(0) — «/(0) em L?*(2). Portanto

(u,(0),u,(0)) = (4'(0),u(0)). (3.116)

e De (3.18), (up(T))m é limitada em WyP(Q). De (3.19), (v, (T))m ¢ limitada
em L*(Q). Como, para p > 1, WyP(Q) é reflexivo e (tm(T))n é limitada
em I/Vo1 P(Q2), temos, via teorema de Kakutani que existe uma subsequéncia
(u,(T)), tal que u, (T) — u(t), em Wy (). Analogamente, L?(2) é reflexivo,
logo existe uma subsequéncia (u,,(T)), de (u! (T)),, tal que u, (T) — u(t), em
L3(2). Segue que:

(u(T), (1)) — (&(T), u(T)) (3.117)

e Em (3.28) e (3.45) foi visto que:
(u))m ¢ limitada em L*(0,T; Hy(Q));
(u” ) é limitada em L*(0,7T; H 5(Q)).

Além disso, note-se:
HHQ) < L2(Q) — H™3(Q).

Logo, pelo teorema de Aubin-Lions, existe uma subsequéncia, que ainda de-
notaremos por (u,), de (u,), tal que v, — «' em L*(0,T; L*(Q)) = L*(Q).

m

Desse modo
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/0|uf,(t)|2dt—>/o |/ ()] dt (3.118)

e Temos também que, u,(0) — u(0) em WyP(Q) e Wy *(Q) — HY(Q), logo
u,(0) = w(0) em Hg (). Dai,

[, (0)]] = [[u(0)]] (3.119)

OBS.: A identificagao L*(0,T;L?*(Q2)) = L*(Q) ¢é feita via teorema de Fu-

bini. De fato, dada, u € L*(0,T;L*())) tem-se, para cada t € [0,T], que

u(t) € L*(Q) e portanto u(t) é uma fungao de Q — R, cujo valor em = é

u(z,t). Assim

T T
/O ||u(t)||§2(mdt:/0 /Q|u(g;,t)|zdg;dt:/Q|u(x,t)|2d¢g:||u||§2(Q).

Com isto, estabelecemos uma tal isometria.

e Sendo (U, (1)), limitada em Wy (Q) e Wy P(Q) < HE (), temos que (tp, (t))m
limitada em HJ (). Logo, pela reflexividade de H}(Q2), mediante o teorema
de Kakutani, existe uma subsequéncia (u, (7)), de (up(T))m tal que u, (7)) —
u(T) em Hg (). Assim

|w(T) || < liminf [|u, (T)|* . (3.120)

e Finalmente, por (3.29),(UmVm)m € (UmWpm)m ¢ limitada em L°°(0,T; LPT2(Q)).
Podemos extrair, pois, subsequéncias (u,v, ), de (tmvm)m € (u,w,), de (Unwm)m

tais que

u,v, = o em L=(0,T; LPT2(Q)), (3.121)
u,w, — 7 em L0, T; LFT2(Q)). (3.122)

Ainda por (3.29) e por L®(Q) = L>(0,T; LF™(Q)) < LF™2(0,T; LF3(Q)) =

LPT2(Q) em qualquer das situacoes estudadadas no capitulo 2, temos
lwwvu |l o2y < Clluwvn|l gy, Vv EN (3.123)
[wwy || porz(g) < Clluwvy|[ gy, Vv €N (3.124)
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De (3.80),(3.82)e (3.84) segue que

UV, — uv q.s. em Q, (3.125)

u,w, — uw q.s. em Q. (3.126)
De(3.123)-(3.126) e do Lema de Lions, temos que

u,v, — uv em LPT2(0, T; LPT2(Q)), (3.127)
u,w, — uw em LPT2(0,T; LP2(1Q)). (3.128)

Donde 0 = wv e 7 = vw. Além disso

u,v, — uv em L>(0,T; LFT2(Q)), (3.129)
u,w, — uw em L®(0,T; LFT2(Q)). (3.130)

De (3.127) e (3.128), temos

||uv||iﬁz(Q) < liminf |lu, v, || sz g) » (3.131)
Huw”’;ﬁ?(@ < liminf [Juywy || oz q) - (3.132)
ou seja,
T , T
/ w42 g dt < limint / ot v (3.133)
0 0
T T
/ HuwHZﬁg(Q) dt < liminf/ [ wy [ posa g dt. (3.134)
0 0

Tomando o limite superior em (3.115), usando (3.116)-(3.119), (3.133) e (3.134),

obtemos:

limsup/o (Auy (t),u (1)) dt < (u,(0), 1y (0)) — (U'V(T)yuu(T))Jr/O e, ()] dt

T
+5 1w O = 5 un(D)* ~ /0 (Il (E)on (17522 g + (B (D)1 7072 )t

(3.135)
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Através de (3.135), (3.114) torna-se

0 < (v'(0),u(0)) — (u / ! (£)* +—Hu( )® ——HU( )I®
o+

ot (80 (1) +wm>xn@iwa+£<mmaw

K
/ (Az, u(t) — 2) dt+/T(f1(t),u,,(t))dt, V2 e Q).

(3.136)

Buscaremos agora uma expressao para fOT( f1(t),u,(t))dt. Voltemos a equagao

aproximada:

(), 2) + (Au (1), 2) + ((uy, (1), 2)) + (o (01 + [ (D) Juy (8)]7 wn(8), 2) =
=(fi(t),z), VzeV,, v>m.

Multiplicando-a por ¢ € C*([0,T]) obtemos

(up(t), 2)p + (Au (1), 2) ¢ + (1, (1), 2) )+
(o @1 + [, (0)1) [, () w,(8), 2) o = (f1(1), 2) s V2 € Vi v 2.

Integrando de 0 a 7', temos

EAWW)WﬁﬁAUM@JWﬁ+AK%@@M#+
+A<WﬁW”+MﬁWWWWW%@&Wﬁ=l(MW@M@

para todo z € V,,,, v > m. Dal, via integragao por partes, obtemos

@Mﬂwﬁ@%ﬂ%@wW@—A(%@wWﬁ+A<mmmdwt
t[:<<u;a>ww>¢dt+—j§ ((Jow®F2 + [ (0)72) [y (£)° 0y (1), =) it =

:/T(fl(t),z)godt, Vi €V, Ve € CY0,T)),v > m.
0

Agora, observando (3.66), (3.68) e (3.90), juntamente com u!,(7") — u/'(7T),

ul,(0) — /(0),w,(T) = w'(T) e w,(0) = w'(0), todas essas convergéncias em
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L*(Q), é possivel tomar o limite na expressao acima quando v — +00.

Assim, quando v — 400, obtemos:

(W/(T), 2)o(T) — ((0), 2)p(0) — / (/(t), 2)g'dt + / (1), 2)
/0 (), 2))pdt + / (P2 + w2 [u(t) [ u(t), =) pdt =

:/T(fl(t),z)cpdt, V2 €V, Yo € CY[0,T)).

0
Pela definicao de base e argumentos de densidade, temos que

T T

(u/ (1), 2)'dt + / (X(1), 2) it

0

((T),2)6(T) - ((0), 2)6(0) - |

0

/0 (), =)ol + / ((o@F2 + [w(®)]2) [u(t) | u(t), 2) pdt =

T
= / (fi(t), 2)pdt, Yz € WyP(Q), Ve e CY([0,T)).
0
(3.137)
Observando que o conjunto das combinagoes lineares finitas do tipo we

com w € Wy?(Q) e p € C'([0,T]) é denso no espaco
V ={ve L*0,T; Wy *(Q)); v € L*(0,T; L*()},

Segue que (3.136) é verdadeira no espago V.
Observe que, de (3.59) e (3.60) tem-se

u € L(0,T; Wy () = L*(0,T; Wy ()
u € L0, T; L*(Q)) — L*(0,T; L*(Q)).

Logo, u € V e (3.137) toma a forma

T T

(u (), (1))t + / Ou(t), u(t)) dt

0

((T),u(T)) - (/(0),u(0)) - [

0

/0 (e (8), u(t)))dt + / (o172 + [w(t) ) () ut), u(t)) dt =

- / (1 (1), u(t)) .
(3.138)
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Substituindo (3.138) em (3.136),temos:

0 (0 u0) = /T, 1) = [ Oy + 000 5 )
b [ R + O = I+ [ 2 [ a2
+@MT%MTD—%wmhuwn—:A?w@%w@»ﬁ+:ATu6Lu@»ﬁ

+A<wwmmmﬁ+l<wwW“+m@W%mov (1)) dt
(3.139)

Observando que:

o [ IO o) Ol ), u) d
=Auwu 15+ (D (1 gt

a expressao acima se escreve como

Og%(ﬂﬁﬂﬂ—@ﬁ—ﬂ (Az ult) — 2)dt, ¥ =€ WP (Q).

Considere 2z = 2u(t) + Mv(t), A > 0. Logo, substituindo z na desigualdade

acima, temos

0< /T (x(t), =Av(t)) dt + /T (Au(t) + Mo(t), (b)) dt, Y veW,P(Q).

Dividindo esta desigualdade por A > 0, temos,

0< — /OT {x(t),v(t))dt + /OT (Au(t) + Mo(t),v(t)) dt, Y ve W, (Q).

Fazendo A — 0 temos, pela hemicontinuidade do operador A que

og—A<Mmmmw+1:mmmmmﬁ,vUemwm)

20y € L0, T Wi ()
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Desse modo,

/T ((Au(t) — x (1)), v(t)) dt >0, Y veW,”Q) (3.140)
Em particular, para —uv(t), tem-se:

/T ((Au(t) — x (1)), v(t)) dt <0, Y veW,”(Q) (3.141)
Donde, de (3.140) e (3.141), segue que

0< /OT (Au(t) — x(t),v(t))dt <0, Yove W),

ou seja,
Au(t) = x(t),q.s. em [0,T].

Analogamente mostra-se que

Av(t) = n(t),q.s. em [0,T].

Aw(t) = &(t),q.s. em [0,T].
Portanto, de (3.59)-(3.61),(3.90)-(3.100) e das condigoes iniciais, temos

u,v,w € L0, T; Wy (Q));
u' v w' e L(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; Hy(Q));

(' (1), 2) + (Au(t), z) + (' (1), 2)) + {[O + [w®) ] )] u(t), 2)
(fl(t)7z)’ Vz e W&’p(Q)7
no sentido de D'(0,7).

&

%(U'(t% 2) + (Ao(t), 2) + (V' (1), 2)) + ([Ju®)""* + [w(®) 2] o) o(t), 2)
= (fZ(t)’z)v Vz € W()LP(Q)a

no sentido de D'(0,T).

(w'(1), 2) + (Aw(t), 2) + ((w'(t), 2)) + ([Ju®)"" + [o@&)]"] fw ()] w(t), 2)
(f3(t),2), Yz € Wy™(Q),

& a
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no sentido de D'(0, 7).

w(0) = wp, w'(0) = wy.

O que encerra a demonstracao do teorema.
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Apeéendice A

Propriedades do Operador
p-Laplaciano A

A.1 Definicoes e Resultados

Definicao A.1. Dado um espago de Banach X e um funcional J : X — R, suponha

que exista

lim %[J(u + ) — J(u)] = J' (u)(v).

A—00

Se para cada u € X fixado, J'(u)(v) é uma forma linear continua em v, entdo dizemos

que o funcional J é derivével no sentido de Gateaux, e sua derivada é J'(u).

Notagao: J'(u,v) = (J'(u),v) = J' (u)(v).

Exemplo A.1. Seja X = LP(Q2), onde Q CR" e 1 < p < oc.
Suponha que g : R — R satisfaca:
L Jg(s)| < als|’,a > 0.
2. g é continuamente diferencidvel e existe § > 0 tal que |¢'(s)| < S s[" .

Considere o funcional J : LP(2) — R dado por

J(v) = / o(v())de.
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Tem-se, usando o teorema do valor médio, que
Hutx0) =) = | gluta) + Xofa) = g(o(@))da
= /Qg'(u(:c) + 0 v(z))A(v(x))dz

onde = 6(z),0 < 0 < 1. Dai, se A # 0, temos

1

S+ 0) = ) = [ (@' ut) + O())()ds

Tomando o limite quando x — oo e usando a continuidade de ¢’, obtemos

(' (), v) = / o (u(a))o(z)d. (A1)

Observacao A.1. As integrais anteriores existem em virtude das hipdteses sobre g
eq.

Considera-se, a seguir, um caso geral do exemplo anterior, do qual obter-se-4 um

operador significativo para o que se tem em mente estudar.

Exemplo A.2. Seja A: D(A) C LP(2) — LP(€2) um operador linear onde
D(A) ={v e LP(Q); Av € LP(Q)}.
O espago vetorial D(A) com a norma do gréfico de A, isto é
1050y = 10T + 1AV]I70q)
¢ um subespago de Banach de LP(2). O funcional
() = /Q o(Au(@))dz,  ue D(A)

estd bem definido em D(A) e pelo mesmo método anterior constata-se que J, assim

definido, possui derivada de Gateaux. De fato, o funcional J’'(u) dado por

() = /Q 7 (A@)). Av(z)dx (A.2)

¢ linear. Para provar que ele é limitado, observamos que

Observagao A.2. Resta apenas provar que J'(u) é uma forma linear limitada em
D(A). Temos que
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(J(u),v) < / | ¢ (Au(z)) || Av(z) | da
< / | ¢ (Au(z)) P dz)? / | Au(z) P dz)?
e / | (Au(x)) (O )7 / | Au(z) P do)b

= C(/Q | ' (Au(@)) |7 d2)7 . || A®) |10 ()
C |l v llpeay

IA

Logo J'(u) é limitado em D(A)

Exemplo A.3. Seja (2 um aberto, limitado e bem regular do R". Tomemos o espago

Wy® com a norma || . ||o e seja J : W, ?(Q) — R, o funcional dado por

Z/| .

vi=1,2....,n, e g(s) = |s|F, entdao ¢'(s) = p |

Pelo exemplo anterior, com A = Bz

s |P72, p > 2 e, portanto:

Z/ | 9u e Ou Ov dr.
8951 8% ox;
para todo v € W, ?(Q). Em Particular, para v = ¢ € C5°(£2), temos

Ou Oy
p—2 b2
Z/ | Ox; | Ox; (‘9de / Z 5% 8% | )]godx

Portanto,

"9, Ou ou
! — _ p72 >
T ==Y gl g 17 e 922
isto é,

J WP (Q) = WP (Q)

urr J(u Z@x 835 |p2 )

’L

Dai, concluimos que a derivada de Gateaux do funcional

Z/|c9x P dz, 2<p< oo,
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é o operador

"9 ou ou
'(u) = — 2 > 2.
T = =3 gl g 7 gk p2

Este operador, que denotamos por A, é o operador do nosso sistema, isto é,

"0 ou ou
= / = — e — p—2 P >
AW =0 ==3 5 5l g, pz2

7

denominado de operador p-Laplaciano. Note que

A WP (Q) = WP(Q)

"9, Ou ., Ou
w Aw) = =3 5=l 5 17 50 te
i=1

mos que Au : Wy?(Q) — R é linear e continuo. Além disso, como C°(Q) é denso

em WyP(Q)(Ver[10]), e

n Ou du Oy
/ — — P72 =
(J'(u), p) ;/ﬂ | or; | ox; Gxidx’

para todo ¢ € C§°(R2), temos que

, o p—=2 77
=3 [ 15 P g g

para todo w € W, ().

Definigao A.2. Seja V um espaco de Banach e V'’ seu dual. Dizemosque A : V — V'
é um operador hemicontinuo se, para u, v, w em V, a fungao A — (A(u + \v), w)

é continua de R — R,

Definigao A.3. Diz-se que um operador A : V' — V’ é monétono se

(Au — Av,u—v) >0, Yu,veV.

Onde (, ), denota a dualidade V' x V.

Proposicao A.1. Se J : V — R é um funcional convexo, entao sua derivada de

Gateaux J' : V' — V'’ é um operador monotono.
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Demonstracao. Sendo J convexo, temos
J(1=0)u+0v] < (1-0)J(u)+60J(v), 0<0 <1,
isto é:
Ju+0(v —u)] = J(u) < 0[J(v) = J(u)],

dividindo por 6 # 0, temos

1
EJ[U—F O(v —u)] — J(u)

fazendo 0 — 0 tem-se

A
=
=
|
~
S

(J'(u),v —u) < J(u) —J(v).
Agora, trocando u por v, temos
(J'(v),u—v) < J(v) = J(u)

Dali,
(J'(u),u —v) + {(J'v,0—u) <0,

donde concluimos que
(J'(u) — J'(v),u —v) > 0.

Definigao A.4. Dizemos que um operador A : V — V' é coercivo , se

(Au,u)

o [l
A.2 Propriedades do operador p-Laplaciano

A.2.1 A é hemicontinuo

De fato, dados u, v, w € Wol’p(Q) e A € R temos:

(Alu+ ), w Z/

Observe que

2 u )\av ow

81’1 8xl

p—2
ou +)\8v ow < or5(

ou ov ( )

ou |72

8Ii

p—2
| Ov
81’2‘

) ou n ov )8w
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e
8u+ ov p72(8u+ (91))811) _ (’3u+)\8@ P2 8u+ ov || ow
ou ov [P ow ou ov [P ow

= |7z, + oz, oz, — oz, + Ao o 8_902 , q.s. em €2, quando A — A\g

Observando que as fungoes do segundo membro da desigualdade acima sao in-

tegraveis, temos, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, que

lim (A(u+ M), w) = (A(u + Agv), w) .

)\—))\0

Logo A é hemicontinuo.

A.2.2 A é mondtono

De fato, observando que o funcional J(u) é convexo, uma vez que a fungao
p

Qu " > 2 é convexa, temos, da Proposicdo A.1, que A é monétono, pois A é a

ox;
derivada de Gateaux desse funcional.

A.2.3  (Au,u) = ||ul]?

De fato,

(Au, u) = z:;/g

ou [P7% du du - ou |?
o dx = dy — P

A.2.4 A é coercivo
Temos (Au,u) = |Jullf, logo

Au,u _
<”u—|’|> gt
0

donde
(Au,u)

lullg—o0 ||l
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A.2.5 A é limitado

A limitag@o aqui, é no sentido que A leva conjuntos limitados em conjuntos

limitados. De fato, temos

A
HAUHlp/ = sup < u,v>.
T ol
Como,
. ou [P du v " au 1”11 av
A — < ]
L S e e e oy N e I
- ou (p—1)p' 171’ v P %
< d d
- ou | P~V 7 v P L
< d d
B ;(/Q Ox; * (/Q O, x>
n au (p—1)p’ I n au D % -
S dﬂf / dx = |lu - v ’
2 )|, 2 /.o el fly
obtemos )
AW
[vllo
Portanto,
SupM < Hqu—l
v#0 ”v”() - o
isto €,
Al <l
o 1d ,
A.2.6  (Auu) = vt [ () lo

De fato, observe que, se u : (0,T) — WyP(Q) é tal que u/(t) € W, (Q),

temos que

P72 Ou O’

ou

dz.
(9.1'1' o

(Au,u'y = Zz:;/ﬂ
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1 — d | oul?
:‘Z/E

1d ,
5Emwmo—-pﬁ§j/

ox; 0x;
_Z/ ou P~ ou | du |t o Z/ w P72 Ou o
N ox; ox; 8951 ox; ox; Ox; 0x;
= (Au,u)
ou seja,
, 1d »
(Au,l) = 2 O
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