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Resumo

Neste trabalho provaremos a existência de soluções fracas para um problema

misto de equações diferenciais parciais não-lineares do tipo Klein-Gordon envolvendo

o operador pseudo-Laplaciano. Com esse fim, usaremos o método de Faedo-Galerkin

juntamente com argumentos de compacidade e monotonicidade.

Palavras-chave: Soluções Fracas, Pseudo- Laplaciano, Problema de Evolução Não-

Linear, Método de Faedo-Galerkin.
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Abstract

In this work we’ll prove existence of weak solutions to a coupled mixed problem

of nonlinear partial diferential equation in the class of systems of nonlinear Klein-

Gordon equations involving pseudo-Laplacian operator. For proving existence of

weak solutions we use Faedo-Galerkin’s method with compacity and monotonicity

properties.

Keywords: Weak-Solutions, Pseudo-Laplacian, Non-Linear Evolution Problem,

Faedo-Galerkin’s Method.
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Introdução

O sistema de equações diferenciais não-lineares do tipo Klein-Gordon:{
Bu+ α2u+ g2v2u = 0

Bv + β2v + h2u2v = 0,

onde B = ∂2

∂t2
+ ∆ é o operador D’Alambertiano, g, h, α e β são constantes, foi

utilizado por Segal [23] para descrever o movimento de mésons carregados em um

campo eletromagnético.

Em 1985, Medeiros-Miranda [18] estudaram a existência e unicidade de soluções

fracas de uma generalização do sistema anterior, a saber:{
Bu+ |v|ρ+2 |u|ρ u = f1

Bv + |u|ρ+2 |v|ρ v = f2, ρ > −1.

Naquele trabalho, os autores provaram e existência de soluções para n ≥ 1 e a

unicidade para n = 1, 2, 3;, onde n é a dimensão do espaço Rn.

Em 1990, A. Biazutti [2] estudou a existência de soluções para uma equação

mais geral, do tipo:{
u′′(t) + Au(t) +B(t)u′(t) +Gu′(t) = f(t),

onde A é um operador não-linear, B(t)é linear e limitado e G é não-linear.

Nesse mesmo trabalho, Biazutti estudou a exstência e o comportamento as-

sintótico para o sistema:{
u′′(t) + Au(t)−∆u′(t) +G1(u′, v′) = f1

v′′(t) + Av(t)−∆v′(t) +G2(u′, v′) = f2,

onde A é o operador p-Laplaciano e G1 e G2 são operadores não-lineares.

Além desses trabalhos, outros sistemas semelhantes foram estudados em [5],[6]
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e [10], dentre outros.

Neste trabalho estudaremos a existência de soluções fracas para o seguinte

problema: 

u′′ + Au−∆u′ + (|v|ρ+2 + |w|ρ+2) |u|ρ u = f1

v′′ + Av −∆v′ + (|u|ρ+2 + |w|ρ+2) |v|ρ v = f2

w′′ + Aw −∆w′ + (|v|ρ+2 + |u|ρ+2) |w|ρw = f3

u(0) = u0, v(0) = v0, w(0) = w0

u′(0) = u1, v
′(0) = v1, w

′(0) = w1.

(1)

onde cada equação interage com as outras duas. Esse fato pode ser notado quando

observamos os termos não lineares das nossas equações.

Esta Dissertação está organizada da seguinte maneira:

• No caṕıtulo I serão dadas algumas definições e resultados básicos, para tornar

a leitura clara e auto-suficiente.

• No Caṕıtulo II daremos resultados que serão bastante úteis para dar sentido

a algumas dualidades e quando formos limitar ρ e umvm, quando um, vm ∈
W 1,p

0 (Ω).

• No caṕıtulo III formulamos e demonstramos o teorema de existência, principal

resultado desta dissertação. Usaremos o método de Faedo-Galerkin para provar

a existência de soluções fracas para um problema em dimensão finita associado

ao sistema (1). Posteriormente, faremos alguma estimativas a priori e como

consequência, obteremos uma convergência a fim de passar ao limite e resolver

o problema original. Nesta etapa, usaremos algumas propriedades do operador

p-Laplaciano.
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Notações

Notações necessárias para o melhor entendimento desta dissertação:

- Ω ⊂ Rn é um aberto, limitado e bem regular;

- Q = Ω× (0, T ), T > 0 é o cilindro em Rn+1 com base Ω e altura T ;

- Σ = Γ× (0, T ) é a fronteira lateral de Q, onde Γ é a fronteira de Ω.

Além disso, ∆ =
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

é o Laplaciano, e A : W 1,p
0 (Ω) −→ W−1,p′(Ω) é o operador

pseudo-Laplaciano definido por:

A : W 1,p
0 (Ω) −→ W−1,p′(Ω)

u 7−→ Au

onde Au = −
∑n

i=1
∂
∂xi

(
∣∣∣ ∂u∂xi ∣∣∣p−2

∂u
∂xi

).

No apêndice provaremos que A tem as seguintes propriedades:

• A é monótono, hemicont́ınuo, coercivo e limitado.

• 〈Au(t), u(t)〉W−1,p′ (Ω),W 1,p
0 (Ω) = ‖u(t)‖p0 ;

• 〈Au(t), u′(t)〉W−1,p′ (Ω),W 1,p
0 (Ω) = 1

p
d
dt
‖u‖p0 , onde ’ indica d

dt
;

• ‖Au‖W−1,p′ (Ω) ≤ C ‖u‖p−1
0 .

- ‖.‖0−Norma em W 1,p
0 (Ω);

- ‖.‖ , ((.))− Norma e produto interno em H1
0 (Ω), respectivamente;

- |.| , (.)− Norma( ocasionalmente |.| denotará o valor absoluto, e o contexto

deixará claro a distinção) e produto interno em L2(Ω);

- V ∗, V ′, em geral, denotam o espaço dual de V ;

- V ↪→ H e V
c
↪→ H denotam imersão cont́ınua e densa e imersão compacta,

respectivamente, de V em H.

Por fim, ρ é um número real variando em um intervalo a ser determinado

posteriormente.
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Caṕıtulo 1

Terminologia e Resutados

Preliminares

O objetivo deste caṕıtulo é listar algumas definições e notações básicas da Teo-

ria das Equações diferenciais Parciais afim de Apresentar os resultados preliminares

fundamentais para o desenvolvimento do cerne deste trabalho. Entretanto, não nos

preocupamos, neste caṕıtulo, em demonstrar os resultados enunciados, apenas men-

cionaremos as referências bibliográficas onde os mesmos podem ser encontrados.

1.1 Resultados de Convergência

Teorema 1.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Sejam X um espaço de Banach separável

e (fn)n uma sequência fortemente limitada em X∗(dual de X). Então (fn)n tem uma

subsequência (fnk)k que converge fraco-?, isto é, fnk
?
⇀ f em X∗.

Demonstração. Ver [3]

Teorema 1.2 (Kakutani). Sejam X um espaço de Banach. X é reflexivo se, e

somente se, (xn)n fortemente limitada em X possui uma subsequência (xnk) que

converge fraco, isto é, xnk ⇀ x em X.

Demonstração. Ver [3]

Teorema 1.3. (Aubin-Lions) Sejam X, Y e B espaços de Banach, X reflexivo e

X
c
↪→ B ↪→ Y . Suponha que (un)n seja uma sequência uniformemente limitada em

4



1.1. RESULTADOS DE CONVERGÊNCIA

Lp(0, T ;X) tal que (
dun
dt

)n = (u′n)n seja limitada em Lp(0, T ;Y ), para algum p > 1.

Então existe uma subsequência de (un)n que converge fortemente em L2(0, T ;B).

Demonstração. Ver [8]

Teorema 1.4 (Lebesgue). Seja (un)n uma sequência de funções integráveis em (a, b),

que converge quase sempre para uma função u. Se existir uma função integrável u0

tal que |un(t)| ≤ u0 para todo n ∈ N, então u será integrável e tem-se que∫
u = lim

n→∞

∫
un

Demonstração. Ver [16]

Teorema 1.5 (Lema de Fatou). Seja (un)n uma sequência de funções integráveis tal

que

un(t)→ u(t) em X, q.s. em (a, b)

Suponhamos que exista uma constante positiva C tal que

∫ b

a

‖un(t)‖ dt ≤ C, ∀n.

Então u é integrável e ∫ b

a

‖u(t)‖ dt ≤ lim inf

∫ b

a

‖un(t)‖ dt

Demonstração. Ver [16]

Lema 1.1 (Lions). Sejam Ω um aberto limitado do Rn, g e gj funções de Lq(Ω),

1 < q <∞, tais que

‖gj‖Lq(Ω) ≤ C, para todo j,

e

gj → g, q.s. em Ω.

Então

gj ⇀ g, em Lq(Ω).

Demonstração. Ver [8]

Proposição 1.1. Seja X um espaço de Banach reflexivo e suponha que fn
∗
⇀ f em

X∗. Então, fn ⇀ f em X∗.

Demonstração. Ver [8]
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1.2. DESIGUALDADES

1.2 Desigualdades

• Desigualdade de Gronwall

Sejam C uma constante não-negativa, ϕ : (s, T ) → R uma função cont́ınua e

não-negativa, u : (s, T )→ Rn integrável com u ≥ 0 q.s. em (s, T ) tal que

ϕ ≤ C +

∫ t

s

u(ξ)ϕ(ξ)dξ, ∀t ∈ [s, T ].

Então

ϕ(t) ≤ C exp(

∫ t

s

u(ξ)dξ), t ∈ [s, T ].

Demonstração. Seja ψ(t) = C +

∫ t

s

u(ξ)ϕ(ξ)dξ, t ∈ [s, T ].

Então
dψ(t)

dt
= u(t)ϕ(t) ≤ u(t)ψ(t), q.s. em (s, T ).

Dáı,

d

dt

ψ(t)e
−

∫ t

s

u(ξ)dξ

 ≤ 0, , q.s. em (s, T ).

Logo,

e
−

∫ t

s

u(ξ)dξ
≤ ψ(s) = C.

Portanto,

ψ(t) ≤ Ce

∫ t

s

u(ξ)dξ
, ∀t ∈ [s, T ].

Ou seja,

ϕ(t) ≤ ψ(t) ≤ Ce

∫ t

s

u(ξ)dξ
, ∀t ∈ [s, T ].

• Desigualdade de Gronwall Generalizada

Sejam v, f : [0, T ] → R funções integráveis e não-negativas e a : [0, T ] → R
uma função cont́ınua, não-negativa tal que

v(t) ≤ v0 +

∫ t

0

f(s)ds+

∫ t

0

a(s)v(s)ds,

6



1.2. DESIGUALDADES

onde v0 é uma constante não-negativa. Então

v(t) ≤ (v0 +

∫ t

0

f(s)ds)e
∫ t
0 a(s)ds.

• Desigualdade de Poincaré

Seja Ω ⊂ Rn um subconjunto aberto e limitado do Rn. Então existe uma

constante C = C(Ω, p) > 0 tal que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C ‖u‖0 ,∀u ∈ W
m,p
0 (Ω).

As provas dessas desigualdades podem ser vistas em [8].

• Desigualdade de Young.

Sejam p > 1, q > 1 tais que 1
p

+ 1
q

= 1. Então

ab ≤ ap

p
+
bq

q
∀a ≥ 0, ∀b ≥ 0.

Demonstração. Prova: Ver [3].

• Desigualdade de Hölder

Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω), com
1

p
+

1

q
= 1 e 1 ≤ p ≤ ∞. Então f.g ∈ L1(Ω)

e ∫
|fg| ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lq .

Demonstração. Prova: Ver [3]

• Desigualdade de Minkowsky

Sejam f, g ∈ Lp, p ≥ 1. Então f + g ∈ Lp e

‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lq .

Demonstração. Prova: Ver [3].
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1.3. RESULTADOS DE EXISTÊNCIA

1.3 Resultados de Existência

Teorema 1.6. Sejam V eH dois espaços de Hilbert tais que V ⊂ H e V
c
↪→ H. Então

existe uma base espectral {wj} de V , formando um sistema ortonormal completo em

H.

Demonstração. Ver [15]

Lema 1.2 (Browder-B. An Ton). Seja W um espaço de Banach separável e reflexivo.

Existe um espaço de Hilbert H, separável, tal que H ⊂ W , com imersão cont́ınua e

densa.

Demonstração. Ver [4]

Teorema 1.7 (Representação de Riesz). Sejam 1 < p <∞ e p′ o expoente conjugado

de p. Dado ϕ ∈ (Lp(Ω))′, existe uma única u ∈ Lp′(Ω), tal que

〈ϕ, f〉 =

∫
Ω

ufdx, ∀ f ∈ Lp(Ω),

e ‖u‖Lp′ (Ω) = ‖ϕ‖(Lp(Ω))′ , onde
1

p
+

1

p′
= 1.

Demonstração. Ver [22]

Teorema 1.8. Todo espaço de Hilbert possui base ortonormal.

Demonstração. Ver [12]

Teorema 1.9. Se H é um espaço de Hilbert separável, então todo conjunto orto-

normal completo em H é enumerável.

Demonstração. Ver [12]

Seja D um subconjunto do Rn+1, cujos elementos são denotados por (t, x),

onde t ∈ R, x ∈ Rn e considere f : D −→ Rn não necessariamente cont́ınua. Se

existir uma função absolutamente cont́ınua x(t), definida em algum intervalo I da

reta, tal que (t, x(t)) ∈ D, para todo t ∈ I e

x′ = f(t, x) (1.1)

8



1.3. RESULTADOS DE EXISTÊNCIA

para quase todo t ∈ I, então, dizemos que x(t) é uma solução de (1.1) sobre I. Se

(t0, x0) ∈ D, associado a (1.1) tem-se o problema de valor inicial:{
x′ = f(t, x)

x(t0) = x0,
(1.2)

Dizemos que uma solução x(t) de (1.2) é uma solução de (1.1) tal que x(t0) = x0.

Definição 1.1 (Condições de Carathéodory). SejamD um subconjunto de Rn+1 e f :

D → Rn+1. Então f satisfaz as condições de Carathéodory se:

1. f(t, x) é mensurável em t para cada x fixo;

2. f(t, x) é cont́ınua em x para cada t fixo;

3. Para cada compacto U em D, existe uma função real integrável mU(t) tal que:

|f(t, x)| ≤ mU(t), ∀(t, x) ∈ U.

Teorema 1.10 (Carathéodory). Seja f : R → Rn satisfazendo as condições de

Carathéodory sobre R. Então existe uma solução x(t) de (1.2) sobre algum intervalo

|t− t0| ≤ β, β > 0, onde R é o retângulo definido por:

R = {(t, x) ∈ Rn+1; |t− t0| ≤ a, |x− x0| ≤ b}, com a > 0, b > 0.

Demonstração. Ver [19]

Corolário 1.1. SejamD um aberto do Rn+1 e f uma função satisfazendo as Condições

de Carathéodory sobre D. Então o problema (1.2) tem solução para qualquer

(t0, x0) ∈ D.

Demonstração. Ver [19]

Teorema 1.11. Seja D um aberto limitado e conexo do Rn+1 e suponha que f

satisfaça as duas primeiras condições de Carathéodory sobre D e que exista uma

função integrável m(t) tal que |f(t, x)| ≤ m(t), para todo (t, x) ∈ D. Seja ϕ uma

solução de (1.1) sobre o intervalo aberto (a,b). Então:

1. Existem os limites laterais ϕ(a+ 0), ϕ(b− 0);

9



1.4. ESPAÇO DAS DISTRIBUIÇÕES ESCALARES

2. Se (b, ϕ(b−0)) ∈ D, então ϕ pode ser prolongada até (a,b+δ] para algum δ > 0.

Resultado análogo é válido para a extremidade a.

3. Se ∂D denota a fronteira de D, então ϕ(t) pode ser prolongada até um intervalo

(γ, ω) tal que (γ, ϕ(γ + 0)), (ω, ϕ(ω − 0)) ∈ ∂D;

4. Se f estende-se até D preservando suas propriedades, então ϕ(t) pode ser pro-

longada até um intervalo [γ, ω] tal que (γ, ϕ(γ + 0)), (ω, ϕ(ω − 0)) ∈ ∂D.

Demonstração. Ver [19]

Corolário 1.2. Seja D = [0, T ] × Ω, T > 0,Ω = {x ∈ Rn; |x| ≤ b}, b > 0, e f nas

condições do teorema anterior. Seja ϕ(t) uma solução de{
x′ = f(t, x)

x(0) = x0, |x0| ≤ b

Suponha que em um intervalo qualquer I, onde ϕ(t) está definida, tenhamos |ϕ(t)| ≤
C, ∀ t ∈ I,M independente de I e C < b. Então ϕ tem um prolongamento até [0,T].

Demonstração. Ver [19]

Teorema 1.12 (Prinćıpio da Extensão). Sejam X e Y espaços de Banach , M um

subespaço denso de X e T : M → Y linear tal que:

‖T (x)‖Y ≤ C ‖x‖X , ∀x ∈M,C > 0 constante .

Então existe um único T : X → Y linear e cont́ınuo tal que

T |M = T e
∥∥T (x)

∥∥
Y
≤ C ‖x‖X , ∀x ∈ X.

Demonstração. Ver [3]

1.4 Espaço das Distribuições Escalares

Sejam Ω ⊂ Rn um aberto e u : Ω→ R uma função real cont́ınua. O suporte

de u é, por definição, o fecho em Ω, do conjunto {x ∈ Ω;u(x) 6= 0}. Este conjunto

será representado por supp(u). Segue diretamente da definição que o suporte é o

menor fechado fora do qual u se anula, e valem as seguintes relações:
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1.4. ESPAÇO DAS DISTRIBUIÇÕES ESCALARES

• supp(u+v) ⊂ supp u + supp v;

• supp(uv) ⊂ supp u ∩ supp v;

• supp(λv) = supp v. λ 6= 0.

Se u ∈ Lp(Ω), definimos o suporte de u, o qual ainda denotamos por supp

u, como o conjunto obtido pela interseção de todos os subconjuntos fechados em Ω

fora dos quais u se anula quase sempre. Notemos que se u ∈ C(Ω) ∩ Lp(Ω) então

as noções de suporte definidas para funções cont́ınuas em Ω e para funções de Lp(Ω)

coicidem.

Aqui, usaremos inicialmente o espaço das funções infinitamente diferenciáveis

cujo suporte é um conjunto compacto contido em Ω, com notação C∞0 (Ω).

Um multi-́ındice é uma n-upla α = (α1, . . . , αn), αi ∈ N, i = 1, ..., n. Escreve-

mos |α| = α1 + ...+ αn e representaremos Dα o operador derivação

Dα =
∂|α|

∂α1 ....∂αn
.

Observemos que, para α = (0, ...., 0) temos D0u = u. Notemos também, que

supp(Dαu) ⊂ supp(u), ∀α ∈ Nn, quando u for suficientemente diferenciável.

Aqui também é importante darmos a noção de convergência no espaço ve-

torial C∞0 (Ω). Tal convergência torna C∞0 (Ω) um espaço topológico. Dizemos que

uma sequência (ϕn)n∈N de funções em C∞0 (Ω) converge para ϕ ∈ C∞0 (Ω) se:

• Existe um compacto K ⊂ Ω tal que:

supp(ϕ) ⊂ K e supp(ϕn) ⊂ K ,∀n ∈ N;

• Dαϕn → Dαϕ, uniformemente em K, ∀α ∈ Nn.

O espaço C∞0 (Ω), munido da convergência acima, será denotado por D(Ω)

e denominado de espaço das funções testes. Notemos que, se ϕn → ϕ em D(Ω) então

Dαϕn → Dαϕ,∀α ∈ Nn, em D(Ω).

Uma distribuição sobre Ω é uma forma linear e cont́ınua T : D(Ω)→ R com

respeito à topologia de D(Ω). Assim, se uma sequência (ϕn)n convergir para ϕ em

D(Ω), então T (ϕn) → T (ϕ) em R, cujo valor de T aplicada a ϕ será denotado por

〈T, ϕ〉. Denotamos por D′(Ω) o espaço vetorial de todas as distribuições escalares
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1.4. ESPAÇO DAS DISTRIBUIÇÕES ESCALARES

sobre Ω.

Considere u ∈ L1
loc(Ω), isto é, u é integrável a Lebesgue sobre todo compacto

K ⊂ Ω. O funcional Tu : D(Ω)→ R dado por

〈Tu, ϕ〉 =

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx,

é linear e cont́ınuo. Logo uma distribuição sobre Ω. Para mais detalhes veja [11]. A

distribuição Tu é dita gerada pela função localmente integrável u.

Observe que se Tu = Tv, então u = v (Ver [11]), logo T é univocamente

determinada por u, portanto, neste sentido, podemos identificar u com a distribuição

Tu.

Exemplo 1.1. Dado x0 ∈ Ω, o funcional δx0 definida por

〈δx0 , ϕ〉 = ϕ(x0), ϕ ∈ D(Ω)

é uma distribuição sobre Ω, denominada distribuição delta de Dirac centrada em x0.

Prova-se (Ver [11]) que a distribuição δx0 não é definida por uma função localmente

integrável, isto é, não existe uma função u ∈ L1
loc tal que∫

Ω

u(x)ϕ(x)dx = ϕ(x), ∀ϕ ∈ D(Ω).

Logo, o espaço L1
loc(Ω) não é igual ao espaço D′(Ω), uma vez que existem distribuições

sobre Ω que não são geradas por uma função integrável.

1.4.1 Convergência e Derivação em D′(Ω)

Dizemos que a sequência de distribuições escalares (Tn) converge para T

em D′(Ω) se

〈Tn, ϕ〉 → 〈T, ϕ〉 , em R,∀ϕ ∈ D(Ω).

Com essa noção de convergência, D′(Ω) torna-se um espaço vetorial topológico,

e temos a seguinte cadeia de imersões cont́ınuas:

D(Ω) ↪→ Lp(Ω) ↪→ L1
loc(Ω) ↪→ D′(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞.

Além disso, necessitamos do conceito de derivada distribucional, uma vez que

isso se faz necessário para o estudo dos espaços de Sobolev, que veremos a seguir.
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1.5. DISTRIBUIÇÕES VETORIAIS

O que motivou a definição de derivada fraca e consequentemente a derivada

distribucional foi a fórmula de integração por partes do cálculo. De fato, em dimensão

1, temos a fórmula de integração:∫ b

a

u′(x)ϕ(x)dx = u(b)ϕ(b)− u(a)ϕ(a)−
∫ b

a

u(x)ϕ′(x)dx,

e quando ϕ ∈ D(a, b) temos∫ b

a

u′(x)ϕ(x)dx = −
∫ b

a

u(x)ϕ′(x)dx.

Motivado pela igualdade acima, Sobolev definiu a derivada fraca de uma função

u ∈ L1
loc(a, b) como sendo a distribuição v ∈ L1

loc(a, b), caso exista, tal que:∫ b

a

u′(x)ϕ(x)dx = −
∫ b

a

u(x)ϕ′(x)dx,∀ϕ ∈ C∞0 (a, b).

Esse conceito foi generalizado (por Schwarz) para distribuições quaisquer, em

D′(Ω), da seguinte maneira: Dados T ∈ D′(Ω) e α ∈ Nn, definimos a derivada

distribucional de ordem α de T como a forma linear DαT : D(Ω)→ R, dada por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , ϕ ∈ D(Ω).

Verifica-se que DαT é uma distribuição (Ver [11]).

1.5 Distribuições Vetoriais

Dado um número real positivo T e um espaço de Banach X, representamos

por Lp(0, T ;X), 1 ≤ p <∞, o espaço das funções u : (0, T )→ X que são mensuráveis

e tais que ‖u(t)‖X ∈ Lp(0, T ). Em Lp(0, T ;X), o funcional

‖.‖Lp(0,T ;X) : Lp(0, T ;X)→ R

dado por

‖u‖Lp(0,T ;X) = (

∫ T

0

‖u(t)‖pX dt)
1
p ,

é uma norma, m relação a qual Lp(0, T ;X) é um espaço de Banach.

No caso p =∞, a norma em L∞(0, T ;X) é dada por

‖u‖L∞(0,T ;X) = supess ‖u(t)‖X ,

13



1.6. ESPAÇOS DE SOBOLEV

e L∞(0, T ;X) com esta norma é um espaço de Banach.

A cada u ∈ Lp(0, T ;X), 1 ≤ p ≤ ∞, associamos a função vetorial Tu :

D(0, T )→ X, definida por

〈Tu, ϕ〉 =

∫ T

0

u(s)ϕ(s)ds, ∀ ϕ ∈ D(0, T ),

onde a integral é entendida como sua integral de Bochner em X. Prova-se que Tu

é linear e cont́ınua(Ver [14]). Diz-se então que Tu é uma distribuição vetorial sobre

(0, T ) à valores em X, definida por uma função u ∈ Lp(0, T ;X), e escreve-se

Tu ∈ L(D(0, T ), X).

O espaço L(D(0,T),X) denomina-se espaço vetorial das distribuições vetoriais

sobre (0, T ) a valores em X e contém, em particular, as distribuições vetoriais de-

finidas pelas funções de Lp(0, T,X). O espaço L(D(0,T),X) será denotado por

D′(0, T ;X).

1.6 Espaços de Sobolev

1.6.1 Os espaços Wm,p(Ω), 1 ≤ p <∞.

Seja Ω um aberto do Rn, p um número real tal que 1 ≤ p < ∞ e m um

número natural. Denota-se por Wm,p(Ω), o espaço vetorial:

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω),∀ |α| ≤ m},

com norma definida por

‖u‖m,p = (
∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω))
1
p .

Com essa norma Wm,p(Ω) é um espaço de Banach.

Os espaços de Banach Wm,p(Ω) são ditos espaços de Sobolev de ordem m sobre

Ω. Quando p = 2, os espaços Wm,2(Ω) são normalmente denotados por Hm
0 (Ω), isto

é,:

Wm,2(Ω) = Hm(Ω).
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1.6. ESPAÇOS DE SOBOLEV

Verifica-se que Hm(Ω) torna-se um espaço de Hilbert com o produto interno

definido por

(u, v) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω),

e norma definida por:

‖u‖m,2 = ‖u‖ =

(
n∑
i=1

∫
Ω

(
∂u

∂xi
)2dx+

∫
Ω

u2dx

) 1
2

,

onde (.)L2(Ω) é o produto interno em L2(Ω).

É posśıvel definir espaços análogos aos espaços de Sobolev W k,p(Ω), onde k é

um número real arbitrário. Para p = 2, os espaços de Sobolev de ordem fracionária

Hs(Rn), s ≥ 0, podem ser definidos usando a transformada de Fourier (usando o fato

de que a transformada de Fourier é uma transformação unitária) do seguinte modo:

Hs(Rn) = {f : Rn → R| ‖f‖sHs =

∫
Rn

(1 + |ξ|2)s|f̂(ξ)|2dξ <∞}

No caso em que Ω é um aberto, limitado e bem-regular, temos a seguinte definição:

Hs(Ω) = {f |Ω; f ∈ Hs(Rn)}

1.6.2 Os espaços Wm,∞(Ω)

Dado m ∈ N, representaremos por Wm,∞(Ω) o espaço vetorial

Wm,∞(Ω) = {u ∈ L∞(Ω);Dαu ∈ L∞(Ω),∀ |α| ≤ m},

munido da norma

‖u‖m∞ =
∑
|α|≤m

‖Dαu‖L∞(Ω) .

Com essa norma Wm,∞(Ω) torna-se um espaço de Banach.

1.6.3 Os espaços Wm,p
0 (Ω)

Note que o espaço das funções testes, C∞0 (Ω), é denso em Lp(Ω) = W 0,p(Ω)

(Ver [11]). Porém, não é verdade que C∞0 (Ω) seja denso em Wm,p(Ω). Denotamos

por Wm,p
0 (Ω) o fecho de C∞0 (Ω) em Wm,p(Ω), isto é,

Wm,p(Ω) = C∞0 (Ω)
Wm,p(Ω)

.
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1.7. TEOREMAS DE IMERSÃO

Como consequência da desigualdade de Poincaré, a expressão

‖u‖0 =
∑

0<|α|≤m

(‖Dαu‖pLp(Ω))
1
p ,

define uma norma natural para esse espaço.

No caso particular m = 1,

‖u‖0 = (
n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥p
Lp(Ω)

)
1
p , u ∈ W 1,p

0 (Ω).

e

‖u‖1,p = (
n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥p
Lp(Ω)

+ ‖u‖pLp)
1
p , u ∈ W 1,p

0 (Ω).

Prova-se que

‖u‖0 ≤ ‖u‖1,p ≤ ‖u‖0 , ∀ u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Existem outras caracterizações para tal espaço, veja por exemplo [11].

Uma atenção especial deve ser dada ao espaço dual de W 1,p
0 (Ω), 1 ≤ p <∞, denotado

por W−1,q(Ω), 1
p

+ 1
q

= 1, que é constitúıdo pelos funcionais lineares cont́ınuos

T : Wm,p
0 (Ω)→ R

Mostra-se que, se T ∈ D′(Ω), então T ∈ W−1,q(Ω) se, e somente se, existem funções

gα ∈ Lq(Ω), |α| ≤ m, tais que

T =
∑
|α|≤m

Dαgα.

Veja a demonstração em [11], por exemplo.

1.7 Teoremas de Imersão

A seguir enunciamos alguns resultados de imersão, cujas demonstrações podemos

encontrar em [2] ou [12]. Para maior clareza, separamos os casos em Ω = Rn e Ω é

aberto. limitado com fronteira bastante regular.

• 1o Caso: Ω = Rn

Teorema 1.13. Se 1 ≤ p < n então

Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω)

para q =
np

n−mp
> 0

16



1.7. TEOREMAS DE IMERSÃO

Teorema 1.14. Se n > mp e p ≤ q ≤ np

n−mp
então

Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω)

Teorema 1.15. Se n > kp e qk =
np

n− kp
então

Wm,p(Ω) ↪→ Wm−k,p(Ω)

Teorema 1.16. Se 1 ≤ p <∞ e
1

p
− m

n
= 0 com n ≥ 2 então

Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω),∀q ≥ 1

Teorema 1.17. Sejam α = m− n
p
> 0 e k ∈ {1, ....} tais que k < α ≤ k + 1. então

Wm,p(Ω) ↪→ Ck(Ω)

.

• 2o Caso: Ω  Rn é aberto, limitado e bem-regular.

Teorema 1.18. Suponha que n > mp. Então

Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω),

para q ≤ np

n−mp
. Tem-se ainda,

Wm,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω),

para q =
np

n−mp
.

Teorema 1.19. Se k ≤ m e n > (m− k)p, então

Wm,p(Ω) ↪→ W k,p(Ω),

desde que q ≤ np

n− (m− k)p
. Além disso,

Wm,p(Ω)
c
↪→ W k,p(Ω),

desde que q =
np

n− (m− k)p
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1.7. TEOREMAS DE IMERSÃO

Teorema 1.20. Se mp = n. Então

Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀ q ∈ [1,∞).

Teorema 1.21. Se mp > n. Então

Wm,p(Ω)
c
↪→ C0,µ(Ω),

para,

µ = m− n

p
, se m− n

p
< 1,

µ < 1, se m− n

p
= 1,

µ = 1, se m− n

p
> 1.

Teorema 1.22 (Rellich-Kondrachov). Seja Ω um subconjunto aberto, limitado e

bem-regular do Rn, n≥ 2. Então as seguintes imersões são compactas:

(i) W 1,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω); 1 ≤ q < np

n−p , se p < n,

(ii) W 1,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω); 1 ≤ q < +∞, se p = n,

(iii) W 1,p(Ω)
c
↪→ C0(Ω), se p > n.

Observação 1.1. As imersões no teoremas acima, caso Ω  Rn, permanecem ver-

dadeiras quando se considera Ω limitado e se substitui Wm,p(Ω) por Wm,p
0 (Ω).

As demonstrações desses teoremas podem ser vistas em [11].

Seja I um intervalo real, isto é, I = (0, T ) ou I = [0, T ], com T > 0. Consideremos

X um espaço de Banach e denotemos por C(0, T ;X) o espaço das funções cont́ınuas

definidas em I = (0, T ) à valores em X, isto é,

u ∈ C(0, T ;X)⇔ u : (0, T )→ X, é cont́ınua,

onde a continuidade é definida no seguinte sentido: ”Se t → t0 em (0, T ) então

u(t)→ u(t0) na norma de X.”

Lema 1.3. Sejam X e Y espaços de Banach, tais que X está imerso cont́ınua e

densamente em Y . Suponha que u ∈ Lp(0, T ;X) e u′ ∈ Lp(0, T ;Y ), 1 ≤ p ≤ ∞.
Então u ∈ C(0, T ;Y ).
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1.7. TEOREMAS DE IMERSÃO

Demonstração. Ver [15].

Teorema 1.23. O espaço das funções
∑
ϕi(t)vi(x), soma finita, com ϕi ∈ D(0, T ),

nula numa vizinhança de T , vi ∈ W 1,p
0 (Ω), é denso no espaço

V = {v ∈ L2(0, T ;W 1,p
0 (Ω)); v′ ∈ L2(0, T ;L2(Ω))}

Demonstração. Ver [14]

Teorema 1.24 (Hellinger-Toeplitz). Se um operador linear T é definido sobre todo

um espaço de Hilbert H e satisfaz 〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉 para todo x, y ∈ H, então T é

limitado.

Demonstração. Ver [12]
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Caṕıtulo 2

Resultados Auxiliares

A fim de encontrar um espaço de dimensão finita Vm para trabalharmos o pro-

blema aproximado, será demonstrado o lema abaixo. Ele será utilizado no próximo

caṕıtulo para explicitar tal espaço.

Lema 2.1. Se s > n
(

1
2
− 1

p

)
+ 1, então Hs

0(Ω) ↪→ W 1,p
0 (Ω).

Demonstração. Sendo W 1,p
0 (Ω) um espaço de Banach separável e reflexivo, tem-se,

via lema de Browder-B. An Ton, a existência de um espaço de Hilbert separável com

imersão cont́ınua e densa em W 1,p
0 (Ω). Construiremos um tal espaço.

Mediante as imersões de Sobolev, tem-se:

Wm,p
0 (Ω) ↪→ Wm−k,qk

0 (Ω), onde
1

qk
=

1

p
− k

n
, k > 0.

Considere, m− k = 1, qk = p em Wm−k,qk
0 (Ω) e p = 2 em Wm,p

0 (Ω). Dáı, temos

Hm
0 (Ω) ↪→ W 1,p

0 (Ω) com
1

p
=

1

2
− m− 1

n
.

De
1

p
=

1

2
− m− 1

n
, temos

m− 1

n
=

1

2
− 1

p
⇔ m− 1 =

(
1

2
− 1

p

)
⇔ m = n

(
1

2
− 1

p

)
+ 1.

Logo

Hm
0 (Ω) ↪→ W 1,p

0 (Ω) para m = n

(
1

2
− 1

p

)
+ 1.
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Tomando-se s > n
(

1
2
− 1

p

)
+ 1, temos:

Hs
0(Ω) ↪→ W 1,p

0 (Ω).

Sendo Hs(Ω) um espaço de Hilbet separável e Hs
0(Ω) ⊂ Hs(Ω), segue-se que

Hs
0(Ω) é um espaço de Hilbert separável com imersão cont́ınua e densa em W 1,p

0 (Ω).

Lema 2.2. Sejam n ∈ N, p ∈ R, e 2 < p < n. Se −1 < ρ ≤ 4(1−n+p)
2(n−p−1)+np

. Então:

(i) ρ <
4

np− 2
.

(ii)
4n+ 2

np− 2
≤ np

n− p
.

Demonstração:

(i) 2 < p < n⇒ np(n− p) > 0. Dáı,

np(n− p) > 0⇔ np2 − n2p < 0⇔

np− n2p+ np2 − 2 + 2.n− 2p < np− 2 + 2.n− 2p⇔

np(1− n+ p)− 2(1− n+ p) < 2(n− p− 1) + np⇔

(np− 2)(1− n+ p) < 2(n− p− 1) + np⇔
1− n+ p

2(n− p− 1) + np
<

1

np− 2
⇔

4(1− n+ p)

2(n− p− 1) + np
<

4

np− 2
.

(ii)

2 < p⇒ 21p2 > 42p⇒ 36p− 12p2 < 9p2 − 6p⇒

4np(n− p) < np(np− 2).

Sendo p < n, segue o resultado.

Lema 2.3. Sejam p e ρ como no lema anterior e consideremos

θ =
2np(ρ+ 2)

(np− 2)(ρ+ 2) + 2np(ρ+ 1)
, γ =

2np(ρ+ 2)

(np− 2)(ρ+ 2)− 2np(ρ+ 1)
.

Então:
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(i) 1 < θ <
ρ+ 2

ρ+ 1

(ii) 1 < γ ≤ np

n− p

(iii)
1

θ
+

1

γ
= 1

Demonstração. Imediata.

Lema 2.4. Sejam n, p, ρ como nos lems anteriores e defina

α =
ρ+ 2

(ρ+ 1)θ
, β =

ρ+ 2

(ρ+ 2)− (ρ+ 1)θ
.

Então:

(i) α > 1, β > 1,

(ii) θβ =
2np

np− 2
,

(iii)
1

α
+

1

β
= 1.

Demonstração. Imediata

Devido à sua importância no desenvolvimento deste trabalho, daremos uma de-

monstração clara do lema a seguir. Analisaremos os casos onde p < n, p = n e p > n.

Lema 2.5. Sejam u, v ∈ W 1,p
0 (Ω).Então:

(i) uv ∈ Lρ+2(Ω);

(ii) |v|ρ+2 |u|ρ u pertence a Lθ(Ω).

Demonstração:

(i)1 Caso p > n:

Por Rellich-Kondrachov, temos:

W 1,p
0 (Ω) ↪→ C0(Ω), p > n.

Dáı, como C0(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ≥ 1, segue que

C0(Ω) ↪→ L2(ρ+2)(Ω), se ρ > −1
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Assim,

W 1,p
0 (Ω) ↪→ L2(ρ+2)(Ω).

Agora,

∫
Ω

|uv|ρ+2 dx =

(∫
Ω

|u|2(ρ+2) dx

) 1
2
(∫

Ω

|u|2(ρ+2) dx

) 1
2

<∞

Em virtude de

(∫
Ω

|u|2(ρ+2) dx

) 1
2

<∞ e

(∫
Ω

|v|2(ρ+2) dx

) 1
2

<∞,

pois W 1,p
0 (Ω) ↪→ L2(ρ+2)(Ω).

(i)2 Caso p = n:

W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ∈ [1,+∞).

Em Particular, temos 2(ρ+ 2) > 1, se ρ > −1.

Logo

W 1,p
0 (Ω) ↪→ L2(ρ+2)(Ω).

Analogamente ao caso (a), uv ∈ Lρ+2(Ω).

(i)3 Caso p < n :

Temos, pelo Lema (2.2), que −1 ≤ ρ < 4
np−2

, 4np
np−2

≤ np
n−p .Assim,

2(ρ+ 2) <
4np

np− 2
≤ np

n− p
.

Logo, pelo teorema de Imersão de Sobolev, W 1,p
0 (Ω) ↪→ L2(ρ+2)(Ω) ↪→ L(ρ+2)(Ω).

Analogamente,

uv ∈ Lρ+2(Ω).

Do mesmo modo, nas três ocasiões, temos:

uw, vw ∈ Lρ+2(Ω).

(ii)1 Caso p > n

Por Rellich-Kondrachov, se p > n então:

W 1,p
0 (Ω) ↪→ C0(Ω).
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Como

C0(Ω) ↪→ Lγ(Ω).

Temos

W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lγ(Ω).

Que implica

(Lγ(Ω))′ ↪→ W 1,p′(Ω).

Portanto:

Lθ(Ω) ↪→ W−1,p′(Ω) ↪→ H−s(Ω)

Como u, v ∈ W 1,p
0 (Ω) e W 1,p

0 (Ω) ↪→ C0(Ω), tem-se:

u, v ∈ C0(Ω)

Sendo θ > 1, segue que

C0(Ω) ↪→ Lθ(Ω),

donde

|v|ρ+2 |u|ρ u ∈ Lθ(Ω).

(ii)2 Caso p = n

∫
Ω

| |v|ρ+2 |u|ρ u |θ dx =

∫
Ω

|v|(ρ+2)θ |u|(ρ+1)θ dx =

∫
Ω

|uv|(ρ+1)θ |v|θ dx

≤
(∫

Ω

|uv|(ρ+1)θα dx

) 1
α

.

(∫
Ω

|v|θβ dx
) 1

β

.

Sendo (ρ+ 1)θα = (ρ+ 2), segue, via (i), que:

(∫
Ω

|uv|(ρ+1)θα dx

) 1
α

=

(∫
Ω

|uv|(ρ+2) dx

) 1
α

<∞

Agora, sendo 1 < βθ = 2np
np−2

< np
n−p , segue, pelo teorema de imersão de Sobolev,

que W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lβθ(Ω).

Dessa forma, (∫
Ω

|v|θβ dx
) 1

β

= ‖v‖θLβθ(Ω) ≤ c ‖v‖θ0 <∞.
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Logo,∫
Ω

| |v|ρ+2 |u|ρ u |θ dx ≤
(∫

Ω

|uv|(ρ+1)θα dx

) 1
α

.

(∫
Ω

|v|θβ dx
) 1

β

<∞.

(ii)3 Caso p < n.

Segue das imersões de Sobolev, que:

W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lr(Ω), ∀1 < r ≤ np

n− p
:= q

Em particular,

W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω)

Nosso objetivo é colocar |v|ρ+2 |u|ρ u em Lθ(Ω). Logo temos que ter∫
Ω

∣∣|v|ρ+2 |u|ρ u
∣∣θ dx <∞.

Notemos que:∫
Ω

∣∣|v|ρ+2 |u|ρ u
∣∣θ dx =

∫
Ω

|v|(ρ+2)θ |u|(ρ+1)θ dx

=

∫
Ω

|v|(ρ+1)θ |v|ρ |u|(ρ+1)θ dx

=

∫
Ω

|uv|(ρ+1)θ |v|θ dx

Como ∫
Ω

|uv|(ρ+1)θ |v|θ dx ≤
(∫

Ω

|uv|(ρ+1)θα dx

) 1
α
(∫

Ω

|v|θβ dx
) 1

β

,

resta-nos mostrar que ∫
Ω

|v|θβ dx <∞.

Como 1 < θβ =
2np

np− 2
<

np

n− p
, segue que W 1,p

0 (Ω) ↪→ Lθβ(Ω) e Lq(Ω) ↪→

Lθβ(Ω). Dessa forma,(∫
Ω

|v|θβ dx
) 1

β

= ‖v‖θLθβ(Ω) ≤ C ‖v‖θ0 <∞.

Logo ∫
Ω

∣∣|v|ρ+2 |u|ρ u
∣∣θ dx <∞.

Analogamente faz-se o cálculo com as outras partes não-lineares.
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Caṕıtulo 3

Dedução e Demonstração do

Teorema Principal

Neste caṕıtulo deduziremos formalmente um teorema que nos assegura a

existência de soluções fracas para o sistema abaixo, que é o principal resultado desta

dissertação.

u′′ + Au−∆u′ + (|v|ρ+2 + |w|ρ+2) |u|ρ u = f1

v′′ + Av −∆v′ + (|u|ρ+2 + |w|ρ+2) |v|ρ v = f2 em Q = Ω× (0, T )

w′′ + Aw −∆w′ + (|v|ρ+2 + |u|ρ+2) |w|ρw = f3

u(0) = u0, u
′(0) = u1,

v(0) = v0, v
′(0) = v1, em Ω,

w(0) = w0, w
′(0) = w1

u = 0, v = 0, w = 0 sobre Σ = Γ× (0, T )

(3.1)

A demonstração do teorema principal será feita usando o método de Faedo-

Galerkin, que consiste em aproximar o problema inicial por sistemas aproximados

equivalentes, porém em dimensão finita. Além disso, serão usados argumentos de

compacidade e monotonicidade.

Observação 3.1. Depois de Feita a demonstração do teorema principal, resultará do

Lema 1.3 e de u ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), u′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), que u ∈ C0([0, T ];L2(Ω)),

e de u′′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), que u′ ∈ C0([0, T ];H−1(Ω)), logo faz sentido o cálculo

de u(0) e u′(0). Analogamente, faz sentido v(0) e v′(0), assim como w(0) e w′(0).
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3.1. ESPAÇOS DE FUNÇÕES

3.1 Espaços de Funções

Nesta seção mostraremos, a partir do problema dado, quais os espaços ade-

quados para trabalharmos. Para se usar o método de Faedo-Galerkin, encontraremos

um espaço de dimensão finita Vm, a fim de que, para um(t), vm(t) e wm(t) em Vm,

tenhamos o seguinte problema aproximado:

(u′′m(t), z) + 〈Aum(t), z〉+ 〈−∆u′m(t), z〉+
〈
(|vm(t)|ρ+2 + |wm(t)|ρ+2) |um(t)|ρ um(t), z

〉
= (f1(t), z) ∀z ∈ Vm

(v′′m(t), z) + 〈Avm(t), z〉+ 〈−∆v′m(t), z〉+
〈
(|um(t)|ρ+2 + |wm(t)|ρ+2) |vm(t)|ρ vm(t), z

〉
= (f2(t), z) ∀z ∈ Vm

(w′′m(t), z) + 〈Awm(t), z〉+ 〈−∆w′m(t), z〉+
〈
(|vm(t)|ρ+2 + |um(t)|ρ+2) |wm(t)|ρwm(t), z

〉
= (f3(t), z) ∀z ∈ Vm

(3.2)

Notemos que:

A : W 1,p
0 (Ω) → W−1,p′(Ω)

u 7→ Au

e

−∆ : H1
0 (Ω) → H−1(Ω)

u 7→ −∆u,

e, para dar sentido às dualidades 〈Aum, z〉 , 〈Avm, z〉 , 〈Awm, z〉, é suficiente to-

marmos z ∈ W 1,p
0 (Ω). Além disso, sendo p > 2, temos W 1,p

0 (Ω) ↪→ H1
0 (Ω), logo

as dualidades 〈−∆u′m(t), z〉 , 〈−∆v′m(t), z〉 , 〈−∆w′m(t), z〉 fazem sentido, para todo

z ∈ W 1,p
0 (Ω).

Por outro lado temos, via caṕıtulo 2, que Hs
0(Ω) ⊂ Hs(Ω), com Hs

0(Ω) imerso

densa e cont́ınuamente em W 1,p
0 (Ω), para n = 1, 2, ... e s > n

(
1
2
− 1

p

)
+1. Dáı, existe

uma base espectral {zj}j∈N de Hs
0(Ω) ortonormal completa em L2(Ω), ou seja:

• Todo subconjunto finito {zi} é L.I.;

• As combinações lineares finitas de combinações lineares finitas dos zj são densas

em Hs
0(Ω)
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3.1. ESPAÇOS DE FUNÇÕES

Assim, podemos tomar Vm como o espaço gerado pelos m primeiros vetores

da base {zj}z∈N, isto é,

Vm = Span{z1, ..., zm}, m ∈ N.

Note que, como um(t), vm(t), wm(t) foram tomados em Vm ⊂ Hs
0(Ω), conclúımos

então que u′′m(t), v′′m(t) e w′′m(t) estão em Vm. Faz sentido, pois, tomarmos (u′′m(t), z),

(v′′m(t), z) e (w′′m(t), z) como produtos interno em L2(Ω) já que, para p > 2, W 1,p
0 (Ω) ↪→

L2(Ω), espaço esse que pode ser identificado com seu dual.

Se tomarmos f1(t), f2(t) e f3(t) em L2(Ω), temos (f1(t), z),(f2(t), z),(f3(t), z)

como produtos internos em L2(Ω). Como consequência dessas deduções, ocorre a

seguinte cadeia de imersões cont́ınuas e densas:

Hs
0(Ω) ↪→ W 1,p

0 (Ω) ↪→ H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω) ↪→ W−1,p′(Ω) ↪→ H−s(Ω).

Como consequência do teorema da representação de Riesz para espaços L2(Ω),

temos a seguinte dualidade:

〈−∆u′m(t), z〉 =

∫
Ω

−∆u′m(t).z, ∀z ∈ Vm.

Pelo teorema da divergência de Gauss, segue que:

〈−∆u′m(t), z〉 =

∫
Ω

−∆u′m(t).z =

∫
Ω

∇u′m∇z = ((u′m, z)).

No caṕıtulo 2 demos sentido às dualidades:〈
|vm(t)|ρ+2 |um(t)|ρ um(t), z

〉
,
〈
|um(t)|ρ+2 |vm(t)|ρ vm(t), z

〉
,
〈
|wm(t)|ρ+2 |um(t)|ρ um(t), z

〉
,〈

|wm(t)|ρ+2 |vm(t)|ρ vm(t), z
〉
,
〈
|vm(t)|ρ+2 |wm(t)|ρwm(t), z

〉
e
〈
|um(t)|ρ+2 |wm(t)|ρwm(t), z

〉
.
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3.2. EXISTÊNCIA DE SOLUÇÕES PARA O PROBLEMA APROXIMADO

3.2 Existência de Soluções para o Problema Aproxi-

mado

Queremos encontrar funções um(t), vm(t) e wm(t) em Vm tais que:

(u′′m(t), z) + 〈Aum(t), z〉+ ((u′m(t), z))+

+
〈
(|vm(t)|ρ+2 + |wm(t)|ρ+2) |um(t)|ρ um(t), z

〉
= (f1(t), z) ∀z ∈ Vm

(v′′m(t), z) + 〈Avm(t), z〉+ ((v′m(t), z))+

+
〈
(|um(t)|ρ+2 + |wm(t)|ρ+2) |vm(t)|ρ vm(t), z

〉
= (f2(t), z) ∀z ∈ Vm

(w′′m(t), z) + 〈Awm(t), z〉+ ((w′m(t), z))+

+
〈
(|vm(t)|ρ+2 + |um(t)|ρ+2) |wm(t)|ρwm(t), z

〉
= (f3(t), z) ∀z ∈ Vm

um(0) = u0m → u0 em W 1,p
0 (Ω), u′m(0) = u1m → u1 em L2(Ω);

vm(0) = v0m → v0 em W 1,p
0 (Ω), v′m(0) = v1m → v1 em L2(Ω);

wm(0) = w0m → w0 em W 1,p
0 (Ω), w′m(0) = w1m → w1 em L2(Ω).

(3.3)

Temos que um(t), vm(t) e wm(t) pertencem a Vm, logo:

um(t) =
m∑
i=1

aim(t)zi, vm(t) =
m∑
i=1

bim(t)zi, wm(t) =
m∑
i=1

cim(t)zi

u0m(t) =
m∑
i=1

αi(t)zi, v0m(t) =
m∑
i=1

βi(t)zi, w0m(t) =
m∑
i=1

γi(t)zi

u1m(t) =
m∑
i=1

θi(t)zi, v1m(t) =
m∑
i=1

φi(t)zi, w1m(t) =
m∑
i=1

ϕi(t)zi

Fazendo z = zj em (3.3), com j = 1, ...,m, vemos que aim(t), bim(t) e cim(t)

são soluções do sistema:
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3.2. EXISTÊNCIA DE SOLUÇÕES PARA O PROBLEMA APROXIMADO



∑m
i=1 a

′′
im(t)(zi, zj) + 〈Aum(t), zj〉+

∑m
i=1 a

′
im(zi, zj)+

+
〈(
|
∑m

i=1 bim(t)zi|ρ+2
+ |
∑m

i=1 cim(t)zi|ρ+2
)
|
∑m

i=1 aim(t)zi|ρ
∑m

i=m(t)aimzi, zj

〉
= (f1(t), zj),∑m

i=1 b
′′
im(t)(zi, zj) + 〈Avm(t), zj〉+

∑m
i=1 b

′
im(zi, zj)+

+
〈(
|
∑m

i=1 aim(t)zi|ρ+2
+ |
∑m

i=1 cim(t)zi|ρ+2
)
|
∑m

i=1 bim(t)zi|ρ
∑m

i=m b(t)zi, zj

〉
= (f2(t), zj),∑m

i=1 c
′′
im(t)(zi, zj) + 〈Awm(t), zj〉+

∑m
i=1 c

′
im(zi, zj)+

+
〈(
|
∑m

i=1 bim(t)zi|ρ+2
+ |
∑m

i=1 aim(t)zi|ρ+2
)
|
∑m

i=1 cim(t)zi|ρ
∑m

i=m c(t)zi, zj

〉
= (f3(t), zj),

aim(0) = αi e a′im(0) = θi; i = 1, ...,m

bim(0) = βi e b′im(0) = φi; i = 1, ...,m

cim(0) = γi e c′im(0) = ϕi, i = 1, ...,m

(3.4)

Obviamente, assegurando a existência de aim(t), bim(t) e cim(t), estaremos mos-

trando que (um(t), vm(t), wm(t)) será solução, em Vm, para o problema aproximado.

Transforma-lo-emos, agora, em sistemas vetoriais equivalentes.

Definindo:

• C = [(zi, zj)]m×m;B = [((zi, zj))]m×m;

• K = [a1m, ..., amm]∗;L = [b1m, ..., bmm]∗;

M = [c1m, ..., cmm]∗;

• F = [(f1(t), z1), ..., (f1(t), zm)]∗;G = [(f2(t), z1), ..., (f2(t), zm)]∗;

H = [(f3(t), z1), ..., (f3(t), zm)]∗.

onde * denota a matriz transposta, o sistema (3.4) assume a seguinte forma:
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3.2. EXISTÊNCIA DE SOLUÇÕES PARA O PROBLEMA APROXIMADO



CK ′′ +BK ′ = F − [〈Aum(t), zj〉]m×1

+
[〈(
|
∑m

i=1 bim(t)zi|ρ+2
+ |
∑m

i=1 cim(t)zi|ρ+2
)
|
∑m

i=1 aim(t)zi|ρ
∑m

i=m aim(t)zi, zj

〉]
m×1

CL′′ +BL′ = G− [〈Avm, zj〉]m×1

+
[〈(
|
∑m

i=1 aim(t)zi|ρ+2
+ |
∑m

i=1 cim(t)zi|ρ+2
)
|
∑m

i=1 bim(t)zi|ρ
∑m

i=m bim(t)zi, zj

〉]
m×1

CM ′′ +BM ′ = H − [〈Awm(t), zj〉]m×1

+
[〈(
|
∑m

i=1 bim(t)zi|ρ+2
+ |
∑m

i=1 aim(t)zi|ρ+2
)
|
∑m

i=1 cim(t)zi|ρ
∑m

i=m cim(t)zi, zj

〉]
m×1

K(0) = K0, K ′(0) = K1,

L(0) = L0, L′(0) = L1,

M(0) = M0, M ′(0) = M1.

(3.5)

Como {wj} é uma base ortonormal em L2(Ω), o sistema



K ′′ +BK ′ = F − [〈Aum(t), zj〉]m×1

+
[〈(
|
∑m

i=1 bim(t)zi|ρ+2
+ |
∑m

i=1 cim(t)zi|ρ+2
)
|
∑m

i=1 aim(t)zi|ρ
∑m

i=m aim(t)zi, zj

〉]
m×1

L′′ +BL′ = G− [〈Avm, zj〉]m×1

+
[〈(
|
∑m

i=1 aim(t)zi|ρ+2
+ |
∑m

i=1 cim(t)zi|ρ+2
)
|
∑m

i=1 bim(t)zi|ρ
∑m

i=m bim(t)zi, zj

〉]
m×1

M ′′ +BM ′ = H − [〈Awm(t), zj〉]m×1

+
[〈(
|
∑m

i=1 bim(t)zi|ρ+2
+ |
∑m

i=1 aim(t)zi|ρ+2
)
|
∑m

i=1 cim(t)zi|ρ
∑m

i=m cim(t)zi, zj

〉]
m×1

K(0) = K0, K ′(0) = K1,

L(0) = L0, L′(0) = L1,

M(0) = M0, M ′(0) = M1.

(3.6)

é equivalete a (3.5).

Agora, tomando

X =

[
K

K ′

]
2m×1

, Y =

[
L

L′

]
2m×1

, Z =

[
M

M ′

]
2m×1

, D =

[
0 I

0 −B

]
2m×m+1

.

P =

[
0

P

]
2m×1

, Q =

[
0

Q

]
2m×1

, R =

[
0

R

]
2m×1

.
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onde

P =

 [F − 〈Aum(t), zj〉
+
〈(
|
∑m

i=1 bim(t)zi|ρ+2
+ |
∑m

i=1 cim(t)zi|ρ+2
)
|
∑m

i=1 aim(t)zi|ρ
∑m

i=m aim(t)zi, zj

〉
]


m×1

Q =

 [G− 〈Avm, zj〉+
+
〈(
|
∑m

i=1 aim(t)zi|ρ+2
+ |
∑m

i=1 cim(t)zi|ρ+2
)
|
∑m

i=1 bim(t)zi|ρ
∑m

i=m bim(t)zi, zj

〉
]


m×1

R =

 [H − 〈Awm(t), zj〉+
+
〈(
|
∑m

i=1 bim(t)zi|ρ+2
+ |
∑m

i=1 aim(t)zi|ρ+2
)
|
∑m

i=1 cim(t)zi|ρ
∑m

i=m cim(t)zi, zj

〉
]


m×1

e 0 é a matriz nula m× 1,o sistema (3.6) assume a seguinte forma equivalente

X ′ = Φ(t,X) = DX + P

Y ′ = Ψ(t, Y ) = DY +Q

Z ′ = Θ(t, Z) = DZ +R

X(0) = X0,

Y (0) = Y0,

Z(0) = Z0,

(3.7)

onde

X0 =

(
K0

K1

)
, Y0 =

(
L0

L1

)
e Z0 =

(
M0

M1

)
.

Vamos verificar agora que Φ(t,X) satisfaz as condições de Carathéodory.

1. Fixado X, observemos que os termos aij(t), com j = 1, 2...,m, tornam-se

constantes

• As matrizes D e X são constantes, acarretando DX constante e, portanto,

mensurável;

• F = {(f1(t), zi)}, i = 1, ...,m, é mensurável, já que f1(t) ∈ L2(Ω);
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• FixadoX, as funções
〈(
|
∑m

i=1 bim(t)zi|ρ+2
+ |
∑m

i=1 cim(t)zi|ρ+2
)
|
∑m

i=1 aim(t)zi|ρ
∑m

i=m aim(t)zi, zj

〉
e 〈Aum(t), zi〉 tornam-se mensuráveis, tornando,assim, P mensurável.

Portanto, fixando X, Ψ(t,X) = DX + P é mensurável.

2. Fixado t, vamos analisar a continuidade de Ψ(t,X).

(a) Analisemos DX.

Notemos que

DX =

[
K ′

−BK ′

]

Consideremos as aplicações :

• Projeção, Π : R2m → Rm, dada por Π(X) = K ′;

• Γ : R2m → Rm, dada por Γ(X) = −BK ′.

Assim, Γ(X) = −BΠ(X).

Como a aplicação projeção é cont́ınua, temos que:

‖Π(X)‖m ≤ C ‖X‖2m

Logo,

‖Γ(X)‖m = ‖−BΠ(X)‖m ≤ C ‖−B‖ ‖X‖2m

Desta forma, Γ é cont́ınua e, consequentemente, DX também o é.

(b) Analisemos P . Observemos que :

A : W 1,p
0 (Ω) −→ W−1,p′(Ω)

um(t) 7−→ Aum(t) : W 1,p
0 (Ω) −→ R

zi 7−→ 〈Aum(t), zi〉 .
Consideremos as aplicações:
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• T : Rm −→ Vm, dada por T (y) =
m∑
j=1

yjzj = u, onde y =

(y1, ..., ym).. Então T é cont́ınua.

• ϕ : Rm −→ R definida por ϕ(y) = 〈Aum(t), u〉 é cont́ınua, uma vez

que é composta de funções cont́ınuas. De fato, ϕ = T ◦ (Aum(t)).

Por outro lado,
∑m

i=1 aim(t)zi,
∑m

i=1 bim(t)zi e
∑m

i=1 cim(t)zi são fun-

ções lineares em dimensão finita, então |
∑m

i=1 aim(t)zi|ρ, |
∑m

i=1 bim(t)zi|ρ+2

e |
∑m

i=1 cim(t)zi|ρ+2
são funções cont́ınuas.

Consequentemente,

〈∣∣∣∣∣
m∑
i=1

bim(t)zi

∣∣∣∣∣
ρ+2

+

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

cim(t)zi

∣∣∣∣∣
ρ+2
∣∣∣∣∣

m∑
i=1

aim(t)zi

∣∣∣∣∣
ρ m∑
i=1

aim(t)zi, zj

〉
é cont́ınua, o que acarreta a continuidade de P .

Assim, fixado t, Φ(t,X) é cont́ınua, uma vez que é soma de funções

cont́ınuas.

De forma análoga, mostramos que Ψ(t, Y ) e Θ(t, Z) são funções cont́ınuas.

(c) Dado um compacto K de R2m, como DX e〈(
|
∑m

i=1 bim(t)zi|ρ+2
+ |
∑m

i=1 cim(t)zi|ρ+2
)
|
∑m

i=1 aim(t)zi|ρ
∑m

i=1 aim(t)zi, zj

〉
são cont́ınuas, existem constantes L1 e M tais que

‖DX‖2m ≤ L1

e∣∣∣〈(|∑m
i=1 bim(t)zi|ρ+2

+ |
∑m

i=1 cim(t)zi|ρ+2
)
|
∑m

i=1 aim(t)zi|ρ
∑m

i=1 aim(t)zi, zj

〉∣∣∣
≤M.

Por outro lado,

| F − 〈Aum(t), zj〉+
+
〈(
|
∑m

i=1 bim(t)zi|ρ+2
+ |
∑m

i=1 cim(t)zi|ρ+2
)
|
∑m

i=1 aim(t)zi|ρ
∑m

i=m aim(t)zi, zj

〉
|

≤ ‖F‖Rm + |〈Aum(t), zj〉|
+
∣∣∣〈(|

∑m
i=1 bim(t)zi|ρ+2

+ |
∑m

i=1 cim(t)zi|ρ+2
) |
∑m

i=1 aim(t)zi|ρ
∑m

i=1 aim(t)zi, zj

〉∣∣∣
≤ |(f1(t), zi)|+N +M

≤ |f1(t)| ‖zi‖0 +N +M

34
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≤ |f1(t)|2
2

+
‖zi‖20

2
+N +M

≤ |f1(t)|2 + C1.

Portanto,

|Φ(t,X)| = |DX + P | ≤ |DX|+ |P | ≤ L1 + |f1(t)|2 = φ1(t).

De maneira semelhante, encontramos que:

|Ψ(t, Y )| = |DY +Q| ≤ |DY |+ |Q| ≤ L2 + |f2(t)|2 = φ2(t).

e

|Θ(t, Z)| = |DZ +R| ≤ |DZ|+ |R| ≤ L3 + |f3(t)|2 = φ3(t).

Como f1(t), f2(t) e f3(t) ∈ L2(Ω), então |f1(t)|2 , |f2(t)|2 e |f3(t)|2 ∈ L1(Ω) logo

são integráveis. Consequentemente, φ1(t), φ2(t) e φ3(t) também o são.

Agora, consideremos S =


X

Y

Z

 , então S(0) =


X0

Y0

Z0

 e S ′ =


X ′

Y ′

Z ′

 Dáı, temos

o seguinte problema de valor inicial:


S ′ = Ξ(t, S) =


Φ(t,X)

Ψ(t, Y )

Θ(t, Z)


S(0) = S0.

(3.8)

• Para S fixo, Ξ(t, S) é mensurável, pois Φ(t,X),Ψ(t, Y ) e Θ(t, Z) são men-

suráveis;

• Para t fixo, temos que Ξ(t, S) é cont́ınua, pois Φ(t,X),Ψ(t, Y ) e Θ(t, Z) são

cont́ınuas;

• Dado um compacto K ′ temos que:

|Ξ(t, S)| ≤ φ1(t) + φ2(t) + φ3(t) = φ4(t)
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é integrável, uma vez que φ1(t), φ2(t) e φ3(t) são integráveis.

O sistema (3.3) satisfaz, pois, as condições de Carathéodory. Logo existe uma solução

{um(t), vm(t), wm(t)} em [0, tm), tm < T satisfazendo (3.3).

3.3 Estimativas a Priori I

Serão estendidas ao intervalo [0,T] as soluções encontradas na seção ante-

rior. Para isso, faremos algumas estimativas a priori . Consideremos, primeiramente,

z = u′m(t) em (3.3)1, então segue-se que: (u′′m(t), u′m(t)) + 〈Aum(t), u′m(t)〉+ ((u′m(t), u′m(t)))+

+
〈
(|vm(t)|ρ+2 + |wm(t)|ρ+2) |um(t)|ρ um(t), u′m(t)

〉
= (f1(t), u′m(t)) ∀z ∈ Vm

(3.9)

Note que

• (u′′m(t), u′m(t)) = 1
2
d
dt
|u′m(t)|2 ;

• 〈Aum(t), u′m(t)〉 = 1
p
d
dt
‖um(t)‖p0 ;

• ((u′m(t), u′m(t))) = ‖u′m(t)‖2 ;

•
〈
|vm(t)|ρ+2 |um(t)|ρ um(t), u′m(t)

〉
=
∫

Ω
|vm(t)|ρ+2 |um(t)|ρ um(t).u′m(t)dx =

1
ρ+2

∫
Ω
|vm(t)|ρ+2 d

dt
|um(t)|ρ+2 dx.

•
〈
|wm(t)|ρ+2 |um(t)|ρ um(t), u′m(t)

〉
=
∫

Ω
|wm(t)|ρ+2 |um(t)|ρ um(t).u′m(t)dx =

1
ρ+2

∫
Ω
|wm(t)|ρ+2 d

dt
|um(t)|ρ+2 dx.

Substituindo essas identidades em (3.9), obtemos:

1

p

d

dt
‖um(t)‖p0 + ‖u′m(t)‖2

+
1

ρ+ 2

∫
Ω

(
|vm(t)|ρ+2 + |wm(t)|ρ+2) d

dt
|um(t)|ρ+2 dx

1

2

d

dt
|u′m(t)|2 = (f1(t), u′m(t)) ≤ |(f1(t), u′m(t))| ≤ |f1(t)| |u′m(t)|

1

≤ 1

2
(|f1(t)|2 + |u′m(t)|2).

(3.10)

Analogamente, fazendo z = v′m(t) e z = w′m(t) em (3.3)2 e (3.3)3, tem-se, respecti-

vamente:

1

p

d

dt
‖vm(t)‖p0 + ‖v′m(t)‖2

+
1

ρ+ 2

∫
Ω

(
|um(t)|ρ+2 + |wm(t)|ρ+2) d

dt
|vm(t)|ρ+2 dx

1

2

d

dt
|v′m(t)|2 = (f2(t), v′m(t)) ≤ |(f1(t), v′m(t))| ≤ |f2(t)| |v′m(t)| ≤ 1

2
(|f2(t)|2 + |v′m(t)|2).

(3.11)
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e

1

p

d

dt
‖wm(t)‖p0 + ‖w′m(t)‖2

+
1

ρ+ 2

∫
Ω

(
|vm(t)|ρ+2 + |um(t)|ρ+2) d

dt
|wm(t)|ρ+2 dx

1

2

d

dt
|w′m(t)|2 = (f3(t), w′m(t)) ≤ |(f3(t), w′m(t))| ≤ |f3(t)| |w′m(t)| ≤ 1

2
(|f3(t)|2 + |w′m(t)|2).

(3.12)

Somando (3.10),(3.11) e (3.12), obtemos:

1

2
(
d

dt
|u′m(t)|2 +

d

dt
|v′m(t)|2 +

d

dt
|w′m(t)|2) +

1

p
(
d

dt
‖um(t)‖p0 +

d

dt
‖vm(t)‖p0 +

d

dt
‖wm(t)‖p0)

+ ‖u′m(t)‖2
+ ‖v′m(t)‖2

+ ‖w′m(t)‖2
+

1

ρ+ 2
(

∫
Ω

[
(
|vm(t)|ρ+2 + |wm(t)|ρ+2) d

dt
|um(t)|ρ+2 dx

+
(
|um(t)|ρ+2 + |wm(t)|ρ+2) d

dt
|vm(t)|ρ+2 +

(
|vm(t)|ρ+2 + |um(t)|ρ+2) d

dt
|wm(t)|ρ+2]dx

≤ 1

2
(|f1(t)|2 + |f2(t)|2 + |f3(t)|2) +

1

2
(|u′m(t)|2 + |v′m(t)|2 + |w′m(t)|2).

(3.13)

Note que

• 1

ρ+ 2

∫
Ω

|vm(t)|ρ+2 d

dt
|um(t)|ρ+2 dx+

1

ρ+ 2

∫
Ω

|um(t)|ρ+2 d

dt
|vm(t)|ρ+2 dx

=
1

ρ+ 2

d

dt

∫
Ω

|vm(t)|ρ+2 |um(t)|ρ+2 dx =
1

ρ+ 2

d

dt
‖um(t)vm(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) .

• 1

ρ+ 2

∫
Ω

|wm(t)|ρ+2 d

dt
|um(t)|ρ+2 dx+

1

ρ+ 2

∫
Ω

|um(t)|ρ+2 d

dt
|wm(t)|ρ+2 dx

=
1

ρ+ 2

d

dt

∫
Ω

|um(t)|ρ+2 |wm(t)|ρ+2 dx =
1

ρ+ 2

d

dt
‖um(t)wm(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) .

• 1

ρ+ 2

∫
Ω

|wm(t)|ρ+2 d

dt
|vm(t)|ρ+2 dx+

1

ρ+ 2

∫
Ω

|vm(t)|ρ+2 d

dt
|wm(t)|ρ+2 dx

=
1

ρ+ 2

d

dt

∫
Ω

|vm(t)|ρ+2 |wm(t)|ρ+2 dx =
1

ρ+ 2

d

dt
‖vm(t)wm(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) .

Portanto, 3.13 torna-se:
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1

2

d

dt
|u′m(t)|2 +

1

p

d

dt
‖um(t)‖p0 + ‖u′m(t)‖2

+
1

ρ+ 2

d

dt
‖um(t)vm(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) +

1

2

d

dt
|v′m(t)|2 +

1

p

d

dt
‖vm(t)‖p0 + ‖v′m(t)‖2

+
1

ρ+ 2

d

dt
‖um(t)wm(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) +

1

2

d

dt
|w′m(t)|2 +

1

p

d

dt
‖wm(t)‖p0 + ‖w′m(t)‖2

+
1

ρ+ 2

d

dt
‖vm(t)wm(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) +

≤ 1

2
|f1(t)|2 +

1

2
|u′m(t)|+ 1

2
|f2(t)|2 +

1

2
|v′m(t)|+ 1

2
|f3(t)|2 +

1

2
|w′m(t)| .

(3.14)

Integrando (3.14) de 0 a t, t < T ,temos:

1

2
(|u′m(t)|2 + |v′m(t)|2 + |w′m(t)|2) +

1

p
(‖um(t)‖p0 + ‖vm(t)‖p0 + ‖wm(t)‖p0)

+

∫ t

0

(‖u′m(s)‖+ ‖v′m(s)‖+ ‖w′m(s)‖)ds+
1

ρ+ 2
[‖um(t)vm(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω)

+ ‖um(t)wm(t)‖ρ+2
Lρ+2(Ω) + ‖vm(t)wm(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω)] ≤
1

2

∫ T

0

(|f1(s)|2 + |f2(s)|2 + |f3(s)|2)ds

+
1

2

∫ t

0

(|u′m(s)|2 + |v′m(s)|2 + |w′m(s)|2)ds+
1

2
|u′m(0)|2 +

1

2
|v′m(0)|2 +

1

2
|w′m(0)|2

+
1

p

(
‖um(0)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) + ‖vm(0)‖ρ+2
Lρ+2(Ω) + ‖wm(0)‖ρ+2

Lρ+2(Ω)

)
+

1

ρ+ 2
[‖um(0)vm(0)‖

+ ‖um(0)wm(0)‖+ ‖vm(0)wm(0)‖]
(3.15)

Apartir de agora extrairemos os dados que fazem parte do principal teorema desta

dissertação. Tomando,

(I) f1, f2 e f3 ∈ L2(0, T ;L2(Ω));

(II) um(0)→ u0, vm(0)→ v0, wm(0)→ w0 em W 1,p
0 (Ω);

(III) u′m(0)→ u1, v
′
m(0)→ v1, w

′
m(0)→ w1 em L2(Ω).

Segue-se que:

•
∫ T

0

(|f1(t)|2 + |f2(t)|2 + |f3(t)|2)dt é limitada;

• ‖um(0)‖0 ≤ C, ‖vm(0)‖0 ≤ C e ‖wm(0)‖0 ≤ C, ∀m;
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• |u′m(0)| ≤ C, |v′m(0)| ≤ C e |w′m(0)| ≤ C, ∀m.

Além disso, pelo lema (2.5), {um(0)vm(0)}∞m=1, {vm(0)wm(0)}∞m=1 e {um(0)wm(0)}∞m=1

são limitados em Lρ+2(Ω). Temos também, da desigualdade (3.15) que:

1

2
|u′m(t)|2 +

1

2
|v′m(t)|2 +

1

2
|w′m(t)|2 ≤ C +

1

2

∫ t

0

(|u′m(s)|2 + |v′m(s)|2 + |w′m(s)|2)ds.

Segue-se, via desigualdade de Gronwall que u′m, v
′
m e w′m são limitadas. Conse-

quentemente, (3.15) assume a seguinte forma:



1

2
|u′m(t)|2 +

1

2
|v′m(t)|2 +

1

2
|w′m(t)|2 +

1

p
‖um(t)‖p0 +

1

p
‖vm(t)‖p0 +

1

p
‖wm(t)‖p0

+
1

ρ+ 2
‖um(t)vm(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) +
1

ρ+ 2
‖um(t)wm(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) +
1

ρ+ 2
‖vm(t)wm(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω)

+

∫ t

0

‖u′m(s)‖ ds+

∫ t

0

‖v′m(s)‖ ds+

∫ t

0

‖w′m(s)‖ ds ≤ C,

(3.16)

onde C é uma constante independente de t ≥ 0 e m.

Da desigualdade (3.16) e via resultados de prolongamento, segue-se que pode-

mos estender as soluções {um(t), vm(t), wm(t)} ao intervalo [0, T ].Dáı

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

2
|u′m(t)|2 +

1

2
|v′m(t)|2 +

1

2
|w′m(t)|2 +

1

p
‖um(t)‖p0 +

1

p
‖vm(t)‖p0 +

1

p
‖wm(t)‖p0

+
1

ρ+ 2

(
‖um(t)vm(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) + ‖um(t)wm(t)‖ρ+2
Lρ+2(Ω) + ‖vm(t)wm(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω)

)
+

∫ t

0

‖u′m(s)‖ ds+

∫ t

0

‖v′m(s)‖ ds+

∫ t

0

‖w′m(s)‖ ds ≤ C,

(3.17)

para todo m ∈ N e para todo t ∈ [0, T ].

De (3.17) conclúımos que:

‖um(t)‖0 + ‖vm(t)‖0 + ‖wm(t)‖0 ≤ C, (3.18)

|u′m(t)|+ |v′m(t)|+ |w′m(t)| ≤ C, (3.19)

‖um(t)vm(t)‖Lρ+2(Ω) + ‖um(t)wm(t)‖Lρ+2(Ω) + ‖vm(t)wm(t)‖Lρ+2(Ω) ≤ C, (3.20)∫ T

0

‖u′m(t)‖2
dt+

∫ T

0

‖v′m(t)‖2
dt+

∫ T

0

‖w′m(t)‖2
dt < C, (3.21)
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onde as desigualdades (3.18)-(3.21) ocorrem para todo m ∈ N e para todo t ∈ [0, T ].

Dessas últimas conclusões, deduz-se que:

‖um‖L∞(0,T ;W 1,p
0 (Ω)) + ‖vm‖L∞(0,T ;W 1,p

0 (Ω)) + ‖wm‖L∞(0,T ;W 1,p
0 (Ω)) ≤ C (3.22)

‖u′m‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖v′m‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖w′m‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ C (3.23)

‖umvm‖L∞(0,T ;Lρ+2(Ω)) + ‖umwm‖L∞(0,T ;Lρ+2(Ω)) + ‖vmwm‖L∞(0,T ;Lρ+2(Ω)) ≤ C (3.24)

Por outro lado, de (3.21) segue-se

‖u′m‖L2(0,T,H1
0 (Ω)) + ‖v′m‖L2(0,T,H1

0 (Ω)) + ‖w′m‖L2(0,T,H1
0 (Ω)) ≤ C, ∀m ∈ N (3.25)

De (3.22) a (3.25) temos:

(um)m, (vm)m, (wm)m, são limitadas em L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω)); (3.26)

(u′m)m, (v
′
m)m, (w

′
m)m, são limitadas em L∞(0, T ;L2(Ω)); (3.27)

(u′m)m, (v
′
m)m, (w

′
m)m, são limitadas em L2(0, T ;H1

0 (Ω)); (3.28)

(umvm)m, (umwm)m, (vmwm)m, são limitadas em L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω)). (3.29)

Além disso, A é limitado, portanto:

(Aum)m, (Avm)m, (Awm)m, são limitadas em L∞(0, T ;W−1,p′(Ω)). (3.30)

3.4 Estimativas a Priori II

Mostraremos que (u′′m)m, (v
′′
m)m e (w′′m)m são limitadas em L2(0, T ;H−s(Ω)). Seja

Pm : L2(Ω)→ Vm ⊂ Hs
0(Ω), o operador projeção sobre L2(Ω), dado por

Pm(h) =
m∑
j=1

(h, zj)zj.

Temos que

1. Pm ∈ L(L2(Ω)) e Pm = P ∗m, onde * denota a adjunta de Pm

2. Pm ∈ L(Hs
0(Ω))
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3. Pm(ω) = ω, ∀ω ∈ Vm.

Com efeito,

1. Pela linearidade do produto interno em L2(Ω), segue que Pm é linear. Agora,

para todo h1, h2 ∈ L2(Ω), temos

(Pm(h1), h2) = (
m∑
j=1

(h1, zj)zj, h2) =
m∑
j=1

((h1, zj)(zj, h2) (3.31)

=
m∑
j=1

(h1, zj)zj, h1) = (h1, Pm(h2))

Logo, pelo teorema de Hellinger-Toeplitz,Pm ∈ L(L2(Ω)) e Pm = P ∗m.

2. Seja h ∈ Hs
0(Ω). Então,

‖Pm(h)‖Hs
0(Ω) =

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

(h, ωj)ωj

∥∥∥∥∥
Hs

0(Ω)

≤
m∑
j=1

‖(h, ωj)ωj‖Hs
0(Ω) ≤

≤
m∑
j=1

|(h, ωj)| ‖ωj‖Hs
0(Ω) ≤

m∑
j=1

|h| |ωj| ‖ωj‖Hs
0(Ω) ≤ (3.32)

≤ C ‖h‖Hs
0(Ω)

m∑
j=1

‖ωj‖Hs
0(Ω) ,

donde, Pm ∈ L(Hs
0(Ω)).

3. Seja ω ∈ Vm. Então, ω =
m∑
i=1

Ciωi. Assim,

Pm(ω) = Pm(
m∑
i=1

Ciωi) =
m∑
i=1

CiPm(ωi) =
m∑
i=1

Ci

m∑
j=1

(ωi, ωj)ωj =
m∑
i=1

Ciωi = ω.

(3.33)

Temos que

Hs
0(Ω) ↪→ W 1,p

0 (Ω) ↪→ H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω) ↪→ W−1,p′(Ω) ↪→ H−s(Ω),

e, pelo Lema (2.5), Lθ(Ω) ↪→ W−1,p′(Ω). Logo, segue da equação aproximada (3.3)1,

que

〈
u′′m(t) + Aum(t)−∆u′m(t) + (|vm(t)|ρ+2 + |wm(t)|ρ+2) |um(t)|ρ um(t)− f1(t), ω

〉
= 0
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〈
u′′m(t) + Aum(t)−∆u′m(t) + (|vm(t)|ρ+2 + |wm(t)|ρ+2) |um(t)|ρ um(t)− f1(t), Pm(ω)

〉
= 0

para todo ω ∈ Vm, onde 〈, 〉 denota a dualidade H−s(Ω)×Hs
0(Ω). Logo

(u′′m(t)+Aum(t)−∆u′m(t)+(|vm(t)|ρ+2+|wm(t)|ρ+2) |um(t)|ρ um(t)−f1(t), Pm(ω)) = 0

para todo w ∈ Vm. Dáı, sendo Pm = P ∗m, segue que

P ∗m(u′′m(t) + Aum(t)−∆u′m(t) + (|vm(t)|ρ+2 + |wm(t)|ρ+2) |um(t)|ρ um(t)− f1(t)) = 0

em Vm.

O teorema da extensão de Hahn-Banach afirma que se X é um espaço normado,

Y é um espaço de Banach, M um subespaço denso de X e T : M ⊂ X → Y é uma

transformação linear limitada, então existe uma única transformação linear limitada

T : X → Y tal que T (x) = T (x) para todo x ∈M , e
∥∥T (x)

∥∥ = ‖T (x)‖ .
Usando este resultado, obtemos

P ∗m(u′′m(t) + Aum(t)−∆u′m(t) + (|vm(t)|ρ+2 + |wm(t)|ρ+2) |um(t)|ρ um(t)− f1(t)) = 0

em Hs
0(Ω).Dáı, pela linearidade de P ∗m e do fato de que u′′m(t) ∈ Vm, segue que

u′′m(t) = −P ∗m(Aum(t)) + P ∗m(∆u′m(t))− P ∗m(|vm(t)|ρ+2 + |wm(t)|ρ+2) |um(t)|ρ um(t)

+P ∗m(f1(t)),

em H−s(Ω). Aplicando a norma em ambos os lados, obtemos

‖u′′m(t)‖H−s(Ω) ≤ ‖P ∗m(Aum(t))‖H−s(Ω) + ‖P ∗m(∆u′m(t))‖H−s(Ω)

+
∥∥P ∗m(|vm(t)|ρ+2 + |wm(t)|ρ+2) |um(t)|ρ um(t))

∥∥
H−s(Ω)

+ ‖P ∗m(f1(t))‖H−s(Ω) .

(3.34)

Mas, P ∗m ∈ L(H−s(Ω)) e W−1,p′(Ω) ↪→ H−s(Ω). Logo P ∗m ∈ L(W−1,p′(Ω), H−s(Ω)) e,

então,

‖P ∗m(Aum(t))‖H−s(Ω) ≤ C ‖Aum(t)‖W−1,p′ (Ω) ≤ C ‖um(t)‖p−1
0 (3.35)

Temos ainda P ∗m ∈ L(H−s(Ω)) eH−1(Ω) ↪→ H−s(Ω).Assim P ∗m ∈ L(H−1(Ω), H−s(Ω))

e dáı obtemos

‖P ∗m(∆u′m(t))‖H−s(Ω) ≤ ‖∆u′m(t)‖H−1(Ω) ≤ C‖u′m(t)‖. (3.36)

42



3.5. ESTIMATIVAS A PRIORI III

Também, W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lγ(Ω) e Lθ(Ω) ↪→ W−1,p′(Ω) ↪→ H−s(Ω). Assim, como

P ∗m ∈ L(H−s(Ω)), segue que P ∗m ∈ L(Lθ(Ω), H−s(Ω)). Obtemos então

∥∥P ∗m(|vm(t)|ρ+2 + |wm(t)|ρ+2) |um(t)|ρ um(t))
∥∥
H−s(Ω)

≤ C
∥∥|vm(t)|ρ+2 + |wm(t)|ρ+2) |um(t)|ρ um(t))

∥∥
Lθ(Ω)

≤ C2.

(3.37)

pois (|vm(t)|ρ+2 + |wm(t)|ρ+2) |um(t)|ρ um(t) é limitada em L∞(0, T ;Lθ(Ω)).

Por fim, sendo P ∗m ∈ L(H−s(Ω)) e L2(Ω) ↪→ H−s(Ω), segue que P ∗m ∈
L(L2(Ω), H−s(Ω)). Assim,

‖P ∗mf1(t)‖H−s(Ω) ≤ C |f1(t)| , f1(t) ∈ L2(Ω). (3.38)

Levando em consideração as limitações (3.35)-(3.38), conclúımos, via expressão (3.34),

que

(u′′m(t))m é limitada em L2(0, T ;H−s(Ω)) (3.39)

Um racioćınio semelhante, usando as equações aproximadas (3.3)2 e (3.3)3,

conduz a

(v′′m(t))m é limitada em L2(0, T ;H−s(Ω)) (3.40)

e

(w′′m(t))m é limitada em L2(0, T ;H−s(Ω)) (3.41)

3.5 Estimativas a Priori III

Foi visto anteriormente, mediante utilização do operador projeção sobre L2(Ω),

que:

‖u′′m(t)‖H−s(Ω) + ‖v′′m(t)‖H−s(Ω) + ‖w′′m(t)‖H−s(Ω) ≤ C.

e, portanto:

‖u′′m‖L2(0,T ;H−s(Ω)) +‖v′′m‖L2(0,T ;H−s(Ω)) +‖w′′m‖L2(0,T ;H−s(Ω)) ≤ C, ∀m ∈ N. (3.42)

Já pelo lema (2.5), foi visto que se um(t), vm(t), wm(t) pertencem a W 1,p
0 (Ω), então

|vm(t)|ρ+2 |um(t)|ρ um(t) ∈ Lθ(Ω) em qualquer situação estudada. Logo:
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∥∥|vm|ρ+2 |um|ρ um
∥∥
L∞(0,T ;Lθ(Ω))

≤ C, m ∈ N (3.43)

donde

(|vm|ρ+2 |um|ρ um)m é limitada em L∞(0, T ;Lθ(Ω)). (3.44)

Analogamente, todas as outras partes não lineares do problema (1.1) são limitadas

em L∞(0, T ;Lθ(Ω)). Além disso, de (3.42), segue que:

(u′′m)m é limitada em L2(0, T ;H−s(Ω)); (3.45)

(v′′m)m é limitada em L2(0, T ;H−s(Ω)); (3.46)

(w′′m)m é limitada em L2(0, T ;H−s(Ω)). (3.47)

Formularemos agora o conceito de solução.

Seja Ψ(x, t) = w(x)θ(t), w ∈ W 1,p
0 (Ω) e θ ∈ D(0, T ). Multiplicando a equação (1.1)1

por Ψ(x, t), temos:

u′′.Ψ + Au.Ψ−∆u′Ψ + (|v|ρ+2 + |w|ρ+2) |u|ρ u.Ψ = f1.Ψ,

e integrando em Q, tem-se∫
Q

u′′.Ψ +

∫
Q

Au.Ψ−
∫
Q

∆u′Ψ +

∫
Q

(|v|ρ+2 + |w|ρ+2) |u|ρ u.Ψ =

∫
Q

f1.Ψ.

Utilizando o teorema de Green, temos

−
∫
Q

u′.Ψ′ +

∫
Q

Au.Ψ +

∫
Ω

∇u′∇Ψ +

∫
Q

(|v|ρ+2 + |w|ρ+2) |u|ρ u.Ψ =

∫
Q

f1.Ψ.⇔

−
∫ T

0

θ′
(∫

Q

u′.wdx

)
dt+

∫ T

0

θ

(∫
Q

Au.wdx

)
dt+

∫ T

0

θ

(∫
Q

∇u′∇wdx
)
dt

+

∫ T

0

θ

(∫
Q

(|v|ρ+2 + |w|ρ+2) |u|ρ u.wdx
)
dt =

∫ T

0

θ

(∫
Q

f1.wdx

)
dt.⇔∫ T

0

θ
d

dt

(∫
Q

u′.wdx

)
dt+

∫ T

0

〈Au,w〉 θdt+

∫ T

0

((u′, w)) θdt+

+

∫ T

0

〈
(|v|ρ+2 + |w|ρ+2) |u|ρ u,w

〉
θdt =

∫ T

0

(f1, w)θdt, ∀θ ∈ D(0, T ).⇔

d

dt
(u′, z) + 〈Au, z〉+ ((u′, z)) +

〈
(|v|ρ+2 + |w|ρ+2) |u|ρ u, z

〉
= (f1, z), (3.48)
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∀ z ∈ W 1,p
0 (Ω), em D′(0, T ).

Analogamente,

d

dt
(v′, z) + 〈Av, z〉+ ((v′, z)) +

〈
(|u|ρ+2 + |w|ρ+2) |v|ρ v, z

〉
= (f2, z), (3.49)

∀ z ∈ W 1,p
0 (Ω), em D′(0, T ).

e

d

dt
(w′, z) + 〈Aw, z〉+ ((w′, z)) +

〈
(|v|ρ+2 + |u|ρ+2) |w|ρw,w

〉
= (f3, z), (3.50)

∀ z ∈ W 1,p
0 (Ω), em D′(0, T ).

Definição 3.1. Uma solução de (3.1) é uma trinca de funções reais {u = u(x, t), v =

v(x, t) e w = w(x, t))} definida em todo (x, t) ∈ Q, onde Q = Ω× (0, T ), para T > 0

fixado, tais que:

u, v, w ∈ L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω)),

u′, v′, w′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

satisfazendo (3.48), (3.49) e (3.50).

Das estimativas (I), (II) e (III), temos

• f1, f2, f3 ∈ L2(0, T, L2(Ω));

• u0, v0, w0 ∈ W 1,p
0 (Ω);

• u1, v1, w1 ∈ L2(Ω).

E de (II) e (3.16) , segue-se:

u′m, v
′
m e w′m ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1

0 (Ω)), (3.51)

ainda por (3.16), temos:

um, vm, wm ∈ L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω)). (3.52)

Assim, devido a essas observações, podemos enunciar o teorema principal desta

monografia.
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3.5.1 Teorema Principal

Sejam n, p e ρ como no caṕıtulo 2 e suponha que

f1, f2, f3 ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),

u0, v0, w0 ∈ W 1,p
0 (Ω),

u1, v1, w1 ∈ L2(Ω).

(3.53)

Então existem u, v, w : Q→ R tais que

u, v, w ∈ L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω)),

u′, v′, w′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

(3.54)

e para todo z ∈ W 1,p
0 (Ω), tem-se

d

dt
(u′(t), z) + 〈Au(t), z〉+ ((u′(t), z)) +

〈
[|v(t)|ρ+2 + |w(t)|ρ+2] |u(t)|ρ u(t), z

〉
= (f1(t), z),(3.55)

d

dt
(v′(t), z) + 〈Av(t), z〉+ ((v′(t), z)) +

〈
[|u(t)|ρ+2 + |w(t)|ρ+2] |v(t)|ρ v(t), z

〉
= (f2(t), z), (3.56)

d

dt
(w′(t), z) + 〈Aw(t), z〉+ ((w′(t), z)) +

〈
[|u(t)|ρ+2 + |v(t)|ρ+2] |w(t)|ρw(t), z

〉
= (f3(t), z),(3.57)

e as igualdades (3.55),(3.56) e (3.57) são entendidas no sentido de D′(0, T ).

Além disso


u(0) = u0, u

′(0) = u1,

v(0) = v0, v
′(0) = v1,

w(0) = w0, w
′(0) = w1.

(3.58)
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3.6 Passagem do Limite

Observe que, considerando X um espaço de Banach reflexivo, temos que

L∞(0, T ;X) = (L1(0, T,X ′))
′

e L2(0, T ;X) = (L2(0, T,X ′))
′
. Logo, das limitações

obtidas de (3.26) a (3.28),(3.30) e de (3.45) a (3.47), segue, via teorema de Banach-

Alaoglu-Bourbaki, a existência de subsequências (uν)ν , (vν)ν e (wν)ν de (um)m, (vm)m

e (wm)m, respectivamente, tais que:

uν
∗
⇀ u, vν

∗
⇀ v,wν

∗
⇀ w, em L∞(0, T ;W 1,p

0 (Ω)), (3.59)

u′ν
∗
⇀ u′, v′ν

∗
⇀ v′, w′ν

∗
⇀ w′, em L∞(0, T ;L2(Ω)), (3.60)

u′ν ⇀ u′, v′ν ⇀ v′, w′ν ⇀ w′, em L2(0, T ;H1
0 (Ω)), (3.61)

u′′ν ⇀ u′′, v′′ν ⇀ v′′, w′′ν ⇀ w′′, em L2(0, T ;H−s(Ω)), (3.62)

Auν
∗
⇀ χ,Avν

∗
⇀ η,Awν

∗
⇀ ξ em L∞(0, T,W−1,p′(Ω)). (3.63)

Observação: Note que se uν
∗
⇀ u em L∞(0, T ;W 1,p

0 (Ω)) e u′ν
∗
⇀ w em L∞(0, T ;L2(Ω)),

então, como L∞(0, T ;L2(Ω)) ⊂ D′(0, T ;L2(Ω)) e L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω)) ⊂ D′(0, T ;W 1,p

0 (Ω)) ⊂
D′(0, T ;L2(Ω)), tem-se que

uν → u, u′ν → w

em D′(0, T ;L2(Ω)), e pela continuidade da derivada distribucional, se uν → u e u′ν →
w deduzimos w = u′, donde (3.61) faz sentido. De modo semelhante, analisa-se as

outras situações.

Consideremos a equação aproximada (3.3)1 na forma:∣∣∣∣∣∣
(u′′m(t), z) + 〈Aum(t), z〉+ ((u′m(t), z))

+
〈
(|vm(t)|ρ+2 + |wm(t)|ρ+2) |um(t)|ρ um(t), z

〉
= (f1(t), z),

para todo z ∈ Vm, ν ≥ m.

Agora, multiplicando-a por ϕ ∈ D(0, T ), obtemos:∣∣∣∣∣∣
(u′′ν(t), z)ϕ+ 〈Auν(t), z〉ϕ+ ((u′ν(t), z))ϕ+

+
〈
(|vν(t)|ρ+2 + |wν(t)|ρ+2) |uν(t)|ρ uν(t), z

〉
ϕ = (f1(t), z)ϕ,
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para todo z ∈ Vm, ν ≥ m. Integrando-se 0 a T , temos:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫ T

0

(u′′ν(t), z)ϕdt+

∫ T

0

〈Auν(t), z〉ϕdt+

∫ T

0

((u′ν(t), z))ϕdt+

+

∫ T

0

〈
(|vν(t)|ρ+2 + |wν(t)|ρ+2) |uν(t)|ρ uν(t), z

〉
ϕdt =

∫ T

0

(f1(t), z)ϕdt

para todo z ∈ Vm, ν ≥ m.

Dáı, via integração por partes, obtemos:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−
∫ T

0

(u′ν(t), z)ϕ
′dt+

∫ T

0

〈Auν(t), z〉ϕdt+

∫ T

0

((u′ν(t), z))ϕdt+

+

∫ T

0

〈
(|vν(t)|ρ+2 + |wν(t)|ρ+2) |um(t)|ρ uν(t), z

〉
ϕdt =

∫ T

0

(f1(t), z)ϕdt.

(3.64)

para todo z ∈ Vm, ν ≥ m.

Como u′ν
∗
⇀ u′ em L∞(0, T ;L2(Ω)) = (L1(0, T, L2(Ω)))

′
então

〈u′ν , φ〉 → 〈u′, φ〉 , ∀φ ∈ L1(0, T, L2(Ω)). (3.65)

Dáı, sendo 〈u′ν , φ〉 =

∫ T

0

(u′ν(t), φ(t))dt, temos, para ψ(x, t) = z(x)ψ(t) que:

∫ T

0

(u′ν(t), φ(t))dt =

∫ T

0

(u′ν(t), z(x))ψ(t))dt, ∀ z ∈ L2(Ω),∀ ψ ∈ L1(0, T ).

Donde, de (3.65),

∫ T

0

(u′ν(t), z(x))ϕ′(t))dt→
∫ T

0

(u′(t), z(x))ϕ′(t))dt, ∀ z ∈ L2(Ω),∀ ψ ∈ L1(0, T ).

(3.66)

Em particular,∫ T

0

(u′ν(t), z(x))ψ(t)dt→
∫ T

0

(u′(t), z(x))ψ(t)dt, (3.67)

∀ z ∈ Vm ⊂ W 1,p
0 (Ω) ⊂ L2(Ω), ∀ ψ = ϕ′, ϕ ∈ D(0, T ) ⊂ L1(0, T ).
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Analogamente temos, de (3.63), que∫ T

0

〈Auν(t), z(x)〉ψ(t)dt→
∫ T

0

〈χ(t), z(x)〉ψ(t)dt, (3.68)

∀z ∈ W 1,p
0 (Ω),∀ψ ∈ L1(0, T ).

Em particular,∫ T

0

〈Auν(t), z(x)〉ϕ(t)dt→
∫ T

0

〈χ(t), z(x)〉ϕ(t)dt, (3.69)

∀z ∈ Vm ⊂ W 1,p
0 (Ω),∀ ϕ ∈ D(0, T ) ⊂ L1(0, T ).

De (3.61) segue que:∫ T

0

〈u′ν(t)dt, s(x)〉ψ(t)dt→
∫ T

0

〈u′(t)dt, s(x)〉ψ(t)dt, (3.70)

∀s ∈ H−1(Ω), ∀ψ ∈ L2(0, T ).

Em particular,∫ T

0

〈u′ν(t)dt,−∆z(x)〉ϕ(t)dt→
∫ T

0

〈u′(t)dt,∆z(x)〉ϕ(t)dt, (3.71)

∀z ∈ Vm ⊂ H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω), ∀ψ = ϕ′, ϕ ∈ D(0, T ) ⊂ L2(0, T ).

Assim, ∫ T

0

((u′ν(t), z(x)))ϕ(t)dt→
∫ T

0

((u′(t), z(x)))ϕ(t)dt, (3.72)

∀z ∈ Vm ⊂ H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω), ∀ψ = ϕ′, ϕ ∈ D(0, T ) ⊂ L2(0, T ).

De (3.44) temos que (|vm|ρ+2 |um|ρ um)m é limitada em L∞(0, T ;Lθ(Ω)). Portanto

(|vm(t)|ρ+2 |um(t)|ρ um(t))m é limitada em Lθ(Ω), ou seja:

∥∥|vm(t)|ρ+2 |um(t)|ρ um(t))
∥∥
Lθ(Ω)

≤ C, ∀t ∈ [0, T ], (3.73)

donde, ∫ T

0

∥∥|vm(t)|ρ+2 |um(t)|ρ um(t))
∥∥θ
Lθ(Ω)

dt ≤ C, ∀m ∈ N. (3.74)

Logo, ∥∥|vm(t)|ρ+2 |um(t)|ρ um(t))
∥∥
Lθ(0,T ;Lθ(Ω))

≤ C, ∀m ∈ N, (3.75)
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e portanto, (|vm|ρ+2 |um|ρ um)m é limitada em Lθ(0, T ;Lθ(Ω)). De (3.44) existe uma

subsequência (|vν |ρ+2 |uν |ρ uν)ν de (|vm|ρ+2 |um|ρ um)m tal que

|vν |ρ+2 |uν |ρ uν
∗
⇀ λ, em L∞(0, T ;Lθ(Ω)). (3.76)

Por (3.75) temos

|vν |ρ+2 |uν |ρ uν
∗
⇀ λ, em Lθ(0, T ;Lθ(Ω)). (3.77)

Sendo Lθ(0, T ;Lθ(Ω)) reflexivo, segue que

|vν |ρ+2 |uν |ρ uν ⇀ λ, em Lθ(0, T ;Lθ(Ω)). (3.78)

Como, de (3.26) e (3.27)

(u′m)m, é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω)),

(um)m, é limitada em L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω))

e como

W 1,p
0 (Ω)

c
↪→ L2(Ω),

temos, mediante o teorema de Aubin-Lions, a existência de uma subsequência (uν)ν

tal que

uν → u, em L2(0, T ;L2(Ω)) ≡ L2(Q) (3.79)

uν → u, q.s. em Q. (3.80)

Como as sequências (wm)m, (w
′
m)m, (vm)m e (v′m)m estão nas mesmas condições

acima, existem subsequências (wν)ν e (vν)ν tais que

wν → w, em L2(0, T ;L2(Ω)) ≡ L2(Q) (3.81)

wν → w, q.s. em Q. (3.82)

e

vν → v, em L2(0, T ;L2(Ω)) ≡ L2(Q) (3.83)

vν → v, q.s. em Q. (3.84)
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De (3.80), (3.82) e (3.84), temos:

|vν |ρ+2 |uν |ρ uν → |v|ρ+2 |u|ρ u, q.s. em Q, (3.85)

|wν |ρ+2 |uν |ρ uν → |w|ρ+2 |u|ρ u, q.s. em Q. (3.86)

Agora, de (3.75) e (3.85) temos, via Lema de Lions, que

|vν |ρ+2 |uν |ρ uν ⇀ |v|ρ+2 |u|ρ u, em Lθ(0, T ;Lθ(Ω)). (3.87)

Disso e de (3.78) segue que

λ = |v|ρ+2 |u|ρ u

e

|vν |ρ+2 |uν |ρ uν
∗
⇀ |v|ρ+2 |u|ρ u, em L∞(0, T ;Lθ(Ω)). (3.88)

Analogamente, segue que

|wν |ρ+2 |uν |ρ uν
∗
⇀ |w|ρ+2 |u|ρ u, em L∞(0, T ;Lθ(Ω)). (3.89)

A convergência em (3.88) acarreta∫ T

0

〈
|vν |ρ+2 |uν |ρ uν , z(x)

〉
ψ(t)dt→

∫ T

0

〈
|v|ρ+2 |u|ρ u, z(x)

〉
ψ(t)dt, (3.90)

∀z ∈ W 1,p
0 (Ω) ⊂ Lγ(Ω), ∀ψ ∈ L1(0, T ),

Em particular,

∫ T

0

〈
|vν |ρ+2 |uν |ρ uν , z(x)

〉
ϕ(t)dt→

∫ T

0

〈
|v|ρ+2 |u|ρ u, z(x)

〉
ϕ(t)dt, (3.91)

∀z ∈ Vm ⊂ W 1,p
0 (Ω) ⊂ Lγ(Ω), ∀ϕ ∈ D(0, T ) ⊂ L1(0, T ).

Tomando o limite quando ν →∞ em (3.64) e utilizando (3.67), (3.68), (3.71) e (3.91),

temos

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−
∫ T

0

(u′(t), z)ϕ′dt+

∫ T

0

〈χ(t), z〉ϕdt+

∫ T

0

((u′(t), z))ϕdt+

+

∫ T

0

〈
(|v(t)|ρ+2 + |w(t)|ρ+2) |u(t)|ρ u(t), z

〉
ϕdt =

∫ T

0

(f1(t), z)ϕdt,

(3.92)
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para todo z ∈ Vm, e toda ϕ ∈ D(0, T ).

Com racioćınio semelhante, obtemos:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−
∫ T

0

(v′(t), z)ϕ′dt+

∫ T

0

〈η(t), z〉ϕdt+

∫ T

0

((v′(t), z))ϕdt+

+

∫ T

0

〈
(|u(t)|ρ+2 + |w(t)|ρ+2) |v(t)|ρ v(t), z

〉
ϕdt =

∫ T

0

(f2(t), z)ϕdt,

(3.93)

para todo z ∈ Vm, e toda ϕ ∈ D(0, T ).

e

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−
∫ T

0

(w′(t), z)ϕ′dt+

∫ T

0

〈ξ(t), z〉ϕdt+

∫ T

0

((w′(t), z))ϕdt+

+

∫ T

0

〈
(|v(t)|ρ+2 + |u(t)|ρ+2) |w(t)|ρw(t), z

〉
ϕdt =

∫ T

0

(f3(t), z)ϕdt,

(3.94)

para todo z ∈ Vm, e toda ϕ ∈ D(0, T ).

Usando a definição de base e o fato de que Vm é denso em W 1,p
0 (Ω), então

(3.92),(3.93) e (3.94) assumem as seguintes formas:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−
∫ T

0

(u′(t), z)ϕ′dt+

∫ T

0

〈χ(t), z〉ϕdt+

∫ T

0

((u′(t), z))ϕdt+

+

∫ T

0

〈
(|v(t)|ρ+2 + |w(t)|ρ+2) |u(t)|ρ u(t), z

〉
ϕdt =

∫ T

0

(f1(t), z)ϕdt,

(3.95)

para todo z ∈ W 1,p
0 (Ω), e toda ϕ ∈ D(0, T ).

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−
∫ T

0

(v′ν(t), z)ϕ
′dt+

∫ T

0

〈η(t), z〉ϕdt+

∫ T

0

((v′(t), z))ϕdt+

+

∫ T

0

〈
(|u(t)|ρ+2 + |w(t)|ρ+2) |v(t)|ρ v(t), z

〉
ϕdt =

∫ T

0

(f2(t), z)ϕdt,

(3.96)

para todo z ∈ W 1,p
0 (Ω), e toda ϕ ∈ D(0, T ).

e
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−
∫ T

0

(w′(t), z)ϕ′dt+

∫ T

0

〈ξ(t), z〉ϕdt+

∫ T

0

((w′(t), z))ϕdt+

+

∫ T

0

〈
(|v(t)|ρ+2 + |u(t)|ρ+2) |w(t)|ρw(t), z

〉
ϕdt =

∫ T

0

(f3(t), z)ϕdt,

(3.97)

para todo z ∈ W 1,p
0 (Ω), e toda ϕ ∈ D(0, T ).

Note que, sendo t 7→ (u′(t), z), t 7→ (v′(t), z) e t 7→ (w′(t), z) funções de

L∞(0, T ), elas definem distribuições sobre (0,T).Logo (3.95),(3.96) e (3.97) podem

ser postos na seguintes formas:

d

dt
(u′(t), z) + 〈χ(t), z〉+ ((u′(t), z)) + (3.98)

+
〈
(|v(t)|ρ+2 + |w(t)|ρ+2) |u(t)|ρ u(t), z

〉
= (f1, z),

∀z ∈ W 1,p
0 (Ω), em D′(0, T ).

d

dt
(v′(t), z) + 〈η(t), z〉+ ((v′(t), z)) + (3.99)

+
〈
(|u(t)|ρ+2 + |w(t)|ρ+2) |v(t)|ρ v(t), z

〉
= (f2, z),

∀z ∈ W 1,p
0 (Ω), em D′(0, T ). e

d

dt
(w′(t), z) + 〈ξ(t), z〉+ ((w′(t), z)) + (3.100)

+
〈
(|v(t)|ρ+2 + |u(t)|ρ+2) |w(t)|ρw(t), z

〉
= (f3, z),

∀z ∈ W 1,p
0 (Ω), em D′(0, T ).

3.6.1 Condições iniciais

• u(0) = u0

De (3.59) e (3.60) temos u ∈ L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω)), u′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)). Logo,

sendo u ∈ C([0, T ];L2(Ω)) e portanto faz sentido o cálculo de u(0).
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∫ T

0

〈uν , z(x)〉ψ(t)dt→
∫ T

0

〈u, z(x)〉ψ(t)dt, ∀ z ∈ W−1,p′(Ω),∀ ψ ∈ L1(0, T ).

Tomando z ∈ L2(Ω), a dualidade 〈uν , z(x)〉 torna-se um produto interno

em L2(Ω). Portanto, a convergência torna-se:

∫ T

0

(uν , z(x))ψ(t)dt→
∫ T

0

(u, z(x))ψ(t)dt, ∀ z ∈ L2(Ω),∀ ψ ∈ L1(0, T ). (3.101)

Consideremos agora ϕ ∈ C1([0, T ]), com ϕ(0) = 1 e ϕ(T ) = 0.

Dáı, ϕ′ ∈ C0([0, T ]) ⊂ L1(0, T ); Logo, e, em particular, tomando ψ = ϕ′, temos de

(3.101) que ∫ T

0

(uν , z(x))ϕ′(t)dt→
∫ T

0

(u, z(x))ϕ′(t)dt, (3.102)

para todo z ∈ L2(Ω), toda ϕ ∈ C1([0, T ]), com ϕ(0) = 1 e ϕ(T ) = 0.

Como u′ν
∗
⇀ u′ em L∞(0, T ;L2(Ω)) por (3.59), temos

∫ T

0

(u′ν , z(x))ψ(t)dt→
∫ T

0

(u′, z(x))ψ(t)dt, ∀ z ∈ L2(Ω),∀ ψ ∈ L1(0, T ).

Em particular, para toda ϕ ∈ C1([0, T ]) ⊂ L1([0, T ]) com ϕ(0) = 1 e ϕ(T ) = 0,

temos ∫ T

0

(u′ν , z(x))ϕ(t)dt→
∫ T

0

(u′, z(x))ϕ(t)dt, (3.103)

Somando (3.102) e (3.103) obtemos∫ T

0

(uν , z(x))ϕ′(t)dt+

∫ T

0

(u′ν , z(x))ϕ(t)dt→
∫ T

0

(u, z(x))ϕ′(t)dt+

∫ T

0

(u′, z(x))ϕ(t)dt,

para todo z ∈ L2(Ω), toda ϕ ∈ C1([0, T ]), com ϕ(0) = 1 e ϕ(T ) = 0.

Segue que ∫ T

0

d

dt
(uν , z(x))ϕ(t)dt→

∫ T

0

d

dt
(u, z(x))ϕ(t)dt, (3.104)

para todo z ∈ L2(Ω), toda ϕ ∈ C1([0, T ]), com ϕ(0) = 1 e ϕ(T ) = 0.
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Logo, de (3.104), obtém-se:

(uν(T ), z)ϕ(T )− (uν(0), z)ϕ(0)→ (u(T ), z)ϕ(T )− (u(0), z)ϕ(0), ∀ z ∈ L2(Ω),

donde

(uν(0), z)→ (u(0), z), ∀ z ∈ L2(Ω).

Desse modo,

uν(0) ⇀ u(0) em L2(Ω). (3.105)

Por outro lado, temos que uν(0) → u0 em W 1,p
0 (Ω). Como W 1,p

0 (Ω) ↪→ L2(Ω),

temos uν(0)→ u0 em L2(Ω), donde

uν(0) ⇀ u0 em L2(Ω). (3.106)

De (3.105) e (3.106) e pela unicidade do limite fraco tem-se

u(0) = u0

• u′(0) = u1

De (3.61) e (3.62), temos u′ ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), u′′ ∈ L2(0, T ;H−s(Ω)). Logo,

u′ ∈ C([0, T ];H−s(Ω)) e portanto faz sentido o cálculo de u′(0). Note que, sendo

u′′ν ⇀ u′′ em L2(0, T ;H−s(Ω)), temos:∫ T

0

〈u′′ν , z(x)〉ψ(t)dt→
∫ T

0

〈u′′, z(x)〉ψ(t)dt, (3.107)

∀ z ∈ Hs
0(Ω), ∀ ψ ∈ L2(0, T ).

Em particular, ∫ T

0

〈u′′ν , z(x)〉ϕ(t)dt→
∫ T

0

〈u′′, z(x)〉ϕ(t)dt, (3.108)

para todo z ∈ Hs
0(Ω) ⊂ L2(Ω), toda ϕ ∈ C1([0, T ]), com ϕ(0) = 1 e ϕ(T ) = 0.

Entretanto, é sabido que u′ν
∗
⇀ u′ em L∞(0, T ;L2(Ω)), donde segue, via (3.104),

que ∫ T

0

(u′ν , z(x))ϕ′(t)dt→
∫ T

0

(u′, z(x))ϕ′(t)dt,

55



3.6. PASSAGEM DO LIMITE

para todo z ∈ L2(Ω), toda ϕ ∈ C1([0, T ]), com ϕ(0) = 1 e ϕ(T ) = 0.

Em Particular, ∫ T

0

〈u′ν , z(x)〉ϕ′(t)dt→
∫ T

0

〈u′, z(x)〉ϕ′(t)dt, (3.109)

para todo z ∈ Hs
0(Ω) ⊂ L2(Ω), toda ϕ ∈ C1([0, T ]), com ϕ(0) = 1 e ϕ(T ) = 0.

Somando (3.108) e (3.109) obtemos:∫ T

0

〈u′′ν , z(x)〉ϕ(t)dt+

∫ T

0

〈u′ν , z(x)〉ϕ′(t)dt→
∫ T

0

〈u′′, z(x)〉ϕ(t)dt+

∫ T

0

〈u′, z(x)〉ϕ′(t)dt,

para todo z ∈ Hs
0(Ω), toda ϕ ∈ C1([0, T ]), com ϕ(0) = 1 e ϕ(T ) = 0.

Donde ∫ T

0

d

dt
〈u′ν , z(x)〉ϕ(t)dt→

∫ T

0

d

dt
〈u′, z(x)〉ϕ(t)dt, (3.110)

para todo z ∈ Hs
0(Ω) ⊂ L2(Ω), e toda ϕ ∈ C1([0, T ]), com ϕ(0) = 1 e ϕ(T ) = 0.

Logo,

(u′ν(T ), z)ϕ(T )− (u′ν(0), z)ϕ(0)→ (u′(T ), z)ϕ(T )− (u′(0), z)ϕ(0), z ∈ Hs
0(Ω).

Sendo ϕ(0) = 1 e ϕ(T ) = 0, temos

〈u′ν(0), z〉 → 〈u′(0), z〉 , ∀ z ∈ Hs
0(Ω). (3.111)

Dáı,

u′ν(0)→ u′(0) em H−s(Ω). (3.112)

Por outro lado, de (3.3)4, temos u′ν(0)→ u1 em L2(Ω). Como L2(Ω) ↪→ H−s(Ω)

temos que u′ν(0) ⇀ u1 em H−s(Ω), donde

u′ν(0) ⇀ u1 em H−s(Ω). (3.113)

De (3.112) e (3.113) e pela unicidade do limite fraco, temos que

u′(0) = u1.

De modo análogo se mostra que

v(0) = v0, v
′(0) = v1.
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e

w(0) = w0, w
′(0) = w1.

3.6.2 Au(t) = χ(t), Av(t) = η(t) e Aw(t) = ξ(t)

Nesta seção será explorada, essencialmente, a monotonicidade e hemiconti-

nuidade do operador pseudo-Laplaciano A e propriedadaes do lim sup.

Como A é monótono, temos∫ T

0

〈Auν(t)− Az, uν(t)− z〉 dt ≥ 0, ∀ z ∈ W 1,p
0 (Ω).

Ou seja,

0 ≤
∫ T

0

〈Auν(t), uν(t)〉 dt−
∫ T

0

〈Auν(t), z〉 dt−
∫ T

0

〈Az, uν(t)− z〉 dt, ∀ z ∈ W 1,p
0 (Ω).

Dáı, tomando o lim sup na desigualdade acima, temos:

0 ≤ lim sup

∫ T

0

〈Auν(t), uν(t)〉 dt−
∫ T

0

〈χ(t), z〉 dt−
∫ T

0

〈Az, u(t)− z〉 dt,(3.114)

para todo z ∈ W 1,p
0 (Ω).

Consideremos a equação aproximada (3.3)1 com m = ν e z = uν(t), então∣∣∣∣∣∣
(u′′ν(t), uν(t)) + 〈Auν(t), uν(t)〉+ ((u′ν(t), uν(t)))+〈
(|vν(t)|ρ+2 + |wν(t)|ρ+2) |uν(t)|ρ uν(t), uν(t)

〉
= (f1(t), uν(t))

Observando que

• (u′′ν(t), uν(t)) =
d

dt
(u′ν(t), uν(t))− |u′ν(t)|

2

• ((u′ν(t), uν(t))) =
1

2

d

dt
‖uν(t)‖2

•
〈
(|vν(t)|ρ+2 + |wν(t)|ρ+2) |uν(t)|ρ uν(t), uν(t)

〉
= ‖uν(t)vν(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω)+‖uν(t)wν(t)‖
ρ+2
Lρ+2(Ω)

Logo,
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∣∣∣∣∣∣∣
d

dt
(u′ν(t), uν(t))− |u′ν(t)|

2
+ 〈Auν(t), uν(t)〉+

1

2

d

dt
‖uν(t)‖2

+ ‖uν(t)vν(t)‖ρ+2
Lρ+2(Ω) + ‖uν(t)wν(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω) = (f1(t), uν(t))

Dáı, integrando de 0 a T , temos∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫ T

0

〈Auν(t), uν(t)〉 dt = (u′ν(0), uν(0))− (u′ν(T ), uν(T )) +

∫ T

0

|u′ν(t)|
2
dt+

1

2
‖uν(0)‖2

−1

2
‖uν(T )‖2 −

∫ T

0

(‖uν(t)vν(t)‖ρ+2
Lρ+2(Ω) + ‖uν(t)wν(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω))dt+

∫ T

0

(f1(t), uν(t))dt.

(3.115)

Vamos analizar agora cada parcela da equação anterior.

• Temos: W 1,p
0 (Ω) ↪→ L2(Ω). Logo, como uν(0) → u(0) em W 1,p

0 (Ω), tem-se

uν(0)→ u(0) em L2(Ω).Por outro lado, u′ν(0)→ u′(0) em L2(Ω). Portanto

(u′ν(0), uν(0))→ (u′(0), u(0)). (3.116)

• De (3.18), (um(T ))m é limitada em W 1,p
0 (Ω). De (3.19), (u′m(T ))m é limitada

em L2(Ω). Como, para p > 1, W 1,p
0 (Ω) é reflexivo e (um(T ))m é limitada

em W 1,p
0 (Ω), temos, via teorema de Kakutani que existe uma subsequência

(uν(T ))ν tal que uν(T ) ⇀ u(t), em W 1,p
0 (Ω). Analogamente, L2(Ω) é reflexivo,

logo existe uma subsequência (u′ν(T ))ν de (u′m(T ))m tal que u′ν(T ) ⇀ u(t), em

L2(Ω). Segue que:

(u′ν(T ), uν(T ))→ (u′(T ), u(T )). (3.117)

• Em (3.28) e (3.45) foi visto que:

(u′m)m é limitada em L2(0, T ;H1
0 (Ω));

(u′′m)m é limitada em L2(0, T ;H−s(Ω)).

Além disso, note-se:

H1
0 (Ω)

c
↪→ L2(Ω) ↪→ H−s(Ω).

Logo, pelo teorema de Aubin-Lions, existe uma subsequência, que ainda de-

notaremos por (u′ν)ν de (u′m)m tal que u′ν → u′ em L2(0, T ;L2(Ω)) ≡ L2(Q).

Desse modo
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∫ T

0

|u′ν(t)|
2
dt→

∫ T

0

|u′(t)|2 dt (3.118)

• Temos também que, uν(0) → u(0) em W 1,p
0 (Ω) e W 1,p

0 (Ω) ↪→ H1
0 (Ω), logo

uν(0)→ u(0) em H1
0 (Ω). Dáı,

‖uν(0)‖ → ‖u(0)‖ (3.119)

OBS.: A identificação L2(0, T ;L2(Ω)) ≡ L2(Q) é feita via teorema de Fu-

bini. De fato, dada, u ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) tem-se, para cada t ∈ [0, T ], que

u(t) ∈ L2(Ω) e portanto u(t) é uma função de Ω → R, cujo valor em x é

u(x, t). Assim∫ T

0

‖u(t)‖2
L2(Ω) dt =

∫ T

0

∫
Ω

|u(x, t)|2 dxdt =

∫
Q

|u(x, t)|2 dQ = ‖u‖2
L2(Q) .

Com isto, estabelecemos uma tal isometria.

• Sendo (um(T ))m limitada emW 1,p
0 (Ω) eW 1,p

0 (Ω) ↪→ H1
0 (Ω), temos que (um(t))m

limitada em H1
0 (Ω). Logo, pela reflexividade de H1

0 (Ω), mediante o teorema

de Kakutani, existe uma subsequência (uν(T ))ν de (um(T ))m tal que uν(T ) ⇀

u(T ) em H1
0 (Ω). Assim

‖u(T )‖2 ≤ lim inf ‖uν(T )‖2 . (3.120)

• Finalmente, por (3.29),(umvm)m e (umwm)m é limitada em L∞(0, T ;Lρ+2(Ω)).

Podemos extrair, pois, subsequências (uνvν)ν de (umvm)m e (uνwν)ν de (umwm)m

tais que

uνvν
∗
⇀ σ em L∞(0, T ;Lρ+2(Ω)), (3.121)

uνwν
∗
⇀ τ em L∞(0, T ;Lρ+2(Ω)). (3.122)

Ainda por (3.29) e por L∞(Q) ≡ L∞(0, T ;Lρ+2(Ω)) ↪→ Lρ+2(0, T ;Lρ+2(Ω)) ≡
Lρ+2(Q) em qualquer das situações estudadadas no caṕıtulo 2, temos

‖uνvν‖Lρ+2(Q) ≤ C ‖uνvν‖L∞(Q) , ∀ν ∈ N (3.123)

‖uνwν‖Lρ+2(Q) ≤ C ‖uνvν‖L∞(Q) , ∀ν ∈ N (3.124)
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De (3.80),(3.82)e (3.84) segue que

uνvν → uv q.s. em Q, (3.125)

uνwν → uw q.s. em Q. (3.126)

De(3.123)-(3.126) e do Lema de Lions, temos que

uνvν ⇀ uv em Lρ+2(0, T ;Lρ+2(Ω)), (3.127)

uνwν ⇀ uw em Lρ+2(0, T ;Lρ+2(Ω)). (3.128)

Donde σ = uv e τ = uw. Além disso

uνvν
∗
⇀ uv em L∞(0, T ;Lρ+2(Ω)), (3.129)

uνwν
∗
⇀ uw em L∞(0, T ;Lρ+2(Ω)). (3.130)

De (3.127) e (3.128), temos

‖uv‖ρ+2
Lρ+2(Q) ≤ lim inf ‖uνvν‖Lρ+2(Q) , (3.131)

‖uw‖ρ+2
Lρ+2(Q) ≤ lim inf ‖uνwν‖Lρ+2(Q) . (3.132)

ou seja, ∫ T

0

‖uv‖ρ+2
Lρ+2(Q) dt ≤ lim inf

∫ T

0

‖uνvν‖Lρ+2(Q) dt, (3.133)∫ T

0

‖uw‖ρ+2
Lρ+2(Q) dt ≤ lim inf

∫ T

0

‖uνwν‖Lρ+2(Q) dt. (3.134)

Tomando o limite superior em (3.115), usando (3.116)-(3.119), (3.133) e (3.134),

obtemos:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

lim sup

∫ T

0

〈Auν(t), uν(t)〉 dt ≤ (u′ν(0), uν(0))− (u′ν(T ), uν(T )) +

∫ T

0

|u′ν(t)|
2
dt

+
1

2
‖uν(0)‖2 − 1

2
‖uν(T )‖2 −

∫ T

0

(‖uν(t)vν(t)‖ρ+2
Lρ+2(Ω) + ‖uν(t)wν(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω))dt

+

∫ T

0

(f1(t), uν(t))dt.

(3.135)
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Através de (3.135), (3.114) torna-se∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 ≤ (u′(0), u(0))− (u′(T ), u(T )) +

∫ T

0

|u′(t)|2 +
1

2
‖u(0)‖2 − 1

2
‖u(T )‖2

−
∫ T

0

(‖uν(t)vν(t)‖ρ+2
Lρ+2(Ω) + ‖uν(t)wν(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω))dt+

∫ T

0

〈χ(t), z〉 dt

−
∫ T

0

〈Az, u(t)− z〉 dt+

∫ T

0

(f1(t), uν(t))dt, ∀ z ∈ W 1,p
0 (Ω).

(3.136)

Buscaremos agora uma expressão para
∫ T

0
(f1(t), uν(t))dt. Voltemos à equação

aproximada:∣∣∣∣∣∣
(u′′ν(t), z) + 〈Auν(t), z〉+ ((u′ν(t), z)) +

〈
(|vν(t)|ρ+2 + |wν(t)|ρ+2) |uν(t)|ρ uν(t), z

〉
=

= (f1(t), z), ∀z ∈ Vm, ν ≥ m.

Multiplicando-a por ϕ ∈ C1([0, T ]) obtemos

∣∣∣∣∣∣
(u′′ν(t), z)ϕ+ 〈Auν(t), z〉ϕ+ ((u′ν(t), z))ϕ+〈
(|vν(t)|ρ+2 + |wν(t)|ρ+2) |uν(t)|ρ uν(t), z

〉
ϕ = (f1(t), z)ϕ, ∀z ∈ Vm, ν ≥ m.

Integrando de 0 a T , temos

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫ T

0

(u′′ν(t), z)ϕdt+

∫ T

0

〈Auν(t), z〉ϕdt+

∫ T

0

((u′ν(t), z))ϕdt+

+

∫ T

0

〈
(|vν(t)|ρ+2 + |wν(t)|ρ+2) |uν(t)|ρ uν(t), z

〉
ϕdt =

∫ T

0

(f1(t), z)ϕdt,

para todo z ∈ Vm, ν ≥ m. Dáı, via integração por partes, obtemos

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(u′ν(T ), z)ϕ(T )− (u′ν(0), z)ϕ(0)−
∫ T

0

(u′ν(t), z)ϕ
′dt+

∫ T

0

〈Auν(t), z〉ϕdt∫ T

0

((u′ν(t), z))ϕdt+

∫ T

0

〈
(|vν(t)|ρ+2 + |wν(t)|ρ+2) |uν(t)|ρ uν(t), z

〉
ϕdt =

=

∫ T

0

(f1(t), z)ϕdt, ∀z ∈ Vm, ∀ϕ ∈ C1([0, T ]), ν ≥ m.

Agora, observando (3.66), (3.68) e (3.90), juntamente com u′ν(T ) ⇀ u′(T ),

u′ν(0) ⇀ u′(0), w′ν(T ) ⇀ w′(T ) e w′ν(0) ⇀ w′(0), todas essas convergências em
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L2(Ω), é posśıvel tomar o limite na expressão acima quando ν → +∞.

Assim, quando ν → +∞, obtemos:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(u′(T ), z)ϕ(T )− (u′(0), z)ϕ(0)−
∫ T

0

(u′(t), z)ϕ′dt+

∫ T

0

〈χ(t), z〉ϕdt∫ T

0

((u′(t), z))ϕdt+

∫ T

0

〈
(|v(t)|ρ+2 + |w(t)|ρ+2) |u(t)|ρ u(t), z

〉
ϕdt =

=

∫ T

0

(f1(t), z)ϕdt, ∀z ∈ Vm, ∀ϕ ∈ C1([0, T ]).

Pela definição de base e argumentos de densidade, temos que∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(u′(T ), z)ϕ(T )− (u′(0), z)ϕ(0)−
∫ T

0

(u′(t), z)ϕ′dt+

∫ T

0

〈χ(t), z〉ϕdt∫ T

0

((u′(t), z))ϕdt+

∫ T

0

〈
(|v(t)|ρ+2 + |w(t)|ρ+2) |u(t)|ρ u(t), z

〉
ϕdt =

=

∫ T

0

(f1(t), z)ϕdt, ∀z ∈ W 1,p
0 (Ω), ∀ϕ ∈ C1([0, T ]).

(3.137)

Observando que o conjunto das combinações lineares finitas do tipo ωϕ

com ω ∈ W 1,p
0 (Ω) e ϕ ∈ C1([0, T ]) é denso no espaço

V = {v ∈ L2(0, T ;W 1,p
0 (Ω)); v′ ∈ L2(0, T ;L2(Ω))},

Segue que (3.136) é verdadeira no espaço V .

Observe que, de (3.59) e (3.60) tem-se

u ∈ L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω)) ↪→ L2(0, T ;W 1,p

0 (Ω))

u′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ↪→ L2(0, T ;L2(Ω)).

Logo, u ∈ V e (3.137) toma a forma∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(u′(T ), u(T ))− (u′(0), u(0))−
∫ T

0

(u′(t), u′(t))dt+

∫ T

0

〈χ(t), u(t)〉 dt∫ T

0

((u′(t), u(t)))dt+

∫ T

0

〈
(|v(t)|ρ+2 + |w(t)|ρ+2) |u(t)|ρ u(t), u(t)

〉
dt =

=

∫ T

0

(f1(t), u(t))dt.

(3.138)
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Substituindo (3.138) em (3.136),temos:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 ≤ (u′(0), u(0))− (u′(T ), u(T ))−
∫ T

0

(‖uν(t)vν(t)‖ρ+2
Lρ+2(Ω) + ‖uν(t)wν(t)‖ρ+2

Lρ+2(Ω))dt

+

∫ T

0

|u′(t)|2 +
1

2
‖u(0)‖2 − 1

2
‖u(T )‖2 +

∫ T

0

〈χ(t), z〉 dt−
∫ T

0

〈Az, u(t)− z〉 dt

+(u′(T ), u(T ))− (u′(0), u(0))−
∫ T

0

(u′(t), u′(t))dt+

∫ T

0

〈χ(t), u(t)〉 dt

+

∫ T

0

((u′(t), u(t)))dt+

∫ T

0

〈
(|v(t)|ρ+2 + |w(t)|ρ+2) |u(t)|ρ u(t), u(t)

〉
dt

(3.139)

Observando que:

• ((u′(t), u(t))) =
1

2

d

dt
‖u(t)‖2 ;

•
∫ T

0

〈
(|v(t)|ρ+2 + |w(t)|ρ+2) |u(t)|ρ u(t), u(t)

〉
dt

=

∫ T

0

(‖uν(t)vν(t)‖ρ+2
Lρ+2(Ω)+‖uν(t)wν(t)‖

ρ+2
Lρ+2(Ω))dt,

a expressão acima se escreve como

0 ≤
∫ T

0

〈χ(t), u(t)− z〉 dt−
∫ T

0

〈Az, u(t)− z〉 dt, ∀ z ∈ W 1,p
0 (Ω).

Considere z = 2u(t) + λv(t), λ > 0. Logo, substituindo z na desigualdade

acima, temos

0 ≤
∫ T

0

〈χ(t),−λv(t)〉 dt+

∫ T

0

〈Au(t) + λv(t), λv(t)〉 dt, ∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω).

Dividindo esta desigualdade por λ > 0, temos,

0 ≤ −
∫ T

0

〈χ(t), v(t)〉 dt+

∫ T

0

〈Au(t) + λv(t), v(t)〉 dt, ∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω).

Fazendo λ→ 0 temos, pela hemicontinuidade do operador A que

0 ≤ −
∫ T

0

〈χ(t), v(t)〉 dt+

∫ T

0

〈Au(t), v(t)〉 dt, ∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω).

2u,v ∈ L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω))
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Desse modo, ∫ T

0

〈(Au(t)− χ(t)), v(t)〉 dt ≥ 0, ∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω) (3.140)

Em particular, para −v(t), tem-se:∫ T

0

〈(Au(t)− χ(t)), v(t)〉 dt ≤ 0, ∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω) (3.141)

Donde, de (3.140) e (3.141), segue que

0 ≤
∫ T

0

〈(Au(t)− χ(t)), v(t)〉 dt ≤ 0, ∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω),

ou seja,

Au(t) = χ(t), q.s. em [0,T].

Analogamente mostra-se que

Av(t) = η(t), q.s. em [0,T].

e

Aw(t) = ξ(t), q.s. em [0,T].

Portanto, de (3.59)-(3.61),(3.90)-(3.100) e das condições iniciais, temos

u, v, w ∈ L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω));

u′, v′, w′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω));

d

dt
(u′(t), z) + 〈Au(t), z〉+ ((u′(t), z)) +

〈
[|v(t)|ρ+2 + |w(t)|ρ+2] |u(t)|ρ u(t), z

〉
= (f1(t), z), ∀z ∈ W 1,p

0 (Ω),

no sentido de D′(0, T ).

d

dt
(v′(t), z) + 〈Av(t), z〉+ ((v′(t), z)) +

〈
[|u(t)|ρ+2 + |w(t)|ρ+2] |v(t)|ρ v(t), z

〉
= (f2(t), z), ∀z ∈ W 1,p

0 (Ω),

no sentido de D′(0, T ).

d

dt
(w′(t), z) + 〈Aw(t), z〉+ ((w′(t), z)) +

〈
[|u(t)|ρ+2 + |v(t)|ρ+2] |w(t)|ρw(t), z

〉
= (f3(t), z), ∀z ∈ W 1,p

0 (Ω),
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3.6. PASSAGEM DO LIMITE

no sentido de D′(0, T ).

u(0) = u0, u
′(0) = u1,

v(0) = v0, v
′(0) = v1,

w(0) = w0, w
′(0) = w1.

O que encerra a demonstração do teorema.
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Apêndice A

Propriedades do Operador

p-Laplaciano A

A.1 Definições e Resultados

Definição A.1. Dado um espaço de Banach X e um funcional J : X → R, suponha

que exista

lim
λ→∞

1

λ
[J(u+ λv)− J(u)] = J ′(u)(v).

Se para cada u ∈ X fixado, J ′(u)(v) é uma forma linear cont́ınua em v, então dizemos

que o funcional J é derivável no sentido de Gateaux, e sua derivada é J ′(u).

Notação: J ′(u, v) = 〈J ′(u), v〉 = J ′(u)(v).

Exemplo A.1. Seja X = Lp(Ω), onde Ω ⊂ Rn, e 1 ≤ p <∞.

Suponha que g : R→ R satisfaça:

1. |g(s)| ≤ α |s|p , α > 0.

2. g é continuamente diferenciável e existe β > 0 tal que |g′(s)| ≤ β |s|p−1 .

Considere o funcional J : Lp(Ω)→ R dado por

J(v) =

∫
Ω

g(v(x))dx.
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Tem-se, usando o teorema do valor médio, que

J(u+ λv)− J(u) =

∫
Ω

g(u(x) + λv(x))− g(v(x)))dx

=

∫
Ω

g′(u(x) + θλv(x))λ(v(x))dx

onde θ = θ(x), 0 < θ < 1. Dáı, se λ 6= 0, temos

1

λ
[J(u+ λv)− J(u)] =

∫
(g′(u(x) + θλv(x)))v(x)dx.

Tomando o limite quando κ→∞ e usando a continuidade de g′, obtemos

〈J ′(u), v〉 =

∫
Ω

g′(u(x))v(x)dx. (A.1)

Observação A.1. As integrais anteriores existem em virtude das hipóteses sobre g

e g′.

Considera-se, a seguir, um caso geral do exemplo anterior, do qual obter-se-á um

operador significativo para o que se tem em mente estudar.

Exemplo A.2. Seja A : D(A) ⊂ Lp(Ω)→ Lp(Ω) um operador linear onde

D(A) = {v ∈ Lp(Ω);Av ∈ Lp(Ω)}.

O espaço vetorial D(A) com a norma do gráfico de A, isto é

‖v‖pD(A) = ‖v‖pLp(Ω) + ‖Av‖pLp(Ω)

é um subespaço de Banach de Lp(Ω). O funcional

J(u) =

∫
Ω

g(Au(x))dx, u ∈ D(A)

está bem definido em D(A) e pelo mesmo método anterior constata-se que J , assim

definido, possui derivada de Gateaux. De fato, o funcional J ′(u) dado por

J ′(u).v =

∫
Ω

g′(A(x)).Av(x)dx (A.2)

é linear. Para provar que ele é limitado, observamos que

Observação A.2. Resta apenas provar que J ′(u) é uma forma linear limitada em

D(A). Temos que
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〈J ′(u), v〉 ≤
∫

Ω

| g′(Au(x)) || Av(x) | dx

≤ (

∫
Ω

| g′(Au(x)) |p′ dx)
1
p′

∫
Ω

| Au(x) |p dx)
1
p

≤ C(

∫
Ω

| g′(Au(x)) |(p−1)p′ dx)
1
p′

∫
Ω

| Au(x) |p dx)
1
p

= C(

∫
Ω

| g′(Au(x)) |p dx)
1
p′ . ‖ A(v) ‖Lp (Ω)

≤ C ‖ v ‖D(A) .

Logo J ′(u) é limitado em D(A)

Exemplo A.3. Seja Ω um aberto, limitado e bem regular do Rn. Tomemos o espaço

W 1,p
0 com a norma ‖ . ‖0 e seja J : W 1,p

0 (Ω)→ R, o funcional dado por

J(u) =
1

p

n∑
i=1

∫
Ω

| ∂u
∂xi
|p dx.

Pelo exemplo anterior, com A = ∂
∂xi
, i = 1, 2...., n, e g(s) = |s|p, então g′(s) = p |

s |p−2, p > 2 e, portanto:

〈J ′(u), v〉 =
n∑
i=1

∫
Ω

| ∂u
∂xi
|p−2 ∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx,

para todo v ∈ W 1,p
0 (Ω). Em Particular, para v = ϕ ∈ C∞0 (Ω), temos

〈J ′(u), ϕ〉 =
n∑
i=1

∫
Ω

| ∂u
∂xi
|p−2 ∂u

∂xi

∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
Ω

[
n∑
i=1

∂

∂xi
(| ∂u
∂xi
|p−2 ∂u

∂xi
)]ϕdx.

Portanto,

J ′(u) = −
n∑
i=1

∂

∂xi
(| ∂u
∂xi
|p−2 ∂u

∂xi
)]ϕ, p ≥ 2,

isto é,

J ′ : W 1,p
0 (Ω)→ W−1,p′(Ω)

u 7→ J ′(u) = −
n∑
i=1

∂

∂xi
(| ∂u
∂xi
|p−2 ∂u

∂xi
).

Dáı, concluimos que a derivada de Gateaux do funcional

J(u) =
1

p

n∑
i=1

∫
Ω

| ∂u
∂xi
|p dx, 2 ≤ p <∞,
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é o operador

J ′(u) = −
n∑
i=1

∂

∂xi
(| ∂u
∂xi
|p−2 ∂u

∂xi
), p ≥ 2.

Este operador, que denotamos por A, é o operador do nosso sistema, isto é,

A(u) = J ′(u) = −
n∑
i=1

∂

∂xi
(| ∂u
∂xi
|p−2 ∂u

∂xi
), p ≥ 2,

denominado de operador p-Laplaciano. Note que

A : W 1,p
0 (Ω)→ W−1,p(Ω)

u 7→ A(u) = −
n∑
i=1

∂

∂xi
(| ∂u
∂xi
|p−2 ∂u

∂xi
), te-

mos que Au : W 1,p
0 (Ω) → R é linear e cont́ınuo. Além disso, como C∞0 (Ω) é denso

em W 1,p
0 (Ω)(V er[10]), e

〈J ′(u), ϕ〉 =
n∑
i=1

∫
Ω

| ∂u
∂xi
|p−2 ∂u

∂xi

∂ϕ

∂xi
dx,

para todo ϕ ∈ C∞0 (Ω), temos que

〈J ′(u), w〉 =
n∑
i=1

∫
Ω

| ∂u
∂xi
|p−2 ∂u

∂xi

∂w

∂xi
dx,

para todo w ∈ W 1,p
0 (Ω).

Definição A.2. Seja V um espaço de Banach e V ′ seu dual. Dizemos que A : V → V ′

é um operador hemicont́ınuo se, para u, v, w em V , a função λ −→ 〈A(u+ λv), w〉
é cont́ınua de R −→ R,

Definição A.3. Diz-se que um operador A : V → V ′ é monótono se

〈Au− Av, u− v〉 ≥ 0, ∀u, v ∈ V.

Onde 〈, 〉, denota a dualidade V ′ × V.

Proposição A.1. Se J : V → R é um funcional convexo, então sua derivada de

Gateaux J ′ : V ′ → V ′ é um operador monótono.
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Demonstração. Sendo J convexo, temos

J [(1− θ)u+ θv] ≤ (1− θ)J(u) + θJ(v), 0 < θ < 1,

isto é:

J [u+ θ(v − u)]− J(u) ≤ θ[J(v)− J(u)],

dividindo por θ 6= 0, temos

1

θ
J [u+ θ(v − u)]− J(u) ≤ [J(v)− J(u)],

fazendo θ → 0 tem-se

〈J ′(u), v − u〉 ≤ J(u)− J(v).

Agora, trocando u por v, temos

〈J ′(v), u− v〉 ≤ J(v)− J(u)

Dáı,

〈J ′(u), u− v〉+ 〈J ′v, v − u〉 ≤ 0,

donde conclúımos que

〈J ′(u)− J ′(v), u− v〉 ≥ 0.

Definição A.4. Dizemos que um operador A : V → V ′ é coercivo , se

lim
‖u‖V→+∞

〈Au, u〉
‖u‖V

= +∞

A.2 Propriedades do operador p-Laplaciano

A.2.1 A é hemicont́ınuo

De fato, dados u, v, w ∈ W 1,p
0 (Ω) e λ ∈ R temos:

〈A(u+ λv), w〉 =
n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi + λ
∂v

∂xi

∣∣∣∣p−2

(
∂u

∂xi
+ λ

∂v

∂xi
)
∂w

∂xi
dx.

Observe que∣∣∣∣ ∂u∂xi + λ
∂v

∂xi

∣∣∣∣p−2

(
∂u

∂xi
+λ

∂v

∂xi
)
∂w

∂xi
≤ 2p−3(

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

+λp−2

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣p−2

)(
∂u

∂xi
+λ

∂v

∂xi
)
∂w

∂xi
.
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e

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣ ∂u∂xi + λ

∂v

∂xi

∣∣∣∣p−2

(
∂u

∂xi
+ λ

∂v

∂xi
)
∂w

∂xi

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∂u∂xi + λ
∂v

∂xi

∣∣∣∣p−2 ∣∣∣∣ ∂u∂xi + λ
∂v

∂xi

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∂w∂xi
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣ ∂u∂xi + λ
∂v

∂xi

∣∣∣∣p−1 ∣∣∣∣ ∂w∂xi
∣∣∣∣→ ∣∣∣∣ ∂u∂xi + λ0

∂v

∂xi

∣∣∣∣p−1 ∣∣∣∣ ∂w∂xi
∣∣∣∣ , q.s. em Ω, quando λ→ λ0

Observando que as funções do segundo membro da desigualdade acima são in-

tegráveis, temos, pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue, que

lim
λ→λ0

〈A(u+ λv), w〉 = 〈A(u+ λ0v), w〉 .

Logo A é hemicont́ınuo.

A.2.2 A é monótono

De fato, observando que o funcional J(u) é convexo, uma vez que a função∣∣∣ ∂u∂xi ∣∣∣p , p > 2, é convexa, temos, da Proposição A.1, que A é monótono, pois A é a

derivada de Gateaux desse funcional.

A.2.3 〈Au, u〉 = ‖u‖p0
De fato,

〈Au, u〉 =
n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi

∂u

∂xi
dx =

n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p dx = ‖u‖p0 .

A.2.4 A é coercivo

Temos 〈Au, u〉 = ‖u‖p0, logo

〈Au, u〉
‖u‖0

= ‖u‖p−1
0 ,

donde

lim
‖u‖0→∞

〈Au, u〉
‖u‖0

=∞.
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A.2.5 A é limitado

A limitação aqui, é no sentido que A leva conjuntos limitados em conjuntos

limitados. De fato, temos

‖Au‖1,p′ = sup
v 6=0

〈Au, v〉
‖v‖0

.

Como,

|〈Au, v〉| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−1 ∣∣∣∣ ∂v∂xi

∣∣∣∣ dx
≤

n∑
i=1


(∫

Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣(p−1)p′

dx

) 1
p′ (∫

Ω

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣p dx) 1

p


≤

n∑
i=1

(∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣(p−1)p′

dx

) 1
p′ (∫

Ω

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣p dx) 1

p

≤

(
n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣(p−1)p′

dx

) 1
p′
(

n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p dx

) 1
p

= ‖u‖p−1
0 ‖v‖0 ,

obtemos
|〈Au, v〉|
‖v‖0

≤ ‖u‖p−1
0 .

Portanto,

sup
v 6=0

|〈Au, v〉|
‖v‖0

≤ ‖u‖p−1
0 ,

isto é,

‖Au‖−1,p′ ≤ ‖u‖
p−1
0 .

A.2.6 〈Au, u′〉 =
1

p

d

dt
‖u(t)‖p0

De fato, observe que, se u : (0, T ) → W 1,p
0 (Ω) é tal que u′(t) ∈ W 1,p

0 (Ω),

temos que

〈Au, u′〉 =
n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi

∂u′

∂xi
dx.
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A.2. PROPRIEDADES DO OPERADOR P-LAPLACIANO

Assim,

1

p

d

dt
‖u(t)‖p0 =

1

p

d

dt

n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p dx =

1

p

n∑
i=1

∫
Ω

d

dt

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p dx

=
n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−1

∂u

∂xi

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣−1

∂u′

∂xi
=

n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi

∂u′

∂xi

= 〈Au, u′〉 ,

ou seja,

〈Au, u′〉 =
1

p

d

dt
‖u(t)‖p0 .
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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