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Resumo

Neste trabalho estudamos solugoes de viscosidade estacionarias da Equagao
de Hamilton-Jacobi, suas propriedades, e indicamos sua conexao com o pro-
blema de Mather estacionario. Para tal, estabelecemos alguns conceitos como
a acao estacionaria, fungoes estacionarias, Lagrangianos e Hamiltonianos esta-
cionarios, etc. No final deste trabalho utilizamos o Principio da Programacao
Dinamica para provar a existéncia de solugao de viscosidade estacionaria da

Equacao de Hamilton-Jacobi com desconto.

Abstract

In this work we study stationary viscosity solutions of the Hamilton-Jacobi
Equation, its properties, and we indicate its conexion with the Mather prob-
lem in the stationary setting. In order to do this, we establish some concepts
like the stationary action, stationary functions, stationary Lagrangians and
Hamiltonians, etc. In the ending of this work we use the Dynamic Program-
ming Principle to establish the existence of stationary viscosity solution of the

discounted Hamilton-Jacobi Equation.
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Introducao

Neste trabalho, nosso objetivo é entender o conceito solu¢cao de viscosi-
dade estaciondria da equacao de Hamilton-Jacobi e sua conexao com o

problema de Mather estacionério estudado em [GO09).

No Capitulo 1, introduzimos a nogao geral de agcao estaciondria que é
um conceito central da teoria. Ali sao demonstradas as propriedades bésicas

das funcgoes estaciondrias tais como convolucgoes e diferenciacao.

No Capitulo 2, sao apresentados os pré-requisitos da Dinamica Lagrangiana,
bem como sua adaptacao ao caso de Lagrangianos estaciondrios, em par-
ticular estabelecemos a relacao entre o fluxo associado a equagao de Euler-

Lagrange e o fluxo estaciondrio induzido.

O terceiro e quarto capitulos sao devotados ao tema central solugcoes de

viscosidade estaciondrias da equacao de Hamilton-Jacobi

H(z, Dyu(z,w),w) = A\

Ali sao introduzidos os conceitos de solucao de viscosidade em x e
de solucao de viscosidade em w e estudamos as conexoes entre estes dois
conceitos bem como suas propriedades basicas tais como a equivaléncia en-
tre os dois tipos de solucao, levando-nos a impor condic¢oes adicionais sobre a

estrutura local da acao (ver Proposigao 3.10). E importante notar que even-



tualmente a equacao de Hamilton-Jacobi estacionaria pode nao ter solugoes
(ver Exemplo 3.14), entao o problema com desconto é utilizado para abordar

solugoes do problema original.

O Problema de Mather Estacionério é um problema de programacao linear

em dimensao infinita e consiste em minimizar

[ Lot
R x )

sobre todas medidas de probabilidade que satisfazem a condi¢ao de holonomia

/ v+ Datp(0,w)dp(v, ) = 0,
R xQ
Vi € CHR™ x Q).

A caracterizacao de tais medidas é feita via equagao de Hamilton-Jacobi,
que é originada por dualidade através do Teorema de dualidade de Legendre-

Rockafellar-Fenchel (ver [BGOg], [Vil03]).

Teorema (Legendre-Fenchel-Rockafellar). Seja £ um espago vetorial
topoldgico localmente Hausdorff sobre R com dual E*. Suponha que h: E —
(—o00, +00] é convexa e semi-continua inferiormente e g : F — [—00, +00) é

concava e semi-continua superiormente. Entao

min(h* — g*) = sup(g — h),
D E

sempre que h ou g é continua em algum ponto onde ambas fungoes sao finitas

(0o que garante o minimo no lado esquerdo).

Aplicando este teorema convenientemente obtém-se

min / L(0,v,w)du(v,w) = — inf sup H(p,0,w),
R xQ

Prob. holonémicas 0eCL wen
onde H(p, z,w) = H(x, Dyp(z,w),w).

Em [GO09] obtém-se trés resultados principais:



1. As medidas de Mather estacionarias com desconto sao suportadas em
graficos parcialmente Lipschitz da forma {(v = v(w),w)|w € 2} C R™ x
Q.

2. Tais medidas podem ser escolhidas holonomicas com e sem desconto;

3. Existe medida de Mather estacionéria invariante pelo fluxo da equacao

de Euler-Lagrange, obtida como limite fraco das medidas anteriores.

Estes resultados nao serao analisados aqui por estarem fora do escopo deste
trabalho, apenas nos limitamos a enfatizar que a ferramenta principal para a
solucao destes problemas é o conceito de solucao de viscosidade estacionédria,
assim, é fundamental o seu entendimento, isto é, existéncia e propriedades que
permitam provar resultados sobre a sua regularidade. Para mais detalhes sobre

esta abordagem ver o preprint [GO09].

Ainda no capitulo 4, temos o fechamento do trabalho com a prova da exis-
téncia de solucoes de viscosidade estacionarias para a equacao de Hamilton-
Jacobi com desconto via controle 6timo (ver [Gom09] para mais detalhes
da aplicacao de técnicas de controle para solucoes da equacao de Hamilton-

Jacobi), e Principio da programacao dinamica para estas solugoes.



Capitulo 1

Estacionariedade, Acao

Estacionaria

Assumimos a existéncia de uma ag¢ao estaciondria (para diferir da agao
usual sobre curvas) ou simplesmente a¢do 7 : R"xQ — Q, onde € é um espaco

métrico compacto. A acao é continua e satisfaz a propriedade de semi-grupo:
TotyW = TopTyW,

7'0(') = Id.

Assumimos também que a acao 7 é transitiva, conforme a defini¢ao a seguir.

Definicao 1.1. Dizemos que a acao 7 € transitiva se
Ve>0,Vw,wy € Qexiste x € R tal que d(7,wq,ws) < €.

Dizemos que a acao 7 é uniformemente transitiva se V € > 0 existe M > 0 tal

que V wy,wy € Q existe x € R™ tal que |z| < M e d(1,wi,ws) < e.

A figura a seguir ilustra a definicao de transitividade.



Transitividade

Lema 1.2. Seja 7 : R" x 2 — Q uma acao transitiva. Como {2 é compacto,
entao 7 sera uniformemente transitiva.

Demonstragao: Vamos demonstrar a afirmac¢ao em um contexto mais geral
e obteremos o resultado como consequéncia. Sejam X um espaco normado e
(Y,d) um espago métrico. Seja F': X x Y — Y uma funcdo continua. Como

definido acima, dizemos que F' é transitiva se
Ve>0,Vy,y €Y existe z € X tal que d(F(z,11),y2) < €,
e dizemos que F' é uniformemente transitiva se

Ve >0, existe M > 0 tal que V y1,y2 € Y existe z € X

tal que |z| < M e d(F(z,y1),y2) < €.

Vamos mostrar agora que se (Y,d) é um espago métrico compacto e se F
¢ transitiva, entao F é também uniformemente transitiva. De fato, sejam
= {(z,y1,02) € XX Y XY [ d(F(z,91),52) <e}elf:={(zu,12) €
I'* | |z| < k}. Entao I'® e I'] s@o abertos. Para ver isto, definimos G :

XxYxY—YxY, por G(z,y1,92) = (F(2,%1),y2), que é continua. Entao
I° = (doG)™!((~00,2)).

Logo I'® é aberto por ser imagem inversa de aberto por funcao continua. O

conjunto I'; é aberto por ser interseccao de I'* com outro aberto. Por outro



lado,
oo
re=|JT;
k=1
¢ o conjunto de todas as “Orbitas”de y; por z que sao ¢ proximas de ys.
Observamos que a transitividade de F' implica que m x m3(I"¥) = Y x Y,
que é compacto por ser produto de dois compactos, portanto admite uma
subcobertura finita
kot =1,
isto ¢, U, m x m3(I';,) D Y x Y. Seja M = max{ki,...,k,}. Entao obtemos
que para quaisquer (yi,y2) € Y X Y, existe ip tal que (y1,y2) € m X Wg(FiiO),
ou seja, existe z € X tal que |z| < ki, < M e d(F(z,11),y2) < €, o que implica
que F' é uniformemente transitiva.
Para concluir, basta aplicar a demonstragao acima para o caso particular X =
R" Y =Qe F:R"xQ — (), definida por F(z,w) = 7,w, que é continua por

hipotese.

Observacao 1.3. A hipdtese de que 7 é transitiva é realmente necessaria no

lema acima. Por exemplo, a acao
T,w=w,Vx €eR",

nao é sequer transitiva, embora € possa ser compacto.

Exemplo 1.4. Um exemplo de acdo estaciondria é a seguinte, 7 : R? x T¢ —
T¢, n < d, onde identificamos o toro T? = R? mod Z%, e consideramos A
uma matriz d X n de coeficientes constantes. Assumimos que o conjunto

{Az | x € R"} édenso em T Entdo como 7 definida por

.w=w+ Ar mod Z%



¢ uma aplicacao afim em R? ¢ imediato que ela é continua e verifica a pro-
priedade de semi-grupo. Para ver que ela é transitiva, sejam ¢ > 0 e wy,
wy € T9. Pela hipétese de {Ax | z € R"} ser denso em T, existe z € R"
tal que ||(wy —wy) — Az|| < €, ou equivalentemente, ||T,w; — ws|| < €.

Mais especificamente, podemos tomar 7 : R? x T? — T? e considerarmos a

0
matriz A = . Entao para w = (wy,ws), x = (21, 22) temos que

0 V2

1 0 T 9
T,w = w+Ax = (w1, wq)+ = (w1+$1,w2+\/§x2) mod Z~°.

0\/§ i)

1
Do mesmo modo, tomando 7 : R x T? — T2 e a matriz A = , temos

V2

Tow = w + Az = (W + ,wy + V22) mod Z2.

Esta ultima acao sera utilizada posteriormente no Exemplo 3.14, onde j4 tere-
mos em mente que esta agao é transitiva, continua e satisfaz a propriedade de

semi-grupo.

Definicao 1.5. Uma funcao ¢ : R" x 2 — R ¢é dita estaciondria se

or+y,w)=p(r,nw),Vwe z,yeR"

Vamos denotar por C! a seguinte classe de fungoes:
CHR™ x Q) ={p : R" x Q — R, estacionaria, C' na primeira variavel,
continua em w e tal que D,¢(0,w) é continua em w}.

Vamos denotar por Cs o conjunto das fungoes apenas estacionarias.
Usaremos defini¢coes analogas para uma fungao ¢ : R” x R” x 2 — R esta-

ciondria e para o conjunto C!(R" x R™ x Q).



Lema 1.6. Se uma funcao u : R" x {2 — R é estacionaria e existe D, u, entao

D,u: R™ x 0 — R™ é também estaciondaria, isto é,
Dyu(z +y,w) = Dyu(z, nyw),V z,y € R" w e (L

Demonstragao: Sejam z,y,h € R" e w € (). Entao temos a seguinte igual-

dade, que define D,u no ponto (z + y,w) :

ri(h
wrx+y+hw)—ulx+y,w) = Du(z+y,w) h+ri(h), com |}llilmo 1’2’ ) — 0.
ﬁ.
Como u é estacionaria, esta igualdade é a mesma que

u(x + h, nyw) — u(x, T,w) = Dyu(z +y,w) - h+1r1(h).

Por outro lado, D,u no ponto (z, 7,w) satisfaz

u(x + h, Tyw) — u(x, T,w) = Dyu(z, yw) - h + ra(h), com lim ra(h) — 0,

lh|—0 |l

ou seja, Dyu(x + y,w) = Dyu(z, Tyw). Portanto Dyu é estaciondria.

O

No estudo de solugoes de viscosidade sera necessario aproximar uma fungao
estacionaria u : R" x  — R por funcoes estaciondrias suaves. Para isto,

vamos considerar a convolu¢ao estaciondria de v com um mollifier padrao 7

(ver [Eva98], paginas 629-631). Seja n € C*°(R™), definido por

C - exp (ﬁ) . ose x|l <1
() =
0, caso contrario,

onde C' é tal que [, n(x)dr = 1.
Para cada ¢ > 0, seja n° : R” — R definida por 7°(z) = &n(%). As funcoes

n® € C*(R™) satisfazem

/n n°(x)dz = 1,supp(n®) C B(0,¢).



Definicao 1.7. Denotamos a convolugao estacionaria, ou simplesmente a con-

volucao entre u e n° por

w(ww) = [ ule ey

Lema 1.8. A convolugao u® entre u e n° definida acima é também estacionéria,

C' em z, e satisfaz

%(‘%w) V== /n U(ZE,Tyw)Dyns(y) - dy (11)

Observe que a convolugao é tao suave quanto 7.

Demonstracao: Decorre imediatamente da hipdétese de u ser estacionaria que

oue

u® também é estacionaria. Vamos calcular 5

u (z+v,w) —u(r,w) = / u(z + v, T,w)n° (y)dy — / u(z, yw)n®(y)dy =

n n

- / w(z, ) (z — v)dz — / u(z, Tyw)n®(y)d(y),

onde z = y + v foi a substituicao utilizada na primeira integral.

Como n°(z —v) =n°(2) — D.n°(2) - v + r(v), onde |li|m % = 0, temos que
v|—=0 |V

u(r +v,w) —u(zr,w) =

= [ wlem) () = Daf(2) v (@) ds — [l m )y =

n

__ / (i, ) D (2) - vz + / u(z, mw)r(v)dz.

n

Dado que u é estacionaria, continua em w e €2 é compacto, entao u é limitada

(ver Exemplo 3.14). Além disso, como ‘li‘m T(U|)
v|—=0 (VU

= 0 a udltima integral vai a
Zero com v.

Portanto

%(x,w) Sy = —/ u(x, Tyw)Dyn(y) - v dy.



Observacgao 1.9. Se u(r,w) é uma func¢ao estaciondria, Lipschitz em = entao
a afirmacao no Lema 1.8 pode ser melhorada da seguinte maneira: uma vez
que %(m,w} existe Lebesgue q.t.p. (x,w) no produto Q x R" pelo Teorema

de Rademacher [He04], [Eva98]

ou® ou .
%(wa) = an %('raTyw)n (y)dy

: : ou® __ Ou €
Esta igualdade pode ser reescrita como - = 3% % n°.

10



Capitulo 2

Pré-requisitos para Dinamica

Estacionaria

Definigao 2.1. Um Lagrangiano (autonomo) é uma fungao suave L : R" x

R™ — R que satisfaz as seguintes condigoes:

a) Converidade: A Hessiana a;fgf) é positiva definida V(z,v) € R*";
i0Vj

b) Superlinearidade (ou coercividade): | ‘lim o] = +o0;
v|—+o00 v

¢) L(z,v) > 0,V(z,v) € R* (adicionando uma constante se necessério).

Definicao 2.2. Dado um Lagrangiano L : R® xR" — R, definimos o momento

generalizado ou simplesmente momento por

L L L
p=—D,L(z,v) = (_8_ _8_ 0

=2y (CLy = Luyy o —Ly ).
vy’ Ovy 7 (%n) ( ! )

11



Definicao 2.3. A funcdo energia é a funcao E : R*™ — R definida por

E(z,v) = =Dy(z,v) - v — L(x,v).

Vamos agora definir o Hamiltoniano associado ao Lagrangiano.

Definigao 2.4. Dado um Lagrangiano L : R" x R” — R, definimos o Hamilto-
niano associado como a Transformada de Fenchel do Lagrangiano (mantendo-
se x fixo):

H(z,p) = max[—pv — L(z, v)].

Observamos que a mudancga de coordenadas (z,v) para (x,p) definida por
L(z,v) = (x, Ly(z,v)) = (z,p), chamada de transformada de Legendre de L é
tal que H = Eo L7!, isto é, o Hamiltoniano nada mais é do que a energia nas

coordenadas (z,p).

Conforme [CI99], verifica-se que se f : R" — R é uma funcao convexa, a

Transformada de Fenchel de f definida por

f*(p) = max|—pz — f(z)]

satisfaz:

a) se f é superlinear, entao o méximo é atingido em algum ponto = € R";

b) se f é convexa e superlinear entdo f* também é. Neste caso f*™* = f.

Como consequéncia das nossas hipoteses de convexidade e superlinearidade

do Lagrangiano, e mantendo = € R" fixo, temos que L* = H e H* = L.

Nosso estudo sera feito para Lagrangianos estaciondrios definidos sobre

R™ x R™ x €2, onde €2 é um espaco métrico compacto, no qual R" age através

12



da acdo 7. Dado um Lagrangiano L : R?" x  — R, diremos que L é um

Lagrangiano estacionario, conforme visto no primeiro capitulo, se

L(x 4+ y,v,w) = L(z,v, Tyw).

Tudo o que foi feito anteriormente segue valendo para Lagrangianos L(x, v, w),
com w € €.
Para cada w fixado, poderiamos considerar a equacao de Fuler-Lagrange, que

¢ uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem dada por

D, L(x(t), v(t)) — %(DUL(x(t), u(t))) = 0.

Esta equagao define um fluxo ¢%:

W — Qbf(xoﬂ)o) - (I<t>7 U(t))7
que é nada mais do que a solugao (x(t),v(t)) da equagdo de Euler-Lagrange
com condigao inicial (z(0),v(0)) = (xo, vo).
Em vez disso, podemos olhar para L(0, v, 7,w) e para o fluro induzido

(0,w) F25% (0(t), Tow).

(v(t), ™)

R (x().v(1) 24

(V)

v

Fluxo induzido

Um caso que pode ser analisado é quando o conjunto €2 tem estrutura diferen-

cidvel (de dimensao n). Neste caso podemos exigir que a acdo 7 : R" x Q — )

13



seja suave, assim podemos definir também um campo induzido W, conforme
faremos abaixo.
Lembramos que dado o Lagrangiano L(x,v,w), a equagdo de Euler-Lagrange

L, = %Lv implica que o campo lagrangiano X’ é dado por

XE(z,v,w) = (&,9) = (v, L} (Ly — vLyy)).

Por outro lado o fluxo (v,w) EN (v(t), Toyw) define para cada z = x(0)

um campo W’ em R” x Q, dado por

WH(z,v,w) = —(v(t), Tuw)

0 &
= Xz, v,w) or
Id 0

Isto mostra como a agao estacionaria altera o campo Lagrangiano, fazendo um

twist nas coordenadas e uma distorcao % na velocidade do campo original.

Exemplo 2.5. (Lagrangiano Mecanico Estacionario) Consideremos o
campo gradiente F'(z) = —VV(x), entdo a lei de Newton para um corpo

de massa unitaria é escrita como

Agora suponha Q = T! e o fluxo ¢ : R x Q — Q definido por ¢(t,w) = w(t)

14



onde

Note que esta agdo nao é transitiva pois o campo tem um ponto critico (veja
Observagao 3.11).

Podemos definir um Lagrangiano Mecanico Estacionario L(x,v,w) como:

2

1
L(z,v,w) = gV~ cos(2mp(x,w)),

que € estacionario para a agao
T,w = p(z,w).

Para cada wy fixo, temos um Lagrangiano mecéanico L(z,v,wp) onde V (z,wy) =
cos(2mp(x,wp)), cujas curvas integrais sao solugdes da EDO
Z(t) = —V cos(2mp(x,wp))
d
= sen(2mp(x, wp))2m—p(x, wo)
dz
= sen(2mp(x,wp))2rw(x)
= sen(2mp(x, wp))2msen(2nw(x))

= 2msen’(2mp(x, wp)).

15



Capitulo 3

Solucoes de Viscosidade para a

Equacao de Hamilton-Jacobi

Comecamos este capitulo definindo a Equacao de Hamilton-Jacobi. A

primeira defini¢ao a seguir é usual ao passo que a segunda ¢é a adaptacao para o

caso estacionario. Denotamos aqui D,u = (80—:;‘1, ad—;;, ey ) = (Ugy s Uy ooy Uy, )
n

Temos um Lagrangiano L que assumimos, daqui em diante, que é estacionario:
L(z +y,v,w) = L(z,v, Tyw),

e o Hamiltoniano associado H : R?" x Q) — R.

Observacao 3.1. Como o Lagrangiano é uma fungao estacionaria, entao o

Hamiltoniano associado também sera estacionario. De fato:

H(‘T+yapv CU) = m%X[—pv—L(x+y, v, CU)] - m%X[—pv—L(x, v, TyW)] = H(xapv Tyw)~
veER™ veER™

16



Defini¢ao 3.2. A Equacao de Hamilton-Jacobi é a EDP (de primeira ordem)
H(z, Dyu(r,w),w) =\
onde \ é uma constante e u : R" x 2 — R.

Definicao 3.3. A Equacao de Hamilton-Jacobi Estaciondria é a EDP
H(0,D,u(0,w),w) = A

onde A\ é uma constante e u : R™ x Q — R.

Lema 3.4. Se u : R" x 2 = R é uma funcao Cj, entao as defini¢oes 3.2 e 3.3
da Equacao de Hamilton-Jacobi sao equivalentes.
Demonstragao: Vemos que 3.2 implica 3.3 trivialmente, basta tomar x = 0

em 3.2. Reciprocamente, suponhamos que V w € (),
H(0, D,u(0,w),w) = A.
Em particular para w = 7,,wo temos
H(0, D,u(0, Tpywo), TuoWo) = A

Pela estacionariedade de u, segue pelo Lema 1.6 que D,u ¢é estacionéria. Por
hipétese H ¢é estacionario (ver Observacao 3.1). Entao a tltima equagao é
equivalente a

H(:UOJ Dzu(x(% w0)7 CL)()) = )\7

que é a equagao 3.2 no ponto w = T,,wp, que pode ser escolhido arbitraria-

mente. Isto completa a equivaléncia.

17



Podemos escrever a Equagao de Hamilton-Jacobi (H-J) simplesmente como

H(u,z,w) = A, ou, no caso estacionario H(u,0,w) = H(u,w) = A.

Neste contexto, a nogao correta de solucao fraca é solugcao de viscosi-
dade. Vamos definir dois tipos de solucoes de viscosidade, um em x e outro
em w. O segundo tipo é uma adaptagao do primeiro para o contexto de esta-

cionariedade.

Definigao 3.5. Uma funcao u : R” x 2 — R, continua em x (nido necessa-
riamente C!) para cada w € Q, é uma solucao de viscosidade em z de
H(u,z,w) = A, se para cada wy € €2, qualquer funcao 1) : R* — R de classe C!
e qualquer zy € R” tal que u(z,wp) — ¥(z) tem um minimo (resp. méximo)

local estrito em g com u(zg,wp) — ¥ (z) = 0, valer que
H(Y, xo,wo) > A (resp. < A).

Defini¢ao 3.6. Uma fungao u : R™ x Q — R, estaciondria (ndo necessari-
amente C!), continua em , é uma solucdo de viscosidade em w de
H(u,0,w) = A, se para qualquer ¢ € CHR" x Q) e qualquer ponto wy €
tal que u(0,w) — ¢(0,w) tem um minimo (resp. méximo) local em wy com

(0, wo) — ©(0,wp) = 0, valer que
H(p,0,wp) > X (resp. < N).

Observacao 3.7. As funcoes 1 e ¢ nas defini¢des acima podem ser chamadas

de funcoes teste.

Lema 3.8. Se uma funcao u : R” x {2 — R é uma solucao classica da Equacao
de Hamilton-Jacobi, entao u serd também solugao de viscosidade em z de

H(u, z,w) = A
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Demonstragao: Seja u uma solugao cldssica de H(u,z,w) = A. Fixamos
entdo wy € ) e uma fungao ¥ : R” — R de classe C! tal que u(x,wy) — ¥(x)
tem um minimo (resp. maximo) local estrito em zy com u(xg,wy) — ¥ (o) = 0.

Precisamos mostrar que
H(Y, xo,wo) > A (resp. < A).

Sabemos que ¥ é de classe C*', u é diferencidvel (¢ solugao cléssica), e como
u(z,wo) — ¥ () tem um minimo (resp. méximo) em zy segue que

0

5 (o) = ()] (o=ae) = 0.

que é equivalente a

Du(wo,wo) = Detp(z0).
Portanto temos:
H(’l/ja Zo, WO) = H(l’g, wa(iljo), wO) = H($07 D:EU(SC(), wO)u WO)'

Mas H(xqg, Dyu(xg,wp),wo) = A, pois u é solucao classica. Olhando entao para

os extremos destas igualdades temos que
H(d@ o, WO) = )\7

que implica H (1, xg,wp) > A (resp. < A).

Proposicao 3.9. Suponha que u : R" x €2 — R é uma solucao de viscosidade
em x de H(u,0,w) = X e u é estaciondria e continua em 2. Entdo u é também
uma solucao de viscosidade em w de H(u,0,w) = A.

Demonstragao: Seja u : R" x 2 — R uma solucao de viscosidade em x de

H(u,0,w) = X. Sejam ¢ € CL(R" x Q) e um ponto wy € Q tais que u(0,w) —
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©(0,w) tem um minimo local (resp. maximo) em wy e u(0,wy) — (0, wp) = 0.
Precisamos mostrar que H(p,0,wy) > A (resp. < A).

Para tal, definimos a fungao ¢ (z) = ¢(z,wp). Temos entao ¥ : R" — R de
classe C' em z ja que p € CL. Além disso, u(0,wp) — ¥(0) = u(0,wp) —
©(0,wp) = 0. Se mostrarmos que u(z,wp) — ¥(x) tem um minimo (resp.

maximo) em z = 0, entdo como u é solugao de viscosidade em x segue que
H(1),0,wp) > A (resp. < \).

O célculo seguinte mostra que de fato u(x,wy) — ¢ (x) tem um minimo (resp.

maximo) em zy = 0:
u(z,wo) — () = u(z,wo) — @(x,wp) (pela defini¢ao da u)

= u(0, T,wo) — (0, T,wo) (u e @ sao estaciondrias)
> u(0,wo) — ¢(0,wp) ((0,wp) é ponto de minimo (resp. <, méximo))

= u(0,wp) — (0).

Portanto temos
H(¢(Oaw0)a07w0> = HW(O), O)WO) > A (resp. < /\)

O

A reciproca nao é verdadeira para o caso geral. Iremos provar a reciproca
sob hipodteses adicionais para a estrutura local agao 7, que sao naturais para

os exemplos relevantes. Sao elas:

i) existe 6 > 0 tal que V & # 0 com |z| < §,7.(:) : @ — Q nado tem pontos fixos;

ii) para cada wy € Q existe 0 > 0 e um conjunto Xs(wp) 3 wp tal que V = com

|z] <0 e wp,wy € Es(wp), se Tx(w1) = wy entdo wy = wo;
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iii) O conjunto Us(wo) = {7.(w)| w € Ts(wy), |z| < §} é uma vizinhanca aberta

de wy.

T, ®

Vizinhanga

U;(yp)

Direcéo da acédo
Segao 28(('00)

Estrutura local da acao

Proposicao 3.10. Sob as hipdteses adicionais i), ii) e iii) para a acdo, se
u: R™ x Q — R é uma solugao de viscosidade em w de H(u,0,w) = A, entao
u é também uma solucao de viscosidade em = de H(u,z,w) = A.
Demonstragao: Comecamos observando que por €2 ser um espago métrico
compacto, e a fungao u(0,-) : £ — R ser continua, entdo serd uniforme-
mente continua. Podemos entdao assumir que u(0,-) possui um mddulo de
continuidade K, isto é, existe uma funcao continua K : Q x Q — R* tal que
[u(0,w) — u(0,ws)| < K(wy,ws), K(w,w)=0e d(w}vibgl)%oK(wl,wg) = 0.

Seja entao u uma solucao de viscosidade em w, de H(u,0,w) = A. Considere
uma func¢ao C' 1) : R® — R, e suponha que zo € R" é tal que u(z,wp) — ¥(x)
tem um minimo local estrito (resp. maximo) e que u(zg,wp) — ¥ (xo) = 0. Sem
perda de generalidade, podemos supor que xy = 0, pois se nao fosse assim,
poderiamos trocar ¢ por 1(x + o). Portanto temos que u(x,wy) — (x) >
u(0,wp) — ¥ (0) = 0.

Seja 6 > 0 tal que existe uma vizinhanga aberta Us(wy) de wy, conforme a
hipétese iii). Definimos x : Us(wog) — R™ por x(w) = z para todo w tal que

existem w' € Xs5(wp) e z, tais que |z| < 2, e ,w' = w. Afirmamos que x estd
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bem definida. De fato, se 7,(w') = w = 7,(w"), com W' ,w”" € ¥s5(wp), temos
que 7,_,(w') = W" e entdo W = w” pois |y — z| < §/2+ /2 = 6, utilizando o
hipétese ii). Portanto, 7,_.(w’) = w’. Mas pela hipdtese i) 7 ndo tem pontos

fixos, entao segue que y = z. Definimos S : Us(wy) — R por

S(w) = ¥(x(w)) — K(w', wo).

Precisamos extender S para todo o espago 2. Para isto, considere U C Us(wy)
um aberto contendo wy, tal que U C Us(wp). Seja b : Q — R uma funcao bump
com suporte compacto em Us(wg), que vale 1 em U.

Considere ¢(z,w) = S(Tw)b(T,w), que ¢ estaciondria. De fato

gD(l‘ +v, w) = S(Tar+yw)b(7_a:+yw)
= (7. (Tyw))b(T2(Tyw))
= p(x, TWw).

Observe que,
p(z,wo) = ¥ ()

se |z| < §/2. De fato, isto é uma consequéncia da unicidade da expressao
T,wo em Us(wo) quando |z| < §/2. Assim p(z,wp) é diferencidvel em = =0 e
Dp(0,wp) = Dy1p(0).

Afirmamos que ¢(0,w) é continua. Para provar isto, considere a sequéncia
w, - w € U onde w, = 7, (w),), com w, € E5(wpy) € |yn| < §/2, entdo
o, w,) = Y(yn) — KW, wp). Tome w = 7,(w'), com o' € ¥s(wp). Observe
que w;,, — w'. Se nao fosse assim, existiria uma subsequéncia w;,, — @ # w'.

Usando a continuidade de 7_,(+) : Q© — € temos

d(T_pw, T,xw;k) = d(7_,7. (W), T aTyn, (w,’lk)) =d(, Tynk,w(w;k)) — 0.

Como |y, | < §/2, podemos assumir que y,, — Yo and |yp — x| < J, entdo

W' = Ty,_zw. Dado que |yy — x| < J, obtemos w’ = @, uma contradigao.
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E facil perceber que y, — x porque se nao fosse assim, entao existiria uma
subsequéncia y,, — Yo # z, entdo a convergéncia de w), — ' implica que
W' = T,,_,w', contradizendo a hipétese de que 7 nao tem pontos fixos, ou seja,
a hipétese 1).

Como ¢ e K sao continuas, obtemos a continuidade de ¢(0,w), e entao a
continuidade de p(z,w) em w.

Observe que u(0,w) — ¢(0,w) tem um minimo local em wy. De fato, se w € U,

entdo w = 7w’ e |x| < §/2. Portanto

w(0, 7,w") — (0, ,w') = u(z, ') — Y(z) + K(w' wo) =
= u(z,w') —u(x,w) + u(z,wy) — ¥(z) + KW' w) =

= [u(z,w) — u(z, wo) + K(w',wo)] + [u(z, wo) — ()]
Neste ponto, precisamos escolher o médulo de continuidade de K como sendo

KW, W) = sup [u(z,w) —ulz,u")].
|z|<d/2
Dado u(z,w’) —u(x, w) + K (w',wp) > 0 and u(x,wy) — () > u(0,ws) —1(0),

obtemos
u(0,w) — p(0,w) > u(0,wp) — ¥(0) = u(0,wy) — @(0,wp).

Observe que ¢(z,w) nao é necessariamente uma funcao C!(R" x ), assim nds
nao podemos utilizar a propriedade de viscosidade da Definicao 3.6. Porém,

fazendo uma convolucao, conforme Defini¢ao 1.7 e Lema 1.8,

o) = [ el mwi Wiy,

com um 7° apropriado, obtemos ¢° € CHR™ x Q). Uma vez que ¢° — ¢
uniformemente e o minimo é estrito, u(0,w) — ¢°(0,w) tem um minimo local
em wj — wp, que nés podemos supor sendo 0, adicionando uma constante

& — 0, a p°. Além disso, observamos que existe uma vizinhanca V' de wy, com
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V C U, tal que a funcdo ¢ é diferencidvel em x em (0,w) para todo w € V.
Entéao, pelo Lema 1.8, nés obtemos que D,¢(0,w§) — D,p(0,wy) = D, (0).
Observe que esta convergéncia é obtida da diferenciabilidade de ¢(0,wf). De
fato, para e suficientemente suave, temos que wj = T,w| com w, € Ls(wp).

Logo, pela definicao de ¢ temos,
p(r,wh) = b(z +y) + K(whwo),

para todo x em uma vizinhanca pequena de 0, e portanto, é diferenciavel em
x = 0. Além disso, D,¢(0,w;) = D, (y). Sendo u uma solucao de viscosidade

em w, de H(u,0,w) = A obtemos,

H(0, D¢ (0,wg),wg) > A

Para completar a prova, tomamos o limite € — 0.

Observacao 3.11. Quando o espago métrico compacto €2 possuir estrutura
diferenciavel, podemos utilizar o fluxo para obter uma acao, a partir da EDO

autonoma de primeira ordem

L0 = F(w) (%

w(0) = wo.
Sendo a EDO (*) auténoma, temos que o fluxo ¢ satisfaz a propriedade de
semi-grupo

Prisw = Pr 0 P, ViseR

Pow = w, YV w.
Tomando o parametro x € R, podemos obter uma acao 7 : Rx ) — €2, definida

por T,w = ¢,w. Note que quando F' tem pontos de equilibrio o fluxo e a acao

tém pontos fixos e portanto a acao nao é transitiva.
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O exemplo a seguir ilustra o conceito de solugoes de viscosidade para este

caso.

Exemplo 3.12. Comecamos definindo um Lagrangiano, para € = T! L :
RxRxQ—R

1
L(z,v,w) = 51)2 + 1+ cos(2mp,w),

onde ¢ é o fluxo como em (*), para o campo F(w) = sen(27w). Como veremos
no Capitulo 4, Definicao 4.2, a funcao u, dada por

+o0
Ua (T, w) = inf/o e L(z(t),2(t),w)dt

2(0)=x
é solugao de viscosidade em w (ver Proposicao 4.4) da Equagao de H-J com des-
conto, conforme definido no Capitulo 4, para A = 0. Vamos calcular u,(x,0).
No ponto w = 0 o fluxo ¢, é constante e igual a 0 pois F'(0) = 0 (ele é um
ponto de equilibrio). Escolhemos z(t) = x qualquer tal que & = 0. Entao
L(x,2,0)=2¢

+o0 1 +o00 2
uq(z,0) = inf / e_at(§$2 +1+1)dt = / e 2dt = =
0 0

z(0)=z «

Iremos verificar se u,(x,0) é solugdo de viscosidade em = da Equagao de H-J
com desconto

H(z, Dyu,w) + au = 0.

Vemos que as exigéncias da definicao de solucao de viscosidade em x sao sa-

tisfeitas pelas seguintes funcoes teste

bala) = 2 — (& — o),

o
onde zy é um ponto fixado. De fato, ambas sao fungoes C' tais que uq(z,0) —

Y1 (z) = —(x—20)? tem um maximo estrito em g, Uy (x, 0)—o(z) = +(r—120)>
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tem um minimo estrito em xy. Além disso tem-se que u,(zo,0) —1(z9) =0 e
Ua (0, 0) — o(xo) = 0. Vamos calcular H (1)1, xg,0) e H(1)s, xo,0). Temos que

Doty |pewy € Ditho|z—s, valem 0. Temos entao, para i = 1,2
Lo
H([Eo, Dazqu)za O) + Oﬁbi = 50 —1—cos0+ Q@Di(l’o).

Temos entao

H(wlyx()uo) = H(?/)Q,QU0,0) = OJ

Portanto vemos que a condicao necessaria para ser solucao de viscosidade em x
é satisfeita para 1/ e para 1. Observe que w = 0 é um ponto fixo para a acao
estacionaria, de modo que esta agao nao satisfaz a hipdtese i) na Proposicao

3.10.

Vamos mostrar no exemplo a seguir que a Equacao de Hamilton-Jacobi
(sem desconto) pode nao ter solu¢do de viscosidade em w. Antes de comecar

o exemplo vamos precisar de um pequeno resultado.

Lema 3.13. Dizemos que uma funcao g : R® — R é semi-concava se existir

uma constante C' tal que

gl +2) = 2g9(x) + g(z — 2) < C|z>,V z,2 € R.

, N ~ + —
Se g € semi-concava entao dg S dg .
dx dx

Demonstragao: Se u é semi-concava, entao para x,z € R

g(x +2) = g(z) (9(93) —g(w—Z)) _glet2) =20 tglz—2) Cll®

Fazendo z — 0, temos
Jr —

dt_dg-

dz dr —
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Exemplo 3.14. Iremos verificar neste exemplo que pode ocorrer que H(u,0,w) =
A nao admita solugao de viscosidade em w, como observado em [LS03]. Con-
sidere Q = T? = R?/27Z? = {(w1,w2) € R?}/ ~, onde a relagio ~ estd
definida por (wy,ws) ~ (w1,wz) & w; — w; = 2k;m, k; € Z, parai = 1,2. Seja

L= L(z,v,w): R x R x T? um Lagrangiano dado por
Ly
L(z,v,w) = Ju cos(wy 4 z) + cos(wy + V2z).
O momento generalizado é entao
1
p=-D,L= —DU(§1)2 + cos(wy + &) + cos(wy + V2z)) = —v,

e o Hamiltoniano associado é

H(z,p,w) = —pv(x,p) — L(z,v(x,p),w)

1
=p* — L(z,v(x,p),w) = §p2 — cos(wy 4 x) — cos(wy + V2z).

Precisamos de uma acao 7 para a qual o Lagrangiano seja estacionario, isto é,
L($ + y,v,w) = L(ff?U»Ty(w))
que é equivalente, neste exemplo, a

1 1
ivz—l—cos(wl—|—:U—|—y)+cos(w2+\/§(:1:—|—y)) = §v2+cos(7y(w1)+x)+cos(ry(wz)+\/§x).

A partir desta igualdade podemos ver que a acao
7o(w) = To(wr,w2) = (w1 + 2, w2 + V22)

satisfaz a propriedade desejada.
Vamos verificar que H(u,0,w) = A ndo possui solugoes de viscosidade em w.
Suponha entao, por absurdo, que u é uma solucao de viscosidade em w. Entao

pela Proposi¢ao 3.10, u é também uma solucao de viscosidade em x. Sendo
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u uma funcao estaciondria e continua em €2, a hipdtese de €2 ser compacto
implica que u é limitada. De fato, sejam = € R™",w € ), entdo |u(z,w)| =
|u(0, T,w)| < rggglu(o,w)] = M € R. Vamos mostrar para este exemplo,
que qualquer solucao de viscosidade em z ¢ ilimitada, obtendo assim uma
contradicao.

Toda solugao cléssica de H(u,z,w) = A, isto é, de

1 (ou\?
(=) —cos(ws +z) — cos(wy + V2z) = A (3.1)
2 \ Ox

é também uma solucao de viscosidade em x pelo Lema 3.8. Vamos mostrar
agora que qualquer solucao para esta equacao é ilimitada. Claramente 3.1 sé

admite solucoes para A > 2 <g_7;2 > 0).

Para o caso em que A > 2 obtemos

uy(z,w) = i\/ﬁ/x \/)\ + cos(wy + &) + cos(wy + V2z)d.

Se % é continua em z entao

s,
|£| = \/5\/)\ + cos(wy + ) + cos(wy + V22,

e como A\ > 2, entdo A + cos(w; + x) + cos(wy + v2x) > 0, e temos que

|g—Z\ > 9 > 0, portanto a solugao ¢ ilimitada.

Caso g—; tenha descontinuidades, entao sendo u semi-concava (ver [CP04]),
pelo Lema 3.13 elas serao tais que %+ < %_ (a descontinuidade implica que

nao vale a igualdade das derivadas laterais). Portanto o sinal da derivada nao
pode mudar novamente, ou seja, u ¢ ilimitada.

Se A = 2, entao vale a expressao

ug(z,w) = j:\/ﬁ/x \/2 + cos(wy 4 x) + cos(ws + V21)dz. (3.2)

Mas pode acontecer que % seja 0 em algum ponto. Vamos mostrar que isso
X

ocorre para no maximo um unico ponto. De fato, supondo que existam z e T
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que anulem a derivada, entao ambos cossenos em 3.2 valem —1, o que implica:

2k+1)mr =w + a2,k € Z;

2m + 1)1 = wy + 2V2,m € Z;
2k 4+ 1)1 =w, +7,k € Z;
(2 4 1)1 = wy + TV2, 7 € Z.

Isolando w; na primeira e na terceira equacao, obtemos

r—T=2m(k—k).
Isolando ws na segunda e na quarta equacao, obtemos
2m+1Dr—2vV2 = 2m+ 1)1 —TV2
2m(m —m) = V2(z — T)

Juntando 3.3 e 3.4 obtemos:

2(k — k) = V2( — m),

que s6 é valida para ntimeros inteiros £k = k e m = m, o que implica z = 7.

u

Portanto g—x se anula para no maximo um ponto. Portanto deste ponto até

+o00 a derivada nao muda de sinal. Vamos verificar agora que a integral em

3.2 diverge. Considere o fluxo ¢, (wy,ws) = (wy + =,ws + V21),2 € R, que é

irracional no toro T?, e portanto ergddico. Segue pelo Teorema Ergédico de

Birkhoff que para q.t.p. (wq,ws)

/ f(@z(wr,ws))dr — fdA,

'[[‘2
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onde T" > 0 e A é a medida de Lebesgue no toro. Se tomarmos a funcao

mensuravel f(wy,ws) = /2 + cos(w;) + cos(wz) € C°(T?), temos

T
/ \/2 + cos(wy + z) 4 cos(wy + V2z)dx = T/ fd.

0 T2
O lado direito desta equacao é positivo e tente a +oo se T — +oo, logo a
integral do lado esquerdo diverge.
Com isso obtemos a contradigao desejada que implica que a Equacao de Hamilton-

Jacobi nao tem solucao de viscosidade em w.

30



Capitulo 4

Existéncia e Principio da

Programacao Dinamica

Como visto no Exemplo 3.14, pode ocorrer que a Equagao de Hamilton-
Jacobi nao possua solucao de viscosidade. Para contornar este problema defi-

nimos a Equacao de Hamilton-Jacobi com desconto.

Definicao 4.1. Chamamos de Fquacao de Hamilton-Jacobi com desconto a

equacao diferencial
H*(u, x) = H(x, Dyu(x)) + au(x) =0,

onde « é um numero real positivo. Chamamos de Fquacao de Hamilton-Jacobi

com desconto estaciondria a equacao diferencial
HY(u,w) = H(0, Dyu(0,w),w) + au(0,w) = 0.
Definicao 4.2. Considere o problema de controle 6timo de horizonte infinito

+oo
wol) = inf [ e L), a(0). )t
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onde o infimo é tomado sobre todas as trajetorias globalmente Lipschitz com

condi¢ao inicial z(0) = z.

Proposicao 4.3. Seja u, : R” x  — R como definido acima. Entao u,

satisfaz o Principio da Programac¢ao Dinamica

ta(w,w) = inf ( /0 ' e~ L(x(t), (t), w)dt + eaTua(:U(T),w))

z(0)=

sobre todas trajetérias globalmente Lipschitz com condigao inicial z(0) = z.
Demonstracgao: Observe que, para qualquer trajetéria globalmente Lipschitz

com condicdo inicial z(0) = z,

+o0o
/0 e L(x(t), i (t), w)dt =

T 400
= [ e L st @ e [ e L., )
0 0
onde y(t) = 2(t+7T). Uma vez que o conjunto de todas trajetérias globalmente
Lipschitz com condigao inicial y(0) = z(7T") é maior que o conjunto de todas

com y(t) = z(t + T'), nds temos

“+o00
Ty (2(T),w) < inf =T / L (y(8), §(8), w)dt <
y(H)=2(t+T) 0

+o00
<ot / e L(y(t), §(1), w)dt,
0

para qualquer trajetéria globalmente Lipschitz com condigao inicial z(0) = z.
Adicionando fOT e~ L(xz(t), #(t),w)dt a igualdade acima e usando a observacao

inicial, obtemos

/0 e L(x(t), &(t), w)dt + e T (2(T),w) < /0 "L (t), (1), W)t

Tomando o infimo em ambos os lados, temos

inf ( /O ' e‘atL(m(t),ab(t),w)dt+e_aTua(x(T),w)) < (7, w).

z(0)=zx
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Para obter a outra desigualdade, considere € > 0 e tome z.(t) a trajetéria

Lipschitz tal que

inf (/OT e L(x(t),5(t), w)dt + e Tuy(z(T), w)) +e>

z(0)=x

T
> (/ e L(z.(t), 3.(t), w)dt + e_aTua(xg(T),w)) . (1)
0
Considere entao a trajetéria Lipschitz y.(t) tal que y(0) = z.(T) e
+oo
Ug (T, w0) > / e " L(y.(t), 9. (t),w)dt—e. (2)
0

De (1) e (2) obtemos

inf ( /O : e~ L(x(t), #(t), w)dt + eo‘Tua(a:(T),w)) >

z(0)=x

> /OT e_atL(xg(t),ia(t),w)dt+/0+oo e D Ly (t), 9-(t), w)dt—2ee T (3)

Tome z. a funcao definida a partir de z. e y., dada por

xe(t) se 0<t<T
z(t) =
y(t=T) se T <t.

Entao podemos reescrever (3) como

inf ( /0 : e~ L(x(t), i (t), w)dt + eaTua(x(T),w)) >

z(0)=x

+oo
> [ e L), 20, )it 26T 2 wa(ww) 22T, (4
0

Logo, fazendo € — 0 em (4), obtemos a desigualdade desejada, que completa

a prova.
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E padrao que a fungao u, é solugao de viscosidade em = de H*(u,w) = 0,
veja Teorema 11 de [BGO§]. Para concluir, nosso ultimo resultado utiliza o
Principio da Programacao Dinamica para mostrar que u, € solucao de viscosi-
dade em w, implicando na existéncia de solugoes deste tipo, da Equacao de

H-J com desconto.

Proposicao 4.4. Considere u, : R" x 2 — R, como na Definicao 4.2, entao
U € solugao de viscosidade em w de H*(u,w) = 0.

Demonstragao: Primeiro vamos mostrar que a fungao u,, ¢ estacionaria. Uma
vez que L > 0, u, estd bem definida como um infimo. A estacionariedade é
uma consequéncia da correspondéncia entre o conjunto de todas trajetérias
globalmente Lipschitz com condigao inicial x(0) = = e o conjunto de todas

trajetorias globalmente Lipschitz com condigao inicial y(0) = 0, dada por

{z(t)} — {y(t) = z(t) — z}. De fato,

+o00o
Ua (0, Tpw) = inf/ e " L(y(t),y(t), Tow)dt
0

y(0)=0

+o0
- 1(101)151/0 e L((x(t) —z) + x,2(t), w)dt = us(z,w).

Vamos mostrar que u, é uma solucao de viscosidade em w. Seja ¢ : R™ X
2 — R, uma fungdo estacionaria tal que u,(0,w) — ¢(0,w) tem um minimo
local (resp. maximo) em w, € 2 e u,(0,w,) — ¢(0,w,) = 0. Considere uma
trajetoria satisfazendo z(0) = 0 tal que z(¢) é uma trajetéria globalmente
Lipschitz, e um minimizante a tempo finito para o Principio da programacao

dinamica na Proposicao 4.3, isto é,
T
ta(0,w,) = / e L(a(t), #(t), w,)dt + e~ Tun(2(T), w,), (4.1)
0

para T’ suficientemente pequeno.

Suponha que H*(p,w,) < 0. Por continuidade existe uma vizinhanca B de
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w, em e d > 0 tal que H*(p,w) < —d para todo w € B. Como H*(p,w) =

H(0, D,p(0,w),w)+ap(0,w), temos que —v D, (0,w)—L(0,v,w)+ap(0,w) <

—J, para todo w € B e v € R™. Se escolhermos v = () e w = T,(1yw, entao
T(t) De(0, Toywy) + L((t), 2(t), w,) — ap(x(t), wy) > 0,

para 0 <t <T.

Integrando esta expressio e usando que % (z(t), w) = @(t) Dy (0, T4pw), obte-

mos

©(0, Tomywy) — (0, w,) +/0 L(x(t),2(t),w,)dt — a/o o(x(t), wy,)dt > 6T.

Como 1,(0,w) > ¢(0,w) em B e uy(0,w,) = ¢(0,w,), obtemos

U (0, To(ryWy) — Ua(0,wy,) —i—/o L(x(t),&(t),w,)dt — 04/0 o(z(t), wy,)dt > 6T.

Utilizando (4.1) na desigualdade acima, segue que

(1Yt (0, agry,) + /0 (1= L(2(t), (), w,)di—a /0 o(a(t),w,)dt > oT.

Escrevendo
T e ot ,
ua(O, Tx(T)CU(p) + m? (1 — € )L(I‘(t), l’(t), W¢)dt—
0
T I T
—_— t dt > 0—
=t R COPS R re e
. T 1 .
e usando lim ———— = —, obtemos o seguinte

7501 —eoT ¢
)
ua<0a ws&) - 90(07 wso) > aa

que contradiz u,(0,w,) = ¢(0,w,).

A prova para o caso do maximo é analoga e preferimos omiti-la.

A unicidade pode ser obtida, conforme Teorema 48 em [Gom09], mediante

hipoéteses adicionais sobre o Hamiltoniano.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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