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Resumo

Estudamos as variagoes de elementos orbitais e da rotacao de planetas quentes devido
ao efeito de maré. As escalas de tempo para a variacao média de semi-eixo maior, excentri-
cidade e inclinacao sao calculadas através de uma abordagem em que a teoria de Darwin é
revisitada. A evolucao orbital em sistemas de dois planetas é investigada, incluindo o caso
em que uma super-Terra quente é acompanhada por um planeta gigante. Uma aplicacao

é feita sobre o sistema extra-solar CoRoT-7.






Abstract

We study the variations of orbital elements and the rotation of hot planets due to the
action of tidal effect. The timescales for the mean variation of semi-major axis, eccentricity
and inclination are computed through one approach in which the Darwin’s theory of tides
is re-visited. The orbital evolution in two-planet systems is investigated, including the
case of a hot super-Earth accompanied by a giant planet. An application is done to the

CoRoT-7 extrasolar system.
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Capitulo 1

Introducao

Ha& séculos é conhecido o efeito que a Lua exerce sobre os oceanos terrestres, provocando
um fenémeno periédico que varia de intensidade ao longo do dia e do més. Por causa do
efeito ser mais intenso e facilmente observavel sobre os oceanos, o fenomeno recebeu o
nome de efeito de maré.

As primeiras teorias foram construidas para investigar a influéncia do efeito de maré
na rotagao da Terra e na érbita geocéntrica da Lua. O trabalho de Darwin (1880) foi um
dos pioneiros, permitindo explicar a diminui¢ao da velocidade angular de rotacao da Terra
e, 20 mesmo tempo, o aumento no semi-eixo maior da drbita lunar (aumento da duragao
do dia e do més), este tltimo conhecido desde a época de Johannes Kepler. A interagao de
maré no sistema Terra-Lua continuou sendo analisada em trabalhos posteriores baseados
na teoria de Darwin (Mignard, 1979; Touma & Wisdom, 1994). A aplicac¢ao das primeiras
teorias também permitiu estudar a influéncia do efeito de maré na evolucao orbital e
rotacional de sistemas de satélites do Sistema Solar, sendo destacados alguns trabalhos
classicos (Jeffreys, 1961; Goldreich, 1963, 1965; Kaula, 1964; MacDonald, 1964; Goldreich
& Soter, 1966). Posteriormente, comegou a ser investigado o vinculo entre o efeito de maré
e a evolugao de sistemas de estrelas binarias (Alexander, 1973; Zahn, 1977; Hut, 1981).

O interesse no estudo do efeito de maré teve um importante crescimento a partir da
ultima década do século XX, motivado pela descoberta de planetas gigantes em 6rbitas de
curto periodo (interiores a 6rbita de Mercirio), conhecidos como Jupiter quentes. Gragas
ao avanco nas técnicas de deteccao foi possivel a descoberta de planetas do tipo Netuno
e, mais recentemente, tem sido descobertos planetas do tipo super-Terra (planetas com

massa entre cinco e dez vezes a massa da Terra). O fato da maioria dos exoplanetas se
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encontrarem muito proximos da estrela central evidencia uma evolugao orbital influenciada
pela acao do efeito de maré. Assim, as teorias ja existentes foram adaptadas para investigar
a aplicacao ao caso estrela-planeta quente. A principal diferenca com o problema planeta-
satélite é o estado de rotacao do corpo principal, em que o periodo de rotagao da estrela é
muito maior do que o periodo orbital do planeta quente.

A teoria de Darwin (1880) ainda fornece resultados gerais que podem ser aplicados ao
caso especifico em consideragao. Alguns trabalhos recentes ja exploraram a aplicagao da
teoria de Darwin na evolucao orbital de um sistema estrela-planeta quente. Jackson et
al. (2008a) investigaram a evolucao orbital de exoplanetas reais de curto periodo através
da integracao numérica de equacoes médias, reproduzindo a distribuicao observada de
excentricidades orbitais (ver também Levrard et al., 2009; Pont, 2009 por mais trabalhos
sobre evolucao orbital de exoplanetas reais atribuida ao efeito de maré). Jackson et al.,
(2008b) analisaram o aquecimento de exoplanetas provocado pela dissipacao de energia
devida ao efeito de maré e as consequéncias para a habitabilidade (ver também Barnes
et al., 2009b). Outros trabalhos estudaram a determinagao das propriedades fisicas de
planetas quentes através de uma abordagem em que a dinamica orbital, influenciada pelo
efeito de maré, é explorada (Barnes et al., 2009b, Barnes et al., 2010). O efeito de maré
também estd presente no contexto de sistemas multiplos, em que a dinamica orbital em
sistemas contendo um planeta quente acompanhado por um planeta externo é investigada
(Wu & Goldreich, 2002; Mardling & Lin, 2004; Mardling, 2007).

No entanto, os principais resultados para a variacao média dos elementos orbitais e das
rotagoes encontram-se espalhados em um grande nimero de trabalhos, incluindo diversos
modelos relacionando os atrasos das ondas de maré com as frequéncias das mesmas. Por-
tanto, resulta 1util uma abordagem geral e auto-suficiente, sendo essa uma das primeiras
tarefas a serem desenvolvidas neste trabalho. A vantagem do modelo de Darwin consiste
em que a ralacao funcional entre atrasos e frequéncias das ondas de maré nao é especi-
ficada, podendo ser adaptada a lei desejada. Todavia, alguns resultados obtidos através
de uma abordagem em que as equagoes médias sao integradas numericamente apresentam
uma limitacao natural por causa de desenvolvimentos em excentricidade e inclinacao orbi-
tal. Nesse caso, é necessaria a utilizacao de simulagoes numéricas para resolver as equacoes

exatas do movimento no caso de drbitas muito excéntricas ou inclinadas.
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O objetivo principal deste trabalho é apresentar um estudo completo sobre a evolucao
orbital e rotacional de exoplanetas quentes atribuida ao efeito de maré. O Cap. 2 contém a
fundamentacao tedrica da teoria de maré baseada na formulagao de Darwin (1880). Através
do potencial do corpo deformado obtemos a forga e torque de maré em um ponto arbitrario
do espaco para logo serem calculados na posicao do corpo que cria a maré. No Cap. 3
calculamos a variacao média de semi-eixo maior, excentricidade e inclinacao da odrbita
relativa, assim como a variacao média da velocidade angular de rotagao de ambos corpos.
Os resultados sao validos para qualquer sistema binario, sendo aplicado ao caso especifico
da interacao estrela-planeta quente. Um modelo linear é utilizado para relacionar atrasos
e frequéncias das ondas de maré. As escalas de tempo para a evolugao dos elementos é
analisada no Cap. 4, usando equacoes médias e simulagoes numéricas das equacoes exatas
do movimento. As solugoes estaciondrias das rotagoes sao obtidas, comparando escalas
de tempo de evolucao. Também, a possibilidade de cruzamento do limite de Roche via
decaimento orbital é ilustrada com varios exemplos. O Cap. 5 é reservado para o estudo
de sistemas com dois planetas, mostrando como a presenca do planeta externo modifica a
evolucao devida ao efeito de maré do planeta quente. Trés tipos diferentes de sistemas sao
investigados. A aplicacao ao sistema real CoRoT-7, contendo duas super-Terras quentes,
¢é estudada no Cap. 6, incluindo uma estimativa do tempo de vida médio de CoRoT-7b.

Finalmente, o Cap. 7 estda dedicado as conclusoes do trabalho.
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Capitulo 2

Desenvolvimento da teoria de maré

2.1 Objetivo

Neste capitulo inicial apresentaremos o desenvolvimento da teoria de maré tomando
como base a teoria de Darwin (Darwin, 1880). Primeiramente introduziremos alguns con-
ceitos bésicos como figura de equilibrio de uma massa fluida sob acao gravitacional de uma
massa pontual externa, assim como o calculo do potencial de maré criado por um corpo
de forma arbitraria. Comecaremos discutindo a maré estatica, considerando que o corpo
que sofre a maré é um corpo eldstico, isto é, que se deforma instantaneamente. Quando ha
viscosidade e os movimentos orbitais e de rotagao sao considerados, o atraso na deformacao

provoca um torque de maré, responsavel pela posterior evolugao dinamica do sistema.

2.2 A maré estatica

Nesta se¢ao estudaremos o efeito da for¢a de maré sobre um corpo deformavel (nao
rigido), produzida por uma massa pontual externa. Um corpo é chamado de eldstico se,
no processo de deformagao, o deslocamento das diferentes partes do corpo com respeito as
partes adjacentes é produzido sem atrito interno ou fric¢ago. Se a forga externa desapare-
cesse, o0 corpo eldstico recuperaria a sua figura inicial, sem perda de energia por friccao. O
caso em que a deformacao é acompanhada por perda de energia sera analisado na proxima

secao.
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Figura 2.1: Tlustragao do elipséide prolato. O ponto O indica o centro de massa e a origem do sistema de
referéncia. r é a distancia desde O até o corpo perturbador M. As dimensoes do esferdide da figura estao

exageradas para melhor visualizacao.

2.2.1 Figura de equilibrio do corpo deformado

Considere-se um corpo extenso, homogéneo e incompressivel (densidade e volume cons-
tantes) de massa m e um corpo pontiforme (particula) de massa M a uma distancia r do
centro de massa O do corpo extenso. Estes corpos serao chamados de m e M, respectiva-
mente. Supondo que o corpo m tenha a capacidade de se deformar sob a acao gravitacional
de M, o nosso objetivo é investigar qual sera a figura de equilibrio adotada na deformacao.
A forma do corpo m é determinada pelo efeito combinado da gravidade do préprio corpo
mais a presenca da massa externa. De maneira geral, vamos considerar o caso em que a
figura de equilibrio seja um elipsdide. Por definicao, um elipséide é uma superficie cuja

equagao, em coordenadas cartesianas (z,vy, z), estd dada por

[L’2 y2 2’2

St ats=1 (2.1)

onde a, b e ¢ sdo os valores dos semi-eixos nas dire¢oes z, y e z, respectivamente (ver
Fig. 2.1). Um resultado cldssico mostra que, a figura de equilibrio atingida por um corpo
deformado sob ac¢ao de uma massa externa é um esferdide (ver Chandrasekhar, 1969, p.
194). Um esferdide é um caso particular de elipséide em que dois dos semi-eixos sao iguais.
Escrevendo b = ¢, temos dois casos possiveis chamados esferdide prolato (¢ < a) e esferdide
oblato (¢ > a). De acordo a geometria do nosso problema, o semi-eixo maior (a) estard
apontando na direcao OM, sendo assim um esferdide prolato. Note-se que, em geral, um
esferéide prolato é a superficie de revolucao obtida através de uma rotagao de uma elipse

ao redor do seu eixo maior. E facil verificar que a equacao de superficie de um esferdide
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prolato esta dada por

=1. (2.2)

Quando a rotagao do corpo deformado é considerada (sem a presenga da massa externa),
a figura de equilibrio obtida é um esferdide oblato, isto é, um elipséide achatado na direcao
do eixo de rotacao. E possivel provar que para objetos com rotagao livre quase sincrona (ver
Sec. 2.2.5), a deformagcao provocada pela rotagao é trés vezes menor do que a provocada
pela maré (ver Apéndice A). As consequéncias dinamicas atribuidas a deformacgao por
causa da rotacao nao serao consideradas neste trabalho.

A interseccao do esferéide com o plano definido pelos semi-eixos a e b é uma elipse de

semi-eixos a (maior) e b (menor). Pela definigao, a elipticidade, €, estd dada por

e=1/1- <. (2.3)

E claro que se € = 0, temos a = ¢, em cujo caso o esferdide se transforma em uma esfera
Y Y

(j4 que @ = b = ¢). Um outro parametro importante na andlise é o alongamento (ou

prolateness), €, do esferéide, que mede a deformagao do corpo na diregao da massa externa

e estd definido como

C
—1--. 2.4
¢ a (2.4)

Usando as equagoes (2.3) e (2.4) obtemos €2 = 2¢ — ¢2. Vamos considerar apenas o

caso em que a deformacao provoca um afastamento da forma esférica muito pequeno.

2 serao

Matematicamente, isto significa que € < 1, e assim, termos proporcionais a €
desprezados. Entao, segundo a aproximacao anterior, temos a seguinte relagao entre a

elipticidade e o alongamento da deformagao:

% ~ 2. (2.5)

Por outro lado, o valor de € pode ser expressado em funcao de massas e distancias.
No6s nao vamos reproduzir aqui o procedimento para se obter tal resultado ja que nao é
tao direto. O leitor pode encontrar a dedugdo em Chandrasekhar (1969, p. 194) e Danby
(1988, p. 119). O valor de € é



24 Capitulo 2. Desenvolvimento da teoria de maré

onde R é o rato médio de m.

2.2.2 O potencial de maré

Para comecar com uma visao intuitiva sobre o efeito de maré, vamos calcular o potencial
da massa M em um ponto no interior do corpo m. Considere-se um sistema de referéncia
com origem em O e diregao do eixo = (em coordenadas cartesianas) coincidindo com OM
e, seguindo a notagao da segao anterior, OM = r (ver Fig. 2.2). Seja r, a posi¢do de um

ponto P do interior de m e d =r, —r. O potencial criado por M em P estd dado por

aM —GM
d VT2t — 27,7 cos X

Vp=— (2.7)

onde GG é a constante de gravitagao universal e y = cosfl(%) ¢ o angulo formado entre
p

os vetores r, e r. A equagao (2.7) ainda pode ser escrita como

2 —1/2
1+ (T—p> — 2™ cos x] . (2.8)
T T

Supondo que r, < 7, isto é, quando a massa externa estd posicionada a uma grande

_GM

r

Vp =

distancia do corpo deformado, a expressao dentro do paréntese da equacao (2.8) pode ser

desenvolvida em polindmios de Legendre, obtendo assim

l
M [e.e]
ve =N (—) Pi(cos x). (29)

”
1=0
onde P, é o polindmio de Legendre de grau [. Sabendo que Py(u) = 1, o termo do potencial

para [ = 0 estd dado por —GM/r. Até aqui estamos supondo que a particula encontra-se
a uma distancia r constante de O. Nos préximos capitulos essa situacao mudard quando
estudarmos a maré dinamica. Entao, o termo em [ = 0 tem um valor constante, e a sua
origem pode ser explicada pelo fato de estarmos calculando o potencial criado pela massa
M em um sistema de referéncia que nao estd centrado nela. Ja que todo potencial esta
definido salvo uma constante aditiva, é possivel somar a constante GM /r ao potencial Vp
na equacao (2.9), eliminando o termo em [ = 0. Para [ = 1 temos P;(u) = u e o potencial

fica



Secao 2.2. A maré estética 25

Figura 2.2: A figura mostra as varidveis utilizadas para calcular o potencial de corpo deformado em um

ponto arbitrario do espago.

GMr -1y

= (2.10)
Este termo produz uma for¢a (por unidade de massa, ou acelera¢ao) no ponto P que pode

ser calculada através de' Fp = —VVp, obtendo assim, para [ = 1

&M (2.11)

Trata-se de uma forca que nao depende da posicao do ponto P, motivo pelo qual sera
sentida com a mesma intensidade, direcao e sentido por todos os pontos do corpo extenso.
Note-se ainda que esta forca é equivalente a forca calculada em P = O, sendo entao a forca
que o corpo extenso sofreria se toda a sua massa estivesse concentrada no centro de massa.
O resto do desenvolvimento da equacao (2.9), isto é, para [ > 2, leva em conta o fato
de que o corpo m nao é puntiforme e recebe o nome de potencial de maré. Ele vale
CM S (1) pcosy) = Vo [ = GME T ) (2.12)
ro\r r
A forga que da origem a este potencial se conhece como for¢a de maré, e pode ser inter-
pretada como a diferenca entre a for¢a produzida por M em um ponto de m e a produzida
no centro de massa O. Isto é, aplicando —V p na equagao (2.12) temos
GM

Fy=Fp——r (2.13)
T

! Note-se que estamos usando a convencao de sinal usualmente adotada em Fisica, onde a forca est4

dada pelo valor negativo do gradiente do potencial.
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A forca de maré é a responsavel pela deformacao do corpo extenso e, na maioria dos

problemas, é suficiente considerar apenas o termo para [ = 2.

2.2.3 O potencial do corpo deformado

Nesta secao vamos calcular o potencial criado em um ponto arbitrario devido a de-
formacao produzida pela for¢a de maré no corpo m. Para isso, é necessario saber como
calcular o potencial em um ponto exterior criado por um corpo de forma arbitraria. O
calculo do potencial pode ser consideravelmente simplificado se, a distancia desde o centro
de massa de m até o ponto onde o potencial vai ser calculado é muito maior se comparada
com as dimensoes do proprio corpo. Existe uma forma simples de calcular dito potencial
conhecida como formula de MacCullagh.

Considere-se um diferencial de massa dm no interior do corpo deformado m, cuja
posicao esta dada pelo ponto P, onde OP = r,. Seja r* a posi¢ao de um ponto arbitrario

exterior a m (Figura 2.2). O potencial criado pela massa m no ponto arbitrario é

dm dm
e .
dm

/ (r2 772 = 2ryr* cos ) /2

G r T2 e
= ——*/dm 1—-2"cosé+ &
r r r

U = -G
G

(2.15)

*

rpr
*

rpT

onde £ = cos™1( ) e A =r*—r, Assumindo r, < r*, a equacdo acima pode ser escrita

como

3
G T 172 371’ T
=—— [dm|1+-L — 24 " P os? 2 2.1
U 7A*/ m +7"* cos & 2r*2+2r*2 cos §—|—O<T*> ] (2.16)
G 1 1 ’
2 2 2 r
= — /dm+F/dm(rpcosf)+ 2T*2/dm(2rp—3rpsm §)+O<T—Z> ]

A primeira integral é o valor da massa total m, enquanto que a segunda integral é nula
ja que a origem do sistema coincide com o centro de massa do corpo m. Para calcular a

terceira integral da equacao (2.16), vamos lembrar brevemente algumas definigoes.
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O momento de inércia de um corpo de forma arbitraria ao redor da direcao r*, que

passa pelo centro de massa O, esta definido como

L*::/dwd%smff. (2.17)

Considerando um sistema de referéncia com origem em O e eixos coordenados (z,y, z), 0S

momentos de inércia ao redor de cada eixo sao

A= /dm(yf) +27) B = /dm(a:; +27) C= /dm(a:; +42), (2.18)

onde (xp, Yy, 2zp) sdo as coordenadas do ponto P, ou r, = (xp,yp, 2p), €m tanto que as

quantidades

P [dnz) 6= [dniz) = [dn(y), (2.19)

se conhecem como produtos de inércia. Das definicoes anteriores é facil verificar que

2 / dm(r)) = A+ B+C. (2.20)

Assim, substituindo (2.17) e (2.20) na equagao (2.16), obtemos

Gm G

e 23

U2:_

(A+ B+ C —3L.), (2.21)

onde o sub-indice 2 se deve ao fato de estarmos considerando termos até segunda ordem em
r,/7*. A equacio (2.21) é a forma mais conhecida da férmula de MacCullagh. E importante
mencionar que, até aqui, nenhuma hipodtese foi feita sobre a figura especifica do corpo m,
sendo a analise valida para um corpo de forma arbitraria. No entanto, é imediato verificar
que se o corpo é uma esfera, entao Uy = —Gm/r*, ja que A = B = C' = I«. Em geral,
a maioria dos corpos celestes se afastam muito pouco da forma esférica, sendo o segundo
termo de (2.21) uma quantidade muito pequena, mas nao sé devido ao fato de 1/r*3 ser
muito pequeno.

Vamos expressar a formula de MacCullagh de uma maneira um pouco diferente. E
possivel provar que qualquer corpo de forma arbitraria possui trés eizos de simetria ou

eixos principais de inércia, que se interceptam no centro de massa. Se escolhermos um
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sistema de referéncia com origem no centro de massa e de tal maneira que os eixos coor-
denados coincidam com os eixos principais de inércia, as quantidades A, B, C' recebem o
nome de momentos principais de inércia, ao tempo que F, G, H sao nulos nesse sistema.
Chamaremos este sistema como EPI (eixos principais de inércia).

Usando a defini¢ao de I+ (2.17) e (2.20), temos

_ s (r7-1,)?
]I‘* —/dm[Tp—T

onde r* = (z*,y*, z*). A partir das defini¢oes (2.18) também temos (ver Beutler, 2005, p.
71)

_A+B+C 1
a 2 7*2

/}mufmp+yn@+uﬁ%f, (2.22)

/mm@): ;A+B+@—A, (2.93)
/mmg)z gA+B+m_B,
/mmg)z ;A+B+@—C.

Substituindo na equagao (2.22) e sabendo que no sistema EPI, F' = G = H = 0, obtemos

B A$*2+By*2+02*2

I = r*2 . (2.24)
Assim, a férmula de MacCullagh fica
G G A *2 B *2 C *2
Uy= - O (a4 Byo) g OV TC2 (2.25)

r* - 27"*3 7“*2

Os resultados até agora apresentados, podem ser aplicados ao esferéide que estamos
estudando (ver Segao 2.2.1). Vamos supor que os eixos coordenados (x,y, z) coincidem
com as diregoes dos semi-eixos do esferéide (a, b, c) (Fig. 2.3). Devido a que os eixos do
esferéide também sao eixos de simetria, o sistema escolhido ¢é o sistema EPI. Os momentos

principais de inércia podem ser calculados usando as definigoes (2.18). Os resultados sao,

para um elipséide de semi-eixos a, b, ¢ (ver Danby, 1988, p. 95)

1 1 1
A= gm(b2 +c*), B= gm(a2 +c?), C= gm(a2 +b?). (2.26)
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r*

I

Figura 2.3: Figura anterior aplicada ao esferéide. Os vetores indicam a posicao do corpo M e de um

ponto arbitrdrio no espago, enquanto 1 é o angulo formado entre eles.

Sabendo que no caso do nosso esferdide ¢ = b < a, segue C' = B > A. Da figura, ¢ é
o angulo formado entre os vetores r* (posigdo do ponto arbitrério) e r (posi¢ao de M).
Entao temos z*? = (r*cosv)? e (y* + 2*?) = (r*sine)?, e assim, tendo em conta que
sin¢ = 1 — cos? 1), a equacdo (2.25) pode ser escrita como

Gm B

1+ _521(3 cos® ) — 1) 1. (2.27)

U, —
2 r* 2mr

O potencial ainda pode ser escrito em funcao do alongamento ¢, definido na Sec. 2.2.1.
Sabendo que B — A = A(B/A — 1), e usando as equagoes (2.26) para b = ¢, temos
B a’® + c? a? — 2
N R 2.28
A 2¢? 2¢? ( )
Da defini¢ao de elipticidade (equagao (2.3)), ¢* = a*(1 —€?) e a equagao acima fica
B e? e
A 21—e2) 2 °© (229)

onde o resultado (2.5) foi usado. Desta maneira temos B — A ~ €A, e assim, substituindo

™

em (2.27) junto com o valor de € dado por (2.6), obtemos

3
1 M
Uy = _Gm 154, <—> <£> (3cos® ¢ — 1), (2.30)
r* 8 m rr*

ou, definindo o parametro ky = 154/ AmR?,

Gm  kyGMR®

r* 27”37”*3

Uy = — (3cos?p — 1). (2.31)
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Figura 2.4: Sistema de coordenadas esféricas com origem no centro de massa de m. O equador do corpo

deformado é o plano de referéncia, formando um angulo I com o plano orbital.

O parametro k; é usualmente chamado de nimero de Love fluido. No caso de uma esfera
homogénea, A = 2mR?/5, e entao ky = 3/2.

U, é o potencial, em um ponto arbitrario r*, atribuido a deformacao do corpo m
provocada pela forca de maré de M. Por simplicidade, chamaremos U, como potencial de
maré (sem confundir com o potencial Vj; de (2.12)), e a for¢a devida a ele como forca de

maré.

2.2.4 Desenvolvimento do potencial de maré

Vamos considerar que o corpo M possui um movimento eliptico ao redor de m. Desta
maneira poderemos escrever o angulo ¢ como funcao das coordenadas do ponto arbitrario e
dos elementos orbitais de M. Escolhemos um sistema de coordenadas esféricas centrado em
m, onde os vetores de posi¢ao de M e do ponto arbitrario saor = (1,6, p) er* = (r*, 0%, ¢*),
respectivamente. Os angulos 6 e 6* sao co-latitudes, enquanto ¢ e * sao longitudes
medidas desde o ponto N (ver Figura 2.4). O plano de referéncia é o equador do corpo
deformado. O angulo I formado entre o equador e o plano orbital é chamado de inclinagdo®.

Entao temos

2 Note ainda que por definicdo, se o plano de referéncia é o equador entdo o angulo I também pode ser

chamado de obliquidade.
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cos 1) = cos f cos 0" + sin @ sin 6" cos(p — ¢*). (2.32)

Do triangulo esférico da parte inferior da figura, podemos obter algumas relagoes entre as

coordenadas de r e os elementos orbitais de M. Isto é

sinf = cos(w + v) cos ¢ + sin(w + v) sinp cos I, (2.33)
cos = sin(w +v)sin [, (2.34)
e
1
p=vtw—7 sin(2v + 2w) sin® I + O(I*), (2.35)

onde w é o argumento do pericentro e v é a anomalia verdadeira de M. A partir das

equacgoes do movimento Kepleriano temos, introduzindo a anomalia média ¢

5
v="_»42esinl + 162 sin 20 + O(e?), (2.36)
1
D1 ecost+ 562(1 — cos20) + O(e?), (2.37)
a
(ver Brouwer and Clemence, 1961) onde e é a ezcentricidade da 6rbita e a é o semi-eizo
maior. Notamos que as expansoes do movimento eliptico foram tomadas até sequnda ordem

em excentricidade e inclinacao orbital®.

Substituindo as equagoes (2.33)—(2.37) nas (2.32) e (2.31), obtemos finalmente

2 2 32 12 2
_ 142 ——S)P
3 €+<+2€ 2

 3k,GM R

Uy 4373

d 1 7
+<1 - 562 - 552)1[’2 cos(2¢p" — 20 — 2w) + ieP2 cos(2¢p" — 30 — 2w)
1 17
—§eP2 cos(2¢" —  — 2w) + ?62]32 cos(2¢" — 4l — 2w) (2.38)
9
—<2 — 3P2>ecos€ — <3 — §P2>€2 cos 2/

1
+QS<sin " —sin(p* — 20 — 2w)) + 51[’252 < cos 2" + cos(2¢ + Qw))] :

onde por simplicidade adotamos as seguintes notacoes

3 As expansbes deverdo ser consideradas até quarta ordem para calcular a variacdo do argumento do

pericentro (ver Sec. 3.4.4)
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S = sinl (2.39)
P = sing’ (2.40)
Q = sin20". (2.41)

U, é o potencial de maré estéatico gerado pelo corpo deformado m, calculado em um ponto

arbitrario r*.

2.2.5 Ondas de maré

O potencial U, é uma funcao multi-periédica, em que cada termo pode ser representado
por um periodo (ou frequéncia) determinado. Para identificar cada um deles, vamos con-
siderar um ponto fixo na superficie do corpo m. A longitude deste ponto é ¢* = Qt + ¢f,
onde Q = Qk ¢ o vetor velocidade angular de rotacao de m, assumido normal ao plano
de referéncia, enquanto ¢ é uma constante. Cada termo de U, que depende de ¢* cor-
responde a uma onda de maré que viaja através do corpo com direcao e velocidade bem
determinadas. Todos os termos contribuem, de diferentes maneiras, a formacao e evolucao
do “calombo de maré” no corpo deformado.

Vamos tomar como exemplo o termo em Us proporcional a cos(2¢* — 2¢ — 2w). Subs-
tituindo o valor de ¢*, junto com a definicao de anomalia média, ¢ = nt + Ty, fica
cos(2Qt — 2nt — 2w — 2Ty — 2¢), onde n é o movimento médio e Ty o tempo de passagem
pelo pericentro da érbita. Portanto, o cosseno pode ser escrito na forma cos(vt + ag), onde
v seria a frequéncia da onda e o uma constante de fase. E fAcil verificar que neste exemplo
temos v = 2€) — 2n. Assim por diante, é possivel identificar cada uma das frequéncias que
formam parte do potencial de maré (ver Tabela 2.1).

Trés casos podem ser identificados, dependendo da velocidade angular de rotacao do
corpo deformado. O Tipo I corresponde a um corpo rodando muito mais de pressa do que
o movimento médio da drbita do outro corpo (2 > n). Este é o caso do sistema Terra-Lua,
com a Terra sendo m e a Lua M (lembrando que o periodo de rotacao da Terra é 24 horas
e o periodo orbital da Lua é 27.3 dias). Note que o periodo Py da onda com frequéncia
vp =20 —2n ~ 20 6 Py = 2my " ~ Q7L Por outro lado, sabemos que da definicio

de periodo de rotacao P, temos P, = 2mQ~1, entdao Py ~ P, /2, que aplicado ao caso
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No. | Frequéncia Tipo 1 Tipo II Tipo III
Q>n Q~n Q<n
0 20 —2n  semi-diurna — semi-anual
1 200 —3n  semi-diurna mensal 1/3 de ano
2 200 —n semi-diurna mensal anual
3 2Q0 —4n  semi-diurna semi-mensal  1/4 de ano
4 2Q) semi-diurna  semi-mensal  “semi-diurna”
D n mensal mensal anual
(radial) (radial) (radial)
6, 7 2n semi-mensal semi-mensal semi-anual
(radial) (radial) (radial)
8 Q—2n diurna mensal semi-anual
9 Q diurna mensal “diurna”

Tabela 2.1 - Identificagio de todas as frequéncias do potencial de maré, dado pela equagao (2.38).

da Terra daria Py = 12 horas. Essa é a razao de porque a onda de maré de frequéncia v
chama-se maré semi-diurna. Ainda no Tipo I, as ondas de frequéncias v ..., também
sdo marés semi-diurnas, enquanto as de frequéncias vg, g sao marés diurnas (Py = 24
horas). As frequéncias vs...r; ndo dependem de € e tém origem em aqueles termos de
U, independentes da longitude *. Sao ondas cujo periodo depende apenas do movimento
médio n e sao usualmente conhecidas como marés radias. No caso do sistema Terra-Lua
temos Ps = P,y ¢ Ps = P; = P,/2, onde P, = 2nn~t é o periodo orbital, ou seja que
correspondem as marés mensais e Semi-mensais.

O Tipo II é o caso em que a rotagao e o movimento médio tém valores similares. Por
esse motivo o movimento é conhecido como sincrono (€2 = n) ou quase-sincrono (€2 ~n).
O sistema Terra-Lua ainda serve como exemplo, porém neste caso temos m = Lua e M =
Terra, ja que é bem conhecido o estado de sincronismo rotagao-érbita que o movimento
da Lua apresenta. Com excecao da onda de frequéncia v, cujo periodo pode ser infinito,
todas as ondas serdo do tipo mensais ou semi-mensais (ver Tabela 2.1).

Finalmente, o Tipo III corresponde ao caso em que a rotagao do corpo deformado é
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muito mais lenta do que o movimento médio orbital (2 < n). Notamos que no Sistema
Solar nao existe exemplo que se ajuste ao movimento Tipo III*, j4 que se tomarmos o
caso extremo onde m = Sol e M = Merctirio, temos P, ~ 25.4 dias® e P,,;, = 88 dias
(Q > n). Portanto, o Tipo III é especialmente aplicdvel no caso de exoplanetas quentes
ou muito quentes, para os quais o periodo orbital é de apenas alguns dias (< 4 dias). E
importante lembrar que até o momento, o exoplaneta descoberto de menor periodo orbital
¢ WASP-19, com P,,, = 0.79 dias® . Introduzindo a aproximacao ) < n vamos ter marés
anuais, semi-anuais, etc.

E importante mencionar que os nomes diurno, mensal e anual niao necessariamente
correspondem a valores dos sistemas Terra-Lua e Terra-Sol (24 horas, 27.3 dias e 365.25
dias, respectivamente). Note por exemplo que no caso do exoplaneta WASP-19, 1 “ano” =
0.79 dias.

A Tabela 2.1 estd limitada as componentes do potencial de maré U,, originalmente
desenvolvido até segunda ordem em excentricidade e inclinacao. Quando termos de ordem

maior sao considerados, muitas outras frequéncias aparecem.

2.3 A maré dinamica

2.3.1 Os atrasos das marés

Nas secoes anteriores temos considerado que m é um corpo perfeitamente elastico, que
atinge a sua figura de equilibrio instantaneamente sob a acao de M. Porém, no caso de um
corpo real, a viscosidade introduz um atraso entre a acao da forca de maré e a deformacao
correspondente. Esse atraso se conhece como atraso da onda de maré ou simplesmente
atraso de maré e vem acompanhado por perda de energia interna devido a fric¢ao.

Na teoria de Darwin, o potencial de maré é uma composicao de termos periédicos com
diferentes frequéncias, como no caso de U;. O atraso de maré é introduzido em cada termo
peridédico na forma de dangulo de defasagem e, assim, o potencial é entao desenvolvido a
primeira ordem nesse angulo (Darwin, 1880). Chamando ®; = v;t+ «; um dos argumentos,

os desenvolvimentos sao feitos da seguinte maneira:

4 No sistema Marte (m)-Phobos (M) temos Py, ~ 1 dia e Py = 0.32 dias (Q < n)
5 O valor exato depende da latitude.
6 http://exoplanet.eu
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cos(P; —e;) =~ cosP; +¢;sind;

sin(®; —eg;) ~ sin®; —¢; cos Dy, (2.42)

onde ¢; é o angulo de defasagem da onda de frequéncia v;.

E importante mencionar que na teoria de Darwin os atrasos das marés sao introduzi-
dos sem fazer nenhuma hipdtese sobre a dependéncia dos angulos de defasagem com as
frequéncias correspondentes. Ao longo deste capitulo trabalharemos de forma genérica,
sem o conhecimento da fungao ¢;(v;). Porém, por razoes fisicas é necessario assumir as

seguintes propriedades:

g =20 se v; =0 Vi=1,2,...
€ =E€j se v = vj, Vi #£ j (2.43)

sg (g;) = sg (1) Vi=1,2,...

Desta forma, no caso das marés Tipo I temos (ver Tabela 2.1), g >~ g ~ g9 ~ g3 ~ g4 > 0,
além de eg ~ ¢9 > 0. Para o Tipo II, 69 ~ 0, 1 > —eg9 >~ g ~ —e9 < 0, 63 >~ —g4 < 0.
Para o Tipo I, ¢; < 0 (i =0,1,2,3,8) e g; >0 (i = 4,5,6,7,9).

Nas aplicacoes estudadas nos proximos capitulos, vamos impor um modelo linear para
estudar a variacao dos elementos orbitais, assim como a rotacao dos corpos envolvidos, no
caso da interacao de maré estrela-planeta quente. Portanto, nos limitaremos apenas aos

Tipos II e III (ver préximos capitulos).

2.3.2 Desenvolvimento do potencial de maré dinamica

Além do atraso das ondas de maré, introduzido na forma de angulo de fase na secao
anterior, o corpo m nao atinge a deformacao total correspondente ao seu niimero de Love.
Por causa do atraso, a deformacao final serd menor do que a deformacao maxima possivel.
Assim, em lugar de k¢ devemos considerar, para cada uma das ondas de maré, um nimero
de Love k; > 0 que depende da frequéncia v; correspondente. Para simplificar, vamos

definir um novo parametro da forma
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g = —&i, (2.44)

onde kg > 0 é o numero de Love dinamico, correspondente a onda de maré principal. Note
que no Tipo I a contribuicao mais importante é devida a maré semi-diurna, e portanto
nesse caso terfamos kg = ko(= k1 = ... = ky).

Introduzindo os atrasos na forma (2.42) no potencial (2.38), obtemos

Uy = Uy + Uy, (2.45)

onde

3k GMER

8@37”*3

Ug = P256<2 —5e? — 52) sin(2p* — 20 — 2w)

+eP? <7€'1 sin(2¢p* — 30 — 2w) — g5 sin(2p" — £ — 2w)>
+17e* P2l sin(2¢* — 40 — 2w) + P?S%¢/, sin 2¢*
—eek(4 — 6P?) sinf — 3ecf(2 — 3P?) sin 2/

+P%5%el sin(20 + 2w) + 2QS <6é cos(p* — 20 — 2w) — £q cos go*)] . (2.46)

Desta maneira o potencial de maré fica dividido em duas partes, correspondentes as marés
estatica e dinamica.

Note que através da defini¢ao (2.44), evitamos usar um ntimero de Love (k;) para cada
frequéncia, sendo absorvidos nos ¢, e trabalhando apenas com kg .

Em alguns trabalhos classicos dedicados a estudar o efeito das marés na Terra, os
atrasos sao introduzidos como 2¢; devido a que, como ja mencionamos, o termo principal
do potencial (ordem zero em e e S) corresponde a maré semi-diurna (ver Jeffreys, 1961;

Goldreich, 1963; MacDonald, 1964; Goldreich & Soter, 1966).

2.3.3 Forca de maré

O potencial U, gera uma forga sobre uma massa pontual M*, localizada em um ponto

arbitrdrio do espaco r* = (r*,0*, ©*), que pode ser calculada como
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L OU, A*_M*aﬁgé* M oU,

or* r ot 00  r*sin 6% Op* Yo
s —/_/
F F F3

F=-MV.Uy= —M (2.47)

v~

onde V.- representa a fungao gradiente aplicada no ponto r*. A terna (7%, é*, ©*) forma
em r* um conjunto ortogonal de vetores unitarios na dire¢ao positiva dos incrementos
(p* =7 x é*), e assim a forca fica decomposta em trés componentes ortogonais, Fy, Fy e
F3. A forca F é a forca de maré gerada pelo corpo deformado m em um ponto arbitrario
re.

Sabendo que V.« [72 = VU + VixUlgg, podemos calcular separadamente as contri-
buigoes atribuidas a cada uma das componentes para depois serem somadas. As expressoes
destas componentes podem ser vistas em Ferraz-Mello et al. (2008) (versao astro-ph).

Para calcular a forca de maré no corpo que gera a maré, M, é suficiente fazer a iden-
tificagao (M*,r*,0*, ¢*) — (M,r,0,¢), lembrando que r = (1,0, ) e M sao a posigao e
massa de M. E muito importante mencionar que essa identificagao é feita depois do célculo

do gradiente de Us.

As forgas devidas a U, sao

3k GMPR?

Us __
r

: F»=F> =o. (2.48)

Neste caso s6 a componente radial nao é nula na auséncia dos atrasos, como era de se
esperar levando em conta a simetria do problema (ver Fig. 2.3).

As forcas devidas a Uy, s@o, usando as equagoes (2.33) —(2.37)

3kyGM2R®
Fi(r) = dgT — 3e(8e) — Te)|, — &) + 2¢L) sin {

—3e%(21e) — 4ely — 17 + 4el + 3ef) sin 24

+35%(ely — &) — €l — 2e; + 2¢p) sin(20 + 2w) (2.49)
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Figura 2.5: Tlustracao das forgas agindo nos corpos envolvidos na interagdo de maré. As diregoes reais

dos vetores F' e G nao sao necessariamente as mostradas no desenho. Neste exemplo 2 > n.

Fy(r) = %2\;121%5 eS (48 — Tey — b + 6 — 12e; + 4eg + 62 + 2€'4) cosw
—eS(8ey — Te| — e + bef + deg — 126 — 6, + 14€],) cos(20 + w)
—45(eg — gg) cos( + w) (2.50)
Fy(r) = %2/7[2}-{5 (4 — 14e® — 38%)e + 56e’c] + 25%(eg + €p)
+e(16ep + 14} — 2¢5) cos
+e?(44e), — 8ely + 34e) cos 2/
+S% (el + 2¢l — 265 — 2ep) cos(2€ + 2w) | . (2.51)

Notamos que quando I = 0, segue S = 0 e entao F; sa anula. De fato, F5 é a componente

em 0*, que nao existe no caso em que os planos de referéncia e orbital coincidem” (ver Fig.

2.4).

2.3.4 'Torque de maré

O fato de que exista um atraso na deformacao do corpo m faz com que o calombo
provocado pela maré nao esteja alinhado com a direcao de r, causando a aparicao de um

torque de maré. Pela definicao, o torque esta dado por

7 Note também quese e =1 =0, entao F; =0
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M=rxF. (2.52)

E muito importante notar que, ao ser calculado em r, o torque M “age na érbita”de M.
O torque no corpo m seria formalmente nulo se calculado a partir da definicao, ja que a
origem do sistema de referéncia é precisamente o centro de massa de m. Porém, sabendo
que G = —F é a for¢a de reagao aplicada em m (ver Fig. 2.5), o torque no corpo deformado
é simplesmente — M. O torque M sera o responsavel pela mudanca no momento angular
orbital do sistema, enquanto —M controlard o movimento de rotacao de m. No préximo
capitulo vamos explicar mais em detalhe no contexto da conservacao do momento angular
total do sistema.

Continuando com o calculo do torque da equagao (2.52), no sistema de referéncia

(f*,é*, ¢*), onde r = (r,0,0) e F = (F, Fy, F3), temos

M = (0, My, M3) = —rF30* + rFyp™. (2.53)

Nao vamos escrever explicitamente o resultado ja que é simplesmente o produto de r com
as componentes de F, dadas nas equagoes (2.50) e (2.51). Por outro lado, nas aplica¢oes
precisaremos calcular o wvalor médio do torque e, portanto, deve ser calculado em um
sistema de referéncia fixo, lembrando que o sistema (7*, é*, $*) é solidario ao movimento
orbital de M. Em um sistema com coordenadas (x,y, z) e cujo eixo x esteja apontando ao

nodo ascendente N (ver Fig. 2.6), temos

M, = Mscosbcosp — Mssin p
M, = M;ycosfsinp + Mscose (2.54)

MZ = —Mg sin 6.

O valor médio é tomado no tempo t durante um periodo orbital P,,,, supondo que as
mudancas causadas pelo efeito de maré acontecem em tempos maiores ao periodo orbital.
Em geral, o valor médio no tempo durante um periodo orbital de uma variavel X é definido

como

Porb

1
<X =5 Xdt. (2.55)
orb JO
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M2c056

m

Figura 2.6: Projegoes das componentes do torque no plano do meridiano de M (esquerda) e no plano de

referéncia (direita).

Sabendo que £ = 27 P, } t + Ty, segue dt = (P,;/27) dl, o valor médio tomado agora com

orb

respeito a anomalia média ¢ é

1 2w
<X > = —/ Xde. (2.56)
2m Jo

A média em [ torna-se mais util no nosso caso, ji que temos escrita a forca de maré
explicitamente em func¢do de ¢. Assim, usando (2.54), (2.53), (2.50), (2.51) e novamente
as equagoes (2.33)—(2.37) obtemos

<M,> =0
3kyGM2 RS
<M, > = —11475(66 + &5 — €g) (2.57)
3kyG M2 RS
SM.> = T (455 + €2(—20), + 492 + £}) + 252(—2e) + ¢} + ag)>.

Notamos que quando I = 0 o torque médio é normal ao plano orbital, sendo evidente da
definicao (2.52). Se além de ndo haver inclinagao a 6rbita for circular, o torque médio néao
é nulo, ja que ainda temos < M, > # 0

Um detalhe importante é que o torque devido a for¢a produzida pelo potencial U, (maré
estatica) é nulo. Isto é facil de comprovar levando em conta o resultado das equagoes (2.48),
onde somente a componente radial, que nao contribui ao torque, é diferente de zero. Assim,
apenas quando existe atraso na deformagao havera torque de maré (o que resulta evidente

da simetria do problema, ver Fig. 2.5) .



Capitulo 3

Evolucao orbital e rotacional

3.1 Objetivo

Calcular a variacao média dos elementos orbitais e das rotagoes dos objetos envolvidos
na interacao de maré. O estudo da rotacao sera feito através do principio de conservagao do
momento angular, enquanto a evolucao orbital serd analisada usando as equagoes de Gauss,
aproveitando a forga e torque de maré calculados no capitulo anterior. Primeiramente
calcularemos resultados gerais, isto é, validos para qualquer estado de rotagao do corpo
deformado e, posteriormente, aplicaremos os resultados aos Tipos II e III. Finalmente,
vamos considerar um modelo linear para relacionar os atrasos com as frequéncias das

ondas de maré correspondentes.

3.2 Rotacao

3.2.1 Conservacao do momento angular

O momento angular total do sistema, L, é a soma dos momentos angulares de rotacao

de m, L,,;, e o momento angular orbital, L,,,. Assim

L = Lot + Lo (3.1)

O principio de conservacao do momento angular estabelece dL/dt = 0, entdao temos
dL,o/dt = —dL,./dt. Sabendo que dL,,/dt = M =r x F, obtemos dL,,/dt = —M =
—r X F =r x G, onde F e G sao as forcas de maré calculadas no capitulo anterior, que

agem na 6rbita e no corpo deformado, respectivamente (ver Fig. 2.5).
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ik -My ref. plane
"My
\J

Figura 3.1: Componentes do torque no corpo deformado. k e ik sio vetores unitérios (i = e™/?). O

angulo J mede a variagao da direcao do vetor k.

Da definicao sabemos que L,,; = C€ 1A<, onde C' é o momento de inércia de m com
respeito ao eixo de rotacao c e k é um vetor unitério normal ao plano de referéncia. A
equagao dL,./dt = —M pode ser decomposta em duas partes e estudar cada uma delas
separadamente. A variacao da rotacao se calula como

d ds) - dJ -~

onde o primeiro termo corresponde a variacao do médulo do vetor velocidade angular de
rotagao, enquanto o segundo termo leva em conta a variacao do vetor k (ver Fig. 3.1).

Usando a equagao (3.2) obtemos

dQ
dJ
QE =-M,, (3.4)

onde M, e M, sao as componentes nao nulas do torque de maré ja calculadas nas equacoes
(2.57) do capitulo anterior. Assim, substituindo as expressoes para os torques e fazendo a

média no periodo orbital obtemos

B 3kyGM?R®

Q pr—
S 8Cab

[455 4 e2(—20eh + 49¢) + £l) + 282 (~2eh + ek ey (3.5)
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< J S — 3deM2R5
4008

Os resultados (3.5) e (3.6) sao validos para qualquer estado de rotagao do corpo defor-

S(ep + €5 — €y). (3.6)

mado, sendo assim consideradas equacoes gerais. Nas proximas segoes faremos as aplicacoes
aos Tipos II e III.

E importante mencionar que o plano de referéncia (equador) nao sera mais inercial, ja
que esta-se movendo devido a variacao de k. Uma possivel solucao para essa dificuldade
¢é considerar ao equador em cada instante como sendo um plano fixo. Uma outra possi-
bilidade é incluir os efeitos das forcas centrifugas e de Coriolis agindo nos corpos devido
ao movimento nao uniforme do plano de referéncia. Noés vamos adotar a primeira apro-

ximagao, enquanto a segunda ¢ discutida em Ferraz-Mello et al. (2008) (versao astro-ph).

3.2.2 Aplicacgoes

Em geral, o objetivo principal deste trabalho serd estudar a evolugao de um sistema
estrela-planeta quente atribuida a acao do efeito de maré em ambos corpos. Como mos-
traremos no proximo capitulo através de simulagoes numéricas, a rotacao do planeta rapi-
damente atinge o seu valor estaciondrio que, para érbitas de baixa excentricidade (< 0.1),
pode ser aproximada por um estado de rotacao quase-sincrono, onde 2 ~ n. Portanto,
o estado de rotagao Tipo II discutido no capitulo anterior é uma boa aproximacao para
estudarmos a maré em planetas quentes.

No caso em que a estrela seja o corpo deformado pela acao da maré do planeta, o
estado de rotagao Tipo III (2 < n) resulta a aproximagao mais adequada, ja que em geral
o periodo de rotacao das estrela tipo Sol é bem maior do que o movimento médio de um

planeta quente, onde o periodo orbital é de apenas alguns dias.

3.2.3 Rotagao Tipo II (planeta)

Com motivo de ilustrar, vamos supor que m = planeta e M = estrela. Neste caso
entdo, estudaremos a evolugao da rotacao do planeta (corpo deformado) sob a¢ao da maré
da estrela (massa pontual), supondo um estado de rotagao Tipo II, como discutido acima.

Assim, a relagdo entre os angulos de defasagem serd (ver Tabela 2.1, Sec. 2.2.5)
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e el —g) ey~ —eg > 0. (3.7)
Note que as propriedades dos ¢; (2.43) foram usadas, porém, também assumimos que
ki=kjsei=j Vi# j(ver definicdo de ¢} em (2.44)). Substituindo (3.7) nas equacoes
gerais (3.5) e (3.6) obtemos

. 3k GM2R’
< >= —W (66 — 62(566 + 128/2) — S2€6> (38)
. 3kySGM?R®

Rotacao estacionaria

Por definicao, a rotacao atinge um estado estacionario quando o valor médio da ace-
leracao angular é nulo. Assim, a solucdo estaciondria calcula-se como < €2 >= 0, ou,

substituindo (3.8), temos a segunda ordem em e, [

ef = 12672}, (3.10)

Uma importante consequéncia do resultado (3.10) é o fato de que o sincronismo exato
(2 = n ou gy = 0) serd uma solugao estacionéria da rotagao apenas para drbitas circulares
(e =0), jaqueeh >0 (rp~n>0).

Substituindo a condi¢do para a solugao estaciondria (3.10) na equacao (3.9) obtemos

B 3k SGM?R®
200ab

E facil verificar que < J >< 0, a menos que e > \/1/6 ~ 0.41, um valor que esta fora do

<J>= eh(1 — 6€?). (3.11)

limite de validade do modelo (segunda ordem em e).

Sincronizagao rotagao-orbita
Substituindo a condi¢ao para o sincronismo exato entre a rotacao e o movimento orbital
do planeta quente, 2 = n ou £; = 0 na equagao (3.8) obtém-se

18k GMPR

<Q> o€ (3.12)
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que nao pode se anular se e # 0. Desta forma, o sincronismo nao seria uma solucao

estacionaria quando e # 0, verificando o resultado da secao anterior.

Sincronizacao de corpos assimétricos

Os resultados anteriores foram obtidos supondo que m é deformado apenas pela acao
da forga de maré devido a M. Quando o corpo possui uma elipticidade permanente (rigida)
do equador, resultados diferentes podem ser encontrados. De fato, neste caso deve se somar
ao potencial U a contribuicao atribuida a assimetria do equador, cujo potencial esta dado
por

GmR?
U = TJ22P22(COS 0) cos2(¢ — pa2), (3.13)

onde Ppy é uma funcao de Legendre. Jos > 0 e (g5 sa0 0s dois parametros que caracterizam
a assimetria do campo de gravidade do corpo deformado. Em particular, Jo9 depende dos
momentos principais de inércia, da massa e do raio de m, enquanto 99 é a longitude de
um ponto da superficie sobre o eixo menor do equador (ver Beutler, 2005).

Assim como acontece com o potencial de maré, Uy serd responsavel por criar uma
forga e um torque. Como pode ser verificado da equagao (3.10), a solucdo estaciondria da
rotagao devida ao torque de maré é super-sincrona, ja que g > 0 quando e # 0 e entao,
de acordo com as propriedades dos atrasos, vy = 22 — 2n > 0. Como €2 > n, o corpo
estara deslocado um certo angulo positivo medido com respeito ao vetor r e, por causa da
assimetria, o torque devido a Uy terd a direcao contraria ao torque de maré.

De acordo com Goldreich (1966), a sincronizacao exata ocorrerd quando Jys supere

certo valor critico. Nesse caso, a solugao estaciondria serd, em lugar de (3.10)

el = 0. (3.14)

E importante mencionar que o sincronismo exato ¢ uma solucao estacionaria quando a
rotacao do corpo deformado encontra-se sob o efeito combinado de dois torques: o torque
de maré e o torque devido a deformacgao permanente do equador. Note que neste caso, o
sincronismo exato nao requer érbitas circulares. Por mais detalhes sobre rotagao de corpos

assimétricos ver Ferraz-Mello et al. (2008).
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3.2.4 Rotacgao Tipo III (estrela)

Neste caso temos m = estrela (corpo deformado) e M = planeta (massa pontual).
Como a teoria foi formulada de maneira geral, os resultados das equagoes (3.5) e (3.6)
sao validos independentemente de quem seja o corpo m, tanto estrela quanto planeta.
Portanto, vamos manter a notacao usada em que m, R, k; e £; s2o a massa, raio, nimero
de Love dinamico e angulo de defasagem do corpo deformado, enquanto M ¢é a massa do
corpo que exerce a maré (neste caso o planeta).

No estado de rotacao Tipo III (2 < n) temos

gg 2 eg <0, ey~ —el <. (3.15)

Substituindo nas equacoes gerais obtemos

. k M2 5
<O>— _?’dfTﬁR (4t + €(—20c) + 49¢) + ep) + 28%(—} + ) (3.16)
. 3k,SGM2R’
<J>= —d4CQa6 (20 — €g). (3.17)

Rotacao estacionaria

A rotacio estaciondria da estrela pode ser calculada impondo < € >= 0 na equagio

(3.16), obtendo, a segunda ordem em e, I

1 1
g = —1(496/1 + eh)e? — 55552. (3.18)

Note que neste caso nao ha uma relagao simples como para a rotacao estacionaria do

planeta (3.10).

3.3 Evolucao orbital

Nesta secao vamos calcular a variacao média dos elementos orbitais para depois apli-
carmos aos estados de rotagao Tipo II e III, correspondentes a um sistema estrela-planeta

quente. Aplicaremos um modelo linear para relacionar angulos de fase com as frequéncias
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Figura 3.2: Velocidade transversa de M mostrando o angulo 3, para relacionar as componentes das forgas

calculadas com as componentes radial, transversa e normal ao plano orbital.

das ondas de maré. Finalmente, vamos obter a variacao média dos elementos quando o

efeito acumulado das marés em ambos corpos é considerado.

3.3.1 Equacgoes de Gauss

As equagoes de Gauss s@ao um conjunto de equacoes através das quais é possivel obter
a variacao dos elementos orbitais de um objeto que encontra-se sob a acao de uma forca
perturbadora do movimento Kepleriano (neste caso, a for¢a de maré). Nas equagoes de
Gauss, a for¢a perturbadora aparece decomposta nas componentes radial, transversa e
normal ao plano orbital (Fg, Fs, Fyy). Essas forcas estao relacionadas as componentes

(Fy, Fy, F3) do Cap. 2 através de (ver Fig. 3.2)

Frp = F
Fs = —FIysin(+ Fycosf3 (3.19)
Fy = —Fycosf — F3sin 3,

onde, do triangulo esférico da Fig. 3.2 seguem as seguintes relacoes:

3 sin
cosff = ————
sin(w + v)
sinf = Scosyp (3.20)

O conjunto de equagoes de Gauss é (ver Beutler, 2005)



48 Capitulo 3. Evolugao orbital e rotacional

. 2 . P
a = m[esvaR—i—;Fs
1 — e2 1/2 1
e = & sinvFR+—<g—z> Fq
na e\r a
: rcos(w + v)
I = ————— F 3.21
na®(1 — e?)1/? W (3:21)
1 — e2)1/2 e
w = % —cosv Fr + (1—1—1) sinvFg| —cosI ON
nae P
ON - rsin(w + v)

na?(1 —e2)2sinl ="
onde ON ¢ a longitude do nodo ascendente, p = a(1 — e?) e I = dI /dt.
E importante mencionar que as componentes das forcas de maré introduzidas nas
equagoes de Gauss devem ser multiplicadas pelo fator (1 + M/m) para levar em conta

as forcas de reagao dentro do sistema (ver Ferraz-Mello et al., 2008; ver também Sec.

45.1).

3.3.2 Variacao de semi-eixo maior, excentricidade e inclinacao orbital

Substituindo as expressoes das forcas (Fi, Fy, F3) nas equagoes (3.19) obtemos, depois

de fazer a média no periodo orbital nas primeiras trés equagoes (3.21)

3nkyM R? 147 1
<a>= % 4epy — €*(20e] — 76,1 — 55’2 + 3ek) — 45% () — 523)] (3.22)
3nekqM RP 49 1
. 3nkySMRP

Note-se que estes resultados sao gerais, independentemente de quem seja o corpo deformado
m (estrela ou planeta). As aplicagoes aos estados de rotacao Tipos II e III serao feitas na
proxima secao.

Notamos ainda que nao é possivel saber a priori o sinal das variacoes dos elementos, ja
que ha uma dependéncia explicita com varios angulos de defasagem cujos sinais, no caso

geral, sao desconhecidos .
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A forca radial Fr = F}, também inclui aquela parte da forca devido ao potencial de
maré estatica Uy (ver equagao 2.48). Portanto, uma expressao mais adequada para a forga
radial seria Fr = Fi + FlU 2. Como veremos, FlU ? contribui apenas para a variagao do

argumento do pericentro w.

Sobre a variacao da inclinagao

Como vimos até aqui, o torque na Orbita produz variacao do angulo I, enquanto o
torque (igual e oposto) no corpo m faz variar o angulo J. Portanto, a variacdo média
total do angulo formado entre os planos orbital e de referéncia serd < I + J >. Usando os

resultados gerais (3.6) e (3.24), obtemos

<I'+J>=%[(1— gg\zjﬁ)eﬁ <1+g?j£)(eg—eg)]. (3.25)

3.3.3 Aplicacao ao Tipo II

Usando a relacao entre os angulos de defasagem dada na equagao (3.7) e substituindo
nas equagoes (3.22)—(3.24), obtemos a variagdo dos elementos orbitais no caso de um

planeta com rotagao quase sincrona

 3nkgM R

<a> o (1 —5e* — Sl — (19¢% + SH)eh), (3.26)
. 3nekqyM R®
: 3nSkyM R
<I>= _W(ag + 2¢). (3.28)

Supondo que a rotacao atingiu o seu estado estaciondrio, a relacao entre ¢ e €, estd dada

por (3.10) e, substituindo nas equagdes acima obtemos, a segunda ordem em e, I

30k, M R
<i>=-t (74 57 (3.29)
21nek, M R5
<é>= ——”;jﬁ &, (3.30)
. 3nSk, MR
<f>= PR (3.31)

2ma®
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E importante notar que o sinal das variagoes médias é negativo (¢, > 0), indicando que
o efeito de maré no planeta devido a estrela provoca decaimento orbital e circularizacao,
além da diminuigdo do angulo formado entre os planos de referéncia e orbital (lembre-
se do resultado (3.11)). Os resultados obtidos sdo os mesmos encontrados em trabalhos
anteriores (Goldreich, 1963; Goldreich & Soter, 1966, Peale et al., 1980), no caso de satélites
com rotacao sincrona ou estaciondaria. Para conversao de resultados, os parametros () e
@' que aparecem nos citados trabalhos devem ser relacionados considerando @ = 1/e5 e

Q' = 3Q/2ky (ver Sec. 3.5.1).

Rotacao sincrona

Impondo a condi¢ao de rotagao sincrona (g, = 0) na equagao (3.26), ou mesmo no

resultado geral (3.22), obtemos
3ndeR5

(ver Mardling & Lin', 2004). Porém, esse resultado nao leva em conta o fato de que quando
e # 0, o sincronismo exato sé pode acontecer se um torque adicional é considerado, como
discutido na secao (3.2.3). A variagdo de semi-eixo maior devido a esse torque adicional

criado pelo potencial Usy é (ver Ferraz-Mello et al., 2008)

3nkyM R®

<G >gp= — (12¢* 4+ §%)eb. (3.33)

ma

A variagao total do semi-seixo maior encontra-se somando as duas variagoes (3.32) e (3.33),
obtendo finalmente
3nkyM R®

Portanto, a segunda ordem em excentricidade e inclinagao, o resultado para a variacao
do semi-eixo maior no caso de rotagao sincrona coincide com o resultado obtido no caso
de rotagao estacionaria. Para ordens maiores, diferentes resultados sdo obtidos (Wisdom,

2008; Levrard, 2008).

! Existe um erro de fator numérico na equacio (4) desse trabalho, o fator 171/4 deve ser corrigido por

171/2 (ver Mardling, 2007).
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As contribui¢des do torque adicional para as variacoes de excentricidade e inclinacao
sao de ordem superior a considerada neste trabalho. Desta maneira, os resultados (3.30) e

(3.31) também sao vélidos no caso de rotagao sincrona.

3.3.4 Dissipacao de energia

A energia total do sistema esta dada pela soma da energia orbital, a energia de rotacao
do corpo deformado mais a energia dissipada no interior dele devido a friccao interna. A

energia orbital se calcula como

GmM
Eop=— , 3.35
b 2a ( )
ao tempo que a variagdo no tempo esta dada por
. GmM
Eop = 57 O (3.36)
Substituindo a expressao para @ calculada em (3.29) obtemos
. 3nk,GM?RP
< By >= _MT (7€ + S2)e). (3.37)
a

Note-se que, ao usarmos (3.29), estamos supondo que o planeta ji chegou ao seu estado
final de rotacdo estaciondria, onde por definicio <  >= 0 e, portanto, a variacio média

da energia de rotagao é nula. Assim, a troca de energia no sistema obedece a seguinte

relagao
< E,np>—W =0, (3.38)
ou
: 3nkqGM?R°
W =< Ey,>= —— (7e* 4+ S*)el, (3.39)

onde W é a energia dissipada em forma de calor no interior do planeta. Note ainda que
na equagao (3.38) estamos supondo que W < 0 por se tratar de energia dissipada. Como
acontece no caso do semi-eixo maior, o resultado ¢ valido quando a rotagao é estacionaria
ou sincrona. Um resultado idéntico foi obtido por Segatz et al. (1988) e Wisdom (2008),

através do célculo direto da energia dissipada no interior do corpo deformado.
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3.3.5 Aplicacao ao Tipo III

Nesta se¢ao calcularemos as variagoes médias dos elementos orbitais atribuidas a maré
estelar, isto é, considerando a estrela como corpo deformado (m) e o planeta como massa
pontual (M). Novamente faremos uso das equagoes que dao as variagoes médias gerais dos
elementos, (3.22)—(3.24), aplicando-as a o estado de rotacao Tipo III (2 <« n), onde a

relagdo entre os atrasos estd dada na equagao (3.15). Assim obtemos

) 3nkyM R? 147 7
<a>= W |:€6 — 62(556 — ?5/1 — 55/2)], (340)
_ 3nek M R® 49 5
<e>= —W<66 — Zgll — 16,2 ), (341)
- 3nSkyM R?
<f>=2oHER (3.42)

4dmad
Notamos que nao é possivel saber a priori o sinal das variacoes médias, ja que os resultados
dependem de vérios angulos de defasagem que sao, por enquanto, desconhecidos. Porém,
a variagao média da inclinacao depende apenas de 5 > 0, logo sabemos que < [><0.
Lembramos que I é o angulo formado entre o equador do corpo deformado (plano de
referéncia) e o plano orbital. Portanto, temos dois angulos diferentes dependendo de qual
seja 0 corpo que sofre a maré. Por enquanto vamos continuar com a convencao da notagao
adotada até agora, em que I se refere a inclinacao da érbita do corpo deformado, com

S =sin /.

3.4 Modelo linear

Ainda nao temos feito nenhuma hipétese sobre a dependéncia funcional entre os angulos
de defasagem e as frequéncias correspondentes, apenas consideramos que frequéncias iguais
dao origem a angulos iguais e que uma frequéncia nula corresponde a um angulo também
nulo. Nesta secao vamos supor que a relacao entre angulos e frequéncias esta dada por

uma lei do tipo linear, isto é

E; = VZ'At, (343)
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onde At é constante e igual para todas as componentes, ou At; = At Vi =1,2... O
tempo At é conhecido como tempo de atraso, e pode ser interpretado como o intervalo de
tempo entre a acao da forca produzida pelo corpo M e a deformacao provocada pela maré

em m (ver Mignard, 1979; Hut, 1981).

3.4.1 Rotacao

Com motivo de ilustrar os resultados da aplicacao do modelo linear, vamos comecar
estudando a variacao média da rotagao, incluindo a solucao estacionaria. Partindo do

resultado geral (3.5) e substituindo cada angulo pela lei (3.43), obtemos

27 1 15 1 Q
((+5¢ =38 -+ 5 —38) 0] 64

. 3nkyAtGM?R?
<Q>=
Cab

A equagao (3.44) reproduz o resultado de Dobbs-Dixon et al. (2004) a segunda ordem
em e, exceto por simplificacoes usadas na terceira lei de Kepler, o efeito do vento estelar
e algumas outras consideragoes sobre a fracao de massa dos corpos que participam no
intercambio de momento angular. O parametro (), que aparece no citado trabalho, esta
relacionado com At na forma Q) = 1/nAt (ver Sec. 3.5.1).

A solugdo estaciondria, €).s, encontra-se impondo < €2 >= 0, obtendo, sempre a

segunda ordem em excentricidade e inclinacao

Qest = n(1 + 6€?), (3.45)

(ver Hut, 1981; Levrard et al., 2007, Correia et al., 2008). O resultado confirma o fato, ji
discutido na Segao (3.2.3), de que o sincronismo exato (£2 = n) s6 é possivel no caso de
orbitas circulares, se apenas o torque de maré é considerado. Notamos ainda que a solucao
estaciondria é super-sincrona (€2 > n). De fato, o resultado (3.45) poderia ser obtido a
partir da equagao (3.10) impondo a lei linear para gj e €.

Um fato importante que merece atencao, é que a solucao estacionaria obtida na equacao
(3.45) é valida tanto para o planeta quanto para a estrela, ja que foi calculada a partir
do resultado geral para a variacao média da rotagao. Porém, como veremos no proximo
capitulo, a escala de tempo para o valor 2., ser atingido é muito maior para a estrela,

enquanto a rotacao do planeta rapidamente alcanca o seu valor estacionario. Basicamente,



54 Capitulo 3. Evolugao orbital e rotacional

isso se deve ao fato de que, em geral, a massa da estrela é muito maior. E por esse motivo
que se justificam as hipdteses sobre os estados de rotacdo Tipo II (Q ~ n) e Tipo III

(Q < n). Note que, quando e < 1, Qegy >~ n.

3.4.2  Variacao média dos elementos

No caso do planeta em rotagao estaciondria ou sincrona, as variagoes médias dos elemen-
tos dependem apenas de um dos angulos de defasagem, 5 (ver equagdes (3.29)—(3.31)).
Porém, a contribuicao devida ao efeito de maré sofrido pela estrela, dada nas equacoes
(3.40) — (3.42), depende de quatros angulos, e, €1, €3, €9, sendo que < I > depende apenas
de g9. Aplicando o modelo linear, a relacao entre esses angulos serd, usando a aproximacao

Tipo III (2 < n)

g0 = (2Q—2n)At ~ —2nAt
g1 = (2Q—3n)At ~ —3nAt (3.46)
g9 = (2Q—n)At ~ —nAt,

ou

12

o 282

12

€1

382. (347)

Como os resultados dependem dos ¢; através dos €, é preciso fazer hipdteses sobre os
numeros de Love k;. Por simplicidade, vamos assumir que, no modelo linear, k; = k; Vi =

1,2... Desta forma teremos

12

/ /
€o 2¢e,

gy~ 3&, (3.48)
substituindo (3.48) nas (3.40) —(3.42) obtemos

_ 3nkyMR®

— (2 + 46€%)eh, (3.49)

<a>
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2TnekyM R°
<é>= %5;, (3.50)
- 3n.Sky MR

Se substituirmos cada ¢; pela lei (3.43), os resultados coincidem com aqueles encontrados
em outros trabalhos em que se aplica o modelo linear baseados na formulacao de Hut
(1981) (Dobbs-Dixon et al., 2004; Mardling & Lin, 2004). A equacdo para < I > nao
resultou modificada ja que €9 = QQAt nao esta relacionado com 5. No entanto, note que
na aproximacao Tipo III é possivel verificar ey < |g}], j& que Q < n.

Segundo os resultados das equagoes (3.49) e (3.50), podemos afirmar que o efeito de
maré na estrela também provoca decaimento orbital e circularizacao, assim como no caso
em que o planeta é afetado pela maré da estrela (ver (3.29) e (3.30)). A afirmagao anterior

se deve ao fato de que &) < 0, como pode ser visto em (3.46)2.

3.4.3 Evolucgao orbital acumulada

Ainda no modelo linear, vamos calcular a variagao média dos elementos orbitais de-
vida ao efeito acumulado das marés em ambos corpos. Para isso, devemos diferenciar os
parametros relacionados a cada corpo, ja que até agora estavamos chamando m, R, kg, €; €
M a massa, raio, nimero de Love dinamico e angulo de defasagem do corpo deformado m.,
e M a massa do perturbador M, o corpo que cria a maré. Vamos identificar com subindices
p e *x as quantidades correspondentes ao planeta e estrela, respectivamente, incluindo as

varidveis Q2 e [.

Semi-eixo maior e excentricidade

Comecando pelo semi-eixo maior, a variacao média total sera

<a>=<a>,+ <a >, (3.52)

onde < a >, e < a >, estdo dadas nas equagoes (3.29) e (3.49), respectivamente. Substi-

tuindo os resultados, temos

2 Note porém que nio é necessario assumir um modelo linear para se ter 5 < 0. A hipdtese Q < n leva

a esse resultado qualquer que seja o modelo.
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*

5
R,
< a>= —3kg |h,] % <7> na[2 4 46e* + (7e* + S2) D), (3.53)

onde g5, = —|eb, | e o parametro D é definido como

2 5
kd 6/2 m R
D p_P - 3.54
TEN (m) (R) .

Note que D > 0, ja que 5’2p > 0. E f4cil confirmar que < a > < 0, ja que cada componente

contribui ao decaimento orbital.
A variacdo média total da excentricidade se calcula somando os resultados (3.30) e

(3.50), obtendo

5
R, 7
<é>— _3kd*‘5/2*‘ mMp <_) n6<9+—D). (3.55)
me \ a 2

A equagao (3.55) verifica < é > < 0, indicando que o efeito de maré (total) produz circu-

larizacao orbital.

Inclinagoes

Nao é possivel fazer uma analise similar no caso da inclinacao orbital, j4 que temos
duas inclinagoes, dependendo de quem seja o corpo deformado. Note que I, (1) é o angulo
formado entre o equador do planeta (estrela) e o plano orbital. Porém, sabemos que
a inclinacao tem duas componentes de variacao, atribuidas a I e J. Vamos coletar os
resultados ja obtidos nas secoes anteriores para obter a variacao média total da cada uma
das inclinagoes.

Poderiamos usar os resultados (3.31), (3.11) para o planeta e (3.42), (3.17) para a
estrela. No entanto, vamos aproveitar o resultado geral (3.25) e aplicar os Tipos II e III.
Assim obtemos,

3kgpGmIR) C,Qpan
Wsp%(l n 7) (3.56)

<I+J>,=—
P Gm.m,
onde supomos que o planeta tem um estado de rotacao estacionaria (d)p = 12626’2p), lem-

4 / / /
brando que no Tipo II, —eg, >~ &g, ~ £5,. Note-se que
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Q Q
Cothan. O”2—p <1, (3.57)
Gm.m, mpa* n

indicando que a contribuicao principal para a variacao média da inclinacao do planeta é
devido a < .J >, (ver (3.11)).

O resultado aplicado a estrela em rotagao Tipo III é

<I+J>.= e Sulehl, (3.58)

onde usamos &, ~ cg, e, no modelo linear, g), ~ 2}, > ef, (ver (3.48)). Neste caso
também temos que a principal contribuicao é devido a variacao média de J, (ver (3.17)).

Os resultados das equagoes (3.56) e (3.58) indicam que os planos dos equadores se
aproximam do plano orbital devido ao efeito de maré.

E importante mencionar que os resultados até aqui obtidos para a variacao média total
dos elementos, usando o modelo linear, sao validos apenas para o caso de planetas em
rotagao estaciondria ou sincrona (Tipo II) e estrelas de rotagao lenta (Tipo III). Nos casos

intermediarios, o modelo linear devera ser aplicado nas equagoes gerais.

3.4.4 Argumento do pericentro e longitude do nodo ascendente

Analisaremos a variacao média dos angulos w e ON (ver Fig. 2.4). Apresentaremos
apenas os resultados das variacoes médias gerais e, para isso, faremos uso das equagoes de
Gauss (3.21). No caso do argumento do pericentro, é necessario desenvolver o potencial U,
até quarta ordem em e, I com motivo de obter o resultado correto a segunda ordem (ver

Ferraz-Mello et al., 2009). Assim obtemos

9knM R®
< > % (3¢} — & — €} + 3, — 3¢}, — &)x + ) + 3ehs) €2 (3.59)
1
—5(656 — el — el — 6l — 12e} + &y, + €}y — 265 + 2e'6) S?| sin 2w.

Note que, além dos atrasos que ja tinhamos (até e9), novos atrasos surgem devido & pre-
senca de novas frequéncias, produto do desenvolvimento a quarta ordem. Ainda existe a

contribuicao devido ao potencial de maré estatico U,, dada por

2ma®

15k ;n MR 13
<@V >= 20T (1 + 562) . (3.60)
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(ver também Wu & Goldreich, 2002). A comparagao entre ambas contribui¢oes mostra
que < W >4, ¢ atenuada pelos €] e por €? e S?, indicando que o movimento do pericentro
é dominado pela maré estatica. Segundo (3.60), vemos que a razao entre as contribuigoes

devidas as marés no planeta e na estrela é

ke (7.\° R,
Ip (%) sy (3.61)
kf* pp Rp

onde p é a densidade média. Se tomarmos valores tipicos, por exemplo, no sistema Sol-
Jupiter, a quantidade (3.61) é > 1. Portanto, a maré agindo no planeta domina a variagao
média de w.

No caso de planetas com rotacao sincrona, é preciso considerar a contribuicao atribuida
a assimetria do equador. Desta forma, usando Usy em lugar de Us; na equagao de Gauss,

obtemos

371}%127 <]22

1 (16 — 15€* — 757 + 9(e® — S2) cos 2w,). (3.62)

<wp22 >= —

Note que < Wyzy > é da ordem de O(R?/a?).
Através da equacao de Gauss correspondente, obtemos a variagao média geral da lon-

gitude do nodo ascendente

—— gdeLMRS .
<ON >= —W(Bag — el — et + 3ef — 3ey — )5 + €l + 3ehs) €2 sin2w.  (3.63)

Aplicando o modelo linear se obtém o resultado geral

= 9kyAtM R®
<ON>= - ;0¢?sin 2w. (3.64)
dmad

Para planetas com rotacao sincrona, temos a variagao média adicional

3Jpan R 1 )
#(1 —2e* — =52 — =¢” cos 2wy). (3.65)

<0Np22>:— 1°p 1

a
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3.5 Outros modelos
Além do modelo linear, podem existir outras dependéncias funcionais entre angulos de
defasagem e frequéncias. Supondo uma lei do tipo

g =KV, (3.66)

)

onde Kk > 0 e A é um numero real, é possivel reproduzir alguns dos modelos encontrados
na literatura, dependendo do valor de A. E claro que para A = 1 obtemos o modelo linear
(ver Mignard, 1979; Hut, 1981), com k = At.

Para A = 0, se obtém ¢; = k para qualquer valor de 7. Esse modelo é conhecido como

3. Alguns exemplos de aplicacao do modelo indepen-

modelo independente da frequéncia
dente da frequéncia, no estudo da evolucao de exoplanetas devido ao efeito de maré, podem
ser encontrados em Jackson et al. (2008a, 2009), Barnes et al. (2009b, 2010). O resultado
da aplicagao deste modelo apresenta apenas diferencas de fatores numéricos comparadas
como a aplicacao usando o modelo linear.

Em Efroimsky & Lainey (2007) é proposto um modelo em que a dependéncia funcional
entre atrasos e frequéncias segue uma lei de poténcia com exponente negativo, —0.4 < X\ <
—0.2.

Modelos intermedidrios, com A > 0 sao discutidos em Sears et al. (1993) no caso do

sistema Saturno- Tita.

3.5.1 Funcao de dissipacao Q

Em analogia com a teoria do oscilador harmonico forcado e amortecido, a funcao de

dissipacao, (Q;, é definida como

- Ey(vy)
AE(VZ) ’

onde AFE é a energia dissipada em um ciclo, Ey é o pico de energia armazenada durante o

Q=2 (3.67)

ciclo e 1; é uma das frequéncias que participam do problema. Supondo que AE < 0 pelo
fato de ser energia perdida, (); é uma funcao positiva. No caso do oscilador harmonico,

é simples de se obter a dependéncia funcional @Q;(v;) de forma explicita (ver Murray &

3 Note, porém, que € depende da frequéncia de forma implicita através dos niimeros de Love k;.
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Dermott, 1999, p. 160). Porém, em problemas mais complexos, onde a fisica envolvida
nao é bem conhecida (como a dissipagao devida ao efeito de maré), essa dependéncia nao
esta bem determinada, sendo necessaria a adogao de modelos. E possivel vincular (); com
o responsavel pela introdugao de dissipacao de energia no problema, no nosso caso, os

angulos de defasagem ;. A relagao é

Qi = cot |&] (3.68)

(ver dedugoes em Efroimsky & Lainey, 2007; Greenberg, 2009), em que o resultado é valido
para qualquer sistema dissipativo, nao so para o oscilador harmonico. No caso de pequenos

angulos (sin |g;] < 1), temos

Qi —. (3.69)

Este resultado nos permite trabalhar com ); em lugar de ¢;, ja que a fungao de dissipacao
¢ mais utilizada em trabalhos sobre evolugao dinamica de exoplanetas como consequéncia
do efeito de maré. Desta maneira, os resultados obtidos nas se¢oes anteriores (e da segao
atual, sobre modelos) podem ser levados a linguagem da fungao de dissipagao simplesmente

fazendo a substituigao |g;| =~ 1/Q; (ver capitulo seguinte).

Sobre o sincronismo

O caso de um planeta cuja rotagao estd sincronizada com o movimento orbital médio,
merece uma atengao especial. Segundo a relagao (3.69), quando o movimento se aproxima
do sincronismo, Qg — o0, ja que £ — 0. Essa singularidade pode ser explicada levando
em conta que, segundo a defini¢ao (3.67), nao é o valor de (); quem mede a importancia
da dissipagao de energia no sistema, mas é 1/Q);. Portanto, a singularidade pode ser
transformada rescrevendo a equagao (3.69), onde para €9 — 0, temos 1/Qy — 0.

Na literatura, frequentemente encontramos resultados escritos em funcao de @), sem
referéncia a frequéncia correspondente (no modelo independente da frequéncia, nao é ne-
cessaria tal identificacao). Todavia, é usualmente adotada a notacao de trabalhos mais
antigos sobre as marés no sistema Terra-Lua, em que a funcao de dissipacao é associada
a maré semi-diurna da Terra, de frequéncia vy ~ 1) ~ vy ~ 2Q (ver Tabela 1). Por-

tanto, é comum encontrar a relacdo ¢ = 1/Q), sem referéncia a frequéncia ja que ¢; = ¢
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para ¢ = 0,1,2. Um exemplo que pode dar origem a confusao, é o resultado da equacao
(3.37), que é independente do modelo adotado. Vemos que, a dissipa¢do de energia em
um planeta com rotagao estacionaria ou sincrona é nao nula se e # 0 ou I # 0, apesar de

termos €9 = 1/Qo ~ 0. Neste caso, a func¢ao de dissipacao que interessa é Q = ()2, onde

&2 = 1/@2-

3.5.2 Sobre a aplicacao do modelo independente da frequéncia

O modelo independente da frequéncia nao é o mais adequado para o estudo da evolucao
orbital, atribuida ao efeito de maré, de planetas de curto periodo. Como vimos, as variagoes
médias dos elementos orbitais e da rotacao, quando a maré na estrela é analisada, dependem

de varios ;. No Tipo III, onde Q2 < n, temos

vy = 2Q—2n~ —-2n
v = 20—3n=~-3n (3.70)
vy = 20 —n>~ —n.

Todas as frequéncias sao diferentes entre si, portanto, dificilmente poderiamos esperar que
Eop X &1 = &a.

E importante notar que, se aplicarmos o estado de rotagao Tipo I para a estrela, onde
Q) > n, terifamos, como ja vimos na se¢ao anterior, vy =~ v; =~ 15 =~ 2{). Portanto, seguindo
as hipdteses que fizemos sobre os atrasos, €y ~ €1 ~ €9. Assim, o modelo independente
da frequéncia é mais adequado no caso em que o corpo central tenha uma rotagao rapida
(comparada com o movimento médio do outro corpo). E o caso dos sistemas Terra-Lua,

Jupiter-galileanos, Saturno-Tita, além de alguns outros exemplos no Sistema Solar.
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Capitulo 4

Aplicacao ao problema estrela-planeta quente

4.1 Objetivo

Neste capitulo, estudaremos a evolugao orbital atribuida ao efeito de maré em um sis-
tema formado por uma estrela e um planeta de curto periodo (< 4 dias). Os resultados
serao obtidos através das equacoes médias do capitulo anterior para diferentes tipos de
planetas, classificados segundo o valor da massa. Também faremos simulacoes numéricas
das equagoes exatas, com motivo de comparar com os resultados das equacoes médias.
Estudaremos as variagoes de semi-eixo maior e excentricidade da drbita relativa quando
as deformacoes atribuidas ao efeito de maré sao consideradas tanto no planeta quanto na
estrela. As escalas de tempo de decaimento orbital e circularizacao serao calculadas e
comparadas para as marés planetaria e estelar. Calcularemos um valor critico da excentri-
cidade para o qual uma das marés fica dominante e comeca a governar o decaimento orbital.
As rotagoes dos objetos também serao analisadas, comparando as escalas de tempo das
evolucoes. Finalmente, apresentaremos algumas possiveis explicacoes para a distribuicao
observada de periodos orbitais em funcao da massa planetaria, no caso de exoplanetas reais

de curto periodo.

4.2 Variacoes médias dos elementos

Consideremos um sistema composto por uma estrela e um planeta de massas mg, m; e
raios Ry, Ry, respectivamente. Vamos supor que o planeta possui um periodo orbital muito
curto se comparado como o periodo de rotacao da estrela, isto é, {0y < n. Este é o caso

do movimento Tipo III e, consequentemente, podemos usar as equacoes médias correspon-
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dentes (3.53) e (3.55). Como discutimos no final do capitulo anterior, o modelo linear é o
mais adequado para estudar a evolucao de um sistema estrela-planeta. Vamos supor que
a obliquidade é nula, ou seja, que os planos de referéncia e orbital sao coincidentes. Para

simplificar a notagao, definimos as constantes

p=—-——RYy, (4.1)

onde os parametros que aparecem nas defini¢goes ja foram mencionados anteriormente, lem-
brando que Qg = |e20|7! € Q1 = |e21]7!, com o primeiro sub-indice indicando a frequéncia

da onda de maré (1), enquanto kg é o niimero de Love dinamico. Notamos que

2 5
_ K Qo(mo) (B} _
B Eao Q1 <m1> <RO> D, (4.2)

onde D ja foi definido na equagao (3.54). Introduzindo as defini¢bes de § e p nas equagoes

(3.53) e (3.55) obtemos

0 3>

2
<a>= —gna’4[(2 + 46€%)8 + Te*p) (4.3)
1
<é>= —gnea*5(18§ +7p). (4.4)

O efeito de maré provocado pela estrela no planeta serd chamado de maré planetdria e,
similarmente, o efeito do planeta na estrela serd chamado de maré estelar. Os termos
proporcionais a § e p nas equagoes (4.3) e (4.4) sdo as contribui¢bes a variacdo média
total dos elementos devido as marés estelar e planetaria, respectivamente (ver Rodriguez

& Ferraz-Mello, 2009).

4.3 FEscalas de tempo

Como ja foi antecipado no capitulo anterior, o efeito da interacao de maré entre a
estrela e o planeta é o de reduzir o tamanho e elipticidade da érbita relativa. O objetivo

desta secao é calcular as escalas de tempo em que esses fendomenos acontecem.
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4.3.1 Semi-eixo maior

Vamos comegar estudando a escala temporal de decrescimento do semi-eixo maior, que

pode ser definida como 7, = a/|a|. Usando (4.3) temos

3
Ty = 577,’1&5[(2 + 46€%)3 + Te?p| 1. (4.5)

Para calcular a escala de tempo de decaimento orbital s6 devido a maré planetdria (77) é

suficiente impor § = 0 (ou Q; ' = 0) na equacao (4.5), obtendo assim

3n~tad
= 4.6
Te = 4e2p (4.6)
Notamos que
lim 77 = oo, (4.7)

e—0
indicando que, quando s6 a maré planetaria é considerada, a queda no valor do semi-eixo
maior ¢é detida a partir do momento em que a circularizacao orbital acontece.
Uma analise similar permite calcular a escala de tempo de decaimento orbital s6 devido
a maré estelar (), impondo p = 0 (ou Q;' = 0) na equacdo (4.3), obtendo
3n~ta®
Ta = 202 + 16625 (4.8)

Da equagao anterior chegamos ao resultado

~1,5
lim7; = sn_a
e—0 ¢ 45

< 00, (4.9)

mostrando que, mesmo depois da circularizacao, o semi-eixo maior continua a decair devido
ao efeito da maré estelar. Na Sec. 4.4 faremos uma analise mais detalhada para saber qual
¢é o tipo de maré que domina o decaimento orbital.

E importante mencionar que a escala de tempo dada por 7, = a/|a| pode nao repre-
sentar de forma precisa o tempo para o qual o decaimento orbital ocorre. A razao é que
a definicao de 7, é mais adequada no caso em que a excentricidade seja tomada como
constante. De fato, da equacdo (4.3) com § = 0 sabemos que se e for constante temos
a o< a~'/? e, integrando, 7, = —(2/13)a/|a|. Porém, a excentricidade também muda no

processo de evolucao orbital por causa do efeito de maré, em uma escala temporal que sera
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analisada a seguir. Portanto, simulacoes numéricas das equagoes exatas do movimento sao
necessarias para se obter uma andlise mais detalhada da evolugao dinamica do sistema

estrela-planeta quente (ver Sec. 4.5).

4.3.2 FExcentricidade

A escala de tempo de circularizagao orbital é definida como 7, = e¢/|é|. Fazendo uso da

equagao (4.4), obtém-se

_ 3nla®
1854+ Tp

Assim como no caso do semi-eixo maior, podemos calcular as escalas de tempo correspon-

(4.10)

Te

dentes a cada tipo de maré. A partir da equacao (4.10) temos

3 -1,5
7= 7@& (4.11)
para a maré planetaria, e
1.5
»@::328? (4.12)
S

para a maré estelar. EE importante notar que 77 e 77 sao independentes de e. Com motivo

de comparar as escalas de tempo para a circularizacao da érbita, fazemos

TP 185
= =—-. 4.13
= (113

E necessério ilustrar com um exemplo para se ter uma idéia do valor numérico de 77/77.
Considere-se o caso de um sistema em que os valores de massas e raios correspondem aos
de um sistema do tipo Sol-Jupiter quente. Neste caso temos

~ 19500 @0 (4.14)

kao Q1

Neste exemplo, os valores dos parametros de maré verificam Q1 /kg1 ~ Qo/kao ~ 3 x 10°

0> |3

(Mardling & Lin, 2004). Entao temos ’;—Z;% ~ 1, e, consequentemente g > 1. Substituindo

na equagao (4.13) concluimos que, para o caso de um sistema do tipo Sol-Jupiter quente

T LT, (4.15)
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indicando que a evolucao da excentricidade devida ao efeito de maré é principalmente
determinada pela maré planetaria. No caso em que o planeta seja uma super-Terra, vamos
ter %% > 1, ja que o valor da funcao de dissipagao (); é vérias ordens de magnitude
menor (dissipagdo maior) no caso de planetas terrestres, se comparado com o valor dos
planetas gasosos. Neste caso, a maré estelar fica pouco eficiente e pode ser desprezada,
sendo a maré planetaria a responsavel pela circularizacao da dérbita.

Assim como no caso de 7,, a definicao de 7. nao é uma forma precisa de calcular o
tempo de circularizagao orbital, ja que o semi-eixo maior muda com o tempo por causa
do decaimento orbital do planeta. Porém, em muitos casos a variacao de a é muito mais
lenta do que a variagao de e (ver Sec. 4.4.2 junto com as simulag¢oes numéricas da Sec.
4.5), e por esse motivo, a definigdo de 7. pode ser uma boa aproximagao. Em Jackson et
al. (2008a), encontra-se uma discussao detalhada sobre o fato de considerar a e e como

constantes na hora de calcular as escalas de tempo para a evolucao dos elementos orbitais.

4.4 Decaimento orbital para diferentes tipos de planetas

4.4.1 Excentricidade critica

Da mesma maneira que fizemos na secao anterior com a excentricidade, é possivel
comparar as escalas de tempo do decaimento orbital devidas as marés planetaria e estelar.
Usando as equagoes (4.6) e (4.8), obtemos

TP (2446¢2)

= = . 4.16

TS Te2 P ( )
E muito importante notar que a razao entre as duas escalas temporais depende de e, que é
uma variavel do problema. Vamos calcular um wvalor critico da excentricidade para o qual

TP /15 = 1. Isto é

2

417
Tp/5 — 46’ (4.17)

€ —

(ver também Levrard et al., 2009). Se e > e., entdo 77 < 77, ou seja, a maré planetdria
¢ dominante. Se e < e, entao 77 > 77 e a maré estelar fica mais eficiente para produzir
o decaimento orbital. Por eficiente, entende-se que uma das marés pode provocar uma

diminuicao de semi-eixo determinada Aa em um tempo menor do que a outra maré.
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Figura 4.1: Variacdo da excentricidade critica com p/§, segundo o resultado da equacio (4.17). Note que

Hmﬁ/g_,oo € = 0.

A Fig. 4.1 apresenta o gréfico de e, como funcao de p/s. Da equacao (4.17) vemos que
p/s > 48/7 deve ser verificado para que a fungao e. (p/s) tenha solucdo (e. < 1). Para
valores grandes de p/s, e. é pequeno e a condigdo e > e, pode ser facilmente verificada.
Nesse caso, o decaimento orbital é dominado pela maré planetaria (77 < 7°). Para valores
pequenos de p/§, é necessaria uma grande excentricidade para que os efeitos atribuidos as
duas marés sejam comparaveis. E importante lembrar que o modelo através do qual as

equagoes médias foram obtidas é valido até segunda ordem na excentricidade.

4.4.2 Jupiter, Netuno e super-Terras quentes

Nesta secao vamos analisar a evolugao orbital considerando um sistema formado por
uma estrela tipo Sol e trés tipos diferentes de planetas. De maneira geral, chamaremos
Jupiter quente, Netuno quente e super-Terra quente aqueles planetas de curto periodo para
0S quais my ~ my, m; ~ my € my ~ 5mg, €m que my, my € Mg sao as massas de Jupiter,

Netuno e Terra, respectivamente!. A partir das equagoes (4.5) e (4.10) sabemos que

T 1 18547
Te  2[(2+ 46€2)s + Te2p|’

(4.18)

E facil observar que para valores baixos de e, 7, > 7, é verificado (no caso extremo em

que e = 0 e p/§ < 1, terfamos 7,/7. ~ 9/2). Isto indica que o efeito de maré provoca

! Estas definicoes ndo sdo precisas. Eventualmente poderdo ser alteradas por algum fator numérico.
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a circularizacao orbital antes mesmo de produzir uma diminuicao apreciavel do semi-eixo
maior. Como consequéncia, a contribuicao da maré planetaria ao decaimento orbital é
muito pequena, ji que apds a circularizacao somente a maré estelar produz mudanca de
semi-eixo maior (ver equacao (4.3)).

A equagao (4.1) mostra que § o< m,, onde o fator de proporcionalidade depende apenas
de parametros estelares, mostrando que a contribuicao da maré estelar é proporcional a
massa do planeta. Entao, o semi-eixo maior dos planetas mais massivos é mais eficiente-
mente afetado devido a maré estelar, indicando que os Jupiter quentes devem se aproximar

da estrela mais rapidamente do que os Netuno e super-Terras quentes (ver Sec. 4.8).

4.4.3 Evolucao no plano dos parametros de maré

Em um sistema particular de dois corpos os valores de massas e raios podem ser ob-
tidos através dos dados fornecidos pelos métodos de deteccao, como velocidade radial e
transito. No entanto, outros parametros necessarios para analisar os efeitos produzidos
pela interacao de maré nao estao bem determinados. E o caso dos valores dos ntimeros de
Love e fungoes de dissipacao, os quais podem ser encontrados na literatura com valores que
diferem em varias ordens de magnitude, dependendo do tipo de objeto em consideracao.
E por essa razao que pode resultar 1til construir um grafico tomando valores de kz/Qo
e kg1 /@1 como varidveis, supondo conhecida (por exemplo) a escala de tempo durante a
qual o decaimento orbital do planeta acontece (7,).

A Fig. 4.2 apresenta como exemplo o resultado no caso do sistema Sol-Jupiter quente
(mo = me, Ry = Re, m1 = my, Ry = Ry), em que os valores iniciais dos elementos sao
a =0.04 UA e e = 0.1 (ver seguinte secao). Usando a equagao (4.5) junto com as defini¢oes
de p e §, é possivel escrever kqy/Qy como funcao de kq; /@7 para um valor fixo de 7,. Trés
escalas de tempo foram consideradas e apresentadas na figura. Notamos que no grafico
os valores de k;/(Q) para cada corpo podem variar até duas ordens de magnitude. E facil
observar que, fixando o valor de ky/@Q em um dos eixos do grafico, 7, serd menor quanto

maior for o valor no outro eixo. De fato, segundo a equagao (4.5) vemos que 7, < (p+5)~!

ep < ka/Q1, 5§ X kao/Qo.
Um segundo exemplo é apresentado na Fig. 4.3, tratando-se de um sistema Sol-super-

Terra quente, com m; = 5mg e, supondo uma densidade média igual a da Terra, Ry =
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Figura 4.2: Evolugao no plano dos parametros de maré para trés escalas de tempo fixas do decaimento
orbital, no caso de um sistema do tipo Sol-Jupiter quente. A equagdo (4.5) foi usada para obter a

dependéncia entre kq9/Qo € kq1/Q1, supondo conhecidos os valores de massas e raios.

5'/3Re. Os elementos iniciais sdo os mesmos do exemplo anterior. Notamos que para ter
uma evolugao de semi-eixo maior com as mesmas escalas de tempo do exemplo anterior
sdo necessarios valores maiores dos k;/Q. De fato, os planetas rochosos em geral tém um
valor menor da funcao de dissipacao (). Porém, como veremos nas proximas se¢oes, a maré
planetaria contribui pouco ao decaimento orbital quando a excentricidade é baixa, sendo
a maré estelar a principal fonte para a diminuicao do semi-eixo maior. E por isso que no
exemplo da Fig. 4.3 temos valores de kg9/Q)o duas ordens de magnitude maior do que no

exemplo com um planeta tipo Jupiter para os mesmos 7.

4.5 Simula¢oes numéricas

Com motivo de verificar alguns dos resultados obtidos nas secoes anteriores, apresenta-
remos os resultados das simulagoes numéricas da evolucao orbital devida ao efeito de maré
em um sistema estrela-planeta quente. As simulagoes foram feitas usando o cédigo RA15

(Everhart, 1985).

4.5.1 O modelo

Através do cddigo, resolvemos numericamente a equa¢do exata do movimento, dada

pela lei de gravitacao de Newton no contexto do problema (coplanar) de dois corpos, mais
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Figura 4.3: Analogo da Fig. 4.2 no caso de um sistema do tipo Sol-super-Terra quente.

os termos correspondentes as forcas de maré f e h, qua atuam no planeta e na estrela,
respectivamente (ver Fig. 4.4). Chamando Ry e R as posi¢oes baricéntricas dos corpos,

as equagcoes de movimento nesse sistema ficam

Gm1 h f
= r

R — - 4.19
0 r3 + mo Mg ( )
. G f h
Ri=—— gy — - (4.20)
T mi mi
onde g = —f e i = —h sao as reacoes das forcas f e h, respectivamente. Assim, a

equagao de movimento do planeta no sistema astrocéntrico (com origem na estrela) pode

ser encontrada sabendo que r = Ry — Ry, e entdo i = Ry — Rg. Usando (4.19) e (4.20),

obtemos

G(mo + ml)r 4 (mo + ml)f _ (mo + ml)
r3 mom; mom;

h, (4.21)
onde r = ||r||.

Adotamos o modelo linear para relacionar atrasos com as frequéncias das ondas de

maré, tanto para a estrela quanto para o planeta. Desta maneira, as forcas de maré estao

dadas por

Gm2R?

f = —3kan Aty rloo Li2r(r - v) + 72(r x Qg + V)] (4.22)
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M

Figura 4.4: Forcas envolvidas na interagao de maré no caso geral em que os dois corpos sao deformados,

incluindo as forcas de reacao em cada corpo.

GmiR}
h = 3kd0At0%[2r(I‘ . V) + 7”2(1' X QO + V)], (423)

(Mignard, 1979), onde v = 1 e g, €2; sdo os vetores velocidade de rotagao dos corpos
envolvidos na interacio. E importante mencionar que as forcas (4.22) e (4.23) sdo vdlidas
para qualquer valor de e, sendo que a segunda ordem na excentricidade coincidem com os
resultados da forca de maré calculada no Cap. 2. Os valores dos parametros At podem

ser encontrados sabendo que, no modelo linear |e| = |v|At = Q!

, em que v é uma das
frequéncias de maré. Entao, conhecendo o valor de () é possivel calcular um valor constante
para At sempre que v seja fiza. Notamos que nos Tipos II e III estudados neste capitulo,
|v] o n (para estrela e planeta), sendo n uma quantidade que varia lentamente. Portanto,

podemos supor que a frequéncia é fixa e At é constante. Isto nos permite, em lugar de

trabalhar com At, fazé-lo com () , uma quantidade mais familiar.

4.5.2 Os sistemas

Escolhemos os mesmos sistemas estudados na Secao 4.4.2, isto é, uma estrela tipo Sol e
planetas de curto periodo similares a Jupiter, Netuno e super-Terra. As condigoes iniciais
estao apresentadas na Tabela 4.1. Note-se que o valor inicial do semi-eixo a;,; corresponde,
para uma estrela de uma massa solar, a um periodo inicial de 2.92 dias. Uma distancia

curta facilita o fato de que, para valores tipicos de Qg e (J1, a evolucao orbital devida ao
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Planeta my(my) 1 Aini (UA) | €ini p/s €e
Jupiter quente 1.0 1x10° 0.04 0.1 125 0.05
Netuno quente 0.1 1x10% 0.04 0.1 | 2.40x10% | 0.01

Super-Terra quente | 0.016 | 1 x 102 0.04 0.1 | 4.20x10* | 0.0026

Tabela 4.1 - Dados utilizados nas simulagdes numéricas. Para a estrela mg = ma, R. = Ry e Qo = 1x10°.

Adotamos kg9 = kq1 = 1.5.

efeito de maré aconteca em escalas de tempo razodveis (menores que a idade do préprio

sistema), sempre lembrando que as taxas de decaimento de semi-eixo e excentricidade sdo

-11/2 , ,—13/2

proporcionais a a ea , respectivamente (ver equagoes (4.3) e (4.4)). Os valores dos
raios foram calculados supondo que p; = p; n g, Onde p; v 4 sao as densidades médias de
Jupiter, Netuno e Terra, respectivamente, enquanto para a estrela Ry = R;. Note ainda
que a massa no caso do Netuno quente verifica m; ~ 2my, ou seja, um planeta com o
dobro da massa de Netuno (a escolha foi arbitraria e nao contradiz nossa defini¢ao anterior
de Netuno quente). Para a super-Terra temos m; = bmyg,.

No caso de Jupiter, o valor tipico de (Q; é estimado, baseado na configuracao ressonante
dos satélites Galileanos, no intervalo 10° < @ ; < 2x10°, sendo o limite inferior o valor mais
representativo (Goldreich & Soter, 1966). Estimativas mais modernas obtidas estudando
o sistema Jupiter-Io indicam Q;/kq; = 9 x 10* (Lainey et al., 2009). Calculos recentes
no caso de Netuno indicam 9 x 10* < Qn < 3.6 x 10? (Zhang & Hamilton, 2008). Assim,
nas simulacoes numéricas foram assumidos @ = 10° e Q = 10* para planetas do tipo
Jupiter e Netuno, respectivamente. No caso da super-Terra, adotamos o valor normalmente
assumido para o caso de satélites naturais do Sistema Solar, ¢) = 100.

Os valores iniciais de excentricidade e;,; sao baixos. Poderiamos entao esperar que
os resultados obtidos através das simulacoes numéricas coincidam com aqueles obtidos
através da resolugao numérica das equagoes médias, que sao validas até segunda ordem
em e. No entanto, a comparacao entre ambos resultados sera feita na Secao 4.5.5, quando
estudarmos o caso de uma oOrbita com uma grande e;,;.

Finalmente, conhecendo os valores dos parametros envolvidos podemos calcular, para

cada caso, o valor de p/s usando a equacao (4.2) e a excentricidade critica e, usando (4.17).



74 Capitulo 4. Aplicagdo ao problema estrela-planeta quente

005 T T T T T 004 T T T T T
. (b)
planetary tides
0.04 0.0398 ]
— 003} total 1 5 0039%} -
o) i o) - B
2 tides 2 :
«© L | © '
0.02 0.0394 | | :
.01 4 X
0.0 ARoche 0.0392 | a
(@ 1
O 1 1 1 1 1 ! 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 0O 005 01 015 0.2 0.25 0.3
time [Gyr] time [Gyr]
0.1 T T T T T
()
0.08 E
€, is reached
0.06 - ]
o 7\
0.04 - . 1
0.02 | -
0 ! | | | |

0 005 01 015 02 025 0.3
time [Gyr]

Figura 4.5: Variacao do semi-eixo maior e excentricidade ao longo de 3 bilhoes de anos de evolucao sob o
efeito de maré, no caso de um sistema do tipo Sol-Jupiter quente. (a) Evolugao de a. Os casos com e sem
a maré estelar sao apresentados. (b) Evolucao de a nos primeiros 0.3 bilhoes de anos. A partir de 0.05
bilhoes de anos, a maré estelar é a tnica fonte capaz de produzir o de decaimento orbital. (¢) Evolugao

de e. Note que 7. < 7, assim, a orbita circulariza muito antes do decaimento orbital ser importante.

Em todas as simulagoes apresentadas nestes exemplos foi utilizado um fator de escala de

10, com motivo de acelerar os processos de evolucao pelo efeito das marés.

4.5.3 Resultados

A Fig. 4.5 apresenta a evolucao temporal de semi-eixo maior e excentricidade no caso
de um sistema Sol-Jupiter quente. O primeiro a destacar é o fato de que a escala de tempo
para a circularizacao 7, é muito menor do que a escala de tempo de decaimento orbital 7,
como foi antecipado na Secao 4.4.2. A figura também mostra a comparacao entre os casos
com e sem maré estelar. E bem claro como a inclusdo da maré estelar muda a evolugao
do semi-eixo maior, se comparada com o caso em que s6 a maré planetaria é considerada.
A Figua 4.5b é uma ampliacao da 4.5a nos primeiros 0.3 bilhoes de anos, indicando o

momento para o qual a maré estelar comeca a ficar dominante. Precisamente para esse
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Figura 4.6: Variacao do semi-eixo maior e excentricidade ao longo de 30 bilhoes de anos de evolugao
sob o efeito de maré, no caso de um sistema do tipo Sol-Netuno quente. (a) Evolugdo de a. A maré
estelar comega a ter um efeito importante em uma escala de tempo muito longa, comparavel a idade do
Universo. (b) Ampliacdo da figura anterior no comego da evolugdo. A partir de 0.05 bilhdes de anos,
a maré estelar fica dominante, porém, a taxa de decaimento orbital é menor do que no caso do Jupiter

quente. (c¢) Evolugao de e indica que a circularizagao orbital é controlada pela maré planetdria.

tempo, a excentricidade atinge o seu valor critico e, = 0.05, como é mostrado na Fig.
4.5¢. Durante o periodo em que e > e., a maré planetaria domina, no entanto, dado que
TP < 7P, a excentricidade critica ¢ atingida rapidamente e, a partir de entao, o decaimento
orbital passa a ser governado pela maré estelar. Note-se ainda na Fig. 4.5¢ que a evolucao
da excentricidade nao é afetada pela inclusao da maré estelar. Isto acontece devido a que
TP < 77, como ja foi mostrado na Secao 4.3.2. Portanto, neste exemplo a contribuicao da
maré estelar a circularizagao orbital é quase desprezivel.

A Fig. 4.6 mostra o resultado da evolugao orbital no caso de um planeta do tipo
Netuno quente (m; ~ 2my), interagindo pelo efeito de maré com uma estrela igual ao
Sol sob as mesmas condigoes inicias do exemplo anterior. A maré estelar contribui ao
decaimento orbital do planeta, porém, isto acontece em escalas de tempo muito maiores

do que no caso do Jupiter quente (maior que a idade do Universo). De fato, comparando
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Figura 4.7: Evolucao do semi-eixo maior no caso de um sistema Sol-super-Terra quente. A maré estelar
nao é forte o suficiente como para produzir um decaimento orbital importante, mesmo ao longo de um

intervalo temporal extremamente grande.

as Figs. 4.6a e 4.5a notamos que 7,5 ~ 107,;. Por outro lado temos e.;y = 0.01 = éecj
(ver Fig. 4.6¢), indicando que a maré planetdria domina quase até a circularizacao total da
orbita. Depois disso, a maré estelar é a responsavel de controlar a diminui¢ao do semi-eixo
maior. Porém, dado que 2my < my, a influenca da maré estelar no caso do Netuno quente
nao é tao efetiva quanto no caso do Jupiter quente para produzir o decaimento orbital.
Esse resultado era de se esperar, ja que s o« my, sendo mais fraca a intensidade da maré
estelar no caso dos planetas de menor massa. A evolucao da excentricidade, assim como
no exemplo anterior, nao ¢é afetada quando a maré estelar é incluida. A razao é a mesma
que no caso do Jupiter quente, ja que novamente temos 77 < 77, indicando que a variacao
de e esta bem determinada apenas pela maré planetaria.

O decaimento orbital de um planeta do tipo super-Terra quente esta ilustrado na Fig.
4.7. Neste caso temos e, = 0.0026, indicando que a maré planetaria é dominante quase
até a circularizacao total da orbita. A evolucao a longo prazo mostra que o decaimento
orbital é muito menor do que nos exemplos com Jupiter e Netuno quentes. De fato, a
maré estelar (responsédvel pelo decaimento orbital quase na totalidade da evolug¢ao) é bem
menor do que nos casos anteriores por causa do valor da massa do planeta.

A Fig. 4.8 mostra a evolucao da excentricidade nos trés exemplos, atribuida a maré
total.

Como ja foi discutido na Sec. 4.3.2, a maré planetaria domina a evolucao da
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Figura 4.8: Variacao de excentricidade, comparando as evolugbes nos trés exemplos apresentados. A

escala de tempo de circularizacao orbital, 7., € menor no caso da super-Terra devido ao grande valor de

excentricidade em todos os casos. Como p/$§ é maior no caso da super-Terra, o processo
de circularizagao orbital ocorre antes do que nos planetas tipo Jupiter e Netuno quentes.

Em todos os casos, é possivel observar que no final da evolucao acontece uma queda
violenta no valor do semi-eixo maior devido a maré estelar. A explicacao pode ser encon-

4

trada olhando a equacao (4.3), vendo que @  na~* ou, usando a terceira lei de Kepler,

a o a2 indicando que quanto menor for o valor de a maior sera a taxa de decaimento
orbital. De fato, no exemplo do Jupiter quente, a primeira metade da diminuicao total
do semi-eixo maior acontece ao longo de 2.7 bilhoes de anos, enquanto a segunda metade
precisa apenas 0.1 bilhoes de anos de evolugao.

Podemos resumir que, sob as mesmas condigoes iniciais, os planetas mais massivos
evoluem mais rapidamente até a regiao dos planetas muito quentes, principalmente devido
a acao da maré estelar. Notamos que este resultado ja tinha sido antecipado na andlise

das equagoes médias, na Sec.4.4 (ver também Sec. 4.8).

4.5.4 O limite de Roche

Quando a distancia entre estrela e planeta atinge certo valor critico, o planeta pode
sofrer um processo destrutivo em que a forga de maré supera as forcas internas de coesao,

responsaveis por manter as distintas partes do corpo ligadas entre si. Essa distancia se



78 Capitulo 4. Aplicagdo ao problema estrela-planeta quente

conhece como limite de Roche. No Sistema Solar, o cinturao principal de asterdides e os
anéis de Saturno sao dois exemplos nos quais os conceitos de forca de maré e limite de
Roche estao envolvidos e relacionados entre si.

O limite de Roche, agoene, pode ser escrito como

0.407

(Faber et al., 2005). No exemplo da Fig. 4.5 vemos que o planeta atinge o seu limite de

R 1/3
A Roche = . <%> s (424)
1

Roche com a estrela, indicando um estado final do tipo catastréfico, no qual o planeta pode
ser destruido. Notamos ainda que o limite de Roche é atingido s6 no final da evolugao, no
momento em que a taxa de decaimento orbital é fortemente acentuada.

O exemplo do Netuno quente (Fig. 4.6) mostra que o limite de Roche também é
atingido, porém o tempo de evolugao neste caso é muito maior comparado com o exemplo
de Jupiter quente. Assumindo que um sistema planetario tipico tem uma idade média
de alguns bilhdes de anos (< 10), podemos dizer que um planeta do tipo Netuno nao
conseguird atingir o seu limite de Roche através do decaimento orbital provocado pela
maré estelar (para uma estrela do tipo Sol), quando a excentricidade inicial for pequena
(~ 0.1) e o periodo inicial da ordem de 3 dias.

J& no caso da super-Terra quente, usando a equacao (4.24) temos agoche = 0.0072 UA
e, portanto, o planeta tampouco podera atingir o seu limite de Roche com a estrela. Note
o valor pequeno de agoehe NO caso de uma super-Terra, levando em conta que o raio da
estrela é 1R, = 0.0046 UA.

O limite de Roche pode fornecer informagao sobre tempo de vida de uma determinada
populagao de planetas que estao evoluindo sob acgao do efeito de maré. De fato, como
Jackson et al. (2009) provaram através da modelagem de uma populagdo hipotética de
exoplanetas de curto periodo, a distribuicao de semi-eixos maiores com a idade dos sistemas
indica uma evidéncia de que parte da populagao é destruida assim que os planetas vao
atingindo os seus limites de Roche com a estrela correspondente.

A expressao utilizada para calcular o valor do limite de Roche dada pela equacao (4.24)
envolve algumas hipéteses sobre o corpo deformado pela maré, como densidade, estrutura,

etc. Portanto, o valor de agycne pode mudar dependendo do valor de alguns parametros
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fisicos?. Porém, o valor exato do limite de Roche nao é importante j4 que uma vez que o
planeta atinge um valor de semi-eixo maior de algumas 0.01 UA, a evolucao é tao rapida
que a escala de tempo para a destruicao do planeta nao é sensivel ao valor exato de agoche
(Jackson et al., 2009).

Um outro fato a ser destacado é que, no caso de planetas gasosos que se aproximam da
estrela central, pode acontecer perda de camadas superficiais de gas por causa do efeito
de maré, diminuindo assim os valores da massa e raio do planeta®. A perda de massa faz
com que o decaimento orbital seja mais lento devido ao efeito da maré estelar, além de
diminuir o valor do limite de Roche, jd que de acordo a equacdo (4.24) agoche X p~ 3,

possibilitando que o planeta possa sobreviver por mais tempo.

4.5.5 Grande e;,;

Ja mencionamos antes que os resultados obtidos através das equagoes médias sao validos
apenas para excentricidades baixas. Com motivo de quantificar essa validade, vamos ilus-
trar com um exemplo e comparar com os resultados da integracao numérica das equacoes
exatas, vélidos para qualquer valor de e. Escolhemos o sistema Sol-Jupiter quente (ver
Tabela 4.1), porém, colocamos o planeta inicialmente em uma O6rbita mais excéntrica,
emi = 0.4. Os resultados sao apresentados na Fig. 4.9, mostrando as variagoes de semi-
eixo maior e excentricidade. Os efeitos das marés estelar e planetaria foram considerados
na andlise. As equagoes médias (4.3) e (4.4) foram integradas numericamente, notando que
as taxas de variacao dependem de a e e, sendo um par de equagoes diferenciais acopladas.
A Fig. 4.9c mostra como a circularizacao da 6rbita acontece antes no caso da analise com
as equagoes exatas, indicando que, ao menos neste exemplo, os resultados obtidos através
das equacoes médias superestimam a escala de tempo da circularizagao. Devido a essas
diferencas e levando em conta que a depende de e, as evolugoes do semi-eixo maior deve-
riam ser diferentes em cada caso. Isso estd mostrado nas Figs. 4.9a e 4.9b. Nos primeiros
0.3 bilhdes de anos a diferenca entre os dois métodos é apreciavel, sendo mais impor-

tante no comeco da evolucao. Precisamente, no comeco é quando acontece a diferenca na

2 De fato, a equacdo (4.24) é valida para um corpo incompressivel. Quando se assume compressibilidade,

o fator numérico muda para 0.462 (ver Faber et al. (2005))
3 Em casos extremos, é possivel que a perda de gis seja quase total, sobrando apenas um caroco rochoso

de densidade maior do que o corpo original.
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evolucao da excentricidade que provoca a diferenga na variacao do semi-eixo maior. Porém,
é possivel notar que durante toda a evolucao as diferencas entre resultados nao é muito
significativa. Inclusive vemos que o valor final de a atingido é o mesmo em cada caso.
Desta maneira e principalmente para valores baixos de e, os resultados obtidos através da
integracao numeérica das equacoes médias se aproximam bastante daqueles obtidos através
da simulac¢ao numérica do problema usando as equacoes exatas do movimento.

E importante notar mais uma vez que, antes da excentricidade critica ser atingida
(e. = 0.05, ver Sec. 4.5.2) a maré planetaria domina completamente o decaimento orbital,
e quando e < e, a maré estelar é responsavel pela variacao do semi-eixo maior até o fim
da evolucao.

Um outro fato a ser destacado é que o planeta consegue atingir o seu limite de Roche
muito antes do que no exemplo com e;,; = 0.1 (a razao entre as escalas de tempo é ~ 4,
comparar Figs. 4.5 e 4.9). Durante o processo de circularizacao orbital, a maré planetaria
provoca uma diminuicao apreciavel do semi-eixo maior, ja que a contribuicao da maré
planetdria ao decaimento orbital é proporcional a e?. Portanto, apés a circularizacao a
maré estelar comeca a dominar a evolugao a partir de um valor menor de a do que no
caso com e;,; = 0.1 e, assim, a evolucao do semi-eixo se torna mais rapida quando a

excentricidade inicial é grande.

4.6 FEvolucao no plano e — a

O objetivo desta secao é estudar o problema desde um ponto de vista qualitativo,
sem recorrer a utilizagao de simulacoes numéricas. Consideramos novamente as variagoes
médias de semi-eixo maior e excentricidade atribuidas ao efeito acumulado das marés
estelar e planetaria, dadas pelas equacoes médias (4.3) e (4.4). Vamos escrevé-las como
fungao do parametro D, ja definido na equagao (3.54), lembrando que a relacao entre D,

~

p e § vem dada pela equacao (4.2). Assim temos

2

<a>= —gna_4§[(2 + 46€°) + 7e* D] (4.25)
1

<é>= —gnea_5§[18 + 7D]. (4.26)

Da razao entre as equagoes (4.25) e (4.26) obtemos
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Figura 4.9: Variacao do semi-eixo maior e excentricidade incluindo marés planetaria e estelar, no caso de
um sistema do tipo Sol-Jupiter quente com e;,; = 0.4, comparando os dois métodos descritos no texto.
(a) Evolugao de a. As diferencas entre os resultados nao é de grande importancia (b) Ampliagao da figura
anterior no comego da evolugdo mostra as diferencas nos primeiros 0.3 bilhdes de anos de evolugdo. (c)

Evolucao de e é mais afetada pelo método de obtencao dos resultados.
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da de
— = F(e,D)— 4.27
2 = F(e, D)<, (4.27
onde
2[2+ (7D + 46)e?|
F(e,D) = 4.28
(. D) 7D + 18 (4.28)
Depois da integracao da equagao (4.27) chegamos ao resultado
(7D + 46)(e* — €3,)) + 410 (e/esnd)
— s ini 4.29
@ fini 5P 7D + 18 (4.29)
Quando a maré estelar é desprezada (§ =0 ou D — 00) temos
_ 2 2
a = Gin; exp(e” —ej,;), (4.30)

indicando que quando s6 a maré planetaria é considerada, a posicao final do planeta de-
pende apenas dos valores iniciais dos elementos. Parametros como massa, raio e funcao de
dissipacao nao modificam o decaimento orbital. Tomando os valores inicias dos exemplos
anteriores, a;,; = 0.04 UA e ¢;,; = 0.1 obtemos que, apds a circularizagao ser atingida
(e = 0) o valor do semi-eixo final é, usando a equagao (4.30), ay = 0.0396 UA (ver Figs.
4.5,4.6 e 4.7).

A Fig. 4.10 apresenta o grafico da funcao a(e) dada pela equagao (4.30). Com motivo
de comparar, mostramos também o resultado da simulagao numérica para o caso do sistema
Sol-Jupiter quente usando os dados da Tabela 4.1 e incluindo apenas a maré planetaria.
Note-se que as duas curvas sao quase coincidentes, indicando também que o desenvolvi-

mento a segunda ordem em e funciona bem neste exemplo de baixa excentricidade.

4.6.1 Conservacao do momento angular

Assumindo que mg > m; e sem considerar as contribuicoes atribuidas as rotacoes da

estrela e do planeta, o momento angular total do sistema pode ser escrito como

L = my\/Gmoy/a(l — €2). (4.31)

Usando o principio de conservacao, sabemos que

L= mqy/ Gm()\ / Clzm(]_ - 622711) (432)
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Figura 4.10: Evolucao no plano a — e, sem maré estelar. No exemplo, a comparagao é feita entre os
resultados das equacoes médias e da simulagao numérica com os mesmos valores iniciais dos elementos

orbitais. A seta indica a dire¢ao da evolucao.

2

Igualando as duas equagoes acima e definindo @ = a;,;(1 — €3,;) obtemos

«
0= (4.33)

Desta maneira, a conservacao do momento angular também pode ser representada por uma
curva no plano a — e, através da equagao (4.33). A Fig. (4.11) mostra a comparagao entre
as equagoes (4.29) e (4.33) (identificada como AM) para diferentes valores de D. Notamos
que, para D pequeno os resultados apresentam diferencas, enquanto que para D grande as
curvas sao quase idénticas. De fato, a curva dada pela equacao (4.33) nao leva em conta
a variacao da rotacao da estrela devida a maré estelar. Essa variacao é muito pequena,
levando em consideragao que a estrela é muito mais massiva do que o planeta (ver Sec.
4.7.2). Porém, a variacao do momento angular de rotacdo pode ser significativa devido aos
grandes valores de massa e raio estelar. Nesse caso, a conservagao do momento angular
total do sistema nao pode ser mais representada pela equagao (4.33). Quando a intensidade
da maré estelar nao é importante (s pequeno ou D grande) o efeito na rotacao da estrela é
pequeno e as curvas dadas pelas equagoes (4.29) e (4.33) se aproximam entre elas. Como
exemplo vamos considerar os casos de planetas gasosos e terrestres interagindo como uma
estrela igual ao Sol. No caso dos gasosos, escolhemos um planeta tipo Jupiter, m; = 1my

e Ry = R;. Introduzindo valores numéricos na equagao (4.2) temos, assumindo ky/kg = 1,
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D =12.5Q0/Q;. Para ilustrar o caso dos planetas terrestres escolhemos um planeta tipo
super-Terra quente, m; = 5mg e, supondo uma densidade média igual a da Terra, p; = Py,
calcula-se o valor do raio e finalmente obtemos D = 4.2 Qy/Q:. Note-se que D nao é muito
sensivel aos valores de massas e raios, dependendo principalmente da razao entre as funcoes
de dissipagao. Assumindo valores tipicos temos, Qy/Q; = 10* para planetas terrestres e
Qo/Q1 = 10% para os gasosos. Esses valores correspondem aproximadamente aos exemplos
das curvas com D = 10* e D = 10? na Fig. (4.11). Portanto, como Dierrestre > Dgasosos
a maré estelar pode ser desprezada, como primeira aproximacao, no caso dos planetas
terrestres e a conservacao do momento angular total do sistema fica bem representada
pela equacao (4.33). Pensando fisicamente, o resultado anterior é razodvel desde que,
N0 Nosso exemplo, Miterrestre K Migasoso © POrtanto um planeta de baixa massa ¢ menos
eficiente para poder produzir mudancas na rotagao da estrela.

Ja discutimos quais as consequéncias que tem o fato de nao incluir a variacao da rotacao
da estrela na equagao (4.31). Porém, para calcular o momento angular total do sistema
ainda deve ser somada a componente da rotacao do planeta. Dita rotagao sofrerd mudancas
importantes ao longo da evolucao, no entanto, a variacao do momento angular de rotacao
sera muito pequena, sempre supondo mg > m;. Na Sec. 4.7.1 vamos fazer uma analise da
rotacao do planeta, onde discutiremos este ponto com mais detalhe.

E importante notar que a equagao (4.33) é vélida para qualquer valor de e. Porém, a
equagao (4.29) foi obtida através dos resultadas das equagdes médias, vélidos até segunda
ordem na excentricidade. E possivel fazer uma comparagao entre os resultados das duas
equacoes para varios valores de e. Para facilitar, vamos supor que a maré estelar pode
ser desprezada, em cujo caso a equagao (4.29) simplifica-se pela (4.30). A Fig. 4.12
mostra o resultado para trés valores de e;,;: 0.1, 0.3 e 0.5. Observa-se que para grandes
excentricidades, a evolugao no plano a — e dada pelas equagoes médias nao segue a curva

correspondente a conservacao do momento angular total do sistema.

4.7 Rotacao

No Cap. 2 vimos que, o atraso na resposta a forca de maré provoca variagoes na
velocidade angular de rotacao do corpo deformado. Nesta secao vamos analisar com mais

detalhe a evolugao da rotacdo dos corpos (principalmente do planeta), usando simulagoes
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numéricas das equacoes exatas e alguns resultados das equacoes médias.

4.7.1 Rotacao do planeta

A variacao em funcao do tempo da rotagao do planeta pode ser obtida calculando o
torque provocado pela for¢a de maré que age no corpo deformado (neste caso o planeta, ver
Fig. 4.4), r x f, onde f estd dado na equagao (4.22). Sabendo que o médulo do momento
angular de rotacao pode ser escrito como L,,; = C1€);, em que C4, o momento de inercia
do planeta verifica C} o« m1R? (o coeficiente de proporcionalidade é um nimero positivo

menor ou igual a 2/5, ver Cap. 2), obtemos

i =r xf. (4.34)

A equagao (4.34) é a equagao do movimento para a rotagao do planeta. Resolvendo
para 2 e substituindo o valor de f, temos finalmente
Q, = —3kd1At1ngi§§?[(r Q) — 72 +r x V). (4.35)
A Fig. 4.13 mostra as evolugoes dos periodos de rotacao e orbital, definidos como P, =
27/Qy e P, = 2m/n, no caso do sistema Sol-Jupiter quente. Os valores iniciais dos
periodos foram 16.7 hs (P.o) e 2.92 dias (Pyp, ain; = 0.04 UA), enquanto o resto dos
parametros usados na simulagdo sdo os mesmos das segoes anteriores (ver Tabela 4.1).
No comeco da evolugao, notamos que P,,; aumenta rapidamente seguido de uma variacao
lenta. Em 0.05 bilhoes de anos o planeta atinge o sincronismo rotagao-orbita (P, =
P,.), mantido até o fim da simulagdo. O periodo orbital diminui desde o comego como
consequeéncia do decaimento orbital, ao tempo que a rotagao acompanha o sincronismo.
E importante mencionar que tanto a maré planetaria quanto a estelar foram conside-
radas na simulagao. Ja vimos na Sec. 4.5.3 que a maré estelar é a principal responsavel
pelo decaimento orbital no caso de planetas tipo Jupiter quente em oOrbitas de baixa ex-
centricidade. Portanto, se s6 a maré planetaria for incluida o valor final de P,,; nao seria

tao pequeno quanto no caso que estamos estudando aqui (ver Fig. 4.5).
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Solugao estacionaria

Vamos relembrar alguns resultados sobre os planetas que téem um estado de rotacao
Tipo II, em que §2; ~ n (quase sincrono). Ja vimos que, a solucao estaciondria atingida

pela rotacao quando se aplica o modelo linear é
Qs = n(1 + 6e?), (4.36)
ou, escrevendo em funcao dos periodos

est Porb
Tt 1+ 6e?’

(4.37)

A Fig. 4.13 mostra a evolugao de P!, dado pela equacao (4.37) em linha pontilhada. No
comeco da simulagao é possivel observar como a rotagao atinge o seu valor estacionario, se
aproximando do sincronismo quando a drbita perde excentricidade (ver Fig. 4.5). Isso é ve-
rificado pela equagao (4.37), mostrando também que assim que a excentricidade diminuiu,
o valor estacionario se aproxima do sincronismo exato, onde P, = P,.,. De qualquer
maneira e como ja foi discutido no Cap. 3, a solucao estacionaria para a rotacao dos
planetas que evoluem sob agao apenas do efeito de maré é super-sincrona (P, < Ppp), €n-

quanto que o sincronismo exato so ¢é possivel a partir do momento em que a circularizagao

é atingida.

Momento angular de rotacao

Na Sec. 4.6.1 foi feita uma analise baseada na conservacao do momento angular do
sistema, sob a hipdtese de que a componente de rotagao do planeta nao contribuia ao
momento total. Nesta secao vamos justificar tal hipétese.

A Fig. 4.14 apresenta o resultado das evolugoes do momento angular orbital, dado pela
equagao (4.31), e do momento angular de rotagdo do planeta, dado por L,,; = 27C1/ P,
Os resultados correspondem ainda ao sistema Sol-Jupiter quente. E claro que neste caso
temos Lo < Lo, ou mais precisamente Lo /Loy ~ 1074 Este resultado poderia ser

provado de uma forma geral notando que, usando as defini¢oes, temos

Lrot 27””1 R%/Prot
Loy my/Gmgr/a(l — 62).

(4.38)
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Figura 4.13: Variacao temporal dos periodos de rotagao e orbital no caso de um planeta tipo Jupiter. A
solugao estaciondria é rapidamente atingida pela rotacdo. Assim que a érbita comeca a perder excentri-
cidade, o sincronismo entre os periodos vai se aproximando até ser finalmente atingido, e mantido até o

fim, quando e = 0, verificando o resultado da equacao (4.37), obtido através das equagoes médias.

Usando a terceira lei de Kepler para introduzir o periodo orbital e levando em conta que

P,.; ~ P,., obtemos, para baixas excentricidades

2
Lrot 27TR1
Y
Lorb &2

, (4.39)

indicando que a razao entre perfodo de rotagao e orbital ¢ da ordem de (R;/a)?* < 1. Note

que a razao ¢ menor no caso de planetas menores do que Jupiter.

Outros efeitos que afetam a rotacao do planeta

Além da interacao de maré entre estrela e planeta discutida ao longo deste trabalho,
outros efeitos podem alterar a solucao estaciondaria para a rotagao de um planeta de curto
periodo. Um deles é conhecido como maré atmosférica, que age sobre aqueles planetas que
possuem uma atmosfera suficientemente densa.

A absorcao diferencial do calor estelar pela atmosfera planetaria provoca variagoes locais
de temperatura e, consequentemente, gradientes de pressao. As particulas da atmosfera se
movimentam desde as regioes de alta temperatura para as areas de menor temperatura.
Dessa forma, a massa atmosférica é permanentemente redistribuida, ajustando-se a uma

figura de equilibrio (Correia et al., 2008). Similarmente ao caso da maré gravitacional, é
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possivel calcular o potencial gerado pela deformacao da atmosfera. Também haverd um
atraso entre a perturbacao provocada pelo aquecimento e a resposta da atmosfera (analogo
do At) e, por esse motivo, também existird um torque associado a demora na deformagao
(ver Fig. 4.15).

A solucao estacionaria da rotacao poderd ser calculada através dos efeitos combina-
dos das marés gravitacional e atmosférica. Dependendo da intensidade da componente
atmosférica, a solugao estaciondria pode se afastar consideravelmente de Q¢ = n(1+ 6e?)
(impondo o modelo linear nas duas marés) e, em alguns casos, a solugao estacionaria pode
dar origem a uma rotacao retrégrada, como acontece no planeta Vénus (Correia et al.,
2003)

Correia et al. (2008) analisaram as possiveis solugoes estaciondrias da rotagao no caso
de super-Terras quentes, mostrando que o sincronismo (solugao estaciondria no caso livre
de maré atmosférica e drbita circular) pode ser deslocado da solugao de equilibrio, deixando
de ser uma das possiveis solugoes estacionarias.

Devido a que algumas super-Terras encontram-se localizadas na regiao conhecida como
“2ona habitdvel”, torna-se importante o estudo da evolugao da rotacao com motivo de
poder entender melhor o clima do planeta. No entanto, cabe o questionamento sobre a

capacidade que um planeta tao préximo da estrela possa ter como para poder sustentar
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Figura 4.15: Tlustragdo das marés atmosférica e gravitacional, no caso de um planeta com rotacao direta
(prograde) e super-sincrona (Q > n). O aquecimento da atmosfera provoca um excesso de massa nas regioes
que formam angulo reto com a direcao da estrela. A figura de equilibrio resultante da atmosfera deformada
é um esferéide com semi-eixo menor na direcdo da estrela. Os atrasos nas deformagoes produzem dois
torques de maré que afetam a rotacao do planeta. Note que neste caso os torques agem em diregoes opostas

(ver McCue & Dormand, 1993).

uma atmosfera densa.

4.7.2 Rotacao da estrela

A equacao (3.5), representa a variacao média geral (sem aplicacao aos Tipos I, IT ou
I1T) da velocidade angular de rotagao do corpo deformado. Usando a definigdo de momento

de inercia temos

2 3 2 3
. miR . mgR
<Qp>x —2 <O >o 21 (4.40)
mo my
Assim, a razao entre as variagoes médias fica
q 3 R 3
< > m
— (=) =2 (4.41)
< > mg Ry

Substituindo valores numéricos para o sistema Sol-Jupiter quente na equagao (4.41) obte-

mos

< Q>

: ~8x 1077 (4.42)
< Q> ’
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Figura 4.16: Variagoes do periodo e momento angular de rotacao da estrela. Ao longo da evolugao, a maré
na estrela atribuida ao Jupiter quente provoca uma importante aceleragao da rotacao estelar. O momento
angular orbital é mostrado para verificar a conservacdo do momento total. A unidade dos momentos

angulares é meoU A%ano~! (x10%).

indicando que a taxa de variacao média da rotacao da estrela é muito menor do que a taxa

correspondente a variagao média do planeta.

Momento angular

Continuando com o exemplo do sistema Sol-Jupiter quente, vamos analisar alguns re-
sultados obtidos através das simulagoes numéricas. A Fig. 4.16 mostra a variacao do
periodo de rotacao da estrela na curva sélida, onde inicialmente P,,; = 20 dias. Note que
trata-se de uma estrela em rotacao lenta (no Sol, P.,; ~ 25 dias). Durante a evolugao,
o periodo de rotacao diminui até perder aproximadamente a metade do seu valor inicial,
indicando uma importante aceleracao na rotacao estelar. Consequentemente, o momento
angular de rotacao da estrela, cuja variacao estd indicada pela curva tracejada na Fig.
4.16, é uma funcao crescente do tempo. Esse resultado pode ser explicado desde o ponto
de vista da conservacao do momento angular total do sistema. O decaimento orbital do
planeta produz uma diminui¢ao da componente orbital do momento angular (Fig. 4.14) e,
desprezando a rotacao do planeta, o momento de rotacao da estrela deve aumentar para
conservar o momento total. Com motivo de verificar, também mostramos novamente a

variagao de L, (curva pontilhada).
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Solucgao estacionaria

Como vimos no exemplo com valores numéricos, a taxa de variacao média da rotacao
da estrela é muito menor do que a do planeta. Porém, a simulacao numérica do mesmo
exemplo mostrou que a rotacao da estrela pode sofrer uma importante aceleracao por
causa do efeito da maré provocado pelo planeta. De fato, o resultado da equacao (4.42)
foi obtido considerando apenas os valores dos parametros como massas e raios da equagao
(3.5). No entanto, notamos que nessa equagao < Q> g e, seguindo o modelo linear
sabemos que quando 2 — n, ¢g — 0 e entao < Q> 0, e a rotacao atinge assim o
seu valor estaciondrio. De fato, como ja foi discutido, o sincronismo (2 = n) é a solugao
estacionaria da rotacao do corpo deformado para érbitas circulares. No caso do planeta,
vimos que a rotagao atinge rapidamente o seu valor estacionério, dado por n(1 + 6¢?).
Assim, a razao entre as taxas de variagdo dada pela equagao (4.41) tenderia a infinito, ja
que €3 — 0. Desta maneira, o resultado da equagao (4.41) deve ser considerado naqueles
casos em que a rotacao esta longe do valor estacionario.

A solugao estaciondria para a rotacao estelar pode ser encontrada analisando o resultado
da equagao (3.44). Notamos que dito resultado foi obtido aplicando o modelo linear na
equagao (3.5) e, portanto, trata-se de um resultado geral, valido para qualquer regime de

rotacao. A solucao estacionaria para a rotacao sera aquele valor de §2 que verifique

27 15 Q
1 —2=<1 —2)— 44
+26 +26 ) (4.43)

ou, fazendo um desenvolvimento a segunda ordem em excentricidade

Q
— ~ 1+ 6¢°. (4.44)
n

E importante destacar que esse resultado pode ser aplicado tanto no caso da rotagao da
estrela quanto do planeta. No exemplo numérico da Fig. 4.16, notamos que mesmo no fim
da simulacao ainda temos Qg < n (P,o ~ 11 dias, P,., = 0.5 dias, ver também Fig. 4.13),
indicando que a rotagao da estrela nunca vai atingir o seu estado estacionario dado por
(4.44).

Com motivo de complementar os resultados anteriores, apresentamos na Fig. 4.17 a
evolucao da rotagao estelar junto com os momentos angulares no caso de um sistema do

tipo Sol-Netuno quente (ver valores numéricos na Tabela 4.1). As condigoes iniciais sao
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Figura 4.17: Anélise da rotacao estelar, similar a Fig. 4.16, no caso de um sistema Sol-Netuno quente. A

diminui¢ao de P,,; é muito menor se comparada com o caso de Jupiter.

as mesmas que no caso Sol-Jupiter quente. Notamos que durante 30 bilhoes de anos de
evolucao, o periodo de rotacao da estrela diminui aproximadamente 10 % do seu valor ini-
cial, indicando claramente que a maré estelar nao é eficiente para produzir uma aceleracao
consideravel na rotagao da estrela.

Os resultados anteriores reforcam a idéia intuitiva de que a rotagao do planeta deve ser
a mais afetada na interacao de maré com a estrela. No entanto, vimos que a rotacao este-
lar pode sofrer uma forte alteragao na interacao com um planeta gigante do tipo Jupiter
quente. Porém, a solucao estacionaria nao deve ser atingida em escalas de tempo com-
paraveis a idade de um sistema planetério tipico (muito menos ainda no caso de planetas
menores). Possivelmente, em sistemas com massas similares (sistemas binarios, etc.) os
dois corpos possam atingir os seus estados de rotacao estaciondria durante a evolugao
através do efeito de maré.

O excesso de velocidade angular de rotacao em algumas estrelas pode indicar evidéncia
de evolugao atribuida ao efeito de maré. O trabalho de Pont (2009) discute a evidéncia
empirica de que, em sistemas com planetas gigantes (m; > 2mj) em O6rbitas de curto
periodo (< 3 dias), os processos de decaimento orbital e circularizagao sao acompanhados
por um forte aumento na rotacao estelar. Assim, a evidéncia empirica de evolucao através
do efeito de maré pode ajudar a entender a distribuicao de periodos de exoplanetas reais

em funcdo da massa planetaria (ver Sec. 4.8).
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Figura 4.18: Periodo orbital de 92 exoplanetas reais em fungao da massa planetaria, incluindo todos

os possiveis métodos de deteccao. A distribuicao de periodos indica uma falta de planetas de baixa

massa com curtos perfodos orbitais (< 2.5 dias). Os dados foram tomados da enciclopédia de exoplanetas

(http:/ /exoplanet.eu), com data 23/02/2010.

4.8 Distribuicao de exoplanetas quentes no plano m; — P,

A Fig. 4.18 apresenta a distribuicao do periodo orbital de exoplanetas reais em fungao
da massa planetaria (http://exoplanet.eu). H& um total de 92 planetas, dos quais 60
foram descobertos através do método de transito. O fato a ser destacado é que existe uma
especie de “vazio”na distribuicao, definido aproximadamente pela regiao do plano em que
my < my e Py < 2.5 dias (retangulo de linhas pontilhadas na figura). Os planetas com
my > my tém um limite inferior de P,,, ~ 1 dia.

Existem trés planetas do tipo super-Terra dentro do “vazio”, CoRoT-7b, Gliese 876d e
GJ 1214b. Os dois primeiros formam parte de sistemas com mais de um planeta e, como
veremos no Cap. 5, o decaimento orbital de super-Terras quentes é fortemente dependente
da presenca de planetas companheiros em oOrbitas externas. Portanto, esses dois planetas
podem ser considerados como casos patoldgicos da distribuicao. E importante mencio-
nar que o “vazio”parece ser real, isto é, nao deve ser produzido por efeitos tendenciosos
introduzidos pelos métodos de detecgao (viés observacional. Note que existem varios pla-
netas de baixa massa com grandes periodos orbitais, os quais sao mais dificeis de serem
detectados).

A existéncia do “vazio”pode ser explicada como uma conseqiencia natural do efeito
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de maré. Como foi discutido na Sec. 4.4 e verificado pelas simulagoes numéricas da Sec.
4.5, no caso de érbitas com excentricidade inicial pequena (< 0.1), a maré estelar é a
principal responséavel pelo decaimento orbital de planetas quentes. Também vimos que sao
os planetas mais massivos aqueles que tém maior chance de atingir a regiao de objetos
muito quentes (P, < 2 dias) em uma escala de tempo comparével a idade de um sistema
planetério tipico (< 10 bilhoes de anos). Na Fig. 4.18 vemos que os planetas tipo Jupiter (e
mais massivos) tém um periodo orbital menor do que planetas tipo Netuno ou super-Terras,
indicando que a distribuicao de exoplanetas da figura pode ser explicada pela interacao de
maré estrela-exoplaneta.

Na literatura é possivel encontrar alguns trabalhos relacionados com a distribuicao
observada de periodos orbitais de exoplanetas reais. Em Pont (2009), encontra-se uma
andlise baseada na evidéncia empirica de que o efeito de maré pode ser responsavel pela
distribuic¢@o no caso de planetas descobertos pelo método de transito. Jackson et al. (2009)
estudaram a distribuicdo de semi-eixos maiores em fungdo da idade dos sistemas (para
planetas do tipo Jupiter), concluindo que, devido a evolugao pelo efeito de maré, os sistemas
mais antigos tém uma tendéncia a estarem mais afastados da estrela central, indicando uma
evidéncia de possivel destruicao de uma populagao mais jovem via cruzamento do limite
de Roche. Porém, nestes trabalhos nao encontra-se uma explicacao sobre a existéncia do
“vazio”no plano my — P,.

A distribuicao de exoplanetas de curto periodo no plano m; — P, evidencia uma
evolugao através do efeito de maré capaz de explicar a origem do “vazio”. Porém, essa
explicacao nao deve ser tomada como uma conclusao definitiva, ja que podem existir outros
fenomenos cujos efeitos possam induzir uma distribuicao similar a observada.

Davis & Wheatley (2009) mostraram que a correlagao entre massa, gravidade superficial
e periodo orbital de planetas quentes descobertos pelo método de transito é consistente
com um modelo simples de evaporacao.

Um mecanismo primordial como o processo de migracao planetaria através da interacao
disco-planeta, também poderia explicar a distribuicao de periodos observada (Beaugé e
Masset, comunicagao pessoal). A idéia é que um disco com uma cavidade interna pode
capturar planetas migrantes em diferentes posicoes finais, dependendo do valor da massa

do planeta. Segundo uma analise em progresso, planetas de baixa massa sao detidos mais
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longe da estrela do que os planetas de grande massa.



Capitulo 5

Evolucao dinamica em sistemas de dois planetas

5.1 Objetivo

Estudar o comportamento dinamico de um sistema formado por dois planetas orbitando
uma estrela central, em que o planeta interno ¢é afetado pela for¢a de maré devida a
estrela. Analisaremos de que forma as variacoes de elementos orbitais e da rotacao do
planeta quente, atribuidas ao efeito de maré, sao modificadas pela presenca de um planeta
externo. Investigaremos também quais os efeitos dinamicos sobre a orbita externa. A
analise serd feita através de simulagoes numéricas das equagoes exatas do movimento,
enquanto a interpretacao dos resultados sera abordada usando o principio de conservacao
do momento angular total do sistema. Com motivo de ilustrar possiveis cenarios evolutivos,

serao estudados varios sistemas com diferentes razoes de massa.

5.2 Simulag¢oes numéricas

Nesta se¢ao simularemos numericamente um sistema formado por dois planetas e uma
estrela central. Assim como no capitulo anterior, utilizaremos o c6digo RA 15 (Everhart,
1985), através do qual sdo resolvidas as equagoes exatas do movimento dos dois planetas.
A orbita do planeta interno evolui sob a acao combinada do efeito de maré e da interacao
secular com o segundo planeta. Apenas o planeta interno é afetado pela forca de maré
(devida & estrela), enquanto a estrela e o planeta externo sao considerados como massas
pontuais. Novamente usaremos o modelo linear para relacionar atrasos das marés com as

frequéncias correspondentes, em que a forca estd dada pela expressao
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Corpo | m; R; al™ (UA) ej (kd/Q)z

3 3

0 |1my| - - - :

1 | 5mg | 5Y°Rs 0.04 0.1 | 1.5x1072

2 | 1my . 0.1 0.1 ;

Tabela 5.1 - Dados iniciais do sistema 1. O raio do planeta interno foi calculado assumindo uma densidade

média igual a da Terra. O periodo de rotagao inicial é de 16.7 hs.

Gm2R}
f= —3kd1At1$[2r1(rl . Vl) -+ T%(I’l X Ql -+ Vl)], (51)
1

(Mignard, 1979). Assim, as equagoes do movimento do par de planetas em um sistema

centrado na estrela sao

G _
g Glmotm) i M)y G [ 2T L2y (mo +m1) g (5.2)
3 lre — 11 s mom;
G — f
P = _Mm TCT hiiul N P (5.3)
7‘2 |I'1 — I'2| 7”1 my

Ao longo deste capitulo, as quantidades identificadas com subindices 0, 1, e 2 correspondem
a estrela, planeta interno e planeta externo, respectivamente. O superindice in: indica
valores iniciais. Note que nas equagoes (5.2) e (5.3) a forca de reacdo a f foi considerada
(ver Fig. 4.4). A forca de maré modifica os elementos orbitais do planeta interno, enquanto
o torque de maré (r; x f) produz variagoes no periodo de rotacao.

Nesta secao faremos uma descricao qualitativa dos resultados obtidos a partir das
simulacoes numéricas, destacando os fenomenos dinamicos mais importantes. A inter-
pretacao dos resultadas, assim como algumas possiveis explicacoes, serao discutidas na

Sec. 5.3 em diante.

5.2.1 Sistema 1

Analisaremos primeiramente a evolucao de um sistema formado por uma estrela do
tipo Sol, um planeta interno do tipo super-Terra quente, acompanhado por um planeta do

tipo Jupiter em uma érbita externa (my/my = 0.0157). Os parametros fisicos e elementos
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Figura 5.1: Variagao dos elementos orbitais do par de planetas e da rotagao do planeta interno durante o
tempo total da simulagao. O efeito de maré provoca decaimento orbital e circularizagao da orbita interna,

ao tempo que a Orbita externa também é circularizada (ver texto para mais detalhes).

orbitais inicias estao mostrados na Tabela 5.1. Vamos supor que o sistema ¢é planar, isto é,
os planos orbitais coincidem com o plano de referéncia. Assumindo um estado de rotacao
Tipo II (2 ~ ny), a relacao entre a fungao de dissipagdo e o tempo de atraso é (; =
(n1At)~!. Neste exemplo, adotamos @; = 100, um valor tipico para planetas terrestres,
além de kg1 = 1.5. Note que os valores iniciais dos semi-eixos maiores correspondem a

periodos orbitais de 2.92 e 11.6 dias.

5.2.2 Evolucao a longo prazo

A Fig. 5.1 mostra a variacao temporal de ay, as, €1, €3, Py, Prot € Aw = wy — wos.
O decaimento orbital do planeta interno é bem apreciavel, enquanto o semi-eixo maior do
externo permanece fixo. Note que o valor final de a; é proximo de agoene = 0.0072 UA
(ver definigao em (4.24)), indicando que o decaimento orbital pode resultar na destrui¢ao

do planeta interno se o limite de Roche for atingido. Note-se ainda que, para um valor de
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a; tao pequeno (< 0.01 UA), a maré estelar deveria contribuir o suficiente ao decaimento
orbital de forma de acelerar o cruzamento do limite de Roche, inclusive para um planeta
de baixa massa, como neste exemplo.

A evolucao das excentricidades mostra como a orbita interna é circularizada em aproxi-
madamente 0.24 bilhoes de anos, ao tempo que e, também diminui o seu valor, porém, sem
completar totalmente o processo de circularizacao. Note como a excentricidade da oérbita
externa é fortemente modificada, apesar do planeta gigante nao estar sofrendo diretamente
o efeito de maré. A passagem pela ressonancia de movimentos médios 5/1 (n;/ng = 5),
que acontece préximo dos 0.12 bilhoes de anos de evolugao, exita fortemente o valor de e;.

O angulo Aw (medido em graus) é temporariamente capturado ao redor de 0° até
escapar, atingindo um valor final de —75°. Note que o momento do escape coincide com o
instante em que e; ~ 0.

Apés uma leve diferenca no comeco da evolugao, os periodos orbitais e de rotacao
evoluem de forma quase sincrona, atingindo o sincronismo exato (P,, = P,) no fim da

simulagao.

5.2.3 Evolugao a curto prazo

A Fig. 5.2 mostra o comportamento durante os primeiros 50 milhoes de anos de
evolugao. O semi-eixo maior da super-Terra quente apresenta uma diminui¢ao muito pe-
quena do seu valor inicial, enquanto e; tem uma oscilacao com amplitude amortecida. Apds
25 milhoes de anos, essa amplitude fica préxima de zero e e; atinge um primeiro valor de
equilibrio, e7? ~ 0.0475. A evolugao segue com e; diminuindo até a circularizagdo em uma
escala de tempo maior, como mostrado na se¢ao anterior. De acordo com Mardling (2007),

e’ estd dado por

oa _ (5/4)(a1/az)exd5>
Y= Varfas(ma fme)dyt 4 03|

onde 0y = /1 — €3 e v = 4(nyay/c)*(mg/ms)(az/a;)® é uma quantidade associada com a

(5.4)

introdugao de relatividade geral, sendo ¢ a velocidade da luz. Aplicando a equacao (5.4)
com v = () para nosso sistema e substituindo os valores dos elementos para o tempo em que
e; atinge o valor de equilibrio (~ 25 milhoes de anos), obtemos e = 0.0486. A diferenca

com o valor obtido diretamente da simulacao se deve ao fato de que a equagao (5.4) tende
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Figura 5.2: Evolugao a curto prazo do sistema 1, mostrando o valor de equilibrio atingido por e; e

comparando com o caso sem planeta externo. O decaimento orbital é atribuido a excitagao de e; provocada

pelo planeta gigante. Note que o sincronismo exato nao acontece na escala temporal mostrada na figura.
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a superestimar o valor real de e]?, por causa de algumas hipdteses feitas para obté-la (ver
Mardling, 2007 por mais detalhes).

Na Fig. 5.2 mostramos também a evolucao de a; e e; no caso em que o sistema esta
formado apenas pela estrela e a super-Terra quente. Note que a; atinge um valor constante
mantido até o final, enquanto e; decai a zero em uma escala de tempo similar a escala de
tempo em que e}? é atingido (ver Mardling, 2007). E importante mencionar que no caso do
sistema com um planeta, nao existe o equivalente de e{?, indicando que, para sistemas com
dois planetas, o planeta externo é responsével por excitar o valor de e; até ej?. Sabendo que
a variagao média do semi-eixo maior é proporcional a €2 (ver (4.3) com § = (), o decaimento
orbital do planeta quente é intensificado no caso em que exista um companheiro em uma
orbita externa, devido a que e; decai em uma escala de tempo muito maior do que no caso
sem companheiro.

Segundo o resultado da equagao (5.4), e{? = 0 se e = 0, portanto, é preciso um
planeta externo em uma Orbita excéntrica para poder excitar a excentricidade do planeta
interno. Note-se ainda que e]? é independente do valor inicial de e, atingindo o mesmo
valor inclusive para ey; = 0.

A evolucao para tempos curtos de Aw mostra que, apds um breve periodo de circulagao,
o angulo comeca a librar ao redor de 0° com amplitude amortecida até finalmente atingir
o valor de equilibrio.

O periodo de rotacao rapidamente atinge o valor estaciondrio dado por P,o = P/ (1+
6e?), como discutido no capitulo anterior, com uma oscila¢ao inicial devida & oscilagao de
e;. Em uma escala de tempo maior, P.,; — P, quando e; — 0, como foi mostrado na

secao anterior.

5.2.4 Sistema 2

Neste caso, a diferenca com o sistema 1 é que o planeta externo é do tipo Netuno.
Os parametros fisicos e elementos iniciais estao mostrados na Tabela 5.2. Devido princi-
palmente a mudanga nas massas planetdrias (note-se que agora temos m;/my = 0.0292),
¢é de se esperar uma evolucao dinamica diferente. Com motivo de nao repetir todos os
fenomenos ja descritos no sistema 1, destacaremos as principais caracteristicas observadas.

A evolucao para tempos grandes dos elementos orbitais e da rotacao do planeta interno
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Figura 5.3: Variacao dos elementos orbitais e da rotacao da super-Terra quente no caso de um companheiro

externo igual a Netuno (ver texto para mais detalhes). O dngulo Aw estd medido em graus.

Tabela 5.2 - Dados do sistema 2. Os elementos iniciais s2o 0s mesmos que no sistema 1.

Corpo | m; R; | a™ (UA) | e | (kq/Q);
0 Img - - - -
1 5me | 53R 0.04 0.1 | 1.5x1072
2 | Imy - 0.1 0.1 -
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¢ mostrada na Fig. 5.3. Note como o decaimento orbital nao é tao significativo quanto no
exemplo anterior, diminuindo apenas 6.5 % do valor inicial. O valor final de a; é muito
maior do que agyene = 0.0072 UA, assim, o limite de Roche nao é atingido neste caso.

A excentricidade da érbita interna também atinge um valor de equilibrio, neste caso
ef? = 0.0478, calculado usando (5.4). Porém, entre outras hipdteses, o resultado (5.4) as-
sume que e se mantém constante durante o perfodo em que e}? é atingida, uma suposigao
valida no exemplo anterior. No entanto, notamos que neste caso e; diminui aproximada-
mente um 20 % do seu valor inicial durante o tempo em que e}’ é atingido. Portanto, o
valor e; = 0.08 foi adotado no célculo anterior de ef? (ver Fig. 5.3).

Outro fenomeno a destacar ¢é o estado final de dupla circularizacao orbital. Porém, esse
estado nao é perfeito, devido a que as duas excentricidades preservam valores remanentes
(2x107°<e; <Hx 1075, 1x107° <ey <1.2x107%).

Aw permanece capturado ao redor de Aw = 0° até que e; >~ e; ~ 0, momento para o
qual o angulo comega a ficar mal definido (na figura s6 mostramos o comego da evolugao,
afim de destacar a oscilagdo com amplitude modulada ao redor do ponto de equilibrio).

Os periodos orbitais e de rotacao do planeta interno rapidamente sao sincronizados

entre si, mantendo esse estado até o fim da evolucao.

5.2.5 Sistema 3

O 1ultimo exemplo deste capitulo consiste de um sistema formado por um planeta interno
do tipo Jupiter quente e um planeta externo do tipo super-Terra, orbitando uma estrela
do tipo Sol. A Tabela 5.3 mostra os parametros fisicos utilizados, assim como as condi¢oes
iniciais. Adotamos (7 = 10°, um valor tipico para a funcao de dissipacdo no caso de
planetas gasosos (Goldreich & Soter, 1966). Note que a razao de massa, m;/my = 63.7 é
inversa a do sistema 1.

Na Fig. 5.4 é apresentado o resultado da evolucao para tempos grandes de elementos
orbitais e rotacao do Jupiter quente. O decaimento orbital é de apenas 1 %, menor do
que no sistema 2, enquanto age.he = 0.012 UA. A evolucao das excentricidades mostra
uma rapida circularizacao da orbita interna, enquanto a circularizacao da orbita da super-
Terra acontece em uma escala de tempo muito maior (inclusive maior do que a idade do

Universo). Note que a circularizacdo da dérbita externa nao é perfeita, ja que no fim da
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Figura 5.4: Variacao dos elementos orbitais do par de planetas e da rotagao do interno no caso de um

sistema do tipo Jupiter quente-super-Terra (ver texto para mais detalhes).
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Corpo | m; R; az:m' (UA) 6§m' (ka/Q):
0 Img - - - -
1 Imy | 5/°Rg 0.04 0.1 |1.5x107°
2 | 5mg - 0.1 0.1 -

Tabela 5.3 - Dados do sistema 3. Os elementos iniciais s2o 0os mesmos que nos sistemas anteriores.

evolucao 1 x 1073 < ey < 4.3 x 1073,

E importante destacar que a evolucao de Aw tem uma oscilacao de pequena amplitude
ao redor de Aw = 180°, diferenciando-se assim das evolugbes nos sistemas anteriores.
A réapida circularizacao da dérbita interna implica na rapida sincronizacao entre periodos
orbitais e de rotacao do Jupiter quente.

A excentricidade do Jupiter atinge um valor de equilibrio que pode ser visto na Fig.
5.5, em que se mostra a evolucdao a curto prazo de e;. Através de um célculo simples
usando a equagao (5.4), obtemos e]? = 0.00128, mostrado em linha horizontal na Fig. 5.5.
A figura também mostra a variagao de e; no caso em que sé o planeta interno esta presente
no sistema. Note como a presenca da super-Terra em uma orbita externa provoca um valor
de equilibrio nao nulo na excentricidade do planeta gigante. E possivel comprovar mais
uma vez que o tempo para o qual e; ~ e]? é verificado é similar ao tempo da circularizagao
orbital no caso sem super-Terra. Por causa do efeito de maré, a excentricidade continua a
evoluir em uma escala de tempo maior até circularizar, como mostrado a Fig. 5.4.

Devido a que ej? é préximo de zero, o decaimento orbital do Jupiter é fraco (ver Fig.
5.4), ja que como discutido antes, a taxa de variagao média do semi-eixo maior do planeta

afetado pela maré é proporcional ao quadrado da excentricidade.

5.2.6 Sobre fator de escala

Com motivo de acelerar o processo computacional das simulacoes numéricas, foi ne-
cessario multiplicar o parametro responsavel pelo efeito de maré (At; ou 1/Q;) por um
fator de escala, ja que a evolucao é muito lenta e, em muitos casos, é preciso esperar um
tempo muito grande para poder observar algum efeito dinamico apreciavel. No entanto,

dependendo do sistema, o fator de escala pode mudar a evolucao, principalmente nas pas-
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Figura 5.5: Variacao temporal de e; nos casos com e sem super-Terra para o sistema 3. O valor de

equilibrio de e; é bem apreciavel.

sagens por ressonancias de movimentos médios. Nas experiéncias numéricas feitas no caso
do sistema 1, a passagem pela ressonancia 5/1 se mostrou sensivel a introdugao do fator
de escala. Por esse motivo, nao foi introduzido nenhum fator de escala na andlise numérica
do sistema 1. Nos sistemas 2 e 3, um fator de escala de 10% foi utilizado e considerado

também nas escalas de tempo que aparecem nas Figs. 5.3—5.5.

5.3 Conservacao do momento angular

Afim de explicar a evolugao da excentricidade da orbita externa, apresentaremos uma
abordagem usando o principio de conservagao do momento angular total do sistema de

trés corpos. A componente orbital do momento angular total estd dada por

2 1 2 2
Lorb = E m;r; X I'Z — % E m;r; X E mlrl, (55)
i=1 i=1 =1

2 - .o~ . R .

onde m' =) ., m;, e r; s80 0s vetores posi¢ao no sistema astrocéntrico. O segundo termo
do lado direito da equagao (5.5) aparece por causa da escolha do sistema astrocéntrico para
escrever as equagoes (note que esse termo contém apenas contribuigdes de segunda ordem

nas massas). Levando em conta que mj/mg =~ 1073, consideraremos apenas o primeiro

termo da equagdo (5.5). Sabemos que r; X r; = \/G(mo +m;)a; (1 —e?) R, em que a; e e;
sao os elementos da orbita Kepleriana osculadora, enquanto k é um vetor unitario normal

ao plano orbital. Assim, o momento angular orbital total fica
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2
Lo~ Y Biy/ai(1 — €2k, (5.6)
=1

onde 5; = m;/G(mgy +m;).

O momento angular de rotagdo estd dado por LIt = Z?:o C;Q;, com C; e £2; o momento
de inércia com respeito ao eixo de rotagao e velocidade angular de rotacao, respectivamente.
Lembrando que apenas o planeta interno é deformado pela maré, temos Lj% = C’l(lll;, com
Q, = Ok devido a que a obliquidade é zero. Portanto, o momento angular total do sistema

é

L~ (Biy/ar(1 = €2) + fay/aa(1 — €2) + L)k (5.7)

A Fig. 5.6 apresenta as evolugoes das componentes orbital e rotacional do momento
angular total para cada sistema. Primeiro notamos que L% aumenta para tempos grandes,
ja que a rotagao acompanha o estado de sincronismo rotagao-érbita. Isso é mais evidente
no caso do sistema 1 devido a que, nesse sistema, o decaimento orbital é mais importante
e também por causa da escala de tempo utilizada na figura. Porém, é importante destacar
que L7° < L™ em todos os casos, portanto, como primeira aproximacao, a contribuigao
do momento angular de rotacao pode ser desprezada.

Notamos que L$™ diminui devido ao decaimento orbital do planeta interno, ao tempo
que L§™® aumenta para poder manter constante o momento angular total. Para valores bai-
xos de ey, 1/1 — €2 ~ 1 e, da definigao, sabemos que a diminuicao de L™ é quase totalmente
determinada pela diminuicdo de a;. Portanto, para compensar a perda de L™ e sabendo
que as é constante, es deve diminuir. Assim, o decaimento orbital, que é um fenomeno di-
retamente associado ao efeito de maré no planeta interno, tem como consequéncia indireta
a circularizacao da érbita do planeta externo, inclusive no caso mj/msy < 1 (sistemas 1 e

2).

5.3.1 Variacao de e

A equagao (5.7) pode ser usada para expressar e; como

2
B [aq

~ 1= (=2 e 5.8

© Ba \ az al- (5:8)
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Figura 5.6: Variacoes dos momentos angulares orbitais e de rotagao para cada sistema, em unidades de
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Figura 5.7: Gréfico da funcdo ey (x1) dado pela equagao (5.9) no caso do sistema 1, comparado com o

resultado da simulagao numérica do mesmo sistema.

onde L' = L/f+/az é também uma constante. Ja que nenhum desenvolvimento em series
de potencias foi utilizado para obter a equacao (5.8), o resultado é valido para qualquer
valor das excentricidades. Da defini¢ao de f3; e sabendo que m; < myg, temos (/s ~
my/ms. Portanto, es é uma fungao do tipo es = ey (L', my/ma, a1 /as), indicando que a
excentricidade da drbita externa pode ser expressada como funcao das razoes de massa
e semi-eixos maiores, além de uma constante que depende do momento angular total do

sistema.

Definindo x; = \/(a;/a2)(1 — €}), a equacdo (5.8) pode ser escrita para m; < mg como

2
ey =|1— <L/ - @x1> . (5.9)
mg

No caso do sistema 1 e usando valores iniciais de semi-eixos maiores, excentricidades e

massas, temos L' = 1.00487, além de m;/ms = 0.0157068. Para esses valores, é possivel
construir um grafico de e; como funcao de x; através da equacao (5.9). A Fig. 5.7 apresenta
a funcdo ey (x1) junto com a curva resultante da simulagdo numérica das equagoes exatas
do movimento, mostrando um bom acordo entre ambos resultados.

E importante notar que a equacao (5.9) pode ser usada para fazer uma andlise pa-
ramétrica, tomando diferentes valores de L’ e my/msy. Notamos ainda que a equacao (5.9)

¢é independente do valor de ;.
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A conservacgao do momento angular total também indica que ey deve se estabilizar
quando o decaimento orbital do planeta interno cessa, fato que ocorre para e; >~ 0. Assim,
o sistema entra em uma situacgao final de equilibrio, com valores contantes dos elementos
orbitais e da rotacao do planeta deformado pela maré.

O fato de que o efeito de maré no planeta interno indiretamente afeta a excentricidade
do externo, ja foi antecipado em trabalhos prévios. Em Mardling (2007), além dos resulta-
dos fornecidos pela integracao numérica das equagoes seculares na formulacao de Legendre,
uma equacao foi obtida para a variacao temporal de e;. No entanto, a derivagao nao leva
em conta a variacao de a;, devido a que o semi-eixo maior evolui em uma escala de tempo

muito maior do que a idade dos sistemas analisados no citado trabalho.

5.3.2 Equacgoes médias

A variagao média do semi-eixo maior da Orbita interna, pode ser calculada através
da equagao (3.29), com ey = 1/@Q; (ou a equagao (4.3) com § = 0), inclusive no pro-
blema de dois planetas. O planeta externo nao participa do processo de transferéncia de
energia no sistema, devido a que ay é constante e a contribuicao da perturbacao mutua
(—Gmyms/|r1 —rs|) é muito menor do que a parte Kepleriana (—Gmgm;/2a;). Além disso,
a contribuicao da rotacao a energia total é desprezivel, portanto, a energia dissipada em
forma de calor no interior do corpo deformado deve ser compensada pela variacao da ener-
gia orbital como consequéncia do decaimento orbital do planeta interno. Portanto, para
calcular a variacao média de aq, é suficiente considerar a interacao de maré entre a estrela
e o planeta interno.

Por outro lado, a equagao para calcular a variacdo média de ey, (3.30) ou (4.4) com
$ = 0, nao é valida no sistema com dois planetas. Os valores de equilibrio de e; se calculam
impondo é; = 0 que, usando (3.30), se obtém apenas e; = 0. Porém, ja vimos que existe um
outro valor de equilibrio, €7, dado pela equacao (5.4). De fato, para calcular os pontos de
equilibrio deve-se impor é; = 0 usando (3.30) com um termo adicional atribuido a interagao
secular mutua entre o par de planetas (ver equagao (39) de Mardling, 2007). Portanto, a
equacao usualmente adotada para calcular a escala de tempo para a circularizagao orbital

(e1/]é1], com é; dado por (3.30)) ndo pode ser usada em sistemas com dois planetas.
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5.4 Solucao estacionaria

O problema secular planar de trés corpos possui um grau de liberdade que, no forma-
lismo Hamiltoniano, pode ser descrito por uma variavel angular, Aw, e o seu momento
canonico conjugado, uma varidvel que depende de mgy, my, a; e e; (ver Michtchenko &
Ferraz-Mello, 2001). As solu¢des estaciondrias (ou pontos de equilibrio) sao calculadas
igualando a zero as equagoes de Hamilton e calculando os valores de Aw e e;. O valor
de ey se calcula a partir de uma das constantes de movimento do problema, que depende
de massas e semi-eixos maiores (constantes no problema conservativo) e excentricidades.
Existem duas solugoes correspondentes a Aw = 0° e Aw = 180°, conhecidas como Modo
I e Modo II, respectivamente. E fécil verificar que se my/my > (<) \/a1/az(1 — ey) /2
a solugao corresponde ao Modo I (II). Nos casos dos sistemas analisados neste capitulo,
apenas o sistema 3 verifica a condi¢do para uma oscilagdo ao redor do Modo II (ver Fig.
5.4).

As solucoes periddicas sao movimentos ao redor dos Modos I e II. Para um valor fixo
do momento angular total, os valores de equilibrio das excentricidades sao unicamente
determinados pelos valores de massas e semi-eixos maiores. Esses valores de equilibrio
podem ser representados por um ponto no espago de variaveis (e, es).

No problema nao conservativo, como no estudado aqui, em que existe dissipacao de
energia por causa do efeito de maré, sabemos que o semi-eixo maior do planeta interno
diminui. Portanto, a; ja nao pode ser considerado como um parametro fixo. No entanto,
é possivel repetir a técnica discutida para calcular as solugoes estaciondrias mudando (de
foma adiabatica) o valor de a;. Para a; — daq, com da; > 0 sendo uma variagao diferencial
do valor de a, calculam-se os novos valores de equilibrio de e; e ey, obtendo assim um
novo ponto no plano das excentricidades. Para uma variacao total Aa; = ) day, se obtém
uma curva no espago (e, ea), que representa o lugar das solugoes estaciondrias (LSE). Por
definicao, todos os pontos pertencentes a curva LSE possuem o mesmo valor do momento
angular.

A Fig. 5.8 apresenta o resultado da obtencao das solucoes estaciondrias para o sistema
1, nos espacos de variaveis (e, es) e (a1, e1). Além da curva LSE, o resultado da simulagao

numérica também ¢é mostrado!. Apds e; ~ e]? = 0.0475, as duas curvas coincidem (exceto

! Por simplicidade, a curva de solugdes estaciondrias no espaco (e1,a1) também é chamada de curva
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Figura 5.8: Evolucao no espago dos elementos orbitais do sistema 1, comparando as curvas numérica e
LSE. Note que a dupla circularizacao (e; = ea = 0) é uma solugao estaciondria. As setas indicam a diregao

da evolugao.

na passagem pela ressonancia 5/1 de movimentos médios). Porém, no final da evolugao
(e; ~ 0.05) as curvas se separam, sendo essa separagao mais acentuada no espago (eq, ez).
E importante notar que a separacao coincide com o momento em que o angulo Aw escapa
da captura ao redor de 0° (ver Fig. 5.1). De fato, a curva LSE foi construida supondo que
o sistema estd evoluindo ao longo do Modo I (Aw = 0), ja que essa particularidade foi
confirmada numericamente (ver Fig. 5.1). Portanto, quando o sistema escapa do Modo I
(Aw #0), é de se esperar que a curva numérica se separe da curva LSE.

E interessante mencionar que o método de obtencao das solucoes estacionarias pode ser
utilizado para obter informagao sobre o passado dinamico do sistema, impondo da; < 0,
de maneira de fazer com que a; aumente (para o passado). Esse método pode ser aplicado
para sistemas nos quais sao conhecidos os elementos orbitais atuais, podendo reconstruir
a evolugao dinamica atribuida a acao conjunta do efeito de maré e interacao secular entre
os planetas. No préximo capitulo daremos um exemplo dessa aplicacao para o sistema

CoRoT-7.

5.5 Efeitos relativistas

A migracao em direcao a estrela central, atribuida ao efeito de maré no planeta interno,

pode fazer com que os efeitos de um potencial relativistico sejam importantes. Como ja foi

LSE.
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Figura 5.9: Variagao de e]? em fungao de my/ms usando a equagao (5.4) para vy = 0 e v # 0, mostrando

a importancia da relatividade geral (GR) para o decaimento orbital nos diferentes sistemas.

discutido, o planeta externo excita o valor da excentricidade da érbita interna até o valor
e}?, possibilitando o decaimento orbital, que serd importante ou nao dependendo de que

e}’

seja grande ou pequeno, respectivamente. Porém, a equacao (5.4) mostra que existe
uma dependéncia de e{? com 7, uma quantidade que mede a importancia da contribui¢ao
relativistica. Assim, com motivo de investigar o efeito da relatividade geral, vamos calcular
qual a contribuicao de vy ao valor de e}? nos sistemas analisados neste capitulo. Lembrando
a definigao, v = 4(nyay/c)*(mo/ms)(az/a;)?, temos que, a contribuigao do termo d3 ao
valor da equagao (5.4) é de 1.6 %, 27 % e 2.6 %, nos sistemas 1, 2 e 3, respectivamente.

7 em fungdo da razao de massa mj/mo nos trés

A Fig. 5.9 mostra a variagao de €]
sistemas, usando a equagao (5.4). Sabendo que nos sistemas 1, 2 e 3 temos my/my =
0.0157, my/mg = 0.292 e my/my = 63.7, respectivamente, notamos que no caso do sistema
2, a contribui¢ao da relatividade (y # 0) é muito mais importante do que nos sistemas 1

e 3. Portanto, a contribuicao ao decaimento orbital devido ao efeito relativista pode ser
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desprezada nos sistemas 1 e 3.

E importante notar que se Vai/az(my /my)dyt < 1, ef? diminui para valores grandes
de v (> 0). Isso pode ser muito importante para a sobrevivéncia de planetas de curto
periodo, os quais sao obrigados a migrar na direcao da estrela por causa do efeito de maré,
jd que um valor baixo de e]? implica decaimento orbital pequeno. O efeito da maré na
estrela também contribui a diminui¢ao do semi-eixo maior do planeta interno, porém, em
uma escala de tempo muito maior (~ 3 bilhdes de anos para Jupiter quente, ver Fig. 4.5),
principalmente no caso de planetas terrestres. Em Mardling & Lin (2004), encontram-se
detalhes sobre a inclusao do efeito relativista na dinamica secular de um sistema de dois
planetas com dissipagao. O trabalho conclui que o potencial relativista pode ter um papel

determinante na sobrevivéncia de planetas migrantes de curto periodo.
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Capitulo §

Aplicacao ao sistema CoRoT-7

6.1 Objetivo

Afim de aplicar os resultados obtidos no capitulo anterior, vamos estudar a evolucao
dinamica do sistema extra-solar CoRoT-7. Através da técnica das solugoes estacionarias
investigaremos a variacao dos elementos orbitais do par de planetas, além de estudar a
rotacao de CoRoT-7h. A partir dos elementos orbitais atuais, calcularemos a escala de

tempo do decaimento orbital incluindo a maré estelar.

6.2 O sistema

O sistema estd composto por uma estrela e dois planetas. A estrela, CoRoT-7, é do
tipo espectral G9, com massa mg = 0.93mg e raio Ry = 0.87R., enquanto a idade é de
1.2-2.3 bilhdes de anos (Léger et al., 2009). Os planetas, CoRoT-7b (interno) e CoRoT-7c
(externo), tém massas m; = 4.8mg e my = 8.4mg, respectivamente, tratando-se de um
par de planetas do tipo super-Terras. Os perfodos orbitais sdo P = 0.854 e P = 3.69
dias, assim, CoRoT-7b é o segundo exoplaneta de periodo orbital mais curto descoberto
até hoje. Os dados do sistema estao resumidos na Tabela 6.1, notando que as érbitas sao

circulares (Queloz et al., 2009).
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Corpo | my R; Aatuat; (UA) | €atuar, | (Ka/Q)i
0 | 1me |087R, ] ; ;
1 4.8mg | 1.68Rg 0.017 0 20
2 | 84me | - 0.046 0 ;

Tabela 6.1 - Parametros fisicos e elementos orbitais atuais do sistema CoRoT-7 (Léger et al., 2009; Queloz

et al., 2009).

6.3 Simulagoes numéricas

6.3.1 O modelo

Vamos assumir que o sistema evolui sob a acao combinada da interacao secular entre
os planetas e o efeito de maré. Assim como nos exemplos estudados no capitulo anterior,
somente incluimos o efeito de maré no planeta interno. O efeito da maré na estrela sera
discutido na Sec. 6.4. Assumimos também que os planos orbitais coincidem e que a
obliquidade de CoRoT-7b é zero.

As equagoes de movimento estao dadas por (5.2) e (5.3), enquanto a forga de maré,
supondo o modelo linear, estd dada pela equacao (5.1). Adotamos valores terrestres para
os parametros da maré, ks; = 0.3 e Q1 = 20. Assumindo um estado de rotacao sincrono
(Tipo II, ver Sec. 6.3.4), sabemos que, usando o modelo linear temos 1/Q); ~ niAt; e,
substituindo valores numéricos, k4 At; = 3 min. Nenhum fator de escala foi utilizado nas

simulagoes numéricas.

6.3.2 Variacao no plano dos elementos

A configuracao orbital atual indica que o sistema ja atingiu o seu estado estacionario,
com um par de drbitas circulares. A tnica fonte de decaimento orbital é atribuida ao
efeito de maré na estrela (ver Sec. 6.4). A técnica das solugoes estaciondrias discutida na
Sec. 5.4, nos permite reconstruir a evolugao dinamica quando a maré no planeta interno
¢é considerada. Desta maneira, é possivel obter informagao sobre a variacao dos elementos
orbitais até a configuragao atual ser atingida.

A Fig. 6.1 apresenta a evolucao nos planos e; - e; e e1 - aq, junto com a curva resultante
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Figura 6.1: Evolugao no plano dos elementos orbitais, a partir de uma configuracao orbital inicial em que

nl/ng = 2.13.

da obtengao das solugoes estacionarias (LSE). Notamos que a curva correspondente ao
resultado da simulacao numérica é afetada pelos sucessivos cruzamentos de ressonancias
de movimentos médios (RMM), como veremos na Sec. 6.3.3. No entanto, vemos que
existe coincidéncia entre as curvas naquelas regioes onde a influéncia das RMM nao é
significativa. Note ainda os grandes valores iniciais das excentricidades. Esses valores
iniciais foram escolhidos supondo que o sistema comegou a sua evolu¢ao para nj/ng > 2,
isto é, uma configuragao orbital em que a RMM 2/1 ja tenha sido atravessada. Destacamos

que as solucgoes estacionarias foram obtidas supondo que o sistema evolui ao longo do Modo

I (ver Fig. 6.3).

6.3.3 Variacao dos elementos

A Fig. 6.2 apresenta a variagao temporal de semi-eixos maiores e excentricidades.
Os valores iniciais sao a{™ = 0.0278 UA, a5 = 0.0460 UA, €™ = 0.339, ei" = 0.369.
O decaimento orbital produz uma diminuicao de a; até o valor atual' de 0.017 UA em
aproximadamente 1.5 milhoes de anos. O limite de Roche para CoRoT-7b é 0.0062 UA,
nao sendo atingido durante a evolugao (ver Sec. 6.4).

As excentricidades (principalmente e;) sdo fortemente excitadas nos cruzamentos das

RMM, atingindo um estado final de dupla circularizagao. Note porém que a circularizagao

! De fato, o valor final resultou ser 0.01676 UA, ja que, produto das passagens pelas RMM, o valor de

as tem um pequeno aumento em forma de pulo (ver Fig. 6.2).
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Figura 6.2: Variacao temporal de semi-eixos maiores e excentricidades. Os processos de decaimento e
circularizagao orbital sao temporariamente afetados pelas passagens através de RMM. No fim da evolugao,

a configuracdo orbital atual do sistema é reproduzida.

nao é perfeita, j4 que existe um remanente nos valores finais, em que e; < 107°,2x107° <
ey < 7 x 1075,

O sucessivo cruzamento de RMM pode ser apreciado na Fig. 6.3, onde mostramos a
variacdo de ny/ny = Pg/Po. Quatro RMM sio destacadas, todas de ordem > 1. E
importante mencionar que, devido ao processo de decaimento orbital do planeta interno,
a migracao entre os planetas é divergente. Portanto, a possibilidade de captura em RMM
¢ nula (Peale, 1986). Note-se que a situacdo é contraria ao caso de satélites naturais
orbitando um planeta de rotacao rapida, em que algumas configuracoes ressonantes podem
ser explicadas através de um processo de captura devido a uma migragao convergente (ver
Tittemore & Wisdom, 1990).

Ainda na Fig. 6.3, mostramos a variagdo do angulo Aw, confirmando que o sistema

evolui ao longo do Modo I (Aw = 0) até o momento da circulariza¢do do par de 6rbitas.

6.3.4 A rotacao de CoRoT-7b

A evolucao da rotagao do planeta interno do sistema é mostrada na Fig. 6.4, juntamente
com a evolugao do periodo orbital. Note como o periodo de rotacao rapidamente atinge o
seu valor estaciondrio, que na segunda ordem em e; estd dado por P! = P,;/(1+6¢3). O

periodo orbital diminui como consequéncia do decaimento orbital. Apds 1 milhao de anos

de evolugao, quando a orbita interna se aproxima da circularizacao, o sincronismo entre os
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Figura 6.3: Variagdo temporal da razao de movimentos médios e do angulo Aw. Os cruzamentos de
RMM podem ser apreciados, assim como a oscilagdo de Aw ao redor de 0°, indicando uma evolugdo ao

longo do Modo 1.
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Figura 6.4: Variacao temporal dos periodos orbitais e de rotagdo. A solucdo estaciondria é rapidamente

atingida, evoluindo até o sincronismo (P,ot = P,) quando a érbita interna é circularizada.

movimentos de rotacao e orbital é atingido e mantido até o fim da evolugao. Note ainda
como as passagens pelas RMM, principalmente a 3/1, afetam temporariamente a evolugao

da rotagao.

6.4 FEscala de tempo para o decaimento orbital. O papel da maré estelar

Como ja discutimos, apds a circularizacao total da orbita a maré estelar torna-se a
unica fonte de decaimento orbital do planeta deformado. O planeta externo nao é capaz

de excitar o valor de eq, ja que a configuracao atual possui um par de orbitas circulares
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e, segundo a equagao (5.4), €i? o< e5. Em lugar de utilizar as simulagoes numéricas das
equacoes exatas desde o comeco, incluindo o efeito da maré estelar, vamos usar as equacoes
médias para estudar a variacao de semi-eixo maior a partir da configuracao orbital atual
do sistema®. A taxa de variagao média do semi-eixo maior estd dada por (4.3), que para

~

p = e; = 0 e substituindo o valor de § fica

-4 kdO my

<a; >= —6 R 6.1
a7 nia, Qo Mo 0> ( )
ou, sabendo que m; < my
6/ Gmy k
< >= — YT by (6.2)

a}l/ > Qomo
Notamos que a equagao diferencial (6.2) depende apenas da varidvel a;, podendo assim ser

integrada. Temos

day a}lﬂ = —Kdt, (6.3)

onde K = 6v/Gmyg(kao/Qo)(my/mo) Ry . Integrando em ambos lados obtemos

QRoche
/ day a}lp =K, (6.4)

atualy

em que a integracao em semi-eixo maior foi tomada entre o valor atual de a;, @aryai,, €
o limite de Roche, agoene, enquanto 7,, é o tempo para o decaimento orbital atribuido a

maré estelar. Resolvendo (6.4) para 7,,, obtemos

2 13/2 13/2
Tay — _1_3(&Ro/che - aatziah)/lc‘ (65)

Substituindo a definicao de I, obtemos finalmente
13/2 13/2
o (&amiall - &Ro/che) QO myg

= e 6.6
T 39vVGmoRy  kao ma (6:6)

A Fig. 6.5 apresenta a variagao de 7,, como fungao de kqo/Qo, supondo agpq, = 0.017

UA e lembrando que agoene = 0.0062 UA. Notamos que 7,, pode ser chamado de tempo
de vida médio do planeta interno, desde que o valor de ag,.pe seja atingido. Da figura, é
facil observar que o tempo de vida médio do planeta CoRoT-7b diminui (aumenta) para

valores grandes (pequenos) da dissipagao na estrela central.

2 Esse método resulta muito mais rdpido que a simulacao numérica, devido ao grande tempo computa-

cional necessario para que as equacoes exatas sejam resolvidas sem a utilizacdo de fator de escala.
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Figura 6.5: Variagdo do tempo de vida médio do planeta CoRoT-7b em funcao da dissipagao na estrela
central. Apenas a maré estelar é considerada devido a configuracao orbital atual do planeta interno, em

que agtual, = 0.017 UA e eqtyuai; = 0. O raio estelar foi calculado assumindo uma densidade igual a Solar.

6.5 Dissipacao de energia

Com vimos no Cap. 3, a variacao de semi-eixo maior provoca variacao de energia orbital

9
que é liberada em forma de calor no interior do corpo deformado pela maré. No caso do
CoRoT-7b, temos m; < myg e, portanto, a variacao da energia de rotacao da estrela pode

ser desprezada. Nesse caso, lembrando o resultado 3.39 temos

_ 21%1 klengi’ 62
20Q1af :

Definindo h = W /4w R? como a taxa de dissipagao de energia por unidade de superficie,

W =< Eyp >= (6.7)

temos

_ 2177,1 kleng:f 2
8rQ1a$ .

Seguindo Barnes et al. (2010), a Fig. 6.6 mostra a variacao de |h| em funcao da excentri-

h/:

(6.8)

cidade orbital do CoRoT-7b para trés valores de ()1, assumindo o valor atual de semi-eixo
maior, a1 = dgua, = 0.017 UA. E claro que || é maior (menor) para valores pequenos
(grandes) de Q.

Orbitas excéntricas favorecem a alta dissipacao de energia, ji que |h| x €. Note-se

que para e; = 4.3 x 107 temos |h| ~ 2 w/m?, um valor similar ao do satélite galileano



124 Capitulo 6. Aplicacao ao sistema CoRoT-7

le+10
1e+08
1le+06

10000

Ih| [W/m?]

100

1

0.01 R N Y
1le-05 0.0001 0.001 0.01 0.1

eccentricity

Figura 6.6: Taxa de dissipacao de energia por unidade de superficie em funcao da excentricidade, corres-

pondente ao planeta CoRoT-7b.

Io, como mostrado na figura. Portanto, um valor pequeno de e; pode ser responsavel por
uma alta taxa de dissipacao de energia e, por esse motivo, CoRoT-7b ja tem sido chamado
de Super-Io (Barnes et al., 2010). No entanto, as simulagoes numéricas mostraram que

e; < 107° e, portanto, |h|coror—70 < |1 10-

6.6 Comentarios finais

E importante mencionar que a analise baseada nas solugoes estacionarias da Sec. 6.3.2
prevé grandes excentricidades primordiais. Porém, essa andlise somente leva em consi-
deracao a evolugao secular do sistema. Possivelmente, o passado do sistema tenha sofrido
de alguns dos fenomenos mais comuns apds a formacao planetaria, como processos mi-
gratérios devido a interacoes com o disco primordial com posterior captura na ressonancia
de movimentos médios 2/1. Nesse cendrio evolutivo, apds a captura o par de planetas con-
tinua migrando em direcao a estrela mantendo a configuracao ressonante, até o momento
em que o efeito de maré sobre o planeta interno (devido & estrela) seja suficientemente
forte como para provocar a saida da ressonancia, continuando com o decaimento orbital.

Um outro fato a destacar é que na analise numérica foi incluido apenas o efeito da
maré planetaria e, sendo assim, o decaimento orbital é totalmente atribuido a maré no

planeta. No entanto, seguramente a maré estelar também tenha contribuido (em menor
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quantidade) a diminuigao de semi-eixo maior, sendo o valor final a; = 0.017 UA produto

da combinacao dos dois efeitos de maré.

6.6.1 Trabalho a ser feito

Finalmente, uma outra consideracao é o fato da nao inclusao do efeito de maré no
planeta externo. De fato, CoRoT-7c possui um periodo orbital de 3.69 dias, pequeno
o suficiente como para ser afetado pelo efeito da maré da estrela®. Uma anslise mais
completa, incluindo os efeitos das marés na estrela e no planeta externo podem fornecer

uma informacao mais precisa sobre a evolugao passada do sistema.

3 Note que nas simulacdes do Cap. 5, o periodo orbital da super-Terra era 2.9 dias.
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Capitulo 7

Conclusoes

Neste trabalho foi apresentado um estudo sobre o efeito das marés na evolugao orbital
e na rotacao de planetas de curto periodo. A construcao do modelo, baseado na teoria
de Darwin (1880), permitiu obter um conjunto de equacgoes através das quais foi possivel
estudar a variacao média de semi-eixo maior, excentricidade, inclinacao orbital e velocidade
angular de rotacao em um sistema estrela-planeta quente. Apds a obtencao de equagoes
gerais, os resultados foram aplicados para uma estrela em rotagao lenta (Tipo III, 2, <
n) e um planeta quente quase-sincrono (Tipo II, ©, ~ n). A aplicacdo de um modelo
linear mostrou que o efeito cumulativo das marés provoca diminui¢ao de semi-eixo maior e
excentricidade, assim como aproximacao entre os planos equatoriais com o plano orbital.

O modelo, construido de forma geral, pode ser adaptado para qualquer dependéncia
funcional entre os angulos de defasagem com as correspondentes frequéncias das ondas
de maré. Isso representa uma vantagem ante outros modelos, contruidos a partir de leis
especificas. A validade dos resultados na segunda ordem em excentricidade e inclinacao
orbital representa uma limitacao do modelo.

A escala de tempo para o decaimento orbital depende das contribui¢cbes das marés
planetaria e estelar, podendo ser calculado um valor critico da excentricidade para o qual
as duas contribuigoes sao igualmente eficientes. A circularizagao orbital é quase comple-
tamente dominada pela maré planetaria, em uma escala de tempo muito menor do que
a escala correspondente ao decaimento orbital. Apds a circularizacao total ser atingida,
a migracao planetdria é controlada pela maré estelar, sendo os planetas mais massivos
aqueles que tém a maior chance de atingirem o limite de Roche com a estrela central

durante o processo de decaimento orbital. O acumulo de planetas gigantes na regiao de
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planetas muito quentes (P, < 2 dias) indica uma evidéncia de evolugao orbital atribuida
ao efeito de maré, fornecendo assim uma possivel explicacao para a distribuicao observada
de periodo orbital em funcao da massa de exoplanetas reais. No entanto, outros efeitos
dissipativos podem ter contribuido a formacao da distribuicao de periodos, sendo assim
necessario um estudo mais detalhado.

A solucao estaciondria para a rotacao do planeta é super-sincrona e acontece em uma
escala de tempo muito menor do que as escalas de tempo para as variacoes médias dos
elementos. O sincronismo exato é atingido apenas para érbitas circulares. A rotacao
estelar poder sofrer aceleracao apreciavel no caso de interacao como um planeta maior ou
igual a Jupiter. Porém, a solucao estacionaria nao deve ser atingida em escalas de tempo
comparaveis a idade do sistema.

A analise de sistemas com dois planetas mostrou que a presenca de um planeta em
orbita externa excéntrica modifica a evolucao do planeta interno devida ao efeito de maré,
ao tempo que a Orbita externa é também afetada. No exemplo em que uma super-Terra
quente interage com um planeta do tipo Jupiter, o decaimento orbital da super-Terra é
potenciado devido a excitacao da excentricidade, podendo inclusive atingir o limite de
Roche com a estrela durante o processo migratério. Como consequéncia da conservacao
do momento angular total a excentricidade do Jupiter é fortemente afetada, terminando a
evolugao com um valor préximo de zero (e; ~ 0.003). A conservagao do momento angular
total pode ser usada para se obter a variacao de e; em funcao da razao de massas e da
razao de semi-eixos maiores.

A excitagao da excentricidade é também observada (em menor quantidade) quando um
Jupiter quente é acompanhado por uma super-Terra em érbita externa, porém, sem afetar
o decaimento orbital do Jupiter quente.

A evolucao secular dos planetas do sistema CoRoT-7 (duas super-Terras quentes) indica
um estado estaciondrio, com um par de orbitas circulares. A técnica das solugoes esta-
ciondarias se mostrou uma ferramenta util para obter informagao sobre o passado evolutivo
do sistema proximo dos valores de equilibrio.

A migracao de CoRoT-7b continua sendo induzida pela maré estelar. Assim, o planeta
pode sofrer um estado final do tipo catastréfico via cruzamento do limite de Roche em uma

escala de tempo que depende da fungao de dissipacao da estrela. Para kgo/Qo ~ 107, o
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tempo de vida médio de CoRoT-7b é aproximadamente 0.80 bilhoes de anos.
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Apéndice A

O efeito da rotacao

A.1 Comparacao entre as deformacgoes devidas a maré e a rotacao

O objetivo é estudar a deformacao provocada pela rotacao do corpo m e compara-la
com a deformacao devida ao efeito de maré. A figura de equilibrio adotada pela deformacao
devida a rotagao é um esferdide oblato, achatado na direcao do eixo de rotagao (ver Fig.
A1), em que a = b > c e a elipticidade, definida por

2

e =4/1-— (A1)

9
CL2

depende da quantidade %ép através da relagao

0 3-2¢7
2rGp o3

6/2

(1—2%)"2sin"'e — 3 (é — ) , (A.2)

(Jeans, 1929), onde p é a densidade do corpo (uniforme). O achatamento (ou oblateness)

& =1— (2) : (A.3)

De (A.1) e (A.3) obtemos, a primeira ordem em ¢,

pode ser definido como

PERSEYN (A4)

Por outro lado, sabemos que a figura de equilibrio resultante da deformacao provocada
pelo efeito de maré é um esferéide prolato (b = ¢ < a) cujo alongamento (ou prolateness)

estd dado por (ver (2.6))
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(a)

rotational deformation tidal deformation

Figura A.1: Deformacgoes devidas & rotagdo e a maré. Note como a rotagdo provoca achatamento do
esferéide na direcao do eixo de rotacao, enquanto a maré é responsavel pela figura alongada do esferéide

na diregao do corpo perturbador. (Figura tomada de Murray & Dermott, 1999)

c 15 (M R

a=1- . tidzz — ] (A.5)

Afim de ilustrar com um exemplo, escolhemos um sistema formado por uma estrela igual

ao Sol e um planeta igual a Jupiter a uma distancia » = 0.04 UA da estrela. Assumindo

um estado de rotacao sincrono (2 = n), o valor de 2 pode ser calculado através da terceira

lei de Kepler. Note-se que o valor de ¢ deve ser calculado numericamente. Substituindo

o valor dos parametros obtemos ¢ = 0.0665 e, substituindo na equacao (A.4) resulta

€ = 2.22 x 1073, Além disso temos ¢ = 0.00665 e comparando os dois resultados vemos
que

€

2 =3 (A.6)

€r

O resultado de (A.6) nao ¢é acidental e também nao esté restrito apenas ao exemplo
ilustrado. De fato, pode ser provado que é valido para um corpo que roda com velocidade
angular de rotacao igual ao movimento médio que teria um corpo perturbador externo
responsavel pelo efeito de maré. Um resultado classico mostra que o achatamento atribuido

a rotacao esta dado por
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(Danby, 1988, p. 121). Através da terceira lei de Kepler!, com = n, temos Q* = GM /3,

e, junto com a definicao de densidade média obtemos

& =1— <§> = Z(%) (?) : (A.8)

Assim, de (A.5) e (A.8) segue €/¢e, = 3, confirmando o resultado de (A.6).

Uma outra forma de ver o problema pode ser abordada através do calculo dos potenciais
atribuidos a rotacao e a maré. Considere-se um sistema de referéncia solidario a rotacao
de m com origem no centro de massa, em que o eixo 2 coincide com a direcao do vetor €2.
Nesse sistema, qualquer ponto da superficie de m sentira a acao da forca centrifuga dada
por —Q x (2 x R). Essa for¢a ndo tem componente na dire¢do Z e pode ser calculada

através do gradiente do potencial

1
Urot = —§QQR2 Sin2 ’l9, (Ag)

onde R?sin?9 = 22 + 32, sendo ¥ o angulo formado entre 2 e R. Sabendo que sin®1/2 =

1/3 — Py(cosv)/2, temos

_EG]WR2
3 73

onde () = n foi calculado através da terceira lei de Kepler.

Urot -

[1 — Py(cos®)], (A.10)
O potencial de maré no mesmo ponto da superficie de m calcula-se usando o resultado
(2.12), que para r, = R e [ = 2 fica (ver Fig. 2.2)

GM R?

r3

Uig = — Py(cos€). (A.11)

Portanto, comparando os resultados das equagoes (A.10) e (A.11) vemos que a magnitude
do potencial de maré é trés vezes maior do que o potencial centrifugo, atribuido a rotacao

sincrona.

I Note que estamos supondo uma érbita relativa quase-circular, além de m < M.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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