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Ao meu pai, que ainda vive emnossos corações.
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Resumo
O termo Calibração Multivariada se refere à construção de um modelo matemáticoque permita prever o valor de uma grandeza de interesse com base em valores medidos deum conjunto de variáveis explicativas. Neste contexto o Algoritmo das Projeções Sucessi-vas (APS) é uma técnica de seleção de variáveis que objetiva a minimização de problemasde colinearidade em Regressão Linear Múltipla (RLM). Recentemente, constatou-se quea capacidade preditiva de modelos APS-RLM pode ser aprimorada com o uso de ummétodo de reamostragem e combinação de modelos conhecido como subagging. Este tra-balho aprofunda o estudo do subagging em conjunto com APS, investigando detalhes quenão haviam sido anteriormente contemplados. Para isso, apresenta-se um estudo de casoenvolvendo a determinação de umidade e proteína em trigo por espectrometria no infra-vermelho próximo. Em particular, observa-se que a capacidade preditiva e a sensibilidadea ruído dos modelos resultantes são aprimoradas independentemente da fração de reamos-tragem adotada no subagging. Adicionalmente, constata-se que o uso de validação cruzadaou validação por série de teste conduzem a resultados similares. Finalmente, tendo emvista o aumento no tempo de cálculo demandado para implementação do subagging, emcomparação como APS tradicional, justi�ca-se o estudo de técnicas para redução da cargacomputacional envolvida. Neste trabalho propõe-se o uso de uma técnica de regressõessequenciais para facilitar a avaliação de subconjuntos de variáveis na etapa mais demoradado algoritmo.



Abstract
The term Multivariate Calibration refers to the construction of a mathematical modelto predict the value of a quantity of interest based on measured values of a set of explana-tory variables. In this context, the Successive Projections Algorithm (SPA) is a variableselection technique that aims to minimize collinearity issues in Multiple Linear Regres-sion (MLR). Recently, it was found that the predictive ability of MLR-SPA models can beimproved by using a method of resampling and models combination known as subagging.This work furthers the study of subagging in conjunction with SPA, investigating detailsthat were not previously covered. For this purpose, a case study involving the determi-nation of moisture and protein in wheat by near infrared spectrometry is presented. Inparticular, the results indicate that the predictive capacity and sensitivity to noise of theresulting models are enhanced regardless of the resampling fraction adopted in subagging.Additionally, the use of cross-validation or validation by a separate test set are found toprovide similar results. Finally, given the increase in computation time demanded for im-plementation of subagging compared to traditional SPA, the present work is also concernedwith the development of a technique for reducing the computational workload involved. Forthis purpose, a technique of sequential regressions is employed to facilitate the evaluationof subsets of variables in the most time-demanding stage of the algorithm.
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1 Introdução
O termo Calibração Multivariada se refere à obtenção de um modelo matemático quepermita prover o valor de uma grandeza y com base em valores medidos de um conjunto devariáveis explicativas x1, x2, . . . , xk. Em outras palavras, deseja-se encontrar uma função

f = <k → < tal que
ŷ = f(x1, x2, . . . , xk) (1.1)sendo ŷ uma estimativa de y.Em diversos casos de interesse prático, um modelo apropriado pode ser obtido com ouso de uma função a�m, isto é

ŷ = b0 + b1x1 + . . .+ bkxk (1.2)em que b0, b1, . . . , bk são coe�cientes a determinar. Tal relação pode ser amparada porleis físicas, tal como lei de Beer (HOLLER; SKOOG; CROUCH, 1998) que relaciona aabsorbância da radiação à concentração de uma espécie absorvente em um dado meio.Em outros casos, modelos da forma 1.2 podem ser empregados para aproximar relaçõesnão-lineares em uma pequena faixa de valores de yO processo de obtenção dos coe�cientes do modelo 1.2 com base em um conjunto



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 18de observações de y e x1, x2, . . . , xk é conhecido como Regressão Linear Múltipla (RLM)(DRAPER; SMITH, 1998), sendo tipicamente realizado pelo método de mínimos qua-drados. Porém tal método requer um número de observações maior que o número devariáveis. Em muitas aplicações, o que ocorre é o oposto (mais variáveis que amostras).Para contornar esse problema, pode-se fazer uso de algoritmos de seleção de variáveis.Neste contexto, algoritmos genéticos têm sido empregados em diversos trabalhos(BROADHURSTA et al., 1997; LEARDI, 2001; RIMBAUD et al., 1995). O algoritmogenético é um método de seleção de variáveis de natureza estocástica inspirado na seleçãonatural das espécies proposta por Darwin. Os dados são vistos como uma população deindivíduos, e cada indivíduo tem suas características individuais convertidas em um cro-mossomo, que é uma sequencia de elementos chamados �genes�. A aptidão do indivíduo,considerado como a sua capacidade de sobreviver e gerar descendentes, é medida por umafunção objetivo, que deve re�etir o índice de desempenho a ser maximizado no problemade otimização. Aos indivíduos com melhor aptidão é dada uma maior probabilidade deserem selecionados para o processo de reprodução, ou �crossover �. Os cromossomos decada par são então combinados usando operadores genéticos, a �m de gerar descenden-tes. Esses novos descendentes podem sofrer uma alteração genética, também chamada de�mutação�. Finalmente, uma nova população é formada por substituir a geração anteriorcom a sua prole. Este ciclo evolutivo é repetido até que um critério de paragem dada ésatisfeita (GOLDBERG, 1989; WALCZAK; FERRé; BROWN, 2009). A principal des-vantagem desse método é que a convergência para um mínimo global não é garantida,podendo-se obter uma solução inadequada como resultado.Outro algoritmo de seleção de variáveis bastante utilizado é a regressão stepwise (re-gressão �passo a passo�) (KOKALY; CLARK, 1999). Nele, a importância apresentada por



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 19cada variável dentro de um dado modelo é investigada. Para isso, as variáveis são adi-cionadas ou eliminadas do modelo de acordo com algum critério pré-estabelecido. Dessaforma, no decorrer das iterações cada variável á avaliada por um F -teste parcial nas fasesde inclusão (também conhecida como forward selection) e de eliminação (ou backwardelimination) (FORINA et al., 2007). A fase de inclusão possibilita a inserção de variáveisno modelo que obtiveram uma avaliação no teste F parcial superior à um valor críticode entrada. Já na fase de eliminação, cada variável que já está no modelo é novamenteavaliada com teste F parcial e, se valor obtido for menor que um valor crítico de saída, avariável é retirada do modelo e novamente armazenada no conjunto das variáveis disponí-veis. A seleção termina quando nenhuma variável pode ser adicionada nem removida domodelo de acordo com o critério teste F parcial (DRAPER; SMITH, 1998; WALCZAK;FERRé; BROWN, 2009). Uma desvantagem deste algoritmo é que a escolha adequadados valores críticos mínimos pode não ser simples, uma vez que suas escolhas dependem danatureza dos dados utilizados. Outro fator crítico do stepwise é assumir que os resíduosda regressão siga uma distribuição Gaussiana, o que pode não ocorrer para determinadosconjuntos de dados.O algoritmo das projeções sucessivas (APS), proposto por (ARAúJO et al., 2001),objetiva a redução de colinearidade que é um problema que sabidamente conduz a malcondicionamento da regressão e obtenção de modelos com capacidade de generalizaçãoinadequada (NæS; MEVIK, 2001). O APS basicamente é formado por três fases: A pri-meira pré-seleciona subconjuntos de variáveis que exibam baixa colinearidade. A segundaseleciona o melhor desses subconjuntos com base na habilidade de predição do modeloresultante e a terceira fase elimina as variáveis que não contribuem signi�cativamente paraa predição.



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 20O trabalho inicial do APS realizou uma comparação entre a técnica proposta e o al-goritmo genético, mínimos quadrados parciais e regressão por componentes principais. OAPS alcançou os melhores resultados aplicado à análise espectrofotométrica em questão.Foi utilizado também em problemas de otimização com transformadas wavelets (COE-LHO et al., 2003b; COELHO et al., 2003a; GALVãO et al., 2004), em determinação desolubilidade de sólidos em cervejas (LIU; JIANG; HE, 2009), determinação de glicoseem sangue humano (LI; LI; ZHANG, 2009), de parâmetros qualitativos de óleos vegetais(PEREIRA et al., 2008), determinação de cinco fenólicos compostos na água do mar (NE-ZIO et al., 2007), determinação de enxofre em amostras de diesel (BREITKREITZ et al.,2003), e diversas outras aplicações. Portanto �ca claro que bons modelos de calibraçãomultivariada podem ser obtidos com o uso da RLM acoplada ao APS.Em (GALVãO et al., 2006) foi proposto o uso do APS em conjunto o subagging(subsample aggregating). O subagging é uma técnica de combinação de modelos ba-seada em sub-amostragem, que foi criada como uma alternativa em relação ao bagging(BREIMAN, 1996a; BREIMAN, 1996b; PINO-MEJIAS et al., 2004). Tal técnica é com-putacionalmente menos custosa mas não compromete substancialmente os ganhos obtidoscom o bagging (bootstrap aggregating) (BÜHLMANN; YU, 2002). Basicamente, para seobter um modelo subagging, diversas amostras aleatóriamente geradas são utilizadas paragerar modelos RLM. Posteriormente a combinação dos modelos é feita através da mé-dia aritmética dos modelos resultantes, o que possibilita uma redução considerável davariância do preditor.No estudo de caso desenvolvido em (GALVãO et al., 2006) observaram melhorias emrelação ao APS convencional de 33% para determinação espectrofotométrica de quatroparâmetros qualitativos de diesel, contudo houve algumas limitações. Não se investigou



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 21as possíveis alterações nos resultados se os dados estivessem contaminados por ruídos, oque é possível se tratando de dados reais. Também foi investigado somente uma realiza-ção do subagging, não considerando as variações dos resultados no decorrer de múltiplasrealizações. Esta análise é de suma importância devido à estocasticidade do subagging.Outro fator não analisado é o comportamento dos resultados com o subagging alterandoa fração utilizada na subamostragem, o que é um parâmetro crucial para a generalizaçãodos modelos obtidos.Neste trabalho investiga-se o comportamento do APS em conjunto com o subaggingutilizando 30 sementes do gerador de números aleatórios diferentes, no intuito de veri�caro comportamento médio de múltiplas realizações. Propõe-se também a variação da fraçãoda subamostragem utilizada pelo subagging, comparando-a com o APS sem subaggingutilizando uma divisão do conjunto de dados respectiva à fração analisada. Os modelosresultantes também foram avaliados quanto a sensibilidade a ruído.Adicionalmente, uma outra con�guração do APS foi avaliada utilizando o subagging.Esta con�guração do APS foi proposta em (GALVãO et al., 2007), e utiliza a validaçãocruzada como métrica de avaliação na seleção de variáveis. Dessa forma, as mesmasavaliações feitas adicionando o subagging para o APS também foram repetidas com oAPS com validação cruzada.No processo de avaliação das técnicas foi observado que, devido as diversas repetiçõesdos algoritmos propostos, o APS gera um esforço computacional considerável. O que éainda mais penalizado pelas repetições provindas subagging. Entretanto este trabalho pro-põe também uma estratégia para a redução do tempo computacional do APS baseado naregressão sequencial apresentada em (GUSNANTO et al., 2003). Essa nova con�guraçãodo APS foi aqui nomeada de APS-Sequencial.



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 221.1 Organização do textoO Capítulo 2 descreve o Algoritmo das Projeções Sucessivas (APS) para problemas deregressão. Na Seção 2.1 apresenta o APS-Subagging. O Capítulo 3 apresenta a regressãosequencial, juntamente com um exemplo numérico na Seção 3.1 e um exemplo da reduçãodo custo computacional na Seção 3.2. O Capítulo 4 descreve os materiais e métodos uti-lizados para obtenção dos resultados apresentados no Capítulo 5. O Capítulo 6 apresentaa conclusão do trabalho.



2 Algoritmo das Projeções Sucessivas
Um modelo de regressão linear múltipla (RLM) expressa a relação entre um conjuntode variáveis independentes x1, x2, . . . , xK (também chamadas explicativas ou preditoras)e uma variável dependente y (resposta) através de uma equação da forma

y = β1x1 + β2x2 + . . .+ βKxK + ε (2.1)em que βk, k = 1, 2, . . . , K são constantes a serem determinadas e ε é uma parcela aleatóriade erro (CHARNET et al., 2008). Neste trabalho o termo �variável� (sem quali�cativo)será utilizado para representar uma variável independente.Os coe�cientes de regressão podem ser estimados com base em um conjunto de mode-lagem contendo N observações {(xi,1, xi,2, . . . , xi,K , yi), i = 1, 2, . . . , N}, sendo xi,k e yi osvalores de xk e y na i-ésima observação. Tal estimativa pode ser efetuada através do mé-todo de mínimos quadrados. Se os elementos do conjunto de modelagem forem dispostos



CAPÍTULO 2. ALGORITMO DAS PROJEÇÕES SUCESSIVAS 24na seguinte forma matricial:
X =




x1,1 x1,2 . . . x1,K

x2,1 x2,2 . . . x2,K... ... . . . ...
xN,1 xN,2 . . . xN,K




, y =




y1

y2...
yN




. (2.2)
então a estimativa b do vetor de coe�cientes de regressão β = [β1, β2, . . . , βK ]

′ é dada por(DRAPER; SMITH, 1998): b = (X′X)−1X′y (2.3)desde que a matriz X′X seja não-singular.Algoritmos de seleção de variáveis tem por �nalidade a escolha de um subconjunto devariáveis a serem incluídas no modelo de regressão. O Algoritmo das Projeções Sucessivas(APS), proposto em (ARAúJO et al., 2001), tem por objetivo selecionar um subconjuntode variáveis com baixa colinearidade que portem informação apropriada para construçãode um modelo de RLM por mínimos quadrados (GALVãO et al., 2008; LIU; HE, 2009;PONTES et al., 2005; SOUTO et al., 2010). Para aplicação do APS, os dados de mo-delagem são divididos em dois conjuntos de calibração e validação, contendo Nc e Nvobservações, respectativamente, sendo Nc + Nv = N . Seguindo uma disposição similarà apresentada na Equação (2.2), os dados de calibração e validação são dispostos emmatrizes Xc(Nc ×K), Xv(Nv × K) e vetores yc(Nc × 1), yv(Nv × 1). Em seguida cadacoluna das matrizes Xc e Xv são centralizadas na média do conjunto de calibração, ouseja, calcula-se a média de cada coluna de Xc e subtrai-se cada observação das matrizesXc e Xv do respectivo valor médio (FERREIRA et al., 1999).



CAPÍTULO 2. ALGORITMO DAS PROJEÇÕES SUCESSIVAS 25A execução do APS pode ser dividida em três fases principais. A fase 1 tem porobjetivo gerar K cadeias com M variáveis cada uma, sendo
M = min(Nc − 1, K). (2.4)Tais cadeias são geradas através da sequência de passos do Algoritmo 1 apresentadoabaixo. Nesse algoritmo, xk denota um vetor (Nc × 1) contendo as Nc observações davariável xk no conjunto de calibração.Algoritmo 1: Fase 1 do APS - Geração das cadeias de variáveisEntradas - Dados de calibração: Xc (Nc ×K)Passo 1: Faça k = 1Passo 2: Faça i = 1Passo 3: Faça x1

j = xj , j = 1, 2, . . . , KPasso 4: Faça z1 = x1
kPasso 5: Faça SEL(1, k) = kPasso 6: Calcule a matriz Pi de projeções no sub-espaço ortogonal a zi conforme aEquação (2.5)

P
i = I

z
i(zi)′

(zi)′zi
(2.5)em que I é uma matriz identidade de dimensões Nc ×Nc.Passo 7: Calcule os vetores projetados xi+1

j conforme a Equação (2.6)xi+1
j = Pixj

k, j = 1, 2, . . . , K. (2.6)



CAPÍTULO 2. ALGORITMO DAS PROJEÇÕES SUCESSIVAS 26Passo 8: Armazene o índice j∗ da variável de maior projeção no elemento (i+ 1, k) damatriz SEL:
j∗ = arg max

j∈{1,2,...,K}
‖ x

i+1
j ‖ (2.7)

SEL(i+ 1, k) = j∗ (2.8)Passo 9: Escolha o vetor que de�ne as projeções na próxima iteração:
z
i+1 = x

i+1
j∗ (2.9)Passo 10: Faça i = i+ 1. Se i ≤ M volte ao Passo 4Passo 11: Faça k = k + 1. Se k ≤ K volte ao Passo 2FIM As cadeias de variáveis correspondem aos índices armazenados nas colunas de SELSaídas - Índices das variáveis selecionadas: SEL (M ×K)A partir de uma variável inicial xk, cada elemento da cadeia é escolhido de modoa possuir a menor colinearidade em relação as variáveis anteriores, até que se completeo tamanho máximo M . Para isso, toma-se sempre a variável com maior projeção nosubespaço ortogonal ao das variáveis anteriores. O processo é repetido até que cada umadas K variáveis tenha sido usada para inicializar uma cadeia. Ao �nal, a k-ésima colunada matriz SEL conterá os índices das M variáveis da k-ésima cadeia.A Figura 2.1 ilustra as operações realizadas na Fase 1 do APS para um caso em que

K = 5, Nc = 3. Neste exemplo, a sequência das projeções é inicializada com z1 = x1
3 = x3.Observa-se que a maior projeção obtida foi a referente a x1, portanto na próxima iteração,z1 = x2

1 será tomado o vetor de referência para a realização das projeções.
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FIGURA 2.1 � Exemplo grá�co das operações realizadas na fase 1.Na fase 2 o APS utiliza o conjunto de validação para avaliar subconjuntos de variáveisextraídos das cadeias geradas na fase 1, conforme a sequência de passos do Algoritmo 2.Algoritmo 2: Fase 2 do APS - Avaliação dos subconjuntos de variáveisEntradas: - Dados de calibração: Xc (Nc ×K), yc (Nc × 1);- Dados de validação: Xv (Nv ×K), yv (Nv × 1);- Índices das variáveis selecionadas: SEL (M ×K).Passo 1: Faça k = 1Passo 2: Faça m = 1



CAPÍTULO 2. ALGORITMO DAS PROJEÇÕES SUCESSIVAS 28Passo 3: Sejam Xc,mk e Xv,mk matrizes (Nc ×m) e (Nv ×m) formadas pelas colunas deXc e Xv com índices SEL(1, k),SEL(2, k) . . . ,SEL(m, k) (isto é, os m primeiroselementos da k-ésima cadeia gerada na fase 1). Calcule o vetor de coe�ciente deregressão bmk com base em Xc,mk e yc de acordo com a Equação (2.10)bmk = (X′
c,mkXc,mk)

−1X′
c,mkyc (2.10)e aplique o modelo resultante ao conjunto de validação conforme a Equação (2.11)ŷv = Xv,mkbmk (2.11)Passo 4: Calcule o somatório do quadrado dos erros de validação ou PRESS(Prediction Error Sum of Squares) de acordo com a Equação (2.12)PRESS(m, k) =

Nv∑

i=1

(yv,i − ŷv,i)
2 (2.12)em que yv,i, ŷv,i são os i-ésimos componentes dos vetores yv e ŷv, respectivamente.Passo 5: Faça m = m+ 1. Se m ≤ M volte ao Passo 3Passo 6: Faça k = k + 1. Se k ≤ K volte ao Passo 2Passo 7: Obtenha os índices m e k que correspondem ao menor valor de PRESSconforme a Equação (2.13)

(m∗, k∗) = arg min
m∈{1,2,...,M} k∈{1,2,...,K}

PRESS(m, k) (2.13)FIM Os índices das variáveis escolhidas estão armazenados em



CAPÍTULO 2. ALGORITMO DAS PROJEÇÕES SUCESSIVAS 29SEL(1, k∗),SEL(2, k∗), . . . ,SEL(m∗, k∗).Saídas: - Índices das variáveis selecionadas: m∗, k∗Como resultado da fase 2, o melhor sub-conjunto de variáveis é aquele que conduz aomenor valor de PRESS dentre os subconjuntos testados. Vale ressaltar que a quantidademáxima de variáveis nos subconjuntos avaliados na fase 2 pode ser limitada a um número
M ≤ M de modo a reduzir o esforço computacional envolvido.Na fase 3 o APS utiliza mais uma vez o conjunto de validação, porém agora parareduzir o número de variáveis selecionadas na fase 2, descartando aquelas que não con-tribuam signi�cantemente para a capacidade preditiva do modelo RLM resultante. Paraesse propósito, emprega-se o Algoritmo 3 apresentado abaixo, que foi proposto em (GAL-VãO et al., 2008). Inicialmente, calcula-se um �índice de relevância� para cada variávelselecionada na Fase 2 como sendo o produto entre o desvio padrão amostral e o módulodo coe�ciente de regressão dessa variável. Em seguida, as variáveis são progressivamenteinseridas em um modelo MLR em ordem decrescente de relevância, obtendo-se o valor dePRESS para o conjunto de validação a cada nova variável inserida. Por �m, determina-seo menor número de variáveis para o qual o valor de PRESS não é signi�cativamente maiordo que o valor mínimo obtido nesse processo. Para isso, emprega-se um teste F , comoproposto em (HAALAND; THOMAS, 1988).A escolha de valor muito pequeno para o coe�ciente de signi�cância α no teste Fpode resultar em modelos �sub-ajustados� (under�tting). Em contra partida, se α formuito grande o teste poderá resultar em modelos �sobre-ajustados� (over�tting). Paraeste trabalho foi adotado α = 0.25 como sugerido na literatura (HAALAND; THOMAS,1988; LI et al., 2005).



CAPÍTULO 2. ALGORITMO DAS PROJEÇÕES SUCESSIVAS 30Vale salientar a possibilidade do uso da Validação Cruzada (VC) para o cálculo doPRESS nas fases 2 e 3, ao invés de se empregar um conjunto de validação separado. Em(GALVãO et al., 2007), realizaram o estudo de caso comparando o uso de um conjuntoseparado de validação e de VC concluindo-se que não existe diferenças expressivas nosresultados.Algoritmo 3: Fase 3 do APS - Eliminação �nal de variáveisEntradas: - Dados de calibração: Xc (Nc ×K), yc (Nc × 1);- Dados de validação: Xv (Nv ×K), yv (Nv × 1);- Índices das variáveis selecionadas: SEL (M ×K), m∗, k∗;- Coe�ciente de signi�cância: α.Passo 1: Sejam Xc,m∗k∗ e Xv,m∗k∗ matrizes (Nc ×m∗) e (Nv ×m∗) formadas pelascolunas de Xc e Xv com índices SEL(1, k∗),SEL(2, k∗) . . . ,SEL(m∗, k∗) (isto é, ascolunas associadas às variáveis selecionadas na fase 2). Calcule o vetor decoe�cientes de regressão bm∗k∗ com base em Xc,m∗k∗ e yc de acordo com a Equação(2.14) bm∗k∗ = (X′
c,m∗k∗Xc,m∗k∗)

−1X′
c,m∗k∗yc (2.14)Passo 2: Calcule o índice de relevância rj associado à j-ésima variável selecionada,conforme a Equação (2.15)

rj = sj |bm∗k∗(j)|, j = 1, 2, . . . , m∗ (2.15)em que sj é o desvio-padrão da j-ésima coluna de Xm∗k∗ . Seja j1, j2, . . . , jm∗ uma



CAPÍTULO 2. ALGORITMO DAS PROJEÇÕES SUCESSIVAS 31sequência que ordene os valores de relevância de forma decrescente, isto é:
rj1 ≥ rj2 ≥ . . . ≥ rjm∗

(2.16)Passo 3: Faça l = 1Passo 4: Seja Xc,l e Xv,l matrizes (Nc × l) e (Nv × l) formadas pelas colunas de Xc,m∗k∗e Xv,m∗k∗ com índices j1 até jl. Calcule o vetor de coe�cientes de regressão bl combase em Xc,l e yc de acordo com a Equação (2.17)bl = (X′
c,lXc,l)

−1X′
c,lyc (2.17)e aplique o modelo resultante ao conjunto de validação conforme a Equação (2.18)ŷv = Xv,lbl (2.18)Passo 5: Calcule o valor de PRESS de acordo com a Equação (2.19)

PRESS(l) =

Nv∑

i=1

(yv,i − ŷv,i)
2 (2.19)Passo 6: Faça l = l + 1. Se l ≤ m∗ volte ao Passo 4Passo 7: Calcule o mínimo dos valores de PRESS obtidos no Passo 5:

PRESSmin = min
l=1,2,...,m∗

PRESS(l) (2.20)



CAPÍTULO 2. ALGORITMO DAS PROJEÇÕES SUCESSIVAS 32Passo 8: Seja l∗ o menor valor de l para o qualPRESS(l)
PRESSmin

≤ Fcrit (2.21)em que Fcrit é o valor crítico da distribuição F com (Nv, Nv) graus de liberdadepara um coe�ciente de signi�cância α escolhido a priori.FIM: As variáveis selecionadas são aquelas associadas às colunas de Xc,m∗k∗ comíndices j1, j2, . . . , jl∗ .Saídas: - Índices das variáveis selecionadas:v(1) = SEL(j1, k∗)v(2) = SEL(j2, k∗)... ...v(l∗) = SEL(jl∗ , k∗);

- Coe�cientes de regressão: b = bl∗ .
2.1 APS-SubaggingO APS-Subagging foi proposto no artigo (GALVãO et al., 2006) no intuito de me-lhorar a predição de modelos RLM com base no conceito de subagging apresentado em(BÜHLMANN; YU, 2002). No APS-Subagging os dados de modelagem são aleatoria-mente dividos em um conjunto de calibração e um de validação que são então usados paraobter um modelo RLM empregando-se o APS. Tal procedimentos é repetido diversas ve-



CAPÍTULO 2. ALGORITMO DAS PROJEÇÕES SUCESSIVAS 33zes de forma a obter diferentes modelos que são então promediados ao �nal. Tal processoencontra-se descrito no Algoritmo 4 abaixo.Algoritmo 4: APS-SubaggingEntradas: - Dados de modelagem: X (N ×K), y (N × 1);- No de amostras a serem usadas na calibração: Nc;- No de iterações: P .Passo 1: Faça p = 1Passo 2: Gere aleatoriamente uma partição {Ic, Iv} do conjunto de índices
I = {1, 2, . . . , N} tal que Ic ∪ Iv = I e Ic ∩ Iv = ∅, com Ic e Iv contendo Nc e
N −Nc índices, respectivamente.Passo 3: Sejam Xc e Xv matrizes (Nc ×K) e (Nv ×K) formadas pelas linhas de Xc eXv com índices pertencentes a Ic e Iv, respectivamente. Sejam também yc e yvvetores (Nc × 1) e (Nv × 1) formados pelas linhas de yc e yv com índicespertencentes a Ic e Iv, respectivamente.Passo 4: Execute as fases 1, 2 e 3 do APS empregando as matrizes Xc e Xv, e os vetoresyc e yv construídos no Passo 3, obtendo os índices das variáveis selecionadasv(1),v(2), . . . ,v(l∗) e o respectivo vetor de coe�cientes de regressão b (l∗ × 1).Passo 5: Construa um vetor de coe�cientes de regressão baps

p (K × 1) com valoresiguais a zero nas posições correspondentes às variáveis não-selecionadas, isto é:baps
p (k) =





0, k 6∈ {v(1),v(2), . . . ,v(l∗)}b(i), k = v(i), i = 1, 2, . . . , l∗
(2.22)



CAPÍTULO 2. ALGORITMO DAS PROJEÇÕES SUCESSIVAS 34Passo 6: Faça p = p+ 1. Se p ≤ P volte para o Passo 2.Passo 7: Calcule a média bsub dos p vetores de coe�cientes de regressão obtidos noPasso 5, conforme a Equação 2.23bsub =
1

P

P∑

p=1

baps
p (2.23)FIM: O modelo APS-Subagging é dado pelo vetor de coe�cientes de regressão bsub.Saídas: bsubNeste trabalho será investigado também a utilização do subagging com o uso do APSempregando VC. Uma descrição da técnica proposta, denominada APS-VC-Subagging, éapresentada no Algoritmo 5 abaixo:Algoritmo 5: APS-VC-SubaggingEntradas: - Dados de modelagem: X (N ×K), y (N × 1);- No de amostras a serem usadas na calibração: Nc;- No de iterações: P .Passo 1: Faça p = 1Passo 2: Extraia aleatoriamente do conjunto de índices I = {1, 2, . . . , N} umsubconjunto {Ic} com Nc elementos não repetidos.Passo 3: Seja Xc uma matriz (Nc ×K) formada pelas linhas de Xc com índicespertencentes a Ic. Sejam também yc um vetor (Nc × 1) formado pelas linhas de yccom índices pertencentes a Ic.



CAPÍTULO 2. ALGORITMO DAS PROJEÇÕES SUCESSIVAS 35Passo 4: Execute o APS utilizando a validação cruzada nas fases 2 e 3 para o cálculodo PRESS, empregando a matriz Xc e o vetor yc construídos no Passo 3, obtendoos índices das variáveis selecionadas v(1),v(2), . . . ,v(l∗) e o respectivo vetor decoe�cientes de regressão b (l∗ × 1).Passo 5: Construa um vetor de coe�cientes de regressão baps.vc
p (K × 1) com valoresiguais a zero nas posições correspondentes às variáveis não-selecionadas, isto é:baps.vc

p (k) =





0, k 6∈ {v(1),v(2), . . . ,v(l∗)}b(i), , k = v(i)i = 1, 2, . . . , l∗
(2.24)

Passo 6: Faça p = p+ 1. Se p ≤ P volte para o Passo 2.Passo 7: Calcule a média bvc.sub dos p vetores de coe�cientes de regressão obtidos noPasso 5 conforme a Equação (2.25)bvc.sub =
1

P

P∑

p=1

baps.vc
p (2.25)FIM: O modelo APS-VC-Subagging é dado pelo vetor de coe�cientes de regressãobvc.sub.Saídas: bvc.subVale salientar que o custo computacional envolvido na obtenção do modelo APS-Subagging e APS-VC-Subagging pode ser elevado devido à necessidade de executar o APSdiversas vezes. Uma possível forma de reduzir este custo é a implementação do APSutilizando regressões sequenciais, como descrito no Capítulo 3.



3 Regressões Sequenciais
A segunda fase do APS tem como objetivo selecionar subconjuntos de variáveis commaior potencial preditivo a partir das cadeias de variáveis resultantes das projeções feitasna fase 1. Em relação ao custo computacional do algoritmo, observa-se que a fase 2 tipica-mente tem o maior custo quando comparada às outras fases. Por exemplo, considerandoum conjunto de calibração e um conjunto de validação com 200 e 100 objetos aleatoria-mente gerados, ambos possuindo 300 variáveis. Ao executar o APS com estes conjuntosas fases 1, 2 e 3 gastaram 3.9, 130.1 e 0.05 segundos, respectivamente. Dessa forma,existe a oportunidade para melhoria computacional do APS eliminando a redundânciados cálculos da fase 2.Por exemplo, para o modelo com uma variável {x1} faz-se a regressão por mínimos-quadrados para obter b1. Para a regressão com duas variáveis {x1, x2} faz-se novamente aregressão para obter b2. Seria desejável que os coe�cientes b1 pudessem ser reaproveitadospara a regressão com duas variáveis {x1, x2}, ao invés de efetuar todo o cálculo nova-mente. Para isso, foi elaborada uma modi�cação da fase 2 do APS utilizando o métodode regressão sequencial proposto por Gusnanto (GUSNANTO et al., 2003).A formulação das regressões sequenciais inicia com modelo de uma única variável na



CAPÍTULO 3. REGRESSÕES SEQUENCIAIS 37forma
y = β

(1)
1 x1 + εy|x1 (3.1)sendo β

(1)
1 o coe�ciente de regressão e εy|x1 o resíduo do modelo. Os superescritos (1) e

y|x1 denotam que uma variável independente é empregada no modelo e que y é regredidaem x1, respectivamente. A estimativa de mínimos-quadrados de β
(1)
1 é dada por:

b
(1)
1 =

∑n

i=1 yixi,1∑n

i=1(x
2
i,1)

(3.2)em que yi, xi,1 são os valores de y e x1 para o i-ésimo objeto, respectivamente.Utilizando uma notação similar, o modelo com duas variáveis é escrito como y =

β
(2)
1 x1 + β

(2)
2 x2 + εy|x1,x2 . Para obter b(2)1 e b(2)2 , x2 é inicialmente regredida em x1 segundoum modelo da forma

x2 = δ
x2|x1

1 x1 + εx2|x1 (3.3)em que o coe�ciente δ
x2|x1

1 pode ser estimado por regressão univariada como
δ̂
x2|x1

1 =

∑n

i=1 xi,2xi,1∑n

i=1(x
2
i,1)

(3.4)Então, como mostrado em (GUSNANTO et al., 2003), b(2)1 e b(2)2 podem ser obtidos como
b
(2)
2 =

∑n

i=1 e
y|x1

i xi,2∑n

i=1 e
x2|x1

i xi,2

, b
(2)
1 = b

(1)
1 − δ̂

x2|x1

1 b
(2)
2 (3.5)em que e

y|x1

i = yi − b11xi,1 e e
x2|x1

i = xi,2 − δ̂
x2|x1

1 xi,1O procedimento pode ser generalizado para obter um modelo com m variáveis a partirde um modelo com (m− 1) variáveis, com m variando de dois até M . A nova variável xm



CAPÍTULO 3. REGRESSÕES SEQUENCIAIS 38a ser inserida no modelo é inicialmente regredida em x1, x2, . . . , xm−1 de acordo com ummodelo da forma
xm = δ

xm|x1,...,xm−1

1 x1 + δ
xm|x1,...,xm−1

2 x2 + . . .+ δ
xm|x1,...,xm−1

m−1 xm−1 + εxm|x1,...,xm−1 (3.6)Os coe�cientes b(m)
1 , b

(m)
2 , . . . , b

(m)
m do modelo com m variáveis podem então ser estimadoscomo
b(m)
m =

∑n

i=1 e
y|x1,...,xk−1xi,m∑n

i=1 e
xm|x1,...,xm−1

i xi,m

(3.7)
b
(m)
m−j = b

(m−1)
m−j − δ̂

xm|x1,...,xm−1

m−j b(m)
m , j = 1, . . . , m− 1 (3.8)sendo

e
xm|x1,...,xm−1

i = xi,m−(δ̂
xm|x1,...,xm−1

1 xi,1+ δ̂
xm|x1,...,xm−1

2 xi,2+. . .+ δ̂
xm|xm,...,xm−1

m−1 xi,m−1) (3.9)
e
y|x1,...,xm−1

i = yi − (b
(m−1)
1 xi,1 + b

(m−1)
2 xi,2 + . . .+ b

(m−1)
m−1 xi,m−1) (3.10)

3.1 Exemplo numérico da regressão sequencialSejam X (3× 3) e y (3× 1) as matrizes geradas aleatoriamente abaixo:
X =




0.9528 0.5982 0.8368

0.7041 0.8407 0.5187

0.9539 0.4428 0.0222



, y =




0.3759

0.8986

0.4290



. (3.11)

Inicialmente supõe-se um cenário em que seja utilizada apenas a primeira coluna de X,a saber x1 = [0.9528 0.7041 0.9539]′. O coe�ciente de regressão b
(1)
1 é então obtido



CAPÍTULO 3. REGRESSÕES SEQUENCIAIS 39substituindo os respectivos valores na Equação (3.2), o que leva a
b
(1)
1 =

(0.3759× 0.9528) + (0.8986× 0.7041) + (0.4290× 0.9539)

(0.9528)2 + (0.7041)2 + (0.9539)2
(3.12)

= 0.6052.Agora adiciona-se a segunda coluna de X, isto é x2 = [0.5982 0.8407 0.4428]′. Paraobter os coe�cientes de regressão β
(2)
1 , β(2)

2 deve-se primeiramente regredir x2 em x1 deacordo com a Equação (3.4) e encontrar ey|x1 e ex2|x1 , como mostrado abaixo:
δ̂x2|x1 =

(0.5982× 0.9528) + (0.8407× 0.7041) + (0.4428× 0.9539)

(0.9528)2 + (0.7041)2 + (0.9539)2

= 0.6848, (3.13)
ey|x1 =




0.3759

0.8986

0.4290



− 0.6052




0.9528

0.7041

0.9539



=




−0.2007

0.4725

−0.1483




(3.14)e ex2|x1 =




0.5982

0.8407

0.4428



− 0.6848




0.9528

0.7041

0.9539



=




−0.0534

0.3586

−0.2104



. (3.15)

Substituindo os valores encontrados na Equação (3.5), tem-se:
b
(2)
2 =

(−0.2007× 0.5982) + (0.4725× 0.8407) + (−0.1483× 0.4428)

(−0.0534× 0.5982) + (0.3586× 0.8407) + (−0.2104× 0.4428)

= 1.2032, (3.16)
b
(2)
1 = 0.6052− (0.6848× 1.2032)
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= −0.2188. (3.17)Finalmente, será adicionada a terceira coluna de X, isto é x3 = [0.8368 0.5187 0.0222]′.O cálculo do coe�ciente de regressão será feito através da estimativa de mínimos quadrados(LAWSON; HANSON, 1974) como mostra a Equação (2.3). De modo semelhante aomodelo univariado, como mostra a Equação (3.6), deve-se primeiramente regredir x3 emx2 e x1:

(X′X)−1 =







0.9528 0.7041 0.9539

0.5982 0.8407 0.4428


×




0.9528 0.5982

0.7041 0.8407

0.9539 0.4428







−1

=







2.2134 1.5842

1.5842 1.2607







−1

=




3.0998 −3.8952

−3.8952 5.6879


 (3.18)

δ̂x3|x1,x2 =




3.0998 −3.8952

−3.8952 5.6879


×




0.9528 0.7041 0.9539

0.5982 0.8407 0.4428


×




0.8368

0.5187

0.0222




=




−0.0176

0.7728


 (3.19)



CAPÍTULO 3. REGRESSÕES SEQUENCIAIS 41Para obter ex3|x2,x1 e ey|x2,x1 tem-se:
ex3|x1,x2 =




0.3759

0.8986

0.4290



−



−0.0176




0.9528

0.7041

0.9539



+ 0.7728




0.5982

0.8407

0.4428







=




0.3913

−0.1187

−0.3033




(3.20)
ey|x1,x2 =




0.8368

0.5187

0.0222



−



−0.2188




0.9528

0.7041

0.9539



+ 1.2032




0.5982

0.8407

0.4428







=




−0.1354

0.0410

0.1049




(3.21)
Os coe�cientes de regressão b

(3)
1 , b(3)2 e b(3)3 são obtidos substituindo os respectivos valoresna Equação (3.7):

b
(3)
3 =

(−0.1354× 0.8368) + (0.0410× 0.5187) + (−0.1049× 0.0222)

0.3913× 0.8368) + (−0.1187× 0.5187) + (−0.3033× 0.0222)

= −0, 3459, (3.22)
b
(3)
2 = 1.2032− 0.7728× (−0.3459)

= 1.4706 (3.23)
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b
(3)
1 = −0.2188− (−0.0176)× (−0.3459)

= −0.2249. (3.24)Finalmente, para �ns de comparação, a regressão clássica por mínimos quadrados foicalculada para o exemplo em questão conforme mostrado abaixo.
(X′X)−1 =







0.9528 0.7041 0.9539

0.5982 0.8407 0.4428

0.8368 0.5187 0.0222



×




0.9528 0.5982 0.8368

0.7041 0.8407 0.5187

0.9539 0.4428 0.0222







−1

=







2.3134 1.5842 1.1837

1.5842 1.2607 0.9465

1.1837 0.9465 0.9698







−1

=




3.1010 −3.9476 0.0678

−3.9476 7.9925 −2.9821

0.0678 −2.9821 3.8587




(3.25)
b =




3.1010 −3.9476 0.0678

−3.9476 7.9925 −2.9821

0.0678 −2.9821 3.8587



×




0.9528 0.7041 0.9539

0.5982 0.8407 0.4428

0.8368 0.5187 0.0222



×




0.3759

0.8986

0.4290




=




−0.2249

1.4706

−0.3459




(3.26)
Como se pode observar, o resultado expresso em (3.26) é o mesmo ao qual se havia



CAPÍTULO 3. REGRESSÕES SEQUENCIAIS 43chegado nas Equações (3.22), (3.23) e (3.24).
3.2 Exemplo da redução do custo computacionalPara constatar a redução do custo computacional, foi gerada aleatoriamente umamatriz X de (500× 500) e um vetor y de (500× 1).Utilizando a regressão sequencial, estes dados foram testados variando a quantidadede variáveis de 2, 3, . . . , 300, 350, . . . , 500. O tempo gasto na execução é apresentado naFigura 3.1.
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FIGURA 3.1 � Tempo computacional da regressão com (a) con�guração original e (b)com a formulação proposta.É possível observar uma redução considerável do tempo gasto ao utilizar a formulaçãode regressão seqüencial (b) ao invés da técnica tradicional que requer o cálculo da inversa(a); constatando a e�cácia da técnica.O uso da técnica de regressões sequenciais no APS foi relatada em (SOARES et al.,2010). Nesse artigo, apresentou-se um estudo de caso envolvendo dados espectrofoto-



CAPÍTULO 3. REGRESSÕES SEQUENCIAIS 44métricos de amostras de trigo. Como resultado, obteve-se ganhos de até 10 vezes comrespeito ao APS tradicional.Os testes realizados com os algoritmos utilizados neste trabalho foram implementadosem ambienteMATLABr versão 7.9.0 (R2009b) (The MathWorks, Inc.). A con�guraçãodo computador utilizado consiste em um processador Intelr Core i5TM (Intel Corp.),com clock de (2×) 2.27 GHz e 4GB de memória RAM (Random Access Memory), comsistema operacional Windows7r (Microsoft Corp.) Home Premium.



4 Material e Métodos
4.1 Conjunto de dadosNeste trabalho foi empregado um conjunto de dados de espectros de re�ectância noinfravermelho próximo (Near Infrared, NIR) publicamente disponíveis no site:ftp://ftp.clarkson.edu/pub/hopkepk/Chemdata/Kalivas/ (Kalivas, citado por (FO-RINA et al., 2007)).Este conjunto de dados contém 100 amostras de trigo para as quais foram medidasespectros NIR de re�ectância difusa em três espectrofotômetros diferentes, porém serãoutilizados somente os dados referentes ao primeiro deles, com faixa espectral de 1100 −

2498nm e resolução de 2nm resultando num total de 701 variáveis espectrais (FORINAet al., 2007). O conjunto de dados também contém os teores de umidade e proteínapara cada uma das 100 amostras. A faixa de variação dessas propriedades é mostrada naTabela 4.1TABELA 4.1 � Faixa de variação das propriedades analisadas do trigo (%m/m).Propriedade Umidade ProteínaFaixa de variação 12,45-17,36 7,75-14,28A Figura 4.1 apresenta os 100 espectros do conjunto de dados. Como pode ser ob-servado na Figura 4.1a, os espectros apresentam deslocamento de linha de base. Sabe-se

ftp://ftp.clarkson.edu/pub/hopkepk/Chemdata/Kalivas/


CAPÍTULO 4. MATERIAL E MÉTODOS 46que tais deslocamentos tipicamente estão relacionados a variações ambientais e/ou de po-sicionamento da amostra e não a alterações de sua composição química (BEEBE; PELL;SEASHOLTZ, 1998). Para corrigir tal problema, optou-se por trabalhar com os espectrosderivativos obtidos com o uso de um �ltro de Savitzky-Golay empregando polinômio de 2agrau e janela de 21 pontos (FORINA et al., 2007). Como resultado o número de variáveisfoi reduzido para 681. Os espectros derivativos estão apresentados na Figura 4.1b. Emseguida foram eliminadas as variáveis cuja máxima intensidade de sinal para todos os es-pectros derivativos não excedessem 2% da intensidade máxima do sinal no conjunto totalde dados (HONORATO et al., 2005), resultando 652 variáveis. Os espectros resultantesque foram utilizados ao longo do trabalho são apresentados na Figura 4.2.
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FIGURA 4.1 � Espectros das 100 amostras de trigo: (a) Brutos e (b) Derivativos.
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FIGURA 4.2 � Espectros derivativos das 100 amostras de trigo após o descarte das va-riáveis cuja máxima intensidade não excedessem 2% da intensidade máxima do sinal noconjunto total.No intuito de avaliar a capacidade preditiva dos modelos a serem obtidos dividiu-se osdados em um conjunto de modelagem e outro de predição. Para esse propósito aplicou-se oalgoritmo Kennard-Stone (KENNARD; STONE, 1969) nos espectros derivativos (Figura4.2) das 100 amostras disponíveis. Tal algoritmo realiza uma amostragem uniforme porqueprocura maximizar a menor distância entre os objetos selecionados em um certo conjunto.Aplicando-se o algoritmo de Kennard-Stone aos espectros da Figura 4.2 os dados foramdivididos em 70 objetos de modelagem e 30 de predição. Um esquema desta divisão éapresentado na Figura 4.3. O conjunto de predição em nenhum momento é utilizado naobtenção dos modelos, �cando reservado exclusivamente para o processo de avaliação.
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FIGURA 4.3 � Divisão dos dados de trigo em modelagem e previsão.O resultado da aplicação do algoritmo Kennard-Stone pode ser visualizado na Figura4.4. Observa-se em (a) e (d) os histogramas referentes ao teor de umidade e de proteína.Os objetos selecionados para modelagem e predição encontram-se indicados em (b) e (c).
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FIGURA 4.4 � Teores de umidade e proteína com indicação dos objetos selecionados paramodelagem e predição.Pode-se notar que os valores de proteína encontram-se agrupados em torno de 11%m/m, em contra partida os valores de umidade apresentam uma separação em dois gru-



CAPÍTULO 4. MATERIAL E MÉTODOS 49pos. Poderia-se analisar essa heterogeneidade da umidade, gerando modelos separados,mas optou-se neste trabalho por tratar o conjunto como um só. Também não há evidenciasde outliers que necessitassem serem descartados do conjunto de dados. Observa-se tam-bém que os objetos de predição representam adequadamente o conjunto de dados (tantona proteína quanto nos dois grupos da umidade) permitindo então uma forma apropriadade avaliação da capacidade preditiva dos modelos.Tais considerações são corroboradas pela Figura 4.5 que mostra os grá�cos dos escoresobtidos pela análise por Componentes Principais (PC) aplicada aos 100 espectros pré-processados (FERREIRA et al., 1999). Mais uma vez não há indícios de outliers quenitidamente devam ser excluídos do conjunto de dados, e novamente observa-se que oconjunto de predição se distribui de maneira adequada dentro do conjunto de dados.
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(b) PC2 × PC3FIGURA 4.5 � Grá�co dos escores de (a) PC1 × PC2 e (b) PC2 × PC3 para as 100amostras de trigo.Os valores entre parênteses no grá�co mostram a variância explicada em cada PC.As três variâcias explicadas somadas explicam 95, 6% dos dados, o que é su�ciente paraa realização dessa análise exploratória.



CAPÍTULO 4. MATERIAL E MÉTODOS 504.2 Algoritmos empregados4.2.1 APS e APS-VCPara a aplicação do APS, os 70 objetos de modelagem foram divididos em um conjuntode calibração e um de validação contendo 49 e 21 objetos, respectivamente. Para essepropósito, aplicou-se novamente o algoritmo de Kennard-Stone, como ilustrado na Figura4.6.

FIGURA 4.6 � Divisão dos dados de trigo em modelagem e previsão.Vale salientar que tal separação não é necessária para aplicação do APS-VC. Nessecaso, utilizam-se diretamente os dados de modelagem, como indicado na Figura 4.7a.
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FIGURA 4.7 � Obtenção dos modelos (a) APS-VC e (b) APS.O APS foi con�gurado para utilizar todas as M = 48 variáveis disponíveis, em contrapartida os modelos APS-VC que utilizavam todas asM variáveis selecionaram um númeroexcessivo de variáveis resultando em modelos menos parcimoniosos. Por esse motivo aquantidade máxima de variáveis utilizadas no APS-VC sejaM = 35 (metade do número deobjetos de modelagem). Para ambos os algoritmos, a quantidade de objetos de calibraçãofoi �xado em Nc = 49 (70% do conjunto de modelagem).4.2.2 APS-Subagging e APS-VC-SubaggingO APS-Subagging foi implementado como mostra a Figura 4.9. Neste caso, ao con-trario da aplicação do APS descrita na Seção 4.2.1, a separação entre os conjuntos decalibração e validação foi realizada de forma aleatória repetindo-se o procedimento Pvezes obtendo-se modelos que posteriormente foram promediados resultando no modeloAPS-Subagging.Como descrito em (GALVãO et al., 2006) para valores de P > 50 não houve ganhosconsideráveis. Dessa forma neste trabalho investigou-se o efeito de se variar o número de
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FIGURA 4.8 � Obtenção do modelo APS-Subagging.Na implementação do APS-VC-Subagging conjuntos de calibração foram aleatória-mente extraídos do conjunto de modelagem de modo a gerar modelos que posteriormenteforam promediados resultando no modelo APS-VC-Subagging, como ilustrado na Figura4.9.

FIGURA 4.9 � Obtenção do modelo APS-VC-Subagging.Vale salientar que ambos algoritmos serão testados variando-se a quantidade de obje-tos no conjunto de calibração (Nc) e se o algoritmo segue o mesmo comportamento se as



CAPÍTULO 4. MATERIAL E MÉTODOS 53sementes do gerador de números aleatórios utilizadas forem alteradas.
4.3 Forma de Análise dos ResultadosOs resultados obtidos foram avaliados por dois parâmetros relacionado à capacidadede previsão e à sensibilidade ao ruído. A capacidade de previsão dos modelos foi aferidacom base na raiz quadrada do erro quadrático médio de predição (Root Mean Square Errorof Prediction, RMSEP) obtido com o conjunto de predição. O RMSEP é de�nido como:

RMSEP =

√∑Np

i=1(yi − ŷi)2

Np

(4.1)em que yi e ŷi são o valor de referência e o dos valor predito da propriedade em consideraçãopara o i-ésimo objeto de predição, sendo Np o número de amostras de predição (30 nestecaso).Já a sensibilidade ao ruído foi avaliada com base na norma 2 do vetor de coe�cientesde regressão (||b||), que pode ser de�nida como:
||b|| = √√√√

K∑

k=1

(b(k))2 (4.2)sendo K = 652 a quantidade de variáveis em questão.



5 Resultados
Neste capítulo apresentam-se inicialmente os resultados obtidos com o algoritmo dasprojeções sucessivas sem uso de subagging, considerando as alternativas de validação porsérie de teste (APS) e validação cruzada (APS-VC). Em seguida, tais resultados são com-parados com os obtidos mediante o uso de subagging, levando-se em conta os critérios decapacidade preditiva e sensibilidade a ruído. Em particular, avalia-se o efeito de se variara fração de subamostragem empregada. Por �m, os principais resultados são resumidos,apresentando-se uma análise comparativa das técnicas estudadas.

5.1 APS e APS-VCConforme indicado na Figura 5.1, a aplicação do APS resultou na seleção de 3 va-riáveis para de umidade e de 16 variáveis para proteína. Os grá�cos apresentados nesta�gura trazem os valores de RMSE (Root Mean Square Error) obtidos para o conjunto devalidação na fase 3 do algoritmo. Tal métrica é de�nida como RMSE =
√

PRESS/Nv.Como se pode notar, o número de variáveis selecionadas não corresponde ao valor mínimode RMSE. Com efeito, o teste F empregado na fase 3 indica que é possível tomar umponto anterior da curva sem que o RMSE seja signi�cativamente maior que o mínimoencontrado.



CAPÍTULO 5. RESULTADOS 55Vale salientar que o número máximo de variáveis considerado nesta avaliação é di-ferente para umidade e proteína, tendo em vista que a fase 3 opera sobre o resultadoda seleção realizada na fase 2 (5 variáveis para umidade e 22 variáveis para proteína).Resultados similares foram obtidos com o uso de validação cruzada, como apresentado naFigura 5.2.
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CAPÍTULO 5. RESULTADOS 56estão próximas de variáveis selecionadas para proteína, como visto em 5.3(b). Contudopara proteína observa-se que foi necessária a inclusão de variáveis adicionais.Boa parte das variáveis selecionadas pelo APS-VC encontram-se próximas às variáveisselecionadas pelo APS, como mostra a Figura 5.4. Isso indica uma certa �robustez�do algoritmo com respeito ao procedimento de validação empregado. Contudo algumasdiferenças podem ser apontadas. Por exemplo, a primeira variável selecionada (contandoda esquerda para direita) da Figura 5.3(a) não foi incluída no modelo pelo APS-VC comomostra a Figura 5.4(a). Isso mostra que a forma como o conjunto de modelagem é utilizadopara guiar o processo de seleção de variáveis in�uencia o resultado, em certo grau, o queé uma motivação para se explorar técnicas de reamostragem.
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(b) ProteínaFIGURA 5.3 � Variáveis selecionadas pelo APS.
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CAPÍTULO 5. RESULTADOS 57A Tabela 5.1 compara os modelos obtidos por APS e APS-VC em termos da normados coe�cientes de regressão (||b||) e do valor de RMSEP obtido no conjunto de predição.Tanto a ||b|| quanto o RMSEP foram ligeiramente menores para o APS-VC, o que cor-robora a importância de se incluir o uso de validação cruzada no estudo aqui realizado.Contudo, vale salientar que o custo computacional demandado é maior para o APS-VCdevido ao fato de se realizar Nmodel vezes a RLM para a avaliação de cada subconjuntode variáveis.TABELA 5.1 � Valores de RMSEP e ||b|| obtidos com APS e APS-VC para Umidade eProteína (%m/m). Umidade ProteínaRMSEP ||b|| RMSEP ||b||APS 0,24 4452 0,42 30880APS-VC 0,20 4084 0,39 29656
5.2 Uso do subaggingNeste estudo, �xou-se inicialmenteNc = 49 para o APS-Subagging e APS-VC-Subagging.A Figura 5.5 apresenta o RMSEP obtido com o APS-Subagging, para (a) umidade e (b)proteína, em função do número de iterações de subamostragem. A linha cheia representao resultado médio de 30 realizações do subagging, obtidas variando-se a semente do ge-rador de números aleatórios empregado na subamostragem. As linhas tracejadas verdesmostram os limites (superior e inferior) de ±1 desvio-padrão, enquanto a linha tracejadavermelha indica o resultado obtido pelo APS. Observa-se uma melhora para ambas pro-priedades, mesmo considerando o limite de +1 desvio-padrão. Vale salientar também quenão há melhora expressiva para valores de P > 30. Da mesma forma, a Figura 5.6 mostrao resultado médio das 30 realizações, porém agora da ||b|| para as duas propriedades em



CAPÍTULO 5. RESULTADOS 58questão. Veri�ca-se os mesmo resultados, em que a média e grande parte da região de
±1 desvio-padrão encontram-se abaixo dos resultados obtidos sem o uso do subagging. Etambém não é observado nenhuma melhora expressiva para P > 30.
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(b) ProteínaFIGURA 5.5 � RMSEP obtido com 30 realizações do APS-Subagging.
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(b) ProteínaFIGURA 5.6 � ||b|| obtida com 30 realizações do APS-Subagging.A Figura 5.7 mostra uma avaliação multiobjetivo para o resultado médio das 30iterações do subagging. A linha cheia apresenta a evolução desde a primeira iteração atéa ultima. Como se pode notar, dado um número su�cientemente grande de iterações, épossível obter um resultado que domina aquele obtido sem o subagging (representado pelalinhas tracejadas vermelhas). Vale ainda salientar que há pouca alteração entre P = 30 e
P = 50 iterações, como comentado anteriormente.A linha cheia mostra a evolução da primeira iteração até a 30a trespassando as li-
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(b) ProteínaFIGURA 5.9 � ||b|| obtida com 30 realizações do APS-VC-Subagging.
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CAPÍTULO 5. RESULTADOS 615.3 Variação da fração de subamostragemComo discutido na Seção anterior, os resultados do APS-Subagging e APS-VC-Subaggingnão variam expressivamente para um número de iterações maior de que P = 30. Dessemodo, os resultados apresentados adiante serão referentes a P = 30 iterações. Adicional-mente, como a dispersão observada entre as 30 realizações foi pequena, serão mostradosos resultados de uma única realização.Avaliou-se o resultado do APS-Subagging ao variar o tamanho dos subconjuntos decalibração Nc, alterando-os de 10% a 90% dos 49 objetos de calibração. Para efeito decomparação, o conjunto de modelagem foi dividido nas mesmas proporções utilizando oalgoritmo Kennard-Stone, para posterior aplicação do APS. Os resultados obtidos estãoapresentados na Figura 5.11. O uso do subagging mais uma vez mostrou-se favorável emtodas as frações de subamostragem para as duas propriedades analisadas, tanto para oRMSEP quanto para a ||b||.
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(b) ProteínaFIGURA 5.11 � Avaliação multiobjetivo do APS-Subagging variando a fração de suba-mostragem.Repetindo esse procedimento para o APS-VC-Subagging novamente é observada uma



CAPÍTULO 5. RESULTADOS 62melhora ao utilizar-se do Subagging em ambos os parâmetros para todas as frações.
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(b) ProteínaFIGURA 5.12 � Avaliação multiobjetivo do APS-VC-Subagging variando a fração de su-bamostragem.De um modo geral, conclui-se que com a fração de 50% são obtidos bons resultadosde RMSEP e ||b|| para ambas as propriedades, tanto para o APS quanto para o APS-VC.
5.4 Comparação geralConforme mostra a Tabela 5.2, o APS-Subagging apresenta resultados similares aoAPS-VC-Subagging em termos de RMSEP, porém melhor em relação a sensibilidade aruído (||b||). Este comportamento é observado para as duas propriedades analisadas(umidade e proteína).TABELA 5.2 � Valores de RMSEP e ||b|| obtidos com APS-Subagging e APS-VC-Subagging (%m/m) e a melhora (%) obtida em comparação com APS e APS-VC.Umidade ProteínaRMSEP Melhora ||b|| Melhora RMSEP Melhora ||b|| MelhoraAPS-Subagging 0,18 25% 2254 49% 0,34 19% 13370 57%APS-VC-Subagging 0,18 10% 3667 10% 0,35 10% 17089 42%A melhora obtida com o subagging é gra�camente apresentada nas Figuras 5.13 e



CAPÍTULO 5. RESULTADOS 635.14 comparando das predições obtidas com (a) APS e (b) APS-Subagging para as duaspropriedades em questão.
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FIGURA 5.13 � Comparação entre o valor esperado e o predito com (a) APS e (b) APS-Subagging para umidade (P = 30 iterações).
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FIGURA 5.14 � Comparação entre o valor esperado e o predito com (a) APS e (b) APS-Subagging para proteína (P = 30 iterações).Veri�ca-se que tanto para umidade quanto para proteína as predições obtidas comAPS-Subagging encontram-se mais agrupadas em relação a bissetriz de que as obtidascom o APS. Vale salientar que não há existência de erro sistemático, pois os pontos do



CAPÍTULO 5. RESULTADOS 64grá�cos se distribuem em ambos os lados da reta bissetriz.As Figuras 5.15 e 5.16 mostram os coe�cientes de regressão obtidos com APS e comAPS-Subagging para (a) umidade e (b) proteína. Vale notar que com a subamostragemhouve um aumento do número de variáveis incluídas no modelo, mas em contrapartidahouve uma redução na magnitude dos coe�cientes de regressão.
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FIGURA 5.15 � Comparação dos coe�cientes de regressão do modelo obtido com (a) APSe (b) APS-Subagging para umidade (P = 30 iterações).
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FIGURA 5.16 � Comparação dos coe�cientes de regressão do modelo obtido com (a) APSe (b) APS-Subagging para proteína (P = 30 iterações).



CAPÍTULO 5. RESULTADOS 65O mesmo comportamento pode ser observado para as comparações dos modelos obti-dos com APS-VC e APS-VC-Subagging. As predições são apresentadas nas Figuras 5.17e 5.18, juntamente com os coe�cientes de regressão nas Figuras 5.19 e 5.20. Novamentenota-se uma melhora do uso do subagging.
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FIGURA 5.17 � Comparação entre o valor esperado e o predito com (a) APS-VC e (b)APS-VC-Subagging para umidade (P = 30 iterações).
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FIGURA 5.18 � Comparação entre o valor esperado e o predito com (a) APS-VC e (b)APS-VC-Subagging para proteína (P = 30 iterações).
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FIGURA 5.19 � Comparação dos coe�cientes de regressão do modelo obtido com (a)APS-VC e (b) APS-VC-Subagging para umidade (P = 30 iterações).
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FIGURA 5.20 � Comparação dos coe�cientes de regressão do modelo obtido com (a)APS-VC e (b) APS-VC-Subagging para proteína (P = 30 iterações).As Figuras 5.21 e 5.22 mostram os histogramas contendo as variáveis selecionadas nodecorrer de 50 iterações do APS e APS-VC, respectivamente. Em azul estão acumuladasas variáveis selecionadas no subagging, enquanto em vermelho são mostradas as sem o usoda subamostragem.
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(b) ProteínaFIGURA 5.21 � Histograma das variáveis selecionadas com APS-Subagging para 50 ite-rações.
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(b) ProteínaFIGURA 5.22 � Histograma das variáveis selecionadas com APS-VC-Subagging para 50iterações.Observa-se que dentre as variáveis selecionadas pelo APS e APS-VC, a maior partedelas foram também selecionadas pelo Subagging, mostrando que são variáveis importantespara modelagem. Também é observado que o uso do subagging permite contemplar nomodelo um número maior de variáveis, evitando que determinadas informações sejam



CAPÍTULO 5. RESULTADOS 68descartadas do processo.As Figuras 5.23 e 5.24 mostram o processo contrário, ou seja, as variáveis mais seleci-onadas com o uso do subagging comparadas com as variáveis selecionadas sem o seu uso.Os quadrados azuis representam os valores referentes às variáveis mais vezes selecionadasno subagging (maiores picos apresentados nos histogramas anteriores). Já as bolas ver-melhas continuam representando as variáveis selecionadas pelos algoritmos sem o uso dasubamostragem. Em vários casos as variáveis mais selecionadas no subagging fazem partedo conjunto selecionado sem o subagging.
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6 Conclusão
Neste trabalho investigou-se o uso de uma técnica de reamostragem conhecida comosubagging em conjunto com o APS como inicialmente proposto em (GALVãO et al., 2006).Os resultados foram avaliados em um estudo de caso para determinação de umidade eproteína em amostras de trigo empregando espectrofotometria no infravermelho próximo.A seguir as contribuições deste trabalho são apresentadas, juntamente com as principaisconclusões do estudo de caso e sugestões para pesquisas futuras.

6.1 Contribuições
• Melhor formalização da notação e descrição algorítmica do APS e do APS-VC comrespeito a trabalhos anteriores (ARAúJO et al., 2001; GALVãO et al., 2007; GAL-VãO et al., 2008).
• Avaliação da sensibilidade a ruído de medida (associada à norma do vetor de coe�-ciente de regressão), complementando a análise de capacidade de predição efetuadaem (GALVãO et al., 2006).
• Implementação do subagging em conjunto com o algoritmo APS-VC, contribuindopara o estudo comparativo de modelos APS-Subagging e APS-VC-Subagging.
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• Avaliação do APS-Subagging e APS-VC-Subagging por meio de diversas realizações,possibilitando uma análise dos resultados em termos de média e desvio-padrão.
• Investigação do efeito de se variar a fração de subamostragem no APS-Subagging eAPS-VC-Subagging.
• Implementação de um esquema baseado em regressão sequenciais para o APS, demodo a reduzir o tempo gasto na fase 2 de algoritmo. Tal esquema foi publicadoem (SOARES et al., 2010).

6.2 Conclusões do estudo de caso
• O APS-VC apresentou resultados ligeiramente melhores que o APS, porém deman-dou maior esforço computacional.
• O uso de subagging proporcionou melhorias com respeito aos modelos APS e APS-VC em termos das duas métricas consideradas (RMSEP e ||b||), mesmo tomandoo limite superior dado pelo resultado médio mais um desvio-padrão. Constatou-seque os resultados não eram substancialmente alterados para um número de iteraçõesde subamostragem maior do que P = 30, corroborando o resultado de (GALVãO etal., 2006).
• Os melhores resultados foram obtidos para frações de subamostragem em torno 50%.Contudo, os modelos obtidos mediante subagging revelaram-se superiores aos mo-delos APS e APS-VC tradicionais para qualquer fração de subamostragem aplicadaao conjunto de modelagem.
• O APS-Subagging mostrou-se similar ao APS-VC-Subagging em termos de RMSEP



CAPÍTULO 6. CONCLUSÃO 72para as duas propriedades (umidade e proteína) analisadas, porém revelou-se melhorem termos de sensibilidade a ruído (menor valor para a ||b||). Tendo em vista aindaa carga computacional demandada, pode-se concluir no estudo de caso realizado queo APS-Subagging seria a melhor alternativa.
6.3 Trabalhos futuros

• Realizar estudos de caso adicionais utilizando outros conjuntos de dados.
• Investigar o uso de subagging em conjunto com outros algoritmos de seleção devariáveis para RLM tais como algoritmo genético e stepwise regression, entre outros.
• Comparar os resultados obtidos através de subagging com os de outras técnicasde reamostragem e combinação de modelos, como por exemplo bagging e boosting(DRUCKER et al., 2008).
• Propor extensões do APS-Subagging para problemas de classi�cação.
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