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Resumo

Nesta tese, apresentamos um estudo de propriedades universais de trans-
porte quantico em sistemas mesoscopicos. Em regimes relevantes, os observaveis de
transporte podem ser descritos por meio de uma funcao geratriz de cumulantes e mo-
mentos no formalismo de Levitov-Lesovik dentro da abordagem de espalhamento de
Landauer-Biittiker. Mostramos que a funcao geratriz pode ser representada em uma
mirfade de espagos-alvo e estabelecemos a interconexao entre eles. Nosso ponto de
partida foi o modelo sigma nao-linear que descreve a dinamica de campos de Gold-
stone associados a variedades simétricas homogéneas. Estudamos a versao super-
simétrica zero-dimensional para a qual os campos tém variedades quocientes de Efe-
tov como espago alvo. Este espaco quociente pode descrever nao-perturbativamente
as propriedades universais de transporte quantico em sistemas mesoscopicos. Nos
apresentamos um procedimento geral para obter os cumulantes dentro desse espago-
alvo e exibimos férmulas exatas com validade no regime quantico extremo (ntmero
pequeno de canais de espalhamento abertos) e no regime semicldssico (nimero
grande de canais de espalhamento abertos). Para investigar o aparecimento do
regime semicléssico no formalismo supersimétrico, seguimos a literatura recente in-
terpretando o ponto de sela do modelo sigma como uma teoria quantica de circuitos.
Numa expansao perturbativa em poténcias inversas do niimero de canais abertos, o
primeiro termo (limite cldssico) e a correcao quantica principal (localizagao fraca)
sao calculados usando a teoria de circuitos para os trés ensembles de Wigner-Dyson
e para o regime de crossover na presenca de acoplamento spin-érbita e espalhamento
magnético. Estudando o termo de localizacao fraca, verificamos interessantes efeitos
de supressao-amplificacao na corre¢ao quantica da poténcia do ruido de disparo tanto
para os ensembles puros quanto para os ensembles em regime de crossover. A etapa
seguinte consistiu em usar de forma indireta a transformacgao exata tipo “color-
flavor”que mapeia o espago quociente de Efetov no espaco de matrizes aleatérias
descritas pelo nucleo de Poisson. A integracao no espaco de matrizes aleatorias é
feita usando um método diagramatico e todos os resultados obtidos via teoria de
circuitos foram recuperados. Por tltimo, usamos o modelo de estube resultante da
teoria de espalhamento ressonante de Mahaux-Weidenmiiller diretamente no espaco
de matrizes aleatérias para reobter o regime de crossover no limite semiclassico. A
principal vantagem do método de estube é a possibilidade de introduzir de maneira
sistematica efeitos especificos de cavidades cadticas fabricadas na interface de he-
teroestruturas semicondutoras e/ou campos externos arbitrarios.
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Abstract

In this thesis, we present a study of universal properties of quantum trans-
port in mesoscopic systems. In relevant regimes, observables of quantum transport
can be described by means of a generating function of cumulants and moments in
Levitov-Lesovik formalism inside Landaur-Buttiker’s approach of scattering. We
show that generating function can be represented in a myriad of target spaces and
we establish a inter-connection between such spaces. Our starting point was the
non-linear ¢ model which describes the dynamics of Goldstone fields associated
to homogenous symmetric varieties. We study a supersymmetric zero-dimensional
version to which the fields have Efetov’ coset as target. This quotient space can
describe non-perturbatively the universal properties of quantum transport in meso-
scopic systems. We present a general procedure to obtain cumulants inside such a
target space and exhibit exact formulas with validity in extreme quantum regime
(small number of scattering channels) and in semiclassical regime (large number of
open scattering channels). To investigate the semiclassical regime from the super-
symmetric formalism, we follow the recent literature, interpreting the saddle-point
of the ¢ model as a quantum circuit theory. In a perturbative expansion, in in-
verses powers of the number of open channels, the first term (classical limit) and
the main quantum correction (weak localization) are calculated using the circuit
theory for the three Wigner-Dyson’s ensembles and for crossover regime in presence
of magnetic scattering rate and spin-orbit coupling. Studying the weak localization
term, we verify interesting suppression-amplification effects in the quantum correc-
tion of shot-noise power for both pure ensembles and ensembles in crossover regime.
The following step consists to use, in an indirect form, an exact transformation of
“color-flavor” type to map the Efetov quotient space in the space of random uni-
tary matrices described by the Poisson Kernel. Integration in the space of random
unitary matrices is done using a diagrammatic method and all the results obtained
through circuit theory were recovered. Finally, we use the stub model, which results
from Mahaux-Weidenmiiller’ theory of resonant scattering, directly in the space of
random matrices to reobtain the crossover regime in the semiclassical limit. The
main advantage of the stub method is the possibility of introducing, in a system-
atic way, chaotic cavities made in the interface of semiconductors heterostructures
and/or arbitrary external fields.

Key words: Full counting statistics, Quantum interference, Chaotic cavities,
o model
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O painel esquerdo exibe propriedades de um dispositivo difusivo com
comprimento L suficientemente grande e o tipo de informagao quantica
que ¢ perdida. O painel direito exibe um sistema mesoscopico e al-
guns dos efeitos tipicos devido ao tamanho reduzido. A figura foi
adaptada da referéncia [1]. . . . . . . ..o
No painel (a), tem-se uma amostra de um sistema mesoscépico no qual
existe o acoplamento capacitivo entre um ponto quantico (circulo com
bolas) e um ponto quantico de contato (QPC). Ambos os pontos sao
controlados por portoes de tensdo. No painel (b), tem-se o esquema
de um elétron submetido a uma diferenca de potencial suficiente para
“entrada” no ponto quantico. No painel (c), tem-se a condutancia
do QPC como funcao do numero de elétrons no ponto quantico. A
figura foi extraida da referéncia [2]. . . . . ... ... ... ...
Bilhar com bolas confinadas e bola externa com grande energia cinética
incidente. Figura retirada da referéncia [3]. . . . . . . .. ... .. ..
Secao de choque em func¢ao da energia de néutrons incidentes em
atomos de 238U, levando em conta que todas as ressonancias tém o
mesmo spin e paridade. Figura retirada da referéncia [3]. . . . . . ..

Figura com o esquema do modelo de Landauer para transporte quantico.

O grafico exibe a flutuacao universal da condutancia como funcao
de um campo magnético perpendicular em um nanofio de ouro, com
310 nm de comprimento e 25 nm de espessura. Figura extraida da
referéncia [4]. . . . . ...
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1.7 Os graficos exibem a distribuicao estatistica experimental da con-
tagem de n elétrons entrando em um ponto quantico durante um
tempo de observagao t. Os dois painéis, (a) e (b), diferem por val-
ores de tensao nos “gates” (portoes de entrada e saida de elétrons). O
tempo t é escolhido de maneira que os dois painéis exibam a mesma
média (n) = 3. As curvas vermelhas sdo as esperadas pela estatistica
de contagem de Levitov-Lesovik. A figura foi extraida da referéncia [2]. 18

1.8 Figura exibindo uma distribuicao estatistica de contagem de elétrons.

Os primeiros trés cumulantes da férmula de Levitov-Lesovik repre-
sentam, respectivamente, a média, a largura e a assimetria da dis-
tribuigao. A figura foi adaptada da referéncia [2]. . . . . . ... ... 20

1.9 Figura exibindo trajetoérias de modos eletronicos dentro de uma amostra.

A (a) exibe duas trajetdrias sem intersegoes (difusons) entre os pontos
7 e 7y e a (b) exibe uma trajetéria com auto-interse¢ao (cooperon).
A figura foi adaptada da referéncia [5]. . . . . ... ..o 23

1.10 Figura exibindo, em (a) e (b), cinco espalhamentos para as prob-
abilidades de trajetérias diretas entre os pontos 7 e . Em (c) e
em (d), estdo representados infinitos espalhamentos dentro de uma
mesma trajetorias. A funcao I',, representa uma série infinita de es-
palhamentos. Esses diagramas sao chamados de difusons e represen-
tam a contribuicao classica para a condutividade. Os difusons, por
definicao, nao sao afetados por campos externos. A figura foi adap-
tada da referéncia [6]. . . . . . . ... oo oo o 24

1.11 Figura exibindo em (a) e (b) alguns espalhamentos em trajetérias
fechadas com interferéncia quantica. Os painéis (c) e (d) repre-
sentam infinitos espalhamentos com interferéncia quantica em tra-
jetorias fechadas, constituindo os cooperons ou diagramas maxima-
mente cruzados. A funcao I representa todos os espalhamentos. A

figura foi adaptada da referéncia [6].. . . . . .. ... ... 26
1.12 Figura exibindo as consequeéncias diretas do modelo de Mahaux-Weindemiiller
para teorias do espalhamento quantico em sistemas mesoscopicos. . . 29

2.1 Espalhamento de modos propagantes em um guia semi-infinito cau-
sado na regiao de interacao. . . . . . . ... 33
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2.2

2.3

2.4

3.1

Os graficos do painel superior representam a condutancia normal-
izada em fun¢ao do niimero de canais do segundo guia, onde fixamos
T, = T, = 0,6. O indice em cada curva indica o nimero N; de
canais no guia 1. Os graficos do painel inferior representam a con-
dutancia em funcao do valor da barreira T5 do segundo guia, fixamos
Ni = Ny = 2 e os indices em cada curva indicam os valores das
barreiras no primeiro guia. Os circulos sélidos ilustram os valores
numéricos da quadratura via modelo ¢ e os circulos grandes abertos
ilustram os valores numéricos de uma simulacao numérica por meio
de ensembles de matrizes S. As linhas ligam os pontos: sélidas para
SUSY e tracejada para ensemble de matrizes. e
Os graficos do painel superior representam (g*) normalizado em funcao
do niimero de canais do segundo guia para os quais fixamos T} = Ty =
0,6. O indice em cada curva indica o nimero N; de canais no guia
1. Os gréficos do painel inferior representam (g?) em fungao do valor
da barreira T, do segundo guia para os quais fixamos Ny = Ny = 2
e os indices em cada curva caracterizam os valores das barreiras no
primeiro guia. Os circulos sélidos ilustram os valores numéricos da
quadratura via modelo o e os circulos grandes abertos ilustram os
valores numéricos de uma simulagao numérica por meio de ensem-
bles de matrizes S. As linhas ligam os pontos: sélidas para SUSY e
tracejada para ensemble de matrizes. :
Os graficos do painel superior representam a poten01a do ru1do de dlS—
paro normalizado em funcao do nimero de canais do segundo guia,
para os quais fixamos T} = T = 0,6. O indice em cada curva carac-
teriza o nimero N; de canais no guia 1. Os graficos do painel inferior
representam a poténcia do ruido de disparo em fun¢ao do valor da bar-
reira Ty do segundo guia, dado que fixamos N = Ny = 2 e os indices
em cada curva caracterizam os valores das barreiras no primeiro guia.
Os circulos sélidos ilustram os valores numéricos da quadratura via
modelo ¢ e os circulos grandes abertos ilustram os valores numéricos
de uma simula¢ao numérica por meio de ensembles de matrizes S. As
linhas ligam os pontos: sélidas para SUSY e tracejada para ensemble
de matrizes.

Figura esquematica de uma cavidade cadtica P num pseudo-potencial
X conectada por guias aos reservatdrios A (num pseudo-potencial 0)
e B (num pseudo-potencial ¢).
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Figura esquemadtica de uma cadeia de cavidades cadticas (retangulos
pretos) com indices i = 1,..., N — 1 em pseudo-potenciais x; conec-
tadas umas as outras por guias e aos reservatorios ¢ = 0 (num pseudo-
potencial 0) e i = N (num pseudo-potencial ¢). . . . . . . ... ...
Diagramas mostrando a transi¢ao. (1) Nas regices (0), () e (/1),
p"'L tém, respectivamente, zero, uma e duas mudancas de sinais como
funcao de a no intervalo [0, 1]; (2) Diagramas (77,73) separando as
regides positivas (4) e negativas (—) para a = 3/10 (linha continua) e
a = 6/10 (linha tracejada); (3) Diagrama (a,Ts) separando as regioes
(I) e (IT), onde p* tem uma e duas mudancas de sinal, respectiva-
mente, como fungao de T7; (4) Regides positivas (+) e negativas (—)
no plano (a,7T») para 73 = 3/10 (linha continua) e 73 = 5/10 (linha
tracejada); (5) Grafico de p'* mostrando as mudancas de sinal como
funcao de a para pontos interiores a cada uma das regioes do dia-
grama (1); (6) Grafico de p"'* mostrando as mudancas de sinal como
fungao de T; para cada regiao do diagrama (3). . . . ... ... ...
Graficos exibindo dois tipos de crossovers para a correcao de local-
izacao fraca da condutancia. Em ambos os casos, fixamos 77 = 0,9,
T, = 0,8 e Ny/N; = 0,65. No gréfico a esquerda, estamos fixando
valores de taxas de espalhamento spin-érbitaem a =0,a =1, a = 2,
a =5 e a= oo com os correspondentes graficos de baixo para cima.
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O gréfico esquerdo mostra a correcao de localizagao fraca para a média
da poténcia do ruido de disparo como funcao de x para valores fixos
de a. O gréfico direito mostra a correcao de localizacao fraca para a
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Capitulo 1

Introducao

Nesta tese, investigaremos propriedades e aspectos tedrico-descritivos de sistemas
mesoscopicas. O prefixo “meso-”, do grego, significa intermediario, indicando que a
escala de comprimento de uma estrutura mesoscopica deve estar entre o macroscopico
e o microscopico. Portanto, por um lado, atuando no sistema, devido ao seu carater
microscopico, tem-se aspectos relevantes tipicos da mecanica quantica. Por outro
lado, uma quantidade suficientemente grande de atomos aproxima o sistema do
“macro” e torna possivel uma descricao estatistica do transporte quantico de elétrons
em escalas mesoscopicas. Algumas propriedades desses sistemas possuem a inter-
essante caracteristica de nao dependerem de maneira essencial de suas estruturas
atomicas. Propriedades como essas sao genericamente chamadas de propriedades
universais do transporte quantico. A sintese de amostras mesoscépicas é um grande
desafio dos tempos atuais, permitindo a observacao de novos efeitos quanticos em
fisica da matéria condensada.

O processo de preparagao de amostras mesoscopicas envolve: (a) o cresci-
mento de um cristal especifico; (b) epitaxia para adicionar camadas de diferentes
materiais; (c) uma pega para a lateral da amostra e (d) o processo de litografia.
Com isso, pode-se formar um gas de elétrons bidimensional ao longo da amostra com
confinamento transversal. O gas fica restrito a uma “mesa”, com uma geometria es-
pecifica, conectada a (a) contatos ohmicos e (b) portoes de elétrons. Modernamente,
para formar o gas bidimensional, as estruturas sao realizadas, experimentalmente,
usando-se camadas finas e alternadas de materiais como o GaAs (arseneto de gélio)
e o GaJAlJAs (arseneto de gédlio dopado com aluminio). Cria-se, na interface, um
gas bidimensional altamente confinado. Para detalhes das principais técnicas em-
pregadas, ver a referéncia [1]. O resultado final é uma amostra que pode manifestar
os aspectos mais fundamentais da mecanica quantica: (a) tunelamento, devido aos
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Figura 1.1: O painel esquerdo exibe propriedades de um dispositivo difusivo com
comprimento L suficientemente grande e o tipo de informacao quantica que é per-
dida. O painel direito exibe um sistema mesoscopico e alguns dos efeitos tipicos
devido ao tamanho reduzido. A figura foi adaptada da referéncia [1].

portdes de tensao e aos contatos ohmicos; (b) interferéncia quantica, devido ao con-
finamento e a quantidade controlada de impurezas na amostra mantendo a coeréncia
de fase; (c) discreteza da corrente, manifesta em cumulantes da estatistica de con-
tagem, como veremos adiante; (d) emaranhamento quantico entre o fluxo de corrente
dos terminais (fios) ideais. Dessa forma, sistemas mesoscépicos permitem levar os
conceitos da mecanica quantica aos seus limites.

A figura (1.1) exibe alguns dos efeitos tipicos que caracterizam uma estru-
tura mesoscopica em comparagao com uma estrutura convencional. Em um sistema
mesoscopico, pode-se atingir um regime no qual o comprimento L da amostra seja
menor que o comprimento médio, l,, de espalhamento eldstico (caminho livre médio).
Tal comprimento é caracteristico da amostra e fornece a distancia percorrida por um
elétron entre dois sucessivos espalhamentos nas impurezas, mantendo constante a
energia cinética do elétron. Se as dimensoes da amostra sao tais que L é menor que
lo, entao o sistema ¢é dito estar em regime balistico e as bordas do material passam a
ter um papel preponderante para a mobilidade eletronica. O regime balistico ocorre
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quando a dinamica quantica é dominada por reflexdes nas bordas. Os sistemas
mesoscopicos podem manter coeréncia de fase em uma escala [y, chamada de com-
primento de coeréncia de fase, se a amostra satisfaz L < 4. O transporte coerente é
importante para gerar os efeitos de interferéncia que serao estudados mais adiante.
Se o comprimento L é menor que o comprimento de onda de Fermi, Ag, entao existe
a formacao de estados na borda devido ao confinamento, uma situacao bem difer-
ente do que ocorre com amostras convencionais com estados “bulk”. Temperaturas
baixas e o controle da capacitancia C' da estrutura, como veremos adiante, permitem
observar o efeito da entrada de um unico elétron em uma estrutura mesoscépica.
Além disso, o campo magnético e o espalhamento spin-érbita serao parametros rel-
evantes para modelos de descoeréncia quantica em sistemas mesoscopicos.

Um exemplo do resultado final da preparacao de amostras para experimen-
tos pode ser visto na figura (1.2.(a)). A amostra em questdo contém um ponto
quantico (circunferéncia com bolas) e um contato pontual quantico (QPC). Os pon-
tos quanticos podem ser vistos como sistemas mesoscopicos e sao efetivamente os
“atomos fundamentais” de dispositivos mais complexos. O contato quantico do
sistema consiste de uma constri¢ao no fio quantico por onde flui a corrente Igpc. De
acordo com a estimativa da referéncia (2], baseada no espagamento médio de niveis
do ponto quantico e na energia tipica para carrega-lo, existem aproximadamente 30
elétrons no ponto. O ponto quantico é conectado a uma fonte (S) e a um dreno
(D) de elétrons através de barreiras de tunelamento e o carregamento é feito por
um potencial V. As transparéncias das barreiras sao controlaveis pelos portoes Gy
e Gy. A diferenga de potencial entre S e D pode ser controlada de maneira a ser
pequena o suficiente para permitir a passagem aleatéria de um tnico elétron dev-
ido ao bloqueio coulombiano. Conforme a figura (1.2.(b)), isso ocorre exatamente
quando se atinge uma diferenca de potencial Ay. O portao P é usado para tornar
maximo o acoplamento capacitivo entre o ponto quantico e o QPC. Com o controle
P, a corrente Igpc fica sensivel a entrada de um unico elétron no ponto quantico.

A figura (1.2.(c)) exibe uma medida de transporte quantico na amostra. Ve-
mos que o QPC oscila entre dois estados: (n) Para o qual existem n elétrons no
ponto quantico; (n+1) Para o qual existem n + 1 elétrons no ponto quantico. Note-
se que o acoplamento capacitivo determina uma diminuicao da condutancia do QPC
cada vez que entra um elétron no ponto quantico, gerando a condutancia normal-
izada n no QPC durante o tempo 7;, no qual o elétron fica no ponto quantico. A
diminui¢ao de um elétron no ponto quantico no intervalo 7,,,; gera a condutancia nor-
malizada n+ 1 no QPC. Os elétrons entram no ponto quantico de maneira aleatéria
e permanecem por um tempo também aleatério. Experiéncias como essa podem ser
descritas adequadamente pelo que sera visto.
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Figura 1.2: No painel (a), tem-se uma amostra de um sistema mesoscépico no qual
existe o acoplamento capacitivo entre um ponto quantico (circulo com bolas) e um
ponto quantico de contato (QPC). Ambos os pontos sao controlados por portdes de
tensao. No painel (b), tem-se o esquema de um elétron submetido a uma diferenga
de potencial suficiente para “entrada” no ponto quantico. No painel (c), tem-se a
condutancia do QPC como funcao do nimero de elétrons no ponto quantico. A
figura foi extraida da referéncia [2].

Nesta tese, trataremos essencialmente de transporte quantico em estruturas
mesoscopicas como o ponto quantico. Um dos elementos conceituais basicos para
uma descri¢ao é a imposicao empirica de que existe aleatoriedade no espalhamento
quantico de modos eletronicos no sistema. O conceito de espalhamento cadtico
surgiu entre as idéias pioneiras dos trabalhos de Niels Bohr sobre a estrutura de
nicleos pesados. Nos ultimos dias de 1935, ele preparou o caminho para a sua teo-
ria sobre a “Captura de Néutrons e a Constituigao Nuclear”. As idéias iniciais foram
publicadas na Royal Danish Academy, em 24 de janeiro de 1936, e a versao final
foi publicada em uma Nature [3]. Seguindo as palavras de Bohr, “O fenomeno de
captura de néutrons... for¢cou-nos a assumir que uma colisdo entre néutrons de alta
velocidade e nicleos pesados resultarao, em primeiro lugar, na formacao de um sis-
tema composto de notével estabilidade” [3]. Esse estado composto intermedidrio com
meta-estabilidade decai, posteriormente, em particulas materiais ou emite radiagao.
Os eventos de colisao e de emissao sao processos estatisticamente independentes.
Bohr imaginou um modelo classico em que o ntcleo pesado é visto como um bilhar,
com uma cratera de certo formato. Os constituintes do nicleo sao vistos como bolas
de bilhar e as particulas leves de alta velocidade sao vistas como bolas de bilhar
externas a cratera até que ocorra a colisao. Isso ¢ ilustrado na figura 1.3.
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Figura 1.3: Bilhar com bolas confinadas e bola externa com grande energia cinética
incidente. Figura retirada da referéncia [3].

Usando os argumentos de Bohr e seguindo a figura 1.3, em primeiro lugar,
imaginemos que o bilhar nao tenha bolas. Nesse caso, apds incidir na cratera, a bola
externa entra por um lado e sai em um ponto diametralmente oposto com a sua
velocidade original. Entretanto, na presenga de bolas dentro do bilhar a passagem
nao é direta. A bola externa gera um reparticionamento de sua energia cinética com
uma primeira bola do bilhar. As duas, em seu movimento, colidirao com outras duas,
causando outro reparticionamento. Com esse mecanismo, a energia cinética inicial
serda dividida entre todas as bolas do bilhar e a bola incidente. Considerando que
o bilhar nao oferece atrito e que todas as colisoes sao elasticas, o processo continua
até que ocorra, novamente, a concentragao de energia suficiente para que uma bola
saia do bilhar. A energia cinética total contida nas bolas que ficam é insuficiente
para permitir a saida de uma outra bola.

A motivagao inicial de Bohr foi explicar a distribui¢ao das linhas dos niveis de
energia para alvos pesados. Tudo isso influenciou os trabalhos de Wigner com apelo
estatistico. De fato, o modelo de Bohr pode ser visto como um exemplo de dinamica
cadtica classica, com vinculo direto, apds quantizacao, para a teoria de matrizes
aleatérias (TMA). A TMA surgiu com o objetivo de descrever, estatisticamente,
propriedades espectrais desses niicleos pesados. Por exemplo, a figura 1.4 exibe os
dados de uma colisao entre um ntcleo alvo de ?**U e néutrons. No intervalo entre a
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Figura 1.4: Se¢ao de choque em func¢ao da energia de néutrons incidentes em atomos
de 28U, levando em conta que todas as ressonancias tém o mesmo spin e paridade.
Figura retirada da referéncia [3].

energia de excitacao do neutron e 2000 eV, o sistema exibe, claramente, um conjunto
de ressonancias bem separadas. Cada uma delas é vista como um meta-estado do
nicleo composto.

Comparando os quadros da figura 1.4, nota-se que a posicao das ressonancias
nao apresenta regularidade, assim como o espacamento entre duas ressonancias con-
secutivas. Baseado em experimentos como esse, Wigner construiu uma teoria con-
siderando a aleatoriedade dos espectros. Considerando que o espectro de qualquer
sistema dinamico seria determinado de maneira nao-ambigua pelo hamiltoniano sub-
jacente, a teoria de Wigner causa perplexidade. Em mecanica estatistica usual,
considera-se que o hamiltoniano de um sistema em questao é conhecido e que as
condigoes de contorno variam. Médias termodinamicas sao calculadas com copias
iguais do mesmo sistema. Wigner lanca a hipdtese de que o proprio hamiltoniano é
aleatério e que o unico elemento comum no ensemble de hamiltonianos é a simetria.
No ensemble de sistemas, Wigner coloca como elementos comuns as propriedades
determinadas por tais simetrias.
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1.1 Teoria de Matrizes Aleatdrias 7

1.1 Teoria de Matrizes Aleatorias

Focando na formulacao de Schrédinger da mecanica quantica e usando teoria de gru-
pos, Wigner propoe a existéncia de trés ensembles genéricos de matrizes aleatorias.
Todos os ensembles estao sustentados em simetrias comuns do hamiltoniano. De
acordo com a andlise de Wigner, existem os seguintes tipos de ensembles

e (8 =1): Sistemas com simetria de reversao temporal e simetria de rotagao de
spin semi-inteiro. Tais sistemas geram matrizes hamiltonianas H com entradas
H,., reais que satisfazem a propriedade

HMV = HVM = H:(u/?

onde * denota o complexo conjugado e os indices u, v caracterizam as en-
tradas da matriz, a qual, para sistemas com simetria de reversao temporal, é
simétrica. Nesse caso, cada entrada do hamiltoniano tem um tnico grau de
liberdade, caracterizando os dois vinculos de simetria. O indice desse ensem-
ble é dado por g = 1, indicando que ha apenas um grau de liberdade por
entrada independente. Sistemas com simetria de reversao temporal e quebra
de rotacao de spin inteiro também pertencem a esse ensemble.

e (8 = 2): Sistemas com quebra de simetria de reversao temporal. Como vere-
mos, sistemas na presencga de campo magnético externo suficientemente forte
tém essa simetria quebrada. A quebra de tal vinculo de simetria gera um novo
grau de liberdade para as entradas do hamiltoniano, de maneira que o indice do
ensemble caracteriza os dois graus de liberdade das entradas do hamiltoniano
(entradas pertencem aos complexos), as quais satisfazem o vinculo

H, = H)

v
onde { denota o conjugado hermitiano.

e (8 =4): Sistemas com simetria de reversao temporal e com quebra de sime-
tria de rotacao de spin semi-inteiro. Nesse caso, as entradas do hamiltoniano
podem ser escritas em termos de uma representagao quaternionica de SU(2),
ou seja, existem quatro graus de liberdade e o indice f = 4. Escrevendo na
base de Pauli, as entradas do hamiltoniano podem ser escritas como

3

— 740 ; I o

Huw =H,,1—1 E H),05,
j=1

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



1.1 Teoria de Matrizes Aleatdrias 8

onde 1 é a matriz identidade 2 x 2, wa, com j = 0,...,3 sao coeficientes

complexos e 0; sao as matrizes de Pauli dadas por

o () em (U Yeme (D 0)

De acordo com a teoria de matrizes aleatorias, a probabilidade diferencial de
encontrar uma certa matriz do ensemble num elemento de volume é dada pelo peso
Png, com N x N denotando a ordem da matriz H, multiplicado pelos elementos
diferenciais de cada entrada independente de H. Wigner e Dyson (referéncia [8])
focaram no estudo de matrizes H satisfazendo a densidade de probabilidade

Png(H) = cexp (—i—?TrV(’H)) , (1.2)
onde ¢ é uma constante de normalizagdao. Se tomamos V (H) = H?, entao o ensemble
é chamado de gaussiano. Nas referéncias [9, 10], Wigner concentrou-se nos ensembles
gaussianos, dada a simplicidade de tratamento pelo fato de que TrH? = TrHH =
> ]’HW|2, ou seja, suas entradas sao estatisticamente independentes.

A escolha do ensemble gaussiano de matrizes H hamiltonianas é suficiente
no limite em que N — oo, ficando como tnica restri¢ao a convergencia de Pyg e das
correlagoes locais. Este regime é conhecido como o regime universal das correlagoes
espectrais. Note que a equagao (1.2) para o ensemble gaussiano é bastante apro-
priada, garantindo a convergéncia no limite universal e fornecendo um significado
fisico para o parametro fenomenoldgico A\. Em teoria de matrizes aleatérias, a ma-
triz de espalhamento média ¢ a entrada e os cumulantes e correlagoes sao as saidas
nos calculos executados. No capitulo seguinte, no qual colocamos uma cavidade
cadtica no regime universal, a distribuicao gaussiana sera escolhida e o parametro A
aparecera explicitamente na caracterizacao da “transparéncia” da cavidade.

Um dado interessante que pode ser extraido de Pyg ¢ a distribuicao conjunta
de auto-valores de H. Vamos considerar o conjunto completo C = {E,,}, com n =
1,..., N, de auto-valores possiveis de ‘H e U a matriz que diagonaliza H, ou seja,
uma matriz contendo os auto-vetores de H em suas colunas e satisfazendo H =
Udiag(E), ..., Ex)UT. Se B = 4, entdo a degenerescéncia de Kramers (veja capitulo
5) impoe que os auto-valores sao duplamente degenerados e a decomposigao deve ser
escrita como Han = Usndiag(Erl,. .. ,ENl)L{;N. Em ambos os casos, expandindo
em poténcias a funcao V(H) e usando a propriedade ciclica do trago, notamos que
a funcao TrH = Ziv:l V(E,) nao depende dos auto-vetores, o que significa que a
distribuicao é invariante no grupo de transformagoes associados a matriz unitaria

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



1.1 Teoria de Matrizes Aleatdrias 9

U. O elemento infinitesimal du(?H) de volume no espaco de matrizes hermitianas foi
calculado na referéncia [11] e é dado por

dp(H) = J(C)dp) ] | d;, (1.3)

onde o jacobiano é um fator geométrico do espago dependendo unicamente dos auto-
valores da seguinte forma

J© =T IE-E. (14)

i<j
Substituindo a equagao (1.4) na equagao (1.2), na base de auto-valores do hamilto-
niano, a fungao peso fica bem definida a menos de uma constante de normalizagao

P(C) = cexp [—5 (Z U(Es, Ej) + Z V<Ez))

i<j i=1

7 (1.5)

onde U(E;, Ej) = —In|E; — E;|. A equagao (1.5) representa uma distribuicao tipo
Gibbs. Se tratamos os niveis de energia como “particulas” carregadas ao longo de
uma linha reta com coordenadas F, cada uma em uma ponto F;, comi=1,..., N,
em ordem crescente do indice i, o potencial U representa uma repulsao que tende
a levar as “particulas” ao infinito, e o potencial V' representa uma atracao entre
particulas. Essas “particulas” formam um géds coulombiano por conta da analogia
com o potencial de duas linhas paralelas carregadas. Para ensembles gaussianos, o
potencial atrativo é parabdlico. A competicao entre os dois potenciais mantém a
estabilidade do sistema e as “particulas” nunca se chocam, nem vao para o infinito.
A repulsao é maior a medida que a “temperatura” diminui, ou seja, a medida que
B aumenta, as particulas tendem a se afastar mais. A analogia do gas coulombiano
foi feita pelos préprios Wigner e Dyson nas referéncias [9, 10, 8].

O grupo de matrizes U ortogonais tem indice = 1 e corresponde ao ensem-
ble ortogonal (EO), o com indice 5 = 2 corresponde ao ensemble unitario (EU) e
o grupo com indice § = 4 corresponde ao ensemble simplético (ES). Pelos motivos
mencionados, no regime universal (N — o0), a escolha de ensembles gaussianos é
bastante eficiente. Caso a distribuicao seja gaussiana, chamaremos os ensembles de
GEO, GEU e GES, respectivamente. Basicamente, médias e flutuagoes sao os obje-
tos basicos do calculo em teoria de matrizes aleatorias. Note-se que o peso gaussiano
impoe uma severa restricao de aprisionamento de niveis no intervalo —2\ < £ < 2\ e
a densidade de niveis tem a forma de um semi-circulo segundo resultados do proprio
Wigner. Como veremos, certos sistemas fisicos, em regime de espalhamento, nao
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1.2 Teoria de Landauer-Biittiker 10

podem ser descritos por ensembles gaussianos, devido, basicamente, a tal restrigao.
No caso universal, o ensemble gaussiano funciona adequadamente, considerando que
flutuagoes dos N niveis sao inversamente proporcionais a N, ou seja, tendem a se
anular e as flutuagoes passam a ser independentes do espectro global e do peso
gaussiano, valendo localmente no espectro. Uma vez fixada a média local no es-
pectro, tem-se o parametro A, ou seja, os ensembles gaussianos geram teorias sem
parametros livres. O ensemble gaussiano também pode ser justificado por principios
de méxima entropia. Isso foi feito nas referéncias [12, 13].

Nas proximas segoes, trataremos transporte em sistemas mesoscopicos como
um problema de espalhamento cujos assintéticos sao canais propagantes em guias
condutores ideais. Mudando o que tem de ser mudado, o problema é, essencialmente,
o mesmo de fisica nuclear e fornecera o comportamento de escala do parametro
A da distribuicao gaussiana, relacionando-o ao espacamento dos niveis de energia
do centro espalhador. Veremos que novas distribui¢oes podem emergir devido a
caracteristicas proprias do problema. Veremos também que a prépria estrutura do
espaco alvo que modela o problema de transporte quantico pode ser drasticamente
diferente da estrutura do espaco de matrizes aleatorias. Em particular, o mapa
exato criado por Efetov para reduzir o espago alvo em sistemas fechados, e depois
generalizado por Verbaarshot, Weidenmiiller e Zirnbauer para sistemas abertos, pode
ser diretamente aplicado no estudo de transporte quantico.

1.2 Teoria de Landauer-Buttiker

Transporte em sistemas mesoscépicos é um problema de mecanica estatistica de
nao-equilibrio. Nas referéncias [14, 15, 16], Landauer simplificou significativamente
o problema através da substituicao conceitual das fontes de elétrons por reservatorios
ideais. Por definicao, a distribuicao de elétrons e o potencial eletroquimico ficam
locais, definidos inteiramente nos reservatorios considerados ideais. Os reservatorios
sao conectados, adiabaticamente, aos guias metélicos ideais. Os guias tém espessura
finita, o que leva a quantizagdo em modos propagantes e a presenca de canais de
propagacao. Os elétrons sao espalhados em uma regiao de interagao estacionaria no
tempo acoplada aos guias. Essa separagao em guias e em regiao de espalhamento é
muito conveniente, permitindo a definicao de uma base apropriada de canais abertos
para o espaco de Hilbert associado. Propriedades de transporte sao obtidas mediante
a matriz de espalhamento correspondente. Uma formulacao que leve em conta a
teoria de muitos corpos pode ser vista na referéncia [17].
Para a dedugao da férmula de Landauer, seguiremos a referéncia [18]. Considere-
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2

k

Figura 1.5: Figura com o esquema do modelo de Landauer para transporte quantico.

se a figura 1.5, onde existe um condutor conectado a dois contatos independentes
por meio de guias. Os guias sao ideais (balisticos) e carregam cada um N canais
de propagacao transversais (veja o capitulo seguinte para maiores detalhes dessa
quantizagao). Os canais se propagam pelo condutor com uma probabilidade de
transmissao T e, por conservacao de corrente, probabilidade de reflexao 1 — 7. Os
reservatorios nao refletem canais de espalhamento, apenas os emitem de acordo com
o valor do potencial eletroquimico p. Dessa forma, supondo que o reservatério 1
tenha potencial eletroquimico p, que o reservatorio 2 tenha potencial eletroquimico
fo € que fiy > fiz, entdo haverd um fluxo de corrente I} saindo do reservatério 1.
Esse fluxo de corrente sera dado por

2e
I = 2N pa), (L6)

h
onde o fator dois refere-se a degenerescéncia de spin. Como nao ha reflexao nos
reservatorios, o inico fluxo no guia 2 sera o transmitido do condutor que, em termos
da probabilidade de transmissao, é dado por

2e

];:h

NT(py — pia). (1.7)
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O guia 1 tem uma parcela do fluxo incidente que ¢ refletida pelo condutor, gerando
uma corrente dada por
. 2e
Iy = N1 =T)(um ~ pa). (1.8)
Portanto, a corrente liquida I que passa através de um ponto arbitrario do circuito da
figura 1.5 é dada em termos do niimero de canais e da probabilidade de transmissao

por

2e
%(Ml — pig)NT.

A condutancia G é obtida dividindo a corrente dada pela equacao anterior pela
tensao aplicada, de maneira que

I=I}—I7 =1 =

I 2¢?
G = i = iNT. (1.9)
M1 — M2 h

1.2.1 Formulacao de Matriz de Espalhamento para a Formula
de Landauer-Biuttiker

A descricao proposta por Landauer, com nitida separagao entre os canais propa-
gantes e a regiao de espalhamento, impoe um ntumero finito de modos transversais
nos guias. Por hipdtese, os reservatérios estao em equilibrio termodinamico e os
elétrons que populam os canais propagantes satisfazem a equacao de Schrodinger

2
{% (-inv) + V(F)] W(7) = By, (1.10)
onde E denota a energia incidente, V(7) é o potencial de confinamento no guia e
e é a carga fundamental do elétron. Estamos assumindo que o vetor posicao esta
no plano, ou seja, 7 = (z,y), com x denotando a direcao de propagagdo e y a
direcao transversal de propagacao. Admitindo que as paredes dos guias estejam em
y=0eem y=d, asolucao da equacgao de Schrodinger é separavel em uma porgao
propagante e uma porg¢ao estaciondria da seguinte forma

W(1r) = C\/gsen(k:yy)eﬂk”, (1.11)

onde ¢ é uma constante de normalizacao, p, = hk, é o momento na direcao de
propagacao livre x e p, = hk, ¢ o momento na diregao de propagacao transversal.
Obtemos a condi¢ao de quantizagao para o confinamento

nmw

byn = =12, (1.12)
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. . . , . . . . 2
A energia de Fermi Ep do sistema ¢é a soma das energias longitudinais, £, = 2=,
2
. P ~
e transversais, E,, = 32*. Dessa forma, se F,, < Ep, entao E, > 0 e o modo

propagante ¢ uma onda livre, chamado de canal aberto. No entanto, se £, , > Ep,
entao E, < 0, o que implica em momento imaginario e um decaimento exponencial
para o modo. Modos evanescentes sao chamados de canais fechados. Portanto, os
modos de espalhamento (os que incidem nos reservatérios em z — +00) tem um
valor maximo n = N,, g = 1,2 na equacao (1.12), onde g é um indice do guia,
conforme a figura (1.5). Assim, a solu¢ao da equacdo de Schrodinger em cada um
dos guias ¢ dada em termos das amplitudes e dos modos transversais como

Ng
N 2m % T
Vy(z,y) = Z (6D @ 4 p@ oyt @) g0 = - hdsen<ky,ny)ei hant
n=1 x,mn

(1.13)
representando canais propagantes para a direita (—) ou para a esquerda (4) em
cada um dos guias. A generalizacao da equacao anterior para o caso de multiplos
guias (terminais), é feita no capitulo seguinte.

A formulagao em termos de matrizes de espalhamento consiste em rela-
cionar, por meio de uma matriz S (matriz de espalhamento), as amplitudes de
entrada as de saida do condutor. Para isso, vamos definir as matrizes tipo col-
una AW = (a\?,al?,. .. ,aggg))T e B9 = b9 . ,bg@;)T denotando, respecti-
vamente, as amplitudes de entrada e de saida no condutor de cada canal do guia.
Estendendo essas matrizes de maneira a conter todas as amplitudes de entrada
ou de saida separadamente, vamos definir as matrizes coluna A = (A®  AG)T ¢
B = (BW B®)T A matriz S é definida como a matriz que conecta amplitudes de
entrada e de saida, de maneira que podemos escrever

B = SA. (1.14)

A matriz S tem dimensao (N; + Ny) X (N7 + Ny) e é usualmente decomposta em
blocos que sao interpretados como matrizes de reflexao, r, e de transmissao, t, de
amplitudes de espalhamento. Dessa forma, podemos escrever

S:(Z fj,) (1.15)

onde 7 (r') tem dimensao Ny X Ny (Ng x Ny), representando a reflexao das amplitudes
no guia 1 (2), e t (¢') tem dimensao Ny x Ny (N X N7), representando a transmissao
do guia 1 (2) para o guia 2 (1).
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Usando a configuracao da figura (1.5), de acordo com a teoria de Landauer,
um tnico canal é transmitido do guia 1 para o guia 2 através do condutor com
probabilidade T. Os auto-valores de tt', T}, Ty, . .., T, representam, de acordo com
a generalizacao para muitos canais de Biittiker, as probabilidades de tunelamento
do guia 1 para o guia 2 de cada canal, que, supostamente, sao independentes fora da
regiao de espalhamento. Dessa forma, a probabilidade de transmissao dos /N; canais
do guia 1 é dada por T" = Tr(tt") e a férmula para a condutancia do sistema pode
ser escrita como

G = %Tr(tﬂ), (1.16)

onde Gy = 2¢2/h. Mais adiante, usaremos também g = G/G, = Tr(tt"), a con-
dutancia adimensional. Note-se que estamos admitindo que a diferenga de tensao
entre os guias tende a zero (regime linear) e que a temperatura é préxima de zero.
De acordo com a equagao (1.16), uma vez fixada a matriz de espalhamento
e, consequentemente, a matriz de transmissao ¢, obtém-se imediatamente a con-
dutancia do sistema. Usualmente, dentro do formalismo de Landauer, ignora-se a
origem microscopica da matriz de espalhamento e o hamiltoniano subjacente. Uma
maneira de tratar o problema é estabelecer médias em um ensemble de “copias” do
sistema original. Para cada cdpia, sao estabelecidas entradas aleatorias que rep-
resentam a matriz S. Por meio da equagdo (1.16), uma vez gerada a matriz S,
extrai-se os auto-valores e a condutancia correspondentes. Quando o numero de
elementos do ensemble fica suficientemente grande, pode-se extrair a média da con-
dutancia. Tal procedimento é muito usado, por exemplo, em simulagoes numéricas,
inclusive para o cdlculo da distribuicao da condutancia. Um experimento classico
que exibe flutuacoes universais da condutancia em sistemas mesoscépicos pode ser
encontrado na referéncia [4], na qual foi investigado, empiricamente, o efeito de
um campo magnético perpendicular em uma nanoestrutura de ouro e o resultado
pode ser visto na figura (1.6). Em tal figura, é possivel notar que existem flutuagdes
universais da condutancia em fungao do campo magnético B. Os valores para a con-
dutancia para valores diferentes de B sao estatisticamente independentes, e, para as
flutuacoes, a largura de um histograma fornece a variancia da condutancia.
Tomando novamente a definicao da matriz de espalhamento mediante a equacao
(1.14) e considerando a conservagao de corrente do formalismo de Landauer, de-
vemos ter BBT = AA" e entao Tr (BB') = Tr ((SA)(SA)') = Tr (SAATST) =
Tr (SBBTST). Entao, usando a propriedade ciclica do trago, obtemos Tr (BBT(l — SST)) =
0, ou seja, fica claro que a matriz de espalhamento deve obedecer ao vinculo de uni-
tariedade SST = 1, e o conjunto 7 = T}, Ts, ..., Tn de auto-valores de ¢! coincide
com o conjunto de auto-valores de 1 — rr'. Nas referéncias [19, 20], mostrou-se que
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Figura 1.6: O grafico exibe a flutuagao universal da condutancia como fungao de
um campo magnético perpendicular em um nanofio de ouro, com 310 nm de com-
primento e 25 nm de espessura. Figura extraida da referéncia [4].

a matriz de espalhamento pode ser parametrizada por meio da decomposicao polar

5=(U1 o)(—m VT )(U3 0)’ (1.17)

0 U, VT V1-T 0 U,
onde U;, i = 1,...,4, sao matrizes unitarias aleatérias de dimensao N x N e
T = diag(T1,T5,...,Ty). Os vinculos de simetria restringem o nimero de graus

de liberdade da matriz: entradas reais para § = 1 (EO), entradas complexas para
p =2 (EU) e entradas quaternionicas para § = 4 (ES). A decomposicao polar serd
usada no capitulo 4. Outra maneira de decompor a matriz de espalhamento é em
termos de auto-valores e auto-vetores da forma

S = Qdiag(e't, e'?2, ... e"2M)Qf (1.18)

onde ¢,, n € {1,..., N}, sdo nimeros que caracterizam o deslocamento de fase
do espalhamento e {2 contém entradas com o numero caracteristico de graus de
liberdade do ensemble.

A representacao em termos de angulos de deslocamento foi estabelecida por
Dyson, na referéncia [21], com o intuito de eliminar a restrigao no intervalo de ener-
gia nao-nula imposto pela densidade de niveis semi-circular do ensemble gaussiano.
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Ao mesmo tempo, a distribuicao correspondente é convergente devido ao grupo ser
compacto (auto-valores de e*"). Com o intuito de verificar a distribuigao corre-
spondente, vamos supor agora que as matrizes de espalhamento estao distribuidas
uniformemente no grupo. Isso significa que a medida du(S) é invariante sob pro-
dutos por matrizes na equacao du(S) = du(USV'), onde USV é uma matriz que
tem o mesmo vinculo de simetria de S. A medida invariante du(S) é chamada de
medida de de Haar e, na representacao de angulos de deslocamento, Dyson mostrou
na referéncia [21] que ela pode ser escrita como

apu(S) = T ] lexp(ign) — exp(ion)|” du(U) ] ] do. (1.19)

i<j

Note-se que, ao contrario do que acontece com os ensembles gaussianos de Wigner, o
chamado “ensemble circular (C) de Dyson” fica no regime universal para um nimero
finito de campos ¢,,. Usando o método de Mehta [22], Dyson fez essa constatagao
calculando a funcao de correlacao de k niveis e observou que as propriedades de
flutuacao sao as mesmas encontradas pelo proprio Mehta para o ensemble gaussiano.
A grande vantagem do ensemble circular é a sua conexao imediata com o formalismo
de espalhamento.

O ensemble circular atribui a todas as matrizes S a mesma probabilidade
de serem encontradas, dado que P(S) = constante (distribui¢ao uniforme). Nesse
sentido, o ensemble circular é o mais aleatério possivel. Uma das consequéncias da
uniformidade do ensemble é que a média da matriz S é nula

/ du(S)SPe(S) = 0. (1.20)

Por outro lado, de acordo com a formulacao de Landauer-Biittiker, vimos que con-
dutores podem transmitir ou refletir o fluxo incidente, ou seja, a média da matriz
S nao deve ser, em geral, nula para esse tipo particular de espalhamento, no qual
os reservatorios nao refletem corrente. Associando a nocao de “mais aleatorio” a
uma entropia S = — [ du(S)P(S)InP(S), Mello, Pereyra e Seligman mostraram, na
referéncia [23], que a distribui¢do que maximiza a entropia para média de matriz S
nao-nula

[ ans)spis) = ). (1.21)
¢ dada pelo ntcleo de Poisson
—,B(N1+N2—1+2/ﬁ)

P(S) x (Detu —(8)19) , (1.22)
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onde (S) é uma matriz sub-unitéria ((S) (S)' < I, onde I é a matriz identidade de
mesma ordem de S), dada em termos de parametros fenomenoldgicos de reflexao

das barreiras (1) e (2) por
r 0

O nucleo de Poisson sera usado nos capitulos 4 e 5 para gerar a média de cumulantes
no limite semiclassico em sistemas mesoscépicos com barreiras e na presenca de
espalhamento magnético e interacao spin-orbtita.

1.3 Teoria de Levitov-Lesovik

Quando o fluxo de corrente que atravessa a nanoestrutura tem baixa intensidade, um
unico portador de carga ganha importancia experimental. Por outro lado, o processo
de espalhamento quantico gera reflexao ou tunelamento, conforme visto na secao
anterior. Dessa forma, espera-se que o numero finito de modos propagantes em um
fluxo de corrente muito baixo imponha um vinculo muito forte sobre o processo de
transmissao: existe uma estatistica de carga transmitida pelo sistema mesoscopico.
A estatistica de contagem de elétrons foi desenvolvida por Levitov e Lesovik, na
referéncia [24], por completa analogia com a estatistica de contagem de fétons em
dtica quantica, como pode ser visto na referéncia [25]. O método experimental
consiste em obter a funcao distribuicao de probabilidade P, de observacao de n
elétrons transferidos através do sistema mesoscopico durante um certo tempo de
observacao t. A fungao distribui¢ao de probabilidade pode ser escrita em termos de
uma fungao geratriz y(A), associada ao processo de medigao estendida no tempo. A
justificativa microscépica para o parametro A para bdsons e para férmions pode ser
encontrada nas referéncias [24, 26]. A relacdo entre P, e x(\) é

= . T dA ,
AN=> &P, e B,=[ ——x(\)e ™. 1.24
=3 = (1.2

Note-se, pela equacao (1.24), que a propriedade x(0) = 1 estabelece a nor-
malizagdo da distribui¢do de probabilidade, ) P, = 1. A equacao (1.24) também
permite conexao direta com as caracteristicas estatisticas da distribuicao P,. Para
isso, vamos fazer a seguinte expansao

(iD)*
I

Inx(\) = a ) (1.25)
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Figura 1.7: Os graficos exibem a distribuicao estatistica experimental da contagem
de n elétrons entrando em um ponto quantico durante um tempo de observagao t. Os
dois painéis, (a) e (b), diferem por valores de tensao nos “gates” (portoes de entrada
e saida de elétrons). O tempo ¢ é escolhido de maneira que os dois painéis exibam
a mesma média (n) = 3. As curvas vermelhas sdo as esperadas pela estatistica de
contagem de Levitov-Lesovik. A figura foi extraida da referéncia [2].

onde g = <<5nk>> denota os cumulantes (ou correlatores irredutiveis) da estatistica
e (f(n)) = >, f(n)P,. Um experimento tipico onde foi detectada a distribuigao
de contagem de elétrons pode ser visto na referéncia [2] e a curva experimental é
apresentada na figura (1.7).

Os primeiros trés cumulantes da estatistica de contagem sao

G = <n>,
@ = (n’)—(n)*,
g = {((n—n)’),
(1.26)

e representam a média, a variancia e a assimetria da distribuicao P,,, conforme pode
ser visto na figura (1.8). Vamos considerar o caso interessante de uma distribuicao
na qual existem M, tentativas independentes de transmissao de carga. Cada ten-
tativa tem probabilidade T" de sucesso e R = 1 — T de fracasso. Sendo assim, a
probabilidade de k tentativas de sucesso é dada por CJ(\Z)) = N!/[(N — k)'k!] e a
distribuicao de probabilidade é binomial P, = C’](f[())T’“RMO*k. Assim, a funcao gera-
triz e a funcdo caracteristica dos cumulantes (o logaritmo da funcdo geratriz), sao,
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respectivamente,
' M,
x(A\) = (Te*+R)™
(iA)°*
3!
ouseja, qg = TN, go = RTN e g3 = RT(T — R)N sao os trés primeiros cumulantes
para a distribuicao binomial de um tnico canal. A distribuigao binomial anterior de-
screve as tentativas de transmissao de um unico elétron “monocromético” (um tnico
canal eletronico) em uma corrente DC a uma temperatura nula. A generalizagao da

distribuicao binomial para multiplos canais seguindo distribuicoes binomiais inde-
pendentes é

‘ i\)2
Iny(\) = NIn(Te*+ R) = TN(i\) + TRN (22,) +TR(T — RN 4

N N
N =] (@e* +R)™ =T[[1 +T; (¢* - 1)]™, (1.27)
Jj=1 j=1

onde My = eVt/h > 1 é o numero de tentativas de transmissao de elétrons durante
um tempo de observacao ¢, para um sistema em uma diferenca de potencial V, e N,
¢ o nimero de canais independentes. A funcdo caracteristica ®(\) e os cumulantes
irredutiveis sdo obtidos, imediatamente, da equacao (1.27). Podemos escrevé-los,
respectivamente, como

& o(\)| (1.28)

D(N\) = M, Zln [1 + Tj(eiA - 1)] » k= _d(i/\)k A=0

j=1
O primeiro cumulante ¢; para o sistema do ponto de contato com um fluxo
de corrente DC pode ser obtido da equacao (1.28), imediatamente, se usarmos a
formulagao de matrizes aleatérias apresentada anteriormente. Usando o bloco de
transmissao da matriz de espalhamento, obtemos
N
@ =My» Tj=MTr tt, (1.29)
j=1
ou seja, o primeiro cumulante adimensional g = ¢, /M, é, justamente, a condutancia
adimensional do formalismo de Landauer-Biittiker. O segundo cumulante, dado por

N N
=M Y TjR;=DMy» Tj(1—Ty)=MTr [tt(1—tt)] (1.30)
¢ uma medida da largura da distribuicao. O seu correspondente adimensional p =
g2/ My é chamado, na literatura, de poténcia do ruido de disparo e serd tratado na

subsegao seguinte. O terceiro cumulante fica dado por g3 = MoTr [t7(1 — tt7)(1 — 2¢¢1)].
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/Assim etria

Meédia

Figura 1.8: Figura exibindo uma distribuicao estatistica de contagem de elétrons.
Os primeiros trés cumulantes da féormula de Levitov-Lesovik representam, respecti-
vamente, a média, a largura e a assimetria da distribuicao. A figura foi adaptada
da referéncia [2].

1.3.1 Poténcia do Ruido de Disparo

O segundo cumulante da estatistica de contagem é mais comumente conhecido na
literatura como poténcia do ruido de disparo. Como vimos, esse cumulante fornece a
largura da distribuicao de transmissao através do sistema. No transporte quantico,
existem contribuicoes de muitas fontes de ruido. A principal delas é o ruido térmico,
que causa flutuacoes na ocupacao de niveis de energia. Em equilibrio termodinamico,
o numero médio de ocupagao (n) é determinado pela distribuigao f de Fermi, f =
(n). Considerando que sistemas fermionicos satisfazem n? = n, a flutuagao térmica
resultante no nimero de ocupacao é

((n—=(n)*) = f1= ). (1.31)

A temperaturas finitas, portanto, as flutuacoes sao determinadas pela distribuicao de
Maxwell-Boltzmann. A temperaturas nulas, a contribuicao para a flutuacao térmica
se anula e a média se estabiliza em relacao a essa variavel.

A poténcia do ruido de disparo, por outro lado, esta associada a flutuagoes
no transporte quantico de amplitudes de espalhamento e atua mesmo a temperatura
nula. Uma medida da largura da distribuicao a temperatura nula é o fator Fano,
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dado em termos da poténcia do ruido de disparo por

N
T,(1-1T,
ZnZI Tn
onde n € {1,..., N} é um indice que caracteriza o canal. Note que o fator Fano

assume valores entre 0 e 1 (ruido tipo Poisson). Se a transparéncia de todos os
canais é nula, o fator Fano é nulo, indicando que a poténcia do ruido de disparo
¢ nulo e que o transporte quantico se déd unicamente por reflexao. Se todos os
canais sao equivalentes, entao o fator Fano fica dado por F' =1 — T, ou seja, para
transparéncias iguais a um, o fator Fano também ¢ nulo, indicando que o transporte
se d& unicamente por transmissao. Entao, o fator Fano é um forte caracterizador
do efeito das barreiras no sistema.

Seguindo a referéncia [27], percebe-se algo interessante presente na poténcia
do ruido de disparo: o seu valor caracteriza também a interferéncia entre as am-
plitudes de espalhamento. Para perceber isso, observe-se que a condutancia pode
sempre ser escrita em termos dos auto-valores de transmissao, ou seja, a condutancia
é sempre a soma de probabilidades de transmissao para cada canal separadamente.
Por outro lado, a poténcia do ruido de disparo nunca pode ser escrita em termos
unicamente desses auto-valores. Note-se que a poténcia do ruido de disparo é

q2
p=-F

M, = Tr [t (1 — #1)] = Tr (mfttT) = Z P itit 5. (1.33)

,5,k,l=1

Como, param # n, os termos ry,rjjt ;7. do trago nao sao reais, é impossivel escrever,
em alguma base, a poténcia do ruldo de disparo em termos de probabilidades de
tunelamento. Essa informacao indica que a descricao da estatistica de contagem
deve ser feita estritamente em termos de amplitudes de tunelamento e que os canais
de espalhamento satisfazem um tipo especial de interferéncia quantica. Esse tipo
de interferéncia pode gerar o fenomeno de localizacao fraca, como veremos adiante.
De acordo com a referéncia [27], a impossibilidade de representar a poténcia de
ruido de disparo em termos de probabilidades de tunelamentos gera importantes
efeitos de interferéncia, considerando a mistura dos canais propagantes e a geragao
de indistinguibilidade desses modos.

1.4 Teoria da Localizacao

A propagacao de ondas em meios desordenados pode levar a efeitos quanticos inter-
essantes, devido a aleatoriedade do potencial de desordem, V (7), com dependéncia

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



1.4 Teoria da Localizacao 22

espacial. Como pode ser visto na referéncia [6], esses efeitos estao presentes tanto
para modelos com modos da equacgao de Schrodinger, quanto para modos da equagao
de Helmholtz. Em um cristal ideal, uma onda tem propagacao livre e pode-se de-
screver a sua dinamica usando-se funcoes de Bloch. A impureza no cristal causa
corregoes a propagagcao livre, criando resisténcia. No limite classico, o espalhamento
de fungoes de Bloch por impurezas leva a equacao cinética de Boltzmann, a qual,

para a condutividade, fornece

nexr

= 1.34
00 m 3 ( )

onde n é a densidade de elétrons na amostra, 7 é o tempo livre médio, e é a carga
fundamental do elétron e m a sua massa. Note que essa férmula nao é sensivel ao
campo magnético. Geralmente, em calculos praticos, assume-se que o potencial é
gaussiano, isto é,

V() = o
VAV = ——b(F -, (1.35)

2muT

onde v = (VA)™! é a densidade de estados de uma particula, A~ por unidade
de volume, V, e 7 é o tempo de espalhamento elastico. No limite de desordem
suficientemente alta, Anderson, na referéncia [28], percebeu falhas no esquema per-
turbativo resultante da distribuigdo gaussiana da equacao (1.35) e que o envelope
x das fungoes de onda pode localizar exponencialmente, y o< exp(—r/§). Para o
envelope, definimos r como a distancia ao centro espalhador e & como o compri-
mento de localiza¢do. Baseado nas idéias de Anderson, na referéncia [29], Thouless
estudou como as auto-funcoes de dois condutores com centros espalhadores inde-
pendentes, cada um com comprimento L, podem mudar quando tais condutores sao
conectados. Ele percebeu a presenga de dois regimes, (a) L > £ para o qual as
auto-fungoes praticamente nao sao afetadas e (b) £ > L para o qual as auto-fungoes
sao grandemente afetadas. No regime L > &£, o espalhamento se da por muitos
centros espalhadores e a funcao de onda atenua fortemente devido a multiplas inter-
feréncias, ou seja, o sistema localiza e a condutancia decai exponencialmente com
o comprimento L. No limite de baixa desordem, como estd posto na referéncia [6],
pode-se estabelecer um calculo perturbativo em poténcias de (kpl)~! << 1 chamado
de média em impurezas, no qual os diagramas resultantes sao separados em difusons
(parte cldssica) e em cooperons (parte quantica sensivel a interferéncia quantica).
O parametro de expansao contempla o momento de Fermi kr e o comprimento livre
elastico (.
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Figura 1.9: Figura exibindo trajetorias de modos eletronicos dentro de uma amostra.
A (a) exibe duas trajetérias sem intersegoes (difusons) entre os pontos 7 e 7 e a
(b) exibe uma trajetéria com auto-interse¢ao (cooperon). A figura foi adaptada da
referéncia [5].

Dados dois pontos 7} e 75 dentro da amostra, conforme a figura (1.9.(a)), a
mecanica quantica estabelece que a descri¢ao deve ser feita pela adigao de amplitudes
complexas A; de espalhamento nas impurezas e nao em termos da adicao de prob-
abilidades P;. Portanto, o espalhamento por impurezas impoe que a probabilidade
de propagacao entre esses dois pontos é

2

ZAi = Z|Ai|2+ZA,~Aj. (1.36)

i#]
De acordo com a equacao (1.36), a probabilidade total P depende da soma de
probabilidades individuais P; = \Ai|2 e da interferéncia A;A} entre diferentes am-
plitudes de espalhamento. Na figura (1.9.(a)), estao desenhadas duas das multiplas
trajetérias possiveis. As trajetérias tém, em geral, comprimentos e formas muito

pP=

—

diferentes entre si, cada uma determinando uma diferenca de fase Ap = % f;? p-dr
entre os pontos 1 e 2 e constituindo um ensemble de diferencas de fase com média
nula. Entretanto, existem trajetérias especiais como a da figura (1.9.(b)), para as
quais existe auto-intersecao. Para cada trajetdria desse tipo, existem dois tipos es-
peciais de propagacao, diferindo apenas pelo sentido do percurso na volta fechada.
Uma contribuigao (propagagao) pode ser levada na outra pela substituicao p — —p'e
dr'— —dr’ sem a alteracao de dp. Denotando as amplitudes das duas voltas possiveis
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(a) w2 B

NN

(d)

Figura 1.10: Figura exibindo, em (a) e (b), cinco espalhamentos para as proba-
bilidades de trajetdrias diretas entre os pontos r e r’. Em (c) e em (d), estdo
representados infinitos espalhamentos dentro de uma mesma trajetorias. A funcao
I',, representa uma série infinita de espalhamentos. Esses diagramas sao chamados
de difusons e representam a contribuicao classica para a condutividade. Os difu-
sons, por definicao, nao sao afetados por campos externos. A figura foi adaptada da
referéncia [6].

por A; e A, a probabilidade P; desse tipo de trajetéria é
P = A1+ Aof* = |A1]* + | Ao + A1 AT + AT Ay = 4|AL*, A=Ay, (1.37)

ou seja, a probabilidade quantica fica duas vezes maior do que a probabilidade
classica P; = |A;|* + |As|* (sem os termos de interferéncia). Isso pode explicar, por
exemplo, a diferenca na condutancia em fungao da dimensionalidade. Em uma e em
duas dimensoes, a probabilidade de retorno a um ponto de um caminhante aleatorio
tem valor um, e em trés dimensoes tem valor menor que um. Isso significa que o
caminhante aleatorio volta, necessariamente, para casa em uma e em duas dimensoes
em um tempo suficientemente alto. O mesmo nao acontece em trés dimensoes.
Assim, a contribuicao de interferéncia quantica é menor em trés dimensoes. A
interferéncia quantica da origem a localizagao de estados e essa correcao quantica é
genericamente chamada de localizagao fraca.

Para obter informacoes sobre o gas eletronico bastaria conhecer os estados ¢; e
as respectivas amplitudes. Isso poderia ser implementado usando-se o hamiltoniano
H do sistema fechado e resolvendo-se a equacao de Schrodinger dada por

Ho; = Ei¢i, H=Hy+ Hi, (1.38)
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onde Hy é o hamiltoniano livre do sistema na auséncia de centros espalhadores e
H; é um potencial aleatério que descreve a aleatoriedade das impurezas. A média
do potencial de impurezas é nula, isto é, (H;) = 0, e pode ser simulada por vérias
realizagoes possiveis de amostras do sistema. Para um H; arbitréario, fica impossivel
resolver a equagao (1.38). Na verdade, a sua solugao carrega muita informagao irrel-
evante, considerando que, para extrair as quantidades termodinamicas relacionadas,
é suficiente conhecer a densidade de estados p(E, ) dada por

(n( <Z¢ o) i (T, a)&(E—Ei)>, (1.39)

onde o é um indice de spin. Seguindo a referéncia [5], a densidade local de estados
também pode ser escrita em termos de fungoes de Green como

_ 1 A RA( ¢
Eaf‘) - T ;ImGE(yay)a G y y Z (140)

onde R(A) representa a fungao de Green retardada (avancada) e E* é definida em
termos de fases como E* = F £, com J — 0.

Mesmo com o problema bem formulado, a média dada pela equagao (1.39)
nao pode ser facilmente obtida. Uma possibilidade seria executar imediatamente
uma expansao em poténcias de (kpl)™' << 1. Uma forma de obter os termos
classicos e de interferéncia quantica, é executar uma média, supondo uma dis-
tribuicao gaussiana conforme a equagao (1.35). Esse método é exposto, por exemplo,
na referéncia [6]. A implementagao desse calculo perturbativo chamado de média em
impurezas parte da solucao perturbativa da funcao de Green que satisfaz a equacao
diferencial

(E — Hy — Hy(7))GEAF ) = 6(F — ) (1.41)

e que também pode ser escrita em uma forma integral. O céalculo diagramatico
consiste em representar as funcoes de Green nao-perturbadas por linhas continuas
e os potenciais de impurezas H;(7) por cruzes contidas nas linhas continuas da
propagagao livre. Linhas tracejadas representam integrais (médias) sobre o poten-
cial de impureza. Os diagramas que contribuem para esse cédlculo sao os difusons
(diagramas escada) e os cooperons (diagramas maximamente cruzados). Os difu-
sons nao sao suscetiveis a campos externos, ao contrario dos cooperons. Para efeito
ilustrativo, colocamos nas figuras (1.10) e (1.11) as representacoes diagraméticas dos
difusons e cooperons, respectivamente, que sao as duas primeiras contribuicoes para
a condutividade em sistemas metalicos.
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(b)

Figura 1.11: Figura exibindo em (a) e (b) alguns espalhamentos em trajetdrias
fechadas com interferéncia quantica. Os painéis (c) e (d) representam infinitos es-
palhamentos com interferéncia quantica em trajetorias fechadas, constituindo os
cooperons ou diagramas maximamente cruzados. A fungao I", representa todos os
espalhamentos. A figura foi adaptada da referéncia [6].

Nos capitulos 4 e 5, veremos maiores detalhes mateméticos e fisicos dessas
contribuicoes. O calculo em média de impurezas leva em conta detalhes microscépicos
da amostra e pode se tornar proibitivamente complexo para a obtencao de cu-
mulantes como a poténcia do ruido de disparo, ou para a obtencao de correcoes
de maior ordem em sistemas tipo heteroestruturas com campos externos de de-
scoeréncia sofisticados.

1.5 Supersimetria

A média em impurezas pode gerar devidamente a correcao quantica para sistemas
desordenados. Entretanto, muitos efeitos, tipicos de sistemas mesoscdpicos a baixas
temperaturas, tornam o formalismo de expansao diagramdtica em cooperons e di-
fusons proibitivamente complexo do ponto de vista técnico. A principal dificuldade
estd relacionada a proliferacao de diagramas para o calculo de quantidades genéricas
como a poténcia do ruido de disparo. Uma tentativa é abrir mao da descricao pertur-
bativa e tentar integrar diretamente “os graus de liberdade eletronicos” levando-os a
um outro espaco alvo com graus de liberdade efetivos. Esses novos graus de liberdade
podem ser, por exemplo, modos de Goldstone, como veremos.
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A idéia bésica, iniciada nos trabalhos sobre o truque de réplicas, é representar
médias de produtos de fungoes de Green em termos de derivadas de uma funcao
geratriz. Por exemplo, o trago sobre os estados dado pela equagao (1.39) pode ser
obtido da equagao (ver a referéncia [30])

1 OlnF(J)
EXf—H 3] |,

Tr (1.42)

onde J é uma fonte, o trago é sobre o espaco de N auto-estados e F' é uma funcao
geratriz escrita como

F(J) = / d[Slexp [£iST (E*1y — H + J1y) S]. (1.43)

O vetor complexo S tem N componentes e a integral é executada sobre as com-
ponentes reais e imaginarias das entradas. Um problema fundamental do uso da
funcao geratriz é a presenga de um termo de normalizagao, dado por

1
FO) = Get [+2mi (E* — H)]’

(1.44)

ap0s a execucao das derivadas e a tomada do limite J — 0. A necessidade de tomar
o logaritmo, conforme a equagao (1.42), é eliminar este termo no truque de réplicas
da referéncia [31]. Uma maneira de eliminar o logaritmo e resolver o problema da
normalizagao é considerar o uso de supersimetria.

Conforme estd estabelecido no apéndice (1), o termo de normalizagao, dado
pela equagao (1.44), pode ser representado por uma superintegral. As varidveis de
Grassmann (fermionicas) surgem da representacao do determinante no denominador
e as variaveis bosonicas de determinantes no numerador. Procedendo assim, nas
referéncias [5, 32], Efetov mostrou que a fungao geratriz do ponto fechado pode ser
convergente no super-espago. Efetov também mostrou que, nesse espaco, o conjunto
de “graus de liberdade eletronicos” podem ser representados por meio de matrizes de
ordem oito, reduzindo drasticamente o nimero de graus de liberdade do problema. O
espaco alvo contém um modelo ¢ nao-linear supersimétrico descrevendo a dinamica
de campos de Goldstone.

Para um sistema aberto, como o bilhar de Niels Bohr, propriedades resul-
tam do espalhamento de modos externos. As caracteristicas do sistema sao dadas
em termos de matrizes aleatérias que, em modelos microscépicos, sao determinadas
exclusivamente em termos do hamiltoniano e das simetrias do sistema. Esse sis-
tema acoplado a modos externos é usualmente chamado de sistema aberto. Como
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vimos, o formalismo de Landauer-Biittiker relaciona propriedades de transporte a
matrizes de espalhamento. Por vezes, a origem microscépica da matriz de espal-
hamento é ignorada. Um modelo que incorpora o formalismo de espalhamento para
reacoes nucleares e modelos hamiltonianos para o ntcleos pesados foi estabelecido
por Mahaux e Weidenmiiller na referéncia [33]. Como veremos no capitulo 2, o
modelo nuclear de Mahaux-Weindemiiller pode ser adaptado ao modelo de trans-
porte de modos eletronicos de Landauer-Biittiker, gerando resultados universais.
Usando o método de supersimetria e o modelo de Mahaux-Weidenmiiller, na re-
feréncia [34], em 1985, Verbaarschot, Weidenmiiller e Zirnbauer (VWZ) resolveram,
nao-perturbativamente, o problema da correlacao de elementos da matriz de espal-
hamento em nticleos pesados, ou seja, resolveram, no limite quantico, o problema
proposto por Niels Bohr. A adaptacao para o problema do transporte quantico em
sistemas mesoscopicos, seguindo do modelo de VWZ, sera feita no capitulo 2.

1.6 A Tese

No capitulo 2, estudaremos o problema de espalhamento quantico seguindo o mod-
elo de Mahaux-Weindemiiller para o caso de uma cavidade cadtica acoplada a
multiplos terminais. Tal modelo fornece uma descricao hamiltoniana e descreve
o espalhamento de canais de propagacao eletronicos por um ponto quantico com um
nimero muito grande de ressonancias. Os canais de espalhamento nao tém “reacao
direta”, o que implicard em certas condicoes de ortogonalidade sobre o acoplamento
entre os canais e os modos ressonantes. Consideraremos o limite universal de uma
distribuicao aleatéria de estados ressonantes. No limite universal, escolheremos, sem
perda de generalidade, um ensemble gaussiano para a distribuicao. Procedendo de
acordo com a formulagao supersimétrica para sistemas abertos de VWZ, obtere-
mos o modelo ¢ nao-linear correspondente para a funcao geratriz de cumulantes e
momentos da estatistica de contagem. Calculos exatos serao executados e os cumu-
lantes e momentos serao escritos em termos de integrais triplas. O procedimento é
nao-perturbativo e contém toda a informagao quantica relevante sobre o sistema.
No capitulo 3, mostraremos uma expansao semiclassica do modelo o para os
trés possiveis ensembles de matrizes hamiltonianas da cavidade cadtica. Simetrias
continuas da acao do modelo o determinam uma “lei de conservacao” no limite
semiclassico. A lei de conservacao dé origem a uma teoria de circuitos. Procedendo
a expansao, obteremos o termo principal da condutancia e da poténcia do ruido de
disparo. Seguindo uma referéncia recente, calcularemos a correcao quantica da con-
dutancia e da poténcia do ruido de disparo via teoria de circuitos. A primeira etapa
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Méetodo Diagramatico de
Integracdo no Grupo

Unitario
>
Nucleo de Poisson & Medida
Estube
de Haar
L
0 M
'
Formalismo de Mahaux- > Modelo Sigma N3o-Linear
Weindenmiller para o Espalhamento
b=
v
' Ty
Teoria Semicldssica de
Circuitos

Figura 1.12: Figura exibindo as consequéncias diretas do modelo de Mahaux-
Weindemiiller para teorias do espalhamento quantico em sistemas mesoscépicos.

consiste em obter a correcao para os trés ensembles puros de Wigner-Dyson. Para
ensembles puros, observamos interessantes e inesperados efeitos do tipo supressao-
amplificacao para condutancia e para a poténcia do ruido de disparo. Dentro do
mesmo esquema conceitual, calculamos as correcoes também para o sistema em
regime de crossover, isto é, ligado a campos finitos de quebra de simetria de re-
versao temporal e a espalhamento spin-érbita. Em regime de crossover, observamos
uma miriade de efeitos do tipo supressao-amplificacao.

No capitulo 4, apresentaremos uma transformacao tipo “color-flavor” indireta
que faz o mapa entre o modelo o e o espago de matrizes aleatérias descritas pelo
nicleo de Poisson. O mapa proposto permite a integracao na medida de Haar do
espaco de matrizes aleatdrias. Efetuaremos uma expansao semiclassica nesse espaco
seguindo regras diagramaticas. Confirmando os resultados obtidos via teoria de cir-
cuitos, obtemos o termo principal e a primeira correcao quantica para a condutancia
e para a poténcia do ruido de disparo. A confirmacao destes resultados permitiu
descobrir quais sao os diagramas topologicamente distintos para o caso dos termos
da correcao quantica da poténcia do ruido de disparo com barreiras. Os diagramas
da expansao mencionada sao construidos por analogia com a estrutura dos diagra-
mas da média em impurezas. A construgao dos diagramas é feita considerando
as estruturas difuson (diagramas escada) e as estruturas cooperons (maximamente
cruzados).

No capitulo 5, partiremos do fato de que a férmula de Mahaix-Weidenmiiller
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dependente de energia pode ser representada como um “estube”. O estube fornece
um meio de perturbar o espectro de niveis de energia da cavidade cadtica com cam-
pos externos fracos. Usaremos esse caracteristica para perturbar a cavidade cadtica
de maneira sutil, com hamiltonianos conhecidos, para inserir campos externos e cer-
tos efeitos especiais de estruturas cristalinas. O método de estube pode ser inserido
em alguma parametrizacao no espago das matrizes aleatorias de espalhamento. Us-
aremos tal fato para integrar na medidade de Haar e obter o crossover gerado por
dois mecanismos distintos: (a) correcao relativistica para o acoplamento spin-érbita
e (b) corregdo devido a anisotropias na cavidade cadtica.

A figura (1.12) exibe o arcabougo conceitual desta tese. O ponto de partida
¢ o modelo de Mahaux-Weidenmiiller, de onde, usando o formalismode de VWY,
obtemos o modelo ¢ correspondente. O modelo o pode gerar resultados diretamente
com a integracao na super-variedade correspondente. O modelo ¢ também pode
gerar uma teoria de circuitos se houver uma expansao semiclassica direta. Usando
uma transformacao tipo ”color-flavor”, um mapa exato pode ser estabelecido entre
o modelo ¢ e o nucleo de Poisson com medida de Haar. A construcao do método
diagraméatico de integragao no grupo unitario requer um estube que também pode
ser deduzido do modelo de Mahaux-Weindenmiiller. As relagbes entre as teorias e
08 passos conceituais serao feitos ao longo desta tese.
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Capitulo 2

Modelo Sigma Nao-linear
Super-Simétrico: Momentos e
Cumulantes de um Ponto
Quantico

Na introdugao, vimos que o processo de espalhamento em um meio aleatério é um
problema bastante antigo, datando do modelo de bilhar de Niels Bohr para nticleos
compostos. Vimos também que o caos quantico pode ser descrito por um hamil-
toniano aleatério na regiao de espalhamento e, nos primérdios da formulacao de
espalhamento em fisica nuclear, que Wigner desenvolveu uma teoria de matrizes
aleatérias para descrever espalhamento ressonante de neutrons lentos em ntcleos
pesados. Nesses anos primordiais, alguns problemas foram resolvidos analitica-
mente, como a distribuicao do espacamento médio de niveis dos auto-valores do
hamiltoniano levando em conta argumentos de simetria. Vimos que, em 1983, as
fungoes de correlagao da estatistica de niveis da cavidade cadtica foram calculadas
na referéncia [5] usando formalismo de supersimetria. Nesse trabalho, Efetov desco-
briu uma importante maneira de diminuir dramaticamente o nimero de variaveis
independentes da descricao estocastica. Para um ndmero arbitrario de canais de
espalhamento, usando o formalismo hamiltoniano, e um mapeamento no modelo
o nao-linear supersimétrico zero-dimensional, Verbaarchot, Weindenmiiller e Zirn-
bauer [34] obtiveram a fungao de correlagao da matriz de espalhamento e resolveram
o problema de Niels Bohr em reacoes nucleares ressonantes.

Em sistemas mesoscopicos, probabilidades de transmissao sao associadas com
observaveis de transporte por meio do formalismo de espalhamento de Landauer-

31



2.1 Deducao da Férmula de Mahaux-Weidenmiiller 32

Biittiker e a solugao da referéncia [34] ganha uma importancia fundamental. Con-
dutancia e poténcia do ruido de disparo, assim como as suas flutuagoes universais,
sao uma fonte de informacao quantica para sistemas mesoscopicos. Nesse contexto,
algumas outras formulacoes bastante bem sucedidas ganham importancia como: in-
tegragao na medida de Haar por meio da técnica diagramatica (referéncia [7]), teoria
quantica de circuitos (referéncia [35]) e muitas outras técnicas com as mais diversas
estruturas algébricas [27, 36, 37, 38, 39, 40]. Estas técnicas resolvem o problema no
limite semiclassico (nimero suficientemente alto de canais de espalhamento), cada
uma com o seu dominio especifico de aplicabilidade. Outras técnicas exploram o
limite de um numero arbitrario de canais de espalhamento abertos, revelando, de
maneira nao-perturbativa, toda a informacao quantica relevante. O acesso a esse
regime de um numero pequeno de canais é uma tarefa dura, como pode ser obser-
vado em alguns trabalhos nessa linha como nas referéncias [41, 42, 43, 44]. Até o
momento, o tnico formalismo que incorpora barreiras (ou média nao-nula da ma-
triz de espalhamento) e nimero arbitrariamente pequeno de canais em um esquema
nao-perturbativo é a supersimetria [45].

Neste trabalho, usaremos o formalismo hamiltoniano, seguindo o procedi-
mento da referéncia [34]. Este procedimento tem a grande vantagem de incorporar
toda a informacao do fenomeno de ressonancia no ponto quantico, que pode ser visto
como uma cavidade cadtica. Mostraremos uma descricao detalhada da versao mul-
titerminal da formulacao padrao de supersimetria para sistemas abertos seguindo a
referéncia [45] e apresentaremos uma férmula geral para a condutancia no caso de
contatos nao-ideais para sistemas com simetria de reversao temporal e rotacao de
spin. Completando o estudo, faremos uma anélise numérica dos resultados analiticos
no limite quantico relevante, apresentando graficos para um ntimero arbitrariamente
pequeno de canais na presenca de barreiras. Estudaremos flutuagoes universais da
condutancia e poténcia do ruido de disparo usando o mesmo modelo ¢ nao-linear
e mostraremos, numericamente, que esse modelo ¢é suficientemente robusto para in-
corporar cumulantes e momentos de ordem superior.

2.1 Deducao da Formula de Mahaux-Weidenmiiller

Um formalismo estocastico para espalhamento quantico cadtico foi apresentado no
trabalho de Verbaarschot, Weidenmuller e Zirnbauer (VWZ) [34]. Motivados pelo
estudo de reacoes ressonantes em fisica nuclear, eles conseguiram adaptar, apropri-
adamente, as idéias de teoria de matrizes aleatdrias (TMA) para sistemas abertos de
maneira a tornar possivel incorporar o limite quantico extremo (nimero arbitrari-
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Canais de Espalhamento

N

1

Regido de Interagdo

Figura 2.1: Espalhamento de modos propagantes em um guia semi-infinito causado
na regiao de interacao.

amento pequeno de canais). Em um fenomeno de espalhamento geral, assume-se
que os eventos de espalhamento acontecem em uma regiao compacta do espaco de
configuragoes, o qual é genericamente chamado de “regiao de confinamento”. Os
subprodutos dessa interacao na regiao compacta sao denominados de “modos pro-
pagantes”, e sao caracterizados por um conjunto enumeravel de niimeros quanticos.
Esses niimeros quanticos podem indexar os graus de liberdade internos de cada
estado assintoticamente livre.

Consideremos, primeiramente, o modelo especificado na figura 2.1, o qual
consiste de modos propagantes ao longo de um guia semi-infinito com largura d.
Os modos propagantes do guia sao quantizados ao longo da direcao transversal.
Vamos assumir que o guia carregue M canais abertos e independentes, cada um em
uma energia F especifica. Na regiao assintotica, existira, portanto, um conjunto de
estados de espalhamento denotados por |n, E); n = 1..M normalizados segundo a
prescrigao (n, E1| m, Ey) = 0,,,0(F1 — E2). Na regiao compacta de interagao, por
outro lado, assume-se a existéncia de um conjunto discreto de N, estados ortogonais
) p=1,..., Ne.

Na ausencia de acoplamento entre os diferentes conjuntos de estados, um
hamiltoniano pode ser imediatamente escrito. Ignoraremos quaisquer “reagoes dire-
tas”, ou seja, vamos assumir que os canais de reacao estao acoplados apenas através
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da regiao de interacao. Nesse caso, a parcela do hamiltoniano que contém os canais
de reacao deve ser diagonal, de tal forma que o hamiltoniano pode ser decomposto
em duas partes independentes da seguinte maneira

Ho =S 1) (i) (v + 3 / dE |n, E) E (n, B|. (2.1)

O primeiro termo da equagao (2.1) denota a representagao em uma base arbitréaria
do hamiltoniano H,; da regiao compacta de interacao, a qual contém N, > 1 auto-
estados de H,;. O segundo termo do hamiltoniano contém os estados da regiao de
canais abertos. O modelo VWZ baseia-se na hipétese de aleatoriedade da matriz H,;
que representa o operador H,;, incorporando com isso as propriedades basicas de
TMA para matrizes N, X N, de ordem alta. Por outro lado, de acordo com o mesmo
modelo, o segundo termo é deterministico e corresponde aos estados assintoticos.
Os canais de entrada se acoplam com os auto-estados de H,;, criando canais de
espalhamento assintoticamente livres. O termo de acoplamento pode ser escrito na
base {|u), |n, E)} como

v=>" <|M> / dEW,,, (n, E| + h.c.) (2.2)

O conjunto de estados de H = Hy + V pertence a um espago de Hilbert
H de dimensao infinita. Esse conjunto pode ser visto como um espago de estados,
dotado de um certo produto interno (- ,-), carregando, de acordo com o teorema da
representacao de Riesz, um tnico operador continuo H tal que H : H — H com a
seguinte propriedade

(HOW, @) = (o) HIB®), vo), &) € . (2.3)

O operador H' é chamado de operador adjunto e é uma generalizacao do conjugado
complexo. Vamos admitir que o hamiltoniano com interagao seja hermitiano (ou
auto-adjunto), i.e., H = H', e obter os estados, @) e ®@ e as correspondentes
restricoes sobre tais estados diante da hermiticidade. Apresentamos uma maneira de
conectar as amplitudes dos canais abertos por meio de uma matriz de espalhamento
S que incorpora os vinculos sobre o acoplamento.

Uma vez fixado o hamiltoniano e suas propriedades, podemos imediatamente
obter a matriz S de espalhamento correspondente. Para isso, seguiremos as re-
feréncias [46, 47, 48]. O primeiro passo consiste basicamente em obter os canais

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



2.1 Deducao da Férmula de Mahaux-Weidenmiiller 35

de espalhamento dentro dos guias mediante a formulacao canonica da mecanica
quantica, ou seja, usando a seguinte equagao bidimensional de Schrodinger

2 2 2 2.2
o (5 + 5 ) Vo) = (o), (2.4
onde m é a massa da particula e ik o seu momento. Seguindo a figura (2.1), os
estados ¥(z,y) sdo quantizados na dire¢ao transversal y de largura d e sdo assintoti-
camente livres na diregao longitudinal x, ou seja, a equagao (2.4) satisfaz a condicao
de contorno ¥(z,y = +d/2) = 0. Considerando o vinculo, obtemos uma solugao
que corresponde a uma parte tipo onda propagante

Yal) = —— [ Ay exp (—ike) + By exp (iku)] (2.5)

\/2mh%k, /m

normalizada, e a uma parte tipo onda estacionaria

dn(y) = \/gsen {(%) (y + g)] n=1, ..M.

As solugbes podem ser escritas como um produto ¥, (z,y) = ¥,(2)¢,(y). Uma
maneira bastante apropriada de denotar todas as solugoes é escrever um “vetor
solucao” cuja entrada n é a solugao de rétulo n para a equagao de Schrodinger no
guia. Sendo assim, a solucao pode ser escrita como W = (U (z, y), Us(z, 1), ..., Uar(x,y))".
Note que existem M canais abertos, i.e., dado que o sistema tem energia E =

h*k?/2m e que o vetor de onda k, = [k? — (%)2] deve ser real para uma onda

propagante; entao, M deve ser menor ou igual ao maior inteiro menor que kd/.
Os outros canais sao fechados (evanescentes) e ndao contribuem para o transporte
quantico.

Exemplo: Podemos extrair a matriz S do sistema para o caso da cavidade
cadtica (regiao de interagao) estar desacoplada dos guia. Para isso, usamos a seguinte
condicao de contorno

Oy,
ox

—0, (2.6)

=0

representando a auséncia de fluxo de probabilidade através da interface em x = 0.
Diretamente da equagao (2.6), podemos concluir que —ik, A, + ik, B, = 0, o que
equivale a escrever a relacao entre os vetores amplitudes dos canais de “entrada”,
A = (A, Ay, ..., Ay)T, e dos canais de “saida”, B = (B, Bo, ..., By)?, como
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B, = 6,mA,,. Entao, uma vez fixada a condicao de contorno de nao-interacao,
imediatamente, concluimos que a matriz de espalhamento é matriz identidade.

A interacao pode ser estabelecida considerando condigoes de contorno mais
gerais que ampliam o espago de Hilbert dos estados do sistema. Consideremos entao
N, estados ortogonais da cavidade cadtica e agrupemos todos eles como um vetor
de estados escrito como u = (uy,us, ...,uy,). O vetor u pode ser obtido direta-
mente da matriz aleatoria H,; da cavidade. Os auto-estados do hamiltoniano, que
descreve a interacao dos estados ressonantes da cavidade com os canais propagantes
no guia, podem ser escritos como ® = (u, ¥)” e pertencem ao espago de Hilbert
L2(RT,CM) @ CN. Vamos definir o operador hamiltoniano atuando nesse espaco de
Hilbert como

. o, WO
H = < Wwe 7, ) . (2.7)

O operador 1, atua na regiao de interacao e é representado pela matriz hamilto-
niana N, X N, cujos auto-estados formam as ressonancias do sistema aberto. Os
operadores WO e W descrevem o acoplamento dos canais propagantes com as
ressonancias. O operador H, = —h2/2m diag(d? +02,074 05, ..., 02+ 0;) representa
o operador energia cinética do guia.

Admitindo que o acoplamento ¢é local, podemos escolher W@ =0 e W(l),
mantendo a hermiticidade, de modo que

R /2
WOw = [ () u(0.4) = 20(0), (2.8)

—d/2
onde ¥(0) = (¢1(0),...,%m(0)) e & tem entradas w,, = f%% Woinén(y), com
uw=1.,N.en =1,...,M. Dessa forma, podemos escrever como o operador

hamiltoniano atua nos estados do espaco de Hilbert estendido
HE = (Hpu+o(0), HoW)" (2.9)

Definimos o produto escalar nesse espaco de Hilbert como

d/2

(D1]Dg) = uluy + (V1| Wy) , (W[ Wy) :/

dy / dz Ui, (2.10)
—d/2 0

onde consideramos que a propagacao ocorre no semi-eixo x positivo.

Como mencionamos anteriormente, uma das condi¢oes que vamos impor é que
o operador hamiltoniano seja auto-adjunto. Para o conjunto completo de estados
definidos, H nao é auto-adjunto em geral. Vamos impor condi¢oes de contorno e
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encontrar um subconjunto de estados para os quais H satisfaca o requerimento de
hermiticidade. Considerando o produto interno definido anteriormente, temos

(HD|By) = (umiﬁzp{(ow) s + (MU | 0,), (2.11)
(D1[HDy) = uf (Hrsuz + 0ta(0) + (U1 H D). (2.12)
T

Subtraindo as equacoes (2.11) e (2.12), notamos que o termo ul ! u, é cancelado,
considerando que H,; é hermitiana. Integrando por partes em z, obtemos

a(0) — ulwry(0)

=0

2
(Hnfo) - @ifpes) = (o)

ox

i )t — i) ( Ly (2.13)
1 27 ot o > '

=0

Claramente, a equagao (2.13) nos permite concluir que o operador H nao é, em
geral, auto-adjunto. Na referéncia [47], sao estabelecidos vinculos gerais em x = 0
para o subconjunto do espaco de Hilbert, que torna H auto-adjunto. Para as nossas
finalidades, basta a seguinte escolha mais restrita:

o ()

Queremos acoplar os canais propagantes em x = 0, o que pode ser feito notando
também que o vetor u esta relacionado ao vetor de interacao, nesse ponto, mediante
a equagao de Schrodinger do sistema

(2.14)

=0

HO = (Hpu+ 0v(0), Ho W) = E(u, 0)7, (2.15)

ou seja, a primeira componente da igualdade anterior estabelece que H,;u+w(0) =
FEu, indicando conservacgao de energia no ponto de contato. Dessa forma, podemos
escrever uma segunda relacao entre os canais propagantes e as ressonancias

u=(F —H) " @p(0). (2.16)

Substituindo a equagao (2.16) na equagao (2.14) e usando a equagao (2.5),
obtemos

m
2mwh?

1/2 1/2
) K*W(AJFB):—Z’—( ) K'2(A-B),

(2.17)

ot (B = M) ™o
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onde K = diag (ki, ks, ..., kas) e os vetores A e B tem como entradas as amplitudes
das auto-fungoes de H. A equacao anterior pode ser mais apropriadamente escrita de
maneira a “conectar” as amplitudes de espalhamento. Multiplicamos essa equacao
por K~1/2 pela esquerda, de modo a eliminar K'/2? no lado direito. Dessa forma, as
amplitudes de espalhamento podem ser relacionadas pela equagao B = SA, onde S
¢ a matriz de espalhamento dada por

S=(I—iF)I+iF)", F=aWl(E—-H.) W, (2.18)

onde W = /2m/ri2odiag (kl_l/Q,k:;l/Z, ...,k;j”) e I é a matriz identidade de
ordem M. A matriz S pode ser reescrita conforme a referéncia [34]:
S = (I—iF)I+iF) ' =1—-2F(+iF)™*
= 120 (aWH(E ~H)" W) S (inWH(E — H,) "' W)
1=0

= 12 (inW(E —H,.) "W)™
1=0
= 120 | N (inW(E — M) W) | (B — Ho) W
1=0

— 1= 2imW (I +ixWHE = H,) W)™ (B = M) ~'W

S = I—2iaWh (E—Hy+inWWH) W (2.19)
Ou ainda, em termos de um hamiltoniano efetivo nao hermitiano H.y = H,; — iT’,
1
S=1-27W E— ., W, (2.20)

onde I' = 7W W caracteriza o decaimento das ressonancias. As energias dos estados
ressonantes sao polos simples da equagao (2.20).

A generalizagao da férmula de Mahaux-Weidenmiiller (2.20) para incorporar
multiplos terminais segue os mesmos argumentos desta secao. Indexaremos o vetor
de amplitudes de cada terminal por ¢ = 1,..., M, sobrescrito, de maneira que os
vetores amplitudes ficam escritos como

A = (A AL LAY AP AR AGD),
1 1 1 M M M
B = (B",BY",...BY,..BM" B, . BSY).

(2.21)
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O caso multiterminal fica mais apropriadamente descrito com a introducgao direta
da matriz K, generalizada para M terminais, e que contém os ntimeros de onda que
aparecem explicitamente na parte livre da funcao de onda. Podemos escrevé-las,
respectivamente, como

K = diag(k{", k", o kY, D RS RS,

v = (

m
2rh? K

)1/ Clexp(—iKz)A + exp(iKz)B] (2.22)

onde 1 é um vetor cujas entradas sao as funcoes de onda de cada modo propagante.
Usando a matriz K, a funcdo de onda livre generalizada dada pela equagao (2.22) e as
mesmas condi¢oes de contorno usadas para um tnico guia, obtemos a mesma férmula
de Mahaux-Weindemiiller anterior com a matriz de acoplamento W modificada para

o \ 12
W=
(Wﬁ2K )
onde w = (wy,...,Wy) caracteriza o acoplamento, incluindo todos terminais. A

matriz S correspondente pode ser decomposta em blocos de “reflexao”, r, e em
blocos de “transmissao”, t, de modo que podemos escrevée-la como

ri1 ti2 tim
tor 122 - tom

S = . S : : (2.23)
tar tare -0 Tmm

Os blocos 1, de ordem N; x N;, da matriz S, dada pela equagao (2.23), caracterizam
amplitudes de reflexao do terminal [. Por outro lado, os blocos ¢;;» de ordem N; x Ny
caracterizam amplitudes de transmissao do guia [ para o guia [’

Uma decomposicao similar pode ser executada na matriz diagonal W por
blocos de @ e de K /2 de maneira que a matriz W fica escrita por porcdes corre-
spondentes a cada terminal. Podemos, entao, escrever tal matriz de acoplamento de
ordem N, x M como

(W) n=1,.. N

(WQ)/J«,n*Nl; n:N1+1,...,N1—|—N2

W = , (2.24)

(WM)}L,n*N(M_lﬂ n = N(M—1)77N
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com p =1,2,..., M. Definindo a matriz W dessa forma, podemos reescrever a matriz
S de uma maneira bastante apropriada, fornecendo, diretamente, as matrizes de
reflexao e de transmissao em termos dos propagadores e do acoplamento:

1—2miW/D-'Wy  —2miW D 'W,
S=| —2mWiD'W, 1-2mWiD"'W, --- || (2.25)

onde D = F—-H,,—il' e’ = Zf\il VVII/VIT. Comparando as equagoes (2.23) e
(2.25), vemos que ry = 1 — 27rz'VVlTD_1W} ety = —QWiM/lTD_lT/Vy. Novamente,
assumiremos a condigao de ortogonalidade ou, equivalentemente, que nao ha reagoes
diretas, portanto

NcA
;2 uA)(l)(Sl’l/; o = diag(wgl),wél), ...,w](\l,z), (2.26)

Wiw, =

onde A é a espagamento médio de niveis de energia dentro da cavidade.

2.2 Parametros de Acoplamento e Coeficientes de
Transmissao

Seguindo as hipdteses basicas de teoria de matrizes aleatérias, podemos modelar
o hamiltoniano dos modos ressonantes da regiao de interacao por meio de uma
distribuicao de probabilidade. Doravante, escolheremos que o hamiltoniano ¢ um
membro do GOE, ou seja, estudaremos uma cavidade cadtica com simetria de re-
versao temporal. Os efeitos da dinamica cadtica dentro da cavidade podem ser
incorporados através dos dois momentos relevantes para o GOE:

)\2
(M M) = N. (Oupsr O + 0y O )
(HuwHuw) = 0, (2.27)

onde N, é o numero de estados ressonantes na cavidade.

Considerando que o acoplamento é deterministico e que a aleatoriedade ocorre
apenas na cavidade, podemos escrever a média da matriz S em termos da média do
propagador. Mais explicitamente, queremos encontrar

(S) =1 —2miW'(GF)W, (2.28)
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com <GR> denotando a média da funcao de Green retardada do hamiltoniano nao-
hermitiano. A matriz fenomenolégica W é deterministica e toda a parcela aleatéria
estd na funcao de Green que contém os graus de liberdade “rapidos”. Um método
de calcular tal média é definir uma funcao geratriz de modo que

rRy_ 10
(65 =50

(Z(J)), (2.29)

J=0

onde a funcao geratriz Z(.J) pode ser escrita como

1—JGR

Vamos definir a inversa da funcao de Green retardada D~ = G¥. A matriz
H é simétrica por pertencer ao GOE e a auto-energia L% = —izW W' também o ¢é,
ou seja, D = DT, com T denotando a operacao de transposicao. Para incorporar
a simetria de conjugacao de carga do GOE, vamos introduzir dois novos indices
a,a’ € {1,2} e, entao, escrever uma matriz D com o dobro de entradas, todas elas
relacionadas a D:

(2.30)

Do = 5% (ESu — Hyuw — E1) . (2.31)

Definamos também a matriz cujas entradas sao as fontes da funcao geratriz, in-
cluindo os novos graus de liberdade para conjugacao de carga, como

J00' = 6% ko, (2.32)

onde J é a matriz definida anteriomente para a funcao geratriz, ko =1 e k; = —1.
Uma matriz que é compativel com a funcao geratriz dada pela equagao (2.30),
incluindo os novos graus de liberdade e a super-dlgebra (ver apéndice 1), pode ser

escrita como:
_( D+1J 0 ) AT
M—( 0 D JT)’ M=M". (2.33)

Podemos usar a definicao da fonte dada pela equacdo (2.32) e reobter a equagao
(2.30) para a fungao geratriz com fonte J. Usando as propriedades da super-algebra,
temos

Sdet™'/2(M) = Sdet (D +J)
D—J 1—JGR
= (D—H) et (m)
= Z(J). (2.34)
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Pelas equagoes (2.34), vé-se que a funcao geratriz também pode ser escrita como
Z(J) = Sdet (D + J). Dessa forma, como o super-determinante pode ser escrito
como uma super-integral gaussiana (veja a equacdo (A.12) do apéndice), a funcdo
geratriz pode ser escrita como

Z(J) = /ch exp

% azq (@), (A(I));">] , (2.35)

onde A = D + J. Os auto-estados de A contém a “corrente de transicao”J entre
niveis de energia ;e v. O super-vetor ® tem 4N, entradas, podendo ser escrito
como

T
d = ( :00* ) ;= (go?,...,go?vc;cp%,...,cp}vc) . (2.36)

A medida, nesse espaco, é dada por

1 N,
Do = H H i d(e))”.

a=0 pu=1

Podemos separar a por¢ao de D que contém a aleatoriedade e extrair a média no
ensemble de matrizes H. Usaremos o resultado dado pelas equagdes (A.15) e (A.16)

para escrever
= exp (—4NCStrS ) , (2.37)
H

) o o
(o 000
onde quo" = 25;1 e (p) (@T)Z (). Portanto, o argumento do exponencial da super-

aq

integral em @ fica quartico. Como estd deduzido na equacao (A.20) do apéndice,
uma maneira de torna-lo quadratico em ® é fazer uma transformacao de Hubbard-
Stratonovich. Podemos mostrar que

exp (- ﬁécsu(si’)) _ / dorexp [—%SM(UZ) - % (37, (0 ® I,) <1>>} (238)

onde a matriz ¢ ¢ um campo auxiliar que satisfaz uma “invariancia de deslocamento” em
S e deve pertencer a um grupo de simetria e ter uma parametrizacao correspondente,
COMO veremos.

A equagao (2.38) permite imediatamente escrever a média da fungao geratriz
no ensemble de hamiltonianos:

(Z(])) = /daexp (—iVT;Str(ﬁ)) /Dcp exp{% <c1>T,A<1>>}, (2.39)

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



2.2 Parametros de Acoplamento e Coeficientes de Transmissao 43

onde A = [(EINC — ZR) QL+J—-0® INC]. Usando novamente a equagao (A.12)
para integrais gaussianas, podemos efetuar a integral em ® da equacdo (2.39) e
escrever a média da funcao geratriz de uma maneira muito apropriada

) = [ doexplic(o. )
N,
4)\?

Quando o numero de ressonancias na cavidade é muito grande, podemos
fazer uma aproximagao tipo ponto-de-sela para a equacao (2.40). Para isso, fazemos

o = 0y + 6o e expandimos a lagrangeana em poténcias de do. Igualando a zero o
termo linear, obtemos a equacao de ponto de sela

iL(o,J) =

Str(o?) — %sm« In[(Ely, - X% @ Li+J — 0 ® Iy,] (2.40)

Uo(EI4 - O'()) = )\214, (241)

a qual, para £ = 0, tem uma unica solugao convergente, oy = —iAl;. Préximo ao
ponto de sela isolado, a lagrangeana (2.40) pode ser aproximada por

Ne

vE Str(do)?.  (2.42)

iL(o,J) ~ —%Str In[(Ely, - S @Li+J—0o®In.] —

Eliminando os modos massivos, expandindo a lagrangeana dada pela equagao (2.42)
até segunda ordem em J e tomando os super-tracos, obtemos, respectivamente, a
funcao geratriz média préxima ao ponto-de-sela e a funcao de Green média usando
a equagao (2.29):

) = e %Z[(INC%ER)] (e + ) |

pnv uv

(]NC + %23) 1] : (2.43)

uv

i
(GL) = —3

A média da matriz S pode ser imediatamente escrita se usarmos as equagoes

(2.43) e (2.28). O tempo de decaimento dos estados ressonantes da cavidade estd in-

timanente ligado a parcela nao-hermitiana do hamiltoniano efetivo. A aleatoriedade

dos niveis de energia da cavidade pode ser incorporadas na média de espacamentos

dada por A = wA/N,. Com essas consideragoes, podemos escrever a média da matriz
S como

Sy = N.A — *Wiw

() = NA + m2WIW-

(2.44)
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Mais especificamente, na auséncia de reagoes diretas, as entradas da matriz S podem
ser escritas em termos dos parametros escalares de acoplamento (ver se¢ao anterior).
Consideraremos parametros diferentes para cada canal de espalhamento, as entradas
da matriz de espalhamento média podem entao ser escritas como:

1 —wpm

2 B 7
<Smn> 5Pq6m" 1 + wpm :

(2.45)

A referéncia [34] obtém a média da matriz S incluindo dependéncia em
energia na matriz W. Ja vimos que no limite de muitos niveis de energia com
espacamento pequeno, a matriz W depende muito fracamente da energia. Contudo,
essa forma mais geral ganha alguma importancia interpretativa quando definimos
os coeficientes de transmissao

Ton =1 —[{(ST0) I*.

Nesse caso, a equagao (2.45) sofre modificagdo: os parametros de acoplamento sao
levados em w,, — wyng(E), com g(E) =iE/2 + (1 — E%/4)Y/2. Por outro lado, os
coeficientes de transmissoes ficam escritos como [48]

Pela equacao (2.46), vemos que T, fica cada vez menor a medida que o parametro
de acomplamento w,, cresce ou decresce, contrariando a intuicao de que um acopla-
mento forte aumentaria a transmissao. Por meio dessa mesma equagao, vemos que
a taxa de transmissao média ocorre quando w,, = 1. O valor maximo atingido
pelo coeficiente de transmissao ocorre para um intervalo de energia na vizinhanca
de £ = 0 para wy, = 1. Quando w,,, = 0, préximo a I = 0, a média da matriz S ¢ a
identidade e T},,, = 0, ou seja, a auséncia de acoplamento entre os canais propagantes
e a regiao de interacao limita completamente a entrada de estados na cavidade. Esse
caso foi estudado usando o exemplo da segao anterior. O coeficiente de transmissao
T, pode caracterizar a parcela do fluxo do canal pn que fica na regiao de interagao
por um tempo significativo formando meta-estados que depois decaem.

2.3 Cumulantes e Momentos da Estatistica de Con-
tagem

Vimos, na introducao, que um sistema fora do equilibrio pode gerar estados pro-
pagantes em guias (terminais) provenientes de reservatérios. Vimos que a con-
dutancia pode ser escrita em termos de coeficientes de transmissao, via formulagao
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de Landauer-Biittiker, mediante coeficientes (), que representam a condutancia
adimensional dada por G, = GoCpy. Os coeficientes C),, caracterizam a taxa de
transmissao de canais propagantes entre os guias p e ¢ conectados nao-idealmente
ao ponto quantico cadtico. Vimos que esses coeficientes sao dados em termos de
fungoes de Green como

Cpg = Tr(tpqt;q)

= Tr(T,G"T,G"), Ty = —2miW, W) (2.47)

(@)’

onde G4 = GF ¢é a funcio de Green avancada. Os coeficientes também podem
ser expressos como o traco do produto de projetores das matrizes S e ST. Nesta
secao, veremos como representa-lo mediante uma fungao geratriz e usar o método
de integral funcional, similar ao da secao anterior, para calcular suas médias no
GOE.

Vamos introduzir uma funcao geratriz que inclua uma fonte capaz de incor-
porar todas as simetrias do ensemble:

Z =Sdet 2 (D + J(h)), (2.48)

onde D~ = diag (GR, Gt GE GE G4, GA, G4, GA). Por outro lado, a fonte J(h)
serd definida como

Th) =33 hul'y @ Fio, (2.49)

¢=1 =1 0=B,F

onde F;, podem ser decompostas em sub-blocos

_ (0 &
Fio = ( K0 ) (2.50)

_( 0 K
Foy = < k0 ) (2.51)

Tais subblocos sao definidos como matrizes diagonais, k¥ = diag(1,0,0,0), k& =
diag(0,1,0,0), kI = diag(0,0,1,0) e k¥ = diag(0,0,0,1).

Podemos calcular os coeficientes de transmissao em termos de derivadas da
funcao geratriz. Considerando que a fungao geratriz pode ser representada de di-
versas formas para eliminar informagoes da aleatoriedade, podemos estabelecer a
seguinte relacao geral

92

cC =—
P 8hp138hq23

Z(h), (2.52)

h=0
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A equacao (2.52) mostra que, para obter a média do coeficiente de transmissao, é su-
ficiente conhecer a média da funcao geratriz no espacgo de matrizes H. Denotaremos
a média da funcao geratriz no ensemble H como (Z). Seguindo o procedimento con-
vencional, representaremos a funcao geratriz como uma integral multidimensional e
mapearemos a média no espago de matrizes H em um espaco de supermatrizes ()
de ordem 8.

Seguindo o procedimento padrao, podemos usar a equagao (A.12) para rep-
resentar Z(h) como uma super-integral gaussiana:

Zm%:/D@mﬂ@@Mmran¢L (2.53)

onde 7 = (i, rp*) é um supervetor com componentes ¢ e 7¢* dados por 9% (1) (o =
0,,a=1,2ep=1,...,N,) e @*(n) = (—1)1=)0+0) A medida é dada por DP =
()N TTL T, ny; i%dp®()d(¢2(1))*. A matriz r, com componentes 128 =
Tg/daa/&m/, re = (—=1)1=2)0+a) "estd representando aqui a simetria de “conjugacio

de carga” tipica do GOE, isto é, ® = ®'R para a qual

A r 0 ;o
R = ( 0 r )CC/ c,c =1,2. (2.54)

)

Separamos o argumento de Z(h) em uma por¢ao matricial nao-aleatéria denotada
na super-integral por M ygr e que pode ser escrita em termos de produtos tensoriais
da seguinte forma

WMR:E®Q—%A®F+j, (2.55)

onde A = diag(1,1,—1,—1,1,1,—1,—1). Escrevemos, também nesta notacao, a
por¢ao matricial aleatéria Mg definida como

A média no ensemble H, como no caso da secao anterior, pode ser calculada em
termos dos super-campos, desta vez com a adicao de mais um grau de liberdade

<eXP {—% Z @MPJI)}> = exp (4>]\\2[cStr82) , (2.57)

a,o,c

onde

Ne
Sc?ao’[:cc’ = Z (I)Z[c(u) q)g’lc’ (/L) (258)
pn=1
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Inserindo a equagao (2.57) na equagao (2.53), linearizando a matriz S por meio
da transformacao de Hubbard-Stratonovitch, equagao (A.20), e integrando sobre os
supervetores ® e @, obtém-se a seguinte representacio exata para a média da funcao
geratriz, agora em um espaco de dimensao bem menor

(Z(h)) = / doet“oh) (2.59)

onde
N,

22
No regime fisico em que o nimero de ressonancias é muito grande, N, > M, pode-
se integrar sobre os modos “massivos” usando o método de ponto de sela. Apds
alguma algebra, obtemos uma representagao integral no espago quociente de Efe-
tov UOSP(2,2[4)/UOSP(2]2) ® UOSP(2|2), cujos pontos sao parametrizados por
super-matrizes 8 x 8 satisfazendo o vinculo Q% = 1 que caracteriza um modelo o
nao-linear. Tal representacao escrita na equagao que segue pode ser interpretada
como um modelo sigma nao-linear zero-dimensional para os modos de Goldstone
correspondentes

iL(o,h) = Str(o?) — StrIn (Mygp — o @ 1y,). (2.60)

M N

(Z(h) = / dQ T T Sdet ™2 (1 + ©4u(Q)Aey) (2.61)
I=1n=1
Na equagao (2.61), definimos
20Wpn,
___ 2MWpn 2.62
@(ITL wpm‘f’AQ’ ( 6 )
e
g =Y hgoFic. (2.63)
Lo

O modelo sigma nao-linear dado pela equacao (2.61) permite, dentre out-
ras coisas, obter, diretamente, o coeficiente de transmissao por meio de quadraturas
numéricas e/ou integragao analitica. Mostraremos no que segue a representagao inte-
gral irredutivel para a condutancia adimensional, valida também no limite quantico
extremo, para um numero arbitrario de terminais. Todos os resultados sao vélidos
também para um numero arbitrario de canais e para acoplamentos arbitrarios em
cada terminal. Faremos também um estudo numérico desta representacao integral
irredutivel.
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Iniciamos calculando a média na equagao (2.52) e substituindo nela a equagao
(2.61). Dessa forma, obtemos diretamente

— z”: i Str AIB Str (AQB)>

m=1 n=1
—20p0 ) (Str (A7AY)) (2.64)
n=1
onde
AZ; = WppOpn A F ;. (2.65)

Note que a média agora é executada sobre o espaco quociente de matrizes (). A
equacao para tal média serd denotada por

M N

(F(Q))g = / dQ(Q) T T Sdet ™2 (1 + ©,u(Q)Ae,).

=1 n=1

A equagao (2.64) pode ser representada explicitamente em um sistema de coorde-
nadas do espaco de Efetov correspondente. A parametrizagao para o GOE pode ser
encontrada na referéncia [32] e ¢é escrita como

cosf isind \ - u 0
=U A ~ |U; U= 2.66
@ (—isin@ cos? > ’ (0 U)’ (2.66)
onde
i0; iy 0 0
b= 2(9)2 ZgQ 2 8 , (2.67)
0O 0 0 0

U:<%11?1)(%2 Uoz> (2.68)

com 6; > 0, 0 >0, 0 < 6 < 27. A decomposi¢do da matriz pseudo-unitaria
U dada pela equacao (2.68) é feita de maneira que a primeira matriz contenha
apenas entradas comutantes e que a segunda matriz contenha apenas variaveis anti-
comutantes (Grassmann). A operacao de “conjugagao de carga” para o ensemble
de matrizes U ortogonais é definida por U = AUA. A matriz U é pseudo-unitaria
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no sentido que UU = 1 e, consequentemente, os seus blocos também sao pseudo-
unitarios, u 1ty = uslls = V107 = V92U = 1. Definindo as seguintes matrizes

— m 712 _ k1 Rz
"= ( o —nf)’ "= ( 3 —n:)’ (269

onde 11,1, K1, Ko 820 variaveis anti-comutantes, podemos escrever os blocos matri-
cials u; e v; como

Uy

( 1 =200+ 6(nm)?  2n(1 — 2mn) ) (2.70)
—2(1—2qn)7 1 —2qn+6(7m)* )’

o = ( 1+ 26k + 6(kk)?>  2ik(1 + 2kK) )
1 — .

—2i(1+ 2kKk)E 1+ 2Rk + 6(kK)? (2.71)

Os blocos matriciais uy e v9 podem ser escritos em termos das matrizes

(1 0 _f m m]
ng(o_l),M:(ml _m), (272)

vy = ((1—¢M)(g+iM)‘1 eXp(gblT?))), (2.73)
v2 = ((1) eXp(Zngng) ) (2.74)

onde m e my sdo nimeros complexos e 0 < ¢q, ¢y < 2m. Definindo A; = cosh(6;),
Ay = cosh(fy) e N\g = cos(f), a medida de integragao invariante nesse espago de
matrizes () fica escrita como

1— )2
647 R

dQ = A\ dX\oyd N\ DF DO DP™, (2.75)
onde dPd®* = dnydnedridrednidnidridr; é a medida de integragao grassmanniana,
R =X+ M+ 22— 2 )\ A2 — 1 é um fator geométrico e DF denota a medida de
integragao do SU(2)

4

DF = i 1)3dmd(§R(m1))d(%(m1)). (2.76)

Uma maneira bastante conveniente de representar as integrais no espago
de coordenadas consiste em eliminar todas as varidveis grassmannianas. Usamos
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um procedimento algébrico e computacional para eliminar termos devido a nil-
poténcia da algebra e integrar sobre as variaveis grassmannianas remanescentes (veja
apéncice). Como exemplo, para contatos ideais, podemos representar os coeficientes
de transmissao da seguinte maneira

(1+ M)V
<Cpq> - 2NpN pq /_1 d)\o/ d)\l/ d>\2 {W

y (1= X0)(A2 4+ A2 4+ Ao — Ao — Ao dg —
(A2 4+ X2+ X2 — 20\ hg — 1)2

)} + 0N, (2.77)

Podemos integrar exatamente a equagao (2.77) usando uma identidade de
Ward que pode ser derivada da condi¢ao de unitariedade (conservacao de corrente)
da matriz S. Para isso, definimos a fungao espectral A = i(G"—G*) e ' = 22/; I,
Note que A = G'T'G* = G*I'G". Somando (), sobre ¢, podemos escrever

M M
D Coy =) Cyp=Tr(T,A).
qg=1 q=1

Usando a ultima equagdo e notando que (Tr(I'yA)) = —2ImTr(I',G"), podemos

mostrar a seguinte relagao

P

Z <Cpq> = Z < Z com + 17 (2.78)

q:l q:l n=1

onde a,, = —In(w,,). Para o caso de contatos ideais, temos a,, = 0 e, para canais
equivalentes, Zé\il (Cpq) = 2N,,. Usando isso e o resultado dado pela equacao (2.77),
concluimos que G,,/Go = N,N,;/(N + 1) e que

/ (T+2)Y (T=X)AT+M+Md—do—Aghdo—1) 1 (2.79)
{2} ( ’

AL+ M) N2 A2+ X2+ A2 = 2Xohhg — 1)2 (N +1)

M . . . o
onde N =}~ N, é o nlimero total de canais abertos nos M terminais.

Para um ntmero arbitrario de terminais, de canais e barreiras arbitrarias,
obtemos o seguinte resultado para os coeficientes de condutancia

< > ZpiZ /wapm /) 2.50)

m=1 n=1 P}/qn
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onde Vpm(gn) = 2 /Tpm(qn) — 1, e as funcgoes auxiliares sao definidas como

(A2 4+ A2 4+ X2 — 2X g\ \g — 1)?2

R=R({\}) = R , (2.81)
0
que é um fator geométrico na formulagao usual,
P = P{AL{)
M Np
= TI1I Do + Ao , (2.82)
o fonte (AT + 23+ 29mA A + 92, — 1)1/2
que faz o papel de um “nicleo de integragao”, e
fo= Fn{AD
1 v+ A
= (v¥*-1 — : 2.83
g )<v+>\0 A%+A§+2w\1>\2+72—1) (2.83)

A integral exata do problema quantico dada pela equagao (2.80) constitui
uma simplificagao dramatica no nimero de varidveis necessarias para o calculo da
média: tiramos o sistema de um espago com um numero infinito de varidveis (en-
tradas independentes da matriz aleatdria) e o colocamos em um espago em que
existem apenas trés variaveis relevantes para o calculo. Esta tltima integral é nao-
trivial. Pode-se fazer uma expansao assintética semi-classica como a que foi execu-
tada na referéncia [34]. Como resultados assim ja foram obtidos, para o calculo da
condutancia, focamos na quadratura numérica da equagao (2.80) no limite quantico
extremo. Detalhes do algoritmo de quadratura sao apresentados na préxima segao.
Exibimos na figura 2.2 gréaficos dos coeficientes de condutancia em funcao de N; e
de T; para o caso de dois terminais com canais equivalentes.

Processos aleatérios, devidos ao hamiltoniano H da regiao de interagao, intro-
duzem flutuagdes universais da condutancia (veja-se a introdugao). Para um estudo
numérico completo das distribuigdes, podemos citar a referéncia [41]. As flutuagoes
sao obtidas mediante médias do seguinte coeficiente

Dpypq = CpyCpy = Tr (I,)G'T,G*) Tr (I'yG'T(G?) . (2.84)

Para o caso em que p = p’ e ¢ = ¢ na equagao (2.84), o coeficiente D, ,, gera
o quadrado dos coeficientes de condutancia entre os guias p e q. Para esse caso,

. 2 _ oA . ’ _
denotaremos tal coeficiente por ¢ = D,;,,- A variancia é dada por var(g) =

(g% — (9)°.

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



2.3 Cumulantes e Momentos da Estatistica de Contagem 52

0.0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11
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Figura 2.2: Os gréficos do painel superior representam a condutancia normalizada
em funcao do nuimero de canais do segundo guia, onde fixamos T} = Ty = 0,6.
O indice em cada curva indica o nimero N; de canais no guia 1. Os gréaficos do
painel inferior representam a condutancia em funcao do valor da barreira 75 do
segundo guia, fixamos N; = Ny = 2 e os indices em cada curva indicam os valores
das barreiras no primeiro guia. Os circulos solidos ilustram os valores numéricos da
quadratura via modelo o e os circulos grandes abertos ilustram os valores numéricos
de uma simulagao numérica por meio de ensembles de matrizes S. As linhas ligam
os pontos: sélidas para SUSY e tracejada para ensemble de matrizes.
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Os coeficientes D, vy podem ser obtidos diretamente da funcao geratriz
para a condutancia. A principal vantagem de escrevé-los em termos desta funcao
consiste em aproveitar o mesmo modelo ¢ nao-linear deduzido anteriormente para
os coeficientes de condutancia. Os coeficientes ficam escritos em termos de derivadas
da seguinte maneira

84
D VP Rt
pap ahplFathFahp’lBathB h—0

Z(h), (2.85)

As médias dos coeficientes D, 7 no ensemble H introduzem um nidmero
maior de fatores envolvendo a matriz S, o que implica em um maior niimero de super-
tragos no espaco (). A proliferacao de variaveis grassmannianas pode ser controlada
de maneira apropriada considerando a nil-poténcia da algebra. Como primeiro ex-
emplo, considere o caso de contatos ideias nas equagoes (2.61) e (2.84). Sem perda
de generalidade, consideramos o caso mais usual de uma cavidade acoplada a apenas
dois terminais para o caso em que os coeficientes D, ;7 produzem g2. Calculando as
derivadas da equagao (2.85), obtemos para o caso de canais equivalentes o seguinte
resultado

(Dig1a) = NiN3(Ti)g+2Ni N2 (Ta)g
+2N1N22 <7:-3>Q + 4NNy <7Z>Q > (2-86)

onde a nil-poténcia da dlgebra e a integragao das variaveis grassmannianas é usada
para simplificar os seguintes super-tracos contidos em 7;, ¢ = 1,2, 3,4 dados por

Ti = Str(A1p)Str(Aqp)Str(Ay5)Str(Asp);
To = Str(AgpAsp)Str(Ap)Str(Aip);
Ts = Str(A1pAip)Str(Ayp)Str(Asp);
Ty = Str(A1pAip)Str(Agp)Str(Agp).

(2.87)

Note que estamos usando uma notagao simplificada nas equacoes anteri-
ores para as matrizes definidas na equacao (2.65). Para canais equivalentes e para
p=1=9p;q=2=¢, pode-se escrever A,, = A% considerando que a equagao
(2.65) nao tem dependéncia em n. Para contatos ideais, as médias simplificam
drasticamente e integrandos com um ntmero pequeno de termos podem ser escritos

explicitamente para as integrais irredutiveis do espaco () apods a eliminagao grass-
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manniana. Denotando {g?) = (D1912), obtemos

P
(") = wiui [ ——
o Q@ (A1 +22)" (Ao + 1)
+2N7NoT; + 2N N3 T3 + 4N1 N> T, ) (2.88)

(NENST

onde 7/, i = 1,2,3,4 ¢ o resultado final da integragao grassmanniana. Permanece
a tipica integracao tripla irredutivel para o GOE em supersimetria, denotada por
f{)\} = fj1 dXo [[7dX\y [7dNs . Para o caso ideal (w; = 1 = ws), obtemos

T = 23X+ 3A% = A0 — A Ao + AP M + 30207 — 120207
+6 M1 A0 + A3 AaA0? — 8 A3 M Ao — 8 AP Ao + T AP A + T A3\,
FOAMZNE — AN —ANZH 1 =6 M0+ Ao® — 207N
+2 X" A0” — 2 A% X0 + 2 A% A% + 2 00) ;

T = (APA"007 + 227007 + 2 A% 007 — A Ao + X" — A Ao + Mt =2 )

—A A2 X000 + 2 A0 00007 — 8 A1 2 AP A0 — 402N A0 — 2 X010 + 3 A2 A2 + 3 A%,
F30A + 2 0° A0 + 20700 — 1+ AP A” — Xo” + AP ANe?)
75/ = 2/3
1= 172X 3% = A0 — At Ao + AP AAT + 3 AP A7 — 1202007
+6 M1 02007 + A3 AaX0? — 8 AP M g — 8 AP Ao + T AP A + T AP\,
FONENZ — AN — AN EH 1T — 600 + A2 — 202N
+2 02007 = 2201200 + 2 A% A7 4+ 2 N) - (2.89)

Para contatos arbitrarios, as féormulas para 7, tém muitos termos no integrando e
nos nao as colocaremos explicitamente neste texto. A despeito disto, a quadratura
numérica foi executada e nds exibimos gréficos tipicos na figura (2.3).

Pelo argumento de Landauer-Biittiker, a discreteza da carga dos portadores
de corrente gera ruido de disparo a temperatura nula (veja a introducdo). A poténcia
do ruido de disparo, denotado por P, pode ser escrita em termos do coeficiente
abaixo, o qual sera denominado de coeficiente de ruido de disparo,

D/

pg,p'q

, =Tr (I,G'T,GT,G'T,G?). (2.90)
Através deste coeficiente e o do coeficiente de condutancia, podemos escrever o ruido

de disparo entre dois terminais p e ¢ como P = C,, — D]’Dq g DaTa p = peqg=4(q.
Entao, o coeficiente (2.90) fornece informagao relevante sobre a mecanica quantica
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Figura 2.3: Os gréficos do painel superior representam (g?) normalizado em fungao
do numero de canais do segundo guia para os quais fixamos 77 = T, = 0,6. O
indice em cada curva indica o nimero N; de canais no guia 1. Os gréficos do painel
inferior representam (g?) em fungao do valor da barreira T, do segundo guia para
os quais fixamos N; = Ny = 2 e os indices em cada curva caracterizam os valores
das barreiras no primeiro guia. Os circulos solidos ilustram os valores numéricos da
quadratura via modelo o e os circulos grandes abertos ilustram os valores numéricos
de uma simulagao numérica por meio de ensembles de matrizes S. As linhas ligam
os pontos: sélidas para SUSY e tracejada para ensemble de matrizes.
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2.3 Cumulantes e Momentos da Estatistica de Contagem 56

do sistema. Podemos relacionar o coeficiente de ruido de disparo a fungao geratriz.
Obtemos a seguinte relagao

04
6D ., = i
pg.p'q ahplBathBahquathB o ( )
—CpgCprgr — Cpgr Cprg- 290

O coeficiente de ruido de disparo envolve o traco de quatro funcoes de Green
ou, equivalentemente, o traco de quatro matrizes .S, como podemos ver na equagao
(2.90). Dessa forma, para o calculo da média dos coeficientes de ruido de disparo,
iremos além das flutuagoes da matriz S como fizemos para obter (g?). Calculamos
esse traco de quatro fungoes de Green decompondo a relacao apresentada na equagao
(2.91), definindo sua porcao que envolve derivada como

84
P O pOhgapOhy Ohgzs |,

Xp Z(h). (2.92)

Restringimo-nos ao caso relevante em que p = 1 = p/, ¢ = 2 = ¢’ (dois terminais)
e os canais sao equivalentes, a despeito de haver a possibilidade de tratar os outros
casos possiveis usando a mesma funcao geratriz. Obtem-se resultados similares aos
da variancia, tomando apenas o setor “bosonico”para gerar as médias (os mesmos
resultados podem ser obtidos caso se tome apenas o setor fermionico). O resultado
final pode ser escrito como

(Xi212) = NPN3 (U)o + 2NEN, (Us),
+2N1 N3 (Us) ) + 4NNy (Us),, - (2.93)
agora, todos os super-tracos envolvem apenas varidveis bosonicas e, de maneira

similar, poder ser eliminados usando-se a nil-poténcia e a integragao grassmanniana.
Os termos U;, © = 1,2, 3,4 podem ser escritos como

Uy = Str(A1p)Str(Agp)Str(Aip)Str(Asp);
Uy = Str(AspAap)Str(Aip)Str(A;p);
Us = Str(AipAip)Str(Asp)Str(Asp);
Uy = Str(AipAip)Str(Asp)Str(Agp)

(2.94)
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Denotando (x) = (Xi912), podemos escrever a média do coeficiente auxiliar no espago
() em termos da seguinte integral

P

() = w%wg/ 1 2
0 Q@ (M4 X2)” (Mo +1)

+2N7 Noldy + 2Ny NJU; 4+ ANy Noly) | (2.95)

(NENU;

onde U], i = 1,2,3,4 é o resultado da eliminagdo grassmanniana das entradas de
U;. Para o caso ideal, podemos escrever as seguintes formulas

Uy = 8(Mo+1—X7 =M%+ dodda — Mdg)

Uy = 2(h+1- X% =M%+ ddde — M)’

Uy = Uy;

Uy = 4h0+1—=2% = A2+ AMhs — MAo) (2.96)

Para obter a poténcia do ruido de disparo, P, usamos o coeficiente auxiliar notando
que (Dpgry) = (CpeCpy) na equagao (2.91). O resultado final pode ser escrito em
termos da seguinte féormula

1
P ={(Cn) - 6 ((z) —2(¢g%)). (2.97)
Da mesma forma que ocorre em (g?), as férmulas para contatos arbitrdrios, re-
sultantes de U], adquirem uma quantidade consideravel de termos. A quadratura
numérica é executada em poucos milisegundos para contatos arbitrarios e/ou niimero
arbitrario de canais abertos. Alguns graficos sao apresentados na figura (2.4).

2.4 Conclusao

Exibimos uma funcao geratriz que pode gerar os cumulantes e momentos da es-
tatistica de contagem de um ponto quantico nao-ideal acoplado a multiplos ter-
minais. A func@o geratriz pode ser representada em uma variedade homogénea
supersimétrica como um modelo ¢ nao-linear zero-dimensional. Isso é feito partindo
do modelo de Mahaux-Weidenmiiller e usando o procedimento de Verbaarshot, Wei-
denmiiller e Zirbauer. Como exemplo, obtivemos formulas exatas para a condutancia
de um sistema multiterminal, a variancia para um sistema com dois terminais e a
poténcia do ruido de disparo para um sistema com dois terminais.

A representacao final é uma integral tripla que contém toda a informacao
quantica relevantes sobre o sistema. O integrando para o caso nao-ideal tem muitos
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Figura 2.4: Os graficos do painel superior representam a poténcia do ruido de disparo
normalizado em fungao do niimero de canais do segundo guia, para os quais fixamos
Ty =15 = 0,6. O indice em cada curva caracteriza o nimero N; de canais no guia
1. Os graficos do painel inferior representam a poténcia do ruido de disparo em
funcao do valor da barreira Ty do segundo guia, dado que fixamos N; = Ny = 2
e os indices em cada curva caracterizam os valores das barreiras no primeiro guia.
Os circulos sélidos ilustram os valores numéricos da quadratura via modelo o e os
circulos grandes abertos ilustram os valores numéricos de uma simulacao numérica
por meio de ensembles de matrizes S. As linhas ligam os pontos: sélidas para SUSY
e tracejada para ensemble de matrizes.
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termos para o caso da variancia e da poténcia do ruido de disparo. Omitimos o
integrando do caso nao-ideal e exibimos graficos no limite quantico extremo (poucos
canais abertos). O limite quantico extremo é inacessivel por outros métodos analiticos
da literatura atual. Para verificar nossos resultados, fizemos uma comparacao com
aqueles obtidos mediante uma simulacao por amostragem de matrizes aleatorias
seguindo o procedimento descrito na referéncia [41]. Nessa simulagao numérica,
gera-se um ensemble de matrizes aleatdrias seguindo o ensemble circular ortogonal e
usando-se a parametrizagdo de estube como na referéncia [49]. Da matriz de espal-
hamento, pode-se obter a matriz de transmissao e consequentemente os cumulantes.
Depois de se obter varias realizagoes dos cumulantes, extrai-se a média e a variancia
dos cumulantes.

Uma das constatagdes numéricas é a de que o limite semicldssico, para o
qual as expansoes em numero de canais podem ser executadas, é atingido muito
rapidamente. Para valores das barreiras nao tao baixos, um numero de seis ou sete
canais de espalhamento abertos é suficiente para atingir numericamente o regime
semiclassico. Os resultados levam em conta miltiplos produtos de func¢oes de Green
e sao importantes para o entendimento conceitual do transporte quantico. O modelo
o, como veremos, também ¢ uma importante ferramenta para justificar microscopi-
camente expansoes simiclassicas dentro do formalismo de matriz de espalhamento.
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Capitulo 3

Teoria Semiclassica de Circuitos

Neste capitulo, faremos uma expansao semiclassica do modelo ¢ nao-linear para o
ponto quantico. Para isso, seguiremos a a¢ao deduzida na referéncia [50] e a equagao
de ponto-de-sela obtida na referéncia [51]. Por questoes didaticas, exibiremos alguns
detalhes dos célculos destas referéncias.

As duas referéncias, juntamente com a contribuigao da referéncia [52], per-
mitirao obter, de maneira algébrica, o termo principal semiclassico e a primeira
correcao de localizagao fraca para a condutancia e para o ruido de disparo. Estender-
emos o método para estudar alguns aspectos de uma cadeia de cavidades cadticas.
Em particular, correcoes de localizagao fraca dos cumulantes da cavidade cadtica
exibem surpreendentes resultados, como pode ser visto na referéncia [53]. Esten-
deremos a referéncia [53] para incluir o crossover entre ensembles de Wigner-Dyson.
Tal crossover conterd contribuigoes devido ao acoplamento spin-6rbita (fazendo o
crossover para o ensemble simplético) e devido ao espalhamento magnético (fazendo
o0 crossover para o ensemble unitéario).

3.1 Deducao de uma Teoria de Circuitos do Mod-
elo 0 Nao-linear

Seguindo as referéncias [50] e [51], nesta se¢do, mostraremos que uma teoria de
circuitos pode emergir do modelo ¢ nao-linear que representa a funcao geratriz de
observéveis de transporte quantico introduzida por Rejaei na referéncia [54]. O
mapa que leva do modelo hamiltoniano com um grande ntimero de graus de liber-
dade para o espaco quociente de supermatrizes de ordem reduzida é exato e contém
as propriedades de transporte da cavidade cadtica. A teoria de circuitos resulta
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Figura 3.1: Figura esquematica de uma cavidade cadtica P num pseudo-potencial x
conectada por guias aos reservatérios A (num pseudo-potencial 0) e B (num pseudo-
potencial ¢).

do ponto-de-sela do modelo o e pode ser vista como resultado de uma expansao
semi-classica da funcao geratriz da estatistica de contagem. A teoria de circuitos
representa uma lei de conservacao de corrente de uma simetria continua e pode ser
vista como uma consequencia do teorema de Noether.

3.1.1 A Acao e o Modelo o nao-linear

Considere um ponto quantico acoplado a dois reservatérios por meio de dois ter-
minais indexados por A e B, como na figura (3.1). Propriedades de transmissao
de modos propagantes, como exposto no capitulo anterior, podem ser tratadas em
termos de matrizes de transmissao ¢, e dos N1 e Ny canais abertos nos terminais A e
B, respectivamente. Um modelo ¢ similar ao do capitulo anterior também pode ser
obtido a partir da funcao geratriz introduzida por Rejaei na referéncia [54] e escrita

como ;
- Iny — mmpott

2 (6 e (f2mmt)

$17 Ly, — &6ttt (3:1)

onde £ = (&1,&2), 7= (m1,m2) e N = N1+ N,. Todos os cumulantes da estatistica de
contagem podem ser extraidos como derivadas da fungao geratriz dada pela equagao
(3.1). Por exemplo, a condutancia pode ser escrita como g = —9*Z/ 87718772|ﬁ:§:6~
No capitulo anterior, mostrou-se que razoes de determinantes podem ser es-
critos em termos de super-determinantes mediante a super-algebra. Dessa forma,
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uma maneira conveniente de escrever a equacao (3.1) é em termos de produtos ten-

soriais: t
2 (67) = dev™” ( e 'lag(gh&)) ' o
Loy, — ttt @ diag(n1,1m2)

A razao de determinantes da equagao (3.2) pode ser escrita em termos de um super-
determinante se usarmos a identidade dada no apéndice pela equagao (A.10)

a o\ Det(a—ab™'p)
Sdet ( 3 b ) = Det(b) . (3.3)

Escolhendo a = 0 = 3, a = (lon, — ttT @ diag(&1,£2)) e b = (1o, — ttf @ diag(ny, 12))
na equacao anterior, obtém-se

Z (g ﬁ) = Sdet_l/Q (14N1 — ttT & diag(ﬁl,ﬁg, m, T]Q)) . (34)

Seguindo as referéncias [55, 56, 50, 51], mostraremos como obter exatamente
o modelo ¢ do capitulo anterior, para o caso especifico de dois terminais, a partir
da equacao (3.4). Para isso, deve-se escrever a matriz ¢ em termos das fungoes de
Green aleatorias do capitulo anterior e da matriz de acoplamento. Mostramos que a
matriz ¢t no modelo de Mahaux-Weidemiiller, para o caso de apenas dois terminais,
pode ser escrita como ¢t = 2miW;G"W;. Substituindo ¢ na equacdo (3.4) e com um
pouco de algebra, mostra-se que a fungao geratriz pode ser escrita como

2o\ —1/2 . Winerl 0 -
z(g,n)_Sdet <14N1 ( 0 s, ) @ @=N. ) (35

onde A = diag(14,—14), G" = (E — H +il'/2) (T =T1 + Iy, com [, = 2xW,W}) e
Q= SAS! com

S = exp ( .0 X ) exp ( .0 ¥y ) ;{ Xi= d.iag(&,O,m,O); 1=1,2.
Y, 0 11Xy 0 Y; = diag(0,&;,0,m:),

(3.6)
A equagao (3.5) mostra que o argumento do super-determinante é uma matriz de
ordem 4/N;. Entretanto, como foi visto no capitulo anterior, um modelo o pode ser
gerado quando extraimos a média no ensemble de matrizes aleatérias que caracteriza
a cavidade, considerando um nimero muito grande de modos ressonantes. Portanto,
¢ importante transformar o argumento do super-determinante para matrizes com
ordem do ntimero, M, de modos ressonantes. Uma maneira de executar tal operagao
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¢ usar a identidade Sdet_1/2(1N1 - BleMAMXNl) = Sdet_l/Q(lM — BM><N1AN1><M)-
Com isso, podemos gerar a seguinte equagao para a fungao geratriz

z (5, ﬁ) — Sdet™ /2 (D + %Fl ® (A — A)) , (3.7)

onde D = diag(ly ® Dy, 1, ® D_), com D, e D_ denotando, respectivamente, as
inversas das funcoes de Green retardada e avancada, G® e G4, respectivamente,
ambas de ordem M. A equagao (3.7) é apropriada para ser usada na dedugao do
modelo o como no capitulo anterior. Usando exatamente o mesmo procedimento,
obtém-se para H distribuido no GUE, a seguinte fungao que representa a média no

v(e) = (2(59),

v(&q) = /622:1de1(52»@”2(@,/\);

=y

=

Np
L(Q,Q) = J[Sdet™2(1+eQQ), p=1,2. (3.8)
n=1

A obtengao da equagao (3.8) segue os procedimentos usuais ja discutidos no
capitulo anterior, consistindo no mapa do assintético M — oo, local no espectro
(E = 0), entre o ensemble de matrizes aleatérias H de ordem muito grande para um
espaco quociente de um modelo ¢ nao-linear super-simétrico. A férmula é valida
para um nimero arbitrério de canais com barreiras arbitrarias 7}, = sech®(a,/2).
A matriz @ da equagdo (3.8) é caracteristica do grupo de simetria correspondente,
ou seja, pertence ao espago quociente U(2]2)/U(2) ® U(2). Dessa forma, podemos
parametriza-la em termos dos setores compacto e nao-compacto definindo

{ & = —isenhey; & = —itanh(¢/2)
m = —zsengo; 12 = — tan(¢/2).

A matriz @) fica dada por

Q=u < cosf  1send ) ", (3.9)

—isenf) — cosf
onde u é uma matriz unitaria e § = diag(ify1s,0012), 61 > 0 ,0 < 6y < w. A

simetria continua da matriz () impoe, de acordo com o teorema de Noether, leis de
conservacao que serao estudadas na subsecao seguinte.
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3.1.2 Teoria de Circuitos e Pseudo-corrente

Estamos interessandos no regime semi-cldssico, para o qual o nimero de canais é
grande, ou seja, Ny, Ny > 1. O ponto-de-sela da agao contida na equagao (3.8) pode
ser obtido, nesse regime, minimizando-se a a¢ao com respeito a variacao em ) com
o vinculo Q% = 1. Supondo uma variacio do tipo Q — Q = ¢*?Qe ™ ~ Q + 4Q,
com 0@ = [0, Q]. Note-se que, nesse caso, a matriz Q respeita 0 mesmo vinculo,
ou seja, Q2 = 1. A equagao (3.8) pode ser reescrita como

U(h) = /Q _Q ei£(Q5), (3.10)

onde
) 1 Ny 1 No
1L (Q, (b) =3 Z StrIn (1 + e*O‘l"QQé) ~ 3 Z Strin (1+e7"QQp) . (3.11)
n=1 n=1

O principio variacional pode ser usado substituindo-se Q na equacio (3.11). Fazendo
isso, obtemos

N1

1L (Q, ¢E> = —% Z Strln (1 +e M QQ, + (5A1>

n=1

12
—§ZStrln (1+e*"QQo + d4s), (3.12)
n=1

onde 0A4; = e “"(0Q)Qy € 6043 = e (0Q)Qo.

A equagao (3.12) pode ser escrita como uma soma da porgao da lagrangeana
nao perturbada e uma parcela de perturbacao em dA;, i = 1,2. A lagrangeana fica
escrita de maneira que o ponto-de-sela pode ser fixado considerando apenas a parte
perturbada da mesma. O resultado final é a equagao (3.12), escrita em termos da
equacao (3.11) da seguinte maneira

iC (Q, 05) —iL (Q, é) FilW(Q,0A1) +ilL® (Q,6As). (3.13)

Fazendo-se uma expansio da funcdo logaritmo da parcela perturbativa, i£®(Q, 5 A;),
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da equagao (3.13), obtém-se
(1) SA 1 1 [ o -1 A
iLY(Q,041) = —§ZStr n _1+ <l—|—e : QQQB) ;

- —% Z Strln (1 + e"”’"QQg,) B 5141}

- B 2
+7 > Strin | (1+e70QQ;) 15141»] +oe, (314)

n=1 o

e iL?(Q,5A)) = iﬁ(l)(Q,(SAl)w:O. Substituindo 0 A;, definido em termos de 62,
na equacgao anterior e usando a identidade Str(A[C, B]) = Str([B, A]C'), obtemos a
correcao perturbativa da lagrangeana em termos do campo perturbador desacoplado

N; _
féﬁ(l)(Q7 o) = —% Ze—awStr { [Q, Qé (1 + e_aianQQ¢;> 1} 5{2} , (3.15)
n=1

e iLP(Q,60) =iLM(Q, 082)[5_¢- Considerando um niimero muito grande de canais
na soma da equagao anterior, podemos fazer uma aproximacao tipo ponto-de-sela
usando a condigao 0L(Q, ¢)/6Q2 = 0 para obter a equagao

N _ No
Z e 1 Str {Q, Qo <1 + e“””QQ;) 1] +Z e 2" Str [Q, Qo (1 + e_O‘Q”QQo)_l] =0
n=1 n=1

(3.16)

Vamos admitir uma parametrizacao simples para o ponto-de-sela dada por

Q= C.OSQA zsen@A ’ (3.17)
—isenfl —cosf
onde 6 = diag(if;1,,0y15) e substituir na equacio (3.16). Executando todos os pro-

-1
dutos matriciais mediante a expansao em poténcias de Q3@ 5 do termo (1 + eiaanQ&b) :
obtém-se

sen(6 — @) .
cosh ayy, + cos(d — )’

e~ n [Qg, Qo (1 + GQQ"QéC%)_l] = T ®

senf

e [Q@, Qo (1+ G*””QéQO)_l] = "0 ® (3.18)

cosh ag,, + cos 6
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inalmen ubstituin uaco . na equaca ra o ponto-de- .
Finalmente, substituindo as equacoes (3.18) na acao para o ponto-de-sela (3.16),
podemos escreveé-la, respectivamente, em termos matriciais ou em termos escalares,
resultando em uma relagao entre os campos ¢; dada por

N Ao N, A
- sen(¢ — 0) : senf
E — = E ; (forma matricial)
‘= coshaiy, +cos(¢p —0) = coshay, + cos 0’
ZNl SEN(po—bo) o ZN2 Seneo
n=1 cosh aip+cos(po—0o) n=1 cosh asa,+cos Oy
M senh(¢1—01) S _ senhs, (forma escalar) (3.19)
n=1 cosh aip+cosh(¢p1—01) n=1 cosh oy, +cosh 61

Como veremos, as equagoes (3.19) constituem uma importante lei de conservagao,
que pode ser usada para extrair informacoes sobre o transporte quantico no sistema.
O célculo da funcao geratriz no ponto-de-sela, como foi visto, fornecera in-
formagoes no regime semi-cléssico. Fixando tal regime como foco de estudo nesta
segao, calcula-se a funcao geratriz, em ) = (), usando-se a seguinte relacao:

Sdet (1 + e_aanq}Qé> — Sdet ( 1 + e %n COS(¢ ?) —ie_alnsen<? 02) )

—ie™ngen(¢ — 1+ e " cos

cosh ay,, + cos 1)
= det . 3.20
¢ (cosh aqy, + cosh(¢pg — 90)) (8:20)

Substituindo a equagao (3.20) na fungao geratriz para o ponto-de-sela (sp), obtemos

h(¢,
(

~

(@) = [1(Qy), @5)f2(Q4, Qo)
Ny No
= JIsdet™ (1+ e 5) [ Sdet™ (14 e~ Q;Q0)
n=1 n=1

B ﬁ cosh ay,, + cosh(¢pg — 60p) ﬁ cosh a,, + cosh 6, (3.21)
N oty cosh vy, + cosh(¢; — 6;) ot cosh gy, + cosh8; ) =

A equagao (3.19) exibe igualdades que podem ser usadas para definir uma
lei de conservacao de “corrente”. KEssa corrente carregaria informacao sobre a es-
tatistica de contagem de carga do sistema. Para isso, vamos definir uma “pseudo-
corrente” K (z) relacionada a fungao geratriz de Rejaei como

O (g“ ﬁ)

K(x) = o

, (3.22)
ff=(sen(2z)/2,— tan x)=£
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onde a funcao ¥ (5, 77) representa a média da funcao geratriz no ensemble de ma-
trizes aleatérias. Calculando a equagao anterior, mostra-se que

~ senh(2z) ttt o ov
K(x) = 2 <Tr (1 + SenhZ(x)ttT)> B l(’?qbo

Derivando a equacgao (3.21) para o ponto-de-sela seguindo a equagao (3.23), obtém-se

(3.23)

Po=—2iz=1¢1

N1 N2

Ko(x) = ZZ sen(—2ix — ) _ Z sen(6p) (3.24)

cosh ay,, + cos(—2ix — 0p) cosh g, + cos by

n=1 m=1
Por conveniéncia, tomamos 6y = —2iy de maneira a simplificar a equacao anterior
e definimos a pseudo-corrente do terminal ¢ como
Nj
senh(2z)
K;(x) = ) 3.25
(@) ; cosh aj, + cosh(2x) (3:25)

Usando a equacao (3.25), mostra-se que a equagao (3.24) pode ser escrita como
uma lei de conservacao de pseudo-corrente entre os terminais, uma vez fixados os
“pseudo-potenciais” x para o primeiro reservatorio, y para o ponto quantico e zero
para o segundo reservatoério:

Kop(2) = Ki(z — y) = Ka(y). (3.26)

As equagoes (3.19) e (3.26) podem ser resolvidas obtendo-se, respetivamente,
o campo y em funcao de x e o campo 6; em funcao de ¢;. Para isso, introduzimos o
seguinte procedimento - a ser executado em sequéncia:

e Resolver a equagao (3.26), escrevendo a relagao entre o pseudo-potencial y e
o pseudo-potencial z;

e Substituir a relacdo y = y(z) na equagao para a pseudo-corrente;

e Obter a expressao para K,(z), a qual fornecerd a estatistica de contagem no
limite semi-classico.

Executados esses trés procedimentos, podemos obter a estatistica de contagem us-
ando o seguinte gerador

2 Lsp(9)
Sen(¢) cos(¢p/2)=¢

gspl€) =€

?
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onde I;,(¢) = 2K,,(¢ = —2ix) /i, veja as equagoes (3.19). Qualquer cumulante fica
dado em termos do gerador como

ed\
+1 __ e
qsp - (2 d€> gsp(E)

A generalizacao da teoria de circuitos proveniente do modelo o para outras
classes de simetria segue da funcao geratriz introduzida por Brouwer e Frahm na
referéncia [50]

. 1=0,1,2,... (3.27)

e=1

- 1 — sen?(¢(Y /2)ttt
w(g) = ( T] det'” 0o 3.28
(@) <U:|: “ (1 — senh2(¢(()§)/2)tﬂ ’ (3.28)
onde

(()i) = ¢o+0dog; Pog = $20p.4
gﬂa = ¢1+0pi1g;  Pipg = P308,1
¢ = (g, bos, 91, P15)- (3.29)

Seguindo os procedimentos mencionados anterioremente, obtemos a representacao
em termos do modelo o para qualquer 5:

V@)= [ a0 (0.0;), (3.30)

onde

SQ,Q;) = mp(S1(Qy Q) + 52(Q. Qo))
NP
i5,(Q,Q") = —% Z Strin(1 4+ e " QQ’), (3.31)
n=1

emg =1+ 0p4. A equagao de ponto-de-sela é resolvida por meio da matriz com a
mesma estrutura da equagao (3.17), modificando a matriz 6 para 0 = diag(ifp, 0r)

o 0, 0 6y 6
Op=( ! w);e:(o 05). 3.32
B ( 05 6 E 005 0o (3.32)
A fase mg em S B(Q,Q q;) nao altera o resultado do método variacional aplicado da

forma ja descrita, ou seja, as leis de conservacao (3.19) sdo as mesmas para todos
os ensembles.
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3.2 Termo Principal Semiclassico

Como exemplo simples de aplicagao da teoria de circuitos, calculamos o termo prin-
cipal da condutancia e da poténcia do ruido de disparo para um ponto acoplado a
dois terminais, como na figura (3.1). Seguindo a referéncia [53], vamos escrever a
estatistica de contagem usando a equagao de conservacao (3.19) com uma pseudo-
corrente dada por

ali o7, tan(p/2
L= T Tpn)<taiz)(¢/2), p=12. (3.33)

n=

Para o caso de contatos ideiais, ou seja, T}, = 1, a equacao (3.33) pode ser escrita de
maneira trivial como [,(¢) = 2N, tan(¢/2) e a equagao de conservagao fica escrita
como

Ny tan(¢ — x) = Natan(x), (3.34)

onde ¢ é o pseudo-potencial no primeiro reservatério, y é o pseudo-potencial no
ponto-quantico e o pseudo-potencial é nulo no segundo reservatorio, como na figura
(3.1). Usando a identidade

_ tana —tanp
1+ tan(a) tan(B3)’

tan(a — f9)

e definindo £ = tan y, podemos reescrever a equagao (3.34) em termos de & como

tangp — &

"1+ Etan ¢ = Nt (3:35)

A equacao anterior gera uma equagao quadratica em ¢ da forma
§*Nytan ¢ + (N1 + N»)§ — Ny tan ¢ = 0,
cuja solucao pode ser expandida em poténcias de ¢ e é dada explicitamente por

N 1  —NiNy+ N+ NZ

1 3
2N, + quS * 2471 (N1 + Ny)? ¢+ 06 (3:30)

£(¢) =

A pseudo-corrente fica, entdo, dada explicitamente por 1% (¢) = No&().
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Um cumulante arbitrario da estatistica de contagem pode ser obtido derivando
a equagao (3.1), como ja foi discutido. Uma maneira direta de executar este calculo

é usar a relacao
e d\' 1P (p)
2de ) sen(¢)

Os cumulantes obtidos mediante a equagao (3.37) também podem ser escritos em
termos unicamente do campo ¢ no regime linear, ou seja, ¢ — 0. Por exemplo, a
condutancia e a poténcia do ruido de disparo serao dados, respectivamente, por

¢ir1 = lim (3.37)

e—1 ‘ '
e=cos(¢/2)

o [eos*(¢/2)ID()]
(9) = Ch—ilg(l){ send ],
o d cos*(¢/2)I(9)] |
) = = qlblg(l) {— C0t<¢/2)% p—, 1 : (3.38)

Usando o resultado dado pela equagao (3.36) na equacao (3.38) e expandindo o
argumento do limite em ¢, obtemos

. N1 N, 1 (NiN2)?
o) = {Nl TN, A T NP T ]
NN,
= ¥ (3.39)
[ (MiNy)? NyNp(=TNiNy + 4N? + 4N2)
() = lm {(N1 +N,)? 60(N; + N,)3
(N1Np)?
(N1 + Ny)3

¢2_...

(3.40)

A equacao (3.39) pode ser interpretada em termos da lei de Ohm. Para isso, deve-se
levar em conta que a condutancia do guia 1 é dada pelo trago dos auto-valores de
transmissao e, como estamos considerando o caso ideal, a condutancia do contato
1 é dada por (g1) = N; e, da mesma forma, a condutancia no contato 2 é dada
por (go) = N,. Entao, a condutancia total, (g), do sistema em série é dada por
1/{g9) = 1/{g1) + 1/ (g2) (lei de Ohm), confirmando que (g) é dada pela equagao
(3.39). Os resultados para (g) e (p) também estdo em acordo com os obtidos por
outros métodos, como os que estdo descritos na referéncia [57]. Usando o mesmo
procedimento, podemos generalizar os resultados para a média da condutancia e da
poténcia do ruido de disparo para contatos nao-ideais, usando novamente a equacao
(3.37). Devemos lembrar, novamente, que o termo principal independe do ensemble,
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A

4 N-4 N3 N2 NIU N

Figura 3.2: Figura esquemética de uma cadeia de cavidades cadticas (retangulos
pretos) com indices ¢ = 1,..., N — 1 em pseudo-potenciais x; conectadas umas as
outras por guias e aos reservatérios ¢ = 0 (num pseudo-potencial 0) e i = N (num
pseudo-potencial ¢).

o que significa independéncia de indice de Dyson 3. Nesse caso mais geral, os termos
principais das médias podem ser explicitamente escritos, para os dois casos, como

G1Gy
G+ G
G1Gy

GGy [C162(Gr+ G + G- T) + G31 - T)], - (3.41)

onde G; = N,T;.

3.3 Teoria de Circuitos de Nazarov e Correcao de
Localizacao Fraca

O modelo ¢ nao-linear da segao anterior pode ser reescrito de maneira a gerar
exatamente a mesma agao obtida por Nazarov [35]. Para isso, considere-se Q1 e (3
duas matrizes de voltagem (potencial). Pode-se mostrar que

%Str In|1-— % (Q1 — @2)*| = Strln (14+e*Q1Q2); T =sech*(a/2). (3.42)

Uma parametrizacao recentemente usada por Nazarov [35] para as matrizes de volt-
agem considera que tais matrizes sao nao-diagonais por blocos. Pode-se, imediata-
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mente, reobter essa acao, usando apenas uma matriz ug com a seguinte propriedade

_ (1
o= "na\l1 -1
0 icend) —if
Q = u( C_OSGA Zsene)u_lzuu0< 0 ¢ )(uuo)_l. (3.43)

—isenfl cosf e 0

Escolhendo uma fonte e um ponto-de-sela parametrizados, respectivamente, pelas
matrizes

e 0

—if
Qyp = Q9=< e ) (3.44)

0 e S
Qy = ( 3 ); ¢ = diag(i¢1, iga, G0, d0); €

e

obtém-se a mesma agao obtida por Nazarov, por exemplo, na referéncia [35], usando
argumentos quase-classicos

i9,(Qg, Q) = ZStrln [H ] ({QH,Q¢} )} (3.45)

A generalizacao imediata da acao anterior para uma cadeia de pontos conec-
tados, como na figura (3.2), pode seguir do trabalho de Brouwer e Frahm na re-
feréncia [50], ou dos argumentos semi-classicos de Nazarov. A agdo pode ser muito
simplificada se considerarmos canais equivalentes e niimero igual de canais em cada
guia. Nesse caso, a acao final fica escrita como

N-1 . N-1
1 1T
= _g ]E 0 Trln {1 +— ({G,,Gjs1} — 2)} A ;21 Tr(X,Gy), (3.46)

onde N —2 é o numero total de pontos, os indices 0, N caracterizam os reservatorios,
Y; é o elemento da agdo que descreve a descoeréncia no ponto quantico (cavidade
cadtica) e A é o espacamento médio de niveis. As matrizes G; podem ser vistas
como as matrizes () do modelo o, como demonstrado, mas tém a sua ordem aumen-
tada para conter os indices de canais em cada guia. Para simplificar mais ainda,
consideremos o caso de jungoes de tunelamento (7" << 1). Nesse caso, podemos
reescrever a acao anterior expandindo até primeira ordem em 71" e obter

N-1
1
S =9r ; Tr(G;Gy41) — Z Tr(%;G,) (3.47)
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onde gr é a condutancia das jungoes de tunelamento. Por definicao, Gy = G(0) e
Gy = G(¢), com ¢ denotando o potencial no reservatério com indice N. A forma
da matriz Gy serd dada em termos da parametrizacao dada pela equagao (3.44).
A equacao semi-clédssica é obtida de maneira idéntica ao que ja foi mencionado
para o ponto quantico, tomando G; — ™G e~ = G; + 0G;; §G; = [dw;, Gl
mantendo o vinculo G3 = 1. Pode-se escrever S(G +0G) = S(G) + 05(G,0G) e

eliminar os termos irrelevantes para a derivacao matricial, levando a

N-1

1
6S(G;ow) = —gTZ{Tr [Gi1, Gjl0w; 1) + Tr ([G, Gyi1]ow;)}

z 5

-1

~.

IIM

X

A<

r(Zj[Gj,Zj](Swj). (3.48)

Minimizando a derivada matricial, obtém-se

0S5 1 i
S; = 797G, Gi] + 1G5, Gin]) + £ [25, Gi1 = 0. (3.49)
Definindo as correntes matriciais I;, = gr(Gji0, Gi]/4, 0 = £1, e I §Vazament°) =

—im[2;, G|/ A, pode-se reescrever a equagao (3.49) como

ST Lo+ I =05 j=1,2,..., N~ 1. (3.50)
o=%1

Como primeira aplicacao da equagao (3.50), vamos desprezar efeitos de de-
scoeréncia, ou seja, negligenciar a pequena perturbacao causada pelo vazamento de
pseudo-corrente. Nesse caso, podemos escrever

G2,.GP) = [GP.GP ) =12, N1 (351)

As condicoes de contorno impostas pelos potenciais escalares dos reservatorios sao
os elementos necessarios para resolver a equacao anterior. Anteriormente, foi visto
que as condigoes de contorno podem ser escritas nos reservatorios de indice 0 e N,
respectivamente, como

{ Go' = G(0) = on (3.52)

G%’ — G(¢) — efiqﬁag/ZO.leiqbag/Z

Uma tentativa simples de solucao para a equagao anterior seria escolher G;p =
e~1%193/21%173/2 ¢ encontrar a solugdo para os potenciais ¢; de cada ponto. Usando
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essa tentativa, obtém-se

[G;ilanp] = —2isen(¢j41 — ¢;j)0s. (3.53)

Usando a equac@o anterior e a equacao (3.51), obtém-se sen(¢;11 — ¢;) = sen(¢; —
¢j-1), gerando uma equagao de Laplace discreta unidimensional

Gjy1+ @j-1 —20; =0
do=0 : dn=¢d j—=1,.. . . N—1 (3.55)

A solugao da equagdo anterior é dada por ¢; = j¢/N. Substituindo tal solugao na

agao original, obtém-se que {G3", G35} = 2cos(¢/N)1; e

Sup(6) = Sy g7 cos(6/N). (3.56)

A pseudo-corrente é dada em termos da derivada da agao

d

Isp(¢> - _2%5317

(¢) = grsen(¢/N). (3.57)
Usando a pseudo-corrente e a equagao para o gerador da estatistica de contagem e
expandindo em ¢, como nas equagoes (3.38), obtemos a condutancia e o ruido de
disparo, respectivamente

cos®(¢/2)1 (¢)}

) = o= éim [ seng

—0
1 11
= lim | — — [ — + —— %2+ ...
gTJi%{N (6N3+12N)¢+ ]
gr,
N7

d 2(/2)IB)
) = o= lin | corl/2) 4 D L]
24 N? 4+N4+10N2¢2]

3N3 60N®
gr 2
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De acordo com a equacao (3.58), a condutancia e o ruido de disparo para o caso de
uma tnica cavidade caética (N = 2) sdo dados, respectivamente, por (g) = gr/2
e (p) = gr/4. Note que esse caso coincide com o resultado dado pelas equagoes
(3.38) tomando gr = N7}, como Ny = Ny e Ty = Ty << 1. Para N > 1,
reobtemos o resultado da referéncia [57] para o fio quantico quase-unidimensional:
(p)/ (g9) = 1/3. Generalizar o termo principal dos cumulantes para a cadeia para
barreiras arbitrarias segue o mesmo procedimento. Vamos agora encontrar correcoes
quanticas para os cumulantes.

Seguindo argumentos recentemente apresentados por Campagnano e Nazarov
na referéncia [52], vamos calcular a corregdo de localizagao fraca para a cadeia
acoplada por juncoes de tunelamento. O procedimento bésico consiste em duplicar
o espaco no qual esta embebida a funcao de Green. Isso permite criar dois setores
independentes que podem representar os diagramas tipo escada (difusons) ou os
diagramas maximamente cruzados (cooperons). Tais setores, como veremos, serao
representados por campos escalares independentes. Consideremos entao uma matriz
de ordem quatro cujos blocos sao as fungoes de Green solugao da equagao de Laplace
dada pela equacao (3.55) com a seguinte estrutura

A Sp AN G(](b/N) 0
Gi'(0,0') = ( 0 GG#/N) ) (3.59)

onde j denota o indice do conector ou reservatoério, como ja explicado. O pro-
cedimento usado na referéncia [52] consiste em perturbar a a¢do no ponto-de-sela
mediante um termo perturbador g; até segunda ordem. Nesse caso, a funcao de
Green perturbada serd dada por

. As . 1 aepa

, 2 1 4 : Sp A
Devemos notar que o vinculo G7 = 1 é mantido apenas se {G", g;} = 0.

Uma maneira conveniente de escrever a matriz G;p é torné-la diagonal. Note-
mos que G(¢) = e77/25,¢'%73/2 ou seja, a funcdo de Green de ordem duplicada
para o ponto arbitrario pode ser escrita como

A e—i603/2 0 o1 0 €i003/2 0
Gjp = ( 0 e_iglgg)/g 0 o1 0 61’9/03/2 ) (361)

onde 6 = j¢/N e 0 = j¢'/N. Uma matriz que diagonaliza éjp ¢ dada por

a:<%0 SO);uO:%(} _11) (3.62)
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Nessa nova base, temos G3” = fLT’_TjTA,_Z}'ﬂ, onde a matriz A é a matriz G” diagonal-
izada e a matriz T} carrega informagoes sobre os indices da cadeia. Tais matrizes
sao escritas, respectivamente, como

1 0 0 0

A 0—100_(030)
00 1 0 0 oy
00 0 —1

. . eifos /2 0 . . eibo1 /2 0 .
T; = “( 0 10 73/2 it =14 0 i0'1/2 af. (3.63)

Substituindo G’jp diagonalizado na acao e usando a propriedade ciclica do traco e

o fato que TJT;H nao depende do indice da cadeia, a expressao para a agao no
ponto-de-sela pode ser grandemente simplificada

N-1
1 z : ISP AYS
Ssp = ZLgT TI‘(GJPGJ{)’_l)
Jj=0

N-1
1 b R bt 2 .
= I TT(UT@TAEUUTTJTHAEHU)

j=0

—grTe(LALTA), (3.64)

onde a matriz L nao depende do indice de cadeia e é representada como

. ipo1 /2N 0
+ . e
;T = ( 0 oi®'o1/2N )

~

L

(3.65)

A equagao (3.64) pode imediatamente gerar a equacao (3.56) levando em conta o
campo escalar ¢ e ¢’ contidos nos dois espacos separados. Para isso, basta notar
que ALTA = L, ou seja, a equacdo (3.64) pode ter o traco calculado imediatamente

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



3.3 Teoria de Circuitos de Nazarov e Correcao de Localizacao Fraca 7

usando também a equagao (3.65)

N A
Ssp = ZgTTr <L2>

N €i¢0'1/N 0
= I o e

= 2 grleos (6/N) + cos (6//N)]. (3.66)

Uma vez diagonalizada a matriz G’SP como A, pode-se fazer uma escolha

apropriada da matriz g, que satisfaca arbltrarlamente o vinculo {G i gj} =0. Uma
escolha simples é a usada na referéncia [52]

0 0 0 g»
A 0 0 gv 0 ( 0 g,gw)
— 7m p— 9 3'67

onde k ¢ indice de ponto, o segundo sub-indice é um indice interno dos sub-blocos e
o sobre-indice rotula o bloco. Usando a nomenclatura da referéncia [52], os setores
b (preto) e w (branco) caracterizam os espagos independentes da expansao per-
turbativa: b caracteriza a primeira linha (coluna) e w caracteriza a segunda linha
(coluna), de maneira que bw e wb sao indices de acoplamento entre os sub-espagos.
O segundo sub-indice serd escrito em termos de +. Assim, p =+, — e m = —, + na
equacao (3. 67) Com os termos perturbatlvos presentes na agao mediante a fun(;ao
de Green G = A+ g —1/ 2Ag + --- substituindo A a acao fica descrita pelos
campos escalares que doravante denotaremos por ¢y e ¢, como

N—
S By, o) = ;LgT > Tr(LIGLG ). (3.68)
=0

Coletando apenas os termos que contribuem para a perturbacao até segunda ordem
em §;, usando a relagao LATL = L, obtemos

1 1 /a0 nrin on
Sy, buw) = —gT Z {Tr (L1g;L4;01) — 5Tr (LALAG, ) - 3 (ALTAQJZ.LT>}
=0
;| N 1 )
= ZgT {Tr <LT§ngj+1> — §Tr ((LT)Qg?H) — §Tr <LT§J2»> }(.3.69)
=0
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Definindo Ay, = €@ /2N By, = Ag(w), o = £ = T, obtemos, apés tomar o
traco na estrutura externa das matrizes, o seguinte resultado

N-1
1
(@, du) = 797 Y (Tr+ Lo+ Ty + Ta 4 T5 + T), (3.70)

J=0

onde levamos em conta a estrutura da matriz g; na base que diagonaliza G;p , ou

seja, (g?w(wb))aya/ o 0,5/ para obter
T, = (A bwAwg;‘U—il—)l) = Z (AZ)UJ’ (X]I‘)w)a’a”(Aw)a”a’”(ngl) "a

O.O./o.//a.///

= Y Ao (8)or 01 (Aw)or o (901 )o0

bx _w

bw wb
= ao"oac_f’c_rgk,a’[r’gj-i-l,&ga (371)

oo’

e, com algebra similar para eliminar somatoérios irrelevantes,

T, = Tr(Al wa g]+1) ay al

oo UJngU/g]+1 go

oo’

Tr(nggilg]—l-l) Z Bgzggil (ragj+1 go

g

T4 = Tr(BLg;”flg]H) Z B;U;g;}-ﬁl UO'g]+1 oo

T3

o
Il

Tr(Blgh g) = 232293“509] o

Ts = Tr(Blg"g2") ZBQ";Q;"SUQJ,M
(3.72)

Os escalares T;, 1 = 1,...,6 permitem obter explicitamente os auto-valores
da expansao perturbativa proposta. Para isso, vamos primeiramente escrever ex-
plicitamente as entradas das matrizes auxiliares Ay, = e /2N B, A2

A _ cos(Pp(wy/2N)  isen(dpw)/2N) \ |
blw) = isen(¢b(w)/2N) COS(¢b(w)/2N) ’

_ cos(Pp(wy/N)  isen(dpw)/N)
Bowy = (z’senwb(w)/zv) c0s(Gauy/N) ) (3.73)
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Por inspecao, podemos imediatamente escrever as derivadas dos escalares T; sub-
stituindo as entradas. Por exemplo, vamos tomar a variacao de T} com respeito a
g*?_ e substituir

8T1 o bx w bw
Jqb Ao —Qgr_Y1-1,6''
9:; +— —+

= af’:a 911+ +a” al_ 9117
= [isen(¢/2N)] [cos(dw/2N)] g7 1 + [cos(¢s/2N)] [isen(dw/2N)] g7 .

Tomando a variagao com respeito a gl“’f_ da soma de T; seguindo esse exemplo,
obtemos

5 S8
897 Z T; = sen (¢b/2N) sen (¢"'/2N) (Q;UJ:)LJF— + 9?”—171,+—)

+cos (¢"/2N) cos (¢ /2N) (g% —4 + 9™ _4)
— [cos (¢°/N) + cos (¢*/N)] g/ ... (3.74)

Procedendo da mesma forma com a variacdo com respeito a g*® 4, obtemos

wb ZT = sen ¢b/2N)S€H(¢w/2N) (9l+1—++91 1,—+ )

-t =1
+cos (¢"/2N) cos (¢ /2N) (g% - + g™ 1)
— [cos (¢"/N) + cos (¢*/N)] g% _. (3.75)

Uma forma conveniente de escrever o resultado para a variacao da acao, 6.5, é
escreve-la em termos de uma matriz M que “acopla’os setores wb e bw. Em termos
dessa matriz, a variacao da agao pode ser escrita como

55 = g Mysgl. (3.76)

onde o indice com barra é composto de trés outros indices, dois para a matriz que
descreve o n6é e um do préprio no, respectivamente, de modo que a o indice barra
tem a seguinte forma a = (a,b, o). A variacdo da equagao (3.76) sujeita ao vinculo
{Go, g} = 0 fornece a corregdo. Vamos entao encontrar os auto-valores da matriz
M. Tomando a variacao de 0.5 com respeito a gff_l;_ e igualando a variacao da acao
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dada pela equagao (3.70), obtemos um sistema de equagoes acopladas

4
g—TMg;fer = sen (¢b/2N) sen (¢"/2N) (9;3:)1,+_ + QZU—()LJr—)

+cos (¢"/2N) cos (¢ /2N) (g1 —4 + 9™ 1)

- [cos (gbb/N) + cos (gbw/N)] g}fﬂr; (3.77)
4
g—TM g1t = sen (¢"/2N)sen (¢"/2N) (g1t + 91" )

+cos (¢°/2N) cos (¢ /2N) (g1 - + g™ 1)

— [cos (¢°/N) + cos (¢*/N)] g% _. (3.78)

Para desacoplar a equagao anterior, é conveniente escrever

Gios = 9ou€ ' + gose ™", (3.79)

onde ¢ é determinado pelas condicoes de contorno g¥° wb

bes = 0 € gnys = 0. Dessas
condigbes de contorno, fica claro que g, = g5, eque ¢ = l/N coml=1,... , N—1.

Substituindo a equagao (3.79) nas equagodes (3.77 e (3.78), obtém-se uma matriz 2 x 2
cujos auto-valores sao dados por

Lot o) — 9 L ml
g—TMl (¢”,0%) = 2cos (2]\7) coS (2]\7) oS (N>
— COS %b cos (%w F 2sen (%) sen (;—;) sen (%l) (3.80)

Pode-se mostrar que o termo da acao de localizacao fraca da agao da cadeia
pode ser escrita em termos dos auto-valores M, li(¢, —¢) da seguinte forma

1 M7 3. Mt
WL:—E In L+ >In—L ). 81
S 2 (n l++2n - (3.81)

Substituindo a equagao (3.80) na equagao (3.81), obtemos

N -2 o) 1 sen22
W= 1 — ) +z1 sk .82
S 5 n(cosN)+2n — (3.82)

Claramente, pela equacao acima, o caso em que temos uma cavidade cadtica acoplada
M) s )
por jungoes de tunelamento a dois reservatérios (N=2) torna a agao nula, ou seja,
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para esse sistema nao existe correcao de localizacao fraca nos cumulantes no limite
de barreiras de tunelamento. Executando os procedimentos descritos anteriormente,
Campagnano e Nazarov generalizam a agao para uma cavidade cadtica com contatos
arbitrarios. O célculo é idéntico ao anterior e o resultado para os auto-valores de
localizagao fraca, ou seja, substituindo ¢, = —¢,, na equacao de auto-valores, serd
apresentado na secao seguinte.

Na préxima se¢ao, mostraremos como extrair a informagao sobre a corregao
de localizagao fraca com barreiras arbitrarias para a cavidade cadtica usando esse
conjunto de auto-valores. Tal resultado foi publicado na referéncia [53]. De maneira
surpreendente, o resultado exibe interessantes efeitos de troca de sinal no termo de
localizacao fraca num mesmo ensemble - o que é incomum na literatura.

3.4 Correcao de Localizagao Fraca para o Ponto
Quantico com Barreiras Arbitrarias - Ensem-
bles Puros

Na referéncia [53], mostramos que a corregao de localizacao fraca para o ruido de
disparo de um ponto quantico nao-ideal apresenta um interessante efeito de su-
pressao-amplificacao. Mostramos o resultado por dois métodos independentes e vi-
mos uma importante conexao entre eles. O método diagramatico de integragao sobre
grupo unitario sera apresentado no capitulo seguinte. O método que apresentaremos
nesta secao, consiste em aplicar, de maneira nao-trivial, as idéias de Campagnano
e Nazararov para a obtencao dos cumulantes da estatistica de contagem para a
cavidade cadtica.

A contribuicao dominante é proveniente da equacao do ponto-de-sela, a qual,
como vimos, reproduz a lei de conservagao de pseudo-corrente da teoria semiclassica
de circuitos (ver referéncia [35]), 19 (¢) =~ I,,(¢) = L(¢ — x) = Lx(x), onde p é
indice de terminal e

Ny

2T, tan(¢/2
WO =2 s Tpn>(ti£2)<¢/2>, p=12 (3.83)

n=1

Para além da contribuicao do ponto-de-sela, obtemos a correcao de local-
izacao fraca, de maneira que a expansao completa em poténcias inversas da con-
dutancia classica pode ser escrita como I;B) = Ip(¢) + IE(p) + ..., onde I"E(9)
denota a correcao de localizacao fraca para a pseudo-corrente. Para sistemas com
simetria unitdria (8 = 2) e contatos ideais (7,, = 1), a expansao completa pode ser
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calculada explicitamente, como foi feito na referéncia [51]. Usaremos a acao dada
pela equagao (3.82) deduzida da teoria de circuitos por Campagnano e Nazarov
para o caso de ensembles puros com os auto-valores para barreiras arbitrarias. Na
notacao introduzida na referéncia [53|, pode-se escrever a acao de localizagao fraca
como

2-8d . My (¢)
" (g) = —In = 3.84
O =5 1" ) 35
onde My (¢) sao os auto-valores Cooperon, obtidos na segao anterior tomando-se
#* = —¢" = ¢ que, para nosso caso, podem ser escritos como
I,(9)
M. (¢p) = 2——2 77
A0 = PP -1

=
S
|

21,(0) ot (x@) - §) ~cor (@) + §)] . @9

onde I (¢) = dl,(¢)/dé, X'(¢) = dx(¢)/d¢ é a fase intermedidria x(¢), obtida
da equagao de ponto-de-sela escrita na forma I,(¢) = I1(¢/2 + x) = L(¢/2 — x).
Devemos lembrar que tais expressoes para os auto-valores, como ficou claro na segao
anterior, variam conforme o sistema fisico em questao. As equagoes (3.85) servem
a0 nosso proposito de aplicacao a cavidade cadtica. A principal dificuldade técnica
é obter expressoes explicitas para a média da condutancia (g) e poténcia de ruido
de disparo (p) das seguintes equagoes

cos’(¢/2)
g=0

sen(0)
W = —cotto/2 g (D r())

(9) 1)

(3.86)

$=0

Consideramos que a pseudo-corrente I(¢) das equages anteriores sao dadas até
ordem de correcao de localizacao fraca, de maneira que podemos escreve-la através
da acao do ponto-de-sela e da acao de localizagao fraca da seguinte maneira

d
I(¢) = —Qd—¢5
2-p

= I,(0) + TIWL(gzs) +...

_ o4 ;278 qwr )
= 2(d¢58p+ 3 d¢S +... . (3.87)
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A pseudo-corrente ¢ calculada usualmente, expressando I;,(¢) em termos de uma
solucao fisica da equacao quartica resultante da “lei de conservacao”. Executando
corretamente as expansoes polinomiais da equagao qudrtica no limite ¢ — 0 (regime
linear), obtém-se a pseudo-corrente e, consequentemente, os auto-valores da acao de
localizacao fraca. Usando a funcao geratriz da estatistica de contagem, obtemos a
média da condutancia até ordem O(1) como

GG ( 2) G1Gs(G1 Ty + GoT)

= 1- 2
G+ Gs e (G1 + G2)?

A equagao (3.88) estd em total acordo com a referéncia [57]. O primeito termo
representa a lei de Ohm e o segundo ¢é a corregao de localizacao fraca. Por definigao,
G1 = NTi e Go = NoT, (canais equivalentes), ou seja, o primeiro termo da equacao
anterior representa a condutancia de um circuito em série. O segundo termo se anula
quando B = 2, caracterizando o cancelamento da localizacao fraca para intensidade
do campo magnético suficientemente alta. Para a poténcia do ruido de disparo, a
média até ordem O(1) ¢ dada por

(9) (3.88)

by = G1G[G1Go(G1 + G(%;;GESJ Ty) + G5(1 = T1)] (3.89)
. < 2 1> ChGa(Gr — Go)(Gh Ty + GoT)[3(G2 — G2) + 4(G2Ty — G2T3)]
5

(G1 + Gy)b

O segundo termo do lado direito da equacao (3.89) serd alvo de investigagao na
proxima se¢ao. Trata-se de um resultado novo na literatura, apresentado na re-
feréncia [53], que ilustra uma importante manifestacao fenomenolégica das barreiras
nas correcoes de localizacao fraca.

3.5 Efeito Supressao-Amplificacao Intrinseco

O primeiro termo da equacao (3.89) é o termo cléssico e ja tinha sido previamente
obtido na referéncia [57]. Vamos nos concentrar no termo de correcao de localizagao
fraca da equagao (3.89), ou seja, no termo

WL 2 G1Go(Gy — Go) (G Ty + GoT)[3(G3 — G?) + 4(G3 Ty, — G3T1]
prr=|5-1 5
B (G1 + Gs)

(3.90)
Em primeiro lugar, note-se que o caso limite de contatos ideais ja havia sido obtido

por Beenakker na referéncia [57]. O nosso resultado da equagao (3.90) coincide com o
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dessa referéncia para T; = 1, resultando em pVt = (% - 1) (N7 — N2)2/(Ny + No)t.

Nesse caso, a corregao de localizacao fraca é sempre nao-negativa (f = 1), nao-
positiva (8 = 4) ou nula (5 = 2), dependendo apenas da classe de simetria, mas
mantendo o sinal dentro da mesma classe. Levando em conta as barreiras, obser-
vamos um efeito supressao-amplificagdo (mudanga de sinal no termo de localizagao
fraca) dentro de um mesmo ensemble, o que era totalmente inesperado.

Com o proposito de clareza, vamos nos concentrar no caso de canais equiv-
alentes. Os resultados podem ser melhor entendidos mediante os diagramas nos
planos (77, T,) para um parametro a definido como a = N5 /N; fixo e (a,T») para T3
fixo. O principal efeito fisico novo ¢é a existéncia de regioes no espaco de parametros,
denotadas por (+) e por (—) nos graficos (2) e (4) da figura (3.3), onde p"* < 0 e
p"'L > 0, respectivamente. Consequentemente, o sistema exibe uma transicao su-
pressao-amplificacao induzida pelas barreiras na correcao de localizacao fraca para
a poténcia do ruido de disparo. Podemos também definir regices, denotados por
(0), (I) e (IT), nos graficos (1) e (3) da figura (3.3), onde p"'~ tem, como funcio das
varidveis remanescentes, zero (0), uma (I) e duas (IT) mudangas de sinal. As formas
das linhas de contorno separando tais regioes sao independentes das varidveis re-
manescentes. O ponto mais interessante dos diagramas é dado por p!V't = (3/4,3/4).
Em pVE pWL = ( para todos os valores de a. Sendo assim, p!V'L separa duas regioes
independentes de a no grafico (1) da figura (3.3): uma onde p"£ < 0 para pontos
na linha (7,7T) com T < 3/4 e outra para p* > 0 para pontos na linha (7, 7)
com T > 3/4. Consequentemente, as linhas de contorno inferiores entre as regides
(+) e (-) exibidos nos graficos (2) da figura (3.3) (ambas as linhas, continua e trace-
jada) estao localizadas na regiao (II) do grafico (1) da figura (3.3). Finalmente, a
supressao linear de p"V'% no limite opaco, definido na referéncia [58] como T; — 0
com (; fixo, é uma propriedade interessante do nosso resultado. Um efeito similar
para a correcao de localizacao fraca para a condutancia tem uma “explicacao” fisica
baseada no método semi-cldssico, como o da referéncia [58].

Nos acreditamos que as transigoes previstas nesse trabalho possam se tornar
uma ferramenta 1til para detectar experimentalmente, de maneira controlada, a
correcao de localizacao fraca para a poténcia do ruido de disparo em pontos quanticos
cadticos balisticos. Experimentos com barreiras controlaveis, como os que estao
discutidos nas referéncias [2, 59], j estao prontos para detectar pequenas variagoes
na corrente elétrica e, desse modo, extrair a estatistica de contagem e cumulantes
até quinta ordem.
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Figura 3.3: Diagramas mostrando a transigao. (1) Nas regices (0), (I) e (II), pV't
tém, respectivamente, zero, uma e duas mudancas de sinais como funcao de a no
intervalo [0, 1]; (2) Diagramas (77, Ts) separando as regioes positivas (+) e negativas
(—) para a = 3/10 (linha continua) e a = 6/10 (linha tracejada); (3) Diagrama
(a,Ty) separando as regioes (I) e (II), onde p'* tem uma e duas mudancas de
sinal, respectivamente, como fungao de Ti; (4) Regides positivas (+) e negativas
(—) no plano (a,T) para 77 = 3/10 (linha continua) e 7} = 5/10 (linha tracejada);
(5) Grafico de p"L mostrando as mudancas de sinal como funciao de a para pontos
interiores a cada uma das regides do diagrama (1); (6) Grafico de p"* mostrando
as mudangas de sinal como fungao de T} para cada regiao do diagrama (3).
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3.6 Crossover entre as Classes de Wigner-Dyson
para o Ponto Quantico Cadético Nao-Ideal

As realizacoes experimentais mais comuns de cavidades cadticas envolvem metais
desordenados na forma de fio, no limite em que o seu comprimento tende a zero,
ou regioes confinadas no gas de elétrons bidimensional em heteroestruturas do tipo
GaAs/Ga[Al]As. Em tais experimentos, é possivel, por exemplo, controlar a in-
tensidade do campo elétrico na amostra por meio de “portas”de tensao, controlar
a intensidade do campo magnético externo e o espalhamento spin-érbita por meio
de impurezas. Variando a intensidade do espalhamento magnético e/ou do espal-
hamento spin-orbita, o sistema transita entre as trés classes de simetria de Dyson -
ensemble gaussiano ortogonal (GOE), ensemble gaussiano unitério (GUE) e ensem-
ble gaussiano simplético (GSE) - os quais sao especificados pela presenca ou auséncia
de simetria de reversao temporal (7) e simetria SU(2) de rotagao de spin.

A condutancia e a poténcia do ruido de disparo tém sido alvo de intenso
estudo nesses sistemas de crossover. Em estudo recente, a correcao de localizagao
fraca para a poténcia do ruido de disparo, nas referéncias [60, 61], e também para
a condutancia, nas referéncias [62, 63], tém sido estudados no regime de crossover,
ambos para contatos ideais. As referéncias [63, 60] usam formalismo de trajetdrias
para obter o crossover entre o GOE e o GUE para a poténcia do ruido de disparo e
para a condutancia, respectivamente. A referéncia [62] usa o formalismo de teoria
de matrizes aleatdrias para generalizar o crossover, incluindo o GSE, para a con-
dutéancia de pontos quanticos em heteroestruturas semicondutoras anisotrépicas (ver
referéncia [64]) e revela uma transi¢ao supressao-amplificagdo dependente da taxa
de espalhamento spin-6rbita. A referéncia [61] usa RMT e mostra essa transi¢ao
supressao-amplificacao como funcao da taxa de espalhamento spin-érbita também
para a poténcia do ruido de disparo. Esta transicao via parametro de espalhamento
spin-orbita é interessante do ponto de vista experimental, contendo informacao da
escala de tempo de descoeréncia a baixas temperaturas. Essa escala estd contida
entre outras escalas fundamentais, tais quais o tempo de Ehrenfest, o tempo de
coeréncia de fase e o tempo de permanéncia, que emergem naturalmente em mod-
elos tedricos de descoeréncia como os da referéncia [64, 65, 66]. Um dos principais
resultados da referéncia [61] ¢ a conjectura de que a fragao p'"'*/¢g""* nio depende
dos parametros de crossover, onde p""'* e g™ sdo, respectivamente, as correcoes de
localizacao fraca para a poténcia do ruido de disparo e para a condutancia.

De acordo com as referéncias [62, 61], a transigao supressao-amplificagao seria
uma caracteristica da mudanca na classe de simetria de Dyson: para uma dada
simetria, a correcao de localizacao fraca seria sempre negativa ou sempre positiva.
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Entretanto, mostramos, na segao anterior e nas referéncias [53, 67], que o campo
elétrico manifesto nas barreiras mediante portas de voltagem concomitantemente
com o numero de canais abertos podem induzir a transicao no mesmo ensemble
de Dyson. As barreiras entao adquirem um papel preponderante para a transicao
em ensembles puros. Estudamos o efeito dessas barreiras quebrando as simetrias
de rotagao de spin e de reversao temporal no regime de crossover e mostramos uma
miriade de efeitos da transicao. Em particular, a conjectura citada na referéncia [61]
manifesta-se invalida na presenca de barreiras. Nos obtemos a resposta enfatica: o
efeito das barreiras determina a transicao de maneira completamente independente
da taxa de espalhamento spin-érbita e, além disso, o campo magnético pode gerar
o mesmo efeito para certas configuracoes de barreiras e canais abertos.

Seguindo a referéncia [52] e a segao sobre correcao de localizagao fraca em teo-
ria de circuitos, nés generalizamos todos os resultados incluindo regime de crossover.
Usando nossa notacao, no formalismo super-simétrico, para a cavidade cadtica, o
resultado da correcao de localizacao fraca para a teoria de circuitos pode ser escrito

"Hg) = %% [1 (%)
ol (M—E¢; = ii? - 42)} ’ (3.91)

onde x e a representam as taxas de espalhamento magnético e spin-érbita, respec-
tivamente. A equacao (3.91) parte de uma generalizagao da agao (3.82), incluindo
a corrente de vazamento na lei de conservacao (efeitos de descoeréncia) e o lim-
ite ¢* = —¢¥ = ¢ (correcdo de localizacdo fraca). Os coeficientes My () sdo os
auto-valores da versao finita dos cooperons e sao dados por

15,(9)

Mo = 2t =
{X, = 1 5~ L@ cot (x(0)+ )

sz O Lo () - 2]

M(0) = 20y(0) [eot (x(0) = § ) — ot (x() + 6/2)]

com I, (¢) = dl,(¢)/dg. A funcio fase intermedidria x(¢) é obtida da “lei de
conservacao”escrita como I, (¢) = I1(¢/2 + x) = I2(¢/2 — x). Para canais equiva-
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lentes T, = T},, p = 1,2, essa lei de conservagao gera uma equagao polinomial de
grau quatro. Apos selecionar a raiz fisica da equagao de ponto-de-sela, substituir na
equacao (3.91), a qual tem dependéncia explicita em I,(¢), e procedendo como na
secao anterior, obtemos a condutancia

Gng 1— (GlTQ + GQTl) ( 1 _ (12 >:| (3 92>
G1 + Gy (G1 + Gy) Ge+2a*  Go(Go+2a2) )| '

(9) =2

onde Go = G + Gy + 222 Efetuando a dlgebra e usando a equagio (3.27) para
(p) = qo, obtemos a média da poténcia do ruido de disparo. O resultado é dado pela
formula explicita

GG
(G Jlr 5 ) [G1G(G1 + Ga) + GI(1 = Ty) + G5(1 — Ty)]
1 2

G1G2(G1 Ty + GoT7)

G2 (G1+G2)° (Ge + 2
+4(G3Ty + GiTy)] (22 + a®2® — o) 2® + 4 (G + Ga) [12(GTs + G3TY)
—9(G} + G3) + G1Go(G1 + Go) — 4G1Go(G1 Ty + GoTh)]
+4(G1 + G2)? [4G1G2 (G To + GoTh) — 3(GY + G3) — 2G1Gs] a’x?
+2(Gy + G2)? [12(G3Ts + G3Tv) — 9(G + G3) + 5G1G2(G1 + G)
—8G1G2(Gi Ty + GoTh)] 2 + (G — Go)(G1 + Ga) [A(GTT — ThG3)
3(G3— GY)] (1 —2a") +(G1 + G2)? [-3(G} + G3) + A(GiT> + G3Th)
—9G1G2(G1 + Go) + 8G1Go(G1 Ty + GoTh)] a*} (3.93)

(p) = 2

a2 - {4[-G1G2(Gr + Gs) — 3(GF + GY)

3.7 Efeito Supressao-Amplificacao entre Classes
de Simetria

Como veremos no proximo capitulo, o resultado dado pela equagao (5.64) pode
ser obtido usando uma expansao diagramatica diretamente do espago de matrizes
aleatorias. Tomando o limite x = a = 0, recuperamos os resultados obtidos nas
referéncias [53, 67] e dados pelas equagoes (3.88) e (3.89) no caso = 1. O primeiro
termo da equagao (5.64) é o termo cléssico, o qual, como esperado, nao é afetado
por campos externos. Os outros termos representam a correcao de WL para a
poténcia do ruido de disparo. Os resultados dados pelas equagoes (3.92) e (3.93)
para a condutancia e para a poténcia do ruido de disparo sao atualmente os mais
completos da literatura atual para crossover em cavidades cadticas, e os seus aspectos
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Figura 3.4: Graficos exibindo dois tipos de crossovers para a correcao de localizagao
fraca da condutancia. Em ambos os casos, fixamos 77 = 0,9, T, = 0,8 e Ny/N; =
0,65. No grafico a esquerda, estamos fixando valores de taxas de espalhamento spin-
orbitaem a =0,a=1,a =2, a=>5e a= oo com os correspondentes graficos de
baixo para cima. No grafico a direita, variamos a taxa de espalhamento spin-érbita
para os valores de espalhamento magnético fixados no retangulo do grafico.

fenomenoldgicos gerais sdo bastante ricos. O limite opaco (7; — 0 com G; finito) é
obtido, imediatamente, das equagoes (3.92) e (3.93) e, como esperado para a poténcia
do ruido de disparo, tende linearmente a zero. O limite em que x — co com a = 0
corresponde ao ensemble GUE, ou seja, ¢"'* = 0, como esperado. O limite em que
a — oo corresponde ao ensemble GSE e a equacao para a condutancia manifesta
uma mudanca de sinal em relacao ao resultado do GOE para ¢""'*, como esperado.
A figura (3.4) mostra o comportamento geral da corre¢ao de localizagao fraca.

Na figura (3.5), mostramos como a corregdo de WL para (g) e para (p),
equagoes (5.62) e (5.64), respectivamente, variam como fun¢ao da taxa de espal-
hamento magnético = e da taxa de espalhamento spin-6rbita a. Note-se que o efeito
de supressao-amplificacao em ¢"'* acorre se, e somente se, variarmos a. Por outro
lado, percebem-se surpreendentes efeitos supressao-amplificacao para p"'* como
fungdo de z quando a = 0 (crossover GOE-GUE ) e a — oo (crossover GSE-
GUE), como pode ser visto na figura (5.64). Concluimos que - diferentemente
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do que conjectura a referéncia [61] - para amplificar ou suprimir a contribui¢ao
semiclassica da poténcia do ruido de disparo, nao é necessario sair do ensemble
ortogonal para o simplético: todo o efeito pode ser modulado pelo ntimero total
de canais abertos, pelas transparéncias das barreiras e, surpreendentemente, pelo
campo magnético perpendicular externo aplicado, independentemente do ensemble
de Dyson. A correcao para ¢"'* da cavidade caética nao exibe este efeito.

Para o caso de contatos ideais, T} = T> = 1, reobtemos a relagao simples
entre as correcoes da condutancia e da poténcia do ruido de disparo, primeiramente
obtida por Béri e Cserti, na referéncia [61], sugerindo uma independéncia em relac¢ao

aos parametros T e a
WL N, — N. 2
b __ (¥) . (3.94)

gWL N1+N2

A equagao (3.94) mostra que as corregoes sao proporcionais. Entretanto, tal rela¢ao
nao ¢ valida quando existem barreiras arbitrarias. Em todos os outros casos, sur-
preendentemente, p"V%/g"% sempre depende do campo magnético perpendicular e
do espalhamento spin-6rbita. Outra propriedade interessante de p"Z/g"Wl é que
essa relacao nao ¢ linear no limite opaco. Podemos obter uma relagao simples nesse
limite, por exemplo, fixando x = a = 0, obtemos

pWL _ 3G1Gy (Gl - G2)2
gvE (G1+ Go)

(3.95)

A fenomenologia presente na equacao (5.64) pode ser melhor entendida me-
diante os diagramas nos planos (z,a) e (17, T,) para, por exemplo, Ny/N; = 0, 67.
Uma propriedade importante é que existem regioes no espaco de parametros, deno-
tadas por negativas (—) e positivas (+) nas figuras (3.6.3) e (3.6.4), onde p"¥ <
0 e pL > 0, respectivamente. Consequentemente, o sistema submetido a um
campo magnético perpendicular exibe transicao supressao-amplificacao na corregao
quantica da poténcia do ruido de disparo. A figura (3.6.5) mostra o crossover GOE-
GSE quando x = 0.
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Figura 3.5: O grafico esquerdo mostra a correcao de localizacao fraca para a média
da poténcia do ruido de disparo como funcao de x para valores fixos de a. O grafico
direito mostra a correcao de localizacao fraca para a poténcia do ruido de disparo
como funcao de z para valores fixos de a. Para o caso a = 0 e a — oo, pVF
exibe uma transi¢ao supressao-amplificagdo como funcao de x (crossover GOE-GUE
e GSE-GUE, respectivamente). Em ambos os casos, usamos 77 = 0.8, T, = 0.9 e
Ny /N1 =0,67.
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Figura 3.6: Graficos mostrando a transicdo quando No/N; ~ 0,67. (1) Diagrama
(x, a) separando as regides positiva (+) (amplificagdo) e negativa (—) (supressao)
para T3 = 1 com T = 0,3 (linhas continuas) e 7, = 0,7 (linhas descontinuas);
(2) Regides positiva (+) e negativa (—) em (77,7T3) para x = 2 com a = 6 (linhas
continuas) e a = 10 (linhas descontinuas); (3) Diagrama no qual 77 = 7o = T no
limite em que a — 0; (4) Diagrama no qual 77 = Ty = T no limite a — co. As
regides que sao positivas (+) no diagrama (3) tornam-se negativas (—) em (4) e as
que sao negativas em 3 tornam-se positivas em (4); (5) Diagrama no qual tomamos

Ty =15 =T e o limite x — 0.
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Capitulo 4

Expansao Semi-classica e Método
Diagramatico

No capitulo anterior, vimos que a presenca de barreiras com transparéncia arbitraria,
ou seja, contatos nao-ideais, pode gerar efeitos surpreendentes (veja referéncia [53]),
como a transicao supressao-amplificacao na correcao quantica da poténcia do ruido
de disparo. Vimos que esse efeito pode ocorrer em um ensemble puro e ser atribuido
unicamente a mudanca gradual da transparéncia das barreiras. O presente capitulo
mostra uma maneira alternativa de obter os resultados do capitulo anterior por
meio de um método independente: expansao diagramatica do grupo unitario. Tal
trabalho estd publicado na referéncia [67]. Neste capitulo, nés mostramos detal-
hadamente a selecao sutil dos diagramas maximamente cruzados que contribuem
para a correcao de localizagao fraca da poténcia do ruido de disparo. Noés também
indicamos potenciais aplicagoes para esse novo conjunto de diagramas maximamente
cruzados em sistemas fisicos diferentes

A teoria de matrizes aleatérias (TMA) descreve muito precisamente pro-
priedades da estatistica universal de observaveis do transporte quantico de uma
cavidade aberta. A descricao é vélida na condicao de 74, > max(7g, Terg), onde
Taw € 0 tempo de permanéncia da cavidade, 7.4 é¢ 0 tempo ergddico e 75 ¢ o tempo
de Ehrenfest. No caso de contatos ideais, a teoria pode se basear em matrizes
aleatérias dos ensembles cldssicos de Wigner-Dyson (ver referéncia [12]). Esses en-
sembles sao classificados de acordo com as simetrias fundamentais que sao mantidas
pela dinamica cadtica e podem ser indexadas pelo parametro inteiro 5, como na re-
feréncia [21]. Mais especificamente, o ensemble circular ortogonal (COE) é aplicdvel
para sistemas na presenca de simetrias de reversao temporal (RT) e de rotagao de
spin (RS), f = 1; o ensemble circular unitario (CUE) é valido para sistemas com
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quebra de ambas as simetrias, RT e RS, f = 2; e o ensemble circular simplético
(CSE) pode ser usado em sistemas com a simetria RS quebrada, mas na presenga
de simetria TR, 8 = 4. O objeto matematico basico da teoria, a matriz de espal-
hamento, pode ser sempre escrito em termos de uma forma de blocos como

S:(; :,) (4.1)

onde t, t' e r, r’ sdo, respectivamente, matrizes de transmissao e de reflexao. Usando-
se o formalismo de espalhamento de Landauer para o transporte quantico (veja re-
feréncia [18]), podemos relacionar momentos da matriz de transmissao a observéveis
de transporte. Por exemplo, a condutancia é dada simplesmente por

g = Tr(tth). (4.2)
Introduzindo o segundo momento
gs = Tr [(1t1)?] (4.3)

podemos escrever a poténcia do ruido de disparo (segundo cumulante) combinando
a equacao (4.2) com (4.3) da seguinte maneira

p=g —g = Tr[tl(1—uh]. (4.4)

Para obter propriedades estatisticas de observaveis de transporte de uma
cavidade caodtica com barreiras arbitrarias, devemos usar uma distribuicao de ma-
trizes de espalhamento que nao esta nos ensembles circulares. Tal distribuicao pode
ser obtida por um principio de maxima entropia informacional e é conhecida como
nicleo de Poisson como estd bem descrito na referéncia [68]. Podemos escrevé-la
como

P(S) o |det(1 — §ts)| V2 (4.5)

onde f € {1,2,4} é o parametro identifica as classes de simetria distintas. O
parametro inteiro N é o nimero de canais de espalhamento abertos nos terminais
metalicos que conectam a cavidade cadtica aos reservatérios de elétrons e S é uma
matriz sub-unitaria representando a média da matriz S, podendo, sem perda de

generalidade, ser escrita como
- rt O
S:(O1 Tz), (4.6)
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onde r; e ry sao matrizes de reflexao das barreiras 1 e 2 respectivamente. Note-
se que, em particular, a escolha S = 0 recupera os ensembles de Wigner-Dyson,
considerando que eles representam distribui¢oes uniformes.

Outra maneira de justificar o niicleo de Poisson é usar o modelo o nao-linear
a partir de uma transformagcao exata tipo “color-flavor”feita na referéncia [69]. Essa
transformacao estabelece que o campo mesonico das super-matrizes () do capitulo
2, satisfazendo o vinculo Q? = 1, podem ser substituidos pelos campos de glions de
matrizes S de espalhamento através da equacao

/ dSOP (3, 5)PP(S) = / dQexp (—SB(Q,%)), (4.7)

onde S°(Q,Q ¢;) é a agao da teoria de circuitos do capftulo 3, P?(S) é o nicleo de

Poisson e 95(5, S) é a fungao geratriz no espago de matrizes S. Tal funcao geratriz

é dada por
N . 2( 4B T
Q(4,8) = [ det 1~ sen (foﬂﬂ/z)tt , (4.8)
ks 1 + senh”(¢, )ttt

onde gg estd definido no capitulo 3. Integrar no campo de “gluons’nao é trivial e
requer o uso de um método diagramatico.

O método diagramatico usado neste capitulo foi desenvolvido na referéncia [7]
como um método de integracao sobre o grupo unitario. Ele se aplica de maneira di-
reta para ensembles circulares e com pequenas modificagoes pode também ser usado
para calcular médias sobre o nucleo de Poisson. Ele também fornece uma repre-
sentagao diagramatica simples dos modos difusons (diagramas escadas) e cooperons
(diagramas maximamente cruzados) da teoria de localizagao, como esta posto, por
exemplo, nas referéncias [70, 6] em uma forma que se aplica a cavidades cadticas
abertas. Acreditamos que os resultados deste capitulo serdao particularmente rele-
vantes para desenvolvimentos do método diagramatico como ferramenta em sistemas
mesoscoOPicos.

4.1 Integracao no Grupo Unitario: Método Dia-
gramatico
O problema de integragdo no grupo unitario U(N) para ensembles gaussianos e

circulares foi resolvido perturbativamente na referéncia [7] usando um método di-
agramatico. Nesta secao, faremos um breve resumo de tal referéncia, tornando
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este capitulo auto-contido. A idéia central é encontrar médias de fungoes f(U)
que dependam de matrizes unitarias e aleatérias U de ordem N x N distribuidas
uniformemente. A média dessas fungdes no grupo unitario serd denotada por

() = / aU f(U). (4.9)

Considerando que f depende de U mediante alguma operacao algébrica, O : U(N) —
C, como o trago ou o determinante, sem perda de generalidade, a média no ensemble,
com medida de Haar dU normalizada, serd a integral de uma funcao polinomial das

entradas da matriz U. Dessa forma, um termo genérico sobre o qual deseja-se
calcular médias é dado por f(U) = Uy, Uayp, -+ Ua w5 Usopy U 5, Dado

nbn alﬁl «
que a distribuigao é uniforme, (f) é ndo-nulo apenas se 1) m =n, 2) ay, g, ...,
formam alguma permutagao P de ay,as,...,a, e 3) B, Pa,. .., B, formam alguma

permutagao P’ de by, by, ..., b,. A média é dada por [71]
<f(U)> = <Ua1b1 Ua2b2 T U‘lnbn ;151 :!252 T C*Vnﬁn>

- 6777,71 Z VP,P’ H 6ajap(j)6bjﬁ73/(j>7 (410>
PP j=1

onde os coeficientes Vp p dependem da estrutura ciclica das permutagoes P'P.

Como exemplo de estruturas ciclicas, vamos considerar o grupo simétrico S
de {1,2,3}. Nesse caso, existem seis permutagdes possiveis com as respectivas estru-
turas ciclicas escrita em parénteses: a) {1,2,3} — (1)(2)(3), b) {1,3,2} — (1)(23),
c) {2,1,3} — (3)(12), d) {2,3,1} — (123), e) {3,1,2} — (132) e f) {3,2,1} —
(2)(13). Na permutacao c), por exemplo, da estrutura ordenada original, trocamos
a primeira entrada pela segunda e a segunda pela primeira 1 — 2 — 1 (12) e a
terceira se manteve (3). Portanto, a permutagao c) tem dois ciclos ¢, k = 1,2,
sendo o (12) de comprimento ¢; = 2 e o (3) de comprimento ¢o = 1. Esses dois
ciclos sao chamados de disjuntos por nao terem intersegao. Note-se que ), cx = 3
para as seis permutacoes possiveis.

A generalizacao do exemplo anterior para o caso de S, pode ser estudada
em detalhes na referéncia [72]. Um resultado importante é que S,, tem uma tunica
fatorizacao disjunta (ciclos) de comprimentos ¢y, ¢z, ..., ¢, com n = >, ¢,. Dessa
forma, podemos colocar toda a dependéncia dos coeficientes da equagao (4.10) nos
comprimentos dos ciclos da fatorizacao P'P, ou seja, Vpp = Vi .. Vamos
aplicar tal idéia diretamente na equagao (4.10) para n = 2. O grupo Sy contém
dois tipos de permutagoes ciclicas: {a1, a1} — (1)(1) e {a1, a2} — (12) e, da mesma
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forma para b; e 3;. Portanto, para o caso n = 2, a equagao (4.10) fica

(UartnUastu U5, Uaay) = Vi) @),(1)(2) 911 001 61 Ozaa O 2
+V12),(1)(2)9a102051 81 0azas 06, 61
+V1)2),12)0a101 061 8200101 00,81
+V(12),(12)0a1 02081 82 Oazcry O 81 - (4.11)

Vamos agora escrever a equagao (4.11) em termos dos comprimentos dos ciclos. O
primeiro termo do lado direito dessa equagao tem fatorizagoes P = P’ = (1)(2),
ou seja, PP’ = P71((1)(2)) = {1,2} = (1)(2), duas permutagoes ciclicas de
comprimento 1. Vamos denotar entao esse coeficiente em termos dos comprimentos
como Vj 1. O segundo termo do lado direito tem fatorizacio P = (12) e P’ = (1)(2),
ou seja, PP’ = (21), ou seja, um ciclo de comprimento 2 que leva a um coeficiente
denotado por V5. Tratando os dois 1ltimos termos de maneira similar, obtemos

<Ua1b1Ua2b2 ;151 ;252> = ‘/1,16a1a16b1515a2a26b2,62
+ V2001 05061 81 Oanar Oy 8
+V204101 08, 8500101 063,51
+ V1100100061 85 00 O 31 - (4.12)

No caso mais geral, S, os termos Vj; 1 vao se referir a permutacoes idénticas
P = P’ ou seja, contragbes gaussianas (entre pares) das matrizes U e U*. Nas
referéncias [71] e [7], mostra-se que tais coeficientes satisfazem a seguinte relagao de
recorréncia

k
NVCu-ka + E : ‘/1;7711,027--‘701@ + E :cj‘/01+Cj702,~~-7Cj7170j+17--'7ck = 6011‘/027-”701@7 (4'13)
2

pt+g=c1 Jj=

com V) = 1. Uma caracteristica importante do método é a possibilidade de expandir
as relagoes de recorréncia em poténcias de N~!. Por exemplo, na referéncia [7],
encontra-se a importante relacao

k
Verenoner = | | Ve, + O(NF72772), (4.14)
j=1
onde .
v, = EN1—2C<_1)C—1 ( 200__12 > + O(N_I_QC). (4.15)

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



4.2 Método Diagramatico de Integracao no Grupo Unitario 98

Os coeficientes V., . determinam os momentos de U. Com os momentos, pode-
mos obter os cumulantes W, . simplesmente removendo todas as possiveis com-
binacoes de fatorizacoes de grau menor. Por exemplo, W., = V., e W, . =
Vey oo = We,We,. A relagdo de recorréncia (4.13) para os momentos implica na
seguinte relacao de recorréncia para os cumulantes

k
NW01,~-~,Ck + E : va%CQv---aCk + E :CjWCI+Cj7027--~acj7170j+17~-~7ck

pt+g=c1 j=2
& 1
- Z Z (I =1k =) Z Wo.epymeroy Waepainera = 05 (4.16)
pt+g=c1 I=1 P
com Wy = 1 e P denotando permutacoes de {2,...,k}. Expandindo em poténcias

de N1, obtém-se

o+ k — 3)! ﬁ (2¢; — 1)!

Wc . o = 2kN72nfk+2 -1 n+k( : O N72n7k (417
] J+ OV, (417)

Os resultados anteriores permitem calcular médias arbitrarias de produtos de
matrizes unitarias. No entanto, o cdlculo das fungoes recursivas para os cumulantes
é bastante delicado e cresce em complexidade ao aumentarmos o numero de termos
no produto de matrizes unitarias. Como veremos, para ensembles circulares, haverd
um numero infinito de produtos de matrizes U para certas classes de problemas.
Nesse contexto, surge uma ferramenta auxiliar ao método de integracao, um método
diagramatico de integracao no grupo unitario, tema da proxima secao.

4.2 Método Diagramatico de Integracao no Grupo
Unitario

O método diagramético de integragao no grupo unitario, sobre o qual iremos tratar,
consiste em representar a equacao (4.10) em termos de diagramas com topolo-
gias caracterizando as permutacoes possiveis. Os pesos serao dados pelas equacoes
de recorréncia tratadas na secao anterior. Os objetos centrais desse calculo dia-
gramatico sao os elementos matemadticos da equagao (4.10): 1) as matrizes Uy, e

B 2) as fungoes 0;; de contracao de indices e 3) eventuais matrizes com entradas
A;; presentes em f(U). Esses quatro elementos fundamentais estdo desenhados na
figura (4.1). Os diagramas terao uma linha horizontal inferior carregada de matrizes
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Figura 4.1: Representagao diagramdtica de (1) matrizes unitdrias Uy e Usg, (b)
eventual matriz fixa presente no argumento da média no ensemble de matrizes
aleatéria e (3) as fungdes d;; de Kronecker que contraem os indices das matrizes
unitédrias e fixam os tipos de permutagao. Figura retirada da referéncia [7].

Uap € uma linha horizontal superior carregada de matrizes Ujz. Representaremos
U, como uma linha tracejada com um ponto preto em um extremo representando o
indice a e um ponto branco no outro extremo representando o indice b. As funcoes
d;; serao representadas por linhas finas e continuas conectando pontos da linhas su-
perior e inferior, ou seja, representarao as respectivas contragoes do ponto i (na linha
superior) com o ponto j (na linha inferior). As outras matrizes fazem a conexao
entre os extremos de linhas horizontais distintas ou conectam no “centro”filas de
indices de matrizes U de uma mesma linha horizontal.

Consideremos dois exemplos retirados da referéncia [7] para ilustrar o método,
o célculo da média das fungoes f(U) = AUBUT e g(U) = AUBUTCUDUT. Para
f(U), temos um tunico elemento de matriz U na linha superior do diagrama e um
tnico elemento da matriz U na linha inferior. Conectando essas duas linhas nos
extremos, temos as matrizes A e B nao-aleatérias. O desenho é feito no sentido
anti-horario como na figura (4.2).

A média de f(U) e de g(U) consiste em usar a equacao (4.10). Por simpli-
cidade, vamos considerar explicitamente como exemplo o célculo da média de f(U)
usando tal equacao da seguinte forma

(f(U)) = (Txr(AUBU))
= Y AyBu (Uply)

i,7,k,l
= Y AuB;Vi = ViTr(A)Tr(B), (4.18)

Z‘?j
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Figura 4.2: Representacao diagramatica de duas funcoes simples usadas para o
calculo de médias no ensemble unitario. Figura retirada da referéncia [7].

onde usamos a contracoes para eliminar duas das quatro somas. Esse procedimento
algébrico pode ser implementado via método diagraméatico considerando todas as
combinagoes de pontos da mesma cor (contragao de indices) na figura (4.2). Por
exemplo, para a fungao f(U), podemos mostrar que todas as possibilidades estao
desenhadas na figura (4.3).

Figura 4.3: Todas as possiveis contragoes de indices de acordo com a equagao (4.10)
aplicadas a dois tipos especiais de fungoes de matrizes unitarias. Figura retirada da
referéncia [7].

Um circuito k alternado entre linhas pontilhadas e linhas continuas significa,
da equagao (4.10), que houve a combinagao de certos indices gerando o produto
das entradas correspondentes. Todos os indices devem se combinar dessa forma
gerando um produto final e a correspondente permutacio P~'P’. Um circuito k
com duas bolas pretas e duas brancas tem comprimento ¢, = 1 (a permutagao é a
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identidade). O aumento de bolas brancas e/ou pretas no ciclo indica o aumento no
nimero de permutacoes P~1P’. Tais ciclos sao chamados na referéncia [7] de ciclos
U e o comprimento do ciclo ¢; é dado por metade do niimero de linhas descontinuas
do ciclo. No tnico diagrama de (f(U)) da figura (4.3), existe apenas um ciclo U de
comprimento ¢; = 1. Portanto, o peso desse diagrama é dado por V;. No primeiro
diagrama de (g(U)) da figura (4.3), existem dois ciclos U ambos com comprimento
c1 = 1, ou seja, diagrama com peso V.

Um circuito que alterna linhas continuas finas e linhas continuas com setas é
chamado de ciclo T'. Tais ciclos resultam em tracos nas matrizes fixas A, Ao, ..., Ay
na ordem em que aparecem. Por exemplo, o tnico diagramas de (f(U)) da figura
(4.3) tem dois ciclos T' que resultam em Tr(A)Tr(B). O segundo diagrama de (g(U))
da figura (4.3) tem um ciclo T, resultando em Tr(ADCB).

A combinagao de ciclos U e de ciclos T nos diagramas resulta nas médias

(f(U)) = ViTr(A)Tr(B)
(g(U)) = Vi, [Te(A)Te(BD)Te(C) + Tr(ADCB)]
+V, [Te(A)Tr(BDC) + Tr(ADB)Tr(C))], (4.19)

onde Vi = 1/N, Vi; = 1/(N? —1) e Vo = 1/[N(N? — 1)]. Aplicaremos esses
resultados na secao seguinte para obter a média da condutancia e da poténcia do
ruido de disparo para contatos ideais.

Os dois exemplos simples anteriores podem ser generalizados para um nimero
arbitrariamente grande de diagramas, gerando as seguintes regras para o calculo da
fungao (4.10) no limite semicassico:

e A funcao geral que precede o cédlculo das médias é desenhada conforme o
diagrama da figura (4.2);

e Para o calculo das médias, emparelhe em pares todos os pontos pretos da linha
superior com os da linha inferior e faca o mesmo para os pontos brancos;

e Todos os circuitos com alternancia entre linhas pontilhadas e linhas continuas
finas corresponderao a ciclos U de comprimento ¢ igual a metade do niimero de
pontos no circuito. O nimero de circuitos é igual ao nimero de indices no co-
eficiente V' e os seus comprimentos aparecerao explicitamente como V, ¢, ¢,
Para fatorar o peso V em cumulantes, basta separar os ciclos U em grupos
de comprimentos ¢y, ¢z, ..., ¢, com respectivo peso em cumulantes dados por

[ [ C1,C2,...,Cp>
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e Cada circuito com alternancia entre linhas continuas sélidas (com setas) e
linhas continuas finas forma um ciclo T com sentido anti-horario de tragos
sobre as matrizes A.

Considerando todas as possiveis combinacoes de diagramas ou, equivalente-
mente, de permutagoes na equacao (4.10), tem-se a média exata de qualquer funcao
de matrizes unitarias. No entanto, o nimero de diagramas pode crescer muito para
fungoes arbitrarias e a expansdo semi-classica (/N grande) faz-se nescessaria no sen-
tido de reduzir o nimero de diagramas. Um diagrama que contenha [ ciclos T e
k ciclos U de comprimento total n particionados em g grupos tem uma ordem em
N caracteristica. Cada traco desse diagrama tem ordem N e o peso W pode ser
expandido no limite semi-classico de acordo com a equagao (4.17). Para esse dia-
grama arbitrario, a ordem em N é dada por N29H=%=2" oy seja, os diagramas que
mais contribuem sao os que tem g = k, considerando que o numero de grupos é
sempre menor que o numero de ciclos k. Nesse caso, o nimero total de ciclos k41 é
maximo. Concluimos que, na expansao semi-cldssica, os diagramas sao classificados
de acordo com o numero de ciclos. O ntmero de ciclos estabelece um critério para
a correspondente ordem da expansao em N~! de forma que diagramas com mais
ciclos determinam contribui¢oes maiores para o calculo perturbativo. Dessa forma,
0s que mais contribuem sao os que determinam parti¢oes de ciclos U em grupos de
um unico ciclo, chamados de diagramas escada ou difusons.

4.2.1 Integracao sobre o COE

O grupo de matrizes unitarias simétricas possui um vinculo adicional em relacao
grupo de matrizes simplesmente unitarias. Isso se traduz em regras diagramaticas
sutilmente distintas no que concerne aos tipos de contragoes (ou linhas finas conectando
pontos nos diagramas), considerando que nesse caso uma matriz unitaria V ar-
bitraria tem o vinculo V,; = V,,, ou seja, existirao novas possibilidades de com-
binacao de indices. Basta notar entao que a matriz V' simétrica pode ser decomposta
em um produto especial de outras duas matrizes unitarias arbitrarias da seguinte
forma V = UUT. Entao, para o COE, as médias podem ser escritas com a seguinte
estrutura geral

2n
(Ussas U Uy Uty rm) = Onm O Ve | [ ajamgy- (4.20)
P j=1

Para o COE, os coeficientes de momento obedecem a seguinte relacao de
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recursao

k
(N + CI)VChCz,m,Ck + E , prq,c%wck +2 E :Cj‘/cl‘i‘cj,327--'7Cj—170j+1r~~:ck - 6611‘/02,~~,Ck7

pHg=c1 J=2

onde, como no caso da relacao de recursao para o CUE, temos V5 = 1. A expansao
semiclassica dos pesos tém um termo a mais em relagao a expansao para o CUE
devido a simetria e é dada pela equagao

Verener = [y Ve, + O(NE2072) . (4.21)

L2 1)t ( e’ ) — N(—4) T+ O(NTI) L (4.22)

Ve

Expansoes correspondentes para os pesos dos cumulantes podem ser obtidas usando-
se a referéncia [7]. A segunda regra diagramdtica muda para o caso do COE, con-
siderando que agora circulos pretos podem se conectar a circulos brancos devido ao
novo tipo de simetria presentes nas permutagoes da equacao (4.20). Se U é uma
matriz unitaria e simétrica, usando as regras diagramaticas, podemos mostrar que
um dos exemplos tratados anteriormente, f(U) = Tr(AUBUT), tem média dada
pela seguinte férmula exata:

(f(U)) = Vi[Tr(A)Tx(B) + Tr(A"B)], (4.23)

onde V; = (N + 1)7!, enquanto no CUE V; = N~1. O mesmo pode ser feito para
a funcao g(U) no COE. Nesse caso, como podemos combinar pontos pretos com
brancos, sao 4! diagramas, enquanto no CUE consideramos 2! x 2! desses diagramas
(restricdo de combinagoes).

4.3 Condutancia de uma Cavidade Cadtica com
Contatos Ideais

Considere-se a formula para o primeiro cumulante da estatistica de contagem dada
pela equagao (4.2). Podemos decompor o argumento do trago em termos de matrizes
pertencentes a um dos ensembles circulares. Para isso, considere as matrizes de
projecao C o definidas por

(1w O (0 0
()0 0) o
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onde 1y denota a matriz unidade N x N. As seguintes relacoes, caracteristicas de
projetores, sao validas: C1Cy = 0 e C; + Cy = 1y. Em termos dessas matrizes
de projecao, podemos reescrever o argumento do traco em termos de matrizes de
espalhamento

(9) = (Tr(tth)
= <TI‘<01502ST>>, (425)

onde S é uma matriz de espalhamento de ordem N x N com N = N; + Ny. Vamos
considerar primeiro que S pertenca ao ensemble unitario, ou seja, que descreva
a cavidade cadtica com um campo magnético quebrando a simetria de reversao
temporal. Nesse caso, pode-se desenhar os diagramas para a equagao (4.25) da
mesma forma que estd posto na primeira figura (4.3), fazendo a substituicao U — S,
Ul — ST, A, — C; e A, — C,. Entdo, a condutancia pode ser calculada exatamente
da seguinte forma

()" = VEUETH(Cy)Tr(Cy)
NNy

- b 4.26
Ny + N, (4.26)

onde VCUF ¢ o peso para o CUE. A equacao (4.26) estd em total acordo com o resul-
tado obtido na sec¢ao anterior por meio da teoria de circuitos. A principal diferenca
entre o resultado dado pela equagao (4.26) é a demonstragao de sua validade mesmo
no limite quantico extremo (N; e Ny pequenos).

Para o COE, a simetria de reversao temporal impoe a existéncia de um dia-
grama a mais para a equacao (4.25), ja que pontos brancos podem agora se misturar
com pretos. De acordo com a equagao (4.23), o diagrama a mais gera um termo
proporcional a Tr(C,CY), que se anula devido & propriedade dos projetores. Dessa
forma, a média da condutancia para o COE tem apenas o peso diferente da expressao
para a média no CUE. Ficamos entao com

(97" = VEOPTH(C)Tx(Cy)

N1 N.

_ NN (1.27)
N1+ Ny+1

onde V,F = (N +1)~! é o peso para o COE.
Procedendo de maneira similar para ensemble circular simplético (mais de-
talhadamente explicado no préximo capitulo), obtemos uma férmula exata para a
condutancia no caso de contatos ideais para um numero arbitrario de canais e um
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indice de simetria arbitrario. A férmula estd presente na referéncia [7] e pode ser

escrita como
>ﬁ _ ﬁNl N2
BN +2—0
No limite semi-cléssico, a equagao anterior pode ser expandida em poténcias de 1/N,
gerando o resultado

NN 2 N1 N
8 14V2 14Va
SRNNEAL AL SRNEY () AL T 4.2
o) Ny + Ny ( 13) (N7 + No)? (4.29)

O segundo termo do lado direito da equagao anterior é a primeira contribuicao
quantica, conhecida como localizacao fraca. Note-se que no ensemble unitario, § =
2, a correcao de localizacao fraca se anula, resultado amplamente conhecido na
literatura. O primeiro termo do lado direito corresponde a lei de Ohm e nao depende
do ensemble, coincidindo com o resultado obtido via o ponto de sela do modelo o
nao-linear supersimétrico. Na proxima sec¢ao, vamos executar um calculo similar e
obter o segundo momento da estatistica de contagem.

(9 (4.28)

4.4 Poténcia do Ruido de Disparo de uma Cavi-
dade Cadtica com Contatos Ideais

Nesta secao, derivaremos uma expressao exata mediante o método diagramatico
para a média da poténcia do ruido de disparo de uma cavidade cadtica com dois
contatos. Da equacao (4.4), vemos que a poténcia do ruido de disparo pode ser
obtida subtraindo a média do segundo momento, equacao (4.3), da condutéancia
média, equacao (4.2). A condutancia média foi obtida usando técnica diagramética
por Brouwer e Beenakker na referéncia [7]. Podemos escrevé-la como

NN,

_ 4.30
N-—-1+2 (4.30)

(g1) =

onde 5 € {1,2,4} é o indice de simetria de Dyson, N; e Ny sdo os nimeros de canais
abertos nos guias 1 e 2, respectivamente, de maneira que N = N; + Ny é o nimero
total de canais de espalhamento do sistema.

Dessa forma, o calculo a ser executado consiste em fazer a média do segundo
momento. Seguindo a referéncia [7], reescrevemos o segundo momento da seguinte
maneira

g2 = Tr [(C15C,5T)?] . (4.31)
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A matriz S nessa formula pode ser representada como na equagao (4.1) e descreve
o espalhamento caodtico dentro do ponto quantico. Essa matriz esta distribuida de
acordo com o ensemble circular (C) relevante: COE para 5 =1, CUE para =2 e
CSE para 8 = 4. Os projetores (' 2 estao definidos na secao anterior.

Estamos agora em posicao de aplicar o método diagramatico para calcular
a média da equacao (4.31). Para uma descrigao completa das regras diagramaticas
do CUE, COE e CSE recomendamos a referéncia [7]. Vimos que uma fungao com
o argumento do trago tendo o produto de quatro matrizes unitarias tera média no
COE representada por 24 diagramas. Isso também ¢é valido para o CSE. Entretanto,
as propriedades algébricas dos projetores irao impor que apenas quatro desses dia-
gramas sejam nao-nulos. Os diagramas nao-nulos serao os mesmos para ambos 0s
ensembles. Dessa forma, a diferenca crucial entre as médias em ensembles distintos
estard nos pesos. Aqui apresentamos detalhadamente apenas o caso CUE, con-
siderando que as expressoes finais sao extensiveis para outros ensembles por meio da
insercao dos indices de Dyson [ provenientes das fungoes peso. Além disso, calculos
no CUE sao mais simples e exibem todos os detalhes do método. O primeiro passo é
representar go diagramaticamente como na figura (4.4.a), na qual, por conveniéncia,
rearrumanos as matrizes de espalhamento nos diagramas, colocando S no lado direito
do centro da linha superior do diagrama e ST no lado esquerdo dessa linha. A linha
inferior fica com S no lado esquerdo e ST no lado direito. As matrizes unitérias con-
tinuam representadas por linhas pontilhadas, e---o, e as matrizes de projecao C' o
sao representadas por linhas continuas solidas direcionadas. O segundo passo é exe-
cutar a média no ensemble diretamente na representacao diagramatica conectando,
no caso do CUE, os pontos da mesma cor por linhas finas da mesma cor em todos os
caminhos topologicamente distintos. Encontramos quatro possiveis diagramas, veja
a figura (4.4.b). Diagramas similares foram apresentados no calculo perturbativo
da referéncia [61]. Aplicando as regras diagraméticas para os diagramas da figura
(4.4.b), obtemos

(82) = Vi [(TxCy)*Tr(Ch)? + Tr(Ch)*(TrCy)?]
+V3 [(TrCh)?*(TrCy)* + Tr(C1)*Tr(Cy)?] | (4.32)

onde os pesos sao dados por Vi3 = (N2 — 1)t e V; = —(N(N? —1))"'. Para

maiores detalhes na maneira de calcular tais pesos recursivamente, veja referéncia

[71, 7]. Depois de alguma &lgebra, obtemos da equagao (4.32) as seguintes expressoes

simples e exatas

NNy (N} + NiNp 4+ Ni — 1)
(N —-1)N(N +1)

(g2) = (4.33)
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-——.'* =
(a) Tr(C,5C,5M2] =C1 ¥ }01
— = N

-—."* = .._é..

(b) <Tr(C,SC,SMY>= Y 3 + G D
— _

+

Figura 4.4: Representagao diagramética do (a) segundo momento, equagao (4.31),
e (b) a média no ensemble do segundo momento, equagao (4.32). Note-se que, na
linguagem de ciclos introduzida na referéncia[7], os dois primeiros diagramas de (b)
tém dois ciclos U e trés ciclos T', enquanto os dois tltimos tém um ciclo U e 4 e 2
ciclos T', respectivamente.

Nesse ponto, podemos introduzir o indice [ e reescrever essa expressao de uma
maneira que a mesma seja valida para todas as classes de simetria, com obtido
aplicando as regras diagramaticas para médias nos ensembles COE e CSE. Obtemos

NN, <N + NNy + N — 2N + 1+ 420 6+;2)
(g2>
(N-2+2) (N=1+2) (N-1+4)

Note-se que, fixando § = 2, recuperamos a equacao (4.33), como esperado.
Inserindo as equagoes (4.34) e (4.30) dentro de (p) = (g1) — (g2), obtemos a
seguinte expressao exata para a média da poténcia do ruido de disparo

(4.34)

NN, (V= 1+2) (Vo= 1+2)
(p) = ,
2 2 4
(N-2+2) (N-1+2) (N—1+4)
em concordancia com a referéncia [73], para Ny e Ny arbitrérios, e com [74], para

N7 = Nj, onde os calculos foram executados com métodos nao-diagramaticos. Va-
mos isolar a primeira corre¢ao quantica ao termo semicldssico. Para isso, vamos

(4.35)
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expandir perturbativamente das equagoes (4.34) e (4.35) os primeiros dois termos
da série, que é valida para Ny, Ny > 1. Obtemos as seguintes expressoes para a
média do segundo momento

+O(NY), (4.36)

() N\ No(NE + NN + NF) (1 2) NiN, (N2 + N2)
2 p—

(N, + N,)? CB) (N + N

e para a poténcia do ruido de disparo, obtemos

(p) = +O(N. (4.37)

N2N2 (1 2) N1 Ny (Ny — N,)?

(N1+N2)3 a - E (N1+N2)4

A equagao (4.37) é bem conhecida na literatura, veja, por exemplo, a referéncia
[57]. O segundo termo da expansdo é a corre¢cao quantica dominante ao termo
semiclassico. Note-se que fazendo f = 2 na equagao (4.37) a corre¢do se anula,
como esperado pela supressao da interferéncia quantica causada pela quebra de
simetria TR mediante a aplicacao de um campo magnético externo. Entretanto,
para =1 (8 = 4), a corregao de interferéncia quantica amplifica (suprime) o valor
semiclassico da média da poténcia do ruido de disparo se N; = Ns.

O calculo da média da poténcia do ruido de disparo para a cavidade cadtica
com dois contatos ideais é uma aplicacao muito simples da técnica diagramatica
que fornece resultados exatos. A despeito da simplicidade, os quatro diagramas
da figura (4.4.b) s@o ainda um guia 1til para a execugao de calculos muito mais
complicados da expansao perturbativa da média da poténcia do ruido de disparo
com duas barreiras, a qual é objeto de estudo na préxima secao.

4.5 Poténcia do Ruido de Disparo Média de Cavi-
dade Cadtica com Barreiras

Nesta secao, estabelecemos em guia para o calculo diagramatico perturbativo da
média da poténcia do ruido de disparo de uma cavidade cadtica com duas barreiras
de transparéncias arbitrarias, com atencao especial para a correcao de interferéncia
quantica dominante. Na presenca de barreiras, a matriz de espalhamento da cavi-
dade cadtica esta distribuida de acordo com o ntcleo de Poisson, equagao (4.5). A
idéia central do esquema é mapear a média no ensemble descrito pelo ntcleo de
Poisson em um problema efetivo com uma matriz aleatéria pertencente a um dos
ensembles circulares, de maneira que a técnica diagramatica usada na se¢ao anterior
possa ser aplicada. Seguindo a referéncia [7], isso é atingido separando a média da
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parte flutuante da prépria matriz de espalhamento, como segue S = S+43S5, onde S é
a matriz sub-unitéria exibida na equacao (4.6). A parcela flutuante é parametrizada
na forma 6S = L(1—UR)'UT, onde a matriz U é uma matriz aleatéria distribuida
de acordo com um dos ensembles circulares. As matrizes L, T e R descrevem os
coeficiente de transmissao e de reflexdo das barreiras e sao relacionados a S por meio

da condicao de que -
o S L
Y= ( T R ) (4.38)

seja unitaria. A escolha mais conveniente para as matrizes T', L e R é

(ivTi)1n, 0
T = ( 0 (VT L, > =1L (4.39)

o (\ll_Tl)lNl O o ~

= < 0 (V1—="T5)1n, > = (440

nas quais 77 e T, representam os coeficientes de transmissao de cada canal nas

barreiras 1 e 2 respectivamente. Usando a decomposicdo S = S+ 6S e propriedades

estatisticas simples de 4.9, tais como a sua média nula, podemos escrever a equagao
(4.31) como

(g2) = (Tr [(C105C»857)]) . (4.41)

Expandindo o denominador na parametrizacao de 4S5 e inserindo o resultado na
equagao (4.41), obtemos a série

o

()= Y (fetmmn) (4.42)

k,l,mmn>1
onde
frimn = Tr [ClL(UR)k_lUTCQTTUT(RTUT)Z—lLT
xCLL(UR)™ ' UTC,TTUNRTUT)" LT . (4.43)

Segue de uma propriedade bésica (tratada na primeira se¢ao) das médias sobre
grupos unitarios que (fx;mn) # 0 se e somente se k +m = [ +n. A tarefa nao-
trivial que permanece é calcular perturbativamente a parcela nao-nula de (fxmn)-
O termo dominante, que gera o valor semiclassico, é calculado na proxima secao.
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+

ey
T4

C
-3

Figura 4.5: Representagao diagramatica das matrizes I, (acima), equagao (4.44), e
Fr (abaixo), equacao (4.45). Elas s@o séries infinitas de diagramas tipo escada, veja

[7]-

4.5.1 Termo Semiclassico

Como o termo semiclassico é independente do indice de simetria 3, podemos ex-
ecutar a média no ensemble usando as regras diagramaticas simples do ensemble
CUE. Segue que a contribuicao dominante é dada inserindo os diagramas escada
nos primeiros trés diagramas da figura 4.4.b. Para tornar sistematico o procedi-
mento, é conveniente introduzir insercoes esquerdas e direitas de diagramas escada
mediante as matrizes F; e Fr definidas como

Fp o= LIGiL+Y Wit (LIGiL) (Tr (R'R))" RR
n=1

Tr (LTCy L)
N —Tr (R'R)

= L'C/L+ R'R (4.44)

Frp = TCT'+ Y WPRR' (Tr (R'R))" Tr (TCoT")
n=1
Tr (TC,TT)
N —Tr(R'R)’

= TO,T' + RR' (4.45)

nas quais usamos os valores assintéticos dos pesos V; = W; ~ N1 associdos com os
ciclos U curtos. Essas matrizes sao representadas diagramaticamente na figura 4.5.
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Identificamos seis diagramas topologicamente distintos, os quais sao exibidos
na figura (4.6). Por conveniéncia, desenhamos cada diagrama da figura (4.6) usando
quatro bragos sem restrigoes de presenca ou auséncia de inser¢ao de diagramas es-
cada. Os primeiros diagramas da figura (4.4.b) geram os diagramas 2, 3 e 5 da figura
(4.6), enquanto o segundo diagrama gera os diagramas 4 e 6. O terceiro diagrama
da figura (4.4.b) gera o diagrama 1 da figura (4.6) e o 1dltimo nao gera qualquer
contribuic¢ao no limite semiclassico. Esses seis diagramas exibem insercoes de dia-
gramas escada e representam a informacao contida nos modos difusons discretos do
sistema, veja referéncia [6].

W, (TrFL)? (TrFg)?

Wi (TrFp)? (TrRRIRRY) (TrFi)?
2W} (TrFy)? (TeTCoTH RRY) (Tr Fr)
2W} (TrFy) (TrL'CLLRIR) (Tr Fg)®
W2Tr (L'C,L)? (T Fg)®

W2 (TrFy,)* T (TC, T

[ R O N

Tabela 4.1: Expressoes algébricas correspondendo aos diagramas da figura(4.6).

Na tabela (4.1), mostramos expressoes algébricas com os pesos correspon-
dentes associados a cada um dos diagramas da figura (4.6). Note-se que o diagrama
da figura (4.6.1) tem um ciclo U longo com peso Vo = W, enquanto os outros tém
ciclos U com peso W;. Adicionando as equagoes da tabela (4.1), obtemos

(g2) = Wa(TrFp)? (TrFg)” + Wy (TrFy)? (TrRRIRRY) (TrFr)?
+2W} (TrFy)” (TrTCoTT RRY) (Tr Fr)
+2W3 (TrFr) (TrLICL LRI R) (TrFr)?
+WETr (LI L) (TrFg)? + W2 (TeFL)? Tr (TC, TN . (4.46)
Inserindo os valores semicldssicos Wy ~ N1 Wy & — N3, (4.44), (4.45) e definindo

as expressoes das matrizes Cq, Co, T, R e L na equagcao (4.46), obtemos o resultado
compacto

9102 + 293G% + 293G; + 9291
—_ \4
(91 + 1)

Ondegp:ZZV1< i) e g, = Z N1+1< i)
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Figura 4.6: Os seis conjuntos de diagramas topologicamente distintos que con-
tribuem para o termo semiclassico da média da poténcia do ruido de disparo.
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Um célculo similar para (g;) pode ser encontrado na referéncia [7] que obtém

(81) = glgflgl +O(N). (4.48)

Inserindo as equagoes (4.47) e (4.48) dentro de (p) = (g1) — (g2), obtemos o valor
semiclassico da média da poténcia do ruido de disparo

(p) = Y191 T 91— 619> — G192 + 6167 + 916

N FONTY,  (4.49)

em concordancia com o resultado de Whitney na referéncia [58|, obtido pelo for-
malismo semicléssico de trajetdrias. A equacao (4.49) reproduz os resultados da re-
feréncia [39] do formalismo de cascata se fixamos g, = N1 (11)? € g, = N2(13)?, e estd
em acordo com célculos semiclédssicos executados via funcao geratriz da estatistica
de contagem das referéncias [75, 76] se fixarmos Ny = Ny = N/2, g, = N(T1)?/2 ¢
9p = N(T»)P /2.

4.5.2 Correcao Quantica Dominante

Quando a matriz U da equagao (4.42) estd distribuida de acordo com o ensemble
circular ortogonal, o segundo momento médio (go), mostrado na equagao (4.47), tem
uma corre¢ao quantica de O(1) a qual denotamos por dgs. Fisicamente, ela emerge
de interferéncias construtivas entre pares de trajetorias eletronicas revertidas no
tempo. Separamos essa correcao quantica em termos de duas contribuicoes,

(082) = (082.1) + (682,2) - (4.50)

O primeiro termo, (dgs 1), ¢ proveniente da corre¢do de ordem seguinte dos pesos
dos ciclos U curtos (veja referéncia [7]), Wi ~ N~'(1 — N~'). Esse fator afeta
significativamente as matrizes I, e Fr, considerando que apos a insercao de Wi ~
N~ — nN~""! nas equagoes (4.44) e (4.45), obtemos as corre¢oes

0F, = — Y nN"'Tr (L'01L) (Tr (R'R))" ' R'R
n=1
Tr (LICLL
_ __ TGl e (4.51)

(N — Tr (RIR))?

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



4.5 Poténcia do Ruido de Disparo Média de Cavidade Cadtica com Barreiras 114
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Figura 4.7: Representagao diagramatica das fungoes frr (acima), equagao (4.54), e
fuu (abaixo), equacao (4.55). Elas sao séries infinitas dos diagramas maximamente
cruzados, conhecidos como cooperons, ver a referéncia [7].

0Fr = —Y naN""'(Tr (R'R))" Tr (TC,T") RR!

_ WG pp (4.52)
(N —Tr(RIR))’

Inserindo Fp, + 0Fy, e Fr + 0 Fg nos lugares onde estao Fj, e Fg na equagao
(4.46), com 6 F, e 6 Fg dados nas equagoes (4.51) e (4.52), respectivamente, obtemos

9192 + 29797 — 939192 — 91929} + 29133 + 9231
—\5
(91 +a1)

A segunda corregao para o segundo momento, dgs 2, ¢ proveniente dos diagra-
mas de O(1). Essas corregoes tém caracteristicas puramente quanticas e podem ser
obtidas via inser¢oes de séries de diagramas maximamente cruzados representando
os modos cooperons discretos do sistemas. Eles também podem ser desenhados como

diagramas tipo escada, ver referéncia [6]], como ¢é exibido nas figuras (4.7) e (4.8), e
sao definidas pelas seguintes equacoes

(0g2,1) = —2 +O(N7Y).  (4.53)

ni1  NTr(R'R)

fTT—ZN Tr (R'R))"" = N T (R (4.54)
fUU—ZN "1 (Tr (R'R))" = N_Ti(RTR), (4.55)
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Figura 4.8: Série de diagramas maximamente cruzados representando as funcoes

fru (acima) e fyr (abaixo), equacao (4.56), ver a referéncia [7].
e
fru = for = i N7 (Tr (R'R))" = N : (4.56)
o N —Tr (R'R)

Podemos gerar sistematicamente os diagramas de O(1) cruzando os bragos
dos seis diagramas da figura (4.6) e inserindo os diagramas das figuras (4.7) e (4.8) em
todos as possibilidades topologicamente distintas. Encontramos um conjunto de di-
agramas com seis elementos, trés conjuntos com sete elementos e dois conjuntos com
trés elementos. Eles estao exibidos nas figuras (4.9)-(4.11). As expressoes algébricas
correspondentes sao exibidas na tabela (4.2). O procedimento é sistematico e estd
descrito como segue. Iniciamos definindo 7 tipos basicos de insercoes, Hi, Hy, Hs,
Hy, Ky, Ky e K3, cujos diagramas e as correspondentes expressoes algébricas sao
mostrados no apéndice. Os diagramas da figura (4.9) sdo obtidos por insercoes de
K, Ky e K3 dentro do diagrama da figura (4.6.1). Os diagramas da figura (4.10) s@o
obtidos por inser¢oes de Hy e Hy dentro do diagrama da figura (4.6.2). Finalmente,
os diagramas de 4.11 sao obtidos por inser¢oes de Hz e Hy dentro dos diagramas da
figuras (4.6.3)-(4.6.6).

Com os 3 conjuntos de expressoes algébricas exibidos na tabela (4.2), obtemos
as seguintes expressoes para 0gz 2

(0g20) = 4AWLK Tr (Fy) Tr (Fg) + 2W3K,Tr (F) Tr (Fr)
+2Wo K3 Ty (Fr,) Tr (Fg) + 4Tr (H1H) + 2Tx (H,H)
+2WPTr (H3RR') Tr (Fp) Tr (Fg) + 2W{Tr (H4R'R) Tr (Fp) Tr (Fg)
+2W, Tr (H3TC5T") Tr (Fr) + 2W, Tr (H4L'CLL) Tx (Fr) . (4.57)

Inserindo as expressoes algébricas para Hy, Ho, H3, Hy, K, K5 e K3 exibidos no
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Figura 4.9: Primeiro conjunto de diagramas maximamente cruzados que contribuem
para a correcao quantica da poténcia do ruido de disparo. Os diagramas sao obtidos
por cruzamentos dos bragos do diagrama da figura (4.6.1).

S
\

%
\ MAN

L

Figura 4.10: Segundo conjunto de diagramas maximamente cruzados que con-
tribuem para a correcao quantica da poténcia do ruido de disparo. Os diagramas
sao obtidos cruzando os bragos do diagrama da figura (4.6.2).
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Figura 4.11: Terceiro conjunto de diagramas maximamente cruzados que contribuem
para a correcao quantica da poténcia do ruido de disparo. Os diagramas sao obtidos
cruzando os bragos do diagramas da figuras (4.6.3-4.6.6).
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apéndice, equagoes (4.54)-(4.56) e o valor assintético para os pesos Wi ~ N—1

Wy~ —N73 e W3~ 2N~ em (4.57), obtemos

(0go2) = —2(g1+G1) (625552 + 4975152 + 491592 + 3915152 — 9357 9o
—2020; + 29703 + 26793 — 49175 + 291519202 + 29771927
—497919292 — 29792 — 49391 + 3019192 + 2919391 + 291535
—29197 — 4979) — 29791) + O(N ). (4.58)

Inserindo as equagoes (4.53) e (4.58) dentro de (4.50), obtemos a corre¢ao quantica
dominante para a média do segundo momento

(g82) = 2(g1+ 1) °(—297G192G2 + 4G5G; 9202 — 291535292 + 9237 — 29573
—2379s + 49195 + 9792 + 49591 + 939,92 — 397992 — 3917, 92 — 391512
+919192 — 3019192 — 2919391 — 291G371) + O(N1). (4.59)

Vamos agora combinar a equagao (4.47) com a equagao (4.59) e inserir a dependéncia
caracteristica do indice de simetria de Dyson (3, mediante o fator ( % — 1), para obter
os primeiros dois termos na expansao semiclassica da média do segundo momento

—_ \—4 _ _ _ _
(g2) = (00 +91) " (9192 + 2077 + 29763 + 9291)
2 o\ _ 9 _ _3_ _
+2 (E - 1) (91 + 51) "% (—297919292 + 493979292 — 201919292 + 9237
~2¢795 — 2793 + 49195 + 9192 + 49391 + 919792 — 3919192 — 391919
—3919192 + 919192 — 3919192 — 2319501 — 291Gs51) + O(N ™). (4.60)
A extensao para o ensemble 8 = 4 para a equacao (4.60) pode ser feita usando as
regras diagramdticas para a média no ensemble sobre o CSE, veja a referéncia [7].
Note-se que o caso T; = 1 na equagao (4.60) simplifica para a equacao (4.36), como
esperado.

Um calculo similar para a média da condutancia foi apresentado na referéncia
[7] e resulta em

+O(NT. (4.61)

9191 2\ 9207 + 932

g+ B) (gt @)

Substituindo as equagoes (4.60) e (4.61) dentro de (p) = (g1) — (g2), obtemos a
expansao semiclassica para a média da poténcia do ruido de disparo com a corregao
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quantica dominante
() = (90 +9)7(gi91 + 9157 — 9132 — G192 + 915 + 9191)
(5= 1) (0 0753008+ 493 + 15801 — 8015 — 300 — skt
+497 919292 + 491919292 — 891719292 — 3919192 + 3919592 + 3917, 92
+3919192 — 3919192 + 3019192 + 4719301 + 491g351) + O(N™1).  (4.62)
A equagao (4.62) é o principal resultado deste capitulo e é valido para 8 € {1,2,4}.

Recuperamos o caso de contatos ideais, equagao (4.37), fixando T; = 1. Se tomarmos
gp = N1T7 e g, = NoT3 na equagao (4.62), o resultado simplifica para

G1G2 (G1Ga(G1 + Go) + G3(1 —Tr) + G3(1 = T1))
(Gl —+ G2)4
. (2 ) G1Ga(Gy — Go)(Gi Ty + GoTy) (3(G% — G2) + 4(G3Ty — G2T7))

51 (G1 + Go)S ’

onde G; = N;T; with i = 1,2. Essa equagao foi obtida na referéncia [53] usando
teoria quantica de circuitos (ver referéncias [76, 52]) e descrita no capitulo 3, onde
um efeito supressao-amplificacao foi reportado e analisado em detalhes.

(p) =

(4.63)

1 2
a  AW,LK,Tr (FL) Tr (Fg) ATr (H, H)
b 2W3K,Tr (Fy) Tr (Fg) 2Tr (HoH)
C QWQKJT‘I' (FL) ’I‘I'(FR)
3
a  2W{Tr (Hs Tr (Fp) Tr (Fg)
b 2W}PTr (H RTR) (Fp) Tr (Fg)
¢ 2WTx (HsTC,TT) Tx (FL)
d 2W) Tr (H,L'C,L) Tr (Fg)

Tabela 4.2: Expressoes algébricas para os diagramas das figuras (4.9)-(4.11).

4.6 Sumario e Conclusoes

Neste capitulo, foi apresentada uma andlise quantitativa detalhada por meio do
método diagramético para a integracao no grupo unitario da corre¢ao quantica para
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a potencia do ruido de disparo de uma cavidade cadtica com contatos nao-ideais.
Nosso principal resultado é valido para todas as classes de simetria dos ensembles de
Wigner-Dyson. Acreditamos que esse capitulo seja de utilidade para contribuigoes
no desenvolvimento do método diagramaético, considerando que o novo conjunto de
diagramas maximamente cruzados para o calculo geral de corregoes de localizagao
fraca para a média da poténcia do ruido de disparo pode ser aplicado para outros
sistemas em situagoes mais gerais. Um exemplo sera a aplicacao desses diagramas no
problema do préoximo capitulo. Esses diagramas também podem ser imediatamente
aplicados em estudos de sistemas hibridos com ferromagnetos e/ou supercondutivi-

dade.
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Capitulo 5

Crossover entre os Ensembles de
Wigner-Dyson

No capitulo anterior e na referéncia [53], mostramos um tipo sutil de efeito supressao-
amplificacao na correcao de localizacao fraca da poténcia do ruido de disparo em
cavidades cadticas para as trés classes de simetria de Dyson. Neste capitulo, gener-
alizaremos o resultado, apresentando o crossover completo entre os trés ensembles
usando dois parametros de controle: a taxa de espalhamento spin-érbita e a taxa de
espalhamento magnético. Tal crossover foi estudado no capitulo 3 usando a teoria
de circuitos. Doravante, mostraremos o modelo hamiltoniano subjacente e aspec-
tos fundamentais da mecanica quantica e da matriz de espalhamento do sistema.
Para obter observaveis de transporte, usaremos a teoria de matrizes aleatorias e um
método diagramatico de integracao no grupo unitario. Como esperado, os resultados
via teoria de circuitos e via matrizes aleatorias coincidem, se admitirmos a validade
universal da transformacao “color-flavor”. Complementamos a literatura de matrizes
aleatorias, introduzindo no crossover barreiras arbitrarias, além de parametros de
espalhamento varidaveis. Mostramos um efeito de supressao-amplificagao que ocorre
apenas para contatos nao-ideais e que estd relacionado ao campo magnético e a
consequente quebra de simetria de reversao temporal.

O transporte em cavidades cadticas pode ser amplamente afetado por efeitos
de interferéncia resultantes de trajetérias de Feynman revertidas no tempo. Veremos
como a correcao de localizacao fraca para a condutancia pode ser influenciada pela
quebra de reversao temporal ou pela quebra de simetria de rotacao de spin. Uma das
consequéncias de nossos resultados ¢ a transicao entre localizacao e anti-localizagao
para uma mesma intensidade de campo magnético, um efeito totalmente inesperado.
Em experimentos de cavidades cadticas mesoscopicas, é possivel controlar o campo
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elétrico externo, o campo magnético externo e o parametro de espalhamento spin-
érbita do sistema. Variando as taxas de espalhamento magnético e/ou spin-6rbita, o
sistema transita entre os ensembles de Dyson, especificados pela presenca ou auséncia
de simetria de reversao temporal (T) e simetria de rotagao de spin SU(2).

5.1 O Hamiltoniano de Dirac e o Acoplamento
Spin-Orbita

Em mecanica quantica nao-relativistica, o efeito do acoplamento spin-orbita pode
ser descrito através de um termo de potencial devido a Pauli. Esse potencial, escrito
como Hgo = —(ehi/2me)G - B, é inserido de maneira ad hoc. Por definicio, ¢ ¢é a
velocidade da luz no vacuo, e é a carga do elétron e m é a massa do elétron. Uma
maneira natural ou “fundamental” de perceber a origem do termo de acoplamento
spin-Orbita seria usando, simplesmente, o fato de que toda interagao eletromagnética
seria dada em termos do acoplamento minimo na dinamica da fun¢ao de onda origi-
nal, ou seja, fazer a substituicao p— p— eA /c na equagao que descreva a dinamica.
Estamos interessados em particulas relativisticas de spin 1/2, as quais podem ser
descritas pela equagao de Dirac. Vamos, entao, considerar o hamiltoniano de Dirac e
executar uma expansao em baixas velocidades com o objetivo de perceber os acopla-
mentos resultantes. Para isso, seguiremos a referéncia [77].

A equagao de Dirac gera a dinamica de spinores relativisticos de Dirac, |V),
satisfazendo a equagao de auto-valores HP |¥) = (ET V) |U), onde E7 ¢ a ener-
gia do spinor relativistico, V' é algum potencial de interacao e H” é o Hamiltoniano
do spinor livre de Dirac, escrito como

D 0 cp-c mc? 0
H _(cﬁ-c? 0 Lo —me ) (5.1)

Substituindo o hamiltoniano de Dirac na equagao de auto-valores e escrevendo as
componentes do spinor explicitamente, obtém-se

o () =0 () o
ou seja,
(T ol ) (my e ), o
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A equagao vetorial anterior gera duas equagoes acopladas. Facilmente, podemos
resolvé-la em termos de |W ) ou de |Wg). Tomando, por exemplo, a segunda entrada
da equacao anterior, obtemos uma componente do spinor em func¢ao da outra, escrita
como oo

cp-a
ERel —V + mc?
No limite de baixas velocidades, a energia da particula pode ser escrita como B¢l =
E+mc?, com a energia adicional & energia de repouso satisfazendo E << mc?. Além
disso, o potencial também deve ser muito menor que a energia de repouso. Dessa
forma, tem-se B~V 4+mgc? = E—V+2mc?, com |E — V| << mc?. Logo, no limite
nao-relativistico, podemos expandir a equacio (5.4) em poténcias de |E — V| /mc?
e obter

V) = [Wr) . (5.4)

5o
Uy ="——|Up). 5.5
W) 2mC| R) (5.5)

Por outro lado, admitindo a interpretacao probabilistica da mecanica quantica, deve-
se impor a condicao de normalizacao da funcao de onda do spinor, ou seja, devemos
impor

[T P @)+ (al P ) =1, (5.6)

onde 7 é uma coordenada espacial. Substituindo a equacao (5.5) na equacao (5.6),
fica claro que a funcao de onda, no limite nao-relativistico, deve ser escrita em termos
de |¥g) levando-se em conta a condigao de normalizagao

/dz”“(\lf y<1+(f o) >|pr> —1 (5.7)

Escolhendo-se uma fungao tal que [¥) = [1+ (p- 7)?/8m?c?] |V R), entdo, até ordem
de (m?c*)™!, a equagao de probabilidade (5.7) satisfaz [ (¥’ |¥’) = 1 para o limite
nao—relatlvistico. A equacao de auto-valores pode ser desacoplada e gerar a seguinte
equagao para o campo R no limite nao-relativistico

C2

e | UR) = (B = V)| Un), (53)

P

na qual podemos substituir o campo normalizado e expandi-la até ordem quartica
no momento. Fazendo a expansao, obtemos

Lo 1 E-V Lo (- 3)? . /
pa%(l om® )p “<1 sz T ) W =(E=V) V). (5.9)
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A equagao anterior pode ser vista de maneira mais apropriada se separarmos os
termos até segunda ordem no gradiante p = AV, destacando os termos cinéticos e
potenciais da seguinte forma

2 h2 2 h
<p—+v+ vy - 25.5xvv)|w>_E\\p>. (5.10)

2m 8mc? 8m3c?2  4dm?c

Os dois primeiros termos do lado esquerdo da equagao (5.10) sao os da equagao de
Schrodinger na presenca de potencial. O terceiro termo é uma corregao relativistica
para os niveis de energia. O quarto termo representa a primeira correcao relativistica
para o termo cinético (precess@o de Thomas). O quinto termo representa a corregao
relativistica que introduz o acoplamento spin-érbita, colocado de maneira ad-hoc
por Pauli na equacao de Schrédinger. Usaremos amplamente o hamiltoniano da
equagao (5.10) e as suas simetrias nas préximas segoes.

5.2 Spin, SU(2) e Rotagoes

Nesta segao, seguiremos a referéncia [78] para estudar o efeito, em observaveis de
transporte, de uma rotagao completa de um estado com spin 1/2, em uma trajetéria
de Feynman, dentro de uma cavidade cadtica. Vamos considerar o operador de
rotagao D(n, ¢) em uma diregao arbitraria nn por um angulo ¢ usando a representagao
de matrizes de Pauli. Nesse caso, podemos escrever a rotacao geral por

D(n,¢) = exp (—iﬁéﬁd))

= 1cos (g) — 10 - 1 sen (g) . (5.11)

A equacao (5.11) permite concluir que o estado inicial da particula de spin 1/2
gira em um angulo de 27 sem que volte ao estado inicial. Isso fica evidente se
substituirmos ¢ = 27 na equagao (5.11), resultando em D(n, 27) = —1 para qualquer
n.

A estrutura matricial da equac@o (5.11) pode ser melhor entendida se a es-
crevermos explicitamente de maneira a identificar o grupo de simetria. Vemos que
a matriz de rotacao tem apenas trés parametros reais livres que podem ser identifi-
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cadas da seguinte forma

Do) = (e o )5 (ol bl =)

~( cos (%) —insen (%) (—in, —ny)sen (5)
— ( (—in, +ny)sen (2)  cos (£) + in.sen (5) ) ; (5.12)

onde 1 = (ng,ny,n,). O operador de rotacao é unimodular, ou seja, det(D) = 1.
Além disso, tal operador é unitario. A inversa da matriz de rotagao é dada por
D~ (a,b) = D(a*, —b). Tais propriedades permitem concluir que o grupo de rotagao
corresponde ao SU(2), ou seja, grupo especial de rotagoes unitarias. O SU(2) é um
subgrupo do U(2), com a restri¢ao de ser unimodular. Em um giro de 27, vemos que
o spin ganha uma fase global e que a esfera de Bloch nao caracteriza completamente o
estado. Vamos estudar a consequéncia da simetria SU(2) de spin para os coeficientes
de transmissao e de reflexao de uma cavidade cadtica com apenas um canal aberto.
Uma maneira intuitiva de entender o problema estd descrita na figura (5.1) e sua
interpretacao. Considerando, inicialmente, o caso do estado sem spin, existe uma
entrada na cavidade cadtica, com probabilidade nao-nula de retorno, por meio de
uma trajetoria classica, como na figura (5.1). Vamos considerar todos os caminhos
possiveis do estado submetido a uma certa acao retornando ao mesmo ponto. Nesse
caso, a amplitude de reflexao sera a soma de todos os caminhos possiveis e, entao,

serd escrita como
r=> A, (5.13)
!

onde [ é um caminho arbitrario que fecha o retorno, A; é um peso e .S; é uma acgao
associada a cavidade cadtica. A probabilidade de reflexao fica entao dada por

R=rrl = Z Ay A eSS/, (5.14)
Ll

No limite classico, para o qual A~ — 0, o exponencial seleciona apenas a trajetéria
direta, ou seja, apenas o termo [ = [’ contribui para a soma da equagao (5.14). Dessa
forma, a contribuicao classica para a probabilidade é dada por

Re = Z ’Al|2-
!

Além dessa contribuigdo, como as trajetorias direta e a revertida no tempo tém
mesma acao, ha uma segunda contribuicao de igual probabilidade devido a trajetéria
revertida no tempo. Essa contribuicao corresponde a I’ = [, e é justamente o
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Figura 5.1: A figura exibe uma cavidade cadtica nao-balistica acoplada a dois reser-
vatérios de particulas. Dentro da cavidade, desenhamos duas trajetorias de Feynman
que retornam ao local de entrada, uma com sentido normal (a continua) e outra re-
vertida no tempo (a tracejada), ambas fechando um circuito. Em cada uma das
trajetorias, desenhamos uma seta indicando o spin. Deve-se notar que a trajetéria
normal “gira”o spin em 7 no sentido horario, enquanto a trajetoria revertida no
tempo “gira”’o spin em 7 no sentido anti-horario.
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termo de localizacao fraca, duplicando a probabilidade classica devido a interferéncia
construtiva entre as trajetorias.

Estados com spin 1/2 tém o hamiltoniano corrigido pelo termo de Pauli dado
na equacao (5.10). Esse termo nao tem consequencias notaveis na corregao global
da trajetoria. No entanto, o estado sofre uma rotacao de um angulo de 180 graus
de fase global ao retornar ao ponto de entrada, como na figura (5.1). Seguindo a
referéncia [79], vemos que o acoplamento spin-6rbita leva a um termo de fase K; em
cada trajetoria, de maneira que a amplitude de reflexao fica dada por

r = Z KlAleiSl/h. (515)
l

A probabilidade de reflexdo contém, portanto, novos coeficientes que modulam os
fatores de spin. Podemos escreveé-la como

R=> KKjAA; S50/ (5.16)

LU

O acoplamento spin-érbita gera uma rotacao ¢, adiabatica, de modo que a amplitude
K; ao longo da trajetéria é dada por K; = €. Dessa forma, para trajetérias
classicas, o termo principal tem fator de spin K;K;; = K;K; = 1 ao longo de toda
a trajetdria, ou seja, a contribuigao cldssica para o estado com spin 1/2 é idéntica
a contribuicao para estados com spin inteiro. Por outro lado, o acoplamento spin-
orbita induz uma rotacao de 180 graus no spin ao longo de uma trajetéria normal
no tempo e uma rotacao de —180 graus na trajetoria revertida no tempo. Isso
implica em uma fase global acumulada no termo KK = K, K| = \KHQ de 360
graus, gerando uma amplitude com sinal negativo para a correcao de localizacao
fraca (wl). Tal corregao afeta profundamente o problema, visto que R, = — R,
o que anula a probabilidade de reflexao. Para sistemas com N canais abertos, a
contribuicao classica é sempre muito maior que a contribuicao de localizacao fraca,
sendo a primeira de ordem O(N) e a segunda de ordem O(1). Nas se¢oes seguintes,
estudaremos esse problema em situagoes mais gerais.

5.3 Operadores Anti-Unitarios e a Simetria de
Reversao Temporal

Nesta segao, seguiremos a referéncia [78] para estudar os efeitos da simetria de re-
versao temporal. Um exemplo simples dessa simetria discreta estd na figura (5.1),
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na qual o sentido de propagacao do estado é invertido. Isso pode ser expresso me-
diante a transformacao t — —t ou, equivalentemente, invertendo-se o momento
Di=t, — —Di=t, €m um certo tempo t = t,. Supondo a presenca de campos eletro-
magnéticos no sistema, a forga de Lorentz é mantida invariante para uma trajetéria
revertida no tempo se e somente se os campos elétrico e magnético satisfazem E—E
e B — —B. Mantendo o sentido do campo magnético, a trajetoria invertida no
tempo nao ¢ igual a trajetoria normal, ou seja, o campo magnético quebra a sime-
tria de reversao temporal.

Levando o problema para a mecanica quantica, vamos supor a existéncia de
dois estados |¥;) e |¥s) e uma operagao de simetria S arbitraria. Por meio desta
transformacao, os estados se alteram, mas o moédulo do produto interno deve ser
preservado para manter a probabilidade. Dessa forma, devemos ter, por meio de S,
as relagoes

) 3w,
W) 3w,
() (W) = (W) [W)]. (5.17)

As transformagoes unitarias nao sao as unicas que satisfazem as relacoes anteriores.
Transformagoes de simetria gerais que tenham como requerimento as equagoes (5.17)
satisfazem uma das seguintes relagoes

(W] [W5) = (Vq [W)
{ (U [WL) = (W [T,)* = (T, [Ty) (5.18)

Esse fato generaliza a condicao de solubilidade da equagao de Schrodinger: se W(z, t)
¢ solucao da equagao

ov h?

ih— = ——v2 +V v, (5.19)

ot
entdo ¥(x,—t) ndo é uma solugdo, mas ¥*(x, —t) representa uma outra solugao.
Uma transformacao 7" que satisfaz (U] |Wh) = (¥, |¥y)" é chamada de anti-unitéria.
Nesse caso, o operador antilinear 7" deve satisfazer

T, (061 |\I/1> + (6] |\I/2>) = O[lT, |\I/ > —+ Oé;T, |\I[2> .

Percebe-se que o operador 1" pode ser decomposto em uma parte unitaria U e uma
parte que gera a conjugacao complexa C, de maneira que podemos escrevé-lo como

T =UC.
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Seguindo a referéncia [78|, vamos mostrar que o operador de reversao tempo-
ral 7' é um operador anti-unitario. Para isso, vamos supor que conhecemos o estado
|W1) em um certo tempo t = ¢y e que queremos conhecé-lo em um instante t = to+ 0t
imediatamente posterior. Esses estados em tempos distintos estao conectados pelo
operador de evolugao temporal, o qual, para dt pequeno, pode gerar a conexao

H
Wy, t =ty + 0t) = {1—%(7504—515)} Wy, t = to), (5.20)

onde H é o Hamiltoniano que caracteriza a dinamica do sistema. Se o sistema
tem simetria de reversao temporal, entao, por definicao, o sistema teria um estado
idéntico ao anterior com a forma 7" |y, t = t, — t), ou seja,

{1 - %(to + 5t)] T Wy, t=ty) =T {1 - %(to - 5?5)] [y, t=1to).  (5.21)

Por reducao ao absurdo, de acordo com a equacao anterior, se T” fosse um operador
unitario, entdo —HT" = T'H. Nesse caso, um estado |¥;) teria energia E e o
revertido 7" |¥;) teria energia —FE, o que nao tem sentido para a particula livre.
Sendo assim, devemos impor que T"H = HT’, de maneira que o operador de reversao
temporal é anti-unitario.

5.3.1 Degenerescéncia de Kramers e Matriz de Espalhamento

Diante do que foi colocado na sub-secao anterior, podemos observar consequéncias
notaveis para as fungoes de onda tipicas e para aspectos fundamentais da mecanica
quantica. A primeira consequéncia da presenca de simetria de reversao temporal
em um sistema é um vinculo sobre os tipos de fungoes de onda permitidas: na
presenca dessa simetria discreta, todo estado com spin inteiro pode ser descrito por
uma funcao de onda real. Como a matriz de espalhamento S relaciona estados de
entrada e de saida dentro da cavidade cadtica, entao, na presenca de simetria de
reversao temporal, S pode ser totalmente descrita por entradas reais. Como a matriz
de espalhamento deve ser também unitaria, entao S é simétrica. Estados de spin
inteiro que nao tém simetria de reversao temporal sao descritos por fungoes de onda
complexas e a matriz de espalhamento fica simplesmente complexa e unitaria.
Para sistemas com spin 1/2; vimos que a simetria SU(2) impoe rotagoes com
estados de -1 /2 e auto-valores ii/2. Além disso, opedador de momento angular deve
ser impar com respeito a simetria de reversao temporal. Em particular, o operador
J de momento angular de spin satisfaz TJT' = —J. Portanto, para descrever o
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estado com spin 1/2, devemos representar o operador de reversao temporal na base
de auto-estados de spin. Um auto-estado de autovalor positivo de J - n fica, entao,

representado por ' .
A +) = e l0=/2 g —ioy /2 [+), (5.22)

onde « e 8 sao coordenadas de n em angulos polar e azimutal, respectivamente.
Aplicando o operador de reversao temporal na equacao anterior, obtém-se

T i 4) = o—i720/2 =iy B2 1+) = P A —), (5.23)

onde usamos que o operador de reversao temporal, aplicado no lado direito da
equacao, inverte o estado de spin, considerando a paridade impar. P é uma fase
adquirida na rotacao. O estado de spin invertido tem uma diferenca de angulo
azimutal de 7, de maneira que podemos escrever

|ﬁ; _> — pi=0/2 —ioy(w+5)/2 |+> : (5.24)

Substituindo a equacao (5.24) na equagao (5.23) e notando que um operador unitério
arbitrario é escrito como UC, obtemos que o operador de reversao temporal, na base
03, satisfaz T = Pe"0v/2C = —iPo,C. Esse resultado é muito importante e mostra
também que o operador de reversao temporal satisfaz a seguinte relagao

T* (o1 |+) +az|-)) = T(Paj|-) —Paj|+))
= —PPY(u[+) +az|-))
= —(041’+>+062|—>), (525)

ou seja, 7% = —1. Como podemos perceber, as entradas das matrizes de espal-
hamento para particulas de spin 1/2 podem ser representadas por matrizes 2 x 2.
Entao, a matriz de espalhamento geral terd ordem 2N x 2N, onde N é o nimero
total de canais abertos. As entradas 2 x 2 da matriz S satisfazem propriedades
de simetria de SU(2). A &algebra dessa simetria serd apresentada em termos de
quaternions na sub-secao seguinte.

Uma das principais consequéncias nao-triviais das propriedades do operador
anti-unitério T' é a degenerescéncia de Kramers. Vamos supor um estado |¥) descrito
por um hamiltoniano H que comuta com 7. Em um mesmo nivel de energia esta o
estado T'|W). Vamos supor que esses estados sdo iguais, ou seja, diferem no maximo
por uma fase, de maneira que T'|¥) = P |¥). Sendo verdadeira a hipétese, entao
seria satisfeita a equagdao T2 |¥) = PP*|¥) = |¥), ou seja, T? = 1, o que, como
foi explicitamente demonstrado, seria absurdo para estados com spin 1/2. Assim,
existem dois estados diferentes com a mesma energia E para sistemas com simetria
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de reversao temporal. Operadores com simetria par (por exemplo, o campo elétrico)
comutam com o hamiltoniano e nao quebram a degenerescéncia. Operadores com
simetria fmpar, como o campo magnético ou momento linear, nao comutam com o
hamiltoniano e geram a quebra de simetria de reversao temporal e da degenerescéncia
de Kramers.

5.3.2 Quatérnions

A algebra de quaternions foi inventada por William Rowan Hamilton e forma uma
generalizagao dos ntumeros complexos. Existem muitas referéncias sobre o tema,
mas aqui vamos nos restringir ao que dele é necessario para o estudo, seguindo as
referéncias [80] e [81]. Define-se quatérnions usando-se a relagao i? = j* = k* = ijk =
—1. A consequéncia mais notavel da algebra de quatérnions é a nao-comutatividade
dos elementos da base i, j e k. A representacao mais comum dos quatérnios é feita
em termos das matrizes de Pauli usando-se a conexao i = ioy, j = 109, k = 103.

Com as motivagoes ja estabelecidas, vamos escrever uma matriz H genérica
de ordem 2N x 2N com entradas quaternionicas, que podem ser escritas na base
ordenada {1, o1, 09, 03} como

Hi; = ¢\)'1 +igy; - &, (5.26)
onde 4,5 € {1, N} s@o os indices de entrada da matriz H e g; = ( S), g),qg})) é

um vetor com coeficientes complexos da combinacao linear quaternionica. A matriz
identidade tem ordem 2 X 2 e as matrizes de Pauli sao dadas por

(0 e (D) (D 0). e

As matrizes de Pauli sao idempotentes e satisfazem a édlgebra de spin {o;,0,} =
i€;j50%, com €5 denotando o tensor de Levi-Civita. O conjugado complexo quaternionico
H}; e o conjugado hermitiano H ;r] sao definidos como

H5 = qi(?)*l +iq;; - 0 = ool 09,

SR P
Hi, = ¢ 1—ig;-7d. (5.28)

Se uma entrada da matriz satisfaz H;; = H;j, entao o quaternion H;; ¢ chamado de
real. Portanto, se uma matriz H ¢ real e anti-simétrica, entao teremos H* = —H.
Definimos também o dual de um quaternion pela relacao Hfj = qz-(?)*l —ig;; - 0, 0
qual satisfaz a relacao Hg. = agHi:g 09, com a operagao de transposicao denotada por

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



5.4 Formalismo de Matriz de Espalhamento 132

T. Dadas duas matrizes quaternionicas H e K, podemos separa-las em suas porgoes
multiplas da identidade, H; e K7, e as multiplas das matrizes de Pauli, H, e K,,
como H = Hy + H, e K = K; + K,, respectivamente. Formando um vetor com
os coeficientes da parcela das matrizes de Pauli, K, e ﬁ(,, podemos representar o
produto quaternionico de duas matrizes como

HK = HyKy — H, - K, + H1K, + K:H, + H, x K,. (5.29)

Essas defini¢oes serao fundamentais para o que se segue nas secoes seguintes
com calculos que envolvem matrizes S com entradas quaternionicas.

5.4 Formalismo de Matriz de Espalhamento

Nas referéncias [51, 53] e no capitulo sobre teoria de circuitos, apresenta-se uma
descrigao intuitiva para a estatistica de contagem de carga transferida (ECCT) por
meio de uma cavidade caotica acoplada a dois terminais, indexados por p = 1,2,
com N; e Ny denotando o niimero de canais de espalhamento abertos nos guias 1 e
2, respectivamente. Nesta secao, usaremos tal resultado para a descricao da ECCT
na teoria de matrizes aleatorias. Como descrito, a funcao geratriz dos cumulantes é
dada por

WO (F) = / 4SQP)(3, $)PO(S), (5.30)

onde PP o |det(1 — STS)[~AN+N2=142/8) ¢ o niicleo de Poisson, dS é a me-
dida de Haar sobre o grupo unitario apropriado, e também definimos o vetor ¢ =

(0o, Pog, P1, P15), cOmM Pog = h2dg4 € P15 = (3051 sendo campos escalares. O nicleo
de integracao é dado na referéncia [50]

OD(4,8) = [ det ( L~ sin?(gg, /211 ) : (5.31)

Pt 1+ sinh?(¢) /2)ttt

A matriz de espalhamento e sua média sao dados, conforme descrito no capitulo

anterior, por
(o = (rmn O
s=(14).5=(1 %) s

onde r,r" and t,t' sdo, respectivamente, as matrizes de reflexao e de transmissao da
cavidade cadtica. Podemos escreve-las em termos dos coeficientes de transmissao
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como r, = diag( \/ 1—="Tp,.. \/ 1 —1T,), onde p é um indice do terminal que suporta
N, canais abertos. Os cumulantes da estatlstlca de contagem sao dados por

qi+1 —11 <€ d>l2]—)(¢)

[=0,1,.. :
2d€ Sln(gb) ) 07 ) ) (5 33)

cos(¢p/2)=¢

onde I°(¢) faz o papel da pseudo-corrente em teoria quantica de circuitos. Podemos
escrever

owB) (¢)

19(p) = —2m ‘ ,
000y |o—(opisio)

(5.34)

onde gbgo = ¢o + 0pos, 0 € {+,—}. Por exemplo, a média dos dois primeiros
cumulantes admensionais, condutancia e poténcia do ruido de disparo, no espaco de
matrizes aleatérias, podem ser propriamente escritas como

(9) = q=(Tr[tl]), (5.35)
(p) = = (Tr[tl(1—-u)]). (5.36)

Vamos fixar t como o bloco de transmissao de ordem Ny x N; da matriz S de ordem
N x N, com N = Ny + N,. Esse bloco de transmissao pode ser escrito de maneira
mais conveniente em termos de matrizes de projecao, de modo que t = VVQSI/VlT ,
onde W; é uma matriz Ny x N com (W;);; = 6;;, e Wy é uma matriz Ny x N com
(W2)ij = disn1,; [61].

Como vimos, médias em teoria de matrizes aleatérias envolvem integragao
na medida de Haar. Usamos o método diagramatico, descrito no capitulo an-
terior e na referéncia [7], para extrair médias no limite semicldssico. Iniciamos
definindo a parametrizagdo de estube [82] para introduzir o efeito das barreiras,
campo magnético e espalhamento spin-orbita. O estube pode ser pensado como
uma ferramenta matematica efetiva que garante a possibilidade de integrar no grupo
unitario usando-se o método diagramatico. Como vimos, para particulas com spin
1/2, a matriz de espalhamento S é unitdria com entradas quaternionicas [22]. No
modelo de estube, podemos parametrizar a matriz S como

S=TU(l - QRQU)™'T! (5.37)

onde U é uma matriz aleatéria unitaria M x M, que descreve o espalhamento na
cavidade cadtica, tomada dos ensembles circulares de Dyson, e a matriz T, de ordem
N x M, tem informagcdes sobre as barreiras de tunelamento. A matriz (), de ordem
(M — N) x M, é uma matriz de projecao, satisfazendo Q;; = d;4n ;. As entradas
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quaternionicas das matrizes U, T e () podem ser escritas proporcionais a matrizes
1, de ordem 2 x 2. Os parametros externos sao introduzidos no estube mediante a
matriz de espalhamento quaternionica R, de ordem (M — N) x (M — N), definida

como

R(B.,Ts0) = exp {—z’ (H(BLT“O) + ¢V12>} , (5.38)
onde H(B,, Tso) ¢ uma matriz quaternionica aleatéria de ordem (M —N)x (M —N),
carregando informacao sobre as quebras de simetrias. A presenca de barreiras com
transparéncias arbitrdrias na interface entre a cavidade cadtica e os guias pode ser
levada em conta mediante a matriz sub-unitarias V. Para usar a parametrizagao de
estube, devemos assegurar que o tempo de permanéncia (“dwell time”) da cavidade
cadtica é muito maior que o tempo de permanéncia do estube. Além disso, em
uma dinamica universal, o tempo ergddico deve ser muito menor que o tempo de
permaneéncia dentro da composicao cavidade e estube juntos e o tempo de Ehrenfest
deve tender a zero. Esses fatos significam que os parametros externos estao inseridos
apenas na matriz de espalhamento que caracteriza o estube, ® = R(B,,750), e que
o espago de fase do sistema composto sera visitado totalmente antes que a corrente
saia para os guias quando M > N.

Com o intuito de tornar claro o método, vamos iniciar considerando o caso
de contatos ideais, para o qual o nimero de diagramas é drasticamente reduzido.
O caso de contatos ideais equivale a tomar V' = 0 na equagao (5.38). Além disso,
considere-se também o limite semiclassico para o qual M — oo e a seguinte expansao
da matriz R(B, 7so) pode ser executada

H(BETSO) B (’H(BMTS())) L oM. (5.39)

§R<BJ_7TSO>:]_—7;

A matriz (B, Ts0) com termos até segunda ordem em 1/M serd usada ao longo
dos célculos.

Vamos considerar, primeiro, o caso da condutancia decomposta em termos
da parte classica conhecida e da parte de correcao de localizagao fraca, como segue

N1 N,
N

g=2 — Tr(SCSTC), (5.40)

onde o traco da equagao anterior deve ser efetuado sobre o espaco de canais e o fator
2 no termo semicléssico ocorre devido a presenga de spin. A matriz C' de projegao

¢ definida como
C = ]X’Q Ly, 0 (5.41)
0 - ]Xfl 1y, ' .
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Vamos denotar os indices dos N canais abertos por letras romanas e os indices de
spin por letras gregas. Tomando o limite semicldssico (grande niimero de canais
abertos), podemos expandir a equacao (5.40), seguindo a maneira usual do método
diagramatico, e obter

<Sij;p0'(BJ_,TSO)SZZ;MV(BJ_,TSO)> = Z <fm,n>7 (542>
m,n>1
onde
fon = [LUQRRY" T UT| [TUT (@Y RQUYTIE] L (5.43)
ij;po El,pv

As matrizes que definem f,, , sdo R = R(B,,7so) de ordem (M — N) x (M — N)
que insere no sistema o efeito dos campos de espalhamento. A matriz U define o
espalhamento na cavidade cadtica pura, tem ordem M x M e carrega as simetrias
dos ensembles puros de Wigner-Dyson. As matrizes L = TT e () sdo projetores
de ordem N x M e (M — N) x M, respectivamente, com entradas definidas por
Tij = dij1 e Q;j = 0;xn ;1. Devemos lembrar que o estube é uma protuberancia que
contem os campos externos e nao deve afetar, drasticamente, o espacgo de fase e as
escalas de tempo caracteristicas da cavidade cadtica. Dentre todos os diagramas,
os que contribuem para o termo principal da correcao quantica sao os da figura
(5.2), representando os difusons (diagramas escadas) e os cooperons (diagramas
maximamente cruzados). Note que efetuaremos, primeiro, um trago no espaco de
canais e, em seguida, um trago no espaco de spin, caracterizado pelos indices gregos.
Cada ponto do diagrama representa um indice do espaco de canais e, agregado a
ele, um indice do espago de spin a ser contraido posteriormente. Isso pode ser visto
na figura (5.2) e o resultado final do trago no espago de canais gera a média

(Sijspo(BL: 750) 851 (BL, 750)) = 0k051 Do + 000t (TCT) pospr (5.44)

onde D é a contribuicao do diagrama difuson, enquanto C corresponde a contribuicao
do diagrama cooperon. Note-se que o termo 7 = 1 ® o5 no termo algébrico do
cooperon é associado & inversao da parte inferior do diagrama maximamente cruzado.

O diagrama difuson contém a parcela fyy, ja explicada no capitulo anterior,
de maneira que o termo D, fica escrito como

D = Y (M1e 1) TR R

n=0

1
_ , 4
M1®1—Tr(R® R (5.45)
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O diagrama cooperon também contém fy;; e, com as devidas modificagoes, podemos
mostrar que

c — i(Ml ® 1) (R @ R

n=0

1
= ) 5.46
M1®1-Tr(R® R*) (5.46)

Usando a operagao de “backward multiplication”, definida como (o; ®0;) (0, ®0;) =
(0i0%) ® (010;), e a expansao da matriz R até segunda ordem (até onde essa matriz
contribui com a primeira corregdo quantica), mostramos que o diagrama difuson
nao contribui e que a condutancia com a correcao de localizacao fraca fica escrita
inteiramente em termos do diagrama cooperon da seguinte forma

NiNy NNy

(g) =2 N TN (TCT) pwspuv- (5.47)

l"’7V

Inserindo o modelo hamiltoniano especifico do problema na equacao anterior, tem-
se, imediatamente, a correcao de localizacao fraca para a condutancia. Nas secoes
seguintes, faremos esse calculo para a condutancia e para a poténcia do ruido de
disparo, ja incluindo o efeito das barreiras com o modelo hamiltoniano isotrépico
resultante do hamiltoniano de Dirac com o termo de corre¢ao de Pauli. Além do
termo de Pauli, responsavel pelo espalhamento spin-érbita, colocaremos o campo
magnético mediante o potencial vetor presente no acoplamento minimal.

5.4.1 Hamiltoniano Efetivo

O crossover entre ensembles de Dyson pode ser apropriadamente descrito mediante
varios hamiltonianos em teoria de matrizes aleatérias. Estudaremos, nesta secao,
o crossover que envolve o hamiltoniano do sistema isotrépico com termo de Pauli
e na presenca de campo magnético. O campo magnético, inserido via acoplamento
minimal, ou seja, visto em termos do efeito do potencial vetor correspondente, gera
uma quebra gradual da simetria de reversao temporal. A presenca do termo de
Pauli ja descrito em secao anterior, garante o crossover para o ensemble simplético.
A referéncia [83] exibe muitas aplicagoes para esse hamiltoniano isotrépico com
acomplamento minimal que pode ser escrito como

H = Hy+u(?),
(¥ —cA) |

H, =
0 2m

V(Z) + Hgo(), (5.48)
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Figura 5.2: O diagrama a esquerda representa os modos difusons da cavidade cadtica
com termo de espalhamento spin-o6rbita, ou seja, carregando os indices gregos de
spin além dos pontos usuais representando indices do espaco de canais. O diagrama
difuson contém o termo fyy. O diagrama a direita representa os modos cooperons
e também carrega indices de spin e o termo fyy

onde u(x) é um potencial aleatério que modela a dinamica caética e é responsavel por
tornar isotropica a fungao distribuigao eletronica. O hamiltoniano Hy contém termos
de energia cinética para o momento livre invariante de calibre com acoplamento
minimal ? — ez, onde ? ¢ 0 momento canodnico e é o potencial vetor que
descreve os efeitos orbitais do campo magnético. Note que estamos descartando
corregoes relativisticas para a parte cinética livre. O potencial V' (z) caracteriza
os contatos entre a cavidade cadtica e as barreiras nas juncoes de tunelamento.
Finalmente, o termo H, SO(?) caracteriza o acoplamento spin-orbita do spinor no
limite nao-relativistico. O potencial vetor X ¢ tal que B = ? X Z, onde B é
o campo magnético perpendicular externo incidindo no sistema. KEscolhemos um
calibre tal que o vetor § = (B lx)j seja simétrico com respeito ao plano médio da
cavidade, com B, denotando o médulo de B. A média sobre o volume da cavidade
cadtica é dada, na referéncia (52|, em termos das escalas de tempo caracteristicas
como (A?) o< 1/7p, onde 75 é o tempo de descoeréncia magnética. O inverso desse
tempo, 1/75, pode ser entendido como a taxa de quebra de simetria de reversao
temporal. O tempo magnético pode ser escrito de acordo com o fluxo magnético ¢
através da cavidade cadtica como [84]

1 1 /®\> e2B2Lt
1 ( )m_ (5.19)

b 2
TB Terg CI)O 7_ergh
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onde usamos a relacao ® oc B L?, com L denotando o comprimento caracteristico
da cavidade cadtica, e &y = hi/e denotando o quantum de fluxo magnético.

A porcao do hamiltoniano HSO(7) descreve o acoplamento spin-érbita da
particula nao-relativistica e é dado por (ver inicio do capitulo) [85]

Hso(@)=p@ - B, B-= TVso(7) x 7 (5.50)

2moc?

onde u, ¢ o momento magnético eletronico, g denota o campo magnético associado
por invariancia de Lorentz ao potencial escalar Veo(7'). Seguindo a referéncia [83],

podemos considerar como uma variavel aleatéria com distribuicao gaussiana e
(B?) x 1/750, com Tso denotando o tempo de espalhamento spin-érbita. O inverso
desse tempo, 1/750, pode ser entendido como a taxa de quebra de simetria spin-
orbita.

Em sistemas mesoscépicos a temperaturas baixas, com campo magnético e
acoplamento spin-érbita fracos, o modelo isotrépico pode ser usado no formalismo
de matrizes aleatérias se 750, T > Terg € Tso > Te, onde 7,4 é 0 tempo de transito
do estado dentro da cavidade cadtica e 7, é o tempo de espalhamento elastico. Como
1/7so é muito menor que a taxa de espalhamento eldstico 1/7, é necessério assegurar
que nao ha espalhamento inelastico no sistema. Essas sao as hipdteses basicas da
teoria de matrizes aleatérias.

As informagoes contidas nas simetrias do hamiltoniano e nas escalas de tempo
permitem decrever, apropriadamente, a matriz aleatéria H (B, , Tso ), equagao (5.38),
usando o modelo hamiltoniano isotrépico, equagao (5.48), em termos de parametros
experimentais controlaveis. Os potenciais escalares aleatérios discutidos anterior-
mente podem ser ambos descritos por matrizes quaternionicas aleatérias, gerando
perturbacoes no hamiltoniano livre da cavidade caética devido ao campo magnético
perpendicular e ao acoplamento spin-érbita [86],

H(B.,7s0) = iz X 1o + —— ZA i, (5.51)

onde X e A; (i=1,2,3) sdo matrizes reais anti-simétricas de dimensao (M — N) X
(M — N) e 0; sao matrizes de Pauli. Consideramos que as entradas das matrizes sao
aleatdrias e pertencem a distribuigoes com médias nulas, (Tr(X)) = (Tr(A4;)) = 0,
e com variancias dadas por (Tr(XXT)) = M? e <Tr(AZAJT)> = 6;;M?. Usando a
algebra de quatérnions e, mais especificamente, a relagao entre o complexo conjugado
e o conjugado hermitiano [87] de um quaternion dado por H* = (H)f onde H%
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¢ uma matriz dual com HT = 0,H"0,. Os parametros adimensionais x e a sao as
taxas de quebra de simetria de reversao temporal e de espalhamento spin-érbita,
respectivamente. Nos os definimos como

21h 2mh
e 5.52
* TBA’ ¢ TSOA ( )

onde A é o espacamento médio de niveis..

5.4.2 Meédia da Condutancia

Como vimos, o calculo das médias de cumulantes da estatistica de contagem de carga
transferida em teoria de matrizes aleatérias envolve a integracao sobre a medida de
Haar. Esse procedimento foi discutido no capitulo anterior e a técnica usada nesta
segao segue do método diagramatico ja explicado e contido na referéncia [7]. Para
a condutancia, é importante lembrar que apenas os diagramas cooperon (maxima-
mente cruzados) sao afetados pelas taxas de espalhamento magnético e spin-6rbita,
considerando que os diagramas difuson (escadas) nao levam em conta os efeitos da
simetria de reversao temporal [6].

Como exemplo, comecaremos calculando a média da condutancia para con-
tatos ideais. Os diagramas difuson (escada) e cooperon (maximamente cruzados)
exigem conjugagoes especificas. Substituindo o hamiltoniano na férmula para R e
executando as conjugacoes especificas de cada tipo de diagrama, obtemos, para os
difusons e cooperons, respectivamente, as equacoes

3 a?
Tt (R®R') = (M—N)l@l—§a21®1+5(01®01+02®02+03®03),

2

3 a
Tr(R® R*) = (M—NC)1®1—§a21®1+5(010><01+02®02+03®03),

onde No = N + 2z%. Substituindo-se as equagoes anteriores nas equagoes (5.45) e
(5.46), respectivamente, e invertendo, obtemos

D = 2N + a? 1214 a? (018 014+ 03 @ 53+ 03 8 05)
~ 2N(N +2a?) IN(N + 222) 01 R 01+ 09 R 09+ 03X 03),
2NC —|—a2 a2
2Nc(Ne + 2a?) ® +2NC(N0+2<12) (01 ® 01+ 09 ® 09 + 03 ® 03)

(5.53)
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Substituindo as equagbes anteriores na equacao (5.47) e efetuando o trago, percebe-
mos que o termo de difuson nao contribui e que o cooperon gera contribuicoes apds
tormarmos o traco da matriz 7C7. Obtemos

Ter— Hete goq. e (~o1® 01+ 02 ® ® 03)
= —0 g ag g9 — O ag
2Ne(Ne + 2a2) ) R A
‘ NN, _NiN. 1 2
SRS B ke - ¢ . 5.54
(9) N N \Ne+2a2 No(No +2a2) (5:54)

A generalizacdo para o caso com barreiras é tecnicamente mais complicada.
Vimos que o primeiro termo da média da condutancia é a contribuicao classica
e é gerada pelos diagramas difusons no limite em que o niimero de ressonancias
na cavidade M — oo. Nesse limite, se desconsiderarmos as taxas de quebra de
simetria, ou seja, ignorando-se a matriz H (B, , Tso), a equagao (5.38) simplifica para

R =e"12, (5.55)

com QTRQ ® QTRTQ = (1 ®1-T'® T), onde a matriz 77T tem auto-valores de
transmissao 7). Note-se que estamos considerando, por simplicidade, canais equiva-
lentes. Para tomar o trago, usamos a identidade Tr (% ® §RT) = (M — NiI'y — Nol'y) 1,®
15, notando que as somas sao apenas sobre indices de canais. Procedendo assim,
obtemos a seguinte expressao para os diagramas difusons da referéncia [7]

(9) = Y AT (C)) T (Co)] D},

po
ele
SR 5.56
Gi + Gy (5.36)
onde G; = N;T;, C; = W,T @ W/TH, Tr(C) = Gil, @ 15 e
D=[Ml,®1,—Tr(ReR)] . (5.57)

O resultado dado pela equagao (5.56) foi obtido na referéncia [7] e requer o uso da
algebra de quaternions junto com a definicao da “backward multiplication”,

(0i®0j) (0k®0'l) = (Uiak)@)(O'ZO'j), (558)

como descrito na referéncia [62]. O fator 2 aparece devido a degenerescéncia de
spin. A primeira contribuicao para a localizacao fraca da média da condutancia,
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dg1, parte do uso dos diagramas difuson com a primeira corre¢do para o peso[7]
M™™ — M™ —nM "' como fizemos no capitulo anterior. Procedendo dessa
forma, obtemos

(6g) = =Y {[Tr(Cy) Tr(Cy)] D}

po

poop

= —2%. (5.59)
(G + Gy)

A segunda contribuicao para a correcao de localizacao fraca da condutancia
provém dos diagramas cooperons. O sistema com barreiras arbitrarias requer dia-
gramas cooperon com partes escada e partes maximamente cruzadas, mas apenas as
porgoes maximamente cruzadas sao afetadas pelo espalhamento magnético e spin-
drbita. As expressoes para os diagramas cooperons [7] sdo as seguintes

(6g2) = Y _{~ (M P1,® 1) Tr [Fy, (T frr'T)) Tr [Fg]

+ Tr[Fo (T fuuT) Frl} (5.60)

paspo

onde o indice sobrescrito * denota a conjugacao complexa quaternionica de R, T =
12 & 02,

FL = C’1+Tr[Cl]D(3?T®§R),
Frp = Co+ (R@RT) Tr[Cy) D,

fov = M@l —Tr(RoR)] ™,
frr = (M1, ® 1) Tr (R RY) fuu.

Usando as equagoes (5.38) e (5.51), as regras especificas de conjugagao de quatérnions
e tomando o limite semiclassico, M — oo, obtemos

3 a2 <
f(}é = (GC+§Q2) 12®12—7 Zai®ai, (561)
i=1

onde G¢ = G + Go + 22%. Somando as equagoes (5.56), (5.59) e (5.60), obtemos a
média da condutancia
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GGy (G1F2+G2F1)( 1 @’ )} (5.62)

<g> G1 + GQ (G1 + Gz) GC + 2a? Gc(GC + 2&2)

Esse resultado é relevante, ja que introduz informacgoes sobre as barreiras e
foi obtido de maneira independente via teoria de circuitos no capitulo anterior. O
primeiro termo da equacao (5.62) é o termo classico. O segundo termo tem aspectos
importantes da correcao de localizacao fraca da condutancia e o seu comportamento
estd descrito na figura 5.3. A recente referéncia [62] obtém, para contatos ideais,
um resultado similar ao da equagao (5.62). Nosso resultado é sutilmente diferente,
j& que nés usamos o modelo isotrépico mediante o hamiltoniano da equagao (5.51),
enquanto que o modelo anisotrépico para heteroestruturas da referéncia [62] usa o
modelo da referéncia [88]. Comparando os modelos isotrépico e anisotrépico, nés ve-
mos uma pequena diferenca numérica para a condutancia. A equacao (5.62) mostra
que a presenca de barreiras gera uma supressao linear da localizagao fraca no limite
opaco definido na referéncia [58], o qual consiste em tomar 7; — 0 com G; fixo,
independentemente da intensidade do campo magnético e da taxa de espalhamento
spin-6rbita. Tal comportamento também pode ser parcialmente visto usando for-
malismo de trajetérias como na referéncia [58]. Esse efeito ocorreria devido a com-
peticao dos dois aspectos mais fundamentais da mecanica quantica: tunelamento e
interferéncia.

5.4.3 Meédia do Ruido de Disparo

A média do ruido de disparo pode ser obtida usando os mesmos diagramas do
capitulo anterior, os quais estao publicados na referéncia [67]. Usamos o resultado

da subsecao anterior e calculamos essencialmente a média de (h) = <Tr (ttT)2>

usando exatamente a mesma técnica do modelo de estube da se¢ao 5.4.2. A con-
tribuicao semicldssica para a poténcia do ruido de disparo é obtida por meio dos
diagramas difuson, significando que nao é afetada pelos campos magnético e tam-
pouco pelo espalhamento spin-6rbita. A contribuicao dos diagramas difuson para
a correcao da localizacao fraca provém, exclusivamente, dos pesos dos diagramas,
como estd claro na referéncia [67]. Para os diagramas cooperon, procedemos de
maneira similar, usando as simetrias, como no calculo da localizacao fraca da con-
dutancia, e seguindo a referéncia [67]. Considerando a modificagao sutil do trago
devido a &algebra quaternionica, a sensitividade dos diagramas cooperon aos cam-
pos externos (veja a segao 5.4.2) e somando sobre todos os diagramas difusons e
cooperons que estao no capitulo anterior, obtemos o resultado
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(hy = 2G1Gs [(G3Ty + G3Th) + 2GG1 (G + Gy)] / [G1 + G2)*
—4G1Go (G Ty + GoTh) { 4 [2(TVG3 + GIT) + GoG1(Gy + Go)
—(G3 + Gi’)} (21‘4 +a’x? — a4) 22 +4(Gy+ Gy) [—3(6";’ + G;’)
+ 6(GiTo + G3T1) — 2G2G1(G1Ts + GoTh) + 5G2G1(Gh + Ga)] 2
+(G1+ Go)? {[2(G3Ty + G2Th) — (G + G3)] a® + 2 [-3(G3 + G3)
+6(GiTs + G3Th) + TG2G1(G1 + Go) — 4G2G1(GH Ty + GoTh) | } 22
+ (G + Go)? [2(G3Ty + GETY) — 3G2G1 (G + Go) + 4GoG1(G1 Ty + GoTy)
@y )
G% (G1 + G2)’ (G + 2a?)
+3G2G1 (G + G2) — 2G2GH (G Ty + GoT7)
—(G3+ GY)] [(G1 + Ga)* — 24" }. (5.63)
A poténcia do ruido de disparo é dada pela diferenca p = g, = (g) — (h).
Usando-se as equagoes (5.62) e (5.63), obtemos a equagao para a corre¢ao da lo-

calizacao fraca do ruido de disparo, dada pela equacao (5.64). As propriedades da
poténcia do ruido de disparo serao melhor estabelecidas na préxima secao.

[2(GiT + G3TY)

(p) = 2G1G2 [G1G2(G1 + Go) + GI(1 = T) + G5(1 — T1)] /[G1 + Ga)*
+2G1G2(G1 Ty + GoTh) {4 [-G1Go(Gr + Ga) — 3(GS + G3)
+4(G3Ty 4+ GITy)] (22" + a2 — a?) 2
+4(G1 + Go) [12(GiTs + G3T1) — 9(GF + G3) + G1G2(G1 + Ga)
—4G1Go(G Ty + GoTy)) o
+4(G1 + G2)? [4G1G2(GiTo + GoTh) — 3(GY + G3) — 2G1Gs] a’?
+2(G1 + G2)? [12(GiTs 4+ G3T1) — 9(GT + G3) + 5G1G2 (G + Go)
—8G1Go(G1 Ty + GoT)] 2*
+(G1 — G2)(G1 + Ga) [A(GITy — ThG3) + 3(G5 — GF)] (1 — 2a*)
+(G1 + G2)? [-3(GY + G3) + 4(G3Ts + GETY) — 9G1Go(G1 + Go)
+8G1Go(G1 Ty + GoT1)] a*}

/ [G‘g (G1+G2)° (Ge + 2a2)2} . (5.64)

O resultado dado pela equagao (5.64) foi obtido no capitulo sobre teoria de
circuitos usando-se um método independente: perturbacao quadratica na acao de
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Figura 5.3: O grafico superior mostra a média da corregao de localizagao fraca para
a condutancia como funcao do parametro de espalhamento magnético x para valores
fixos da taxa de espalhamento spin-érbita com parametro a. Os graficos inferiores
mostram a média da correcao de localizacao fraca para a poténcia do ruido de disparo
como funcio de z para valores fixos de a. Note-se que, quando a = 0 e a — oo, V'~
exibe uma transigao supressao-amplificacao como fungao de x (crossover COE-CUE
e CSE-CUE, respectivamente). Em ambos os casos, usamos T3 = 0.8, T, =09 e
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teoria quantica de circuitos. Tomando x = a = 0, recuperamos o resultado obtido
nas referéncias [53, 67]. O primeiro termo da equacao (5.64) é a parcela semicléssica,
a qual nao é afetada pelos campos externos. Os outros termos sao correcoes de
localizagao fraca para a poténcia do ruido de disparo. As equagoes (5.62 e 5.64)
para a condutancia e para a poténcia do ruido de disparo sao os principais resultados
desse trabalho e os seus aspectos fenomenologicos serao explorados na préxima se¢ao.
Note-se que o limite opaco, definido previamente, leva a uma correcao de localizagao
fraca que tende linearmente para zero. A figura 5.3 exibe o comportamento geral
dessa correcao de localizagao fraca.

5.5 Modelo Anisotrépico de Rashba-Dresselhaus

Em heteroestruturas do tipo GaAs/GaAlAs, o acoplamento spin-6rbita pode surgir
devido a assimetria do potencial confinante do gas bidimensional. As duas correcoes
mais relevantes para o hamiltoniano dessas estruturas sao devido aos termos de
Rashba e de Dresselhaus. Nesse problema, as correcoes sao quadraticas para o mo-
mento, que também contém acoplamento minimal. Duas dire¢oes sofrem corregoes:
uma na dire¢ao longitudinal (cristalina) e outra na diregdo transversal. Podemos
escrever o hamiltoniano como

1 2 2
H:%[(pl—ez‘h—i—i) +<P2—€A2—§—:)

onde g é o fator giromagnético, o = (01,09,03), e \;, i = 1,2, sdo constantes de
acoplamento nas direcoes transversais.

Partindo do modelo para o acoplamento spin-6rbita devido a corre¢ao Rashba
e Dresselhaus, a referéncia [62] calcula a correcao de localizacao fraca e as flutuagoes
universais, ambos para a condutancia, no caso de barreiras ideais. O procedimento
basico para gerar o ensemble de matrizes aleatérias correspondente ao modelo é
efetuar uma transformagao unitaria no hamiltoniano, proposta na referéncia [62]. A
transformacao é

1 .
+ V() + SusgB o, (5.65)

2)\ 2o
Escolhemos o calibre A = Bs(é3 x 7)/2¢, onde B3 é a intensidade de um campo
perpendicular ao gas bidimensional e é3 é a direcao perpendicular. Através dessa
transformacao unitaria, o hamiltoniano fica escrito como

_2
p - 1 P201 Pp102 HBY 5
=—+4V — — B-o. 5.67
=om ™ (r)+2m<>\2 A1)+2 g (5.67)

= exp (5.66)

iJ]lgg iI201>
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Para introduzir o modelo anisotropico no formalismo de matrizes aleatorias,
satisfazendo as mesmas hipdteses do modelo isotrépico, trataremos o acoplamento
spin-6rbita local como aleatério, isto é, A; = p;/\;, i = 1,2, é aleatério. Fazendo
isso, obtemos que a parte do hamiltoniano que perturba o espectro de energias no
estube é dada por

H=i—X1+1

AN hA
2

1/2
) (A10'1 + AQO'Q), (568)

271'7'50

onde A; sao matrizes aleatdrias, associadas ao acoplamento spin-érbita, e X é uma
matriz aleatoria associada ao campo magnético. Definindo os parametros de espal-
hamento devidamente como no modelo isotrépico, podemos gerar médias seguindo
o modelo de estube e o método diagramatico. Para a condutancia, obtemos

G1G2 1 (Gng + GQTl) ( 1 i 1 2(1,2 >:|
G+ G,y 2(G1 + G9) Go +2a®>  Ge+4a?  Go(Ge + 2a?)

(5.69)
A equacgao para a poténcia do ruido de disparo tem muitos termos e serda omitida
nesta tese. No entanto, o grafico é exibido na figura (5.5).

(9) =2

5.6 Conclusao

Os resultados obtidos via teoria de circuitos foram confirmados via método de estube
para o modelo isotropico. O comportamento geral das férmulas para a condutancia
e poténcia do ruido de disparo sao exibidos no capitulo 3. Nesse capitulo, também
¢ indicada a importancia fisica dos resultados para o modelo istotrépico e é feita
uma analise dos resultados obtidos e dos efeitos tipo supressao-amplificacao. Por-
tanto, o modelo de estube e a teoria de circuitos podem funcionar como formalismos
independentes para comparacao de resultados.

Estendendo o método para heteroestruturas semicondutoras, percebemos que
o acoplamento spin-orbita gerado pelo termo de Pauli e o gerado pelo termo de
Dresselhaus-Rashba levam a resultados qualitativos bastante préximos. Na figura
(5.4), exibimos o gréficos da condutancia para os dois modelos e observamos que os
graficos sao bastante proximos, assim como as equagoes correspondentes. Na figura
(5.5) exibimos os gréficos da poténcia do ruido de disparo em fungao do parametro
de espalhamento magnético para valores diferentes da taxa de espalhamento spin-
orbita. Para este cumulante, observamos, novamente, graficos bastante proximos,
a despeito de terem formulas analiticas bastante diferentes. Percebemos, entao,
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Figura 5.4: A figura exibe os gréaficos da correcao de localizacao fraca para a con-
dutancia. Os graficos com linhas continuas representam a corre¢ao para o modelo
isotropico e os graficos com linhas descontinuas exibem a correcao para o modelo
anisotropico. Ambos os graficos estao em funcao do parametro de espalhamento
magnético x para valores diferentes do espalhamento spin-orbita
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Figura 5.5: A figura exibe os graficos da correcao de localizagao fraca para a poténcia
do ruido de disparo. Os graficos com linhas continuas representam a correcao para
o modelo isotropico e os graficos com linhas descontinuas exibem a correcao para
o modelo anisotrépico. Ambos os graficos estao em funcao do parametro de espal-
hamento magnético x para valores diferentes do espalhamento spin-orbita

que ambos os modelos, o isotrépico (para graos-metalicos) e o anisotrépico (para
heteroestruturas), funcionam como mecanismos de quebra de simetria de reversao
de rotacao de spin bastante parecidos.
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Capitulo 6

Conclusao

Estudamos propriedades de transporte quantico em sistemas mesoscopicos. Mais es-
pecificamente, investigamos os dois primeiros momentos da estatistica de contagem,
condutancia e poténcia do ruido de disparo. Investigamos também as flutuagoes
universais da condutancia para um nimero arbitrario de canais abertos e para um
nimero arbitrario de terminais. Na primeira parte do estudo, obtivemos resultados
que contém toda a informacao de transporte quantico, mediante um calculo nao-
perturbativo. Através deste calculo, verificamos que o limite semicldssico, para o
qual valem as aproximacoes perturbativas em funcao do nimero de canais aber-
tos, é atingido rapidamente. Seguindo céalculos perturbativos, obtivemos a correcao
de localizacao fraca para a condutancia e para a poténcia do ruido de disparo.
Para o caso de uma cavidade cadtica nao-ideal acoplada a terminais com multiplos
canais de transporte de elétrons, fizemos o estudo em todos os ensembles classicos de
Wigner-Dyson e no regime de crossover. Conexoes entre modelos da literatura foram
estabelecidas. Em particular, relacionamos modelos microscopicos (reducionistas) e
modelos efetivos (emergentistas).

O modelo de Mahaux-Weidenmiiller, generalizado para multiplos terminais,
pode relacionar a matriz de espalhamento de uma cavidade cadtica mesoscopica ao
hamiltoniano quantico subjacente. Obtida a matriz de espalhamento, escrevemos
uma funcgao geratriz de cumulantes em funcao de suas multiplas entradas, seguindo
a abordagem de Landauer-Biittiker. Usando o procedimento de Verbaarshot, Wei-
denmiiller e Zirnbauer (VWZ), mapeamos o espago de matrizes de espalhamento S
em um espaco de matrizes () de ordem oito. Mostramos que o transporte quantico
no espaco de matrizes () é descrito por um modelo o nao-linear supersimétrico zero-
dimensional em uma variedade homogénea. Nesse modelo, as barreiras emergem
como parametros fenomenoldgicos e, portanto, os cumulantes dependem exclusi-
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vamente da média das matrizes de espalhamento e do niimero de canais abertos.
Obtivemos graficos da condutantica, poténcia do ruido de disparo e variancia da
condutancia para sistemas com simetria de reversao temporal. Os resultados foram
comparados com outros obtidos via simulagdo numérica de matrizes S. A com-
paracao demonstra que os resultados analiticos sao coerentes. Sendo assim, super-
simetria pode gerar resultados nao-perturbativos para cumulantes e momentos da
estatistica de contagem. Nesse sentido, extensoes do presente trabalho para os out-
ros ensembles de Wigner-Dyson sao relevantes, considerando que o limite quantico
pode ser estudado em detalhes. O cédlculo com barreiras também pode ser feito em
regime de crossover, inserindo matrizes com as respectivas simetrias e parametros
de quebra de simetria.

O modelo o nao-linear supersimétrico contém simetrias continuas. Tais sime-
trias determinam leis de conservacao que, no limite semi-cléssico, sao interpretadas
como teorias de circuitos. As leis de conservacao sao descritas por uma “pseudo-
corrente” que se conserva localmente e é funcao de um tnico campo escalar, inter-
pretado como um “pseudo-potencial”. Seguindo o formalismo de Levitov-Lesovik,
vimos que a lei de conservacao pode gerar todos os cumulantes da estatistica de
contagem no limite semi-classico. O termo principal do cédlculo perturbativo nao
depende do ensemble. A primeira corre¢do quantica (ou de interferéncia) é deter-
minada em funcao de auto-valores cooperons e difusons, segundo resultado recente
de Campagnano e Nazarov. Tal correcao quantica depende do ensemble, conforme
o calculo que executamos. Na presenca de barreiras arbitrarias, a correcao pode
levar a um interessante efeito do tipo supressao-amplificagdo na poténcia do ruido
de disparo. O formalismo de Campagnano e Nazarov também permite incluir es-
palhamento magnético e acoplamento spin-6rbita em modelo isotrépico. Vimos que
efeitos do tipo supressao-amplificacao, importantes para modelos de descoeréncia,
podem emergir como funcao das taxas de espalhamento. A inclusao de anisotropia
no formalismo de Campagnano e Nazarov seria interessante, considerando a grande
variedade de experimentos recentes feitos em um gés bidimensional confinado em
heteroestruturas anisotrépicas. A inclusao de barreiras no estudo de cadeias e a
inclusao de novos graus de liberdade também poderiam trazer contribuicoes. Outra
perspectiva seria calcular as correcoes quanticas diretamente de uma expansao do
modelo ¢ nao-linear supersimétrico.

Seguindo uma transformacao tipo “color-flavor” obtida por Zirnbauer, rela-
cionamos o modelo ¢ nao-linear supersimétrico ao calculo no espago de matrizes de
espalhamento descritas pelo nicleo de Poisson. Tal mapa exato pode indicar uma
justificativa microscépica para o nicleo de Poisson, considerando que o modelo o
provém do modelo microscépico de Mahaux-Weidemiiller. No espaco de matrizes
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S, executamos uma integragao perturbativa no ntcleo de Poisson com medida de
Haar seguindo um método diagramatico de integragdo no grupo unitario. A inte-
gragao foi executada para os trés ensembles puros de Wigner-Dyson. O caso de
contatos ideais gera resultados nao-perturbativos seguindo o método diagramatico.
O caso de contatos arbitrarios leva a diagramas tipo cooperons e tipo difusons, com
topologias andlogas as dos diagramas que emergem do calculo de “média em im-
purezas”. Obtivemos todos os diagramas topologicamente distintos que contribuem
para a correcao quantica da poténcia do ruido de disparo com barreiras arbitrarias.
Por meio do método diagramatico, confirmamos resultados obtidos via teoria de
circuitos. Tais diagramas permitirao obter resultados para sistemas mesoscopicos
mais sofisticados. Por exemplo, poderemos aplica-los ao estudo da cavidade cadtica
acoplada a reservatorios supercondutores, ao estudo de sistemas com barreiras ati-
vas e ao estudo de cadeias de pontos quanticos com barreiras, inclusive em regime
de crossover.

Uma expansao do modelo de Mahaux-Weindemiiller com dependéncia em
energia pode gerar um modelo de estube. Os niveis de energia caracterizam as
ressonancias da cavidade cadtica no regime universal. Perturbacoes nesses niveis
de energia podem ser vistas como “protuberancias”ou estubes da cavidade cadtica.
O efeito do estube é um pequeno aumento do espaco de fase do sistema e o con-
sequente mecanismo de descoeréncia. A insercao de campos externos no sistema
pode ser vista como ampliagoes do estube ou perturbacoes nas energias da cavi-
dade cadtica. Perturbacoes desse tipo afetam a matriz de espalhamento. Executa-
mos calculos seguindo modelos hamiltonianos especificos que perturbam o estube e
contém campos externos. Em escalas caracteristicas, consideramos as flutuacoes de
tais campos através de ensembles de matrizes aleatérias. Fizemos médias no ensem-
ble de matrizes seguindo o método diagramatico e obtivemos as contribuigoes dos
campos externos a corre¢ao de localizacao fraca. Nesse caso, os diagramas que con-
tribuem sao os cooperons. Confirmamos os resultados obtidos via teoria de circuitos
para o modelo isotropico, que tem termo de quebra de simetria de rotacao de spin
devido a Pauli. Estendemos o cédlculo para o caso de heteroestrutura anisotrépica
com barreiras na presenca de mecanismo de quebra de rotacao do tipo Rashba-
Dresselhaus. Mostramos que os mecanismos de quebra tipo Pauli e tipo Rashba-
Dresselhaus levam a correcoes de localizacao fraca qualitativamente proximas para a
condutancia e para a potencia do ruido de disparo. Extensoes do método de estube
para outras heteroestruturas ou outras configuracoes de campos externos podem
gerar estudos interessantes. Célculos de correlacao, com dependéncia explicita em
energia, também seriam desejaveis como extensao do método.
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Apeéendice A

Formulas e Identidades Relevantes
em Super-simetria

Apresentamos aqui os resultados mais relevantes que foram usado no capitulo sobre
métodos em SUSY.

A.0.1 Algebra de Grassman

Vamos definir um conjunto finito de varidveis de Grassmann Cg = {x;; i = 1, ...,n}
e a seguinte regra de multiplicacao entre os objetos do conjunto

Uma das consequéncias imediatas da regra dada pela equacao (A.1) é a nil-poténcia,
ou seja, x? = 0 e a consequente linearidade polinomial de qualquer fungao desses
objetos.

Por conveniéncia, vamos definir operagoes analogas as que sao definidas para
numeros reais ou complexos. Para isso, definamos a operacao de conjugacao dos
elementos do conjunto C¢ gerando um novo conjunto Cf = {x}; ¢ = 1,...,n}. Os
objetos do conjunto C¢, satisfazem, por definicao, as mesmas regras do conjunto C¢.
Definamos também a operacao de conjugacao de produtos de elementos de Cq e a
conjugagao do conjugado, respectivamente, como

(xaxz- - xn)" XIX3 " X
(X;k)* = —Xi- (A-Q)

Com as definigoes pouco usuais dadas pelas equagoes (A.2), notamos que um pro-
duto de um par de variaveis de Grassmann ¢ efetivamente um “nimero”real, dado

152



153

quer (xix;)(xext) = (xwxi)(Xix;) (comutacdo) e (xix;)* = xix; (identidade da
conjugagcao).

Para definir derivadas, vamos levar em conta que uma funcao f arbitraria de
variaveis de Grassmann pode ser decomposta como um polindémio finito e que pode-
mos definir um novo conjunto 6Cq = {0x;; ¢ = 1,...,n} de varidveis de Grassmann,
de maneira que podemos escrever

FO X200 X Xn) = > eluxys? X,
v;=0,1
X1 X2y -5 Xi 0y s Xn) = Z c({ui)XT"xs? - (x +0xa)" - xa
v;=0,1

Dadas as duas equagoes anteriores, concluimos que a diferenca § f = f(x1, X2, ---, Xi+
OXis s Xn) — F(X15 X2y -+, Xy --+» Xn) DAO depende de y;. A parte dessa diferenga que
nao depende de dy; sera chamada de derivada da funcao f. Para derivadas de f,
podemos passar dy; para a direita ou para esquerda em 0 f e isso pode afetar o seu
sinal. Entao ficam definidos dois tipos de derivadas:

e

5f = ol

— (derivada pela esquerda);
0
Xi
o'f : .
of = ax-(SXi (derivada pela direita).

(A.3)

Se n for par, as derivadas a esquerda e a direita sao iguais e, se n for impar, as
derivadas sao diferentes. Obviamente, a derivada segunda de f depende da ordem
da derivacao, mantendo a seguinte propriedade
0 f 0 f
=— , Vi g (A.4)
Oxi0x; Ix;0xi

A integracao de funcoes de varidveis de grassmann segue da definicao de
um novo conjunto com “diferenciais” denotado por dCq = {dx;; i = 1,...,n}. Os
elementos desse conjunto sao também varidveis de Grassmann e a integragao Grass-

maniana é definida, como
[ = [ax =0
/XidXi = /deX%k = V2.
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Note que a definicao anterior contempla todos os tipos de funcoes de varidveis de
Grassmann, considerando que todas elas sao lineares. Note também que a integral
multivariada da funcao f geral anterior pode ser executada imediatamente

/ﬂmwzdwﬁﬂn, (A.5)

onde X = (X1,---,Xn) € dX = dx1--*Xn. Um dos coroldrios importantes da
definicao de integracao grassmaniana é o que resulta de uma funcao gaussiana do
tipo f(x, x') = exp(—xTAx), com x' = (x*)¥ e A sendo uma matriz hermitiana.
Nesse caso, pode-se mostrar que

[ #oe [T dvix = Deta), (A6

A equagao (A.6) é uma relacdo importante, considerando que varidveis reais resul-
tariam no inverso do determinante. Tal fato é amplamente usado na literatura de
supersimetria [34, 5, 48].

A.0.2 Super-Algebra

A super-algebra é usada para todos os objetos em espagos graduados, ou seja, aqueles
que tem elementos comutantes (C) e anti-comutantes (AC) em uma mesma estru-
tura. Vamos definir um super-vetor & como um vetor com algumas entradas C e
outras AC na seguinte ordem

X1 Sh
S.

:(g);comxz X:Q eS = :2 : (A.7)
Xn Sm

onde y é um vetor de Grassmann e S é um vetor com nimeros complexos. A con-
jugacao do super-vetor segue defini¢oes usuais para vetores com niimeros complexos
e o produto interno segue a definicao

TP = i X Xi + i S¥S;. (A.8)
=1 =1

Qualquer tranformagao linear no espago graduado pode ser representada por uma
matriz T tal que & = T'P, o que significa que a matriz T" deve ter a seguinte forma
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especifica para manter a estrutura do super-vetor:

T—(Z ‘;‘) (A.9)

onde a,b sao matrizes com entradas comutativas e «, matrizes com entradas
anti-comutantivas. Denotaremos os blocos matriciais da super-matriz por 7}20 =

ag, T = ay, T = By, T = by Os blocos T, T, T'% e T sdo comumente

chamados de blocos “bdson-bdson”, “bdson-férmion”, “férmion-bdson”e “férmion-
férmion”, respectivamente, por analogia com fisica de particulas elementares. Uma
maneira simples de compactar a notagao para a permutacao no produto de entradas
da matriz T é usar a relagao T/ ,Tj”jl,’, = (—1)H T T g

O super-traco, Str, de uma super-matriz T é definido em termos de tracos
usuais de uma maneira apropriada

Str(T) = Tr(a) — Tr(b).

A forma do super-trago determina o super-determinante, Sdet, definido a seguir em
termos de determinantes, det, usuais. Pode-se mostrar que

Sdet(T) = exp(Str(InT))
= Det(a — ab '3)Det*(b).

Definido da maneira anterior, o super-determinante satisfaz todas as propriedades
usuais de determinante.

O transposto de uma super-matriz A é definido de maneira que seja mantida
a relagao ®T AT P, = (A®,)T®,. Portanto, mostra-se que a transposicao da matriz

A é dada por
T T T
a « a

Definindo a matriz k com entradas k;;” = (—1)*6""6;;, obtém-se outras relagdes entre
repetidas operagoes de transposicao e conjugacao dadas por

ATT = kAk, AT=A
A = EAk, % = k.

Super-integrais podem ser definidas para todas as entradas de um super-
vetor. Considere a seguinte integral de uma func¢ao f do super-vetor [5]

Ly = /f((I))dde; dx = dei, dS = Hdsi, (A.11)
=1 =1
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onde as entradas comutantes estao num dominio D. A referéncia [5] mostra impor-
tantes consequéncias dessa definicao. Dentre elas, podemos escrever a integral de
um super-vetor Gaussiano como

/ exp (=BT AD) dd*dd = Sdet(A); d®*dd = dxdx* dS dS*. (A.12)

Pode-se usar o resultado anterior para deduzir integrais de produtos de super-vetores
com a “distribuicao” Gaussiana anterior. Para tal, deriva-se a equacao anterior com
respeito a A;; e obtém-se, por exemplo,

J @@ exp (—OTAD) dD*dD
exp (—PTA®) dd*dd

(A7)0 (A.13)

Outras super-integrais de produtos de super-vetores com a mesma “distribuicao” podem
gerar resultado similar ao do teorema de Wick. Outro resultado relevante para obter,
por exemplo, o ponto de sela do modelo ¢ nao-linear, é o efeito de um deslocamento
linear do super-vetor da forma ® — ®A'®, e &f — (IDEECI)A”, com ¥, sendo outro
super-vetor. Nesse caso, obtém-se

/ o' exp (—<I>TA<I> — ol — @cho) d0*dd = Sdet(A) exp (@514*1@0) . (A14)

A.0.3 Meédia no Ensemble e Transformacao de Hubbard-
Stratonovich

Dado um ensemble de matrizes aleatérias H com distribuicao gaussiana, temos a
média

<exp (—ZZ (Bl (HSO)QZ>>> = (exp (=iTr, HS))p; . (A.15)

i,c H

onde Tr, denota o traco no espago de niveis e fizemos o produto nesse espaco
introduzindo uma matriz N x N ordinédria com indices i e v dada por

S(a,B) = 3 P(B)el().

Usando o teorema de Wick e o correspondente fator combinatorial V'(n) = (2n —
DI = (2n)!/(n!2™) (ntimero de maneira de combinar 2n objetos distintos em n
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pares) e considerando que a distribui¢ao é gaussiana, pode-se extrair a média no
ensemble de matrizes aleatérias do lado direito da equagao (A.15) diretamente

(exp (=iTr, HS))y = Z(_l)T <[Tr#(HS)]2n>H

2
= exp <——Str82) : (A.16)

onde [89] ng;ij =>, @;i(ﬂ)@fj(ﬂ)-

A matriz S gera um termo quértico em ® na lagrangeana para a fungao ger-
atriz. A integracao direta desse termo fica intratavel no espacgo de super-vetores.
Uma maneira de simplificar o problema é usar uma transformacao de Hubbard-
Stratonovich (HS), eliminando os graus de liberdade da interagdo quartica das
particulas originais e gerando novos graus de liberdade contidos em uma supermatriz
o cujas entradas sio as diddicas ), d(p)d(p). A lagrangeana final fica decomposta
em uma parte massiva, com integracao direta via método de ponto-de-sela no limite
em que o nimero de niveis é muito grande, e em uma parcela de modos de Goldstone
nao-massiva. Outra grande vantagem da transformacao de Hubbard-Stratonovich
¢ a reducao drastica do numero de graus de liberdade. Para executar essa trans-
formacao, vamos usar as referéncias [90], [34] e [89]. Antes disso, vamos considerar
o exemplo mais simples de uma tnica variavel real.

A transformacao de HS foi primeiramente usada nas referéncias [91] e [92]
para linearizar o operador densidade de uma interacao do tipo muitos corpos em
teorias de campos. Em uma variavel, podemos escrever que

a 4 e [ v
exp (—53: ) = (2ra)”Y / exp | =5 —iz7y dy,
. a

onde a > 0 é um nuimero real. Nesse contexto, a idéia basica da transformacao de
HS é reformular o problema de duas particulas interagindo em termos de particulas
independentes embebidas num campo flutuante.

A versao super-matricial da integral escalar substitui termos proporcionais
a S?, ou, equivalentemente, a |¢|* por termos proporcionais a |p|?. Defina-se
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uma matriz ¢ de ordem 16 respeitando as mesmas simetrias de S. Vamos definir
o Lagrangeano das ‘“particulas’originais como iLy(S) = —A*Str(S?)/4N e uma
translacao linear da matriz S gerando o seguinte Lagrangeano

iL(0,8) = —ily <S—i%a)
= iL(0,0) = —£St( 2) (A.17)
Lo, = e r(o”). .

Vamos construr ¢ de maneira que exista uma invariancia de translacao dada por

/exp (zf(a, S)) =1= /exp <z’£~(a, O)) . (A.18)

Usando as equagoes (A.18) e (A.17), podemos escrever a fungao de partigao das
particulas originais em termos de super-integrais

exp (Lo(S)) = /da exp (iﬁ(a, S) + i£0(8)>

- / do exp (—%Str(Sa) - %Str(az)) (A.19)

Por outro lado, pode-se escrever que Str(So) = (p, [0 ® 1x]p), ou seja, obtém-se a
versao super-matricial da transformagao de HC, cuja representacao integral é dada
por

exp (—%Str(SQ)) = / do exp <—%Str(02) —ig(oc® lN)go) : (A.20)
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Apeéendice B

Quadratura Numeérica
Tridimensional mediante
Gauss-Legendre e Trapézios

As integrais triplas dos modelos ¢ anteriores nao tém, em geral, solucao analitica.
Usando uma rotina em Fortran, pode-se gerar um procedimento de quadratura
numérica de maneira a obter os graficos exibidos nas figuras (2.2), (2.3) e (2.4).
O exemplo mais simples de uma quadratura é a evolugao numérica por meio de
trapézios de uma integral dada por

b
I:/ f(x) dx, (B.1)

onde f(z) é uma fungao com singularidades removiveis no intervalo [a,b]. Uma
possivel interpretacao da equagao (B.1) é a sua representagdo como area no plano
cartesiano como na figura (B.1). Podemos particionar o eixo x em intervalos iguais,
de maneira que cada ponto do extremo do intervalo fique caracterizado por um
indice i com coordenada x; = a+i*n, onde n = (b—a)/N é o tamanho do intervalo
e N é o ntimero total de parti¢oes no intervalo (a,b). A érea sob a curva f(x) pode
ser calculada usando retangulos que tenham altura “um pouco”acima ou um pouco
abaixo da curva, de maneira que a integral numérica fica aproximada por

N

I=> nf(x). (B.2)

i=1
Essa aproximacao a medida que o tamanho dos intervalos diminui, o que significa
tomar o valor da func¢ao uniforme ao longo do intervalo (x;, z;,1). Essa abordagem
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Y ——— Grafico da funcdo

y
x

a 3:‘1 :L'Q [ EXERE) m)?\lr_g '(I’.Ir\"—]. b

Trapézio abaixo do gréfico
da fungéo

Figura B.1: Grafico de uma funcdo y = f(x) arbitréaria e trapézios abaixo do gréfico
correspondente. Note que os trapézios tém bases com comprimentos iguais e que as
alturas variam de acordo com os valores correspondentes de f(x).

é, no entanto, muito lenta e outros métodos mais sofisticados de quadratura foram
elaborados, considerando diferentes pesos para cada intervalo e intervalos que nao
sao igualmente espacados. O melhor método de quadratura dependerd do compor-
tamento da funcdo f(x).

O fator geométrico R introduz singularidades algébricas nos integrandos do
modelo o, de maneira que quadraturas numéricas nao podem ser executadas dire-
tamente naquele sistema de coordenadas. Note, no entanto, que o valor numérico
do integrando é finito no intervalo de defini¢do das coordenadas {A}. Isso indica
que existe um sistema de coordenadas no qual é possivel eliminar essas aparentes
singularidades. Nés utilizamos o sistema de coordenadas da referéncia [93], na qual
existe um estudo completo de como eliminar a maioria das singularidades, restando
apenas duas singularidades nos extremos dos intervalos. Além disso, o sistema de
coordenadas proposto na referéncia [93] torna o intervalo de integragdo compacto,
elimina os pontos de acumulacgao fortes e torna o integrando suficientemente decres-
cente nos extremos de integracao. Tal sistema é obtido pela seguinte transformagao
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de coordenadas

yr—14+y
N = ——mM=
yr+1—vy
1 +yz—a2yz
N = ——————
yr+1—y
1—
N = YRR (B.3)
yr+1—y

onde z € [-1,1], y € [0,1] e z € [0,1]. Permanece no fator geométrico uma
singularidade removivel para quadratura numérica em y = 1, mas isso pode ser
eliminado considerando que o integrando se aproxima desse limite por um fator
0 = 1 — y suficientemente pequeno. O Jacobiano da transformagao de coordenadas
(B.3) é dado por
y*(z —1)
(zy —y +1)*
Como as integrais devem ser executadas entre intervalos finitos e a fungao tem
valores altos préxima aos extremos, um método de quadratura bastante apropriado
é o de Gauss-Legendre (GL). A quadratura GL é vélida para intervalos compactos
[—1,1]. Dentre os trés intervalos de integracao, dois sao do tipo [0, 1] e um do tipo
[—1,1]. Os que sao [0, 1] podem ser extendidos, considerando que os integrandos sao
simétricos nessas variaveis. O método de GL faz uso de pesos w; para cada intervalo
i que sao escritos em termos de polindémios de Legendre P;(z;) da seguinte forma

J(z,y,2) = : (B.4)

_ An+17n
APl (x5) Poyr ()

onde A,, é o coeficiente do termo z™ em P,(x) e v, = f_ll[Pn(gn)]2 =2/(2n 4+ 1).
Usando que A, = (2n)!/(2"(n!)?), obtém-se
2(1 — a2
w; = ( 5 7 ) . (B6>
(n + 1)*[Pota ()]
A integral fica escrita em termos desses pesos e a convergéncia é bem mais rapida
que no método trapezoidal. A quadratura fica escrita como

/_11 f(z) de = /:2 f(z) dx = ZZ::wlf(xl)v (B.7)

onde o intervalo [z1,xs] pode ser reescalado de forma que o método de Gauss-
Legendre fique valido para qualquer intervalo finito.
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A quadratura tridimensional usando GL pode ser obtida da unidimensional
imediatamente usando o seguinte procedimento:

e [ixe o primeiro valor para a coordenada x; e zj, isto é, fixet =1e j = 1;
e Calcule a quadratura de f(z1,y, z1) no intervalo especificado para y;

e Mantenha x; fixo e adicione n, a z1, onde n, é o tamanho do intervalo [z1, z; +
nz);

e Calcule a quadratura de f(x1,y, 21 + n) no intervalo especificado para y;

e Rode a as duas etapas anteriores para z;,1 = 2; +n até que z; = zy, onde 2y
¢ o extremo superior da integracao em z;

e Fixe 9 = x1 + n, e execute os quatro procedimentos anteriores;

e Execute os procedimentos anteriores até que z; = xy, onde zy € o0 extremo
superior da integracao em x.

No algoritmo anterior, fixe o numero de iteracoes para a integracao em y
até que a diferenca percentual entre uma iteracao e outra tenha um valor fixado.
No caso, fixamos o valor 107 como margem para parada de iteracoes. Com a
mudanga de sistema de coordenadas, verificamos que o integrando possui pontos de
acumulacao fora dos extremos de integracao em y. Por outro lado, a quadratura de
GL “tende”a dar mais peso aos intervalos proximos aos extremos de integracao. Uma
maneira de corrigir esse problema é dividir a integracao do hiper-cubo em camadas
do eixo y. Fazemos isso executando o algoritmo descrito anteriormente varias vezes
para cada camada em y. Em geral, para o problema fisico descrito, é suficiente criar
10 camadas de integragao. O resultado do procedimento de quadratura é o exibido
nas figuras (2.2), (2.3) e (2.4).

Para verificar nossos resultados, fizemos uma comparacao com aqueles obti-
dos mediante uma simulacao por amostragem de matrizes aleatorias seguindo o
procedimento descrito na referéncia [41]. Nessa simulagdo numérica, gera-se um
ensemble de matrizes aleatoérias seguindo o ensemble circular ortogonal e usando-se
a parametrizacao de estube como na referéncia [49]. Da matriz de espalhamento,
pode-se obter a matriz de transmissao e consequentemente os cumulantes. Depois
de se obter varias realizagoes dos cumulantes, extrai-se a média e a variancia dos
cumulantes.
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Apéndice C

Diagramas Auxiliares

Apresentamos aqui os diagramas auxiliares, figuras (C.1) e (C.2) - e as cor-
respondentes expressoes algébricas - que sao usados para gerar todos os diagramas
maximamente cruzados. As equacoes auxiliares sao dadas por

H = W?Tr(F,)Tr(Fp) R'IRR' + W Tr (FL) R'TC,T"
+WATr (Fg) L'C, LR,

Hy = Tr(F Ff) fiuR+ WoTr (F) Tr (Fg) f1u R; (C.2)

Hy = W Tr(FR) fovFf R+ Wi Tr (Fp) fuu RF%
+WiTr (RRFL) f2,Tr (Fgr) R+ Wi Tr (Fy) f2,Tr (RTRFL) R
+WAWLTr (Fr) frofroTr (Fr) R

a
=

+WiWoTr (Fr) frrfroTr (Fr) R; (C.3)
Hy = fuuF[TCT" + Tr (RRVF]) f2,TCT?

+WoTr (F) frrfroTCTT; (C.4)
Hy = L'CiLFf four +Tr (R'RFY) f3,L'CiL

+WoTr (Fg) frrfroLl'CiL; (C.5)
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WoTr (F) Tr (Fg) f77 + Tr (FLFg) fir; (C.6)
Tr (F) Tr (Fg) frr + Tr (F1) Tr (Fr) frr; (C.7)
Tr (RR'F]) Tr (FR) fuv furTr (Fg)

+Tr (F,) Tr (R'RFY) fou furTr (Fr) + WoTr (FL) Tr (Fg) f7r
+W,yTr (Fr) Tr (Fg) fiIQ“T (C.8)
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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