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CAPITULO 1

APLICACAO DO TIPO twist E
FUNCAO GERATRIZ

Come on, baby!

Let’s do the twist!

— Hank Ballard

I i STUDA-SE aqui alguns aspectos da dindmica de aplica¢des do tipo twist, cuja defini¢do
pode ser encontrada na sec¢do seguinte. Embora a defini¢cdo dada a este tipo de apli-
cacdo possa a principio parecer bastante artificial, existem exemplos de sistemas dinamicos

onde estas aplicacdes do tipo twist surgem naturalmente [1].

Assumir-se-4 que o leitor detém alguma familiaridade com respeito a topologia e a ana-
lise. Em todo caso, a leitura deve ser facilitada se acompanhada de referéncias sobre estes

assuntos. Sugere-se por exemplo Munkres [2] e Spivak [3].

A dissertacdo se divide em trés partes. Neste capitulo, apresenta-se além defini¢dao funda-
mental de aplicacdo twist, a existéncia daquela que se conhece como funcdo geratriz de uma
aplicacdo, bem como algumas proposi¢des relacionadas a tal fun¢do. No segundo capitulo,
estudar-se-4 uma versao simplificada do tltimo teorema geométrico de Poincaré. No capi-
tulo final estuda-se o resultado conhecido como teorema das curvas invariantes de Birkhoff.

O que se expde aqui pode ser encontrado em Ragazzo et al [4] e Meyer and Hall [1].



1.1 Aplicacoes do tipo twist

Inicia-se de forma bastante comum em textos matematicos, apresentando-se uma relacao
de equivaléncia. Defina-se a seguinte relacdo de equivaléncia: dados dois pontos z1, x5 € IR,
x1 € dito estar relacionado com x5 (denota-se por x; ~ x5) se, e somente se, t1—2, = k € Z.
Denotar-se-4 o conjunto das classes de equivaléncia dadas por esta relagdo por R/Z. Entio,
define-se o seguinte mapa I, : R — R/Z que associa um elemento x € R com sua classe
de equivaléncia determinada pela relacdo que acabamos de definir.

Sejall : R? - R/Z x R,oull : R x [0,1] - R/Z x [0,1], dada por IT = (IIy, id),
onde id é a identidade na segunda coordenada. Note-se que o conjunto IR /Z é homeomorfo a
esfera unidimensional unitdria, S'. Portanto € natural se definir o conjunto A = R/Z x [0, 1]
como anel e o conjunto C' = R/Z x R como cilindro.

Estudar-se-4 aspectos de um difeomorfismo de classe C' f : A — A, ou f : C — C,
com propriedades especiais. Note-se que tais difeomorfismos sdo entre variedades. Além
disto, aponta-se também que a topologia de tais variedades é aquela que faz com que II seja
continua. Todavia, nfo sera necessario conhecimento de teorias de variedades. O estudo sera
feito por meio de aplicagdes F' : R x [0,1] — R x [0,1], ou F' : R?* — R?, que guardam

uma estreita relacdo com a aplicagdo f como descrito na proposi¢ao a seguir.

PROPOSICAO 1.1 Seja f: A — A,ou f: C — C, um homeomorfismo. Entdo existe um
homeomorfismo F : R x [0,1] — R x [0, 1], ou F : R? — R?, tal que

[ToF = foll,
e a aplicacdo I’ da-se o nome de levantamento de f.

Algumas observagdes devem ser feitas com respeito a um levantamento F'. A primeira
delas é que um levantamento ndo € Unico. Na verdade, para cada f existe uma quantidade
enumeravel de levantamentos, e pode-se provar que dois levantamentos de uma aplicacio
f diferem um do outro por um inteiro. Ademais, F' é um levatamento se, e somente se,
F(z+1,y) = F(x,y)+(1,0). Aqui ndo se fard as demonstra¢des desta proposi¢do nem das
observacdes menciodas acima. Ao leitor interessado recomenda-se a leitura de Devaney [5].

Para facilitar a exposi¢do, define-se a seguir aplicagdes conhecidas como projegdes. Da-
dos dois conjuntos C', C5, denotar-se-a por 7; : C; x Cy — C;, 1 = 1,2, a projecao sobre a

i-ésima coordenada. Isto é, dado (¢, c2) € Cy x Co, mi(c1, ) = ¢;.



Apresenta-se agora a defini¢do fundamental deste estudo.

DEFINICAO 1.1 Uma aplicagdo F : R? — R? (ou ' : R x [0, 1] — R x [0, 1]) € dita twist
uniforme, se e somente se, F' € tal que:

1. F(z+1,y) = F(x,y) + (1,0), para todo (z,y) € R? ou (z,y) € R x [0,1];

2. F é um difeomorfismo de classe C';

3. F'preserva area;

4. existe ¢ > 0 tal que

S

0
0<c< a—yﬂl(F(x,y)) <

5. F preserva as componentes de fronteira, i.e., lim, , 1, F5(x,y) = £00 no caso de R?,

e F(z,i) = i quando i = 0,1 no caso de R x [0, 1].

Observe-se que a primeira condi¢do caracteriza [’ como o levantamento de uma aplicacdo
f:A— A ouf:C — C,deacordo com o que foi dito anteriormente. A condicdo de
preservacdo de drea se traduz, por meio do teorema de mudanca de varidveis, na condi¢do do
moédulo do determinante jacobiano de F' ser igual a 1. Isto em duas dimensdes é equivalente

a condicdo da aplicacdo F' ser simplética. Se se troca a condi¢do 4 por
0<e< 0 (F(z,9))
c< —m x,Y)),
= By 1 Y
a aplicacdo € dita twist monodtona, enquanto que se se troca por

0
0 < —m(F(x,y)),
< gom(F ()
a aplicacdo € dita simplesmente twist.
Como de costume, ap6s uma definicdo apresenta-se um exemplo. Isto serve tanto para

melhor compreensdo da definicdo quanto para mostrar que a mesma faz sentido. Considere-

se a familia de aplicagdes {F} : R?* — IR?},cn definidas por
(@,y) = ( L (2mz) L (2m))
F =(r+y+ in + in :
k(T y THY+ s )y +5s x

Note-se que para qualquer Fj, vale a condi¢do 1. Uma funcdo Fj € injetiva e sobrejetiva,
logo, existe uma inversa [} !. Além disto, como o determinante jacobiano é igual a 1 para
todo (z,y) € R?, pelo teorema da fungdo inversa tem-se um difeomorfismo local. Portanto,

dada a sua bijetividade, tem-se que uma aplicagdo Fj, € um difeomorfismo global. Ora,
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uma aplicagcdo Fj também preserva drea e preserva as componentes de fronteira. Por fim,
observe-se que

%m(F(w, y)) = (%(x +y+ % sin(27zx)) = 1.
Isto mostra que uma aplicagdo F}, satisfaz também a condicdo 4. Logo, ela € um exemplo
de aplicacdo do tipo twist uniforme e € conhecida como aplicacdo standard. A aplicagdo
standard aparece por exemplo em modelos fisicos associados a redes cristalinas [4].

Muito embora a definicao seguida de um exemplo seja uma forma de apresentacdo co-
mum nos textos matematicos, vale ressaltar que na atividade de pesquisa a ordem natural dos
acontecimentos geralmente ndo esta. O caminho mais natural € que a partir de uma classe de
exemplos busque-se uma defini¢do que os generalize.

Uma pergunta natural a se fazer é: por que uma funcio com as caracteristicas descritas ha
pouco é denominada aplicacdo twist? Bem, a palavra twist pode ser traduzida como torcao.
E esta aplicacdo de fato torce? Espera-se que a interpretacdo geométrica apresentada agora
esclareca ao leitor a razdo da nomenclatura empregada.

Sejam x € Re v, : R — RR? a curva definida por 7,(s) = (x,s). A imagem de 7,
v2(R), corresponde a um segmento vertical no plano IR?, a saber, {z} x (—00,00). Ora, a
condi¢do

0
0<c< a—ym(F(x,y))

implica que a imagem da curva ~,, dada por (F(z, s), F»(x, s)), é sobrejetiva na primeira
coordenada. Assim, tal imagem pode ser vista como o griafico de uma funcdo da coorde-
nada z. Como héd também a preservacao das componentes de fronteira, pode-se dizer que a

aplicag@o F' torce as linhas verticais.

1.2 Funcao geratriz
Considere-se agora a aplica¢do ¢ : R? — IR? definida por
o(x,y) = (,2" = Fi(z,y)),
onde F; = m o F.
PROPOSICAO 1.2 A aplicagido ¢ é um difeomorfismo global.

DEMONSTRACAO: Com efeito, seja (a,b) € R? arbitrario. Tomando-se = = a tem-se

na imagem (a, Fi(a,y)), e pela sobrejetividade de Fi(a,.) existe v’ tal que Fi(a,y’) = b.
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Portanto, ¢ é sobrejetiva. Além disto, se (x1, Fi(z1,y1)) = (22, Fi(22,¥2)), entdo z; = x5 €
Fi(z1,y1) = Fi(x1,y2). Mas como Fj (1, -) € estritamente crescente, € injetiva.

Sendo ¢ bijetiva, existe uma inversa ¢—'. Ademais, o determinante jacobiano da aplica-
¢do ¢

det Jy(z,y) =1- gm(F(:c,y)) >c¢>0, paratodo (z,y)¢€ R
Y

Desta maneira, pelo teorema da fungdo inversa e pela bijetividade da ¢, ¢ € de fato um
difeomorfismo global, i.e., uma mudanga de coordenadas.
Q.E.D.

Como conseqiiéncia, a aplicacdo m o ¢! possui uma periodidade. Com efeito, como
po oz, 2) = (z,2), o7 (x,2") = (a,b) é tal que ¢(a,b) = (a, Fi(a,b)) = (x,2').
Portanto a = z e b é tal que Fi(x,b) = 2.

Por sua vez, como po ¢ (z+1,2'+1) = (x+ 1,2/ +1), ¢ ' (x+ 1,2/ +1) = (a,b) é
tal que ¢(a, b) = (@, Fy(a,b)) = (x+1,2’+1). Logo, & = x4+ 1 e bé tal que Fy(z+1,b) =
Fi(z,b) +1 = o/ + 1. Ja que Fi(x,b) = 2/, tem-se pela injetitividade de F}(z,-) que
necessariamente b = b.

Denotar-se-4 75 o ¢! por u e nela vale entdo
wz+ 1,2 +1) =u(z,2)

para todo (z,2’) € R% Em virtude desta periodicidade, a aplicagdo u pode ser projetada
sobre um outro cilindro C’ por meio de uma aplica¢do que identifique os pontos (x,z’) e
(z,7)taisquex =T+ kex' =3 + k,onde k € Z.

Define-se agora um campo de vetores w : R? — R? por
w(z, ) = (—u(z, 2", By(r,u(x,2'))) = (—u(z,2),v(x,2")),
onde F5 = my 0 F'. Ora,
v =my(pod Hw, 2)) = Fy(x,u(z, ).

Tomando-se as derivadas parciais segue-se que

% (z,2") = (% (z, u(z, :1:'))) h



Portanto,

9 e+ Loy = (2 mY 42 /
ax/u(:c,x )+ axv(:c,x) = (auFl(x, u(z, x ))) + 8xF2(:c,u(a:, z'))+
9 o, ulz, o)) - Lu(a, o)

— <6%F1(a;, u(yc,:c’)))1 - G%Fz(xw(x, ')+

0 m) .2 ny. 0 :
— (%Fl(x,u(x,x ))) . %Fg(:p,u(x,x )) - a—xFl(x,u(x,x ).

E, pela condi¢do de preservacgao de area,

) ! ) ) ) )
(%m(z,u)) (1 D Re) LBy + LR

Xz

Fy(z, u))

8 _1
=|=—F 1 —detJ =0.
(5Aitew) (1 det (o)
Provou-se assim que o campo w, definido hd pouco, possui rotacional nulo no plano. Por
conseguinte, pelo lema de Poincaré [3], w € o gradiente de uma fun¢ao A no plano. Em suma,

existe uma aplica¢do h : R? — R tal que

2h(x,ac’) = —u(z,2') e ih(ac,x') = v(z, 7).

ox ox'

Como visto ha pouco

0 0 -
@U(ZL‘,‘T’) = (%Fl(xv U(IL‘,I‘,))) :
Pela hipétese rwist uniforme da aplicacdo I,
0< e < om (Fla,ulw, ') <
c< —m r,u(x, x
J— 8u 1 b 9 —

Segue-se que

, 1

S0<c< —u(r,2) <=

c

1 0
= —z < —@U(ZE,I‘,) < —c<0
Portanto, como
0 0?

o) = =g e ),



1 0?
- <
c — 020z

Observe-se que a aplica¢do h ndo necessariamente detém a propriedade de periodicidade

h(z,2") < —c<0.

da aplicagdo u, a saber, h(x + 1,2’ 4+ 1) = h(x, 2’) ndo necessariamente ¢ valida para todo
(z,2") € R Todavia, para que se tenha tal periodicidade é necessdrio € suficiente que a
integral de linha do campo w = (—u,v) ao longo de qualquer curva que se projete em C’
fechada, de classe C'! por partes e homotopicamente ndo-trivial seja nula.

Ora, sejay : R — R?, ~(s) = (z(s), 2/(s)), uma curva com tais caracteristicas. Assim,

0="h(x+1,2"+1) — h(z,2) /w—/ udx+/
/uda::/vdx’
y gl

Por defini¢do u = my o ¢~ 1, entdo pode-se escrever

/udx— /@ —m@( ))ds,

onde 7 = ¢! o +. Por sua vez, como v =m0 Fo¢p~ler/(s) =m oF oF(s),

Lvd:c’ = LWQ(FO&(S %m(F o J(s))ds.

Portanto,

Assim,
[ 66D SmGE)ds = [ mFoq(s) - Lm(F o3(s)ds

Esta equagdo possui uma interpretacdo geométrica que serd apresentada mais adiante. Por
fim, note-se que y tem as caracteristicas acima se, e somente se, (s + 1) = 7(s) + (1,0).
Acrescenta-se a lista de hipdteses relativas a aplicacdo F' a condi¢do acima e chega-se a

seguinte defini¢ao.

DEFINICAO 1.2 Uma aplicagdo F' é dita twist uniforme exata se, e somente se, I’ é twist
uniforme e para toda curva y : R — IR? C'! por partes tal que (s + 1) = 7(s) + (1, 0) para
todo s € R

[ mali(e) - fmsNds = [ ma(F od(s) - Lm(Foi(s)ds

Observe-se que uma aplicagdo standard é um exemplo de aplicagdo do tipo twist uni-

forme exata. Com efeito, seja ¥(s) = (z(s), y(s)) uma curva de classe C'' por partes tal que
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(s +1) =(s) + (1,0) para todo s € R. Entio,

/0 y(s)%x(s)ds = /0 y(s) + % sin(2ﬂ:p(s))%(:p(s) +y(s) + % sin(27x(s))ds

= /0 y(s)%(:p(s) +y(s) + % sin(2mx(s))ds

™

—|—/0 QE sin(2mz(5))%(:€(s) +y(s) + % sin(27z(s))ds
= /0 y(s)%x(s)ds + /o y(s)%y(s)ds + /0 y(:s)ii sin(27z(s))ds

ds 2w
+/1ﬁ'<2 ()L a(s)d +/1ﬁ'<2 (s)-Ly(s)d
; 27TSln xS d8$8 S ; 27TSII1 TS dSyS S
v S 4T

1 d y(1)
| v tsias= [y,
0 5 v(0)

e como y(0) = y(1), tal integral € nula. Além disto,

Yk d k .
+/0 2_51n(27r;1:(3))d—2— sin(2mz(s))ds.

Note-se que

1 L d z(1) k
/ — sin(2mz(s))—x(s)ds = / — sin(27z)dz,
0 2 ds -

m (0) 2T

e esta integral também € nula. Por fim, observe-se que

/0 y(s)%% sin(27m:(5))ds+/0 ;sin(wa(s))%y(s)ds

™

y(l)% sin(2mz(1)) k
= d(y— sin(2
/y (y o sin(27x))

(0) £ sin(27rz(0))

bem como a ultima integral, para a qual nio se desenvolveu os cdlculos, também sao nulas.

A uma aplica¢do F' twist uniforme exata estd associada um aplicag@o h tal que h(z +

1,2 + 1) = h(z,2’). Logo, assim como a aplicag¢@o u, a aplicagdo h também induz uma

aplicagdo no cilindro C’. Pode-se resumir o que foi feito hd pouco por meio do seguinte

lema:

LEMA 1.1 Seja F' : R? — IR? uma aplicagdo twist uniforme exata. Entdo existe uma

aplicagdo i : R? — IR? de classe C?, denominada fun¢do geratriz de I, tal que:

1 0
1,2’ +1) = ! - -
h(z+1,2"+1) = h(z,2"), e =< Soar

h(z,2") < —c<0

15



onde

—Yy = %h([[’,l’,),
V= (e ),
c
ZL‘/ = Fl(xay)a
y' = Fy(z,y).

Ainda com respeito a esta funcdo geratriz h da aplicacdo F', apresenta-se aqui uma in-
terpretagio geométrica. Seja v : [0,1] — IR? uma curva de classe C'! por partes, y(s) =

(x(s),2'(s)), onde y(0) = (zo, z() € y(1) = (z1, ). Portanto, sabe-se que

h(xq, 2})) — h(xg, zy) = /dh:/—udx+/vdx’.
¥ ¥ ¥

Aplicando-se o teorema da mudanca de varidveis para o difeomorfismo ¢!, pode-se rees-

crever a primeira integral do segundo membro acima como

/—udx :/—ydx
v ¥

onde ¥ = ¢~'oy é uma curva agora no plano (z, y). Assim, vé-se que este termo corresponde
a drea sob a curva 7.
Quanto a segunda integral, novamente pelo teorema da mudanga de varidveis aplicado

agora com relagdo ao difeomorfismo F' o ¢!, segue-se que

/vdx’:/ y’daz’:/ y'da’,
~y Fogp—loy Foy

i.e., este termo corresponde a drea sob a curva F' o 4 que estd no plano (2, y').

Sintetiza-se a interpretacdo geométrica da fungdo geratriz h de F' na proposicao seguinte.

PROPOSICAO 1.3 Seja 7 uma curva de classe C'! por partes no plano (z, %), onde 7(0) =

(z0,%0) € 7(1) = (71, 91). Entdo
h(xq, 2})) — h(xg, ) = / y'dx' — /ydx.
Foy v

Seja p : R? — IR? definida por p(z,y) = (z,y — u(x,z)) = (Z,7). Ora, o médulo
do determinante jacobiano de ¢ € igual a 1 para todo (z,y) € R? ie., |det J,(z,y)| = 1.

Portanto a aplicagcdo ¢ preserva drea. Pelo teorema da fun¢do inversa, como aplicagdo ¢ é
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bijetiva, conclui-se que ¢ é um difeomorfismo global. Observe-se que G = F o ™!, é twist
uniforme e exata tal qual a aplicacdo F'. Além disto, a aplica¢do (G satisfaz uma propriedade
adicional:

G1(x,0) = Fy o p ' (%,0) = x.

Com efeito, se § = 0, entdo y = u(x, ). Assim, tem-se
Gl(x70) = 7T1(G<.T,O>) = 7T1(F © 9071(%70)) = Fl © (l‘,U(l’,x)) =z

Desta forma a aplicacdo G move os pontos do eixo x apenas verticalmente. Sendo assim, os
pontos de interse¢do da imagem por G do conjunto dos pontos (z,0) € IR? consigo mesmo
sao pontos fixos.
Como G é twist uniforme e exata, existe h funcio geratriz de G tal que
0
%h(l‘, IL’I) = GQ(xa y)7
onde G5 = 7y o GG. Em particular,

9,
%h(:c,x) = Ga(z,0) = 0.

nos pontos fixos. Portanto estes pontos fixos de GG correspondem a pontos criticos de h(x, x).

A aplicac@o continua h(z, z) restrita aos pontos x no compacto [0, 1] necessariamente
possui um ponto de minimo z* € [0, 1]. Define-se entdo a aplicagéo composta g = h o T,
onde T € a translagdo 7' : R? — R? definida por T'(z,y) = (x+2*,y +2*). O minimo desta
aplicacdo g se encontra na origem. Ora, g possui as propriedades de h descritas no lema 1.1,
e tomando-se ¢(0, 0) = 0, garante-se que g(x,z) > 0, paratodo x € R. Na verdade, g(z, z’)
é ndo negativa para todo (x, z') € IR?. Isto serd provado a seguir.

Seja (x,2") € R? arbitrdrio. Sejam 7y : [0, 2] — R? a curva definida por y(s) = (s, 0)
(i.e., um segmento horizontal que vai da origem para o ponto (z, 0)), e 3; : [0, u(z, z’)] — R?
a curva definida por ¥, (s) = (z, s) (i.e., 0 segmento vertical ligando os pontos (z, 0) ao ponto
(z,y = u(x,2’))). Por fim, seja 4 a curva dada pela unido 4, U 7;. Deste modo,

o) = gla') = 9(0,0) = [y

Foy

:/ y/dl’/—i—/ y/dl’/
FoAo Foyp

:me—aama/ ww:me+/ e

Foyp Foyy
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Observe-se que pela propriedade rwist, como 7; é uma vertical que sobe no plano (z, y), sua
imagem corresponderd a um grafico que torce a vertical para a direita. Além disto, tal grafico
necessariamente segue por cima da imagem pela aplicacdo G do eixo z. Do contrdrio, ter-
se-ia uma contradi¢do com a bijetividade da aplicagdo G. Entdo pela monotonicidade das
integrais, segue-se o resultado. O caso em que 7; desce no plano (x,y) é andlogo. Basta
notar que neste caso o grafico ird para a esquerda e por baixo. O que foi dito acima resume-

se na proposi¢do abaixo.

PROPOSICAO 1.4 Existe um difeomorfismo ¢ : R? — R? tal que G = F o ¢! é twist

uniforme e exata e satisfaz
.T:Gl(l’,O) € OIGQ(O,O),

o que implica que a origem € um ponto fixo de G. Mais ainda, G estd associada a uma fung¢ao

geratriz g tal que
g(0,00=0 e g(x,2') >0, paratodo (z,7") € R>
Por fim, apresenta-se mais dois resultados relativos a funcdo geratriz.

PROPOSICAO 1.5 Seja G uma aplicagdo com as propriedades mencionadas. Entdo para

qualquer fungdo geratriz g de Gz, tem-se

9w, 75) + 9(wa, 73) — 9 (20, 73) = 9(Ta, 74) = ey — a) (7} — ),
onde c € a constante dada na condig¢do 4.

DEMONSTRACAO: Ora,
82
Oz
Portanto, pela monotonicidade das integrais,

xy,
/ > /.
/ / 8:68’ )_C/m; /ma dxdx

Integrando-se ambos os lados, tem-se o resultado.

g(x,2') > c.

Q.E.D.
PROPOSICAO 1.6 Seja g a funcdo geratriz de G mencionada anteriormente. Entdo

g(x,:z:') > (SL’/ - x)Qv

N O

onde ¢ > 0 € a constante dada na condig@o 4.
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DEMONSTRACAO: Ora,

g(x,2") — g(z, ) / / 8 59 (s,t)dtds,

o(z,7') > g(z,2) + //dtds

O resultado segue do fato de g(x,z) > 0.

logo,

Q.E.D.
Estes dois ultimos resultados s@o particularmente tteis no estudo de bilhares. Este topico
ndo serd apresentado aqui, porém pode ser encontrado na secdo 1.4 da referéncia funda-
mental [4]. Apresentou-se até aqui basicamente o que se encontra na se¢do 1.3 da mesma
referéncia acrescido de maiores detalhes e explicagdes. Assim, o autor espera que ao final

desta leitura, o leitor se encontre preparado para eventualmente seguir no estudo de bilhares.
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CapiTULO 11

ULTIMO TEOREMA
GEOMETRICO DE POINCARE

Come on, let’s twist again
like we did last summer!
Yeah, let’s twist again

twistin’ time is here!

— Kal Mann and Dave Appell

STUDA-SE neste capitulo uma versdo para aplicagdes do tipo twist mondtona do re-
sultado que ficou conhecido como o ultimo teorema geométrico de Poincaré. Na
verdade, no ano de 1912, Poincaré apenas conjecturou tal resultado que em sua versao origi-
nal assumia uma hipdtese mais fraca do que a rwist monétona. O tltimo teorema geométrico
de Poincaré s6 veio a ser demonstrado mais tarde: primeiro por Birkhoff e anos depois por

Brown and Neumann [1].

A versdo apresentada adiante segue o que se encontra em [4] e [1], e tais referéncias por

sua vez seguem as idéias de Le Calvez [6] e Casdagli [7].

Antes do enunciado e da demonstragdo deste resultado, se faz necessdrio o conhecimento
dos conceitos de 6rbitas p/g-periddicas e de nimero de rotagdo. Estudar-se-a tais conceitos

nas seg¢des seguintes.



2.1 Orbitas periddicas

Seja FF: R? - R?* (F : R x [0,1] — R x [0,1]). Denotar-se-4 a composi¢do de F’
consigo mesma um nimero n — 1 de vezes por £, bem como a composi¢do de sua inversa
consigo mesma um nuimero n — 1 de vezes por ", onde n > 2 e n € IN. Além disto,
F! = F e FY ¢ definido como a identidade.

Lembre-se que A = R/Z x [0,1] é 0o anel e C' = R/Z x R ¢ o cilindro, conforme

definidos no capitulo anterior.

DEFINICAO 2.1 Seja f: C — C(f: A— A)e z € C (z € A) arbitrario. Ao conjunto de

pontos
{f'(z) i€z},

que sera denotado por o(z, f), dd-se o nome de érbita de z por f.

Na definicdo a seguir, I’ corresponde a um levantamento de uma aplicacdo f.

DEFINICAO 2.2 Sejam F : R? - R?*(F : Rx [0,1] - Rx [0,1)eZ € R?, (Z €
R x [0, 1]). Ao conjunto de pontos

{F'(2) + (j,0) :4,j € Z},
que serd denotado por oe(z, F'), dé-se o nome de érbita estendida de Z por F.
Como a F' : R? — R? é um levantamento de uma aplicagdo f : C' — C, note-se que
co(z, F) =TT\ (o(z, ),

onde I1(Z) = 2. Assim sendo, pode-se olhar para uma 6rbita estendida de um ponto em R?
como um levantamento de uma 6rbita de um ponto em C. Reciprocamente, uma 6rbita de

um ponto em C' pode ser vista como a projecio de uma 6rbita estendida em IR?.

DEFINICAO 2.3 Sejam f : C — C (f : A — A)e z € C (z € A) arbitrario. O ponto z é

dito g-periédico se, e somente se, existe ¢ € IN, ¢ > 0 tal que
f1(z) = =.

DEFINICAO 2.4 Sejam I : R? — R?(F : Rx[0,1] = Rx[0,1])e z € R? (z € Rx]0, 1]).

O ponto Z é dito p/q-periddico se, e somente se, existem p, ¢ € IN, p, ¢ > 0 tais que
Fi(2) = 2+ (p,0)
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Ora, para um ponto g-periodico z

o(z, f)={f(z):i=0,1,...,q — 1},

e para 2

eo(Z,F) = {F'(2) + (j,0) :i=0,1,...,g— 1; j € Z}.

Observe-se que dado um ponto p/g-periddico Z, sua projecdo I1(Z) é um ponto g-periédico
de f. De fato,
froll(z) = ITo F¥(2) = TI(Z + (p, 0)) = II(2).

Além disto, o nimero p indica quantas voltas sdo feitas em torno do cilindro (anel) até que
se tenha a periodicidade ¢ no cilindro (anel). Por fim, note-se que se Z € R? (2 € R x [0, 1])
¢ ponto p/q-periddico de F, entdo é também kp/kg-periddico, k& € IN. A prova desta

afirmacdo pode ser obtida por inducdo.

2.2 Numero de rotacio

DEFINICAO 2.5 Seja FF: R? -5 R? (F: Rx[0,1] = Rx[0,1]) ez € R* (z € R x |0, 1)).

Considere-se o limite
Fn it
lim T 1(F(2))

n—oo n
Se este limite existe, entdo denote-o por p(Z, F') e denomine-o por nimero de rotacio de 2

sob F'.

Se Z € um ponto p/g-periddico de F', entdo o nimero de rotagdo p(Z, F') existe e é igual a
p/q. Com efeito, dado n € IN arbitrdrio, pode-se escrever pela divisdo euclidianan = mg+i,
onde 0 < i < q— 1. Ora, F"(Z) = F'(Z) + (mp, 0). Deste modo,

Fn(z Fi(z
o M) m(FYE) + (mp, 0))
n—00 n n—00 mq + 1

Ora, observe-se que quando n — oo necessariamente m — oo. Seja ¢ fixado. Para cada

subseqiiéncia
{Wl(Fi(i’) + (mp, 0))}
mq +1i meN
tem-se
iy M)+ (mp0) <W1<Fi<z)> L ) _r,
m—o0 mq +1 m—00 mq 1 mq +1 q
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Assim, dado € > 0, existe um M; € IN tal que para todo m > M,

(Fmati(z
i (F (z)) _P_
mq + q
Seja N = ¢(1 + max;{M;}). Deste modo,
(Fn(3
m(F'() _p|
n q

paratodon > N.
Seja go : R? — R? definida por go(z,y) = (z+y,y). Para todo ponto (z,y) € IR? existe
o numero de rotacdo e o mesmo € igual a y. De fato,

i M@0 (2) o omrtnyy) L wtny

n—o0 n n—00 n n—o0 n

Por fim, seja F' : R x [0, 1] — R x [0, 1]. Restringindo-se F' as componentes de fronteira

(i.e., o conjuntos dos pontos com y = 0 ou y = 1) tem-se duas aplicacdes,a saber,
Flyeo:R—->Rx{0} e Fl,o1:R—=Rx{l}.

Defina-se entdo hg = m o F'|,—¢ e hy = 1y o F'|,—1. Observe-se que h;(z + 1) = h;(x) + 1,
1 = 0, 1. Com efeito,

hi(x +1) = m (F(x +1,1))

Como F é levantamento, i.e., F'(z + 1,i) = F(z,i) + (1,0),
m(F(x+1,1)) = m(F(z,i) + (1,0)) = m(F(x,7)) + 1 = hi(x) + 1.
Ademais, pode-se provar por indugdo que
hi(x+1)=hi(z)+ 1.

Além disto, h; é continua e existe uma h, V' — 7, o F~! 0 1 também continua, onde ¢ é uma
inclusdo

t:R—= R x {i}
dada por «(z) = (z, ). Logo, h; ¢ um homeomorfismo.

Seja x € IR arbitrario. Considere-se o limite
hi' ()

lim ——=
n—o0 n

e suponha que este existe. Se isto acontece, este limite independe do ponto x € R. Com

efeito, sejam z, y € IR onde este limite exista. Entdo existe m € Z tal que

m<z—y<m+l.
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Portanto,
y+m<zr<y+m+1.

A aplicacdo h; € estritamente crescente, portanto

By +m) < B2(x) < BE(y +m o+ 1).
Como hl"(z + 1) = h?*(z) + 1,

hi(y) +m < hif(z) < hi(y) +m+1

donde
m < h(x) —hl(y) <m+ 1.
Dividindo-se por n a desigualdade anterior, tem-se

m_ W) = hify) _m+]
n n n

Tomando-se o limite quando n — oo, segue-se o resultado.

Vai-se mostrar agora que tal limite existe. Observe-se que se existem z € R, m,r € Z
tais que h]"(z) = =+, este ponto é m/r-periédico por F'. Portanto, este caso ja foi provado
anteriormente.

Supde-se entdo que para todo x € IR e para todos m,r € Z, tem-se
R () # x + .
Fixe um x € R e um m € Z. Pelo principio da boa ordenacdo, existe r,, € Z tal que
T4, < h'(z) <z+r,+1,

i.e.,

Tm < hi'(z) —x <7y, + 1
Note-se que pelo teorema do valor intermedidrio esta desigualdade se mantém para todo
z € R. Com efeito, se existisse um y € R tal que r,, > h"(y) — y, a continuidade da
aplicacdo h"(-) — id(-) implicaria na existéncia de um ponto z tal que r,,, = h*(2) — 2.

Considere-se o caso particular em que = = 0. Note-se que
Ny < hPM(0) < n(rp, + 1).

Com efeito, para o caso inicial n = 1, como r,, < hi*(z) — x < rp, + 1 para todo z € RR,
tem-se

rm < h'(0) <7y + 1
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Suponha que seja vélida a desigualdade para um n > 1 arbitrario
nrm < hi™(0) < n(ry, +1).
Como 1y, < A" TV™(0) = A (0) < 1y + 1, segue-se que
(N4 1)rm < T+ BP™(0) < K" ™(0) < 1 4+ 14 BP™(0) < (n+ 1) (rp + 1).

Assim, tem-se
rm _ hy™(0) < (rm +1)

— <
m nm m
e
m R0 m 1
rm_WP(O) _ (1)
m m m
Portanto,
hi™(0)  h{"(0) A
nm m m

Agora, Trocando-se os papéis de n e m, tem-se

hm(o) WO)’ 1

nm n n

Assim, pela desigualdade triangular,

() h?(O)‘ _1,1

m n m n

Logo, tem-se um seqiiéncia de cauchy em IR. Portanto tal seqiiéncia converge.

DEFINICAO 2.6 Sejam I : R? — R?*(F : Rx[0,1] = Rx[0,1])e z € R* (z € Rx]0, 1]).
Entdo Z € dito ponto monétono se, e somente se, para todos pontos 2y, 2y € oe(Z, F') tais

que 7T1(21) < 7T1(22) vale 7T1(F(21)) < 7T1(F(22))

Dito de outra maneira, um ponto Z € monétono quando a aplicacdo F' preserva a ordem

na primeira coordenada entre os elementos de sua dOrbita estendida.

PROPOSICAO 2.1 Sejam F' : R? - R?* (F : R x [0,1] - Rx [0,1) ez € R (Z €

R x [0, 1]) um ponto mondtono por F'. Entdo p(Z, F') existe.

DEMONSTRACAO: Primeiro, provar-se-a por indu¢do que dado Z ponto mondtono e

fixado n € IN, tem-se
m(2) + mr, <m(F"(2)) < m(2) + m(r, + 1),
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para todo m € IN.

Sejan € IN fixo. Considere-se o caso em que m = 1. Pelo principio da boa ordenagdo,
existe r,, € Z tal que

m(2) +rn < T (F"(2)) < m(2) +r, + L.
Agora, suponha que a afirmacao seja valida para m > 1 arbitrdrio,i.e.,
m(2) + mr, < m (F"(2)) < m(2) + m(r, + 1),
Ora, se as desigualdades forem estritas, como Z é ponto mondétono,
m(2) + (m 4+ 1)rn, < 7 (F™(2)) + mry, < m (FPMHD(3))
<m(F*"(2)+(m+1D(r,+1) <m(2) + (m+ 1)(r, + 1),

provando-se entdo a afirmacdo. Por outro lado, se

m1(2) + mr, = m (F"(2)),
entdo necessariamente Z + (mr,,0) = F"™(Z).

Do contrdrio, se m(Z + (mry,,0)) <
mo(F™™(Z)), entdo pela aplicagdo inversa F'~! segue-se que

T (F7Y(E + (mry, 0))) < m (F~H(EF™(2)).

Isto € absurdo com a hipétese de Z monétono. O caso em que o (Z+(mry,, 0)) > mo(F™™(2))
€ provado de maneira similar. Logo,

(%) + (m + D)1, < 1 (F™(Z 4 (mry, 0))) = m (F D (2)).

Assim, dividindo-se por nm tem-se

rn . m(F"™(2)  m(3) _ mt1
n nm nm

n
Em particular, para o caso em que m = 1,

o m(E) _m) o+l

n n n

n
Trocando-se os papéis de m e n, obtém-se de maneira similar

Tm T (F"™(2)) B m(2) _ T + 1‘

m nm nm

m

'm m(F™(2))  m(2) - T + 1_

m m

m m
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Portanto,

m(F™(3) mE))  (mEME) mE)|_ 1
. ‘( nm nm ) ( m m ) = m
’(ﬂl(IZ:(i)) _ W;i)) _ (Wl(F:(é)) _ 7T1n~)> < %

Assim, pela desigualdade triangular

’(Wl(F”(f)) B 7T1(5)> B <7r1(Fm(2)) B 7?1(5))’ PR

n n m m

Portanto, esta uma seqiiéncia de Cauchy em IR, logo converge. E como esta sequéncia acima

{Wl(F"(i’))}
n nelN

converge,

também converge.

Q.E.D.

PROPOSICAO 2.2 Seja {F, : R? — R?*},,en ({F, : R x [0,1] = R x [0, 1]},en) uma
seqiiéncia de aplica¢des do tipo twist monétona tal que lim,,_, F,, = F na topologia C°,
onde F' € também rwist mond6tona. Suponha que para todo n € IN existe Z,, ponto monétono
por F,, e tais que a seqiiéncia {Z,} converge. Entdo Z = lim,,_,, Z, é um ponto monétono

por Fle p(Z, F) = lim, o p(Zn, ).

DEMONSTRACAO: Suponha por absurdo que Z ndo € ponto monétono por F. Entdo

existem ¢, j, k e [ € IN tais
Wl(FZ(,%)) + k< 7T1(F](5» + l,

mas

T (F(E) + k> (FIT(2) + L
Como F,, — F natopologia C° e Z, — Z, existe um N € N tal que para todon > N
T (FN(Z) +k < m(Fi(5)) + 1.
Portanto, pela monotonicidade de cada z,,,
T(F (5)) + k< m(FST(5) + L.
Assim, tomando-se o limite quando n — oo tem-se que
T (F ) + k< m(FIT(2) + L
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Logo,
T (F(E) + k= m (F7TY(Z)) + L.

Observe-se que a inversa F'~! € twist no sentido inverso. Conseqiientemente, como
T (F'(2) + k < 1 (FI(3)) +1,

necessariamente

T (F'(2)) > ma(FITH(2)).
Agora pela propriedade twist da F', segue-se que
T (FP2(2)) + k > m (F72(2)) + L.
Como F,, — F na topologia C e z, — Z, existe M € IN tal que Vn > M
m(F2(5)) + k> m(FI2(5) + 1,

o que contradiz a monotonicidade de Zz,,. Portanto z é de fato ponto mondétono.

Dado n, sabe-se que para todo i existe r,, € Z tal que
mi(Z) + 17 < m(FiE) < m(Z) + it

Entao,

1

)

n n+1
L
7 )

p(Zn, F) € {

Os nidmeros r}' podem ser escolhidos independentementes de n. Com efeito, jd que Z é um

ponto mondtono por F', escolhe-se r tal que
m(2) + 1 < T (FY(2)) < m(Z) +ri + 1.
Jaque F'(z,) — F'(Z), tem -se
m1(Z) +ri — 1 <m(Fi(Z)) < m(3,) +r+ 2.

Entao

i— 17
p(én,Fn)G[ri ,T;r ]

para n suficientemente grande.

Q.E.D.
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PROPOSICAO 2.3 Seja {F), : R* — R?} (ou {F, : R x [0,1] — R x [0,1]}) uma
seqiiéncia de aplicag¢ds do tipo twist monétona tal que lim,,_,, F, = F na topologia C°.
Sejam p, ¢ € Z relativamente primos. Suponha que para todo n € IN existe Z,, ponto p/q-
periédico por F,, e {Z,} converge. Entdo Z = lim,,_,, Z, é um ponto p/g-periddico por F'.

Ademais,

1. para todo n € IN suficientemente grande, z,, ¢ mondtono por F}, e por conseguinte Z €
mondtono por f ou
2. para todo n € IN suficientemente grande, z,, ndo é mondtono por £}, e por conseguinte

Z ndo € mondtono por F'.

DEMONSTRACAO: Sejan € IN arbitrario. Como por hipétese Z € A é ponto p/q-
periddico por F,

Fl(z,) = Z, + (p,0)

Assim, tomando-se o limite quando n — oo, segue-se que
F4(z,) = 2+ (p, 0),

i.e., Z é um ponto p/q-periédico.

Suponha que existe uma subseqiiéncia {Z,, } de pontos monétonos por F,, . Ora, pela
proposi¢do anterior Z ¢ um ponto mondtono.

Agora, suponha que existe um subseqiiéncia {Z,, } de pontos ndo monétonos por F,,, .

Entdo para cada ny, existem ¢y, , Jn, € [,, tais que
T (Fart (Zny)) < 7 (Fai (o)) + by

mas

ing, +1 - 1~
T (Fa " (a)) 2= (P (2n,)) + oy

Como cada Z,, é ponto p/¢-periddico, pode-se assumir que 0 < 7,,,, j,, < qe 0 <1, <p
Ora, o conjunto das triplas (i,,, jn,. s, ) € finito, consequentemente pode-se escolher uma

subseqiiéncia {z,, } onde a tripla ¢ sempre a mesma, Portanto, tomando-se o limite tem-se
m(F(2) < m(F(2) +1,
i (F(2)) > m (FITY(3)) + L.
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Se m (F(2)) < m(F’(Z)) + , entdo Z é ndo mondtono. Se m(F(2)) = m (FI(2)) + L,
como Z é ponto p/q-periddico F*(Z) # F’(Z) + (1,0). Assim, para que m;(F*"!(2)) >
71 (FI*1(Z)) + [, necessariamente o (F*(2)) > mo(F7(2)) + L.

Observe-se que F'~! é twist no sentido contrario, portanto
m(Fi_l(,%)) > ﬂl(Fj_l(é)) + 1.

Isto mostra que z € ponto ndo mondtono.

Mostrou-se assim que se existe uma subseqiiéncia de pontos monétonos que converge
para z, entdo Z € mondtono e que se existe uma subseqiiéncia de pontos nao mondtonos que
convergem para z, Z € ndo mondtono. Portanto, necessariamente existe um N € IN tal que
que para todo n > N. Todos os pontos da seqiiéncia {Z,} sdo sempre mondtonos ou sdo
sempre ndo mondétonos.

Q.E.D.

2.3 Ultimo teorema geométrico de Poincaré

Assume-se que a para projecdo f : A — A (f : C' — () de uma aplicagdo twist
mondtona F' é tal que para toda curva continua I" fechada, simples, contida no interior de A

(ou no interior de C') e homotopicamente nao-trivial vale

FO)NT #0.

Observe-se que se uma projecdo f de uma aplicacdo twist mondtona € tal que preserva
drea num anel ou exata num cilindro, entao esta satisfaz a propriedade enunciada acima. Com
efeito, caso contrdrio, i.e., se f(I') NT" = ()., entdo f(T') e " delimitariam uma regido com
area ndo-nula, o que entraria em contradicdo com as hipdteses de ser exata ou de preservar
area.

Como visto anteriormente, numa aplica¢do twist monétona F' : R x [0,1] — R x [0, 1]
que fixe as componentes do bordo, a restricdo ao bordo induz um homeomorfismo entre
circulos. Ademais, a cada bordo estd associado um nimero de rotagdo. Denota-se por 00,

01 os bordos do anel A e assume-se que

po = p(flao) < p(fla1) = p1

Define-se a seguinte nota¢ao
K(pa Q) - {(xay) eC: Trl(Fq(‘%vg)) - ﬂ-l((‘%vg)) +Dp, onde H(‘%)g) = ($,y)}7
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onde II € a projecdo do plano sobre o cilindro definida no inicio deste texto. Simplifica-se

assim o enunciado da proposi¢do seguinte.

PROPOSICAO 2.4 Seja p/q € Q arbitrério no caso do cilindro, e p, < p/q < p, no caso
do anel. Entdo K (p, ¢) contém um compacto conexo C'(p, ¢) cujo complemento possui pelo

menos duas componentes conexas: a relativa ao fim superior e a relativa ao fim inferior.

DEMONSTRACAO: Vejamos primeiro o caso do cilindro. Para tanto, considere-se uma
aplicag@o no levantamento:
¢ : R — R?
definida como explicado a seguir.

Seja ¥ € R. Tome o conjunto de pontos {Z} X (—o0,00). Em seguinda a sua imagem

pela F', F({Z} x (—o0,00)). Pela condigdo rwist monétona,
F({x} x (=00,00)) N {z + p} x (—00,00)) # 0.

Ademais, é um conjunto unitdrio. Assim, define-se ¢(Z) como sendo este elemento desta
interse¢ao.

Como F' é um homeomorfismo, tal fungdo ¢ é continua. Por conseguinte, ¢([0,1]) é
compacto e conexo. Logo, como K (p, 1) é justamente a proje¢do de ¢([0, 1]), segue-se que
K(p, 1) é também conexo e compacto. Todavia, no caso em que ¢ > 1, K(p, q) pode ndo
ser conexo. Encontrar-se-d4 um subconjunto de K (p, ¢) com as propriedades mencionadas na
proposic¢ao.

Define-se a notagdo
Or={(z,y) € C:m(F(7,9)) < m((Z,9)) + p, onde I1(7,9) = (,y)}.

Note-se que O, € aberto de C.

No caso de um cilindro, observa-se que para qualquer = € IR fixo, tem-se:

lim mo(F%(z,s)) = lim m(F9(z,s)) = oo

s—=o0 s—=to0
onde o resultado acima € conseqii€éncia da condicdo twist monétona e do fato de que
lim Fy(Z,s) = foo.
s—=Fo0
Assim, existe uma constante B positiva suficientemente grande, tal que:

0,5 (S x (—00,—B)) e O,N(S' x (B,)) = 0.
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No caso do anel, pode-se provar que O; contém uma vizinhanga de 9, e O; ndo intersecta
dy. Denote-se por O, a componente conexa de O; contendo o aberto S* x (—oo, —B) no
caso do cilindro ou a componente que contém Jy no caso do anel, e por O3 a componente
conexa de C'\ O, contendo o aberto S x (B, oo) para o cilindro ou A \ O, contendo 9; no
caso do anel. Ora, O3 € um conjunto fechado e limitado, logo é compacto. Além disso, da

defini¢do de O, temos para todo z pertencente a fronteira de O3

T(F1(2) =m((2)+p = C.q) C K(p,q)

Q.E.D.
PROPOSICAO 2.5 Se z € f(C(p,q)) N C(p,q)), entdo Z é um ponto (p, q)-periddico.
DEMONSTRACAO: Sendo F do tipo wist mondtona,

F({m(F~(2))} x (—00,00)) N {m(2)} x (—o0,00) = {2}.
Seja z € f(C(p,q)) N C(p.q)). Ora, como f~'(z), 2 € C(p, q),

m(FU(2) =m(2) +p e m(FH(Z) =m(F'(2) +p
Assim, pela primeira afirmago

{F1(2)} = F{m(F"(2))} x (—00,00)) N {mi(F(2))} x (—00, 00)
e por conseguinte,
{F1(2)} = F({m(F~(2)) + p} x (—00,00)) N {mi(Z) + p} x (—00, 00)

{F1(2)} = F{m(F(2) + (p,0))} x (—00,00)) N {mi(Z + (p, 0))} x (=00, 00).

Mas como F~! é um levantamento, F~!(2) + (p,0) = F~1(Z + (p,0)). Portanto
{F(2)} = F{m(F (2 + (p, 0))} x (=00,00))) N {m1(Z + (p, 0))} x (—00, c0).
Por fim, novamente pela primeira afirmagao

{F1(2)} = {2+ 0)}.

Q.E.D.
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TEOREMA 2.1 Seja p/q € Q: arbitrério no caso do cilindro, e p, < p/q < p, no caso do

anel. Entdo F' possui pelo menos uma 6rbita p/g-periddica.

DEMONSTRACAO: pela proposicdo anterior é suficiencte mostrar que

f(C(p,q))NC(p,q) #0

Assim, por absurdo suponha que ndo. Neste caso C'(p, ¢) é o bordo de uma aberto homeo-
morfo a C' (ou A) e existe uma curva fechada simples v C C' que circunda C, tal que C'(p, q)
pertence a uma componente conexa de v“ e f(C(p, q)) pertence a outra. Mas isto implicaria
que f(v) N~y # 0, o que é uma contradig@o.

Q.E.D.
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CapriTUuLO III

CURVAS INVARIANTES

Well, shake it up baby, now!

Twist and shout!

— Phil Medley and Bert Berns

FINALIZANDO—SE este estudo, apresenta-se neste capitulo uma prova do resultado co-
nhecido como teorema da curva invariante de Birkhoff. Este resultado foi provado
pela primeira vez pelo préprio Birkhoff, porém provas com uma notagdo mais moderna po-
dem ser encontradas [1]. A prova apresentada adiante, segue de perto as idéias de [4],muito

embora algumas passagens sejam feitas de maneira distinta.

Na secdo seguinte enuncia-se e prova-se o teorema de Birkhoff cujo coroldrio é que toda

curva invariante contida num cilindro pode ser vista como o grafico de uma fun¢do definida

em R/Z.



3.1 Teorema de Birkhoff

TEOREMA 3.1 (BIRKHOFF) Seja f : C — (' a projecdo de uma aplicagdo fwist moné-

tona. Seja U C C aberto tal que

1. U é um subconjunto homeomorfo ao cilindro '
2. U é invariante por f;

3. existem a,b € R a < btais que R/Z x (—o00,a] C U C R/Z x (—o0, b).
Entdo a fronteira de U, OU, é o grifico de uma fung¢do de Lipschitzy : R/Z — R.

DEMONSTRACAO: Quer-se provar que U é o grafico de uma v : R/Z — R. Para
tanto € necessdrio que a cada ponto x € IR/Z se associe um ponto (z) € R tal que o par
(x,v(x)) € OU e que ndo haja outro ponto em QU cuja primeira coordenada seja igual a x.

Ora, como conseqiiéncia da terceira hipétese, partindo-se de um ponto (z, a) e subindo-
se por uma vertical, em algum momento sair-se-d de U. Assim, seja v : R/Z — R definida
por v(z) = sup{y € R : z x (a,y] C U}. Note-se que o par (z,v(x)) estd na fronteira de
U. Vai-se entdo provar que m; : OU — IR/Z ¢ injetiva, e por conseguinte concluir-se que
OU ¢ de fato o grafico da aplicacdo 7.

Seja U; = 7 Y(U), i.e., o levantamento do aberto U ao plano R?2. Como a proje¢do é
continua, U; é também aberto. Além disto, ja que U é o homeomorfo a C', € induzido um
homeomorfismo no levantamento entre U; e R? = 7T71(C). Portanto, conclui-se que U; é
conexo e simplesmente conexo. Ademais, U; € invariante por um levantamento F' de f e por

translacdes horizontais por valores inteiros, i.e.,
Ur+(1,0) ={(z,9) + (1,0) : (z,9) € U1} = VL.

Seja V- = {(Z,9) : (Z,7) € Up,Vy' € [a,y]} o subconjunto dos pontos de U; que se
conectam por verticais ao conjunto R x {a}. Pela maneira como foi definido, V' € conexo por
caminhos. Mais ainda, V' € aberto (para se convencer deste fato, lembre-se que o segmento
vertical que vai de um ponto qualquer em V' a R x {a} é um conjunto compacto).

Tendo em vista a tese de OU como grafico de uma funcgio, necessariamente todos os
pontos de U; seriam ligados por verticais a R/Z x {a}. Isto é, U; = V. No que se segue,
serdo apresentados lemas que culminam com a conclusio de que U; = V. Dar-se-4 agora o

primeiro passo neste caminho. A demonstracao serd feita a partir dos lemas a seguir.
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LEMA 3.1 Sejam [ = [z, 23] um intervalo e y € R tais que (z1,y), (z2,y) € VeI x
{y} C Uy, entdo I x [a,y] C Uy.

DEMONSTRACAO: Considere-se o perimetro retangular formado pela unido dos sub-
conjuntos I x{y}, I x{a}, {x1}x[a,y], {x2} X [a, y]. Por hipitese, este perimetro retangular
estd contido em U;. E de fato, toda a regidio I x [a, y| estd contida em U;. Do contrdrio, tal
curva fechada ndo seria contrictil a um ponto e isto contradiria o fato de U; ser simplesmente
Conexo.

Q.E.D.

Considere-se o subconjunto dos pontos p € U, tais que toda vizinhanga aberta de p
contém pontos em V' e no complemento de V em Uy, U; \ V. Denomina-se tal conjunto como
a fronteira de V' em U, e denota-se por Oy, V. O Lema a seguir apresenta uma caracterizagao

para tal conjunto.

LEMA 3.2 A fronteirade V em Uy, 0y, V, € a unido disjunta de segmentos verticais .S, com

extremidades em OU; .

DEMONSTRACAO: Seja Z € 0y, V. Como V € aberto, Z ¢ V, i.e., Z ndo se liga por

uma vertical ao conjunto R x {a}. Observe-se que existe um subconjunto

{m(2)} x (91, 92)

onde m3(Z) € (¥1,92), contido em Uy, e tal que (m1(2), §1), (m1(2), g2) € OUs: (m1(2), 91) €
o primeiro ponto fora de U; descendo a vertical (1(Z), mo(2) + s) e (m1(Z), §2) € o primeiro
ponto fora de U; subindo a vertical (1 (2), m2(2) + ), s € (—00, 00).

Ora, 7 existe pelo fato de Z ¢ V', e ¢, pela hipdtese que
da, b€ R, a<b taisque R/Z x (—o0,a] CU C R/Z x (—o0, b)].

Denota-se este subconjunto referente ao ponto Z, {m(2)} X (71(Z2), 92(2)), por S;.

Deste modo, provou-se que

Ve |J s

EéaUl Vv

Reciprocamente, seja

w E U Sg,

268U1 |4
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i.e., w € S; para algum Z. Entdo w € Oy, V. Parece-me simples para o leitor se convencer

desta afirmacdo. Portanto,

U Sz C 8U1V.
ZGaUl |4
Além disto, pode-se afirmar que
00,V = Sa-

onde os subconjuntos S, sdo disjuntos entre si, ja que dois subconjuntos deste tipo com
intersec@o ndo-vazia coincidem pela maneira que foram definidos.
Q.E.D.
Ademais, se p € S, entdo toda bola centrada em p € subdividida em dois abertos: um

contido em V' e outro contido em U; \ V.

LEMA 3.3 Para todo «, U; \ S, € a unido de duas componentes conexas, uma das quais é

disjunta de V. Além disto,

[(UL\ Sa) N (UA VIO [T Sp) N (U \ V)] = 0,

para todo o # [3.

DEMONSTRACAO: Tome um ponto z € S,. Como U; € aberto, existe um subconjunto

[m1(2) = 6,m(2) — 0] x {ma(2)}

contido em U;. Note-se que (71 (Z) — d, m2(Z)) ou (m1(2) + 6, m2(2)) estd contido em Uj \ S,
e ndo estd em V. Sem perda de generalidade, pode-se dizer que seja (m1(Z) — J, ma(2)).

Agora suponha por absurdo que a componente conexa dos pontos de U; \ S, que ndo
estdo contidos em V' ndo seja disjunta de V. Neste caso poder-se-ia construir uma curva
fechada a partir de (71 (Z) — 6, m2(2)) que néo € contrdctil a um ponto. Ora, isto contradiria o
fato de U, ser simplesmente conexo. Portanto, de fato U; \ S, € a unido de duas componentes
conexas, uma das quais € disjunta de V.

Por fim, note-se que se [(U1 \ So) N (U1 \ V)] N [(U1 \ Ss) N (U \ V)] # 0, novamente
obtém-se uma curva fechada nao-contractil a um ponto.

Q.E.D.
Denota-se por £, as componentes conexas ndo contidas em V' que se encontrem a es-

querda de um dado S,, e por [?3 o andlogo a direita. Ademais, denota-se o fecho de E,
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em U; (i.e., B, US,) por E_aUl. Para os conjuntos do tipo 73 define-se o fecho, R_ﬁUl, de

maneira andloga.

LEMA 3.4 Sob as hip6teses do teorema de Birkhoff,
FV)NE, " =F ' (V)NR; " =0.

DEMONSTRACAO: Seja Z € V arbitrario. Considere-se o segmento vertical {7 (2)} x
(—o0, m3(2)]. Pelainvariancia do conjunto U; por F, F'({m(Z)} x (—00, ma(Z)]) estd contida
em U;. Além disto, conjunto F'({m(2)} X (—o0,m(2)]) é conexo, pois é a imagem pela
aplicagdo continua F' do conexo {m(2)} X (—o0, m(Z2)].

Afirmo que a imagem de Z ndo estd num conjunto E_aUl. Caso contrdrio, 0 conexo
F({m(2)} x (—o0,m(2)]) estaria todo contido em E,”". Como F preserva os fins do
cilindro, em algum momento F'({m(2)} X (—o0, m(Z)]) intersectaria R x {a}. Ora, e isto
contradiria o lema anterior.

Q.E.D.

COROLARIO 3.1 Sob as hipéteses do teorema de Birkhoff,

FYE NV =FR;" )NV =0.

DEMONSTRACAO: Se houvesse 2 € F~1(E, )NV, entio F(3) € F(V)NE, . Isto

contradiria o lema que se acabou de provar.
Q.E.D.

Denota-se por E a unido dos conjuntos do tipo F,,,

E=|JE.,

e de maneira andloga define-se o conjunto /2 como a unido dos conjuntos do tipo [73. Além

. —U1 . . . —U; . ..
disto, denota-se por I/~ a unido dos conjuntos do tipo £, . De maneira similar define-se

R

LEMA 3.5 Sob as hipéteses do teorema, F-'(E' )N R ' = F(R ' )NE" =0

DEMONSTRACAO: Suponha por absurdo que F' *1(EU1) nE" # (). Entéo
FYE,")NR;" #0
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para algum par («, ). Como E_OCU1 é conexo, pela continuidade da aplicagdo F'~!, a sua

U1)

. 1 < £ . - U1 £
imagem F~1(E, ) também o é. Assim, como Rz = é também conexo, segue-se que neces-

sariamente

F(E, ) C Ry "
Considere-se o subconjunto S, C E_aUl. Seja a € S,. Note-se que se f~!(a) € Rg tem-
se um absurdo, pois neste caso haveria um elemento b € Rg tal que b € F~1(V). E se
/7' (a) € Sj pela condigdo twist (no sentido contrdrio) da aplicagdo F~!, também tem-se
um absurdo. Portanto, F'~! (EUI) NR™ = 0. A outra parte do lema € demonstrada de forma
analoga.

Q.E.D.

LEMA 3.6 O conjunto U; € iguala V.

DEMONSTRACAO: Vai-se provar que os conjuntos £ e R sdo de fato vazios. Tem-se
até entdo que F! (E_aUl) estd contido em E_QU1 e que I (R_BUI) estd contido em R_ﬁUl.

Suponha por absurdo que R # (). Entdo exite um Ry ndo-vazio. Como F (ﬁUl) estd
contido em " , entdo F' (R—ﬁ/Ul) estd contido em R . Conseqiientemente, pela conexidade
dos conjuntos do tipo R_ﬁUl, F (R—ﬁ/Ul) estaria contido em R—BuUl para algum 3",

Seja a € Sg arbitrario. Se F'(a) ¢ interior a Rg» ha um aberto de F'(V') contido em
R e isto contradiz a preservagdo de drea. Se F'(a) € S também tem-se uma contradigdo.
Portanto, R = (). Para F, demonstra-se de forma andloga.

Q.E.D.

Resta apenas notar que nao hd segmentos verticais em U;. Afinal, isto implicaria na
existéncia de conjuntos do tipo R ou E,,. Portanto, de fato tem-se que y(z) = sup{y € R :
z X (a,y] C U} é o grifico de uma fungéo.

Por fim, vai-se provar que esta funcdo é de Lipschitz.

LEMA 3.7 A funcdo vy € de Lipschitz.

DEMONSTRACAO: A imagem de uma vertical por uma aplicag@o twist monétona é um
grifico. A idéia é buscar um reta levemente inclinada de forma que se tenha ainda como
imagem um gréfico.

Tome uma curva ¢ : R — R X [a, b] dada por ((s) = (—sB~! + k,s), onde B,k € R,
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B # 0. Tem-se ao longo desta curva, pela regra da cadeia da derivagao,

d 0 dv 0 dy
— F(—sB ' +k s)=—F(—sB ' +k, s)—+ —F(—sB '+ k. s).-=
o W(—=sB~" + k, s) e (—=sB~" + k, 5) ds+8y (—=sB~" + k, s) 7
__p%p (=sB™'+k,s)+ 9p (=sB™ '+ k,s)
81’ 1 ) ay 1 ) .

Como a derivada parcial de [’ com relacdo a x € continua, esta assume um maximo ) no
compacto [0, 1] x [a, b]. Assim. tomando-se B > 2M /¢, segue-se que

d
£F1(—SBil + k, S) >

c
57

onde c é a constante da defini¢do de aplicac¢do twist mondtona. Isto €, a imagem de uma
curva ¢ com B > 2M /c pode ser vista como o grafico de uma aplicagdo definida em IR.

Agora sejam x1, x5 € R, 11 < x5 arbitrdrios. Ora, afirmo que

V(1) = y(22) < B2y — 1)

Do contrdrio, ter-se-ia pelo que foi mostrado acima 7y (f(z1,7(z1))) > m(f (22, v(22))).
Mas isto € absurdo, pois isto implicaria na existéncia conjuntos do tipo Rg. De maneira
andloga, repete-se 0 argumento para a F'~! e novamente pode-se afirmar que para z1, 7o € R,
x1 > 9 arbitrarios que

Y(z1) = (22) > C12 — 1)

S6 resta notar que o maximo entre B e C' pode ser a constante de Lipschitz requerida.
Q.E.D. A demonstracao deste tltimo lema encerra portanto a prova do teorema de Birkhoff.

Q.E.D.

3.2 Curvas invariantes

DEFINICAO 3.1 Seja f : C' — C (f : A — A) projecdo de uma aplicacio twist monotona
e seja I' a imagem de uma curva continua, fechada, simples e homotopicamente nao-trivial.

O conjunto I é dito curva rotacional invariante por f se, e somente se, f([') =T.

Se se considera o levantamento F' : R* — R? de f dado por F(z,y) = (z + y,¥), 0

conjunto dos pontos (z, y) tais que x € S' e y fixado é um exemplo da defini¢do dada acima.

COROLARIO 3.2 Se v é uma curva rotacional invariante por uma f : C' — C proje¢do de

uma aplicag@o twist mondtona, entdo I' é grafico de uma fung@o de Lipschitz v : R/Z — R.
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DEMONSTRACAO: Ora, a componente conexa contendo o fim inferior é de fato sim-
plesmente conexa. Do contrério, se houvesse uma curva fechada trivial simples ndo-contractil
a um ponto, entdo existiria um ponto da curva invariante dentro de tal curva fechada. As-
sim, pelo teorema da curva de Jordan, toda a curva invariante estaria contida dentro da curva
fechada em questdao. Mas isto € absurdo.

Assim, pelo teorema anterior, a fronteira desta componente conexa (i.e., a curva invari-

ante) € o grafico de uma fungdo Lipschitz.

Q.E.D.
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Baixar Monografias e TCC
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