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RESUMO
ABORDAGENS ANALITICAS PARA PROBLEMAS DE TRANSPORTE DE RADIACAO
COM DEPENDENCIA ESPECTRAL

Neste trabalho sao apresentadas solugoes de carater analitico, em forma fechada, para o
problema de transporte para fétons, com dependéncia espectral, considerando o nicleo de
Klein-Nishina para espalhamento Compton, o qual tem particular aplicagdo no calculo de
doses em tratamentos de radioterapia. Foram propostas duas abordagens: no caso 1, a
variavel comprimento de onda é discretizada, sendo que o termo integral da equacgao, em
termos de energia, é aproximado por uma quadratura. No caso 2, uma expansao em termos
de fungoes conhecidas é proposta para solucao, de forma que se obtém uma expressao em
forma fechada, dependendo continuamente em A. Em todas as situacoes o problema resul-
tante em termos da dependéncia angular, foi resolvido pelo método analitico de ordenadas
discretas (ADO). Simulagoes numéricas sao obtidas para uma placa plana, com o célculo do
fluxo escalar, das doses e do fator de “buildup”.
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ABSTRACT
ANALYTICAL APPROACHES TO PROBLEMS OF TRANSPORT OF RADIATION WITH
SPECTRAL DEPENDENCE

In this work, closed form solutions to the transport equation for photons are presented. The
Klein-Nishina kernel for Compton scattering is considered, for a particular application in the
radiotherapy doses planning. Two approaches are proposed: case 1, where the wavelength
variable is discretized and the integral term of the equation is approximated by a quadrature
scheme; case 2, where the solution is proposed as an expansion in terms of known functions.
In the second case, in the final form of the solution, the dependence on the wavelength is
continuous. For all cases, the resulting problem, which depends on the angular variable, is
solved by the analytical discrete ordinates method (ADO method). Numerical simulations
are performed, in a slab geometry, to generate results for the scalar flux, doses and buildup
factor.
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1 INTRODUCAO

Vérios sao os problemas em ciéncias e tecnologia, onde a dependéncia espectral (de
energia) assume papel relevante na solugao do problema de transferéncia radiativa. Podemos
citar, como alguns exemplos, o trabalho de [Bond, 2001], que refere-se a dependéncia espec-
tral da luz visivel na absor¢ao de particulas de carbono emitidas pela combustao do carvao;
[Solovjov e Webb, 2002], onde um novo modelo local de correlagao é desenvolvido para a
equagao de transferéncia radiativa em um gés nao uniforme, em altas temperaturas; [Souto,
2006], que se refere a recuperacao de perfis verticais de propriedade dticas inerentes a partir
da radiacdo emergente da dgua; [Maurente, 2007], que aplica o método de Monte Carlo ao
modelamento espectral de meios participantes através da utilizacao da funcao distribuicao
de energia de corpo negro nas linhas de absorgdo, e [Wellele, 2007], que propdem uma
metodologia para a identificacao das propriedades termofisicas de materiais semitranspa-
rentes a altas temperaturas. Nestes problemas em geral, a dependéncia espectral é abordada
de forma discretizada (na forma de camadas ou bandas de energia). Outro caso onde a
dependeéncia espectral é relevante, na solucao da equacao de transporte para fétons, é no
célculo de doses para tratamentos de radioterapia [Wood, 1982].

De fato, a histéria das radiacoes, de acordo com [Attix, 1986], inicia em 1895 com
a descoberta dos raios X por W.C. Roentgen. Em 1896 A. H. Becquerel descobre, o que
Pierre e Marie Currie denominariam, em 1898, de radioatividade. Nao demorou muito
para se perceber a importancia dos raios X no diagnéstico médico. Em 1896 Lister na
Inglaterra e Grubbena e Ludlam nos Estados Unidos sugeriram que os raios X poderiam ser
tteis no tratamento do cancer [Bames e Rees, 1972]. As primeiras tentativas ndo tiveram
grande sucesso; entretanto, hoje a terapia de radiacao é reconhecida como um importante
instrumento no tratamento de muitos tipos de cancer [Schwartsmann, 1991].

A radioterapia, utiliza a radiacao no tratamento de tumores, principalmente os ma-
lignos, e baseia-se na destruicao de tumores pela absor¢ao de energia da radiagao, [Bitelli,
2006]. De acordo com [Fraass, 2008] a radioterapia moderna utiliza maquinas e técnicas
sofisticadas para o calculo da dose de radiacao recebida pelo tumor, minimizando o dano

em tecidos vizinhos normais, porém erros ainda ocorrem no calculo da dose aplicada em pa-
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cientes. Artigos recentes na drea de medicina, [Kramer et al., 2000], [Henriquez e Castrillon,
2008], [Elsésser et al., 2008], mostram a busca de modelos mateméticos para o célculo da dose
com precisao. Este modelos sao em geral, baseados em dados experimentais e aproximagoes
probabilisticas.

Para compreender como ocorre a interacao da radiacao com a matéria, e analisar a
energia depositada (dose) faz-se necessario um bom entendimento da distribui¢ao do fluxo
de radia¢do num determinado meio [Johns e Cunninghan, 1983]. Uma das forma de se obter
o fluxo de radiagoes é através da equacgao de transporte para particulas e fétons, que foi
introduzida no fim do século XIX por Ludwig Boltzmann, em seus estudos da teoria cinética
de gases [Bell e Glasstone, 1970].

Na busca de solugoes para a equacgao de transporte, destaca-se o trabalho publi-
cado por K.M.Case [Case e Zweifel, 1967], onde um método exato de solugao, o chamado
método das solugoes elementares, foi rigorosamente desenvolvido. No entanto, apesar de sua
elegancia matematica e dos varios desenvolvimentos adicionais nele introduzidos durante
as décadas de 60 e 70, na pratica, o método s6 pode ser utilizado para resolver problemas
de transporte idealizados (uma dimensao espacial, em alguns casos com restrigdo a meios
homogéneos) [Garcia, 2002].

De forma geral, para a resolucao da equacgao de transporte, existem duas abordagens
bem definidas: os métodos de modelagem computacional probabilistica, como o método de
Monte Carlo, [Howell e Perlmutter, 1964], [Duderstadt e Martin, 1979], e os métodos de
abordagem deterministica como os métodos Py (expansao em harmonicos esféricos), [Jeans,
1917], e 0 método de ordenadas discretas [Chandrasekhar, 1960].

Segundo [Chalhoub e Garcia, 2000] o método de ordenadas discretas foi intro-
duzido por Wick e Chandrasekhar na década de quarenta. A versao original baseava-se
em aproximar a integral angular do termo de espalhamento da equacao de transporte por
uma quadratura numérica e em resolver analiticamente o conjunto de equacoes diferenciais
ordindrias resultante para a funcao de distribuicao de particulas nos pontos de quadratura.
Uma dificuldade na aplica¢ao da solugao em ordenadas discretas como proposta por [Chan-
drasekhar, 1960] estd basicamente no calculo das constantes de separacao associadas as
solugoes elementares do problema, que sao encontradas como raizes de uma funcao ca-

racteristica.
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Uma versao mais recente do método de ordenadas discretas, o método analitico
de ordenadas discretas (ADO), publicado por [Barichello e Siewert, 1999] difere do método
original, pelo uso do esquema de quadratura arbitrario e pela determinagao das constantes
de separacado através da resolugdo de um problema de autovalor. O método (ADO) tem-se
mostrado como uma ferramenta muito 1til na resolugao de varios problemas, particularmente
na area de dinamica de gases rarefeitos [Barichello et al., 2001], [Siewert, 2003a], [Camargo
e Barichello, 2004], [Cabrera e Barichello, 2006], [Knackfuss e Barichello, 2006].

O método ADO, [Barichello e Siewert, 1999], foi aplicado também para problemas
em que ocorre dependéncia energética do fluxo angular de néutrons, empregando-se uma
aproximacao de multigrupos de energia, [Siewert, 2000]. De fato, o trabalho pioneiro de
desenvolvimento deste método [Barichello e Siewert, 1999], diz respeito a solugao de um
problema com dependéncia espectral, de aplicacao na area de astrofisica, envolvendo espa-
lhamento completamente nao coerente.

Para problemas envolvendo a equacao de transporte com dependéncia espectral, é
comum encontrar-se na literatura referéncias ao método probabilistico de Monte Carlo, [Hi-
rayama, 1986], [Chen e Faw, 1993|, [Hirayama, 1994al,[Hirayama, 1994b], [Hirayama, 1995],
[Hirayama, 1998], [Yoshida, 2006], [Shirani e Shahriari, 2007], [Maurente, 2007]. Dentre
as abordagens deterministicas do problema envolvendo a equacao de transporte com de-
pendéncia espectral encontra-se os trabalhos de [Trindade, 1997], [Sauer, 1997|, [Lunelli,
2002], [Souto, 2006], [Rodrigues et al., 2006] que utilizam os métodos LT Py (expansao em
polinomios de Legendre da parte angular do fluxo e aplicacao da transformada de Laplace
na variavel espacial) e LTSy (aplicagdo da transformada de Laplace a varidvel espacial da
equagao de ordenadas discretas, resultando em um sistema linear algébrico para o fluxo
transformado que posteriormente é invertido analiticamente) na resolu¢ao de problemas uni-
dimensionais e bidimensionais.

No problema de radioterapia, um dos aspectos de maior inte-
resse é o célculo da dose (ou energia depositada), que depende da solugao da equagao de
transferéncia radiativa, uma vez que é definida em termos da intensidade de radiacao. De-
vido a complexidade das expressoes apresentadas no calculo do fluxo de radiacao, o fator de
buildup ¢ utilizado como um parametro de correcao entre o fluxo que inclui o espalhamento

e o fluxo devido aos fétons nao espalhados [Goldstein, 1959]. Na literatura, é comum se en-
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contrar resultados para dose e fator de buildup obtidos a partir de solugoes e métodos, como
o classico método dos momentos, [Wood, 1982], desenvolvidos particularmente para meios
infinitos e semi-infinitos. Para o caso de meio finito (placas), técnicas de corre¢ao [Fano
et al., 1959], [Blizard e Abbott, 1962] ou aproximacao [Hirayama, 1986] sdo desenvolvidos.
Segundo [Blizard e Abbott, 1962] as condigdes de contorno introduzidas na placa possuem
o efeito de reduzir o fluxo proximo a superficie, quando comparado com o fluxo em um
meio infinito na mesma distancia da fonte. Esta reducao é causada pela fuga ou “leakage”
dos raios gama da superficie da placa, que desta forma nao contribuem para o fluxo apds o
espalhamento.

Por outro lado, alguns resultados apresentados na literatura utilizando os métodos
deterministicos LT Py e LTSy para problemas envolvendo o cédlculo da dose e do fator
de buildup, considerando placa plana, [Trindade, 1997], [Lunelli, 2002], [Rodrigues, 2007],
consideram a formulacao do problema restrito apenas a uma pequena faixa de energia (de
Ao até Ao+ 2, onde Ay depende da energia do feixe incidente Ej), e ndo sobre todo o dominio
de definicao do intervalo de energia, desprezando a dificuldade maior presente na equagao
(integral dependente do comprimento de onda).

Neste trabalho, solugoes de caracter analitico sao propostas para a equacao de trans-
porte de fotons, levando ao célculo dos fluxos de radiacao, dose e fator de buildup. Parti-
cularmente problemas em meio finito sdo abordados e o intervalo de energia total, [Ag,00),
de definicao do problema é considerado. Em todas as situacoes analisadas o problema resul-
tante, apds o tratamento da varidvel energia, e com dependéncia angular, é semelhante e, é
resolvido pelo método analitico de ordenadas discretas (ADO). Aqui detacam-se principal-
mente a caracteristica do método de ordenadas discretas (ADO) no que se refere a utilizagao
do esquema de quadratura no semi-intervalo que implica num ganho de eficiéncia computa-
cional, uma vez que a utilizacao deste esquema leva a problemas de autovalores de ordem
reduzida a metade dos casos anteriores.

Visando cumprir o objetivo proposto, o texto deste trabalho esta organizado em
sete capitulos. O capitulo 2 tem o caracter de apresentar a deducao detalhada da equagao
de transporte para fétons considerando-se o ntcleo de espalhamento de Klein-Nishina, para
o espalhamento Compton, caracteristico do espalhamento de f6tons em baixas energias, e os

aspectos relacionados com o calculo da dose e do fator de buildup.
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No capitulo 3 propoem-se a discretizacao da dependéncia espectral, onde sao
analisados trés casos. O caso I refere-se a um estudo comparativo, no sentido de va-
lidacao dos resultados numéricos, em que o problema ¢é resolvido para o intervalo de
energia de \g até \g+ 2, comparando-se os resultados numéricos com os apresentados na lite-
ratura. Apresentam-se aqui as duas metodologias utilizadas na resolucao do problema,
deixando claro ao leitor que trata-se apenas de uma aproximacao do problema real, mas que
pode ser comparado com outros autores como, [Trindade, 1997], [Sauer, 1997], [Lunelli, 2002],
[Rodrigues, 2007], mostrando que o método analitico de ordenadas discretas (ADO) aplica-
se muito bem a este problema. Os casos II e III referem-se a discretizacao da dependéncia
espectral considerando-se o intervalo de energia [Ag,00). As simulagbes numéricas para os
casos II e Il e comparagoes dos resultados entre as duas metodologias e com aproximacgoes
em meio infinito e semi-infinito, disponiveis na literatura, sao apresentadas no capitulo 4.

No capitulo 5, apresenta-se a formulagao continua do problema com dependéncia
espectral, para fotons em uma placa plana. Esta abordagem se baseia em um método es-
pectral [Boyd, 2000], onde a funcao solugao é expandida em termos de fungdes conhecidas.
Encontram-se expressoes, através de matrizes constantes, que serao os coeficientes de en-
trada no problema de transporte. Estes coeficientes sao determinados através de integrais
envolvendo polinémios de Legendre. A partir do célculo dos coeficientes iniciais resolve-se
o sistema resultante através do método de ordenadas discretas (ADO). Nao temos conhe-
cimento de abordagem semelhante para problemas envolvendo fétons, o que caracteriza a
originalidade deste trabalho. As simula¢Ges numéricas e comparacao com os resultados das
abordagens discretas (casos II e III) e resultados, de aproximagoes do problema para placa,
disponiveis na literatura estao no capitulo 6. E, finalmente no capitulo 7, sao apresentadas

as conclusoes do presente trabalho e sugestoes para trabalhos futuros.



2 EQUACAO DE TRANSPORTE PARA FOTONS E CONCEITOS
RELACIONADOS

O fenomeno complexo de transferéncia radiativa pode ser analisado como uma
sucessao de interagoes entre fétons e a matéria, ou entre as particulas secundarias e a matéria.
Cada processo elementar subdivide a energia do féton ou particula incidente. A radiacao
é refletida em vérias diregoes, e a penetragao ocorre associada com degradacao e difusao.
Na maioria dos espalhamentos envolvendo fétons, trés interagoes dominantes precisam ser
consideradas: espalhamento Compton, produgao de pares e efeito fotoelétrico [Shultis e Faw,
2000]. Porém, para fétons com energia entre 1Mev (Mega Eletron Volts) e 10Mev (Mega
Eletron Volts) e para elementos com baixo e intermedidrio niimero atémico o espalhamento
Compton é predominante [Wood, 1982], [Goldstein, 1959], [Blizard e Abbott, 1962]. Desta
forma, se a energia incidente for proxima de 1Mev, como ocorre na maioria dos problemas
analisados neste trabalho, pode-se considerar, na descricao do transporte de fétons, apenas o
espalhamento Compton, ou efeito Compton, descoberto em 1923 por A. H. Compton [Shultis
e Faw, 2000]. Neste espalhamento, o féton ao colidir com um elétron perde energia e muda
sua direcao original sobrevivendo a colisao. O efeito sobre o féton incidente é semelhante
ao efeito da interagdo de um néutron e o nicleo do elemento [Wood, 1982]. A relagdo en-
tre o féton refletido e a energia perdida, é determinada considerando-se a conservagao do
momento e energia entre o foton e o elétron recolhido. Esta relacao pode ser escrita como

[Wood, 1982],

E 1
By 1+ (25)(1— cost)’ 21

mec?

onde Ey e E sao respectivamente, a energia do féton antes e apds a colisao em Mev, m.c? é
a energia restante do elétron e 6 é o angulo de reflexao do f6ton, conforme pode-se observar
na figura (2.1),

Nos célculos envolvendo raios gama é mais conveniente utilizar-se a variavel com-

primento de onda, adimensional, considerando,

B 0.511Mev

A o :

(2.2)



C Diregaa arbitrésia

Comprimento de onda do

Comprimento de onda, Ao ot A
on espalhado,

Elétron espalhado

Figura 2.1 — Espalhamento Compton, [Wood, 1982].

onde E é a energia do foton em Mev. De onde, a relagao entre a mudanca de comprimento

de onda do féton e o angulo de espalhamento é escrita como,

A— XN =1-—cosb, (2.3)

onde \ é o comprimento de onda do féton antes do espalhamento, A é o comprimento de
onda apds o espalhamento e # é o angulo de espalhamento. Observa-se que o valor maximo
ocorre quando o angulo refletido é de 180°, de onde 0 < A — X < 2, ouseja N < A < N + 2.
Além disto, a teoria e os efeitos, que assume o elétron livre e em repouso, é devida a Klein
e Nishina (1929), sendo usual representar o espalhamento para fétons através do nicleo de

Klein-Nishina para o espalhamento Compton, que sera abordado na secao seguinte.

2.1 Equacgao de transporte para fétons

Nesta secao apresenta-se a equacao de transporte integro-diferencial para o fluxo
angular ®(7, F, Q) num meio homogéneo. Esta equacao fornece uma descricao quantitativa
da distribuigao espacial, direcional e energética do fluxo em um meio [Garcia, 2002]. Para
isto, considera-se que o niumero de particulas n(7, £, Q) estd relacionado com o fluxo angular

de particulas através da expressao,



(7, E,Q) = vn(7, E, ), (2.4)

onde v é a velocidade da particula. No caso de fétons v = ¢, a velocidade da luz [Shultis e
Faw, 2000].

A fim de se obter a equagao para ®(7, F, ﬁ), considera-se um balanco de particulas
num volume arbitrario V com uma superficie fechada S, para as particulas com energia em

dE sobre E movendo-se em df) na direcio Q, [Shultis e Faw, 2000],

{(a)Taxa de saida em V através de S}+{(b)Taxa em que as particulas interagem em V} =
{(¢) Taxa em que particulas secundérias com energia E ¢ direcdo ) sdo produzidas}+

{(d)Taxa de producao por fontes em V}, (2.5)

onde,

(a) representa o numero de particulas que saem de V' através de S por unidade de tempo,

sem sofrer colisoes;

(b) é o numero total de particulas que sofrem colisoes em V' por unidade de tempo (trocam

sua energia e/ou dire¢ao ou simplesmente sao absorvidas);

(c) representa o numero de particulas secundérias em dE sobre E movendo-se em df2 sobre

O que sao produzidas em V' pela interacao particula-meio, por unidade de tempo;

(d) numero de particulas em dE sobre £ movendo-se em dQ na direcao O que sao intro-

duzidas em V' por unidade de tempo, por fontes.

A equagao de transporte pode ser obtida para ®(7, E, ﬁ) expressando-se matemati-

camente cada uma das componentes da equagao de balanco (2.5), considerando que,

ii- Qo(7, B, Q)dEdS, (2.6)

representa o nimero de particulas com energia em dF sobre E na direcao de df2 sobre (2,

que atravessam uma unidade de drea (com normal 77) por unidade de tempo, no ponto 7,



escreve-se o termo (a) da equacdo de balango como,

(a) = | /S ii - Qd(7, E, Q)dS]dEdS, (2.7)

e através do teorema da divergéncia de Gauss [Apostol, 1969], escreve-se a integral (2.7)

sobre uma superficie S como uma integral sobre o volume V,

-

(a) = [ /V V- Qd(7, B, Q)dV]dEdS, (2.8)
onde V é o operador diferencial,
— K, (2.9)
e, como V esta relacionado apenas com a parte espacial, tem-se,
(a) = | /V - V(7 E,Q)dV]dEdS. (2.10)
Para o termo (b),
(b) = [/VJ(E)cp(F, B,Q)dV]dEdS, (2.11)

onde o(F) é o coeficiente de interagao, que no caso de fétons é denominado coeficiente total
de atenuagao. Assumindo-se que as particulas secundarias surgem quando ocorre interagao,

escreve-se o termo (c¢) como,

(c):[// /E(E’—>E;ﬁ’—>Q)@(F,E’,Q’)dﬁ’dE’dV]dEdQ, (2.12)
VvV Jo 4

também denominado termo de espalhamento.

Finalmente, se

d) = | /V S(7, B,)dV]dEdS, (2.13)
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denota a taxa de producao de particulas por unidade de volume, no ponto 7, através de

fontes localizadas em V', escreve-se a equagao de balango (2.5) como,

/“v Qb (7 QﬁﬂﬂdEdQ%—[/m o(E)®(F, E,0)dV]dEdG =
|4
/ / / E' — B, — Q)O(F, B, Q)dVdE dV]dEdS + | / S(7, E,Q)dV]dEdS,
47 |4
(2.14)

ou ainda,

/W.Qcp(F,E,Q)+a(E)cI>(f,E,Q)—/ /E(E'_>E;ﬁ/-ﬂ)@(f,E',@)d@dE’
\%4

0 4

~ S(F, BE,)]dV = 0. (2.15)

Como o volume V' é arbitrério, toda a expressao do integrando da equacao (2.15)

precisa ser nula, de onde,

V- Q8(F E, Q) + o(E)d(7, E, Q) :/ / S(E — B, — Q)0(F, E', Q)dVdE
0 47
+ S(7 E, Q). (2.16)
A equagao (2.16) para o fluxo angular ®(7, E, ﬁ) ¢ denominada equacao de trans-
porte ou equagao de Boltzmann [Shultis e Faw, 2000].

No caso especifico de fotons, a quantidade de interesse sera a intensidade de ra-

diagao, relacionada com o fluxo angular de particulas pela expressao,

— —

I(F, E, () = E(F, B, (), (2.17)

de onde, multplicando toda a equagao (2.16) por E, tem-se,
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V-QE®(F, E,Q)+0(E)ED(7, E, Q) / /gﬁ(E’HE;Q/HQ)E’@(F,E’7ﬁ/)dﬁ/dE/
0 47

+ ES(7, E,Q), (2.18)

ou seja,

Lo . . © r E . .
V-QI(F B Q)+ o(E)I(F, E,Q) = /0 /4 = S(E = B0 — QI E, Q)Y dE
+ ES(7, E, Q). (2.19)
Para o caso particular em meio unidimensional e fonte plana infinita na origem, com

simetria azimutal onde a dependéncia angular é escrita por u = cosf, e 6 é o angulo entre a

dire¢ao do féton e o eixo x, a equacao (2.19) é escrita como,

ugf(x,E,u)JrU(E)T(w,E,u)=/ / gE(E’eE;ﬁ’eﬁ)[(m,E’,u’)dE’dﬁ’
X 47 J O

+ ES(E, 1)8(x), (2.20)

onde §(x) é a funcao delta de Dirac.

No que diz respeito ao termo integral na equacao (2.20), dependente da energia E’,
observa-se que o ntcleo de espalhamento é nulo para E' < E, [Wood, 1982], [Fano et al.,
1959], [Shultis e Faw, 2000], assim o limite inferior na equagao (2.20) para E’ pode ser
substituido por F sem perda de generalidade. Além disto, para uma fonte real considera-se
um valor méximo Ey, de onde I(x, E, u) = 0 para E > Ej, e o limite superior na integragao

sobre £’ pode ser substituido por Ej, o que faz com que a equagao (2.20) seja reescrita como,

FEqo E . . -
uag](ac, E.u)+o(E)(z,E,u) = / / EZ(E/ — BV — ) (x, B ) )dE dSY
x ar JE

+ ES(E, pn)d(z). (2.21)

Além disto, considera-se a equacao (2.21) escrita em termos de comprimento de onda
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A, adimensional, relacionado com a energia do féton pela relagao,

(2.22)

onde m.c®> = 0.511Mev (Mega Eletron Volts) ou 8.1871 x 107'*J e a energia do féton E é

dada em Mev.

Para isto observa-se inicialmente que,

I(x, B p) = I(z,\, 1), (2.23)
dA\
dE = —mﬁﬁ, (2.24)
E X
de onde encontra-se para a equagao (2.21),
0 N  med me - =
ua—xl(x,)\,,u) +oN)I(z, A\ p) = /M/A XZ( T Ty Y — ) (x, N, p')x
mec? S M mec?
( e YAN'dQY + 3 S( 5 L )o(z), (2.26)
chamando,
mec® L mec®  me < . .
E X( " S =) =3\ -\ - Q), (2.27)

e ainda,
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MeC®  Mec?
S( i) =S\, ), (2.28)
A A
)Y L L
XZ(X -0 - Q) =X\ =\ —Q), (2.29)

tem-se

A
,uaﬁl(a:,)\,u) + o) (M 1) = / / SV N VI (, N, 1) AN AT + SO, 1) (x).
€T 41 J N
’ (2.30)

1

onde o(\) representa o coeficiente de atenuagao em ¢m ™', para o comprimento de onda A.

2.2 Analise do ntucleo de espalhamento

Para o termo de espalhamento na equagao (2.30), pode-se escrever, [Wood, 1982],

SN = XY = Q) =KW, A6+ N — X — ), (2.31)
onde,
wy = VD = cos(f). (2.32)

A fungao delta de Dirac que aparece na equagao (2.31) indica que, para cada com-

primento de onda, existe apenas um angulo espalhado, ou seja

A= XN = (1—cosb) (2.33)

onde )\ refere-se ao comprimento de onda do féton incidente e A ao comprimento de onda
do féton espalhado, € é o angulo de espalhamento formado por O e Q, onde ' é a direcao

da particula antes do espalhamento e Qéa diregao da particula apds o espalhamento. O
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valor maximo de variacao é duas unidades Compton e ocorre quando o féton ¢ refletido num
angulo de 180°.

A expressao para §(1+ N — X — % Q) ¢ escrita em termos de polinomios de Legendre

como,
) 2o = 2n+1 .
S+ N = A=0) =) ( )Polwo) frn(N, N), (2.34)
n=0 2
onde,
1
Fa(N,A) = / 5(14+ X — X —wp)Py(wo)dwo = Py(1+ X — ). (2.35)
-1
Portanto,
5L+ N — A —wp) = 2(2”; ) P14+ X = 0 Pa(w), (2.36)
n=0

truncando a soma até L, tem-se para a equagao (2.31),

SOV 5 A — Q) EL: g NS NPGG),  (237)
n=0
onde,
P, (26)) Z@Pl w)cos[n(¢' — ¢)], (2.38)
assim,
SN = A — Q) i 2n P, (14+ )N — ZﬁlPl 1 )cos[n(¢' — ¢)],
o

(2.39)

e, a expressao para o espalhamento, do lado direito na equagao (2.30) sera,
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2
/ / SN =AY — DI, N, p dAdQ’—/ / / (2, N, 1)K (N, \) %
)\0 )\O

;(zn; 1) (L4+ N~ Zﬁsz W )cosin(¢' — ¢)|de'dp'dN,  (2.40)
porém,
2 , , 2r se n=0
| costutes - o - (2.41)
0 0 se n#0,

de onde tem-se, que o lado direito da equacao (2.40) é igual a,

o A / 2”“ Po(l 4+ N = N Pu(p) Pa(i) KN, NI (2, N p)dpldy. (2.42)

Aqui, considera-se K (X, \) como o nicleo de Klein-Nishina (1929), para espal-
hamento Compton [Duderstadt e Martin, 1979], [Wood, 1982], [Fano et al., 1959], [Shultis e
Faw, 2000],

3 NaZp N A X

m—WTUT(X)[_ N 2()‘ )‘/) (/\ o X)Q]v (2'4?))

/ —
K()\7)\)_ A/ A

onde N4 é o nimero de Avogadro (6.02 x 10*® / mol), Z, A e p sao, respectivamente, o

nimero atomico, a massa atomica e a densidade do meio; o = 5r2 = 6.65245 x 1072 ¢

¢ a se¢ao de choque de Thomson, e,

NaZ Z
- ATUT’) - 0,400617’)[@71—1]. (2.44)

Desta forma, considerando o problema homogéneo (termo de fonte nulo), tem-se,
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0 - 1, , ,
Hoo (:c)\u)—l—a()\)l(x,)\,/,c)—anzzo( 5 /AO/KA (14X — \)x

P,(p) I (z, !, NYdp' N,  (2.45)

com nucleo de espalhamento escrito como,

SO +E-200=XN)+(A=N)? se N <A<N 42

K(V,\) = (2.46)

0 caso contrario,

pois, A\ = X =1 —cos(f), de onde 0 < A — X <2, ouseja N <A< N+ 2.
Onde o grafico para o nicleo de espalhamento de Klein-Nishina, para o intervalo de

energia de [0.511,4], pode ser observado na figura seguinte,

Figura 2.2 — Nicleo de espalhamento de Klein-Nishina.

Devido a caracteristica do espalhamento Compton, e conforme definicao do ntcleo
de Klein-Nishina (2.46), o termo integral na equagao (2.45) de fato tem limite inferior igual a
Ao ou A — 2, o que for maior, conforme ja foi observado por [Fano et al., 1959]. Desta forma,
nos capitulos seguintes propoe-se solugoes analiticas para a equagao (2.45), com limite de

integragao de Ag até A e também para o caso de maz{Ag, A — 2} até A, considerando-se que
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a intensidade de radiagao I(z, A, 1), seja conhecida nas fronteiras do dominio.

2.3 O calculo da dose e do fator de buildup

Uma das aplicagoes da equacgao transporte aplicada a problemas envolvendo fétons
estd na radioterapia, onde é comum encontrar-se referéncias ao calculo de dose ou energia
depositada. Para isto, observa-se que o fluxo escalar total de radiacao para fotons Cf>(:c, E)
estd dividido em duas componentes [Shultis e Faw, 2000], a componente oy (z, FE) corresponde
ao fluxo nao colidido e, é devido aos fétons que saem da posicao x e nao sofrem interagoes
com o meio. A componente és(x,E) corresponde ao fluxo colidido e consiste nos fétons
colididos uma ou mais vezes.

Desta forma, a dose total Dr(x) no ponto de interesse, é a soma da dose nao colidida

(primaria) e da dose colidida (secundéria),

Dr(z) = Do(x) + Dy(x). (2.47)

Com relagao a acumulacao de raios gama secudarios, ¢ conveniente abordar-se a
razao entre a quantidade total de raios gama em um ponto, e a quantidade de raios gama
devido apenas a radiacao primaria neste ponto. Esta razao é denominda fator de buildup
[Blizard e Abbott, 1962]. Este fator, corrige o fluxo nao espalhado, em relagao ao fluxo que
inclui o espalhamento [Goldstein, 1959] e, conforme [Shultis e Faw, 2000] o fator de buildup

B(z) ¢ definido como a razao da dose total em rela¢ao a dose nao colidida,

. DT(l')
B(z) = Do(r)” (2.48)
onde [Goldstein, 1959] define,
Dry(x) = /0 0 w(E)®(x, E)dE, (2.49)

e, Do(z) corresponde a dose devido ao fluxo nao colidido @(z, Ep), de onde tem-se,
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B() = 0 1W(B)d(x, E)dE

fOEO /JJ(E(J)(i)(H?, Eo)dE’ (250)

e, o fluxo escalar &D(x,E) ¢ definido em termos da intensidade de radiacdo, [Fano et al.,

1959], [Duderstadt e Martin, 1979,

CiD(x,E):/ I(z, E, p)dpu. (2.51)

1

Com relagao ao coeficiente u(E) dependendo do problema pode-se ter, [Shultis e

Faw, 2000],

(1)

(3)

fta, denominado coeficiente de absorcao linear [Shultis e Faw, 2000], ou coeficiente de

absor¢ao de massa [Wood, 1982,

fa = tph + Hpp T fette, (2.52)

onde,

pn € 0 efeito fotoelétrico,

[ty Tepresenta a producao de pares,

i Tepresenta o espalhamento compton,

fe € a fracao de energia incidente de fotons transferida devido ao espalhamento comp-

ton.

iy, denominado coeficiente de transferéncia de pseudo-energia, utilizado em geral, como

uma definicao alternativa de p,., e definido por,

:u;r = Mph + fpp,upp + fc/jlca (253)

onde,

fop € a fracao de energia de fétons transferida devido a producao de pares.

1 denominado coeficiente de transferéncia de energia, e dado por,
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ter = fonbiph + fopbop + fette, (2.54)

onde,

fpn € a fracao de energia incidente transferida devido ao efeito fotoelétrico.

(4) fien, denominado coeficiente de absorgao de energia e dado por,

Hen = (1 - Gph)fph:uph + (1 - Gc)fc,uc + (1 - Gpp)fppﬂppa (2'55)

onde, G é a constante de emissao radiativa e o fator (1 — GG) é denominado fator de

COTTECAO.

Conforme [Shultis e Faw, 2000], quando se considera apenas espalhamento Compton
¢ adequada a utilizagao de p,, como na equacao (2.52) como o coeficiente de absorcao, desta
forma, propoem-se nos capitulos seguintes a abordagem do calculo da dose total, dose devido
a radiacao primaria e do fator de buildup, considerando-se as defini¢oes aqui apresentadas,

utilizando-se p, como coeficiente de absor¢ao, onda pu, é dado em ecm?/g.
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3 ABORDAGENS DISCRETAS DA DEPENDENCIA ESPECTRAL

Uma vez que para se obter o célculo de doses em radioterapia ¢ necessario desenvol-
ver-se solucoes apropriadas para a equagao de transporte de fétons, apresenta-se neste
capitulo, trés abordagens para o tratamento da varidavel que representa o comprimento de
onda (energia) na equagao de transporte para fétons com nicleo de espalhamento de Klein-
Nishina. Estas abordagens tratam a variavel comprimento de onda de forma discretizada.
Trataremos trés casos: caso I - a abordagem inicial onde considera-se A € [Ag, Ao + 2|, caso
IT - abordagem onde os limites do termo integral da equagao sao definidos de Ay até A e
caso III - abordagem de max{Ag, A — 2} até \. Apds o tratamento da varidvel comprimento
de onda, em todas as situagoes, resolve-se a equacao resultante, com relacao a dependéncia
angular (varidvel p) utilizando o método analitico de ordenadas discretas (ADO) [Barichello

e Siewert, 1999].

3.1 Caso I: X € [\, \o + 2] - Abordagem inicial

Esta abordagem parte do problema conforme formulado em referéncias disponiveis
na literatura, [Trindade, 1997], [Sauer, 1997], [Lunelli, 2002], [Rodrigues et al., 2006]. Desta

forma considera-se a equagao de transporte como,

20+1
2

a L
po (A ) + o (NI (A p) = a Y

=0

Ao+2 1
X / / KN NP1+ XN = NP () (x, N, 1 )dp'dN, (3.1)
o -1

Py ()

com condigoes de contorno em termos de uma distribuicao incidente conhecida,

I(Oa A, /“L) = F1<>‘7 ,u), (32>

I(wo, A ) = F(\ ). (3.3)
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onde x = 0 e x = xy sao as extremidades da placa.

Observa-se que o problema é restrito a uma pequena faixa de energia, [\g, A\g + 2]
que depende da energia do feixe incidente. Utilizam-se os resultados encontrados neste caso
especifico apenas como uma espécie de estudo preliminar e de validagao computacional.

A discretizacao da varidvel de interesse leva ao uso de esquemas de quadratura
numérica para o termo integral da equacao. Nesta abordagem pode-se utilizar dois esquemas:

quadratura de Gauss e método de Simpson.

3.1.1 Solucao da integral em )\ usando a quadratura de Gauss

Considera-se a situacao de uma placa plana homogéna, de espessura x( e a equagao
(3.1), com condigoes de intensidade de radia¢ao conhecida nas fronteiras da placa.
Para a aproximacao da integral presente na equagao (3.1) através da quadratura de

Gauss, inicia-se fazendo a mudanca de variavel,
A= A— X — 1, (3.4)

e aproxima-se a integral em X, por quadratura de Gauss, para A, € [—1,1] pontos de

quadratura e w, € [—1,1] pesos de quadratura, obtendo-se

1 1
/ KL+ X0+ 1A+ X+ D14+ X, = \)P(p) / Bi(p) I (2, Xy i ) AN, =
-1
1

-1

M
= KO+ X0 L+ + DR+ X, = AR [ RGO X )it (39
r=1

-1

Assim, uma versao discreta da equagao (3.1), que pode ser escrita para j = 1,.., M como

21

+1 al
P()Y KA+ A0+ 1A+ A+ 1)
r=1

5 L
NJ%I(ZL‘,A*],M)+U(>\*])](l’,)\*]7l/¢) :O‘Z 2

=0
1

< B A = A [ RGO A )i (36)

1

onde M define o niimero de grupos de energia que estao associados a subdivisao do intervalo

[Xos Ao + 2], € Ay Ayj 580 as raizes da quadratura em [—1,1] com pesos w, associados.
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A equagao (3.6) pode ser escrita utilizando uma notagao matricial, considerando,

KX e +X+L A+ X +1) =K,y r=12,.M, j=12,...M (3.7)

I(:Ev )\*jvlu) = Ij(I,M), (38)

I(z, Miyy ) = I (), (3.9)
de forma que

21

M
+1
PI(N) Z KT‘]PI(l + )\*r - )\*j)wr
r=1

5 L
N%Ij(a:,,u) +o0;li(x, p) = az 5
1=0

x / P I, (o, )i, (3.10)

1

onde 0; = 0(\y;), j = 1,2, ..., M, representam os coeficientes de atenuagao em [cm™!] para

cada grupo de energia. Denota-se C; a matriz M x M com elementos

(Cl)i,j = osziijl(l + /\*j — )\*1) Z,j = 1, 2, ..M, (311)

de onde a equacgao (3.10) pode ser escrita como

L 1

S @+ VR@C [ RO (312)

1=0 -1

N~

0
po- L@, 1) + Bl(w, u) =

para € (0,z0) e p € [—1,1], onde ¥ é a matriz diagonal com elementos o; = o(\,;),

j:1727"7M7 e?

Iz, 1) = (L(, ), Loz, 1), o g (2, )" (3.13)
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define o vetor M x 1 com componentes I(x, A,j, ).
As condicoes de contorno, representando radiacao incidente conhecida no contorno

da placa, sao escritas na forma matricial como,

1(0, 1) = F1(p), (3.14)

L(zo, —p) = Fa(p), (3.15)

para p € (0,1].

3.1.2 Solucao da integral em )\ usando a regra de Simpson

Outra abordagem da integral em A pode ser feita através da regra de Simpson. A

regra de Simpson ou regra do 1/3, segundo [Atkinson, 1988] é dada por,

[ 1@ = S0t +fa) 4 X Sz Y @) @6)

i=1,i impar 1=2,1 par

onde m € Z é um numero par de subintervalos,

A= , (3.17)

. =a+ kA, k=1,2,.. M. (3.18)

Aplicando-se esta aproximagao na equacao (3.1) chega-se a

) AL 1« !
]j(x7/“'b) —I—O-jlj(x?ILL) = a§ Z 5 ZCTKr]Pl(]-—'—)\T_)\j)-Pl(M)/ Pl(l’['/)]r(w7//)d:u,

Iuax 1
=0 r=
(3.19)

8
+

\)
—

onde,
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A=2 (3.20)
Cl1 = Cmt+1 — 1, (321)

4  se r par
Cp = (3.22)

2 se r impar,

A =X+ kA k=1,2,.., M, (3.23)

para m = M — 1, em que m é o nimero par de subintervalos do intervalo (Ao, Ao + 2), e M
¢ o numero de grupos de energia considerado.
Novamente pode-se escrever a equacao (3.19) em notagao matricial, considerando a

matriz C; de ordem M x M com elementos,
A .
(Cl)i,j = CkgK()\j, )\Z>CJP1(1 + )‘j — )\2) y 1,] = 1, 2, ey M (324)

de forma que,

L 1

S+ DAWE [ A w329

1=0 1

l\DI»—t

0
Hor Iz, p) + X1(z, p) =

para € (0,29) e p € [—1,1], onde 3 é a matriz diagonal com elementos o; = o(};),

j=12,..Me

I(CL’,LL) = ([1([)3,#), IQ(xvﬂ)v "'7IM(xaM>>T' (326)

define o vetor M x 1 com componentes I(x, A,j, it).
Esta equagao é similar a equagao (3.12), e aqui define-se o problema com as mesmas

condicoes de contorno,
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I<0>ﬂ) = Fl(ﬂ)> (327>

Lo, —p) = Fa(p), (3.28)

para p € (0,1].

3.1.3 Tratamento da variavel angular pelo método de ordenadas discretas

O tratamento descrito na secao anterior, para a variavel A, resulta no problema que

depende agora de duas varidveis: uma espacial e outra angular u,

l\DIr—t

aI(:v w) + Xl(x, p) =

L 1
. S+ DAWE [ RGO . (329

1=0 1

que pode ser resolvido pelo método analitico de ordenadas discretas (ADO). Este método,
utilizado desde 1999, [Barichello e Siewert, 1999] para problemas envolvendo transferéncia
radiativa e gases rarefeitos, é perfeitamente aplicavel a para problemas envolvendo varios
grupos de energia [Siewert, 2000]. No tratamento da varidvel angular por este método

alguns passos Sa0 comuns:

e Escrever a versao em ordenadas discretas, para o problema anterior, com base num

esquema de quadratura num semi-intervalo;

e buscar solugoes do tipo exponencial para a versao do problema escrito em ordenadas

discretas;
e cncontrar o problema de autovalores;

e encontrar uma expressao para os autovetores;
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e encontrar a solucao em ordenadas discretas usando as condigoes de contorno.

Desta forma, primeiramente faz-se uma mudanca de variavel para que a integral em

(3.29) seja definida no semi-intervalo de 0 a 1,

1 L

ugxl(af )+ 3I(z, p) —Z 20+ 1)P(p )Cz/ P(p)[X(z, ) + (=1)'T(w, —p)]dp,  (3.30)

(\V]

e introduz-se um esquema de quadratura, considerando N pontos de quadratura {yus} e N

pesos {w;} definidos no intervalo [0, 1],

L
> @+1 CZZPI ps) X, ) + (—1)'T(x, —p)]ws

=0

N~

0
uaxl(x w) + XX(z, p)

(3.31)

Posteriormente, avalia-se a equacao anterior nos pontos de quadratura +u;, ¢ =

1,2,..., N,

L N
d 1
d 1L N
_ !
—pi A, =) + B, —pi) = 5 Z;(—l) (20 + 1) Py(11:)Cy ; w,l o(x) (3.33)
onde se introduz a notagao,
Lo(2) = o) Lz, p1s) + (=1)'I(w, —p,)]. (3.34)

As expressoes (3.32) e (3.33) claramente possuem solucdo exponencial. Assim

substitue-se,

Lz, +p;) = (v, tp)e ", (3.35)
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onde v é denominada constante de separacao, e as fungoes ®(v, +4;) denotam o que chamamos

de componentes independentes da parte espacial, resultando em,

L N
1 1
(= Ne—T/V Ne~T/V — . —z/v
i V)(I)(l/, pi)e S 4+ B®(v, ;e =3 ;(2[ + 1) P (1) Cy ;w;ﬁl’s(y)e , (3.36)
e
1 L L N
(== — e TV e v = = 1) . —z/v
pi =)@, —ps)e ™ + BR(v, —pi)e™™" = o ;( 1) (25+1)B(Mz)cz;ws‘1’z,s@)e :
(3.37)
Simplificando e~*/* tem-se,
L L
(B - "D, m) _E; 21 + 1) P, ;) Cl;wscb,s V), (3.38)
1L N
(= + MZI) = 5 2D+ DAEIC Y w, i (v), (3.39)
=0 s=1
parai=1,2,.., N, onde
Dy = P(ps)[@(v, ) + (1) @ (v, — )], (3.40)

e a expressio I que aparece em (3.38) e (3.39) é a matriz identidade de ordem M x M.

Introduzindo-se os vetores de ordem M N,

(I)-i-(y) = [q)T(l/a :ul)a (I)T(V7 /L?)v B (I)T<V7 IUN)]T (341)



Q)_(y) = [q)T(Va _,ul)> (I)T(Va _M2)7 Y (I)T(V7 _IUN)]T

onde T' denota a operagao transposta, e as matrizes de ordem (MN x MN),

W = diag{..., w1, )

M = diag{..., il -}

D = diag{.... X, ...},

e as matrizes de ordem (MN x M),

A

Hl = [-Pl<:u1):i:7 PZ(MQ)ia [RXD) B(:U’N)I]T7

as expressoes (3.38) e (3.39) podem ser escritas como,

L
1
(D——M . (v 52 (21 + DILC,G(v),
=0
(D+l —li (20 4 1)IL,CGy(v),
v _2120 : :

onde,

Gu(v) = I WP, (v) + (—1)'®_(v)]
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(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)



Agora, chamando

U= (v)+_(v),

V=®,() - ().

fazendo a soma das equagoes (3.47) e (3.48) obtem-se,

1
EX =Y,
14

e, fazendo a diferenga entre as equacoes (3.47) e (3.48),

HY = -X,

<

onde

E— (D- %Z(zz + DILC[L + (— DI WM,

H=(D- %Z(% + DILC[1 — (—1)'I W)M ™,

29

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)
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Utilizando as equagoes (3.52) e (3.53) obtem-se dois problemas de autovalores,

(HE)X = \X, (3.58)

(EH)Y = )Y, (3.59)

1
onde \ = L Assim \; sao os autovalores dos problemas (3.58) e (3.59) e X(\;) e Y();)
sao os autovetores correspondentes.

Sejam \; os autovalores e X(\;) os autovetores, j = 1,2,..., M N, entao,
1. -
(1) = M7 1+ BE)X(Y) (3.60)

®_(v;) = %M‘l(i —yE)X()\)) (3.61)

paraj = 1,2,.., M N. Na equagao anterior I denota a matriz identidade de ordem M N x M N.

Escrevendo as solugoes das equagoes (3.32) e (3.33) na forma,

I+($) = [IT(LE’ :ul)v IT(xv M2)7 e IT(xa IUN)]Ta (362>

I_($) = [IT(IJ _:U“l)v IT(Ia _:u2)7 o IT(xa _MN)]Tﬂ (363>

a solugao do problema homogéneo dado pelo equacao (3.29) sera
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MN
() = Y [A;® ()" + B;®_(v;)e” 0/, (3.64)

Jj=1

MN
I_(z) =Y [A;®_(v))e /" + B (vy)e” "o/, (3.65)

J=1

onde A; e B; sao costantes determinadas impondo-se as condicoes de contorno,

1.(0) = Fi(n), (3.66)

I_(zo) = Fa(p), (3.67)

ou seja, substitui-se as equagoes (3.64) (3.65) nas condigoes de contorno dadas pelas equagoes

(3.66) e (3.67), obtendo-se o sistema de equagoes algébricas lineares,

D 4@ (1) + Bi®(vy)e” "] = Fy (p), (3.68)
DA (v)e ™+ By 1)) = Fa). (3.69)

Mostrando que a solugdo do problema (3.29) fica completamente determinada e

depende apenas da posicao = dada pelas equagoes (3.64) e (3.65).
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3.1.4 Comparacao dos resultados numéricos

A abordagem, considerando A € [Ag, A\g + 2|, foi utilizada por [Trindade, 1997],
[Sauer, 1997], [Lunelli, 2002] e [Rodrigues, 2007]. Desta forma, comparam-se os resultados
obtidos pelo método ADO com os resultados numéricos obtidos por estes autores.

Em todas as situacoes considera-se espalhamento isotrépico, numa placa plana ho-
mogenea ou heterogénea, com condigoes de contorno fixas nas extremidades da placa. Na
condi¢ao de contorno em x = (0 considera-se que ha somente energia incidente Fj, sendo
que a intensidade de fluxo angular de energia incidente para qualquer outra energia é nula.
Estabelece-se que no final da placa nao ha penetragao de radiagao com qualquer energia, ou
seja, como condicao de contorno considera-se que a intensidade de fluxo angular de energia
incidente no final da placa é nula, conforme pode-se observar na figura seguinte, em termos

do comprimento de onda A,

o
— =0,
i=0,1.2,. M
‘_
A0,
i=12,.M
s
X %L

Figura 3.1 — Condicoes de contorno.

Os resultados aqui apresentados, para a dose e o fator de buildup, foram obtidos no
sentido de validagao numérica do método ADO para este tipo de problema e foram publicados
e apresentados em congresso [Goldschmidt et al., 2008].

Conforme propoe [Trindade, 1997] e [Sauer, 1997] a dose total de energia é calculada

por

Dy(z) = Z fai B ® (, \;) (3.70)
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onde ®(z, ;) é o fluxo escalar definido como [Fano et al., 1959] e [Duderstadt e Martin,
1979),

B, ) = /_ (2, M, ) (3.71)

1

e liai = a(N;) é 0 coeficiente de absor¢ao do meio material considerado (dgua, chumbo, etc)

0.511
Ai

em cm?/g para a energia E; em Mev (Mega Eletron Volts), onde E; =

Para todos os problemas abordados, utilizam-se as seguintes condi¢oes de contorno,

I(0, Ao, 0) =1, para p >0, (3.72)
I(0, \;; 1) =0, vpara u>0, 1=1,2,..., M, (3.73)
I(xg,\iypp) =0 para pu<0, i=1,2,.. M. (3.74)

Comparam-se inicialmente os resultados obtidos na formula¢ao LT P, por [Trindade,
1997], calcula-se a taxa de dose total [Mev/g.s], para uma camada de dgua de 10 ¢m com
energia incidente de 1Mev e consideram-se oito grupos de energia e N = 12 para o método

ADO. Para isto foi calculada a dose total em x =5 c¢m e utilizada a quadratura de Gauss,
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Tabela 3.1 — Dose total para 8 grupos de energia por quadratura de

Gauss.

Dr(x =5cm)  ADO LTP,

Gauss 0.016510  0.015969

Observa-se que utilizando N > 12 para a quadratura do método ADO, os valores
apresentados acima nao sao alterados, mostrando a réapida convergéencia do método, sendo
que leva-se menos de 5 segundos para gerar os resultados apresentados.

Ainda, comparando com [Trindade, 1997], calcula-se a taxa de dose total [Mev/g.s],
utilizando dez grupos de energia e N = 12 para o método ADO, numa camada de agua de

10 em com uma energia incidente de 1M ev,

Tabela 3.2 — Dose total para 10 grupos de energia por quadratura de

Gauss.

Dr(z =5cm)  ADO LTP,

Gauss 0.015952 0.015444

Este resultado concorda em trés casas decimais com o apresentado por [Trindade,
1997], utilizando o método LT Py, para o mesmo problema.

Observa-se assim, uma boa concordancia com os resultados obtidos e apresentados
por este autor. Ressalta-se que resultados para maiores valores de N nao estavam disponiveis
e que, de fato o uso da aproximacao N = 9 no método LT Py equivaleria a se usar N = 10
em um método de ordenadas discretas padrao. No caso do método ADO (onde os problemas
de autovalores se reduzem a metade) seria equivalente a se usar (ordem par) aproximada-
mente N =4 ou N = 6 e além disto destaca-se a eficiéncia do método ADO, uma vez que,
aumentando o numero de pontos de quadratura do método ADO observa-se convergéncia
numérica dos resultados encontrados. Os resultados apresentados sao para N=12 pontos
de quadratura para o método ADO e resultam em 7 digitos de convergéncia. A rapida

convergéncia em relagao ao baixo numero de pontos de quadratura utilizados, deve-se basi-
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camente ao esquema de quadratura no semi-intervalo, que implica num ganho de precisao
em relacao a outros esquemas de quadratura.
Considerando ainda meio homogéneo e comparando com [Lunelli, 2002], tem-se para

a definicao da dose total

M
Dr(por) =Y 1ai®(ptow, \s) (3.75)
=0

onde fiq; = f1a(Ni) é 0 coeficiente de absor¢ao do meio material considerado, dado em [em?/g]

e <i>(x, Ai) é o fluxo escalar definido como [Duderstadt e Martin, 1979],

d(x, ;) = /_ I(z, M, p)dp (3.76)

1

A taxa de dose absorvida, devido somente ao fluxo incidente é dada por [Lunelli,

2002],

Do(p10z) = p1a0® (10, M) (3.77)

onde Ay é o comprimento de onda da energia incidente Ey e uq9 € 0 coeficiente de absorcao
do meio material para a energia incidente.
Para este caso comparam-se os resultados para o fator de buildup definido por

[Lunelli, 2002] como,

Dr(pio) _

Bluor) = (3.78)

Na primeira situacao, considera-se energia incidente de 1.25Mev para agua, com
N = 12 pontos de quadratura para o método ADO. Utiliza-se cinco grupos de energia e
aproxima-se a integral em A utilizando a regra 1/3 de Simpson. Neste caso, os valores da
espessura da placa estao em termos de livre caminho médio (ppz) em relagdo ao coeficiente

de atenuagao o da energia incidente de radiacao, encontra-se para o fator de buildup,
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Tabela 3.3 — Buildup para 5 grupos de energia por 1/3 de Simpson.

poxr  (LTSs) ADO

1 1.95 1.91075
2 3.19  3.11051

Comparando também resultados, para o fator de buildup, para o meio considerado
como chumbo, e utilizando N = 20 pontos de quadratura para o método ADO, com 1.25Mewv

de energia incidente,

Tabela 3.4 — Buildup para o chumbo com 5 grupos de energia por 1/3

de Simpson.

1 1.84 1.81645
2 1.98 1.97884

Apresenta-se o calculo do fator de buildup com apenas 4 pontos de quadratura para
o método ADO, ja que [Lunelli, 2002] usa 6 pontos para o métdodo LT'Sy. Assim obtém-se,

para o chumbo, com 1.25Mewv,

Tabela 3.5 — Buildup para o chumbo com 5 grupos de energia por 1/3

de Simpson com 4 pontos de quadratura para ADO.

pxr (LTSg) ADO

1 1.84  1.81659
2 1.98  1.97829

Com 4 pontos de quadratura para o método ADO, o que seria aproximadamente
equivalente a 6 pontos pelo método LTSy observa-se uma concordancia de dois digitos
significativos nos valores encontrados para o fator de buildup. Os resultados numéricos

foram obtidos em menos de 5 segundos.
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3.1.5 O problema heterogéneo

Autores como [Lunelli, 2002], [Rodrigues et al., 2006] e [Hirayama, 1998] apresentam
resultados para o fator de buildup, para meios constituidos por dois ou mais materiais. O
método ADO pode ser utilizado na abordagem de problemas heterogéneos. Para isto, o
problema é resolvido considerando-se diversas regides (placas), utilizando-se coeficientes de
absorgao e atenuagao diferentes em cada regiao. Sao utilizadas entao, condigoes de interface
de continuidade entre os meios homogéneos.

De forma geral, representa-se um meio heterogéneo dividindo-o em m meios ho-
mogéneos de comprimento (r;—z;_1), j = 1,2, ..., m. Para cada um destes meios homogéneos

j resolve-se o problema representado pela equacao de transporte de particulas,

L

1
=3y @ AWC [ AT (319

1=0 1

aglj(x p) + X (w0, 1)

[\:JI)—l

onde x € (0,z¢) e p € [—1, 1], com matrizes 3 e C; dadas como no caso homogéneo.

As condicoes de contorno sao utilizadas como,

I'(0, 1) = Fi(p), (3.80)

1" (20, —p) = F (1), (3.81)

para u € (0, 1], e as condigoes de interface de continuidade entre os meios homogéneos,

Ij(xjv :u) = IjJrl(Ijv :u)' (3'82>

Utilizando a metodologia anterior, adequando-se a solucao do sistema linear para a
determinacao dos coeficientes da solugao geral, pode-se comparar os resultados para o fator de
buildup para meio heterogéneo obtidos por [Lunelli, 2002]. Para isto, de forma andloga a este

autor, consideram-se cinco grupos de energia com energia incidente de 1.25M ev, abordagem
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da integral em A pela regra 1/3 de Simpson. Considera-se o meio formado por uma camada
de dgua com espessura pgr = 1 seguida por uma camada de chumbo de espessuras poxr = 1,
or = 2 e por = 3. A férmula utilizada para o calculo do fator de buildup é a mesma
utlizada do caso homogéneo, equagao (3.78).

Os valores apresentados mantém-se constantes para n > 20 no método ADO,

Tabela 3.6 — Valores do Buildup para meio heterogéneo comparados

com o método LT Sy.

woxr  ADO LTS
1 218244 2.19
2 212769 2.12
3 210518 2.04

Apresenta-se também, a comparacao para o fator de buildup usando N=4 para o

método ADO, ja que [Lunelli, 2002] usa N=6 no método LTSy,

Tabela 3.7 — Valores do Buildup para meio heterogéneo comparados

com o método LTSy, com quatro pontos para ADO.

wor  ADO  LTSg
1 21818 2.19
2 212651 2.12
3 2.01228 2.04

Verifica-se uma concordancia, em no minimo dois digitos significativos, com os val-
ores apresentados por [Lunelli; 2002], além de termos uma répida convergéncia do método
ADO, com a utilizagao de 20 ou mais pontos de quadratura para o método, seis digitos per-
manecem inalterados, o que facilita a sua utilizacdo. Apesar de seguirem a mesma definicao

de [Lunelli, 2002] para o calculo do fator de buildup em meio heterogéneo, ji validada nos
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exemplos acima, nao se obteve concordancia com os resultados apresentados nas referéncias
[Rodrigues et al., 2006] e [Rodrigues, 2007], para o fator de buildup em placas de compri-
mento maior do que 4mfp. Nestas referéncias [Rodrigues et al., 2006] e [Rodrigues, 2007],
os resultados sdo comparados com [Hirayama, 1995] e [Hirayama, 1998] que, no entanto,
utilizam uma férmula diferente para o calculo do fator de buildup, da indicada pelos autores

e mencionada acima.

3.2 Caso II: Abordagem de )y até \

Como vimos no capitulo 2, a equacao de transporte de particulas para fétons, escrita
em termos de comprimento de onda A, considerando a intensidade de radiacao e o nicleo de

Klein-Nishina, pode ser preliminarmente escrita na forma,

20+1
2

0 Iz, A\ p) +o(N)(z, A\ p) = az

N% Pi(p)

1=0
A 1

« / / KO NP+ X = NP (2, X ) dpldN . (3.83)
Ao J—1

Também, conforme ji observado no capitulo (2), devido a caracteristica do espa-
lhamento Compton, e de acordo com a definicao do nicleo de Klein-Nishina o termo integral
na equacgao (3.83) de fato tem limite inferior igual a Ay ou A — 2 o que for maior, conforme
destaca [Fano et al., 1959]. O caso considerando o méximo (Caso III), considerado mais
adequado, serd resolvido na sec¢do (3.3). Neste momento, mesmo tratando-se de uma apro-
ximacao, que permite o uso de esquemas de quadratura mais tradicionais, trabalha-se com
a integracao de A\g até A\, A € R.

Observa-se que o dominio de definicao da varidvel A é de [Ag,00). Desta forma,

mapeia-se este intervalo [Ag, 00) em [—1, 1] para usar a quadratura de Gauss,

A= —2e Nt 4 (3.84)

ou ainda,
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1
VX j=1,2,.., M. (3.85)

1

Uma vez discretizado, chega-se a uma equagao na forma

9 I
N%I(x, Njy 1) + o (M) (z, N, 1) = az
1=0

Fi(p)
PRI

<[ [ BB N ARG X i, (3:56)
Ao -1

onde, para j = 1 tem-se exatamente equacao de transporte de particulas sem o termo de espa-
lhamento, ja que toda a expressao do lado direito sera nula.

A expressao (3.86) deve ser avaliada em cada ponto de quadratura, para que se evite
o aparecimento de incognitas do lado direito que nao estejam presentes do lado esquerdo da
equacao, optou-se por utilizar a regra dos trapézios para cada dois pontos, na avaliacao das

integrais em \' da equacao,

%) 20 + 1 A2 ,
pa L (@A) + o () I (@ az P(p K NP1+ N = \)
A3
P I (o, N, gl + / / KNP+ X = AP ) Xy dX +
A
N, ol
/ / KO AP+ X — AP I, X i )dpldy), (3.87)

paraj =1,2,...., M, onde M é o nimero de grupos de energia considerado. Cada uma destas
integrais foi resolvida utilizando a regra dos trapézios para dois pontos, de onde a equagao

(3.87) pode ser escrita como,

831(;5 M) + o) (A 1) = 0, (3.88)
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2l 2 (N — A1)

2

+1Pl(u) ‘

5 [K(Nim1,Aj) %
=2

9 L
M%I(JJ, Ny i) + (M) (z, Mg, p) = az
1=0

1 1

-PZ(M/)-[(CC) /\i—h ,u,)d//—i—K()\“ Aj)-Pl<]- —"_)\’L - A]) / Pl(:u,)](xa >\Z7 M/)dﬂl]a

-1

Pl(1+/\z-_1—)\j)/

-1

j=2,..,M. (3.89)

Chamando,
I(:Ev)\j?M) = [j([lf,,u), (391)
tem-se,
o " o141 d (A — Xiz1) ! /
M%Ij(% p) +oili(z,p) =« ; 5 Pi(p) ; f[([(@,l)j)l B P (p')x

1

[ifl(xﬁ/)dlu’/ + (K’Lj)l/ Pl(/'l/l>[7'(x7/’l//>dul]7 J= 2. M. (392)

-1

Considerando C;, a matriz triangular inferior de ordem M x M dada por,

i 0 0 0 0
(AQE/\I)(Kn)l (%)(KQQ)Z 0 0
(22520)(K13),  (2520)(Kas), + (M522)(Kas),  (2522)(Kss), 0

. | . .

K (5K b P (), e (CHERE(R),

pode-se escrever a equagao (3.92), utilizando a notagao matricial,

(3.93)
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S+ DREC [ RGO, (.04

=0

| e

0
U%I(LE’ :u) + EI(LE, :u) -

para * € (0,29) e p € [—1,1], onde 3 é a matriz diagonal com elementos o; = o(};),

j=1,2,..,M, C; é amatriz M x M dada anteriormente (triangular inferior) e,

I(l‘, M) = (]1(:13, :u)v ]2($, :u)v X ]M(Iv M))T (395)

define o vetor M x 1 com componentes I(x, \;, 11).
Considera-se ainda, para o problema que tem sido tratado aqui, as condicoes de

contorno escritas como,

(0, ) = F1(n), (3.96)

I(zo, —p) = Fa(n), (3.97)

para p € (0,1].
A equagéao resultante é andloga a expressao obtida anteriormente, e que foi resolvida

pelo método ADO na secao (3.1.3).

3.3 Caso III: Abordagem considerando maz{\j, A — 2} até A

Conforme ja mencionado, rigorosamente, devido a caracteristica do espalhamento
Compton e ao nicleo de Klein-Nishina, a integracao sobre A’ na equacao (3.83) inicia-se em

A — 2 ou A\ o que for maior, conforme destaca [Fano et al., 1959]. Desta forma,

0 " o1+ 1
M%I(%A,M)JFU()\)I(%)\,M):az 5 1ilw)
=0
A 1
y / / KO AR+ N — AP (2, X gl dN. (3.98)
maz{io,A\—2} J—1

Observa-se que o termo integral em \ na equagao (3.98) terd limites de integragao
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variaveis, o que dificulta a proposicao de um esquema de quadratura adequado. Neste
trabalho, a idéia inicial consiste em discretizar a variavel A, garantindo que o valor do
max{Ag, N — 2} esteja entre estes valores, caso contrario resultaria um sistema com mais
incognitas do que equagoes.

Primeiramente, fixa-se um valor maximo para A, denotado por Ap, como apro-

ximacao do limite infinito, tal que,

Para calcular os valores de A discretizados, considera-se espacamento uniforme entre

os pontos, definido por,

A=
N n

h (3.100)

0,511

0
serd o nimero de grupos de energia. Além disto, verifica-se pelas equagoes (3.99) e (3.100),

onde \g = ¢ um valor conhecido, e n é o ntimero de intervalos considerados, M = n+1
que k = nh, onde n € N.

Desta forma, considerando que Ay é exatamente o primeiro valor da discretizacao,
chamado neste caso de A\;, os demais valores para a discretizacao da variavel energia sao

calculados como,

N=N_1+h =23, ..M, (3.101)

garantindo que max{\, \; — 2}, 7 =1,2,.., M esteja sempre entre os valores de \ discretiza-

dos. Para cada \;, 1 =1, ..., M, resolve-se a equacao de transporte,

%) Eol41
po I Ny ) + o) (2, M ) = 0 ), =——Filu)
1=0
i 1
X / / KN )P+ XN = )B(p)I(z, N, p)dp'dN.  (3.102)
maz{Ai1,\;—2} J—1



A integral em X sera resolvida pela regra dos trapézios. Chamando,

max{/\l, >\z — 2} = )\r S {)\1, )\2, ---7/\M}7

tem-se,

20+1
2

9 L
M%I(% Ais i) +o(X)I (@, Ais i) = a Z Pi(p)

=0
i 1
></ /K(X,)\i)Pl(lJrX—)\Z-)Pl(u’)f(x,X,u’)du’dX,
I 1

que pela regra dos trapézios pode ser escrita como,

i — Ar

21 +1
T p

e N ) oG N ) = 030 2T P AR AP A

1
1 -1

onde A, é um valor fixo (para cada i) calculado como o maximo entre A; e A\; — 2.

Chamando

K(/\ru)\’L) K’ria

[(‘Ta )‘hﬂ) = [2(1;7#)7

1
/ By ) I, Ay )i+ K (i MBI+ A — A / P ) I, Mo, 1)y,
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(3.103)

(3.104)

)\z) X

(3.105)

(3.106)

(3.107)

e denotando por C;, a matriz de ordem M x M com coeficientes nao nulos definidos por,

()‘z - >\r)

(Cl)i,r = 2

KmPl<1 + )\r - )\z)a

pode-se escrever a equagao (3.105), utilizando a notagao matricial,

(3.108)
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| R

M%I(ﬂw) +2(w, 1) = 5 > 21+ 1) P (n)Cy /_le(u’)I(w,u’)du’, (3.109)

=0

para x € (0,z9) e p € [—1,1], onde ¥ é a matriz diagonal com elementos o; = o()\;),

i=1,2,..,M,e,

I(l‘,ﬂ) = (Il(ajalu)?I?(mhu)’ "'7[M<xhu))T7 (3'11())

define o vetor M x 1 com componentes I(z, A, 11).

O problema resultante é similar ao dos casos anteriores (casos I e 1), onde o trata-
mento da varidvel angular é feito pelo método analitico de ordenadas discretas (ADO), como
apresentado na secao (3.1.3).

Simulagoes numéricas e validagdes com aproximagoes em meio infinito e semi-infinito,
disponiveis na literatura, para as abordagens como considerado no caso I ( Ay até \) e III

(max{Aog, A — 2} até \) serdo apresentados no capitulo seguinte.
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4 RESULTADOS NUMERICOS DA ABORDAGEM DISCRETA

Neste capitulo, apresentam-se os resultados numéricos obtidos pelos caso II - abor-
dagens de A\ até A e caso III - abordagem de maz{\g, A — 2} até A.

Realizaram-se as implementagoes em FORTRAN, com a utilizacao do programa RG
da colecao EISPACK, [Smith et al., 1976] para encontrar os autovalores e autovetores do
problema e as subroutinas DGECO e DGESL da cole¢ao LINPACK [Dongarra et al., 1979],
de forma a resolver o sistema linear resultante. Os resultados numéricos foram obtidos em um
notebook Centrino Core 2 Duo com 1.73 Ghz. Para todas as situagoes abordadas consideram-
se espalhamento istotropico em uma placa plana, com ntucleo de espalhamento de Klein-
Nishina, varios grupos de energia e condicoes de contorno em termos de uma distribuigao

incidente conhecida.

4.1 O fator de buildup escrito em termos do comprimento de onda

Conforme [Shultis e Faw, 2000], fator de buildup B(z) é definido como a razao da

dose total em relacao a dose nao colidida,

o DT(ZL')
B(z) = Do(r)” (4.1)
onde [Goldstein, 1959] define
D) = /0 " 1(B)b(z, B)dE, (4.2)

e, Do(x) corresponde & dose devido ao fluxo nao colidido <f>(x, Ep), de onde tem-se,

" 1, (E)d(x, B)AE
I 114 (Eg)®(w, Eg)dE

B(z) = (4.3)

e, o fluxo escalar @(m,E) ¢ definido em termos da intensidade de radiagdo, [Fano et al.,



1959], [Duderstadt e Martin, 1979,

d(x,E) = /_ I(z, E, p)dp.

1
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(4.4)

Em termos do comprimento de onda A, as equagoes (4.2), (4.3) e (4.4) sao reescritas,

usando que m.c? = 0.511Mev e,

MeC
E=-—=
A 7
de onde,
2
mecC
dEl = — 2 dA,
tem-se,
00 R meC2
DT(.T) = ,ua()\)(I)(:v, /\)Td)\,
Ao
¢,

e (V) ) e d A

L a0 (2, M) e dA

)\2

B(x)

onde fluxo escalar i)(x, A) é dado por,

@(x,)\)—/_ I(z, A, p)dp.

1

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

O coeficiente de absorgao ji,()), em [em?/g], pode ser considerado como o do meio

em questao [Wood, 1982}, [Blizard e Abbott, 1962], ou ainda como o coeficiente de absor¢ao

do ar [Hirayama, 1986], sendo que neste caso a expressao (4.8) é chamada de fator de buildup
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de exposicao.

De acordo com o capitulo (3), a equagao de transporte para fétons foi resolvida para
um problema homogéneo (o termo de fonte é nulo). Desta forma, os problemas abordados
sao de transporte de particulas numa placa plana considerando uma energia incidente Fy na
extremidade z = 0, para o primeiro comprimento de onda, e no final da placa a intensidade

angular de energia é nula, (ndo ha penetracao de radiagdo com qualquer energia),

I(0, Ao, 0) =1, para p >0, (4.10)
I(0,\j,p)) =0, para pu>0, i=1,2,..., M, (4.11)
I(pox, Njy ) =0  para p<0, i=1,2,.., M. (4.12)

Tendo em vista a maior dificuldade de solugoes em meios finitos, os resultados
numéricos apresentados por autores como [Blizard e Abbott, 1962], [Hirayama, 1986], [Fano
et al., 1959], [Shultis e Faw, 2000], [Wood, 1982], sao considerados em geral para meio
infinito ou meio semi-infinito, considerando uma fonte, que pode ser pontual isotrépica,
monoenergética, dentre outras, em geral a partir de abordagens como o método de Monte
Carlo. O problema aqui abordado, pode ser considerado uma aproximacao da componente
nao-singular de problemas onde fontes (formuladas em termos da fungao delta de Dirac) sdo

propostas.

4.2 Resultados para o caso II - abordagem de \; até A

Para o cédlculo da dose, primeiramente resolve-se a integral em A que aparece na
equacao (4.7). Isto é feito através da quadratura de Gauss, utilizando o mapeamento expo-

nencial,

N = —2e Mo 4 (4.13)
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de onde,
1 1
e?
d\ = L AN\ (4.15)
Sl '

Assim, a dose total é escrita como,

1

1 1 . 1 1
Dr(x) = mGCQ/ fa(—=In(—==X"+ =) + X)) P(z, —In(—= A"+ =) + Ag) X
1 2 2 2 2
1 dX*
, (4.16
(=In(—3A* + 3) + Xo)2 (1 — 1*) (4.16)
ou ainda, aproximando pela quadratura de Gauss,
- 1 1 . 1 1
Dr(z) = mec? ;ua(—ln(—§)\*(i) + 5) + Ao)®(z, —ln(—i)\*(i) + 5) + Ao) X
! w@) (4.17)

(=In(=3A7 (1) + 3) + Ao)? (1 = A*(D)’

onde A*(7) sao pontos de quadratura no intervalo [—1,1] e w(i) sdo os pesos associados.
A expressdao para Dg(x) é conhecida como dose devido a radiacao nao colidida
(primaria), e representa a dose devido ao fluxo nao colidido ®(z, \g), para o primeiro com-

primento de onda Ay [Shultis e Faw, 2000].

Situagao 1: Considere uma placa homogénea de dgua com energia incidente de 1Mev,
determinam-se o fluxo escalar [f6tons/cm?.s], a dose total e a dose devido a radiagao primdria
[Mev/g.s], encontrados para diferentes espessuras da placa, expressa em livre caminho médio
Loz, com o = 0.0706, que é o valor do coeficiente de atenuagao para a energia incidente
de 1Mev. Na tabela (4.1), a 1* coluna representa a espessura da placa, e os coeficientes

de absorcao p,(\;) s@o utilizados como os do ar, (apéndice I). Consideram-se 4 grupos de



energia, e N = 20 para o método ADO,

Tabela 4.1 — Fluxo escalar para quatro grupos de energia para o caso

II.

mfp Dy (z)

(I)Q(ZL‘)

(1)3(1')

@4(!17)

0.135034
0.031736
0.008388
0.002355

= W NN =

0.014884
0.005029
0.001564
0.000478

0.013728
0.004882
0.001530
0.000464

0.010492
0.005547
0.002075
0.000690

20

Pode-se representar graficamente o fluxo escalar para os quatro grupos de energia,

considerando uma placa de comprimento 3m fp,
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Fluxos/MFP

Figura 4.1 — Fluxos para uma placa de comprimento 3 MFP.

Para a dose total [Mev/g.s| e também dose devido a radiagao primdria, em termos

da espessura da placa, para quatro grupos de energia,

Tabela 4.2 — Taxa de dose total e dose devido a radiacao primaria

para 4 grupos de energia.

mfp  Dr(x) Dy(z)
1 0001318  0.001077

2 342 x107* 2.53 x10~*
3 959 x107® 6.69 x107°
4 278 x107° 1.87 x107°

Cuja representacao grafica para uma placa de comprimento 3m fp sera,
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0.0087)

0.007 X

0.0067]

0.0057]

DOSES / MFP

0.004

0.0037

0.0027]

0.0017]

Figura 4.2 — Dose total e dose devido a radiacao priméria para uma

placa de comprimento 3 MFP.

Situagao 2: Considera-se uma placa plana homogénea de dgua, com energia incidente
de 1Mev, determina-se o fator de buildup em funcao da espessura da placa, expressa em
livre caminho médio, poz. Os coeficientes de absor¢ao p,(A;) sao utilizados como os do ar

(Apéndice 1) e, consideram-se 4, 6,8 e 10 grupos de energia, e N = 20 para o método ADO,

Tabela 4.3 — Fator de buildup para energia incidente de 1Mev em

funcao do niimero de grupos de energia considerados.

mfp  Mg=4 Mg=6 Mg=8 Mg=10

1 1.224633 1.266277 1.274820 1.290762
1.353925 1.400368 1.421274 1.442572
1.434411 1.481729 1.516936 1.536542
1.481717 1.531839 1.581170 1.595969
1.507164 1.562498 1.624630 1.634217
1.518646 1.580692 1.653788 1.659104

[ S N V)

Para a analise grafica do comportamento do fator de buildup em fun¢ao do niimero

de energias considerado, com variagao do comprimento da placa de 1m fp até 3m fp, utiliza-
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se uma placa de comprimento um pouco maior, neste caso de 3.5m fp, como propoe [Shultis

e Faw, 2000], [Hirayama, 1994b], [Wood, 1982] e [Fano et al., 1959],

BUILDUP / MFP

Figura 4.3 — Comparacao entre os fatores de buildup em funcao do

nimero de grupos de energia.

Situagao 3: (Aumentando a energia incidente) Considera-se uma placa plana ho-
mogénea de agua, com energia incidente de 2Mev, com 4, 6, 8 e 10 grupos de energia e
N = 20 para o método ADO. Neste caso o = 0.0493 que é o coeficiente de atenuagao para
a energia incidente de 2Mev, e os coeficientes de absor¢ao sao do ar. Determina-se o fator
de buildup em funcao da espessura da placa, expressa em termos de livre caminho médio e

do ntimero de grupos de energia considerados,
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Tabela 4.4 — Fator de buildup para energia incidente de 2Mev em

funcao do nimero de grupos de energia considerados.

mfp  Mg=4 Mg=6 Mg=8 Mg=10

1.157172  1.187471 1.204685 1.223546
1.217954 1.256500 1.287438 1.316002
1.241087 1.287888 1.329174 1.364349
1.247210 1.301870 1.350934 1.391216

O

Situagao 4: (Diminuindo a energia incidente)

Considera-se uma placa plana homogénea de dgua, com energia incidente de 0, 6 M ev,
com 4, 6, 8 e 10 grupos de energia e N = 20 para o método ADO. Neste caso py = 0.0896 que
¢ o coeficiente de atenuagao para a energia incidente de 0, 6M ev, e os coeficientes de absorc¢ao
sao do ar. Determina-se o fator de buildup em funcao da espessura da placa, expressa em

termos de livre caminho médio, e do niimero de grupos de energia considerados,

Tabela 4.5 — Fator de buildup para energia incidente de 0.6Mev em

funcao do nimero de grupos de energia considerados.

mfp  Mg=4 Mg=6 Mg=8 Mg=10

1.282119 1.329999 1.334257 1.358298
1.479878 1.523225 1.554061 1.585111
1.632713  1.659969 1.724017 1.750901
1.747989 1.759768 1.8569346 1.872185

[N N

Para analisar o comportamento grafico do fator de buildup em funcao da energia
incidente, considera-se 10 grupos de energia, em uma placa de comprimento 3.5m fp com

variacao de 1Imfp até 3mfp,
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E0=0.6 MEV
X EB0=1 MEV
1€ E0=2 MEV

BUILDUP / MFP

Figura 4.4 — Fatores de buildup em fungao da energia incidente.

Observa-se que, quando aumentamos a energia incidente, diminuimos o valor do
buildup. Este comportamento grafico é o mesmo apresentado por [Blizard e Abbott, 1962],

conforme pode-se observar na figura (4.5),

10
7
5 £4=0.255 Mev —|
11 // o5
2 / /
5 49%
/
2 / ,/ o1 ]
: e
g ° /
2
£ yavs
o | - 20T
g / ]
G / /3.0
LA
;10 17 so1—
© / // | 3
77 8.0+—
s 17
"o =
/
11/ %
7

O 2 4 6 8 {0 42 44 46 (8 20 22 24
/.LO/‘?‘ RELAXATION LENGTHS

Figura 4.5 — Fator de buildup para agua, [Blizard e Abbott, 1962].
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Novamente, os valores apresentados por este autor sao para meio infinito e com a
utilizagdo de uma fonte pontual isotrépica. Segundo [Blizard e Abbott, 1962] as condigoes
de contorno introduzidas na placa possuem o efeito de reduzir o fluxo préximo a superficie,
quando comparado com o fluxo em um meio infinito na mesma distancia da fonte. Esta
reducao é causada pela fuga ou “leakage” dos raios gama da superficie da placa, que desta
forma nao contribuem para o fluxo apds o espalhamento, ou seja, temos um aumento na
taxa de perda e diminuicao na taxa de producao.

Observa-se, na tabela seguinte, a comparacao de valores encontrados para o fator de
buildup com valores apresentados por [Blizard e Abbott, 1962]. Consideram-se neste caso
10 grupos de energia para agua com energia incidente de 1Mev e coeficientes de absorgao

do ar,

Tabela 4.6 — Fator de buildup para energia incidente de 1Mewv.

mfp  ADO Monte Carlo

1 1.290762 1.78
2 1.442572 2.62
4 1.595969 4.95

Destaca-se, que existe um erro estimado de 15% nos resultados apresentados por
[Blizard e Abbott, 1962], e estes sao estimados pelo método de Monte Carlo, como uma
aproximagcao para a placa, utilizando-se meio infinito e fonte pontual isotrépica. Nao existe
referéncia a quantidade de grupos de energia utilizados. Muitos resultados para placa sao
dados a partir de problemas em meio semi-infinito definindo a espessura da placa um valor
inferior.

Apresenta-se na tabela seguinte a convergéncia numérica do fator de buildup para
agua, com energia incidente de 1Mev e 10 grupos de energia, em fungao do niimero de pontos

de quadratura considerados para o método ADO,
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Tabela 4.7 — Convergéncia numérica do método ADO, considerando

a abordagem do caso II.

N 3mfp

2 1.52895895
4 1.53560968
6 1.53652832
8 1.53654543

10 1.53654165
12 1.53654225
14 1.53654227
16 1.53654231

Como observa-se na tabela (4.7) com N = 12 obtem-se a concordancia de em seis

digitos significativos.

4.3 Resultados para o caso III - maz{\j, A — 2} até A

Neste caso, considera-se a dose calculada até um valor Ap (maior valor de compri-

mento de onda considerado), assim a equagao para a dose (4.7) é reescrita como,

Dy (z) = mQCZ/ . fta(N)®(z, /\)éd/\, (4.18)

Ao

onde aproxima-se a integral em A\ pela regra dos trapézios repetida, dividindo o intervalo de

[)\[),)\F] cm )\1, )\2, )\3, e )\M,

h . 1 . 1 . 1
Dr(x) = mGCQ—[ua()\l)(I)(L M) g+ 20a(A2) P (2, A2) 5 + 20a(A3) P (2, A3) 5 + -+
2 N2 2 32
. N 1
2pta(Anr—1) (@, Avr—1) 57— + Ha(Aar) @(2, Arr) 7], (419)
A1 A

Ay =Agie - . L . :
onde h = % e, A1, g, ..., Ay sao pontos de discretizagao da variavel A\, garantindo que

max{ Ay, A\s — 2}, ¢ = 1,2, .., M esteja entre os valores de A discretizados.
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Aqui é interessante destacar que, a critério de comparacao com o caso anterior,
necessita-se verficar qual o intervalo de energia considerado. No caso anterior, o intervalo de
energia ¢ completamente determinado pelo nimero de pontos de discretizacao da variavel
A, que representavam o nimero de grupos de energia considerados, quanto mais grupos de
energia maior o intervalo de \ considerado. No caso atual, estipula-se o valor de A\p que
¢ valor maximo que se pretende obter, e a partir disto divide-se o intervalo de Ay até Ap
em um numero de grupos de energia, sendo que neste caso o nimero de grupos de energia

corresponde a quantidade de discretizagoes consideradas no intervalo de Ay até \p.

Situagao 1: Considera-se uma placa plana homogénea de agua, com energia incidente de
1Mev e A\p igual a 3.511, sete grupos de energia para a discretizacao da varidvel comprimento
de onda e N = 20 para o método ADO. Determina-se a dose total [Mev/g.s| e dose devido

a radiacao priméria [Mev/g.s| e o fator de buildup,

Tabela 4.8 — Taxa de dose total e dose devido a radiagao primaria

para a abordagem do caso III.

mfp Dr(z) Dy ()
1 0.002754 0.002049
2 8.66 x10™* 5.18 x1074
3 298 x107* 1.46 x10~*
4 1.07 x10™* 4.41 x107°

O comportamento grafico da dose total e dose devido a radiagao primaria, para uma

placa plana de comprimento 3m fp, pode ser observado na figura seguinte,
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0.0147}

0.0127]

0.0107]

0.0087]

DOSE / MFP

0.0067]

0.0047]

0.0027]

ot

Figura 4.6 — Dose total e dose devido a radiacao priméria para uma
placa de comprimento 3 MFP pela abordagem do caso

I1I.

Este caso pode ser comparado com a metodologia anterior, ao de quatro grupos de
energia, em que o valor maximo para A é aproximadamente 3.18. Pode-se observar que nas
duas metodologias o comportamento grafico das doses nao é alterado. O fator de buildup, em

termos de espessura da placa, para as duas metodologias é apresentado na tabela seguinte,

Tabela 4.9 — Comparagao do fator de buildup para as duas metodolo-

gias.

mfp Caso Il  Caso III

1 1.224633 1.343796
2 1.353925 1.672099
3 1.434411 2.030181
4 1.481717 2.439942

Observa-se uma diferenca entre os valores encontrados pelas duas metodologias, que
se acredita ocorrer principalmente pelo fato de que a abordagem do caso II nao inclui os

extremos do intervalo, enquanto a abordagem do caso III inclui os extremos do intervalo,
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além de considerar a integral iniciando no valor correto de comprimento de onda.

Na tabela seguinte apresenta-se a andlise da convergéncia numérica para esta abor-
dagem, considerando-se o meio como agua, com energia incidente de 1Mev e sete grupos
de energia, para uma placa de comprimento 1mfp, em funcao do ntmero de pontos de

quadratura considerados para o método ADO,

Tabela 4.10 — Convergéncia numérica do método ADO, considerando

a abordagem do caso III.

N Imfp

6 1.34515888
8 1.34397212
10 1.34389860
12 1.34385587
14 1.34383203
16 1.34381578
20 1.34379670
22 1.34379077
24 1.34378624
28 1.34377990

Como observa-se na tabela (4.10) com N = 20 obtem-se a concordancia de em

quatro digitos significativos, o que caracteriza a rapida convergéncia numérica do método.

Situagao 2: (Mudando o meio)

Considera-se uma placa plana homogénea de chumbo, com energia incidente de
1Mev, determina-se a dose total [Mev/g.s] e dose devido a radiagdo priméria [Mev/g.s].
Neste caso py = 0.77634 em™! que é o coeficiente de atenuacido do chumbo para a energia
incidente de 1M ev. Considera-se nove grupos de energia, com valor maximo para Ap = 4.511

e, N =20 para o método ADO,
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Tabela 4.11 — Dose total e dose devido a radiagao priméria para o

chumbo pelo caso III.

mfp Dr(z) Dy(x)
1 0.002510  0.002068
2 5.79 x107* 5.21 x10~*
3 158 x107* 1.47 x10~*
4 6.26 x107° 5.88 x107°

O comportamento grafico das doses, pode ser observado na figura seguinte, conside-

rando-se uma placa comprimento 3m fp,

X b o)

0.0107]

DOSES / MFP

0.0057

0.000 T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 4.7 — Dose total e devido a radiacao primaria, para o chumbo

numa placa de comprimento 3 MFP

Novamente, observa-se o comportamento grafico caracteristico apresentado nas

outras metodologias.
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5 ABORDAGEM CONTINUA DA DEPENDENCIA ESPECTRAL

Neste capitulo se apresenta uma abordagem continua para o tratamento da variavel
A do problema de transporte de radiacao para fétons, com dependéncia espectral. Para tanto
considera-se, como nos capitulos anteriores, a equacao de transporte para fétons, homogénea,

dependente do comprimento de onda A,

aa I(z, A\ ,u)+a()\)l(m,)\,u):a22l+1

=0

Py(p)
A 1
< [ [ ROV X = NRGOIE X idlay - (5.)
Ao J—1

sendo que o ntcleo de espalhamento K (A, A) conhecido como de Klein-Nishina é dado na
equagao (2.46), para espalhamento Compton. As condigées de contorno sao definidas como

anteriormente, em termos de uma distribuicao incidente conhecida,

[(07)‘>M) = Fl()‘a,u)a (52)

(o, A, ) = Fa(A, ), (5.3)

onde x = 0 e x = 1y sao as extremidades da placa.

Seguindo uma abordagem espectral, a solucao é proposta na forma de uma expansao
truncada em termos de fungoes conhecidas, neste caso, polinomios de Legendre. Expansoes
semelhantes também foram utilizadas por [Siewert, 2003a], [Siewert, 2003b] na solucao de
vérios problemas na dinamica de gases rarefeitos. Aqui aproxima-se o intervalo [Ag, c0) por

um intervalo do tipo [Ag, Ar],

M
-2 dot s
I(@, A i) =Y Pul e wil e WL ZACHD) (5.4)

m=0
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onde as fungoes g,,(x, pt) serao posteriormente determinadas e P, representam os polinémios
de Legendre. As expressoes \g e Ap sao, respectivamente, os comprimentos de onda para a
energia incidente e comprimento de onda maximo considerado.

Substituindo a expressao (5.4) na equagao (5.1) tem-se,

M M
E P, m Pm (2,
" Sy vl vy vl A o»> AW‘M‘ M vy w ZICTD)

m=0
M

L A gl
o 41 —2) Ao + Ap
=a) P KN, NP1+ XN =NB) ) P
o 5 l(ﬂ)/}\ /_1 (X, )R (1 + ) l(’u)z <)\0—)\F+)\0_)\F>
1=0 0 m=

X G (z, g )dp'dN . (5.5)

Multiplicando a expressao anterior por

—2) Ao + Ap
A=A Ao— Ar

Wi(A) = P( ), 1=0,1,2,3,..., M, (5.6)

e, integrando em A no intervalo [Ag, Ar|, onde Ap é um valor fixo, pré-determinado e grande

o suficiente,

)dA+

8gm J] /J AR —2A )\0 + >\F —2A )\0 +)\F
Pu P,
/ mZ_ JPRED VLD VRS LD W) D Wy g

M

A 2N Nt Ar o 20 At Ar =20+ 1
P, P, A)dA = P
/| mZ o ARG, s e = a3 R

Ar M 9\ Ao+ ) WD VTS
KX VP (1+ N — P.( L 0T 4 20T AR
/)\0 Ao l< ZO )‘0_)\}7’ )\O_)\F) (/\O_/\F )\O_AF)

1
XMM/BWMWMM%®W

1

Chamando G(z, i) o vetor de dimensao (M + 1) com componentes gy, (z, u), m =

0,1,..., M, escreve-se na forma matricial,
0 Lol 41 !
i AG(e ) + SGo ) = a3 L AB: [ PGOG i, (59
— -1
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onde as constantes de ordem (M + 1) x (M + 1) sdo dadas por,

A /A ~PTOIP()AA (5.9)
AR
S:/ PT(ANP(N)a(N)d), (5.10)
B, = /AF ' KO, NP (14N — NPTV)P(N)ANAA, (5.11)
Ao Ao
T e S T Ve SR VSO e 2 SV PV

A —Ar Ao—Ap Xo—Ar Xo—Ap” A —Ar Ao—Ap

¢ um vetor de dimensao (M + 1), sendo que o subscrito 7' que aparece nas equagoes (5.9),
(5.10) e (5.11), representa o vetor transposto.
A matriz A obtida, ¢ invertivel, assim multiplicando a expressao (5.8) por A~

tem-se,

L

1
S (20 + )P A By / B()G )yl (5.13)
1=0 -1

G(z,p) + A'SG(z, ) =

MIQ

" ow

Chamando R = A™'S e C; = A~'B; tem-se como nos casos da abordagem discreta,

o seguinte problema a ser resolvido,

1

(20 + 1)B()C, / PG ) d. (5.14)

-1

|
M) =

Hgs G, 1) + RG(z, 1) = l

I
=)

onde G(:z:,,u) = (go($,ﬂ),g1(l‘,M),gz(x,ﬂ), "'7gm(xmu))'



5.1 Condicoes de contorno
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O procedimento anterior deve ser aplicado analogamente nas condigoes de contorno.

Para isto considera-se,

1(07)‘7/JJ) = F1<)‘7,u)7

I(x07 )\Jlu) = F2()\7/“L)7

onde substitui-se a expressao,

M
I(x,\p)=> Pn

m=0

—2) Ao+ Ar
SV Wy

)Gm (T, 1),

e tem-se,
M
—2) Ao+ Ar
Pm m 07 = F >\7 Y
e
M
—2A Ao+ Ap
P, m (o, ) = Fo(\, ).
Tnzzo (AO _ AF + A[) _ AF)g ('TO :u) 2( /’L)
Multiplicando por,
—2) Ao+ Ar .
Wi(A) = B, , 1=0,1,2,.... M,
(A) (AO—AF Ao—AF) i

e, integrando de Ay a A\r, chega-se a

AG(0, 1) = T1(p),

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)



FG(zo, 1) = Tao(p),

onde

AR
Ta() = [ PTOF kA

Ao

Multiplicando as condices de contorno pela matriz A~ tem-se:

G(0, 1) = Qu(p),

G (o, 1) = Qa(n),

onde Qi (1) = A7'T1 (1) e Qo) = A7 Ta(p).

Finalmente, chega-se ao seguinte problema reformulado,

L 1

5 G ) + RG(r, ) = 3200 DA [ RGb

I— 1

com as seguintes condicoes de contorno,

G(0, 1) = Qu(p),

66

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)
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G (2o, 1) = Qa(n), (5.30)

onde

G($, :u) = (90(1‘7 M)7 gl(x7 M)7 ) gm(x’ u))’ (531)

determina os coeficientes de expansao.

5.2 Expressoes para as matrizes A,S e B;:

Na resolucao analitica do problema, primeiramente, encontram-se expressoes para

as matrizes que aparecem no problema (5.28). Para isto utiliza-se que

0.511M
o= ——— (5.32)
Ey

e Ar é um valor maximo para A, pré-fixado. Nos casos anteriores (caso I, caso II e caso III),
os valores da matriz R foram obtidos a partir de dados tabelados para os coeficientes o; e
B, é a matriz contendo o ntucleo de espalhamento, calculado em pontos discretizados. Neste
caso, as expressoes (5.9), (5.10), (5.11) podem ser determinadas analiticamente através do
software Maple. Cada expressao representa uma matriz de ordem (M + 1) x (M + 1), com
elementos definidos em termos de integrais. Estas integrais sao perfeitamente determinadas
no Maple. Para a matriz (5.9) tem-se integrais envolvendo polinémios de Legendre. Para a
matriz (5.10) tem-se integrais envolvendo polinomios de Legendre multiplicados pela fungao
o(A), que neste caso é obtida analiticamente por interpolagao.

Para as matrizes (5.11) integra-se de Ay até A, utilizando o nticleo de espalhamento
de Klein-Nishina e apds integra-se novamente de Ay até um determinado valor fixo Ap. O
tratamento analitico, possivel para o nicleo de Klein-Nishina, ¢ uma das grandes vantagens
desta abordagem em relacao as abordagens discretas. Para se obter as matrizes R e C;

calcula-se analiticamente a matriz inversa A~!, assim obtém-se, R = A"!S e C; = A™'B,.
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Este calculo depende exclusivamente do intervalo de integracgao.
Assim, as expressoes para as matrizes ficam completamente determinadas e possuem

solugao analitica obtida no Maple.

5.3 Solugao analitica por ordenadas discretas

Resolve-se agora o problema (5.28), através do método de ordenadas discretas da
mesma forma como os problemas resultantes do Capitulo 3. Neste caso, diferentemente
dos casos anteriores, os coeficientes de entrada sao matrizes de ordem (M + 1) x (M + 1),
contendo termos integrais envolvendo a multiplicagao de polinomios de Legendre. A matriz
C,; contém o nucleo de espalhamento, que neste caso é analisado analiticamente.

Apresenta-se, novamente o método analitico de ordenadas discretas (ADO), com as
alteracoes destacadas acima. Para isto considera-se o esquema de quadratura no intervalo

[0,1], para resolver a equagao

L

=5y @ DR@E [ AEGEON, (63

1=0 1

9,
u%G(z 1)+ RG(z, 1)

MIQ

com as condicoes de contorno,

G(0, 1) = Qu(p), (5.34)

G(xo, 1) = Qa(p)- (5.35)

Em termos de ordenadas discretas pode-se escrever

L
d «
1L de(x w;) + RG(z, p;) = =3 12:; (21 + 1) By CZZwSGZS ), (5.36)

N

L
d
~ni——Glz,—p;) + RG(a 52 20+ 1) P(1)C1 Y w,Gislx),  (5.37)
=0 s=1

Q
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para 1 = 1,2,.., N, onde introduz-se a notacao,

Gis(2) = Pi(ps) Gz, ps) + (=1)'G(z, — )], (5.38)

considerando N pontos de quadratura {us} e N pesos {w,} definidos no intervalo [0, 1].

As expressoes (5.36) e (5.42) possuem solucao exponencial, assim,

G(x, £p;) = ®(v, 2p;)e ", (5.39)
de onde tem-se,
1 0L N
(—= e~/ VetV — = , —z/v
(=), pi)e™" + R®(v, pi)e™" = 2;(QH1)B(Mz)012ws¢'z,s(we , (5.40)
¢,
1 o al
(== — e T e v = = _1) . —z/v
i V)(I’(V, pi)e Y+ RP (v, —p;)e —212_;( 1) (21—1—1)3(#1)01;108(1)1’5(1/)6 :
(5.41)

Simplificando e~*/* tem-se,

L
; 1
= - “Dow, u) _52 21 + 1) P, ;) ClZwS@S (v), (5.42)
=0 s=1
) 1 L N
(2 + %I) )= 5 2 (D' DAE)C Y w i (v), (5.43)
=0 s=1

parai=1,2,.., N, onde

B1o = Pi()[ @ (v, ) + (—1)' B (v, )], (5.44)
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e a expressao I que aparece em (5.42) e (5.43) é a matriz identidade de ordem (M + 1) x
(M + 1). Introduz-se os vetores de ordem (M + 1)N,

(I)-l-(’/) = [QT(V’ /~L1>7 (I)T(V7 :UJ2)7 P (I)T(V’ MN)]T’ (545)

O_(v) = [® (v, —), T (v, —p1a), ... @7 (v, —puw)]", (5.46)

onde T denota a operagao transposta, e considera-se as matrizes de ordem

(M +1)N x (M+1)N),

W = diag{...,w;1, ..}, (5.47)
M = diag{..., i;L, ...}, (5.48)
D = diag{...,R, ...}, (5.49)
e as matrizes de ordem ((M + 1)N x (M + 1)),
IL = [Fi(p)L Pp2), oo, Bi(pn)IJT, (5.50)

as expressoes (5.42) e (5.43) podem ser escritas como,

L

1

(D~ -M)®, (1) = 5 > @+ DILCG(v), (5.51)
=0

Q



(D+ -M)®, (v) = 5 > (=) (2 + DILCG(v).

=0

onde

Gu(v) = L WP, (1) + (~1)'®_(v).

Sejam,

U=®.(v)+%_(v),

V=%.(v)- (1),

fazendo a soma das equagodes (5.51) e (5.52),

fE)(::-lﬁf
v

Y

e, fazendo a diferenca entre as equagoes (5.51) e (5.52),

1
HY = -X,

<

onde,

Q

2

L
D — - (2l + DILC[1 + (—1)JI W)M ™!
=0
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(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)
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Q

L
-3 > @+ DILC[1 — (-1 W)M ™, (5.59)
=0

X = MU, (5.60)

Y =MV. (5.61)

Utilizando as equagoes (5.56) e (5.57) obtém-se dois problemas de autovalores,

(HE)X = )X, (5.62)

(EH)Y = \Y, (5.63)

1
onde A\ = L Assim \; s@o os autovalores dos problemas (5.62) e (5.63) e X(\;) e Y (X))

sao os autovetores correspondentes.

Sejam A; os autovalores e X(\;) os autovetores, j = 1,2,...,(M + 1)N, entdo,
1 A
@, (v) = SN T+ EX(). (5.64)

b (v;) = %M‘l(i _ULEX(), (5.65)

para j = 1,2,...(M 4+ 1)N. Na equacao anterior, a expressao I denota a matriz identidade

de ordem (M + 1)N x (M + 1)N.
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Escrevendo as solugoes das equagoes (5.36) e (5.42) na forma,

G (x) =[G (z,m), G (2, ), ... G" (2, )] (5.66)

G_(x) = [GT(x, — 1), G (z, —pa), ..., GT (z, —pun)]7", (5.67)

a solucdo do problema homogéneo dado pelo equagdo (5.33) serd,

(M+1)N

—z —(zg—x)
Gi(x)= Y [4® (e’ +B® (v)e |, (5.68)
j=1
(M+1)N
—=z —(zg—)
G ()= Y [A4® (e +B;® () = ], (5.69)
j=1

onde A; e B; sao constantes determinadas impondo-se as condigoes iniciais,

G1(0) = Qu(p), (5.70)

G_(20) = Qa(p), (5.71)

ou seja, substituindo as egs. (5.70) e (5.71) nas equagdes (5.68) e (5.69), obtém-se

(M+1)N a0

D AR () + B (y)e 5] = Qulw), (5.72)

J=1
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(M+1)N v
Z [A;@_(vj)e " + B;®, (v5)] = Qa(p). (5.73)

Apés obtida a solugao para G(z, 1) volta-se a equagao (5.4) e encontra-se a inten-
sidade de radiacao I(x, \, u) para qualquer posicao = e para qualquer comprimento de onda

A, onde,

M
—2X Ao+ Ap
I(x, A = P, m (T, 5.74
(2, A\, 1) m;) v Wil wes W ZACHD) (5.74)
gm(z, ), m = 0,1,2,.., M sado as componentes do vetor G(x,u) e P, representam os

polinomios de Legendre.
No capitulo seguinte serao apresentados os resultados numéricos da abordagem
continua e comparados com os resultados das abordagens discretas (casos II e III) e re-

sultados disponiveis na literatura.
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6 RESULTADOS NUMERICOS DA ABORDAGEM CONTINUA

Na abordagem continua do problema de transporte de particulas para fétons encontra-
se que a intensidade de radiagao, com dependéncia da posicao, do comprimento de onda e

angular, sera,

M
—2A Ao+ Ap

m=0

onde, a expansao em polinomios de Legendre é feita para m = 0,1,2,... M e as funcgoes
gm(z, ), m = 0,1,.... M sao determinadas pelo método ADO considerando-se (M + 1)
grupos de energia. Encontradas as fungoes g,,(x, u) pelo método ADO a solugao I(x, \, i)
fica completamente determinada e pode ser calculada em qualquer comprimento de onda .

De forma anéloga ao capitulo 4, considera-se que a dose total é determinada por,

Ar R 1
Dy () :mECQ/ ua()\)(I)(x,)\)ﬁd)\, (6.2)
Ao
onde,
R 1
bz.3) = [ TN mdn (6.3)
-1

representa o fluxo escalar, em todas as diregoes.
A expressao para os coeficientes de absorcao p,(\), é encontrada através da inter-

polagao polinomial e o fator de buildup é calculado como anteriormente,

_ Dr(z)
Dy(z)’

B(x) (6.4)

onde a expressao no denominador é denominada dose devido a radia¢ao nao colidida (priméria)

para o fluxo de energia nao colidido (iD(x, Ao)-



76

Para comparar os resultados da abordagem continua com as abordagens anteriores
é necessario calcular a expressao (6.1) em determinados pontos. Além disto, estipula-se um
valor para Ar (maior valor de A considerado). A integral que aparece na definigdo da dose
(6.2) é calculada analiticamente no Maple, de Ay até Ap.

As condicoes de contorno sao consideradas como no caso discreto, ou seja,

‘[<07 )\Owu’) = 17 para (> 07 (65)
I(0,\j,)) =0, para pu>0, i=1,2,... M, (6.6)
I(pox, Niypp) =0 para u <0, i=1,2,.., M. (6.7)

Situagao 1: Considera-se uma placa homogénea de dgua com energia incidente de 1Mev,
determinam-se os fluxos [fétons/cm?.s], a dose total e a dose devido & radiacao priméria
[Mev/g.s], em fungao da espessura da placa, expressa em livre caminho médio pgx. Para
comparar com a abordagem discreta, calcula-se éf)(x, A) nos pontos obtidos na abordagem de
Ao até A, considerando quatro termos na expansao em polinomios de Legendre e A\p = 3.5.
Comparam-se também com os resultados obtidos pela abordagem do méaximo para o mesmo
intervalo de energia, considerando N = 50 para o método ADO. Os fluxos para a abordagem

continua sao,
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Tabela 6.1 — Fluxo escalar para expansao em quatro termos, pela

abordagem continua do problema.

mfp  ®i(x) Py () P3(z) Py(z)

1 0.100221  0.072799 0.036862 0.011656
0.030801 0.019078 0.005760 0.001331
0.008851 0.004916 0.000807 0.000241
0.002507 0.0012863 8.20 x 10~® 6.11 x 1073

_~ W N

Relembrando a tabela com os fluxos para a abordagem do caso II de )y até A,

Tabela 6.2 — Fluxo escalar para quatro grupos de energia pela abor-

dagem de A\ até .

mfp  Pi(x)  Po(x)  Py(r)  Py(x)

0.135034 0.014884 0.013728 0.010492
0.031736  0.005029 0.004882 0.005547
0.008388 0.001564 0.001530 0.002075
0.002355 0.000478 0.000464 0.000690

~ W NN

Pode-se observar pelas tabelas (6.1) e (6.2) valores aproximados, em termos de ordem
de grandeza, entre os valores dos fluxos pelas abordagens continua e do caso II (A\g até \).
Acredita-se, que a diferenca de valores, deve-se a condicao de que no caso II os extremos do
intervalo nao pertencem ao conjunto de pontos discretizados, enquanto que, na abordagem
continua a integral inclui estes extremos.

O comportamento grafico dos fluxos, para uma placa de comprimento 3m fp, pode

ser observado na figura seguinte,
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FLUXOS / MFP

Figura 6.1 — Fluxos pela abordagem continua, para quatro grupos de

energia para uma placa de comprimento 3 MFP.

O gréfico para a dose total e dose devido a radiagao primaria, considerando a abor-
dagem continua, com quatro termos na expansao em polinomios de Legendre, aparece na

figura seguinte,

DOSES / MFP
o

Figura 6.2 — Dose total e dose devido a radiacao priméaria para uma

placa de comprimento 3 MFP.
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Pode-se comparar os valores para a dose total e dose devido a radiacao primaria

para as trés metodologias, considerando Ap = 3.5,

Tabela 6.3 — Dose total e dose devido a radiacao priméaria para quatro
grupos de energia pela abordagem (1) caso II - de Ay até

A, (2) caso IIT - de max{Ag, A — 2} até A e (3) continua.

Dy () Dy(x)
mfp (1) (2) (3) (1) (2) (3)
1 0.001318  0.002754 0.001670 | 0.001077  0.002049  0.000891
2 0.000342  0.000866 0.000449 || 0.000253  0.000518  0.000185
3 9.59%x1075  0.000298 0.000119 || 6.69x10~° 0.000146 4.20x10~°

Na figura seguinte pode-se observar o comportamento da dose total, para o mesmo
intervalo de energia, para uma placa de comprimento 3m fp, pelas abordagens do caso II (de

Ao até A), do caso III (do maximo) e abordagem continua,

0.0107]

DOSE TOTAL / MFP

0.0057]

Figura 6.3 — Dose total para quatro grupos de energia para uma placa
de comprimento 3 MFP, pelas abordagens (1) caso II,

(2) caso III e (3) continua.

Observa-se na tabela (6.3) e também na figura (6.3) que o os valores das doses sdo
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muito préoximos nas trés abordages. Percebe-se uma pequena diferenca de valores para a
dose total, na extremidade inicial, z = 0 da placa para a abordagem do caso III (méximo).
Porém, a partir de 0.5m fp as trés abordagens resultam em valores muito préximos, destaca-
se que a abordagem do caso IIl e a abordagem continua incluem os extremos do intervalo
o que justifica a proximidade um pouco maior neste caso, como pode-se observar na figura
(6.3).

Considera-se agora, a mesma situacao anterior, com quatro polindmios na expansao
em polindmios de Legendre, onde se encontram go(x, ), g1(x, i), go(z, i), g3(x, 1) pelo método
ADO, mas calculados em seis valores de comprimento de onda, utilizados como os valores
obtidos na abordagem de Ay até A (naquele caso considerados como seis grupos de energia).
Neste caso tem-se (iD(x, o), i)(x, A1), (i)(I, Aa), Cj)(m, A3), (iD(x, ), i)(x, As), que representam os
fluxos escalares calculados em cada um dos valores de comprimento de onda discretizado,
o valor maximo de A é A\p = 4 (como ocorre na abordagem discreta) e N = 50 para a

quadratura do método ADO,

Tabela 6.4 — Fluxo escalar para expansao com quatro termos, pela
abordagem continua do problema, calculados em seis

comprimentos de onda.

mfp  Pi(x) Dy () P5() Dy(x) P5 () Pg(2)
1 0.098501 0.086680 0.067304 0.044147 0.023756 0.005634
2 0,030920 0,025689 0,017421 0,008398 0.002575 0.002171
3 0.009653 0.007743 0.004782 0.001713 0.001458 0.000105

Comparando-se as tabelas (6.1) e (6.4) vemos a concordancia entre os valores, em
termos de ordem de gradeza, ja que os valores sao apresentados em pontos discretizados
distintos, além disto o comportamento grafico dos fluxos nao é alterado, conforme pode-se

observar na figura seguinte para uma placa de comprimento 3m fp,
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FLUXOS / MFP

Figura 6.4 — Fluxos pela abordagem continua, calculados em seis

pontos discretos.

Situacao 2: Resolve-se o mesmo problema da situagao (1), considerando a intensidade de
radiacao calculada em seis valores de comprimento de onda, considerados também neste caso
como os valores obtidos pela abordagem discreta de \g até A\, onde A\p = 4, porém utilizam-
se seis termos na expansao em polinomios de Legendre, ou seja m = 0,1,2,3,4,5, encon-
trando go(x, 1), g1(x, u)ge(z, 1), gs(z, 1), ga(z, p), gs(z, ) pelo método ADO. Encontram-se

os fluxos, a dose total e dose devido a radiacao primaria e o fator de buildup,

Tabela 6.5 — Fluxo escalar para seis termos na expansao, pela abor-
dagem continua do problema, calculados em seis com-

primentos de onda.

mfp  Pi(x) Dy () O3 () Oy () o5 (x) Dg(x)
1 0.076562 0.063929 0.046951 0.031624 0.017575  0.005006
2 0.025513 0.019291 0.011494 0.005775 0.002182  0.0003021
3 0.007841 0.005466 0.002670 0.000987 0.000227 3.73 x 107°

Pode-se comparar os valores apresentados nas tabelas (6.4) e (6.5) para quatro e seis

termos na expansao, respectivamente, e observa-se uma boa concordancia entre os valores
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Apresenta-se também, a tabela para a dose total e dose devido a radiagao primaéria,

comparada com as abordagens anteriores,

Tabela 6.6 — Dose total e dose devido a radiacao primaéaria para seis

grupos de energia pela abordagem (1) Caso II (de A\ até
A), (2) Caso III (de max{ Ao, A\—2} até A) e (3) continua

(expansao em seis termos).

Dy (x) Dy ()
mfp (1) (2) (3) (1) (2)
1 0.000768  0.005182  0.001198 | 0.000607  0.002049  0.000567
2 2.07 x107* 546 x107* 3.37 x107* || 148 x10~* 521 x10~* 1.17 x10~*
3 6.00 x107° 478 x107* 9.21 x107 || 4.05 x107% 146 x10™* 2.62 x107

O comportamento grafico para a dose total, para uma placa de comprimento 3m fp,

pode ser observado na figura seguinte,

DOSE TOTAL / MFP

0.0107]

0.0057]

0.

Figura 6.5 — Dose total pela abordagem (1) caso II (de Ay até \), (2)

caso III e (3) continua, para seis grupos de energia ou

expansao em seis termos.
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Vemos na figura (6.5) que no inicio da placa, para * = 0 temos uma pequena
diferenca de valores, principalmente em relagao a abordagem do caso III (maxz{Ag, A — 2}
até \), mas a partir de aproximadamente 1mfp os valores sdo muito préximos pelas trés
metodologias.

Comparam-se também as doses devido a radiagao nao colidida (primadria), para as

trés metodologias,

0.0107]

DOSE PRIM"~ RIA / MFP

0.000

0. .0

Figura 6.6 — Dose devido a radiagdo priméria pela abordagem (1)
Caso 1T, (2) Caso I1I, (3) continua, para seis grupos de

energia ou expansao em seis termos.

Novamente perecebe-se a concordancia entre os valores encontrados pelas trés meto-
dologias, principalmente para as abordagens do caso II e continua, em que os valores sao
praticamente coincidentes.

Apresenta-se o comportamento do fator de Buildup pela abordagem do caso III
(maximo) e continua, com a utilizacdo de seis termos na expansao em polinémios de Le-
gendre, comparados com valores apresentados por [Blizard e Abbott, 1962], e [Hirayama,

1998],
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Tabela 6.7 — Comparacgao do fator de buildup.

mfp Caso III Continuo Blizard Hirayama

1 2.528191 2.111124 1.78 2.09
2 2.893312  2.870400 2.62 3.64
3 3.258865 3.512435 - 2.55
4 3.656916 4.069226 4.95 7.78
5 4.111678 4.548105 - 10.3
6  4.639924 4.951354 8.00 13.1

Dos autores citados acima, [Hirayama, 1998] utilizam-se 4 grupos de energia, en-
quanto para [Blizard e Abbott, 1962] esta informagdo nao foi encontrada. Desta forma,
faz-se um estudo comparativo do fator de buildup para a abordagem continua em termos de

nimeros de termos utilizados na expansao em polinémios de Legendre,

Tabela 6.8 — Comparagao do fator de buildup em fungao do niimero

de termos na expansao em polinomios de Legendre.

mfp M=4 M=6 M=8 Blizard Hirayama

1 2.104919 2.111124 2.110266  1.78 2.09
2 2.826823 2.870400 2.872081  2.62 3.64
3 3.391533 3.512435 3.517025 - 5.55
4 3.834093 4.069226 4.079285  4.95 7.78
5 4170986 4.548105 4.568432 - 10.3
6 4417538 4.951354 4.988465  8.00 13.1

Observa-se que, para as expansoes com seis e oito termos, tem-se concordancia de
no minimo dois digitos significativos, em termos da quantidade de elementos utilizados na
expansao em polinomios de Legendre.

Pode-se observar na tabela (6.7), que as metodologias do caso III e continua
apresentam valores bem préximos, isto se deve pelo fato de que as integrais sao ajustadas
ao correto valor do intervalo, fazendo com que as abordagens do caso III e continua sejam

as mais adequadas para a andlise do problema. No entanto, ainda, algumas diferencas no
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caso III (méaximo) e continuo, devem-se a resolugao totalmente analitica utilizada no caso
continuo, comparada com a resolucao do caso III que utiliza a regra dos trapézios para a
resolucao das integrais.

Os valores apresentados por [Blizard e Abbott, 1962] sdo para o método de Monte
Carlo, em meio infinito com aproximacao para placa, e conforme o autor apresentam um
erro de até 15%. J& os valores apresentados por [Hirayama, 1998] sdo para meio infinito
utilizando o cédigo EGS4 para Monte Carlo.

E importante destacar que na abordagem continua pode-se calcular a intensidade
de radiacao em qualquer comprimento de onda. Outra questao importante, é que todas as
integrais que aparecem no problema sao resolvidas analiticamente, e nenhuma aproximagao
foi utilizada durante o processo. Desta forma, a solucao encontrada para a intensidade de
radiacao e para as doses é considerada como uma solucao exata do problema de transporte de
radiagao para fétons e permite uma anélise geral do problema em termos de fluxos de radiagao
e comportamento da dose. Nao se tem conhecimento na literatura de andlise semelhante
para problemas de placa plana, com condi¢oes de contorno fixas, o que destaca o método
analitico continuo proposto neste trabalho. Ainda, considerando-se a expansao em termos
de polinémios de Legendre outras fungoes base ou expansoes podem ser utilizadas para a

abordagem de [Ag, 00).



86

7 CONCLUSOES

Propusemos neste trabalho o estudo de abordagens analiticas da equagao de trans-
porte para fétons, com dependéncia espectral, considerando o nicleo de espalhamento de
Klein-Nishina para espalhamento Compton, com particular aplicacao no célculo de doses em
radioterapia. Para alcancar este objetivo primeiramente resolve-se o problema para placa
plana apresentado na literatura e com resultados disponiveis para comparacao. Para este
problema, reduzido a uma pequena faixa de energia, dependendo da energia inicial, os resul-
tados obtidos pelo método ADO concordam plenamente com os resultados apresentados na
literatura, além de possibilitar a utilizacao de um nimero pequeno de pontos de quadratura
para a convergéncia do método.

Na busca de solugoes para o problema real apresentam-se duas abordagens discretas
da dependéncia espectral, considerando o intervalo de energia de [y, 00). De acordo com
0 nosso conhecimento nao existem na literatura resultados numéricos para este problema
aplicado a placas planas, em que condigoes de contorno interferem nos resultados finais, o
que caracteriza a dificuldade de dados comparativos. Porém, comparam-se os resultados com
aproximagoes, em meio infinito ou semi-infinito, apresentadas por [Blizard e Abbott, 1962]
e [Hirayama, 1998].

Apés o estudo das abordagens discretas apresenta-se uma abordagem continua (es-
pectral) para o problema, em que se propéem uma expansao da solu¢ao procurada em termos
de polinomios de Legendre. Nesta abordagem continua todos os calculos envolvendo a de-
pendéncia espectral (varidvel \), que serao os coeficientes de entrada no problema resolvido
pelo método ADO, sao obtidos analiticamente através do software Maple. Esta abordagem
fornece uma solucao analitica para a intensidade de radiacao para qualquer comprimento de
onda. De acordo com nosso conhecimento, nao existe abordagem semelhante para problemas
envolvendo transporte de radiacao para fétons. Em todas as situagoes abordadas, apds o
tratamento da dependéncia espectral, o problema resultante foi resolvido pelo método ADO.

Desta forma, a partir dos resultados obtidos, as principais contribuigoes originadas

durante o desenvolvimento deste trabalho podem ser resumidas em:

e Resolugao da equacao de transporte de fotons, com dependéncia espectral envolvendo
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o termo integral com limite variavel.

e Obtencao de resultados numéricos e comportamento grafico, para o problema da placa

plana, submetido a condig¢oes de contorno fixas nas extremidades.

e Resolugao totalmente analitica, através de uma abordagem espectral do problema, que
permite uma anédlise da intensidade de radiagao para qualquer comprimento de onda,

sem discretizacao da dependéncia espectral.

e Obtencao de resultados numéricos e comportamento grafico, para a abordagem continua
do problema, que mostram exatamente que as condi¢oes de contorno introduzidas na
placa possuem o efeito de reduzir o fluxo préoximo a superficie, quando comparado com

o fluxo em um meio infinito [Blizard e Abbott, 1962].

e Obtencao de resultados numéricos com baixo esfor¢co computacional, gerados em menos
de 5 segundos, devido a utilizagdo do método analitico de ordenadas discretas (ADO)
que reduz o problema original ao célculo de um esquema de quadratura no semi-
intervalo, que implica num ganho de precisao na discretizacao em relagao a esquemas

classicos de quadratura.

Pelo exposto, é entendido que os objetivos deste trabalho tenham sido alcancados.
Outras perspectivas de continuidade e aplicagao incluem a utilizagao da abordagem continua
em problemas envolvendo mais de um meio, o estudo de outras formas de expansao da
intensidade de radiacao em termos de polindmios de Legendre ou em termos de outras
funcoes base e a aplicacao da abordagem continua em outros problemas onde a dependéncia

espectral (de energia) assume papel relevante.
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I TABELAS DOS COEFICIENTES DE ATENUACAO E ABSORCAO

Neste apéndice sao apresentados os valores dos coeficientes de atenuagao (o) e ab-
sor¢ao ji, da dgua e do chumbo, para as energias de interesse. Estes coeficientes foram obtidos
de [Blizard e Abbott, 1962], e também podem ser obtidos no site: http://physics.nist.gov, e

foram interpolados utilizando o software Maple.

Tabela I.1 — Coeficientes de atenuacao e absorcao em funcao da ener-
gia, considerando quadratura de Gauss, quatro valores

de energia e energia incidente de 1Mewv.

E; Mev]  0;(Hy0)[em™]  fq;(Ar)[em?/g]

0.8765 0.0751 0.02837
0.5606 0.0921 0.0295
0.3155 0.1163 0.0289
0.1607 0.1461 0.0255

Tabela 1.2 — Coeficientes de atenuacao e absor¢ao em funcao da en-
ergia, considerando quadratura de Gauss, seis valores de

energia e energia incidente de 1Mev.

Ej Mev]  0;(Hy0)[em™]  jq;(Ar)[em?/g]

0.9370 0.0728 0.0281
0.7335 0.0818 0.0289
0.5160 0.0953 0.0295
0.3460 0.1124 0.0292
0.2234 0.1248 0.0275

0.1310 0.1535 0.0243




Tabela 1.3 — Coeficientes de atenuacao e absorcao em funcao da ener-
gia, considerando quadratura de Gauss, oito valores de

energia e energia incidente de 1Mev para agua.

Ej [Mev]  oj(Hx0)[em™]  praj(H20)[cm?/g]

0.9278 0.0732 0.0314
0.7153 0.0827 0.0325
0.5185 0.0952 0.0330
0.3878 0.1077 0.0328
0.3015 0.1187 0.0320
0.2509 0.1263 0.0312
0.2214 0.1317 0.0305
0.2067 0.1345 0.0301

Tabela 1.4 — Coeficientes de atenuacao e absorcao em funcao da en-
ergia, considerando quadratura de Gauss, dez valores de

energia e energia incidente de 1Mev para agua.

Ej [Mev]  oj(Hx0)[em™]  praj(H20)[em?/g]

0.9514 0.0723 0.0313
0.7910 0.0790 0.0322
0.6144 0.0886 0.0329
0.4741 0.0986 0.0330
0.3751 0.1087 0.0327
0.3078 0.1169 0.0321
0.2628 0.1237 0.0314
0.2332 0.1290 0.0308
0.2150 0.1326 0.0303

0.2056 0.1347 0.0303
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Tabela 1.5 — Coeficientes de atenuacao e absorcao em funcao da en-
ergia, considerando regra de Simpson, cinco valores de

energia e energia incidente de 1.25Mew.

By Mev] oy(H0)lem™]  py(Ha0)lem?/g] oy (PO)[em™) oy (PD)[em?/g

1.25 0.0633 0.0295 0.6787 0.0325
0.5622 0.0920 0.0330 1.3999 0.0749
0.3627 0.1106 0.0326 2.7830 0.1652
0.2677 0.1238 0.0312 5.3526 0.31117
0.2121 0.1334 0.0300 8.9687 0.5119

Tabela 1.6 — Coeficientes de atenuacao e absor¢ao em funcao da ener-
gia, considerando quadratura de Gauss, quatro valores

de energia e energia incidente de 0.6M ev.

E; [Mev] o;(Hy0)[em™]  pa;(Ar)[em?/g]

0.5532 0.0923 0.0296
0.4081 0.1051 0.0295
0.2606 0.1239 0.0282
0.1452 0.1502 0.0249

Tabela 1.7 — Coeficientes de atenuacao e absor¢ao em funcao da en-
ergia, considerando quadratura de Gauss, seis valores de

energia e energia incidente de 0.6 Mev.

E; [Mev]  o;(Ho0)[em™']  pa;(Ar)[em?/g]

0.5767 0.0909 0.0296
0.4926 0.0944 0.0295
0.3839 0.1077 0.0298
0.2811 0.1207 0.0285
0.1945 0.1373 0.0267

0.1205 0.1557 0.0238




Tabela 1.8 — Coeficientes de atenuacao e absorcao em funcao da ener-
gia, considerando quadratura de Gauss, oito valores de

energia e energia incidente de 0.6 M ev.

E; Mev] o;(H0)[em™]  pq;(Ar)[em?/g]

0.5861 0.0904 0.0296
0.5329 0.0933 0.0296
0.4552 0.0931 0.0294
0.3712 0.1091 0.0293
0.2924 0.1190 0.0287
0.2231 0.1309 0.0275
0.1628 0.1455 0.0256
0.1071 0.1604 0.0234

Tabela 1.9 — Coeficientes de atenuacao e absorcao em funcao da en-
ergia, considerando quadratura de Gauss, dez valores de

energia e energia incidente de 0.6 Mev.

E; [Mev] o;(Hy0)[em™]  pq;(Ar)[em?/g]

0.5909 0.0901 0.0296
0.5545 0.0922 0.0296
0.4978 0.0967 0.0295
0.4313 0.1028 0.0293
0.3634 0.1099 0.0293
0.2995 0.1180 0.0287
0.2418 0.1272 0.0279
0.1905 0.1382 0.0266
0.1440 0.1505 0.0248

0.098 0.1693 0.0231




Tabela 1.10 — Coeficientes de atenuacao e absor¢ao em funcao da ener-
gia, considerando quadratura de Gauss, quatro valores

de energia e energia incidente de 2Mewv.

E; [Mev] o,;(Hy0)[em™  pa;(Ar)[em?/g]

1.5607 0.0563 0.0253
0.7789 0.0796 0.0288
0.3746 0.1087 0.0293
0.1748 0.1423 0.0260

Tabela I.11 — Coeficientes de atenuacao e absorcao em funcao da en-
ergia, considerando quadratura de Gauss, seis valores de

energia e energia incidente de 2Mev.

Ej Mev]  0;(Hy0)[em™]  jq;(Ar)[em?/g]

1.7629 0.0527 0.0245
1.1584 0.0656 0.0271
0.6955 0.0839 0.0292
0.4184 0.1041 0.0295
0.2508 0.1255 0.0281

0.1402 0.1514 0.0246




Tabela 1.12 — Coeficientes de atenuacao e absorcao em funcao da ener-
gia, considerando quadratura de Gauss, oito valores de

energia e energia incidente de 2Mev.

E; Mev] o;(H0)[em™]  pq;(Ar)[em?/g]

1.8544 0.0513 0.0242
1.4088 0.0594 0.0259
0.9709 0.0716 0.0280
0.6549 0.0862 0.0294
0.4438 0.1016 0.0293
0.3016 0.1177 0.0288
0.2010 0.1357 0.0269
0.1224 0.1553 0.0239

Tabela 1.13 — Coeficientes de atenuacao e absorcao em funcao da en-
ergia, considerando quadratura de Gauss, dez valores de

energia e energia incidente de 2Mev.

E; [Mev] o;(Hy0)[em™]  pq;(Ar)[em?/g]

1.9022 0.0506 0.0240
1.5706 0.0561 0.0253
1.1878 0.0648 0.0270
0.8681 0.0755 0.0284
0.6309 0.0877 0.0295
0.4604 0.0935 0.0294
0.3369 0.1131 0.0291
0.2449 0.1267 0.0279
0.1731 0.1427 0.0260

0.1112 0.1584 0.0235
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Tabela 1.14 — Dados obtidos para agua e chumbo para o cédlculo da

constante «.

Meio  p(g/cm?) A Z alem™
Agua 1.00 18 7.42 0.165140
Chumbo  11.35  207.21 82 1.799371
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Baixar livros de Literatura Infantil
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Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
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Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia
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