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Resumo

Sistemas de confinamentos magnéticos de plasmas quentes, tém ha muito despontado
como uma das melhores alternativas para estudar plasmas de fusdao. Dentre estes sis-
temas os tokamaks apresentam-se como os mais viaveis. Entretanto, a compreensao dos
mecanismos fisicos que regem a dinamica e o equilibrio da coluna de plasma no interior
dessas méaquinas ainda tem diversos tépicos em aberto. A equacao basica que descreve
o equilibrio Magneto Hidrodinamico (MHD) neste tipo de sistema é a equagao de Grad-
Shafranov, uma equacao auto consistente que depende do perfil de densidade de corrente

toroidal da coluna de plasma.

Condicoes de equilibrio MHD quando um perfil de densidade de corrente toroidal com
inversao ¢é aplicado a equacao de Grad-Shafranov tém sido foco de estudos recentes. Esse
tipo de perfil de densidade de corrente esta relacionado ao modo alternado de operagao
dos tokamaks. Este modo de operagao por sua vez esta relacionado ao aparecimento de
barreiras de transporte e de correntes de retroalimentacao do plasma, chamadas correntes
"Bootstrap”. Mesmo sob condigoes de equilibrio, esse tipo de configuragao de densidade

de corrente toroidal tem apresentado a formacao de ilhas magnéticas.

A anélise desse tipo de equilibrio tem sido feita na literatura usando métodos numéri-

cos, dada a complexidade e nao linearidade da equagao envolvida. H& alguns modelos



viil

analiticos que abordam perfis de corrente toroidal simplificados. Neste trabalho desen-
volvemos um tratamento analitico para tratar o equilibrio MHD com perfil de corrente
invertida, através do método das aproximacoes sucessivas, determinando o fluxo poloidal
magnético para esse equilibrio aplicado as configuracoes do tokamak TCABR do Instituto
de Fisica da Universidade de Sao Paulo. Foi possivel caracterizar a formacao das ilhas
magnéticas através da determinacao do fator de seguranca desse novo equilibrio além do

calculo do nimero e da largura das ilhas magnéticas encontradas.

Palavras—Chave: Equilibrio MHD, Densidade de Corrente Invertida, Ilhas Magnéticas,

Pontos de X



Abstract

Magnetic confinement system of hot plasmas, has long emerged as one of the best alter-
natives for handling fusion plasmas. Among these systems the tokamak are presented as
the most viable. However, understanding the physical mechanisms governing the dynam-
1cs and equilibrium of the plasma column inside these machines still have several opened
questions. The Magneto Hydrodynamic (MHD) theory deals with this kind of plasma. The
basic equation that describes the equilibrium in this type of system is the Grad-Shafranov
equation, a self-consistent equation, which depends on the current profile of the toroidal

plasma column.

MHD equilibrium conditions when a toroidal reversed current density profile is applied
to the Grad-Shafranov equation has been the focus of recent studies. This kind of current
density profile is related to the advanced operation mode of tokamaks. The existence
of this equilibrium configuration has been experimentally demonstrated. However it is a
challenging question whether the mode exist or not. It seems to be related to the appearance
of transport barriers and plasma feedback current, called bootstrap current. FEven under
equilibrium conditions, this type of toroidal current density configuration has shown the

formation of magnetic islands,

The analysis of this equilibrium has been made in the literature using numerical meth-



ods due to the complexity and nonlinearity of the equations involved. Analytical simplified
models also were used. In this work was developed an analytical treatment using a method
of successive approximations to determine the poloidal magnetic flux applied to this equi-
librium configuration. It was used the parameters of the TCABR tokamak. It was possible
to characterize the magnetic islands by determining the safety factor of this kind of equi-

librium, and to calculate the number and the width of magnetic islands found.

Keywords: MHD Equilibrium, Reversed Toroidal Current, Magnetic Islands, X Points
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1 Introducao

Os dispositivos mais provaveis a se tornarem os primeiros reatores de fusao termonu-
clear controlada sao os tokamaks. Onde, através da utilizacao de campos magnéticos, em
torno de uma camara de vacuo toroidal é possivel aquecer e sutentar por algum tempo
uma coluna de plasma a temperaturas da ordem de 108K [1, 2]. Apesar de terem evoluido
muito ao longo do tempo, ainda ha uma série de problemas tedricos e experimentais a
respeito do equilibrio, da dinamica dos campos eletromagnéticos e do transporte das
particulas do plasma. Um desses problemas é o pequeno tempo caracteristico da descarga
de um tokamak, da ordem de 10~3s. Devido a instabilidades nos campos de confinamento
além de efeitos resistivos da propria coluna de plasma ela nao pode ser sustentada por
tempos superiores a esses valores. Atualmente, através de uma série de dispositivos e das

mais diversas geometrias, existem tokamaks que conseguem realizar descargas da ordem

de segundos, como o TEXTOR [3].

O combustivel dos tokamaks sao deutério (3H) e tritio (3H), gerando como resultado
final da reagao de fusdo, hélio (3He) e um de seus isétopos (5He). Para se realizar a
fusao desses dois isétopos é necessario um ambiente onde a temperatura é da ordem de

108K. Existem diversos mecanismos de reacao de fusao, como por exemplo, a fusdo de
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dois deutérios para formar hélio liberando um neutron (jn) e energia

*H+3 H —5 He +¢n +energia (7,3MeV). (1.1)

Entretanto, a fusao deutério-tritio

*H+% H —5 He +5n +energia (17,6MeV). (1.2)

¢ a mais promissora, dada uma maior liberacao de energia.

Outra grande barreira a ser superada pelos tokamaks é o coeficiente de rendimento
Q, que é a razao entre as energias gerada e consumida pelo tokamak. Dado os avangos
ja obtidos em méquinas como o JET, hoje é possivel encontrar tokamaks com um fator
Q=1 [4]. Ha simulagoes computacionais que apresentam um fator Q=10 para o ITER[5],

que sera o primeiro reator a produzir fusao termonuclear controlada.

A compreensao dos mecanismos que geram as instabilidades que destroem a coluna
de plasma, assim como o aquecimento da mesma e um aumento no fator Q nos tokamaks

sao topicos de vital importancia para avangos nessa area.

Um dos fatores que mais contribuem para a extingao do confinamento da coluna de
plasma sao as impurezas provenientes do fenomeno de "sputtering”, ocasionado quando
particulas extremamente energéticas emergem da coluna de plasma e colidem com as pa-
rades internas do tokamak [6]. Assim sendo, tem-se realizado diversos estudos tedricos
que visam o melhoramento do confinamento deste tipo de particulas, como por exemplo,
estudos relacionados a utilizagao de diversores [7] ou de limitadores magnéticos ergddi-

cos [8, 9.
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Quanto ao aquecimento da coluna de plasma sabemos que naturalmente ha um aque-
cimento 6hmico da mesma, induzido pelos proprios campos do conjunto tokamak-plasma.
Outro método 1til para tal fim consiste na utilizacao de antenas de radio-frequéncia pro-
jetadas para o interior da coluna. Esses estudos em geral estao abordados na anélise das

chamadas ondas Alfvén [10].

O que tem sido apresentado recentemente por alguns trabalhos é que a inje¢ao de um
perfil de densidade de corrente toroidal invertida pode gerar um aquecimento da coluna
de plasma, possivelmente devido ao surgimento de uma resistividade no plasma[l1]. Além
de apresentarem o aparecimento de ilhas magnéticas no interior da coluna [12, 13, 14, 15,

16, 17).

Quando nos referimos ao estudo da dinamica de particulas, estamos interessados em
analisar a trajetoria e a evolucao temporal de variaveis como energia e velocidade. Para
que seja realizado este tipo de estudo em particulas contidas em uma coluna de plasma
no interior de tokamaks, torna-se extremamente inviavel trabalhar separadamente com
cada particula. Realizar o tratamento estatistico de um conjunto de particulas extrema-
mente energéticas, confinadas em um recipiente contendo uma geometria toroidal, onde as
condigoes de equilibro nao sao bem conhecidas, também ¢é bastante complexo. Porém exis-
tem abordagens no estudo de plasmas de fusao que lidam com as equagoes macroscopicas
de transporte das quais é possivel obter grandezas como densidade e temperatura através

da teoria de tranporte neocldssico [18, 19].

Devido a grande intensidade dos campos magnéticos no interior do tokamak, o movi-
mento ciclotronico realizado pelas particlas carregadas tem um raio pequeno o suficiente
de modo que podemos considerar a trajetéria das particulas como sendo governadas pelas

linhas de campo magnético. Quando os campos magnéticos se encontram nessa config-
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uragao é comum classificar as linhas de campo como "frozen” [20]. Assim, para analisar
condicoes de equilibrio estacionéario, uma abordagem que leva em consideragao a dinamica
das linhas de campo, torna-se mais simples quando comparada aos modelos neoclassicos

de transporte de particulas.

A equacao basica que descreve essas linhas de campo é dada por:

B x dl = 0. (1.3)

Sendo B o campo magnético e dl o elemento de linha. O produto vetorial acima descrito,
nos indicara os pontos no espago para os quais o campo magnético é paralelo ao elemento

de linha.

Resolvendo-se tais equacoes podemos descrever o comportamento do equilibrio das su-
perficies magnéticas [21] onde repousam as linhas de campo magnético. Assim, determinando-
se as caracteriticas dessas superficies estaremos sob certos aspectos observando a dinamica

das particulas sobre condigoes de equilibrio.

Diversos estudos acerca do equilibrio foram desenvolvidos utilizando-se da abordagem
descrita anteriormente [22, 23]. Uma das grandes vantagens desse tipo de tratamento é
que todo o ferramental desenvolvido em formalismos de dinamica linear e nao-linear como

formalismo Hamiltoniano e Teoria de Pertubagao [24], podem ser aplicados.

Para realizar o estudo da dinamica das linhas de campo é necessario conhecermos
os componentes B do campo magnético. Para tal, usa-se a teoria Magneto Hidrod-
indmica (MHD), que parte do principio de conservacao de particulas e energia, equagoes
de Maxwell e condigoes de equilibrio pré-estabelecidas para uma coluna de plasma em

tokamaks.
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Dentro da teoria MHD mostra-se que é possivel escrever uma funcao fluxo magnético
poloidal W tal que os componentes covariantes do campo magnético podem ser expressos
por meio de derivadas totais de primeira e segunda ordem desta funcao [25, 1]. Essa fungao
fluxo magnético depende basicamente do conhecimento prévio da funcao que descreva a
distribuicao de densidade de corrente de plasma na direcao toroidal, Js. A equagao que

relaciona U e J, é conhecida como equagao de Grad-Shafranov [25].

Ao longo deste estudo estamos interessados em analisar a formagao de ilhas magnéticas
quando utilizamos um perfil de densidade de corrente toroidal invertida descrito por um

polinomio para um tokamak de grande razao de aspecto.

O tokamak TCABR, operando no Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo é
um tokamak de alta razao de aspecto e seccao transversal circular. Os parametros usados

nos célculos foram os do TCABR.

Tem sido reportado na literatura que tais perfis de corrente estao diretamente rela-
cionados a formagao de barreiras internas de transporte (BIT) [26]. O mecanismo de
formacao das BIT’s ainda nao é bem compreendido, porém, simulacoes e experimentos
em alguns tokamaks [27] comprovam que apés um transiente no transporte de particulas,
surge um gradiente de pressao orientado para o nucleo da coluna de plasma que caracteriza
a formacao da BIT [28]. Outro fator interessante acerca das BIT’s é que de alguma forma
elas também estao relacionadas as correntes” Bootstrap” [29]. Essas correntes ”Bootstrap”
estao relacionadas ao aquecimento nao indutivo da coluna de plasma [30] e s@o cotadas

como um dos mais provaveis mecanismos de aquecimentos em tokamaks futuros [31].

Assim, a compreensao do equilibrio associado aos perfis de densidade de corrente
toroidal invertida é de grande importancia para futuros desenvolvimentos na &area de

fusao termonuclear controlada via confinamento magnético em tokamaks.
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No Capitulo 2 apresentaremos uma revisao tedrica contendo os principais topicos para
o desenvolvimento das equacoes e de todo o escopo tedrico que pretendemos analisar. A
teoria MHD sera apresentada no sistema de coordenadas toroidais juntamente com as
equacoes de linhas de campo. No Capitulo 3 apresentaremos o desenvolvimento proposto
em nosso trabalho para gerar uma expressao analitica para o fluxo poloidal magnético
além de apresentar um Modelo Simplificado que serd muito 1til na compreensao dos
mecanismos envolvidos na formagao das ilhas magnéticas. No capitulo 4, apresentaremos
a caracterizagao das ilhas magnéticas obtidas através do cdlculo da largura das ilhas e
da determinacao dos pontos de X associados a separatrix que divide as ilhas magnéticas
das demais superficies magnéticas. Por fim, no capitulo 5 agruparemos todas as con-
clusoes obtidas neste trabalho apresentando uma breve discussao de possiveis trabalhos

que possam dar continuidade aos estudos desenvolvidos.



2 Teoria MHD

No presente capitulo pretendemos apresentar de maneira clara e conscisa uma revisao
de literatura na qual abordamos os temas necessarios para compreensao do trabalho de-

senvolvido.

Trataremos de uma descri¢ao suscinta das equacoes envolvidas no equilibrio MHD, de-
screvendo o sistema de coordenadas utilizado em nosso trabalho. E por fim apresentaremos

a definicao do fator de seguranca.

2.1 Equacao de Grad-Shafranov

Define-se plasma como um gés ionizado que satisfaz certas condigoes, dentre essas
condigbes podemos destacar a quase neutralidade do sistema [21, 1], ou seja, a densidade
de elétrons (n.) e fons (n;) sao tais que n, ~ n;. Plasma é também comumente conhecido
como o quarto estado da matéria e grande parte da matéria do universo encontra-se nesse

estado.

As energias envolvidas em reagoes de fusao termonuclear sao extremamente altas e
requerem que o material a ser fundindo encontre-se no estado de plasma. Dai a fundamen-

tagao tedrica basica para se abordar problemas envolvendo reatores de fusao termonuclear



CAPITULO 2. TEORIA MHD 26

controlada estarem diretamente ligadas com fisica de plasmas.

Dentro da area de fisica de plasmas a sub-area que aborda os problemas envolvidos
no comportamento das particulas confinadas a altas temperaturas tuteis a fusao é a teo-
ria Magneto-Hidrodinamica (MHD) [21]. Nesta teoria, o plasma é tido como um fluido

supercondutor, ou seja, os efeitos resistivos sao desprezados.

Dado as propriedades gasosas e ionicas do plasma, as principais interacoes nesse pro-
cesso sao eletromagnéticas e termodinamicas. Assim as principais equagoes que descrevem

o equilibiro MHD sao:

VP=JxB (2.1)
V-B=0. (2.3)

A equagao (2.1) estd relacionada a lei de forcas, onde a forga devido ao gradiente de
pressao é balanceada pelo termo magnético da forca de Lorentz, tal termo advém das
equagoes de transporte do plasmas [21]. As equagdes (2.2) e (2.3) sdo as equagdes de

Maxwell.

Se tomarmos os seguintes produtos escalares, J - VP e B - VP, temos que ambos
resultam em J - VP = B- VP = 0. Assim sendo, demonstramos que tanto o campo

mangnético quanto a densidade de corrente repousam sobre superficies isobaricas.

Para o caso de um plasma com simetria azimutal, ou seja, uma coluna de plasma
que possui simetria em uma dada direcao, temos que, essas superficies magnéticas serao
cilindros, cujas seccoes transversais sao circulos concéntricos. Nessas situagoes o eixo

magnético coincide com o eixo geométrico da coluna de plasma. Em colunas toroidais
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as superficies magnéticas sao toros, uns inscritos sobre os outros. Nessa situagao, o eixo
magnético nao coincide com o eixo geométrico, apresentando o chamado deslocamento

Shafranov [25], semelhante ao apresentado na figura 2.1 (a).
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FIGURA 2.1 — (a) Diagrama esquematico das superficies magnéticas para uma coluna
de plasma com simetria toroidal, as curvas em vermelho sao curvas r = cte sem o deslo-
camento Shafranov e as curvas em negrito sao superficies r; = cte com deslocamento
Shafranov, (b) Diagrama esquemadtico para o cdlculo do fluxo magnético poloidal. A su-
perficie S é a superficie que conecta o eixo magnético a superficie toroidal sobre a qual é
calculada o fluxo magnético.

Podemos associar aos campos magnéticos nesse tipo de sistema um fluxo magnético
poloidal W. O calculo desse fluxo é feito sobre uma superficie plana que conecta o eixo
magnético a uma curva de raio r constante, semelhante & apresentada na figura 2.1 (b).
Sob condicoes de equilibrio, esse fluxo magnético é constante sobre as superficies isobari-
cas. Dal elas serem também chamadas de superficies magnéticas. Outra grandeza que
estd diretamente relacionada com a superficie utilizada no cédlculo do fluxo magnético
poloidal é a densidade de corrente toroidal J,. Como as grandezas acima citadas estao

relacionadas com a mesma superficie podemos dizer que I = I(V) e P = P(¥). Sendo
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271 o fluxo da densidade de corrente toroidal.

Os componentes do campo magnético em um sistema de coordenadas toroidais podem

ser escritas como [32, 24]

¢, (2.4)

neste caso ¢ é o angulo toroidal, B, o campo magnético na diregao toroidal e R a distancia
radial entre um ponto sobre a superficie toroidal e o centro do toro, como apresentado na

figura 2.2. Aqui vale notar também que

FIGURA 2.2 — Diagrama esquematico do sistema de coordenadas toroidal.

By = (2.5)

)~

Assim, acoplando-se essas defini¢oes nas demais equagoes de equilibrio MHD chegamos
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a seguinte equagao:

) dp  pod(I)
AT = _MORQd_\IJ — 7"% = 1o RJ, (D), (2.6)

conhecida como equagao de Grad-Shafranov [25] (EGS), sendo A* chamado de operador

eliptico, que em coordenadas toroidais é dado por

. 9 (10 0?
A =n (E@%W 27)

A expressao (2.6) é uma equagao autoconsistente, dado que a fonte J, depende ex-
plicitamente da funcao W e vice versa. Uma vez que o operador eliptico é nao linear, a
resolugao analitica da equagao (2.6) torna-se extremamente complexa. Assim sendo, na

maioria dos casos é necessario a utilizacao de aproximagoes numéricas.

Um dos poucos modelos analiticos que descrevem o equilibrio MHD sao o modelo de
Soloviev[25], no qual os perfis de pressdao e de corrente toroidal utilizados sdo fungoes

lineares de ¥, e o modelo de Masck|[25] que usa perfis parabdlicos para tais fungoes.

Como apresentado no trabalho desenvolvido na referéncia [33], tanto a equagao de
Grad-Shafranov, quanto os componentes do campo magnético em quaisquer sistemas de

coordenadas (x!, 2, 2%) podem ser expressos através das seguintes equagoes:

dp dl g3 | O (o3 0 (g3
AV = — — — 2 — = | — (= |- |= 2.8
o933 U o U + o V7 1827 \ gs3 927 \ gas (2.8)
onde o operador eliptico aplicado a ¥ pode ser expresso por

v 9 [0 (VI 00V | 00 9 (VI 1,00 | 00
A\Ij_\/ﬁ[axl (g33 |:g axl—i_g Oxr2 +ax2 933 g Ozl +g 2 (29)
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e os componentes covariantes do campo como:

B == (0" 5 + g7 5) — pol 22 (2.10)
By == (0" 5 + 9" 8%) — ol 22 (2.11)
By = —pol (2.12)

neste sistema de coordenadas, x® deve necessariamente desempenhar o papel de coorde-
nada ignordvel, /g a métrica do sistema, g;; sao os componentes covariantes do tensor

métrico.

2.2 Sistema de Coordenadas

Assim como em demais areas da fisica, sempre que tentamos abordar um problema,
devemos escolher apropriadamente o sistema de coordenadas que simplifique e minimize
o numero de equacoes envolvidas. Em nosso caso escolhemos um sistema de coordenadas
nao ortogonais que contém informacgoes sobre o sistema fisico analisado e simplificam as
equacoes utilizadas na descricao do equilibrio abordado. Tal sistema de coordenadas tem a
vantagem de apresentar para as condigoes de equilibrio analisadas, superficies magnéticas

com simetria cilindrica e com o efeito do deslocamento de Shafranov [34].

O sistema de coordenadas Toroidais Polares foi apresentado pela primeira vez por
Kucinski et al. [34]. Apresentaremos as leis de transformagoes entre esse sistema e o sis-
tema de coordenadas mais usuais na abordagem deste tipo de sistema fisico com simetrias

toroidais.
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2.2.1 Coordenadas Polares Locais

O sistema de coordenadas polares locais (7,0, ¢) é muito semelhante ao sistema de
coordenadas esféricas convencionais [32]. Entrentanto, a diferenga entre esses dois sistemas
consiste na natureza das superficies r = cte, § = cte, e ¢ = cte. No caso esférico temos
que tais superficies sao respectivamente, uma esfera, um cone e um plano. Ja no sistema

de coordenadas polares locais temos, um cilindro e dois planos.

A grande utilidade deste sistema de coordenadas na descri¢ao de sistemas toroidais
provém da simplicidade das equagoes utilizadas para descrever seccoes transversais de

toros, como apresentado na figura 2.3.

FIGURA 2.3 — Diagrama esquemético de um corte transversal de uma superficie toroidal.

Logo, pode-se evidenciar que as leis de transformacoes entre o sistema de coordenadas
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polares local e o sistema de coordenadas cilindricas sao dadas por:

R = Ry + rcos(f) (2.13)
Z = rsin(6) (2.14)
b= , (2.15)

neste caso Ry é a coordenada do eixo geométrico do toro.

2.2.2 Coordenadas Polares Toroidais

No artigo apresentado por Kucinski et al. [34], o sistema de coordenadas (ry, 0y, ¢;) é
apresentado como forma de simplificar a equacao de Grad-Shafranov, reduzindo-a a uma
equacao que descreve um equilibrio cilindrico. Mais especificamente, esse conjunto de
coordenadas traz consigo informagoes acerca do deslocamento de Shafranov [34]. A figura

2.4, mostra as superficies r; = cte, que apesar de concéntricas, nao sao circulos perfeitos.

As leis de transformagoes entre o sistema de coordenadas (r,6,p) e (1,6, ¢) sdo

escritas como [35],

2
rcos(6 r

sin(6,) = Si‘;”) _ (2.17)
1_%’5(5)4_(21;’0)
ot = ¢ (2.18)

A coordenada R do sistema de coordenadas cilindricas se relaciona com esse sistema de
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FIGURA 2.4 — Superficies r; = cte e 8; = cte para um sistema toroidal onde Ry ~ 0.61 e
a=0.18.

coordenadas através da seguinte expressao:

R2 — R/[z)

0 Ry

1 2}% cos(0,) — (” Sin(@t)f] . (2.19)

Neste sistema de coordenadas R’y é a coordenada radial do eixo magnético.

2.3 Equacao de Grad-Shafranov e Campo Magnético

nas coordenadas (1, 6;, ¢;)

Utilizando-se dessas cordenadas a equacao de Grad-Shafranov pode ser escrita como [34]:

1 / 1 920 dP ing,\ >
0 ( 0 >+—8—=qu¢+;¢0}%’2— <2icos9t+(rtsm t) >+

e Ory ory r? 062
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T Pv 10V ) 10V 2 9*9
R_’O |:COS Qt (28_7‘% + T_ta_Tt) + Slnet (T_ga_@t — Em)} . (220)

Os componentes contravariantes dos campos sao expressos por [35]:

_ _ =1 0¥
B,, = B0 = o 90 (2.21)
By, = BO? = g 5% (2.22)
By, = B3 = =l (2.23)

2.4 Fator de Seguranca

Um campo vetorial genérico V, pode ser descrito em termos das linhas de forca as-
sociadas a este campo. A equacao basica que descreve os pontos no espaco associados a

essas linhas de forga, ou linhas de campo, é escrita como
V x dl =0, (2.24)

sendo neste caso dl um elemento infinitesimal da linha escolhida.

Na expressao (2.24) considere V = B, onde B é o campo magnético. Para o sistema

de coordenadas polares toroidais a equagao (2.24) pode ser reescrita como

th d@t d¢t

= = . 2.25
B, Bs. By, (2:25)

t
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Assim, podemos definir a inclinacao local das linhas de campo como sendo v

49 _ By
df; By,

t

(2.26)

Sob condigoes de equilibrio as linhas de campo magnético repousam sobre superficies
magnéticas, que tem simetria poloidal. Entretanto a helicidade dessas linhas de campo
nao é constante. Em geral temos que, em regioes mais proximas da borda do plasma essa

helicidade é maior, e para regides préximas do eixo magnético esse valor é menor.

A grandeza que é utilizada para caracterizacao dessa fenomenologia é o fator de segu-

ranca, que € calculado como a média da inclinagao local das linhas de campo, ou seja,

B 1 2 B(j)t

conforme apresentado na referéncia [36].

2.5 Mapas Estroboscépicos das Linhas de Campo

O estudos de sistemas dinamicos em sua maioria sao feitos utilizando-se equagoes
diferenciais do tipo:

— =F(v,t), (2.28)
sendo v e F com n dimensoes. O espago real constituido pelas coordenadas v; é denomi-
nado espaco de fase deste sistema.

A evolugao temporal do sistema fisico analisado dé-se ao longo de uma curva C' cu-

jos pontos P(t) = (v1(t),va(t),...,va(t)) satisfazem o conjunto de equagoes diferenciais
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(2.28).

Denominamos mapa estroboscépico o conjunto de pontos Mg = P(ty), P(to + 1), P(to +2T), . ..
associados aos estados ocupados pela trajetéria no espaco de fase [37]. Por exemplo, um
mapa estroboscopcio de um sistema com apenas um grau de liberdade cujo espaco de fase

é bidimensional, consiste de um conjunto de pontos sobre um plano.

A confeccao de uma mapa estroboscopico é bem simples. Dado que o conjunto de
equacoes é conhecido, basta realizar uma integracao numeérica deste, e a cada intervalo de

tempo 0t = T', armazenam-se os pares ordenados (vy,vg, ..., Uy).

Para a analise de linhas de campo temos que sob condicoes de equilibrio estacionario,
as linhas de campo sao invariantes com relagao a variavel ¢, logo essas equacoes podem

ser descritas pelas seguintes expressoes:

dry __ Br
dei = Bd}i (2.29)
d9; _ B
o= B—Ztt (2.30)

Por analogia com o discutido anteriormente, percebemos que o nosso conjunto de
equacoes se assemelha muito com as equagoes de um sistema dinamico, nos quais as coor-
denadas (7, 6, ¢¢) desempenham os mesmos papeis de (vq, va,t). Podemos entao descrever
um mapa estroboscépico das linhas de campo magnético, armazenando os valores do par
ordenado (r(¢),0:(¢:)) a cada incremento de 2w no valor de ¢;. No presente trabalho
a confeccao dos mapas estroboscépicos foi feita utilizando-se o método de integracao de
Runge-Kutta-Fehlberg (RKF45) [38] para integrar numericamente as equagoes (2.29) e

(2.30), cujo detalhamento pode ser encontrado no Apéndice A.



3 Calculo do Fluxo Magnético

Poloidal ¥

Neste capitulo apresentaremos os perfis de densidade de corrente toroidais utilizados,
as solucoes para equacao de Grad-Shafranov no sistema de coordenadas polares toroidais
para uma aproximacao de ordem zero, demonstraremos porque apenas a aproximacao de
ordem zero nao consegue reproduzir a formagao de ilhas magnéticas no equilibrio MHD e
apresentaremos as solucgoes de primeira ordem da EGS contendo o aparecimento de ilhas

magnéticas.

3.1 Perfil de Densidade de Corrente

O perfil de densidade de corrente toroidal JY utilizado provém de trabalhos anteri-

ores [36, 8]. Esse perfil é descrito pela equagao:

I R/ (’7 + 2)(7 + 1) Tt 2 Tt 2\7
Jo = 20 15 () ) (1= (%)) 3.1
P oma? By +2 +F a a (31)
Doravante J3(r;) serd designado por J,, lembrando-se que J§ = R'J.

Os coeficientes § e v sao parametros livres da modelagem desse tipo de perfil de



CAPITULO 3. CALCULO DO FLUXO MAGNETICO POLOIDAL W 38

densidade de corrente, que possibilita atraves do ajuste obter um perfil de densidade de
corrente reproduzindo um perfil de fator de seguranga nao monotonico (FSNM). Aqui, I,
é densidade de corrente de plasma, Ry é o raio do eixo magético e a o raio da coluna de

plasma.

Estudos tedricos e evidéncias experimentais apontam que o FSNM [39, 40] esta di-
retamente relacionado com o aprimoramento do confinamento magnético da coluna de

plasma.

No presente trabalho, os parametros (3 e v foram ajustados de forma a obtermos um
perfil de densidade de corrente invertida (DCI). De modo que, préximo ao nicleo da
coluna de plasma obtivessemos uma densidade de corrente negativa e proximo da borda

da mesma uma densidade de corrente positiva [15, 12|, conforme mostrado na figura 3.1.

200
— v=10,p=5

— v=10, B=10
=10, B=-15]| 7
— Y=10, B:—Q,O
=10, B=-25| |
v=10, B=-30
=10, p=-35
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— J¢=0
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FIGURA 3.1 — Alguns perfis de densidade de corrente invertidos obtidos variando-se os
parametros 3 e 7.
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Ao longo das simulagoes detectamos que um perfil de corrente que possue uma inversao
de sinal, necessariamente é produzido por um conjunto de parametros que satisfaz a
seguinte relagao 8 x v < 0, conforme pode ser verificado na figura 3.1. Entretanto, os
parametros que atenderam aos requisitos propostos tem como caracteristica principal,

B <0e~>0,além de obedecer a relacao 3 x v < 0.

3.2 Fluxo Magnético Poloidal de Ordem zero

Definimos razao de aspecto em um tokamak como sendo a razao entre o raio do eixo
magnético R’y e o raio da coluna de plasma a. Para os casos onde RT/O ¢ muito grande
dizemos que o sistema é de grande razao de aspecto. Nesse regime, os efeitos da toroidi-
cidade dos tokamaks sao pequenos de modo que um corte transversal sobre o toro revela
que as superficies magnéticas sao aproximadamente circulos concéntricos. Assim, a coluna
toroidal pode ser analizada como uma coluna cilindrica. Em geral, as superficies magnéti-

cas podem apresentar os efeitos de triangularidade e elongagao [25, 41|, conferindo um

formato de D as superficies magnéticas..

A EGS, como proposta na expressao (2.20) no limite de grande razao de aspecto onde

Rr—fo — 0, pode ser escrita como [35].

19 ( axp) LY (3.2)

_ ry——0 + _
re Oy tf)rt r? 06?

A equacao acima pode ser resolvida numericamente, por meio da utilizacao de inte-
gradores numéricos ou analiticamente conforme proposto no trabalho desenvolvido por

Kucinski et. al. [34] via método das aproximagoes sucessivas. A solu¢ao proposta neste
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método é dada por:

\I](Tt, Ht) ~ \I/()(Tt, 015) -+ 5@(7}, Qt) (33)

Uma espécie de aproximagao de primeira ordem, sendo dW(ry, 6;) um termo de corregao.

Considerando-se uma coluna de plasma apenas com dependéncia radial podemos pro-

por que neste caso ¥ = Wy(r,), assim a equagao (3.2) fica

1d<d\Ifo

rt—) = o Jy(r). (3.4)

Tt drt d”/’t

Logo conhecendo-se a expressao de J, podemos determinar univocamente a expressao

de U.

3.2.1 Solugoes de V(ry)

Com intuito de resolver a equagdo (3.4) utilizamos inicialmente o método numérico
RKF45. Para tal, utilizamos as condigoes iniciais Wo(r; = 0) = dV¥y/dr¢|,,—0 = 0, ou
seja, tanto o fluxo magnético poloidal quanto o componente radial do gradiente do fluxo

magnético poloidal sao nulos sobre o eixo magnético.

Dado que a expressao analitica para o perfil de densidade de corrente é conhecida
(3.1), podemos também determinar analiticamente a solugao para a equagao (3.4).

Integrando a expressao (3.4) com relacao a variavel r; levando-se em conta que o termo

rtdﬂh _o =0 ¢ que 1,2 é uma funcdo bem definida no intervalo de integracao, temos
dry 17¢=0 dry 5 )

b (- (e () (-@)7) e
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1 . - .
Sendo neste caso ' = % Integrando-se mais uma vez a expressao (3.5), assumindo-se

U(0) = 0 temos que:

Wo(re) = %/0% (1 - (1 + A (%)Q) <1 - (%)Q)%l) dr..  (3.6)

Seja © = %. Logo,

Wo(r,) = @/O”% (1 - (1 g (%)2) <1 - (%)Q)Wl) dr, (3.7)

] Tt Tt 2 v+ d’f’t Tt Tt 2 rH Tt 2 d’f't
Wo(r,) = —dr, — 1— (- —t_ 1— (- (L)) =
O(Tt> @ A Tt "t /0v < (a) ) Tt /; <a> 6 <a> Tt
(3.8)
Chamemos I; a seguinte integral
I—/nld Ctim [ Ldr = lim (In(ry) — n(e) (3.9)
1= o Tt_eg%ort re = lim (In(r, n(e)). :

Seja também I3
Is_/gm <1_ (%)z)wl <6/ (%>2> dr_it —/O'Tt (1_ (%>2>7+1 <§;) rdre (3.10)
O R E R (e e

_ " T\ 2 i dry
12_/0 (1— (g) ) — (3.12)
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O integrando da equagao (3.12) é dado por

H-®) ettt e

n=0

onde v € R.Assim

T Tt o\ 7t+1 d’l‘t / Qn 1 F(7+2)
I = 1— ( dr,. 3.14
? /0 ( a ) Z a2" (v+2—n)n! "t (3:.14)

Seja,

2n 1 F(V‘i_z) 2n 1 F(,y_i_z)
I, = - —
2T / Z a2” (v+2—n)n! dr / drt+/ Z a2” (v+2-— n)n!dr
(3.15)

: ‘1 " I'(y+2)
Iz = lg% 0 r_tdrt N lg% (In(r:) )+ Z 2na2" (v+2—n)n!’ (3.16)

Assim, somando-se as trés integrais, notando que o termo divergente de In(¢) desaparece,

a solugao analitica de Wy(r;) é dada por

Wo(r) = © ——Mﬁ; - (1 - (1 - (7“_)2» - ;(_1)n2222nrwrf;—i)m] |
(3.17)
() = H20 _2(7ﬁ+ 2) (1 ) (1 - (‘>)) } ;_1)”2;2;mrf;_zi)n!]

(3.18)
Na figura 3.2 os pardametros utilizados foram, 8 = —40.0, v = 10.0, I, = 7 x 10*A,
a=0.18m e R’y ~ 0.61m. Tais parametros sao do tokamak TCBAR com um perfil DCI.

A curva em vermelho é o resultado analitico, e a curva em negro representa a solugao
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v=10.0, B=-40.0

30 T | I | I | I

G—©6 Numerical Solution
25— —— Analitical Solution (200terms)

0,2

FIGURA 3.2 — Gréfico apresenta as solugbes numérica (negro) e analitica (vermelho) dada
pela equagao (3.18) para um perfil de corrente com inversao = —40.0 e v = 10.0.

numérica obtida via método RKF45. E interessante notar que ha o aparecimento de dois
pontos criticos, ou seja, pontos onde d¥,/dr, = 0, em ambas as solugoes. Um dos pontos
faz parte das condigoes iniciais d¥y(r; = 0)/dr; = 0 e o outro se encontra no meio da

coluna de plasma numa regiao proxima a r; &~ 0.22a.

Os componentes do campo resultante desse fluxo magnético poloidal podem ser cal-
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culadas através das expressoes (2.21), (2.22) e (2.23). Logo,

B, =0 (3.19)
By, = %y {1 ~ (18 (=) (1- (%)Z)ﬂ (3.20)
By, = ! (3.21)

Neste caso, [ ~ —I./27 e tomando-se R?* ~ R'(Q) (1 — ]2%7;; cos 0t> [35], logo temos que

_ /40];
" 2TRG

By

! ] . (3.22)

1-— 2%—}0 cos 0,

Dado que conhecemos os componentes dos campo magnético podemos também deter-

minar as equagoes das linhas de campo como sendo dadas por:

d?“t BT’
— = =0 3.23
d¢t B¢t ( )

o me 2l (er () (-]

mole 1
27RIZ | 1-2 Ef,to cos 04

|
— Ifﬁ? {1 _ (1 + 3 (%)2> <1 — (%)2>V+1} (1 — 27 cos 9t> (3.24)

As superficies magnéticas obtidas da funcao fluxo magnético poloidal dados pela ex-
pressao (3.18), para um FSNM proveniente de um perfil de densidade de corrente sem
inversao nao apresentam a formacao de ilhas magnéticas, como mostrado nas figuras 3.3
(a) e (b), onde foram determinadas as superficies ¥ = cte utilizando-se a integracao das

equacoes (3.23) e (3.24).
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FIGURA 3.3 — Superficies magnéticas para § =3 ¢ v = 0.78 (a) em coordenadas (R, Z)

e (b) coordenadas polares toroidais (7, 6;).



CAPITULO 3. CALCULO DO FLUXO MAGNETICO POLOIDAL W 46

O fator de seguranca, assim como os componentes do campo magnético encontrados
com a solucao proposta na equacao (3.18) estdo em concordancia direta com os resulta-
dos apresentados na literatura [42, 36], como pode ser observado na figura 3.4. Outra
expressao que esta em concordancia com os resultados encontrados na literatura é a ex-

pressao analitica para o fator de seguranca ¢ que é dado por:

o =aio (2 (1= (1+52) (1-2) "o 1-2)) C-a)

semelhante ao apresentado na referéncia [9], onde ¢.(a) = Ia?/I,R's.

Quando aplicamos um dos conjuntos de parametros (3 e v conforme proposto anterior-
mente, que geram uma DCI, obtemos os seguintes perfis de Jy, g, ¥, By, e By, apresentados

na figura 3.5.

E interessante notar que ha o aparecimento de um ponto de indeterminacao no fator
de seguranca, préximo a posicao r; &~ 0.22a. Essa indeterminacao coincide com a regiao
onde dV¥,/dr; = 0 para o interior da coluna de plasma. Como os componentes dos campos
magnéticos estao diretamente ligadas as derivadas do fluxo magnético poloidal, temos que,
nos pontos onde dV¥,/dr; = 0 ocorre um campo nulo, semelhante ao proposto na refer-
éncia [43]. Esse campo nulo pode estar associado & uma separatrix e consequentemente

gerar uma cadeia de ilhas magnéticas.

Contudo, as superficies magnéticas relativas aos mesmos parametros apresentados na
figura 3.5 estao dispostas na figura 3.6 para uma aproximacao de ordem zero. Note que

nao ha o aparecimento de ilhas magnéticas.
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FIGURA 3.4 — As curvas em vermelho sao os perfis obtidos na literatura utilizando-se as
expressoes conhecidas, e as curvas em negrito sao os perfis obtidos utilizando-se a solugao
analitica para o fluxo magnético poloidal, para o fator de seguranga, ¢, componente By,
do campo magnético e componente By, do campo magnético, para os parametros 3 = 3.0
ey =0.78.

3.3 Formacao de curvas Criticas

Com intuito de explanar o porqué das superficies magnéticas nao apresentarem as

cadeias de ilhas magnéticas, analisemos alguns aspectos da funcao fluxo magnético poloidal

v,

Com relacao a tal funcao, primeiramente temos que:

e Devido a simetria toroidal, ela apresenta dependéncia de duas coordenadas, mais
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FIGURA 3.5 — Perfis de J,, VU, q, By, e By, para o conjunto de parametros 3 = —40.0 e
~v = 10.0. Todos os perfis tem como abscissas r;/a.

especificamente as variaveis r; e 6;.

Essa dependéncia das coordenadas (ry,6;) pode ser transferida, utilizando-se das regras
de transformacoes de sistemas de coordenadas adequadas, para o sistema de coordenadas

(R, Z). O que ainda continuaria acarretando uma funcao que depende de duas varidveis.

Quando plotamos as superficies W(R, Z) utilizando um espago de trés dimensoes, onde
um dos eixos de coordenadas é a varidavel R, o outro é Z e o terceiro eixo de coordenada

é U, encontramos uma superficie que descreverd univocamente para cada par ordenado
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0.5

Z/b
T

0 0.5 1 0 1 2 3 4
(R-R,)/b 0

FIGURA 3.6 — Superficies magnéticas para v = 10 e f = —40, usando a solucao de
ordem zero ¥, nos sistemas de coordenadas (R, Z) e (14, 6;).

(R, Z) um tnico valor de ¥. O mesmo ocorre quando plotamos a superficie que descreve
um paraboldide. Por exemplo, o caso do paraboldide cuja equacao é descrita por uma
expressao do tipo:

c_r Y (3.26)

onde z = z(z,y). Tracejando as curvas de niveis para o mesmo, ou seja, determinando-se

todos os pontos onde z = cte, descrevemos um conjunto de elipses fazendo z = cte =

2 ~ . N . ~
= d?, na expressio (3.26). Assim, chega-se & seguinte expressao,

le N

="+ = (3.27)

que ¢ a equacao de uma elipse.

De maneira genérica, toda fungao de duas varidveis f(z,y), pode ser analisada desta

maneira. Assim é o caso da nossa funcao fluxo magnético poloidal. Quando tracejamos
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as superficies de ¥ = cte determinamos as curvas de niveis para a nossa superficie tridi-

mensional de fluxo magnético poloidal.

Analisemos o caso da funcao hamiltoniana de um péndulo simples, que pode ser ex-

pressa por:

mi26?

H(9,6) =

+ mgl cos(0). (3.28)

A solucao da dinamica desse sistema é muito bem conhecida, e podemos analisar o compor-
tamento de uma particula que descreve o movimento desse péndulo simples em qualquer
instante de tempo desde que nos sejam fornecidos a posicao angular e a velocidade angu-
lar do nosso sistema. Essa andlise pode ser feita através da utilizacao do espaco de fase.
Dados o par ordenado (0, 9) podemos descobrir qual trajetoria a particula devera realizar

no espaco de fase, e consequentemente no espago real.

No caso do péndulo simples que é um sistema conservativo, conhecendo-se em um
dado instante de tempo o valor de 6 e o valor de 6, conhecemos a energia total de nossa

particula aprisionada nesse movimento pendular.

Tracemos agora uma conexao entre as superficies tridimensionais de funcoes de duas

variavies no espacgo de fase, e curvas de niveis. Temos duas observagoes:

e Como o sistema é conservativo e nao ha perdas de energia. Todos os pontos sobre

uma trajetéria no espago de fase tem sempre a mesma energia.

e As curvas de niveis para os valores de H = cte tém semelhancas com o que encon-

tramos quando analisamos as trajetérias no espaco de fase.

Isso fica nitido na figura 3.7 e sao de grande interesse para nds, os pontos elipticos e

os pontos hiperbdlicos.
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FIGURA 3.7 — Superficie tridimensional para a hamiltoniana do péndulo simples. O eixo-
Z representa o valor de H = cte. A escala de cores do gréafico representa os valores de
energia do sistema, variando de um valor méaximo de 3 (vermelho) para um valor minimo
de —1 (preto).

Matematicamente os pontos hiperbdlicos e elipiticos sao classificagoes dadas a um
conjunto mais amplo de pontos, os chamados pontos criticos [44]. Para uma fungao
genérica f(x,y) temos que os pontos criticos sdo identificados como os pontos onde as

derivadas parciais de primeira ordem da fungao f(x,y) sdo nulas, ou seja,

0 0
of _of _, (3.29)
or 0Oy

Fisicamente, utilizando-se o nosso exemplo do péndulo simples temos que os pontos

criticos recebem a nomenclatura ampla de pontos de equilibrio, pois sao os pontos para

os quais as equagoes de Hamilton se anulam, ou seja,

OH OH

=35 =" (3.30)
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Matematicamente os pontos criticos podem ser classificados em trés tipos:

1. Pontos de maximo.
2. Pontos de minimo.

3. Pontos de sela ou Hiperbélicos.
Fisicamente os pontos de equilibrio recebem os nomes de [37]:

1. Pontos de equilibrio estavel.
2. Pontos de equilibrio instavel.

3. Pontos de equilibrio meta-estavel ou semi-estavel.

Matematicamente a classificacao de um ponto critico depende do valor de uma funcao
chamada Hessiano [44]. Essa funcao é definda como sendo:

an an an

H(anyO) = w’xoyyoa_yQ’on,yo - M|xo,yo'

(3.31)

Dependendo dos valores das derivadas de segunda ordem da funcao f e H(z,y), aplicados
no ponto (xg,yo) podemos ter trés tipos de pontos criticos: um ponto hiperbélico, um

ponto de maximo local ou um ponto de minimo local.

Fisicamente, a natureza de um ponto de equilibrio pode ser obtida por meio da lin-

earizacdo das equagoes de Hamilton e analisando-se os fluxos nos espago de fase [37].

E interessante notar que no caso do péndulo simples temos no espaco de fase uma
cadeia de ilhas caracterizadas por trajetérias ciclicas em torno dos pontos de equilibrio

estavel chamados pontos elipticos, separados de um conjunto de trajetérias abertas por
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uma separatrix. Os pontos de vértices dessa separatrix sao chamados pontos de equi-
librio instavel. Quando analisamos esses pontos utilizando-se as ferramentas matemaéticas

apropriadas detectamos que esses pontos sao pontos hiperbdlicos.

Dado esse breve resumo sobre pontos criticos e pontos de equilibrio podemos voltar
a analisar o nosso problema. Como foi comentado anteriormente, a solucao analitica

proposta para Wy na aproximacao de ordem zero é dada na equagao (3.18) por,

2n

IR / re )2 00 n_T C(y+2
‘P(Tt> — H02p7r 0 [_2(5_'_2) (1 — (1 — (Zt) )) - Zn:l(_l) 2n312" F(’Y-E:g—n))n!

Assim podemos constatar dois fatos:

1. A solucao proposta para a EGS tem a dependéncia de duas variaveis, pois r; na
verdade é uma funcao r;, = r(r,0). Assim, o fluxo mangnético poloidal ¥(r,) =

U(r,6).

2. Como o perfil de corrente possui uma inversao no sinal da corrente, a derivada de

primeira ordem de nosso fluxo apresenta um valor nulo, ou seja, existe um valor de

_ av
ry = s tal que -

= 0.

Tts

Dado a existéncia de uma dependéncia angular em 7; talvez apenas essa dependéncia
angular seja suficiente para gerar o ponto de X, ou seja, gerar um ponto hiperbdlico que
simbolizaria a formacgao de uma separatrix e consequentemente das ilhas magnéticas. As-
sim, com o intuito de determinar os pontos criticos onde isso acontece devemos encontrar

os pontos onde:

20 (3.32)



CAPITULO 3. CALCULO DO FLUXO MAGNETICO POLOIDAL W 54

e
ov
— =0. 3.33
50 (3.33)
Utilizando-se a regra da cadeia para derivagoes temos que,
oV _ 0% or
oo (3.34)
0 ov or
v _ van _ (3.35)
Para que as equagoes (3.34) e (3.35) sejam verdadeiras existem duas condi¢oes pos-
sivies:

1. Caso g—Z = 0, temos automaticamente as duas solugoes satisfeitas. Contudo, re-
stringimos um conjunto de pontos no espago que satisfazem essa condicao. Esses
pontos sdo os pontos que tém coordenadas (R, Z) , ou (r, #), que delimitam a curva
ry = s = cte. O que acarretaria uma curva de pontos criticos e nao um conjunto
finito de pontos criticos. Esse comportamento pode ser observado nas figuras 3.8 e

3.9.

2. A outra solugao consiste nos termos restantes das equagoes acima serem nulos, ou

seja.

g =0 (3.36)
gre =, (3.37)

simultaneamente.
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FIGURA 3.8 — Superficie tridimensional para o fluxo magnético poloidal para os paramet-

ros 3 = —40.0 e v = 1.0 que geram uma perfil de corrente toroidal invertida. E apresen-
tado o fluxo para toda a coluna de plasma. O eixo z representa os valores de Wy(r;) = cte
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FIGURA 3.9 — Apenas um zum na regiao proxima da curva r; = 1, = cte onde ocorre o
ponto critico de ¥y(r;) da figura 3.8 para os parametros § = —40.0 e 7 = 1.0 que geram
uma perfil de corrente toroidal invertida. O eixo z representa os valores de Wy(r;) = cte.
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Temos que a lei de transformagao que relaciona r; com (r, ) é dada por:

Logo, calculando-se as derivadas de r; com relagao as variaveis r e € temos que

2 1/2 7c0;$9) 212/2
(1—RT6 cos(9)+(2;6> >
&7 sin(0)

% _ % 0 177 = 0 (339)
(1—% 005(9)+(2R6> )

Afim de determinar os pontos que satisfazem simultaneamente essas solucgoes teremos que

N3

resolver o seguinte sistema de equacoes:

r r 2 r cos(6) r2
2 (1= Feos0) + (537) ) = "5 — 5 (3.40)

L~ sin(@
i sin(6)

2\ 1/2
(1—1_% cos(@)—l—(m%) )

Para satisfazer a condigao (3.41) temos que , § = nm, onde n é inteiro, desde que r; # 0.

-0 (3.41)

N3

Conhecido a coordenada angular necessitamos determinar o conjunto de valores de r que

satisfacam a condi¢ao (3.40). Assim temos que:

2r r?2\  rcos(d)  r?
(2 — —cos(f) + ) “ TR e (3.42)

1 1 2cos(f)  cos(0)
20— 4 - — — 2=0 3.43
am o)t (TR 4

r? <RL62) o (—3CZ(Q)> +2=0 (3.44)

7% — 3R} cos(0)r + 2RE = 0. (3.45)
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A solugao da equacao do segundo grau acima é tal que:

3R} cos(0) £ /(3R}y cos(0))2 — 4 x 2R?

T2 = 5 (3.46)
Contudo, substituindo-se os possiveis valores de f na expressao acima temos que:
IR? — S8R = RY. (3.47)
Assim,
ry = RO COS0NT) C;S(m), (3.48)

de modo que, para qualquer valor de n inteiro na solucao acima temos um valor de r que
¢ maior que o raio da coluna de plasma. Tendo em vista que, a o raio da coluna de plasma
é sempre menor que R, hd um conjunto de pontos fora da coluna de plasma dados pelas
coordenadas:

(r =Ry, 0 = —n7), e (r=2Ry, 0 =nm) (3.49)

onde possivelmente teremos dois pontos criticos. Contudo, ambos os pontos nao estao no

interior da coluna de plasma.

Ou seja, matematicamente ha os pontos criticos que podem ser pontos de sela, (para
determinar a natureza desses pontos seria necessério calcular o Hessiano de W(r, ) nesses

pontos). Contudo, eles estao fora da regiao de interesse, ou seja, fora da coluna de plasma.

Outra anélise que pode ser feita para analisar os mesmos pontos criticos usa integracao

das linhas de campo.

Quando realizamos a integracao das linhas de campo produzimos um mapa estro-

boscépico muito semelhante & um mapa de Poincaré [37]. Contudo, afim de acharmos
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os pontos de equilibrio nesse tipo de abordagem devemos procurar exatamente os pontos
onde os componentes do campo analisado sejam nulos. Entretanto, temos que analisar
os componentes radiais e polares no sistema de coordenadas (r,6). Para tal, temos que

utilizar as expressoes de B, e By.

Tomando-se a expressao genérica para o campo magnético em funcao do fluxo mag-
nético poloidal temos que :

—

B=2 xvu4B 2 (3.50)
933 933

Essa definicao foi obtida levando-se em consideracao um sistema de coordenadas tridi-
mensional onde as coordenadas genéricas sao expressas por (X', X2 X3), sendo ¢33 o
componente contravariante do tensor métrico para o sistema de coordenadas analisado, e

& é o vetor direcao que aponta na direcdo da coordenada X?3.

Para o sistema de coordenadas (1,6, ¢) temos que X3 = ¢, X2 = 0 e X! = r. Devemos

determinar os componentes do gradiente nesse sistema de coordenadas, além do vetor €5.

Desde que sejam conhecidas as regras de transformacoes de um sistema de coorde-
nadas em outro, podemos determinar o tensor métrica. Ver detalhes da transformacao de

coordenadas no Apéndice B.

Assim os componentes do gradiente de uma funcao qualquer ¥ no sistema de coorde-

nadas polares toroidais é dado por:

ov . 10V . 1 ov »
V‘I/ = ET + ;%0 + —RO T T‘COS(@) 8—¢¢ (351)

Agora estamos aptos a calcular os componentes do campo magnético no sistema de
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coordenadas (7,0, ¢). Logo,

~

xvm+@? (3.52)

B=2 xvu4 B2 =
g33 g33

— 9

O produto vetorial apresentado acima pode ser expandido. Devido a ortogonalidade do

sistema de coordenadas utilizados temos que: os componentes B, e By sao dadas por:

B, = —1% (3.53)
By = %%, (3.54)

Agora, de posse dos componentes desejados do campo magnético temos que determinar
os pontos onde essas grandezas se anulam, ou seja, B, = By = 0. E simples notar que

isso ocorre onde

v ov

5 =0, ¢ 55 =0. (3.55)

Lembremos que, ao determinarmos as equagoes que descrevem as linhas de campo,
resolvemos a expressao B xdl = 0 e encontramos uma relagao entre as razoes de diferencias
das coordenadas com razoes dos campos magnéticos associados a cada coordenada. Por

exemplo, para o sistema de coordenadas (r, 0y, ¢;) tinhamos que:

dry _ Bry
der By,
df: _ Bo,
det By,

Como o componente toroidal do nosso campo magnético nao se anula a Unica maneira

dessas equacoes diferenciais se anularem é que os componentes radiais e poloidais do
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campo magnético sejam nulos. Ou seja, as equacoes das linhas de campo se anulam
exatamente nos pontos apresentados através da interpretacao matematica da fungao de

fluxo magnético poloidal feita anteriormente.

Para a solugao de ordem zero, hé o aparecimento de uma curva r, = cte com infinitos
pontos criticos para a configuracao de perfil DCI. Essa degenerescéncia de infinitos pontos
criticos pode ser quebrada via introducao de uma dependéncia angular na funcao fluxo
magnético poloidal. Para tal desenvolveremos a aproximacao de primeira ordem para W

introduzindo tal dependéncia.

3.4 Correcao de Primeira Ordem na Equacao de Grad-

Shafranov

3.4.1 Modelo Simplificado

A correcao de primeira ordem proposta no trabalho de Kucinski et al. [34] é tal que a

nova expressao para o fluxo magnético poloidal pode ser dado por:

U(r1,00) % Bo(r) + Vocos(0) [ Ap)-d, (3.56)
Tt 0
sendo
Are) = =14 B+ 5 / pV's(p)dp. (3.57)
ryV's Jo

Aqui, o termo " denota uma derivagao ordindria com relagao a coordenada 7.

E interessante notar que A(a) é o fator de assimetria do campo magnético poloidal

definido em termos de 3,, que é a razao entre a pressao cinética e a pressao magnética, e
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da indutancia interna normalizada [; por unidade de comprimento:
1
2 o,
li=——= | Byrdr (3.59)
0

((ZBQ)Q

—

em que By = BO). €.

A determinacao dessa aproximacao apresenta uma debilidade, quando tentamos uti-
lizar um perfil DCI. Como foi apresentado anteriormente, tal utilizacao implica necessari-
amente no aparecimento de um ponto onde d¥q/dry|,,—,,. = 0, sendo 0 < ry; < a. Na
definigao da expressao A(r;) hd uma restrigdo sobre a utilizagao de tal equagao para a
aproximacao de primeira ordem. A demonstracdo minuciosa de todos os passos desen-

volvidos no trabalho de Kucinski et. al. [34] esta apresentada no Apéndice C.

Dada a indeterminacgao apresentada nesta aproximacao quando um perfil DCI é uti-

lizado devemos apresentar uma nova proposta para a correcao de primeira ordem.

Inicialmente utilizamos um Modelo Simplificado onde aproximamos o termo divergente

por uma pequena constante e:

/ A(p)RL,dp ~ e (3.60)
T 0

Afim de analisar se a introducao de um termo dependendente de 6; na expressao de ¥
seria capaz de degenerar os infinitos pontos hiperbdlicos em um conjunto finito de pontos

hiperbdlicos. Note que, neste caso € tem dimensoes de comprimento.

A nova expressao de ¥ com a correcao de primeira ordem do Modelo Simplificado
pode ser dada por:

U(re, 0;) = Wo(ry) + Wo(re)ecos(6;). (3.61)
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Os componentes do campo magnético de equilibrio podem ser determinados pelas ex-

pressoes:

_ 1w
BTi - Réﬂ"t 00+

_ 10w
Bet - R{)T’t or

-1
Ie T
B¢t = 27:(1?__{/0)2 [1 — 2R_t6 COS 9,5] .

Serao necessarios para a determinacao dos componentes By, e B,, os calculos das

derivadas de g—f: e de g—g: que sao dadas respectivamente por:

Gr — G 1 L (W cos(0r)e) = W' + € cos(6;) W (3.62)

ov

- = _— / 1
20, U'oesin(6;) (3.63)

Usando-se a expressao para a derivada de ordem zero do fluxo magnético poloidal da

equacao (3.4) temos a seguinte relagao:

"o \IJ,U
y 0= [L()J¢ - ], (364)

Tt

substituindo-a nas expressoes das derivadas parciais encontramos:

g—Z — %\gto + dirt (\I//O COS(et)G) —

Wy + € cos(6y) (uOJ@ - W’O) , (3.65)

Tt
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o = —Woesin(6,). (3.66)

Por fim, temos que os componentes do campo podem ser expressos por:

By, = ﬁmg_r‘z = ﬁ W'y + e cos(6;) (,qu@ - \I;;O)} (3.67)
B?“t = R’_olrtg_gi - R’_oln [_\DIOGSin(et)] - W (368)

Dada a definicao de fator de seguranca temos que a nova expressao analitica para o

mesmo pode ser obtida pela integragao da seguinte expressao:

q do, (3.69)

—1
I T
L [ By 1 /27r e |1 = 2 costl
== t— ~_ /
21 Jo B, 2 Jo R/EH [\Iﬂo + e cos(6y) <M0J¢t - q;—;’)]

resultando em:

o lery 1 2r, eV Ry

- 2R 2r Wy + eV R \/1 _ 452 + \/\Iﬂg — 2y
0

q(re) (3.70)

Assim sendo, analisando-se o colchete do lado direito da equagao (3.70) temos um
termo relativo ao fator de seguranca sem a corre¢ao de primeira ordem e um termo,

devido a correcao de primeira ordem.

Nas figuras 3.10 e 3.11 apresentamos respectivamente os perfis de Jy, ¢, ¥ e as su-
perficies magnéticas associadas aos parametros v = 1.0 e = —40 quando utilizamos a

solucao do Modelo Simplificado.

Observamos que o fator de seguranca possui duas indeterminacoes, uma na regiao
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FIGURA 3.10 — Perfis de Jy, ¢ e ¥ para o conjunto de parametros v = 1.0, 3 = —40 e

¢ = 1 x 1073 que geram um perfil DCI. g(a) e ¥y(a) sdo os valores apresentados na borda
do plasma para cada grandeza.

proximo de ry = 0.224a, e outra proximo da origem em 7, = 0. Esses pontos correspondem
em geral aos valores de r; para os quais Wy(rs) = 0, ou seja, encontramos dois pontos

criticos.

Em geral o aparecimento desses pontos estd associado ao surgimento de uma separa-
trix, ou de um ponto de X. Note que, essas duas indeterminacoes no fator de seguranca

estao associadas a formacgao de duas cadeias de ilhas magnéticas, como pode ser obser-
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FIGURA 3.11 — Superficies magnéticas para o conjunto de parametros v = 1.0, § = —40
e e =1 x 1072 que geram um perfil DCI em coordenadas (R, Z) em (a) e (b) , (r,6;) em

(c)e(d) .

vado mais evidentemente nas figuras 3.11 (c) e (d). Ou seja, de fato a introdugao de uma
dependéncia angular no fluxo magnético poloidal degenera os infinitos pontos criticos so-
bre a curva r; = r;; em um conjunto finito de pontos hiperbdlicos, formando as ilhas

magnéticas.

Contudo, uma coluna de plasma com fator de seguranga que tende ao infinito préximo



CAPITULO 3. CALCULO DO FLUXO MAGNETICO POLOIDAL W 66

do eixo magnético nao tem nenhum significado fisico. Em geral, é esperado que o fator de
segurancga seja maior que a unidade préximo do eixo magnético mas nao divergente[39].
Assim sendo, analisando o problema com maiores detalhes descobrimos que a indetermi-

nacao na origem observada em nossos calculos é fruto das condigoes de contorno utilizadas.

Para corroborar tal hipétese primeiramente analisamos o caso da aproximacao de or-

dem zero. A defini¢ao de fator de seguranca é dada por:

_ 1 [2m By,
q= fo By, d6t7

com os componentes do campo magnético tais que:

B@Z 1 oV

t RIO re Ore

-1
By, = ZrIZORI’—ZP [1 - 2% cos@t] :

considerando-se o caso onde W(r;, 0;) ~ Wy(r;) temos que:

By, = ﬁ% (3.71)
-1
By, =yttt [1 - 24 costl] (3.72)

Agora, notemos que para r, = 0 temos também

oA

—|p,—0 = 0. 3.73
87”t|t0 ( )

Assim, a principio somos impelidos a pensar que mesmo para o caso onde utilizamos uma

aproximacao de ordem zero deve existir uma indeterminacao para r, = 0. Entretanto,
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o fator de seguranca leva em consideragao a razao dos componentes do campo. Assim

sendo, para a r; = 0 temos que

BMn:m:hm{]'a%] (3.74)

ri—0 | Rlgry Ory

que representa uma indeterminagao do tipo 0/0. Utilizando-se a regra L’Hospital para

resolver tal limite, chegamos a seguinte expressao:

9%¥q
. Brf
Bgt (Tt = O) = T1t1£n>0 R/O 7é 0, (375)

. 2
tendo em vista que aaféo # 0.

Assim sendo, para o caso onde utilizamos uma aproximacao de ordem zero, nao ha

uma indeterminacao na origem para o fator de seguranca q.

Quando utilizamos uma solucao para o fluxo como sendo dada por:

W(re, 0r) = Wo(re) + Wo(re)e cos(6r),

O componente By, é dada por

1
By, = [y + U"e cos(6,)] (3.76)

t /
ol't

Contudo, para a origem temos agora que:

By, (ry =0) = lim

S Uy + U"hecos(6,)] |, (3.77)
e 0

nao caracterizando nenhuma indeterminagao do tipo 0/0 ou 0/00 ou 0o/c0. E facil notar
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que o novo limite nao caracteriza nenhuma das indeterminagoes propostas acima, mas de

fato uma indeterminagao do tipo cte/0. Para tal observe que
[y + "o f(re) cos(0;) + f'(re) g cos(6)] |r,=0 # O, (3.78)

sendo f(r;) =e.

Apesar de ¥y(r, =0) =0e f'(r, = 0) = 0, temos que V’y(r, =0) # 0e f(r, =0) # 0.

Para remover tal indeterminagao pretendemos encontrar outra solugao para dW(ry, 6;).

3.4.2 A Nova Correcao

Conforme apresentado no Apéndice C, consideremos que a equacao valida para deter-

minarmos 0¥ (7, 0;) implica na determinacao da fungao f(r;) dada pela equagao:

d 1 Tt
s s [C i), (3.79)
Tt a 0

o segundo termo no lado direito da equagao acima pode ser expresso por:

2
Tt

Tt Tt

/ P¥o(p)dp = 5‘11’3 0~ / oW opdp . (3.80)
0 0

Quando plotamos um gréfico, conforme apresentado na figura 3.12, contendo os dois

termos propostos na equacao (3.80), vale notar que o segundo termo analisado é da ordem

de 1077 enquanto o primeiro termo é da ordem de 107°, ou seja, duas ordens de grandeza

maior que o segundo termo. Assim, para uma primeira aproximacao, desconsideraremos
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FIGURA 3.12 — Grafico contendo o valor numérico do primeiro termo (12’3 /2) e do segundo

termo (— gt \Il’?)pdp) em funcao da varidvel ry/a, para vy = 1.0 e § = —40.0. O grafico tracejado

representa o primeiro termo, o grafico com a linha preenchida o segundo termo.

a contribuicao desse segundo termo em nossos calculos escrevendo:

WL = 101 B3 - ]

2df 1 [(=28,) 252
rt\If'Od—”—E[ QPTt\I]/O]

7}\11/3 (:_T]; . (1—2/3p)rt> =0

2a

tomando-se o termo interno da expressao (3.83), temos que:

ﬂ _ (1 _2617)

dr, 20 LT 0.

(3.81)
(3.82)

(3.83)

(3.84)

Aplicando-se a mesma condicao de contorno utilizada anteriormente, para r; = a, 0¥ (a) =
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0, temos que f(a) = 0 e assim podemos escrever

S ddp = S22 [ pdp (3.85)
fla) = f(r) = S22, (3.86)
—f(r) = U2 (2 — ) (3.87)

Flry) = U280 02 g2, (3.88)

Portanto, a nova aproximacao de primeira ordem contendo a dependéncia angular pode

ser escrita como:

W(ry, 0) = Wo(re) + Wo(ry) cos(0r) 7= f (3.89)
U(ry, 0;) ~ Wo(ry) + Wo(r,) cos(@t)ﬁ%[rf —a?] (3.90)
W(re, 0) ~ Wo(ry) + Wo(ry) cos(;) o [r? — a?). (3.91)

Logo, temos que a expressao (3.91) pode ser tomada como expressao para o fluxo
magnético poloidal. Com o intuito de melhor visualizar a validade da aproximacao feita,
observemos a figura 3.13. Os parametros utilizados foram escolhidos, dentro da validade
da aproximagao contendo a integral de A(r;), para fins de comparagao, ou seja, (3,7) que
nao geram um perfil DCI, evitando o aparecimento de valores para r; no intervalo [0, a]

tal que exista 7, = 1y, onde W' (r4,) = 0.

O comportamento crescente das duas solugoes sao equivalentes e a diferenca entre elas
¢ da ordem de 0.00125 na borda (r;/a = 1) e menor que 0.01 para regides préximas da
origem (r;/a = 0). O que pode corroborar o modelo utilizado, dado que a nova corregao

mantém a mesma ordem de grandeza da corregao proposta na referéncia [34].
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FIGURA 3.13 — Gréfico contendo uma comparacao entre os termos de f. A curva pontil-

hada apresenta os resultados para a aproximacao de f = (1-25) [r2—a?], a curva preenchida

4R'g
[ A(p)3-dp, para 3 = 3.0 e v = 0.78.

Tt

Semelhantemente ao procedimento utilizado no célculo da nova expressao analitica
para o fator de seguranca consideremos o que segue. Dada as defini¢goes dos componentes

do campo magnético temos que:

or B ) uofez(l_%t;oswt))_l
_ L Begg _ 1| ___aw o
Ar) = 52 Jo" 5, %0 = 52 | o ke ey | 0 (392)
k() = (—iﬁf”) el (3.93)
_ 7‘2—a2
g(ry) = 0 U20ms). (3.94)

Seja também

h(re) = k(re) + g(re). (3.95)
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Entao,

nole _ 2rp cos(0y)

—1
S 1 7 s
el G i B PP 1 8. (3.96)

2 s (Pot+h(re) cos(0)) QPR 0 (1 2l ) (9 +h(re) cos(61))

Usando-se o método de fragoes parciais chegamos a seguinte expressao

(1—%5‘“)(;/0+h(rt)cos(et)) - (17#,2(90) + (\If’o-i-h(f)cos(et)) (3.97)
AV + B =1 (3.98)

cos(;) (Ah - %B) =0 (3.99)

B = 400 (3.100)

A= stieoms (3.101)

Logo, conseguimos de fato separar as duas integragoes. Assim temos

_ _polers 2r¢ 2m 1
q(,rt) (QW)QRIQ |:2Tt\1//0+h(Tt)R/0 0 _;L/g COS(Qt)det:| +

Ier hR’ 2w 1
(;7'(())21{’0 |:2Tt‘1//0+h(()’l“t)R/0 0 ‘1//0+h(’r‘t)COS(9t)d0t:| : (3102)

A resolugao das integrais devem ser feitas com cuidado devido a problemas de indetermi-

nacao. Em geral, temos para uma integral do tipo:

27 1
—df 1
/0 a — bcos(6;) b (3.103)

onde a? — b? > 0,que a solucao é dada por:

2m 1 27
—df = ——. 104
/0 a — bcos(6;) K a2 — b2 (3.104)
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Analisando-se as integrais a serem realizadas temos que:

2 1 2
/ - df, = ———. (3.105)
o 1— 7t cos(6y) 1— &
RO
Pois,
4r?
i Ty, € [0,(1} 1-— W > 0. (3106)

0

E para a segunda integral desde que W'; — h%(r) > 0 temos que:

2 1 2
df, = . 3.107
/0 Uy + hcos(6;) ! VU5 — h2(ry) ( )

Assim a solugao analitica para o fator de seguranca é

Q(T ) _ /’LOIert
! 27TRIO

2r, r? —1/2 h(r)R'q 2 o -1/2
1 —4-—L (‘I’ —h )
2rWo + h(ry) R’ ( ng) T o+ h(re) R\ ° ()

(3.108)

.. .o~ 2 . .
Fisicamente a condigao W'5 — h%(r;) > 0 requer que o campo predominante seja o
campo devido a solucao de ordem zero, e o campo de correcao seja menor que esse campo

ao longo de toda a coluna de plasma.

Como pode ser observado na figura 3.14, apesar de termos obtido a nova solucao de
ordem zero, a nova solugao contendo o termo de f(r;) ainda gera uma indeterminagao na

origem para o fator de seguranga.

Enfim, o nosso problema consiste basicamente da nova f(r;) possuir um termo que

acarreta uma expressao semelhante a proposta abaixo

[\I//O + qj”of(’l}) COS(Ht) + f/\I/,() COS(Qt)] |7’t:0 7é 0, (3109)
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FIGURA 3.14 — Os gréficos acima apresetam os perfis de J,, ¥y e ¢ para a correcao
W (ry, 6;) proposta anteriormente, para os parametros = —40 e v = 10.

pois, apesar de Wo(r, = 0) = 0e f'(r, = 0) = 0, temos que ¥”y(r;, =0) #0e f(r;, =0) A0

novamente.

Afim de resolver essa indeterminacao, chegamos a duas conclusoes:

1. Ou os parametros (3 e v sao ajustados da melhor maneira de modo que teremos

U (ry = 0) # 0.

2. Ou a condicao de contorno §¥(r; = a,6;) = 0, proposta na referéncia [34] acarreta

o aparecimento de uma indeterminacgao intrinseca no fator de seguranca, tendo em
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vista que f(r¢)|=0 # 0. Observe que tal indeterminacdo aparece em nossa aprox-
imacao. E possivel que em uma aproximacgao que considere o termo excluido na
equacao (3.80) a indeterminagdo nao aparega. Entretanto, tornaria o tratamento

analitico do problema impossivel.

A seguir, avaliamos as duas hipéteses. Para tomarmos U”y(r, = 0) = 0 temos que

fazer necessariamente

\Ij/
U (ry = 0) = g0 J,(0) — T—0|n:0 = 0. (3.110)
t
Logo,
\I//
11075(0) = lim {—0] : (3.111)
re—0 | Ty

Para J,(0) temos que:

/ 2 2\7
Jo(0) = 2 Ol (14 ) (1 ) o =

IR0 (742)(y+1)
Lo (i), (3.112)

Seja V' dado por

dVo  pol,Ro
dr,  27mry

Wy =

+1
- (1 w;—i) <1 - g)w ] | (3.113)

Assim sendo, temos que a expressao que deve ter o seu limite avaliado préximo da origem

pode ser dado por:

\Iflo . 1 d\Ijo . ,UOIpRIO
re vy dry  2mr?

2 2\ 7+1
(D) () e
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onde, usando-se a regra de L’Hospital:

/ / r r v+l
lim,, o [h} — lim,, o (% {1 — (1 4 ﬁfa_g') (1 — —2) }
polpR'o 1 1 28'ry 2\ 24 1y 2\’
s llmrt._>0 % T2 <1 - g) + a2 (1 + a_2> (1 - —2>
/ / vl gl
polo s Jiy (—5—2 (1-%2)" +22 (1+94) (1-2)

polpR'o ( g (7+1)> _

27 a? a?
polpRo ¢ o
P (=0 + (v +1)). (3.115)

Logo, necessariamente temos que a seguinte condi¢ao sobre os parametros v e 3 deve
ser satisfeita para removermos a indeterminagao do fator de seguranga préximo do eixo

magnético:

LB (=0 + (7 +1)) = Lop 2020 (3.116)
(=8 + (v +1)) = 2032050 — 92042 (3.117)
BB+ (v+1)B=20(y+2) (3.118)
B(—B+2y+4)=—(y+1)8 (3.119)
(—B+2y+4) 22000 = —(y+1)8 (3.120)
(=B+2v+4)(y+2)=—-B(B+7+2) (3.121)
By +2)+2(y+2)2 = —B% - B(y+2) (3.122)
2(y+2)? = —-p? (3.123)

F+2(y+2)2=0. (3.124)
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Cuja tnica solugao com parametros reais é:

B=0 e v=-2. (3.125)

Isto acarreta necessariamente um perfil de densidade de corrente e um fluxo magético
poloidal de primeira ordem nulos. Ou seja, Jy(1¢) = 0, Uo(ry) = 0,¥'o(r) =0 e Uy(r,) =

0 para todo 7.
Assim, a primeira condicao nao jamais é satisfeita. Analisando-se a segunda condicao.

Inicialmente realizamos o cédlculo de g para a correcao de primeira ordem usando a
solugdo proposta por Kucinski et al. [34]. Para tal fim, obersevemos que o perfil de
densidade de corrente utilizado estd relacinado a um fator de seguranca monotonico,

portanto, diferente do perfil que utilizamos. O perfil utilizado em [34] é expresso por:

.[R/ 2\ 7
Jy = ; %(y 4+ 1) (1—%) : (3.126)

a?

Para obtermos um perfil com esta configuragao usando a expressao (3.1) dada por:

Jo(ry) = o +2)(G+1) <1+ﬁ_7“?) ( T?)”

Ta? G442 a?
basta que tomemos § = 0. Assim, o conjunto de parametros 3 e v que geram o perfil de

densidade de corrente proposto na referéncia [35] sdo: =0 ey = 3.0.

Para a aproximagao de ordem zero os perfis de J,, ¥y e ¢ estao apresentados na
figura 3.15. Note que, todos os perfis estao normalizados, com os respectivos parametros
na borda da coluna de plasma. Vale salientar que as expressoes analiticas para o fator de

seguranga continuam sendo as mesmas para os casos apresentados em [36], com 5 = 0.
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FIGURA 3.15 — Perfis de J,, ¥y e ¢ usando-se a aproximacao de ordem zero para 3 = 0

ey =3.0.

Assim as expressoes ficam:

q(re) = qe(re) (1 - —f) o : (3.127)

sendo,
6e(re) = ge(a) (%)2 [1 . ( - Z—tz)wl _1. (3.128)

Quando introduzimos a corregao de primeira ordem, para o caso (§ = 0,y = 3), temos
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que os componentes do campo magnético ficam sendo dados por:

B, - \I//(]);Iior;(tot) fzz X}I;, (3.129)
Bo, = i | Wo (1= g5A(r) cos(8)) + W cos(6y) [ 52| (3.130)
By, = 2?15% {1—2”13;’,5(9”} (3.131)

0

Logo, o fator de seguranca pode ser determinado tanto numericamente como analitica-

mente. Analiticamente temos que:

“ORI/EQ |: T 1005(9 ):|
:l o 27 0 l_ztROt de:
q<Tt) 27 JO ﬁ[\lﬂg (1—;—}0A(7’t)cos(9t))+\ll”o cos( Gt)fa XA(X)dx] t
/,L()IeTt 2m d9t —
(2m)2R/o JO (1—27” cl;’féet)> [lIl’o (l—Rr—f()A(rt)cos(Gt)>+\Il”o cos(6t) fi Xg,()‘)d }
polert 27 dby
(2m)2R'o JO (1—27”C;f’ée’f))[\Ii’o(n)—i-h(n)cos(ﬁt)]7 (3.132)
sendo,
“ xAx
h( ): —\I/, (Tt>R—/A(Tt) \IJ”()/ RE )dX (3133)
T 0

podemos utilizar fragoes parciais e separarmos a integral acima em dois termos, semelhante
ao procedimento apresentado anteriormente, ver equagoes (3.97)-(3.105) . Assim sendo, a
expressao generalizada para o fator de seguranca para a aproximacgao de primeira ordem

fica:

h(?"t)R/O 1
2r, Wy + h(r) R VU5 — h2(ry)

(3.134)

IUOIeTt 2rt 1 MOIETt
27TR/0 27“,5\1’/0 + h(’f't)R’o 1 ( )2 27TR10

q(r) =

21y
R

Os petfis de Jy, Uy e ¢(r;) estdo apresentados na figura 3.16. Os perfis estdao normal-



CAPITULO 3. CALCULO DO FLUXO MAGNETICO POLOIDAL W 80

izados com relacao aos valores das grandezas apresentados na borda da coluna de plasma.

0.4 T I ! ! !

0 02 04 06 08 |1 0 02 04 06 08 1
r/a r/a
t t
2 T | T T T | T
1.5 —
—
- i i
e
(8] 1 -
) f
S i
0.5 K\__ —
0 | | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
rJa

FIGURA 3.16 — Perfis de J,, ¥y e ¢ usando-se a aproximacao de primeira ordem para
B=0e~vy=3.0.

Aqui, concluimos finalmente que a condi¢do de contorno proposta na referéncia [34],

nao retorna um fator de seguranca finito no eixo magnético.

O que realizamos para remover essa indeterminagao do fator de segurancga foi a de-
terminacao de uma solucao de primeira ordem semelhante a proposta por Kucinski et

al. [34], para os perfis apresentados para (5 = 0,7 = 3), utilizando uma condigao de
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contorno diferente, fazendo com que:

§Up—g = 0, (3.135)

pois desta forma temos necessariamente que para a origem (r, = 0) o termo do componente

de By, que apresenta uma indeterminagao do tipo cte/0 desaparega.

Tendo em vista que, ao utilizarmos uma solucao para o fluxo magnético poloidal como

sendo dado por W(ry, 0;) ~ Wo(re) +Wo(re) f(re) cos(0;) 75, a derivada do fluxo magnético

poloidal nesse caso fica

ov  dV, 4V a df(ry) ., a
v _ 4% g,)— 4 Ty 0,)— 3.136
o, T an ! (re) cos( t)R’O T an o cos( t)R'o’ (3.136)

que pode ser simplificado na seguinte expressao

ov a a
B = U'o + 0" f(re) COS(Qt)R—,O + [ COS(Qt)R—,O- (3.137)
O componente By, = (1/R'gr;)(0V,/0r;) é dado por
a a
Bet _ R{)Tt |:\If/0 + \I’HOf(rt) COS(et)R_/O + f’\II’D COS(et)R—/O] (3138)

Entretanto, para a origem temos agora que:

By, (ry =0) = lim [ /1 {\Iﬂo + \I,//Of(rt)Ri/ cos(6;) + f'¥g cos(et)Ri/H , (3.139)

r¢—0 olt 0 0

nao caracterizando nenhuma indeterminagao do tipo 0/0 ou 0/0c0 ou co/oo. Agora, de

fato, o limite proposto para o valor de r; = 0 existe.
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Tomando-se as expressoes que determinam a fun¢ao f(r;) conforme apresentados por

Kucinski et al. [34] temos

r 0o d = L[(1— B2 — [ pV5(p)dp]

0 drs

d re pU'G
d_j;:%( ﬁp) T\INQ tP a( )d/)

Substituindo-se a seguinte equivaléncia:

a d 1 "t
A(ry) = ———f =—-1+8,+ m/ P\Iﬂg@)dl) (3.140)
¥ Jo

Tt d?”t

De acordo com a seguinte condigao de contorno 6¥|,,—o = 0 temos que a expressao acima

fica:

— o Alp)2dp = [;* Ldp = f(r) — F(0) = f(ry) (3.141)

Fre) = = Ji* Ap)2dp. (3.142)

Assim sendo, temos que o novo fluxo magnético poloidal fica sendo expresso por:

U(re, 0,) = Wo(re) — Wo(re) cos(6) /0 " A Oy (3.143)

O que acarreta novos componentes do campo magnético dados por:

!0 sin (6 T xA(
By = —Losm@) e xh0d gy (3.144)

By, = ﬁ [\If’o (1 + 7= A(r) cos(@t)> — 0"y cos(6y) [y Xg,(g‘) dx] (3.145)

By, = ok { 1 } (3.146)

0
1—27t CI;’Sé t)
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Analogamente ao exposto anteriormente, o fator de seguranca pode ser expresso da

seguinte maneira:

(’[“ ) . ,uofeT't 27'15 1 +M0[€Tt h(?"t)Rlo 1
are) = 27TR/0 27“,5\1’/(] + h(?"t)R’O Oy 2 27TRIO 27“,5\1’/(] + h(?"t)R’O A /\I[/g _ h(?”t)2
1= (#)
(3.147)
levando-se em conta que
r "ty A
h(ry) = W'o(ry)—A(ry) — / X EX) dy. (3.148)
R 0 0 R 0

Observe que o sinal ao lado da derivada de primeira ordem e da derivada de segunda
ordem da equagao (3.148) é diferente do sinal das mesmas derivadas da equagao (3.133).
Isto é devido ao fato de utilizarmos no presente caso uma condigao de contorno diferente,

5\11(7“,5 = O, Qt) =0.

Os perfis de Jy, ¥y e q(r¢) para essa nova correcao de primeira ordem estao apresentados
na figura 3.17. Note que, mais uma vez foram utilizados os perfis normalizados com os
parametros apresentados na borda da coluna de plasma. Tendo em vista que a correcao
de primeira ordem com a condi¢do de contorno 0¥ (r, = 0) = 0 remove a indeterminagao

do perfil de q.

3.4.3 Funcao Proposta no Modelo de Primeira Ordem

A equagao (3.84) define f(r;) tal que

ﬁ . (1 _Qﬁp)

=0. 14
dry 2a =0 (3.149)
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FIGURA 3.17 — Perfis de J,, ¥y e ¢ usando-se a aproximacao de primeira ordem para
B8 =0e~=3.0. Corre¢cao na condi¢ao de contorno.

Aplicando-se a condigao de contorno §W(0) = 0 temos que f(0) = 0 e assim temos que:

Jot L = B2 [ pdp (3.150)
f(re) = £(0) = 2oy (3.151)
flry) = G52 (;) (3.152)
fr) = B2 (3.153)
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Assim, temos que a nova aproximagcao de primeira ordem com o termo da correcao angular

pode ser expresso por:

\Ij(rt, 015) =~ ‘110(7’15) + \I/,()('f’t) COS(Gt)RL’Of (3154)
W(ry, 0) & Wo(ry) + Wo(ry) cos(6y) o= L2212 (3.155)
W(ry, 0) ~ Wo(ry) + Wo(r,) cos(b;) S ). (3.156)

Os novos componentes do campo magnético ficam sendo dados pelas expressoes

W' sin(6¢) (1—28p
R s (3.157)
By, = i [ W (14 Sl ln] cos(8) ) — Wocos(B) Uil (3.158)
By, = 25r0éfeg |:1_27‘thRO/S(%):| : (3.159)

0

Usando o mesmo procedimento proposto nas se¢oes anteriores podemos determinar o fator

de seguranca como sendo:

(r)) = polers 2r, 1 +,uofe7"t h(ry)R'q 1
are) = 2Ry | 2V + h(ry) R oy \ 2 2Ry | 2V + h(ry) Ro U2 = h2(ry)
- (%)
(3.160)
Onde,
1—2 1—-2
) = Walr) U2 ) 0y L2y (3161

Os novos perfis utilizando-se dessa nova solugao para W(ry, 6;) estao apresentados nas
figuras 3.18 e 3.19, onde h& a remocao completa da indeterminagao na origem para q.
As curvas em veremelho representam a solugao de primeira ordem e as curvas em negro

representam a solucao de ordem zero. Observa-se que ha uma pequena diferenca entre as
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duas solucoes que ja é o suficiente para gerar as ilhas magnéticas.

-0,05 — —

02 04 06 08 1

rt/a
T I T
20 — —
3 15+ 18
$—4H L 1,5
N’
10 — 1,2
S 10 i 0.9
51
0 n T | I [ 1 [ L | I
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

rt/a

FIGURA 3.18 — Perfis de Jy, ¥/Uy(a) e ¢/q(a), para o conjunto de parametos v = 10,
B =—40.0 e 3, = 0.45. As curvas em negro representam os perfis obtidos utilizando-se a
solugao de ordem zero e as curvas em vermelho representam os perfis obtidos utilizando-se
a solugao de primeira ordem.

3.4.4 Configuragao das Superficies Magnéticas

As superficies magnéticas apresentadas nas figuras 3.20 e 3.21 sao relativas a utilizagao

de uma funcao f(ry) = %(r?) na expressao W (ry, 0;) ~ Wo(ry)+V'o(re) f(ri)acos(0y) /Ry

para o fluxo magnético poloidal.
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FIGURA 3.19 — Perfis de J,, Uy/Wo(a) e q/q(a), para o conjunto de parametos v = 1,
B =—40.0 e B, = 0.45. As curvas em negro representam os perfis obtidos utilizando-se a

solucao de ordem zero e as curvas em vermelho representam os perfis obtidos utilizando-se
a solugao de primeira ordem.

Analisando as superficies magnéticas podemos observar o aparecimento das ilhas mag-
néticas no interior da coluna de plasma. Nas superficies magnéticas em coordenadas (R, Z)
das figuras 3.20 e 3.21 fica ébvio também o deslocamento da coluna de plasma para parede
externa do tokamak em contraposicao ao deslocamento de Shafranov. J& nas superficies
magnéticas expressas nas coordenadas (7, 6;) observamos o aparecimento de uma protu-

berancia préximo de 0; = 7, evidenciando o deslocamento da coluna de plasma para a
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borda mais externa do tokamak apresentado nas coordenadas (R, 7). Essa fenomenolo-
gia estd diretamente relacionada ao uso da fungao f(r;) parabdlica proposta na equagao

(3.153) proveniente das condig¢oes de contorno utilizadas.

Em contraposi¢ao ao apresentado nas referéncias [12, 43, 17], onde sdo apresentadas
solugoes numéricas para a EGS, obtivemos uma solucao analitica para a mesma quando
um perfil de DCI é aplicado. Além desse perfil de densidade de corrente estar diretamente

relacionado & um FSNM.

Comparativamente ao trabalho analitico desenvolvido por Wang [16], nosso perfil DCI
¢ mais genérico pois é nao linear, enquanto que o apresentado por Wang [16] é linear.
Outro fator diferencial do presente trabalho foi a utilizacao da determinacao de uma
expressao analitica para o fator de seguranca, que nao foi feita em nenhum dos trabalhos

presentes na literatura.
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FIGURA 3.20 — Superficies magnéticas para v = 1, § = —40.0 e 8, = 0.2, sendo o
fluxo dado por W(ry, 6,) = Wo + Vo f(re) cos(f,) onde f(re) = L2222 (12), (a) e

0R 4a
coordenadas (R, Z) e (c) em coordenadas (r, 6;).

(b) em
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FIGURA 3.21 - Superficies magnéticas para v = 10, 3 = —40.0 e 3, = 0.2, sendo o

fluxo dado por W(r, 6) = Wo + Vo5 f(r:) cos(6;) onde f(re) = %(rf), (a) e (b) em

coordenadas (R, Z) e (c) em coordenadas (r, 6;).



4 Caracterizacao do Equilibrio

Neste Capitulo pretendemos apresentar a caracterizagao das ilhas magnéticas apresen-
tadas no equilibro MHD proposto. Para tal calcularemos a largura das ilhas magnéticas,
bem como o nimero de ilhas magnéticas e demonstraremos porque aparece apenas uma

cadeia de ilhas com duas ilhas magnéticas.

4.1 Largura das Ilhas Magnéticas

O desenvolvimento proposto nessa nesse topico foi baseado no trabalho desenvolvido

na referéncia [33].

De acordo com o exposto nos capitulos anteriores o fluxo poloidal magnético pode ser
escrito da seguinte maneira W(ry, 0;) ~ Wo(r;) + 0¥ (14, 0;). Expadindo-se essa solugao do
fluxo poloidal magnético em torno de r, = 1y para os quais Wy(r, = r5) = 0 até termos

de segunda ordem temos que:

Wo(rs,0;) = Wo(res) + 0W (1, 0;) + [Mzaor(:t) |rts + aégr(:t) |rts | (76— Tts) (4.1)

2 T 2 T Tt—Tts 2
+ |25, + 20, | CopeR 4 03),
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Da aproximagao de ordem zero temos

02,
or?

res = H0Jp(T1s)- (4.2)

Seja o valor critico do fluxo magnético dado por Wy(ry). Queremos detectar qual o
comportamento de W(r, 6;) quando 0, varia de [0,2r]. Considerando todos os pontos

para os quais U(ry, 0;) = Wy(rys) chegamos a expressao:

‘I]<rts) = \Ij0<rts) + (S‘Ij('rtsv et) + |:6qg)r(:t) ’rts + 65§T(t7“t) ’rts] (Tt - Tts)

(4.3)
| 25 e+ Z5e ] O 4 O(3)
que pode ser simplificada em:
06U (r 9?50 (r Ty — T )?
0= 0W(r,0) + [#“ts] (1t — 74s) + [NOJ¢(7’ts) + 37’,52( t)|rts:| (r B ) . (44)
Sendo A = (r; — r4), encontramos a seguinte equagao:
85@(7}) 625\I/(Tt) AZ
0=0U(ry, 0 ——— s | A Jo(ris) + ——=—|ris | —, 4.5
(et + | 25 8t st + S 5
cujas solugoes sao:
2 2
_%ST\? Tts :l: \/(%;T\f Tts) - 2 (/’LOJ¢<Tt5) + % Tts) 6‘11 Tts
ALQ = (46)

(M0J¢(7"ts) + 83276; m)

Assim a largura o das ilhas pode ser dada pela soma das duas solucoes para A, ou
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seja, 0 = |Aq] 4+ Ay, tal que:

2
~) (82107 -2 (o) + B2 60
<H’OJ¢(rts) + 8;75;] rts>
2
= (B0 =2 (o) + 55

(HOJqﬁ(TtS) + 83276?\1! rts>

5= +

e
or

) S

Afim de obter a expressao para a largura das ilhas usando o fluxo poloidal magnético

~ OV 9250
proposto temos que calcular as expressoes de o, © a

Realizando-se as devidas derivagoes considerando 6% = W'y cos(6;)f(r:)a/R'y sendo

f(ry) =[(1 —28,)r?]/[4a] chegamos as seguintes expressoes:

o b = oo (), 2L =2 (1.9
a;% e = %‘i(ﬁ)a {Jqﬁ (25—7{2 - E:”) + ‘é—ﬁ fm)] (4.9)
onde
%:2222” [I_Z—tz]%ﬁ_v{l_%l [1+52—§D, (4.10)
sendo (2 uma constante
o - oy +2)(v +1) (4.11)

ma*(B 4+~ +2)

Para os parametros 3 e 7 escolhidos temos os seguintes perfis de largura das ilhas

magnéticas, conforme apresentados nas figuras 4.1 e 4.2.

E interessante notar que ha um pico préximo da regiao 6, = w, que pode ser observado

nas curvas das superficies magnéticas nas coordenadas (R, Z) e (14, 6;). Tornando evidente
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FIGURA 4.1 — Largura ¢ das ilhas magnéticas, préximos da curva r; = cte = 0.224a para

o conjunto de parametros § = —40.0 e v = 1.0.
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FIGURA 4.2 — Largura ¢ das ilhas magnéticas, proximos da curva r; = cte ~ 0.224a para

o conjunto de parametros = —40.0 e v = 10.0.
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que as ilhas acompanham o deslocamento da coluna de plasma para a borda mais externa
do tokamak. Assim, a largura das ilhas é maior proximo de 6; = m quando comparada a

largura das ilhas em 6; = 0.

4.2 Determinacao do Numero de Ilhas Magnéticas

O aparecimento de um ponto de X em um espaco de fase, quando estamos analisando
a dinamica de um sistema por meio de um dado conjunto de equagoes diferenciais, ocorre

quando a seguinte condi¢ao de equilibrio ¢é satisfeita:

dx

= =F(x%1) = 0. (4.12)

Assim, para o nosso problema em questao, o analogo as equagoes que descrevem a dinamica
do sistema analisado sao as equacoes das linhas de campo. Com intuito de encontrarmos

esses pontos de equilibrio aplicados a estas equagoes chegamos as seguintes expressoes:

th . Brt o O
dgbt B¢t
db; By, 0
dp, By, ’
que podem ser simplificadas em
B,
t—0 4.13
By, (4.13)

B,, =0, (4.14)
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By

t =0 4.15
B,, (4.15)
By, = 0. (4.16)

Assim, temos que:

B,,

“1ov 1 {\If’oaf(n)sin@)} _0 (4.17)

- Rlorta_et B Rlory Ry

By

1 ov 1 {\II'O N U f(ry)acos(6;) N Vha

== / 6)| =0. (418
"= Rigr 0 Rior Ry Ry (1) oot t)] (4.18)

Para um dado valor de r; = r;, tal que:

Wo(res) =0, (4.19)
necessariamente temos,
—1 oV 1
e = —|r=re = = 0] =0 4.20
t R,()Tt 80t| s Rlorts [ ] ( )
B@t = ! a_‘;[l|7”t:7“zs = ! \Ij//O(rtS)f(rtS)aCOS(et) ' (421)
RloT‘t 07‘,5 R/()’r'ts Rlo

Para que as equagoes (4.20) e (4.21) continuem sendo simultaneamente nulas temos obri-
gatoriamente que:

0y =m/2, 3m/2, (4.22)

pois f(rys) # 0 e Wo(rys) # 0. Assim sendo, as possiveis coordenadas dos pontos de X
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serao:

(14,61) = (145, 7/2), (115, 37/2). (4.23)

O que implica no aparecimento de dois pontos de X. Se realizarmos um grafico
contendo as curvas de r; = ;s = cte e as curvas #; = cte para os valores apresentados
acima, temos as seguintes interseccoes entre essas curvas como apresentado na figura 4.3.

Ou seja, hé apenas o aparecimento de dois pontos de X.

0.8 —

0.6— —

04— .

04 —

-06— —

08 —

FIGURA 4.3 — Curvas r; = 0.224a, 0; = 7/2 e 6, = 31/2, a curva r; = 0.224a é a curva
onde U’y = 0 para os parametros = —40, v =1.0 e 5, = 0.2.

O ntmero de ilhas magnéticas esta diretamente ligado ao niimero de pontos de X. Por
exemplo, um ponto de X gera uma ilha magnética, dois pontos de X duas ilhas magnéticas,

e assim sucessivamente. Para os casos de um perfil DCI como o apresentado neste trabalho
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temos o aparecimento de dois pontos de X, formando duas ilhas magnéticas. No trabalho
de Wang [16], foi apresentado que o ntumero de ilhas magnéticas estd relacionado ao
tipo de perfis de corrente e de pressao introduzidos na EGS. E interessante notar que
as informagoes sobre os perfis de pressao e de corrente estao implicitas na densidade de
corrente toroidal J,. Assim o aparecimento de uma cadeia de ilhas magnéticas contendo
duas ilhas estd relacionado ao tipo de perfil de densidade de corrente toroidal invertida

introduzido na equacao de Grad-Shafranov.

E interessante notar que, com a abordagem proposta, podemos de fato determinar
quantas ilhas aparecem e aonde elas sao formadas, além da determinacao da largura das

ilhas magnéticas como proposto na secao anterior.

Analisando a figura 4.4, observe que ha uma boa concordancia entre o posicionamento
do ponto de X, que é o ponto onde as ilhas magnéticas se conectam e a interseccao entre

as curvas r; = cte e 0; = cte, relacionados aos pontos de X determinados.
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0,=m/2

0.8
0.6 —
04—

02—
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(a) (b)
FIGURA 4.4 — Superficies magnéticas para o caso v =1, 8 = =40 e 3, = 0.2. A curva
em verde corresponde a duas ilhas magnéticas, a curva em azul corresponde a superficie
r¢ = 0.224a, as curvas em vermelho representam 0; = 7/2 e 6; = 37 /2. (b) é um zum da
figura (a).



5 Conclusoes e Perspectivas

Através do método de aproximagoes sucessivas, conseguimos obter o fluxo magnético
poloidal associado ao equilibrio MHD de uma coluna de plasma em tokamaks, usando
um perfil de densidade de corrente com inversao, que gera ilhas magnéticas no interior da

coluna de plasma.

Sob condigoes de equilibrio MHD, em sistemas de confinamento magnético com sime-
tria toroidal, que nas coordenadas usadas (4, 6;) correspondem a um equilibrio cilindrico
com desvio de Shafranov, obtivemos a solugao de ordem zero, Vg, para o fluxo magnético
poloidal. Tal solucao de ordem zero, na configuracao de grande razao de aspecto, us-
ando um perfil de densidade de corrente invertida nao é capaz de gerar ilhas magnéticas.
Entretanto, sao formadas superficies irracionais para ¢, onde o fator de seguranga tende
ao infinito, caracterizando o aparecimento de uma curva separatrix, onde existem infini-
tos pontos hiperbdlicos. Foi mostrado que a introdugao de uma quebra de simetria nas
solugoes apresentadas, degenera esses infinitos pontos hiperbdlicos em um conjunto finito
de pontos hiperbdlicos. Essa quebra de simetria é feita via utilizacao de uma solucao de

primeira ordem do fluxo magnético poloidal contendo uma dependéncia angular.

O numero de ilhas magnéticas esta ligado ao nimero de pontos hiperbolicos. Para os

conjuntos de parametros utilizados, encontramos dois pontos hiperbdlicos e uma cadeia
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de ilhas magnéticas contendo duas ilhas magnéticas. Conseguimos determinar também

univocamente a posicao desses pontos hiperbodlicos.

A caracterizacao do novo equilibrio MHD encontrado usando um perfil de densidade
de corrente invertida foi feita através da determinacao da largura, da quantidade das
ilhas magnéticas e do calculo analitico do perfil de fator de seguranca, que é finito sobre o
eixo magnético além de apresentar um comportamento assintético proximo a separatrix,

conforme previsto na literatura [12, 15, 16, 17].

A originalidade do trabalho mediante aos demais apresentados na literatura reside
no fato de que determinamos uma solucao analitica para a equacao de Grad-Shafranov,
quando um perfil densidade de corrente invertida relacionado a um fator de seguranca
nao monotonico é aplicado, facilitando a compreensao deste tipo de equilibrio. Outro
fator diferencial neste trabalho, foi a utilizacao de integracao de linhas de campo, algo
também inédito na abordagem deste problema, comparando resultados similares obtidos

na literatura [12, 15, 16, 17].

Um estudo mais aprofundado do comportamento dinamico desse perfil de densidade
de corrente deve ser realizado em trabalhos futuros, dado que todos os resultados apre-
sentados até entao sao relativos a configuracoes estacionarias das superficies magnéticas.
Apesar desse tipo de perfil ter sido observado nos tokamaks em modo de operacao com
corrente alternada, ou seja, em regimes transientes. Também propomos investigar a sus-
tentabilidade de um perfil de densidade de corrente invertida na coluna de plasma, assim

como investigar a influéncia deste tipo de equilibrio nos fenomenos de transporte.
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Apéndice A - Métodos Numeéricos -

RKF 45

O método de Runge-Kutta Felhlberg, também conhecido como método RKF45, é um
método de integracao numérica muito util para resolver sistemas de equacoes diferenciais
de primeira ordem, pois além de aumentar a precisao da integracao ele consegue reduzir o

tempo de integracao, através de uma melhor escolha do tamanho do passo de integracao.

A diferenca crucial entre esse método e o método de Runge-Kutta (RK) convencional
estd no fato do tamanho do passo ao longo da integracao numérica ser ajustavel, de modo

a reduzir o erro numérico ao longo de cada passo de integracao.

Para realizar esse ajuste, o método utiliza-se de dois RK’s convencionais, um de 4% e
outro de 5* ordem. O idealizador desse método foi Erwin Fehlberg, um matématico da
Agéncia Norte Americana de Pesquisas Aeroespaciais. A primeira referéncia acerce desse

método é um artigo publicado em 1969 [38].

Em cada etapa, as duas aproximacoes diferentes para a solucao sao feitas e comparadas.
Se as duas respostas estao préximas - o quao proximas elas estao é mensurado por um
critério de precisao - a aproximacao é aceita. Se as duas respostas nao satisfazem o

critério, o tamanho do passo é modificando, podendo ser aumentado para que o calculo
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ganho rapidez, ou pode ser reduzido, afim de obtermos uma maior precisao. Se ao usarmos
0 NOVo passo as respostas satisfizerem o critério de precisao, o mesmo é aceito e a da-se

continuidade a integracao.

Afim de apresentar esse método consideremos a seguinte E.D.O:

dy _

i ACY) (A1)

Para cada iteracao o RKF45 requer que sejam calculados os seguintes seis componentes:

ki = hf(te, ur) (A.2)
1 1
ko = hf(ty + Zlha Yk + Zkl) (A.3)
k;—hf(t+§h +ik: +3k) (A4)
3= k 3 » Yk 32 1 32 2 .
12 1932 7200 7296
ky=hf(ty + 1—3]17 Y + —2197k1 — 2197k2 + 2197k3) (A.5)
439 3680 845
_ 27 — A.
1 8 3544 1859 11
ke = hf(te + §ha Yk — 2—7k’1 + 2ky + 2565k3 T oAt T 4_Ok5) (A7)

Aqui tomamos o passo de integragao como sendo h.

De modo que o Runge Kutta de 4% ordem pode ser expresso por:

25 1408 2197, 1
Yrr = Y ¥ oah ¥ o55s ks T qngr e T 5 (4.8)
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e o Runge Kutta de 5* ordem por:

16 6656 28561 9 9
— k ey — ks 4 — kg A9
13570 T 12825 T 5ga30™ " 507" T 557 (A-9)

L1 = Y +

O tamanho ideal do passo A’ pode ser calculado como sendo h' = sh, onde

Jun

5 (—h> (A10)
2|Zk:+1 - ?Jk+1|

Aqui € é uma tolerancia de controle, escolhida a critério do usuério. O fator s serd o

fator responsavel pelo aumento ou redugao do tamanho do passo de integracao.

Os demais passos do RKF45 sao semelhantes aos demais dos métodos RK convencinais.



Apéndice B - Calculos das métricas
em Coordenadas Polares Locais

Consultando-se a referéncia [32], o tensor métrico pode ser expresso como:

_ X oy’
Guv = Oxh OV Nag,

(B.1)

sendo o tensor 7,4 o tensor métrico de Minkowski, que para o caso de um sistema de
coordenadas tridimensionais ortogonais (como é o caso do sistema de coordenadas po-
lares toroidais), é expresso pela delta de Kronecker 0,5, ou matricialmente pela matriz
identidade. Assim sendo, para transformarmos uma coordenada covariante em contravari-
ante podemos fazé-lo utilizando-se da delta de Kronecker. Logo, podemos determinar os

componentes do tensor g, .

Para determinar os componentes desse tensor utilizando-se o sistema de coordenadas
(r,0, ¢) utilizaremos as regras de transformagoes entre o sistema de coordenadas (R, Z, ¢)

e (r,0,¢) como apresentados abaixo:

R = Ry + rcos(6) (B.2)

Z = rsin(6) (B.3)
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¢ = o. (B.4)

O que também acarreta,

r=((R— Ro)>+ 2°)"* (B.5)

f = arctan (R—Ro)'

Assim sendo podemos agora determinar os componentes do tensor métrico.

Sejam para esse proposito x! =7, x> =0, x) = e X' = R, X?> =7, X3 = ¢. Logo,

temos que:

Ox* 0x? o™\ > ox? 2 Ox? 2 o 2
gﬂ—%w%—(axl o) o) T\aw) o B0

devido a simetria da delta de Kronecker temos que g;; = g;;. Assim temos que:

gy = XX O OX OXP 0N, OxP X (B.8)
12 = gn = or2 0x' ¥ T 922 021 | 0x2 0x' | 0x? Ol '
Ox* 0x? O™\ > oy o2\ > AN
922 = 57 g2 0er = (aa,a “\a2) T\a2) T\ow (B.9)
Ox® 0x”® oxtoxt  ox?ox®:  oxPox?
_ _ A YA — B.1
932 = 93 ox2 0x3 " T 9x2 or3 + 0z? 0z®  Ox? 0x3 (B.10)
ox* ox? O™\ > oy’ o2\’ AN
933 = %%(hﬁ = (8:1:‘3 =\ a3 =+ 93 + 903 ) (B.11)

Calculemos as partes mais simples primeiro. Através de uma simples inspecao das

equagoes de transformagao de coordenadas temos que o componente gs3 pode ser calculado
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Ccomo
or\% [00\* [06\>
gs3 = (52) +<%) +<£> ~1. (B.12)

Analogamente, por meio de uma inspecao das derivadas acima, temos que os termos

cruzados ¢o3 = ¢g32 = ¢13 = @31 sao nulos. Ja o termo g1o = ¢g91 € determinado pela

seguinte expressao:

or or 00 00 09 d¢

_ N W Wit B.1
92 =91 = 5r0z T 9R0Z T 9R0Z (B.13)
Z(R — Ry) 1 -7 1 1
= = B.14
h2 =9 T R R+ 27 1+( z )2 ((R—Ro)2> 1+( z )QR—RO (B4
R—Ro R—Ro
Z(R — Ry) Z(R — Ry)
= = — B.15
gi12 921 (R _ RO)2 + 72 ((R o R0)2 + 22)2 ( )
Z(R — Ry) 1
p— puy - . B-]_
T2 =9I = R TR 1 22 ( 72+ (R — R0)2) (B.16)
Para determinar o componete goo tomemos:
or\? [00\* [06\>
_ (Y 7 - B.1
wm=(gz) +(72) + (52) (A7
Z? (R — Ry)?
_ + B.18
922 (R . RO)2 + Z2 ((R o RO)Q + 22)2 ( )
(R — Ry)* Z? 1
= . B.1
922 = (R R+ Z2 \(R— Ro)’ ' (R— Ro)? - 22 (B.19)
E por fim o componente ¢g;; é dado por:
ar\* [90\* (06
g11 = (ﬁ) + (@) + (@) (B.QO)
_ 2 2
U —Ro)” z . (B.21)

M= R-R)2+ 22" (R— Ro) + 22
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Usando-se o fato de que:

72+ (R—Ry)?> =1 | (R— Ry)* = r?cos’(h),

= tan(f), (B.22)

podemos escrever o tensor g,, em uma representacao matricial. Para o nosso sistema de

coordenadas como sendo dado por:

cos*(0) <1 + tar;,#) cos(f)sin(f) (1 — %) 0

g = | cos(f)sin(f) (1 — &) cos*(9) (tan?(0) + %) 0 |- (B.23)

0 0 1

Conhecidos todos os componentes do tensor métrico, o componente que mais nos
interessa é exatamente o componente g33 = 1. Contudo ainda precisamos determinar os

componentes do gradiente e o vetor €.

Matematicamente a definicao do componente ¢ de um vetor tangente a curva associada

com a varidvel x' pode ser determinada através da seguinte relacao:

5=
T oxt

(B.24)

Denotamos aqui o vetor posi¢ao pelo simbolo p, que em coordenadas cartesianas é
expresso por p = x& + yy + zZ. Assim sendo, para o nosso caso temos para as tres

coordenadas que:

op
P= B.2
" or (B.25)
.95
= B.2
0 %0 (B.26)
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=t (B.27)

Q.3|Q,
ASHIAS

Note que, para determinar os vetores unitarios que apontam nas direcoes de cada uma

dessas coordenadas temos que dividir esses vetores pelos seus modulos.

=

P = : B.28
(1) (B2

~ 0

f= T (B.29)

)

-7 B.30

Y -

Analisando-se a figura B.1, podemos identificar as seguintes relagoes entre o sistema
de coordenadas (r,0,¢) e o sistema de coordenadas cartesianos (z,y,2). De modo que

obtemos:

x = (Ry + rcos(f)) cos(o) (B.31)
y = (Ro + rcos(0)) sin(¢) (B.32)
z = rsin(0). (B.33)

Usando a defini¢cao proposta para o vetor posi¢ao p temos que:

op Oz, Oy. Oz,
E_ﬁrx—i_ary—i_ z (B.34)

7=

7 = cos(0) cos(¢)z + cos(f) sin(¢)y + sin(h) 2. (B.35)
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FIGURA B.1 — Desenho esquematico apresentando as coordenadas toroidais polares e as
coordenadas cartesianas.

NI

Como (7 7)2 =1 o vertor unitario é dado por:

7 = cos(f) cos(¢)x + cos(0) sin(¢)y + sin(F)2. (B.36)

Para determinarmos os demais vetores tomaremos o mesmo procedimento. Assim temos

que:

STl
Il
)y

(B.37)

QJ|QD
>

I
Q>|Q3
SRS
>
_|_
Q3|Q3
I
Nagt
_|_
QJ|QJ
DI W
N>
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0 = —rsin(0) cos(¢)d — rsin(f) sin(¢)j + r cos(6)2, (B.38)

—

mas (4 - 6)

o=

= r Logo o vertor unitario fica:

0 = —sin(0) cos(¢)& — sin(6) sin(¢)§ + cos(0)2. (B.39)
Por fim temos que:
o5 e, 0y 0z
¢ = —(Ro + rcos(0)) sin(¢)z + (Ro + r cos(0)) cos(¢)g. (B.41)

-

O médulo do vetor ¢ é tal que (¢ - @)z = Rq + rcos(8), logo,

¢ = —sin(¢)i + cos(d)i. (B.42)

Segundo a referéncia [32] os componentes do gradiente de ¥ em um sistema de coordenadas

curvilineas sao dados por:

19U
(VW) = PR (B.43)

sendo h; o coeficiente métrico associado a coordenada ;. Para determinar os valores de h;
temos que determinar primeiramente o elemento diferencial de deslocamento associado a
este sistema de coordenadas, ou seja, ds. Determinado esse elemento diferencial temos que
o0 i-ésimo componente desse elemento relaciona-se com a diferencial da i-ésima coordenada
por

Em coordenadas cartesianas temos que o elemento de deslocamento pode ser calculado
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por

ds = dzx + dyy + dzZ. (B.45)

Substituindo as diferenciais pelas diferenciais com dependéncias em (7,0, ¢), dadas por

dx = cos(¢) cos(8)dr + r cos(¢)(—sin(#))dd — (R + r cos(8)) sin(¢)dep (B.46)
dy = sin(¢) cos(0)dr + rsin(@)(—sin(6))do + (Ro + r cos(0)) cos(¢p)d¢ (B.47)

dz = sin(8)dr + r cos(9)d6, (B.48)

agrupando os termos que estao multiplicados por dr, df e d¢ encontramos a seguinte

relacao

ds = (cos(#) cos(¢)x + cos(@) sin(¢)y + sin(6)z2)dr +
r(—sin(f) cos(¢)z — sin(9) sin(¢)y + cos(9)Z2)do +

(Ro + 7 cos(0))(—sin(¢)z + cos(¢)y)do, (B.49)

que na verdade pode ser rescrito como

3 = dri + rdf + (Ry + 7 cos(6))doo. (B.50)

Assim podemos idenficiar os parametros h; como sendo

hy =1 (B.51)
h’@ =T (B52)

hg = (Ro + rcos(8)). (B.53)



Apéndice C - Calculos da fungao f(r¢)

Com intuito de elucidar diversos aspectos da expressao para aproximacao de primeira
ordem presente na referéncia [34]. Propomos uma dedugao minuciosa das equagoes pre-
sentes na sessao 3 desta referéncia. Assim consideremos a equagao de Grad-Shafranov em

coordenadas (7, 0;) dadas por:

10 ow G ZdP [ 7, rsin 0, \
Sl et IV VY R?%_ | 2L cosf
ry Ory (”am> + r2 06? HoJgw + Ho 0du < R, cos bt + ( R, ) +

r 2U 100\ LoV 2 9
T Y 1oY lov 2 0% 1
Ry [COS et( oz T, art) +sinb, (r,? 20, aetan)} » (C1)

sendo

dP d 2]2
/2 Ko
R _ ] 2
HoJo, Ho Odw d\I/( 2 ) (C2)

Utilizando-se o limite de grande razao de aspecto, fazemos r; /R’y — 0 na expressao (C.1),
temos que a equacao de ordem zero para ¥, pode ser dada por:

10 ( 8@/0) 1 029,

- - EE——— U,). .
e OTy " ory r2 06? HoJs, (o) (C.3)

Essa equacao é identica a equacao de Grad-Shafranov para um plasma estritamente cilin-

drico de seccao transversal arbitraria, exceto pelo sistema de coordenadas. A solucao de
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equilibrio para tal equacao pode ser obtida considerando-se
\If(rt,et) = \1’0(7’},90 +5\IJ(7’t,9t). <C4)

Assumindo-se que os termos de corrente e pressao podem ser aproximados por:

dJ,
Jp, (W) = Jy, (U -
0 = T () + |

dP  dP d*P
— ~—(J -
AU d\IfO( 0) [d\yg

] 50 (C.5)

] 5. (C.6)

O perfil de pressao em uma aproximacao cilindrica pode ser tomado tal que:

2 dP

(Wo) = BpJo, (o) (C.7)

onde (3, é a razao entre a pressao cinética e a pressao magnética na superficie do plasma

devido ao campo magnético poloidal.

Com essas simplifica¢oes e desconsiderando-se a depéndencia de ¥, com relagao a ¢y,

temos que:

1 0 ov 1 0*¥
2\:[/ — 2111 — - 0 - 0 '
Vil = Vit <rt or, (rt ory ) + r? 007 (C8)
1 0 ov 1 9?0
)=V (== (=) + -2 = .
V(V 0) Vv (Tt alr,t (Tt art > TtQ 89?52 V(MO‘]¢1&) (C 9)

o subindice ¢ denomina que o laplaciano é tomado com relagao as coordenadas (74, 0y, @)

Usando-se a regra da cadeia sabemos que Jy, = Jy, (Vo) = Jo, (Vo (71, 6:)) = Jp, (71, 0r).

Assim sendo, temos que:

dJg,
AV,

V(poJs,) = o V(o). (C.10)
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Logo,

1027 (). (C.11)

V(V*Wo) = Vi) = o5

A equagao de equilibrio que dé conta da espressao de d¥ pode ser obtida de (C.1) e
substituindo-se (C.4) chegamos a

Vi(U) V(W) — [V(VZT)]60 = R—/thqfo. (C.12)

Refazendo-se cautelosamente os passos percebemos que ha aqui uma incongruéncia

entre a referéncia [34] e o que estamos apresentando na expressao acima. O termo Rr—fo

1%' Esse erro é que acarretara o termo

na expressao (13) do artigo original é dada por
R’y na expressao final de )¥. Durante as demais demonstragdes apresentaremos aqui os

resultados com essa corregao.

Considere

0?0 10V 1ov 2 82\11)

= 0) 12— +——— —2 v in(6) | 5o, — —
X = cos(6) Or2 + v O Bopto Sy, ( )} + sin(6;) <7“2 00, ', 0rb,
T

T sin (Qt)ﬁpu0J¢t(\If) . (C.13)

Termos de ordem superior a 1 (0W)?[J,,] " d?J4, (Vo)dWE foram desprezados.

Definindo-se ¢y = C - V¥, sendo C um vetor constante arbitrario. Temos que o

produto escalar em ambos os lados da equagao (C.12) por C fica:

C - Vi(Vo)VF(0W) — [C - Vi(Vi¥))]o¥ = ——xC - V¥, (C.14)
0

oV (60) — [C- V(Vi¥)]6V = R—,XSDO- (C.15)
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No termo intermedidrio, da expressao anterior temos que, (C-V;) assim como (V?) sao

operadores diferenciais lineares, logo, podem comutar. Acarretando a seguinte expressao:
(C ) Vt)(Vf)\Ifo = (V?)(C ’ Vt)‘Ijo‘ (0‘16)
Logo,

PVEI) ~ [C - Vi(TIW)W = oV — (Vieo)d¥ = goxwo  (C7)
Da passagem da expressao (13) para expressao (16) da referéncia [34] os autores utilizam
Ry na primeira e Ry para segunda expressao. Mas note a modificagao relevante que nos
lavaria da expressao (13) para (16) nao envolve nenhuma modificagdo no termo r;x/ Ry,
ou seja, ele deveria ter sido mantido. Contudo, isso nao acontece. Assim, reafirmamos que
é nesse passo que reside o erro, ou seja, devido a algum problema tipografico na expressao
(13) fora gerada uma certa confusdo. Todavia, como mantivemos o termo correto nao

necessitamos nos preocupar com a diferenca entre as duas equagoes.

Tomando-se 0¥ = (a/Ry)¢of nds obtemos

a

i 2 of = — [0oVi - Viloof) — (VZ00)0f]

wof) — (V?SOO)RO Rq

SOOV? (
a

=R (Vi (fVipo + 0oVif) = (Vigo)pof]

a
= — [(Vigo)pof + ©oVif - Vivo + woVigo - Vof +0iVif — (Vigo)pof]

Ry
a 9 a
= R [290ovt - Vipo + @ovtﬂ = R_Vt [(Vef)po]
0 0
Tt
= ) 1
T X0 (C.18)

Tomando-se novamente como base as expressoes propostas na referéncia [34] ainda hé
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nesse ponto mais uma duvida. Se tomarmos o termo dV = a/Rypo f neste ponto terfamos
mais um problema. A real proposigao de JU deveria ser 0¥ = a/Ropof. Assim a
expressao acima ficaria

a

R, Vi [(Vif)po] = —OXSDO (C.19)

Ve [(Vef ol = ~xo (C.20)

Outro comentério importante sobre o aparecimento do termo (R/y) nas expressoes duvi-
dosas e nao do termo Ry é que nas equacoes inicias assim como nas passagens propostas

em nenhum momento faz-se alusao a tal variavel.

Agora, tentando-se reproduzir os célculos da sessao (4) até a determina¢ao de uma
nova equacao que poderd nos levar a determinar f, tomemos as seguintes consideragoes

semelhantes as desenvolvidas na referéncia [34].

Facamos uso de uma solucao de ordem zero que seja radialmente simétrica, ou seja,

Uy = Wo(ry). Assim a equagao (C.3) fica

1 d d¥g
T_td_'f’t (rtd_rt) = ﬂOJth(qu) = N0J¢t(\1j0(rt)) = MO‘]@(Tt)a <C21)

que é exatamente a nossa equacao de ordem zero e ja foi integrada analiticamente.

Agora tomando-se ¢y = ¥'gcosf;!, considerando-se termos da ordem de /Ry e
tomando-se ¥ = ¥, nas equagoes (C.13) e (C.20) temos que:

U, 107,

= 0,) |2
X = cos(fh) or? + ry Ory

) 10V 2 0%
—2ﬁpm¢t<%>]+sm<m>( 0 _ 2 )

23_@ B T 37“t9t

_% Sin2(9t)6pNOJ¢t (\Ifo), (C.22)
0

LAqui o termo W'y = d¥,/dr,
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onde,
Ty 1dY,
X = cos(6;) {2 a2 e 2ﬁpu0J¢t(\IJO)] . (C.23)
Agora temos que
Tt Tt -, 2 dQ\I’O 1d\110
—=—-U 6,) |2 — —2 Jo, (Wo) | =
Xt = W cost() [2750 4 -0~ 25 ()
cosz(ﬁt) dQ\I/() Tt\I//O d\ljo
a [2”@/0 dr? re dry 26pqu¢t(\Ifo)7“t\I"01 -
cos?(6 d>V
O oo+ W - 2| . (C2)
t

Sabemos também que da equagao (C.21) simétrica radialmente, para determinar ¥, temos:

Tt th K th

Logo,

d\po)_ 1 d

Tt d?”t

— (1 W0) = o Jg,-

XSOO% = cos” () {27}‘1’10 d;;i;o + 05— 251)%% (r:W'o) rt\plo_ -
0 oy 5+ w25, v v =

Coiwt) {rt d;;;g T 2ﬁpd% (re o) \Ifo =

cosi(@t) [rt d;;;g +2U7 — W — 2ﬁpdirt (re0'y) ‘I’lo: =

cosi(ﬁt) [% d(rjgﬁ) . ggpd% (re ') ¥'o — \113 _

COSZ(Qt) {% d(";tzgg) — %dirt (rW'p)? — \I"g =

12
_\IJO ,

a Tt

cos?(0;) {(1 — Bp) d(ry0'y)?

th

(C.25)

(C.26)
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ou seja, chegamos a seguinte expressao
20,) [(1 — B,) dr? s
XSOOE — COS ( t) ( ﬁp) Tt 0o \Ijlg ] (C27)
a a T dry
A equagao (C.20) fica:
T
Vi [(Vif)pol = EX(PO =
2(6,) [(1—B,) dr? v’
a T dry
Substituindo-se por fim o termo ¢y chegamos a
, r
Vi [(Vef W cos®(01))] = —“xpo =
2 1 — g 2
cos™(6,) {( 5r) d% 0) —qf’g} . (C.29)
a Tt Tt
Considerando-se que o termo f s6 dependa de r; temos
, 1 d af _,
V- [(Vef U2 cos?(6,))] = i < drtqj 2) cos?(6y). (C.30)
O que nos leva as seguintes expressoes
Vi [(Vef W5 cos*(6,))] = (C.31)
Ld (df 2\ o, cos’(0y) [(1—5)d(r¥o) 2
— < drt\ll )cos (6;) = - - o v’y (C.32)
1d d, (1= d(r,¥'y)?

rt——
Tt d’l“t drt

Comparando-se a equagao (20) da referéncia [34] a equagao (C.33), temos que ha a falta
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de um termo cos?(6;) e um termo a do lado direito da equagao. Contudo, se integramos
a equagao (C.33), no intervalo de [0, 7] temos:

(o) = -t ] e

[ (i) o= o= [P0 a0 [ pvione] (030

d 1 m '
LoVl = 1 A= meva - [ v (©30)
d 1 Tt
s = s - [ v can

a equagao (C.37) é de fato a equagdo que contem a indeterminagao presente na referén-
cia [34] que nos impede de usar tal aproximagao. Pois existem pontos no intervalo de
interesse tal que ¥y = 0. Contudo com a intengao de obter a equacao (21) da referén-

cia [34], consideremos que ¥’y # 0 no intervalo de interesse. Assim

! d 1 !/ "
A o ©39)
Tt a 0
df 1 L [" p¥5(p)
Y _la-gyn - dp. .
ar, a( Bp)re T /O e (C.39)

que é identica a expressao encontrada na referéncia [34]. Ou seja, o termo a assim como o
termo R’y que propusemos ao longo dessa demonstragao nos levam sem incongruéncias a
expressao (21). Se continuarmos nesse caminho e tomarmos como verdadeira a expressao
acima, para obtermos a expressao para o fluxo poloidal como proposto na referéncia [34]

temos que substituir a seguinte equivaléncia:

a d
M) = -2 — 145+

/0 " oW2()dp. (C.40)

2\s/2
WG

Aqui devemos aplicar uma das condigoes de contorno importantes 6¥|,,—, = 0. Logo
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chegamos a:

- ["awlap= [ Lip= ft@) - ) = s (C.a1)
00 = [ A0 2dp. (C42)
Logo,
U(ry, 0,) = Wo(ry) + W cos(et)Ri,o / aA(p)gdp (C.43)
U(r,,0,) ~ Uo(r,) + Uy cos(6)) / aA(p)Ri,Odp (C.44)

que nos leva exatamente na expressao (23) da referéncia [34]. Resumidamente:

e O termo Ry estd digitado incorretamente nas expressoes dubias no artigo [34].

e Durante a demonstracao acima surgiram outras incoeréncias apresentadas no artigo

como o termo 1/a e o termo de cos®(6;).

O procedimento demonstrado neste apéndice serd de grande valia na determinacao da

nova expressao de f(r;) que encontramos ao longo do presente trabalho.
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