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Resumo

Neste trabalho investigamos o problema do caminhante aleatério unidimensional como
modelo para encontrar que distribui¢do de probabilidades é a melhor estratégia a ser utilizada
na busca por sitios-alvos aleatoriamente distribuidos, cuja localizacdo € desconhecida, na situ-
acdo em que o buscador tem informagao limitada sobre sua vizinhanga.

Embora tal problema tenha surgido na década de 1960, uma nova motivac¢do surgiu nos
anos 1990 quando dados empiricos mostraram que vdrias espécies de animais, sob condi¢des
gerais (especialmente escassez de comida), ndo usam estratégias brownianas de busca, mas sim
distribui¢des de Lévy. A principal diferenca entre elas é que as distribuicdes de Lévy decaem
muito mais lentamente com a distancia (com cauda do tipo lei de poténcia no limite de longos
passos), nao obedecendo, portanto, ao Teorema do Limite Central, e apresentam propriedades
interessantes, como fractalidade, superdifusdo e autoafinidade.

Estes experimentos, juntamente com conceitos evolucionistas, levantaram a suspeita de que
tal escolha pode ter sido adotada por ser mais vantajosa para o buscador, uma idéia conhecida
como Lévy Flight Foraging Hypothesis.

Em nosso estudo, definimos a eficiéncia da busca e obtemos a sua expressao analitica para
o modelo. Utilizamos métodos computacionais para comparar as eficiéncias associadas as dis-
tribuicdes de Lévy e duas outras dentre as mais citadas na literatura, a gama e a "stretched
exponential", concluindo que a de Lévy representa a melhor estratégia. Finalmente, empreg-
amos métodos variacionais de extremizacdo e obtemos a equagao de Euler do problema.

Palavras-chave: busca; aleatdria; caminhante; Lévy; eficiéncia; discretizacdo; variacional;
browniana; TLC; superdifusio; fractalidade
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Abstract

In this work we study the one-dimensional random walk problem as a model to find which
probability distribution function (pdf) is the best strategy when looking for randomly distributed
target sites whose locations are not known, when the searcher has only limited information
about its vicinity.

Although research on this problem dates back to the 1960’s, a new motivation arose in
the 1990’s when empirical data showed that many animal species, under broad conditions (es-
pecially scarcity of food), do not use Brownian strategies when looking for food, but Lévy
distributions instead. The main difference between them is that the Lévy distribution decay
much slower with distance (with a power-law tail in the long-range limit), thereby not obeying
the Central Limit Theorem, and present interesting properties, like fractality, superdiffusivity
and self-affinity.

These experiments, coupled with evolutionary concepts, lead to suspicions that this choice
might have been adopted because it is more advantageous for the searcher, an idea now termed
as the Lévy Flight Foraging Hypothesis.

To study the problem, we define a search efficiency function and obtain its analytical ex-
pression for our model. We use computational methods to compare the efficiencies associated
with the Lévy and two of the most cited pdfs in the literature, the stretched exponential and
Gamma distributions, showing that Lévy is the best search strategy. Finally, we employ varia-
tional extremization methods to obtain the problem’s Euler equation.

Keywords: search; random; walker; Lévy; efficiency; discretization; variational; Brownian;
CLT; superdiffusion; fractality
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CAPITULO 1

Introducao, motivacao e objetivos

Qual € a estratégia mais eficiente a ser adotada ao se procurar por alvos aleatoriamente
distribuidos, cujas localizacdes ndo sdo conhecidas a priori, € em situagdes onde o buscador s6
tem informacdo direta acerca de sua proximidade imediata?

Este problema fundamental da busca aleatdria tem sido estudado [1-9] desde a década de
1960 por matematicos e também por bidlogos, dada a sua aplicacdo relevante a sistemas de
interesse bioldgico, como veremos a seguir. As primeiras abordagens [10] basearam-se nas
caminhadas aleatdrias correlacionadas (em inglés, correlated random walks, ou CRWs), que
consistem em variagdes dos modelos de caminhadas aleatdrias brownianas, conceito ja bem
estabelecido desde o inicio do século passado, através, por exemplo, do trabalho seminal de
Albert Einstein, publicado em 1905 [11]. Na metade da década de 1990, o assunto ganhou uma
for¢a renovada com o ingresso de idéias surgidas no contexto da Fisica estatistica e de sistemas
complexos, tais como dindmica superdifusiva, geometria fractal, idéias de escala, funcdes de
correlagdo e processos de primeira passagem [12]. Outros importantes aspectos do problema
da caminhada aleatéria foram desenvolvidos com o auxilio destas idéias, como, por exemplo,
o calculo do tempo de cobertura parcial, definido como o tempo médio necessario para que o
caminhante visite uma fragao dos sitios de uma rede [13].

Surgia entdo a proposta de que processos denominados de véos e caminhadas de Lévy [14]
poderiam ser uma estratégia mais vantajosa para o buscador. Estudos experimentais [15] real-
izados pouco depois mostraram que uma grande classe de animais, sob condi¢cdes bem gerais
(em especial escassez de comida), ndo se valem de distribui¢des gaussianas quando em busca de
alimento, mas sim de distribui¢des de Lévy. Estes experimentos, junto com a bagagem tedrica
que se acumulara, levantaram a suspeita de que esta escolha foi feita evolucionariamente por
ser mais vantajosa para o buscador, refor¢cando entdo a hipétese de que distribuicdes de Lévy
sao de fato mais eficientes que as demais. Esta idéia foi batizada posteriormente de Lévy Flight
Foraging Hypothesis [16].

A resposta para essa pergunta € de fundamental importancia, pois existem véarios proble-
mas que podem ser modelados de forma andloga, e.g., celulares procurando por antenas em
campo [17], extracdo de petroleo em reservatérios maduros [18], computadores procurando
por informagdes aleatorias em bancos de dados [19] e o comportamento de f6tons espalhados
em lasers aleatérios [20]. A determinacdo de qual distribuicdo de probabilidades maximiza a
eficiéncia da busca pode ainda trazer ganhos considerdveis sempre que for necessdrio realizar
uma busca aleatéria, como por exemplo na quebra de um cédigo de criptografia [19], no projeto
de um aeroporto [17] ou no posicionamento de antenas de telefonia celular [17], tendo portanto
aplicacao direta no mundo cotidiano.

A diferenca fundamental entre as classes de distribui¢des gaussianas e de Lévy estd cen-
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trada principalmente no comportamento para passos muito longos, isto &, distribuicdes de Lévy
decaem muito mais lentamente com a distancia do que distribui¢cdes gaussianas, de forma que
a ocorréncia de grandes passos € bem mais provavel. As diferengas qualitativas, consequente-
mente, ndo sdao poucas: distribuicdes de Lévy exibem cardter fractal, geram comportamento
andmalo superdifusivo, apresentam invaridncia de escala devido a auto-afinidade e ndo obe-
decem ao Teorema do Limite Central (TLC), implicando em uma diferenca substancial no
comportamento estatistico [2,21]. O assunto € territério fértil para fisicos, devido a ampla
quantidade de ferramentas da Fisica estatistica que podem ser usadas para aborda-lo, como
caminhadas aleatorias, fungdes de correlagdo, dinAmica superdifusiva e métodos variacionais.

Atualmente, os modelos mais estudados e candidatos a melhor estratégia de busca sao aque-
les que consideram caminhantes aleatérios com distribuicdo de passos de Lévy [2-7], as ja
citadas CRWs [10,22] e as caminhadas intermitentes (em inglés, intermitent walks) [23-26].
Discutiremos detalhadamente cada uma dessas propostas mais adiante.

Neste tabalho, procuramos esclarecer qual o0 mecanismo que rege as buscas eficientes. A
maior parte dos resultados concerne as caminhadas e voos de Lévy, caracterizados pela existén-
cia de passos raros mas extremamente grandes, alternando-se entre sequéncias de varios passos
pequenos. Esta propriedade leva tais processos a exibir uma dinamica anomala superdifusiva,
em contraste com a dindmica difusiva observada em caminhadas brownianas, governadas pelo
Teorema do Limite Central. Mostraremos que, em dominios bem definidos, a distribui¢do
de Lévy de fato maximiza a eficiéncia comparativamente as outras distribui¢cdes propostas na
literatura. Desenvolveremos um modelo para a busca aleatdria inspirado em problemas de
predacdo e definiremos o que € a eficiéncia da busca, obtendo uma expressao analitica para
seu cdlculo. Em seguida, calcularemos computacionalmente seu valor para distribuicdes de
interesse, mostrando que a de Lévy € de fato mais eficiente que as demais nos regimes consid-
erados. Finalmente, empregando técnicas de calculo variacional, obteremos a equagdo de Euler
associada ao problema e analisaremos algumas de suas consequéncias importantes.

1.1 A situacio na década de 1990

O inicio dos estudos sobre caminhantes aleatorios pode ser remetido a descricdo do movi-
mento irregular de p6é de carvao suspenso em dalcool feita em 1785 pelo bidlogo Jan Ingen-
hausz [27]. Posteriormente, novas observacdes [28] foram feitas pelo botanico Robert Brown
em 1827 acerca do movimento irregular de particulas de pélen em suspensdo sobre um fluido
em repouso, o que hoje € denominado de movimento browniano.

Embora os trabalhos em teoria de probabilidades ja existissem a alguns séculos, surpreen-
dentemente foi apenas no inicio do século XX que um caminhante aleatério foi descrito na
literatura, quando o periddico Nature publicou uma discussdo entre Karl Pearson [29] e Lord
Rayleigh [30] sobre o assunto. Fisicos como Albert Einstein [11,31] e Marian Smoluchowski [32]
entraram na discussao pouco depois e varios conceitos importantes como processos aleatorios,
ruidos aleatdrios, andlise espectral e equacdes estocdsticas foram desenvolvidos ao longo da
pesquisa sobre caminhadas aleatdrias [26].

Os primeiros modelos para o movimento erratico utilizando caminhadas aleatérias eram
bem simples, assumindo a auséncia de correlacdo entre passos e desconsiderando qualquer
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tipo de tendéncia (em inglés, bias). Nesse contexto, auséncia de correlagdo significa que a
direcdo do movimento € completamente independente das dire¢des anteriormente escolhidas:
a localizag@o ap6s cada passo dado ao longo da busca é dependente apenas da localizagao do
ultimo passo, e o processo € dito entdo markoviano, isto é, os efeitos de memoria ao longo da
evolugdo ndo sdo relevantes apds um grande nimero de eventos estatisticos [33]. Por outro lado,
auséncia de tendéncia significa que ndo hd nenhuma direcdo preferencial: a direcdo escolhida
a cada passo € igualmente aleatéria. Assumindo que o movimento em qualquer dire¢do é
permitido, esse processo € essencialmente um movimento browniano, e pode-se mostrar que
tais modelos produzem a equacgdo de difusio padrdo [33].

A partir da década de 1960, o assunto ganhou interesse renovado [1] ao ser utilizado para
modelar a dindmica de predacdo animal, passando a ser visto como uma excelente ferramenta
para responder a questdo de qual estratégia otimizaria o processo de busca por alimentos na
natureza. O modelo inicialmente mais utilizado [10] para buscas aleatdrias realizadas por or-
ganismos bioldgicos era entdo um refinamento das caminhadas brownianas ja descritas. De-
nominadas de caminhadas aleatdrias correlacionadas (abreviadamente do inglés, CRWs), estas
envolviam a correlagdo entre as sucessivas orientacdes de passos, batizada de persisténcia [34].
A justificativa para tal alteracdo reside no fato que a maioria dos animais possuem uma tendén-
cia maior a se mover para frente (persisténcia), e portanto as CRWs foram largamente utilizadas
para modelar o deslocamento animal em varios contextos [10,22]. O refinamento deste mod-
elo introduz uma tendéncia direcional local: cada passo tende a apontar na mesma direcao do
anterior, muito embora a influéncia da direcao inicial no movimento diminua progressivamente
com o tempo, de forma que a orientacao dos passos fica uniformemente distribuida apds varios
passos. As CRWs ainda obedecem ao TLC e, portanto, tendem a uma distribuicdo gaussiana
apds um numero suficientemente grande de passos.

Alguns anos mais tarde, um outro modelo de busca aleatdria foi proposto. As caminhadas
aleatdrias intermitentes [23—26] consistem em caracterizar a dindmica da busca por dois tipos
distintos de movimento: um estdgio de realocagdo balistico, durante o qual o buscador é nao-
receptivo ao alvo, e uma fase relativamente lenta, com um movimento aleatério do tipo brow-
niano, durante a qual o alvo pode ser detectado. Nesta abordagem, varia-se a duracdo relativa
entre os estagios ativo e de realocacdo de forma a encontrar a estratégia 6tima, mas a busca
ainda obedece ao TLC, tendendo a uma distribuicdo gaussiana apds varios passos. A eficién-
cia da busca com o uso desta estratégia foi demonstrada ser bem maior do que em buscas
brownianas normais [35], e alteragdes mais recentes neste modelo incorporaram até mesmo
distribui¢des com “cauda longa”, do tipo lei de poténcia, na fase de realocagao [35].

Em meados da década de 1990, evidéncias empiricas de distribui¢des de Lévy nos tempos
e comprimentos dos passos [2,36-38], bem como a estrutura fractal invariante de escala em
episddios de atividades predatdria e de repouso [39], em espécies tdo diversas como microor-
ganismos marinhos [36] e moscas de fruta [39], levantaram a hipétese que organismos bioldgi-
cos se utilizam de processos de Lévy ao procurar por nutrientes na natureza. Como veremos
a seguir, o fato do segundo momento da distribui¢do de Lévy divergir, diretamente associado
a presenca da longa cauda, leva a um desvio no comportamento estatistico previsto pelo TLC,
em contraste com as idéias até entdo predominantes. Estudos subsequentes [7,40,41] em vérias
espécies distintas (de dinoflagelados a mamiferos e peixes) refor¢caram ainda mais a idéia que
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a escolha por Lévy foi feita evolucionariamente por ser mais vantajosa para o buscador, uma
idéia batizada posteriormente de Lévy Flight Foraging Hypothesis (abreviadamente, hipotese
LFF).

Figura 1.1 Para compreender as interacdes ecoldgicas que existem na natureza, faz-se necessario con-
siderar a relacdo que existe entre fendmenos de pequena e grande escala em um ambiente fisico. Em
pequenas escalas, padrdes comportamentais possuem um papel predominante, e detalhadas descri¢des
fisicas sdo particularmente relevantes. No entanto, como ocorre em varios outros sistemas complexos,
os detalhes que sdo relevantes em pequenas escalas (como os padrdes fisicos e comportamentais dos
individuos considerados) se tornam menos importantes a medida que consideramos médias em longas
escalas espaciais e temporais. Neste caso, a interacdo entre dimensdes, escalas e flutuacdes é o que mais
determina os padrdes estatisticos médios, que pode ser capturado por um pequeno niimero de varidveis
relevantes (desenho por Ricard Solé).
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De fato, o estudo de predagdo mais extensivo até o momento [16], envolvendo mais de
doze milhdes de passos para 55 individuos pertencendo a 14 espécies distintas de predadores
marinhos ao redor do mundo inteiro, recentemente concluiu que as espécies investigadas de
fato usam distribuicdes de Lévy em ambientes escassos de alimento. Mais surpreendentemente,
encontrou-se que individuos da mesma espécie adaptam sua estratégia entre Lévy e gaussiana
de acordo com a densidade de comida disponivel no habitat, reforcando a hipétese LFF de
que o comportamento levyano ocorre em meios onde o0s sitios estdo esparsamente distribuidos,
e que o movimento browniano é uma escolha adequada em meios com sitios abundantes. O
numero de evidéncias vem se acumulando cada vez mais desde entdo, corroborando a hipdtese
que Lévy € de fato largamente utilizada na natureza [15].

Ao longo deste trabalho, utilizaremos de conceitos e métodos da Fisica estatistica e sistemas
complexos para estudar com mais detalhes as vantagens oferecidas por processos de Lévy. Para
1880, no entanto, precisamos primeiramente entender melhor o que distingue a distribuicao de
Lévy das demais.

1.2 O Teorema do Limite Central (TLC)

O Teorema do Limite Central (abreviadamente, TLC) € um dos mais importante resultados
em ambito estatistico, e a principal justificativa para a grande popularidade e aplicabilidade das
distribui¢des gaussianas no meio cientifico [42]. Indmeros fendmenos estatisticos corriqueiros
satisfazem suas poucas condi¢des, o que levou ao estudo e a prevaléncia de gaussianas na
modelagem de fendmenos aleatérios.

Como um exemplo ilustrativo bem simples, considere um dado ndo-viciado de seis faces.
Quando o dado € lancado vérias vezes (lei dos grandes niimeros), raramente obtém-se apenas
o nimero um, por exemplo. O resultado usual é aproximadamente a mesma quantidade de
nimeros entre um e seis, pois existe uma chance igual que o lancamento resulte em qualquer
um desses nimeros. A densidade de probabilidade p(x;) de obtermos um nimero x; = 1,...,6
pode ser escrita como

6
p(xi>=é26<xi—f>. (1.1)

Note que [ p(x;)dx; = 1. E claro que em algumas sequéncias de lancamentos pode-se obter

cinco vezes o numero seis, por exemplo, mas certamente ndo com frequéncia. A distribuicao
€ “plana” - se fizermos um grafico do resultado do dado versus sua probabilidade, todos os
resultados possuem valor igual a um sexto.

No entanto, ao somar os resultados de dez lancamentos, por exemplo, o valor obtido é
mais provavel de estar préximo de 30 ou 40 do que do valor maximo, 60 (que ocorre apenas
quando todos os lancamentos resultam em seis), ou do valor minimo 10 (que ocorre apenas
quando todos os langamentos resultam em um). A razdo € que os valores intermediarios podem
ser obtidos de muito mais formas do que os valores extremos. Por exemplo, ao jogar dois
dados, 1 +6 =2+5=3+4 =7, mas apenas 1+ 1 = 2. Ou seja, muito embora seja possivel
obter qualquer um dos seis nimeros com a mesma probabilidade ao jogar apenas um dado,
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Figura 1.2 Grifico ilustrativo da fun¢do densidade de probabilidade p(x;) vs. x; para o langcamento de
um dado ndo-viciado de seis faces, Eq. (1.1).

os extremos sao menos provaveis do que os valores intermedidrios ao somar os resultados de
vdrios dados.

O mesmo principio vale para o lancamento de moedas. Ao derrubar um punhado de moedas
no chio, é extremamente raro todas elas acabarem com a mesma face voltada para cima. No-
vamente, isso pode ocorrer algumas vezes, mas o resultado mais usual é que se tenha tantas
caras quanto coroas. E de se esperar também que pequenas variagdes da média sejam bem
mais comuns do que grandes variagdes (como todas as moedas resultando na mesma face, por
exemplo). Logo, as probabilidades de diferentes somas seguem aproximadamente uma dis-
tribuicdo gaussiana, representada por uma curva que se assemelha a um “sino”, cujo centro
estd na metade entre as maiores € menores somas possiveis. Este centro € denominado de valor

esperado.

Se todos os casos forem igualmente provaveis, tais como ao jogar dados ou moedas (onde as
probabilidades de quaisquer resultados sdo 1/6 e 1/2, respectivamente), o valor esperado estard
na metade entre os valores maximo e minimo. Por exemplo, ao jogar um dardo numa tabela-
alvo circular, é mais facil obter um placar baixo nas bordas do que acertar o ponto central.
Note, no entanto, que muito embora nem todos os resultados aqui sejam igualmente provaveis,
as somas dos resultados extremos (acertar sempre no centro ou sempre na borda) ainda € menos
comum do que as somas intermedidrias. Portanto, a soma de vdrios lancamentos ainda segue
aproximadamente uma distribuicdo gaussiana; apenas, neste caso, o valor esperado estard mais
préximo do extremo inferior das diferentes somas do que do extremo superior.

Logo, a distribui¢do dos resultados individuais pode tanto ser simétrica ou ndo que, mesmo
assim, a soma dos resultados de varios eventos ainda seguird uma distribui¢do normal, e apenas
o valor esperado e os desvios deste valor (denominado de variancia) irdo se modificar. Mais
formalmente, o Teorema do Limite Central afirma que, sob determinadas condi¢Oes (detalhadas
a seguir), a média de varidveis aleatérias independentes estd distribuida aproximadamente de
forma gaussiana, com a aproximac¢do melhorando a medida que o nimero de varidveis au-
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Figura 1.3 Histograma da propor¢do média de caras obtidas em dez mil lancamentos de duzentas
moedas. Observe que o grafico se assemelha a um ““sino”, com o centro indicando que, para um grande
nimero de lancamentos, o resultado mais usual € que se tenha tantas caras quanto coroas.

menta [43]. A generalidade deste resultado € a razao de grande parte das médias de quantidades
mensuraveis estar distribuida de forma gaussiana, o que ressalta sua extrema importancia. As
condicdes a serem satisfeitas sdo que as distribui¢des das varidveis individuais devem ter mé-
dias e variancias finitas, isto é, seus dois primeiros momentos ndo podem divergir, o nimero de
tais varidveis deve ser suficientemente grande e as varidveis devem ser estatisticamente inde-
pendentes e identicamente distribuidas. Partindo dessas hipdteses, € possivel obter, inclusive,
os parametros da gaussiana limite, o que faremos logo a seguir. Antes, no entanto, vamos obter
uma expressao geral para a distribuigdo estatistica da posi¢do do caminhante apés N passos.

Considere a soma x de N varidveis aleatdrias s; independentes e identicamente distribuidas
de acordo com a distribui¢do w = w(s;):

N
x=Y si. (1.2)
i=1

Para um caminhante aleatério em uma dimensdo, podemos interpretar s; como o deslocamento
associado ao i-ésimo passo, € x serd portanto a posi¢cdo do caminhante apds N passos. Vamos
encontrar a probabilidade p(x)dx de encontrar o valor da soma x nos limites entre x e x +
dx, ou seja, a probabilidade de encontrar o caminhante neste intervalo. Como os passos sao
estatisticamente independentes, a probabilidade de uma sequéncia particular de passos com
o i-ésimo deslocamento entre s; € s; + ds; € dada simplesmente pelo produto das respectivas
probabilidades, isto €, por

w(sy)dsy-w(s2)dsy- ... -w(sy)dsy . (1.3)

Se somarmos esta probabilidade sobre todos os deslocamentos individuais que s@o consistentes
com a condi¢do de que o deslocamento total x sempre esteja nos limites entre x e x + dx,
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obteremos a probabilidade total p(x)dx de nosso interesse, irrespectivamente da sequéncia de
passos que produziu esse deslocamento total. Podemos escrever,

p(x) = /---/w(sl)w(sz) cow(sy)dsy ... dsy , (1.4)

onde a integracao é sobre todos os possiveis valores das varidveis s;, sujeito a restricao de que

x <

N
si<x—+dx. (1.5)

i=1

Em principio, o célculo da integral acima resolve completamente o problema de encontrar p(x).
No entanto, esta integral € dificil de calcular pois a restri¢ao adicional deixa os limites de inte-
gracdo dificeis de serem explicitados, isto €, encontramos o complicado problema geométrico
de determinar em qual subespago consistente com a condi¢do acima devemos integrar. Uma
maneira poderosa de evitar este empecilho € eliminar o problema geométrico integrando sobre
todos os valores da varidvel s; sem restri¢do, enquanto transferimos a dificuldade introduzida
pelas condi¢des de contorno para o integrando, usando a fungdo & de Dirac. Podemos entdo
reescrever a equacdo acima como

foo oo N
p(x) = /.../w(sl) o w(sy) [5 (x—Zs,-)] dsy...dsy , (1.6)

i=1

onde agora ndo ha mais restricdes no dominio de integracao. Usando a representacdo integral
(via transformada de Fourier) da fungdo &, podemos escrever

5( 5 ) 1 7 (k[)lf de (17)
X — Si | = — eXp |t Si—X . .
i=1 2 i=1

Substituindo essa expressdo na integral para p(x),

Hoo oo o0
1
p(x):/.../w(sl)...w(sN) g/expik(s1+'-~—|—szv—x)dk dsy...dsy, (1.8)
ou ainda,

[} [e)

1 (]
pl) = 5= / exp (—ikx) dk / w(s1) exp (ks ) dsi ... / wisy)exp (iksy)dsy ,  (1.9)
onde mudamos a ordem de integracdo e usamos a propriedade multiplicativa da fungdo expo-
nencial. Como a varidvel de integracao é muda e as varidveis individuais s; estdo identicamente

distribuidas, cada uma das ultimas N integrais sdo andlogas e iguais a

Qk) = /w(s)exp(iks)ds. (1.10)
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A funcdo Q(k) é a transformada de Fourier da distribui¢do w(s), e é denominada de funcdo
caracteristica associada a esta distribuicao.
Portanto, a integral para p(x) fica

p(x) = % / exp (—ikx)[Q (k)N dk . (1.11)

A equagdo acima nos diz que a distribuicdo final para a soma de N varidveis s; € a transformada
de Fourier inversa da fun¢do caracteristica dos passos individuais elevada a N-ésima poténcia,
e seu escopo é bem geral. Até agora, usamos apenas a condi¢do de que as varidveis s; sao
independentes e estdo identicamente distribuidas. Este resultado para a distribui¢ao de proba-
bilidades p(x) do caminhante apGs N passos é portanto vdlido irrespectivamente a finitude dos
momentos de w(s). Entdo, o célculo de duas integrais de Fourier resolve o problema comple-
tamente. Faremos uso deste resultado mais adiante.

Para a prova do Teorema do Limite Central, precisamos agora descobrir que aproximagdes
para as expressdes acima sdo apropriadas no limite de um ndimero muito grande de varidveis
aleatérias, N > 1. O integrando de Q(k) contém o fator exp (iks), uma fungdo oscilatdria de
s que oscila mais rapidamente a medida que k£ aumenta de magnitude - logo, a quantidade
Q(k) tende em geral a ser cada vez menor nesse limite. Elevando Q a uma grande poténcia N,
segue que [Q (k)] decai bem rapidamente quando k aumenta. Portanto, para calcular p(x) pela
equagdo anterior, um conhecimento de [Q(k)]" para pequenos valores de k serd suficiente, ja
que para grandes valores de k a contribuicdo de [Q(k)]N na integral serd negligenciavelmente
pequena. Podemos entio aproximar [Q (k)] por uma expansio em poténcias de k. No entanto,
como [Q(k)]V varia muito rapidamente com k, é preferivel procurar uma expansio em série de
poténcias que convirja mais rapidamente, como o logaritmo In[Q(k)]", jd que este varia bem
mais lentamente.

Primeiramente, vamos obter Q(k) para pequenos valores de k. Expandindo exp (iks) em
série de Taylor, a expressdo para Q(k) fica

r r 1
Qk) = /w(s)exp (iks)ds = /w(s) (1 + iks — Ekzsz—l—...) ds, (1.12)
ou ainda .
O(k) =1+isk— 55,~2k2+... , (1.13)
onde =
S_E/w(s)s”ds (1.14)

¢ uma constante que representa a definicdo usual do n-ésimo momento da distribuicdo w(s).
Agora assumimos a hipdtese fundamental que |w(s)| — O rdpido o suficiente com |s| — oo, de
forma que esses dois primeiros momentos sao finitos. Usando a expansao anterior,

In[Q(k))N =NInQ =NIn {1+i§k—%?k2+... : (1.15)
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Da expansao do logaritmo em série de Taylor, vdlida para y < 1,

1
1n(1+y):y—§y2+..., (1.16)

a equacdo pode ser escrita, mantendo até os termos quadriticos em k, como

11— 1 l——
InQY¥ ~N Kigk— 5s2k2) — E(iik)z] =N {zik— 5(As)2k2] , (1.17)
onde definimos a expressdo para a variancia
(As)2 =52 —5°. (1.18)
Portanto, obtemos
1 ——
OV (k) = exp <iN§k — EN(As)zkz) . (1.19)

Substituindo na expressdo para p(x), encontramos

p(x) = % / exp (i(NE—x)k — %N(As)zkz) dk . (1.20)

Esta integral é da forma (a > 0)

/exp(—au2+bu)du: /exp —alu——) +—|du. (1.21)
2a 4a

Fazendo a substitui¢do y = u — b/2a e usando o resultado para a integral gaussiana, a expressao
acima se reduz a

[

exp (b /4a) / exp (—ay®)dy = exp (b* /4a)\/g . (1.22)

—o0

Identificando, ainda, b = i(N5s—x) ea = %N (As)?, podemos escrever

P = 3y P (45— 2NEP), (129

de modo que, definindo

L=N3 (1.24)

0% =N(As)?, (1.25)
obtemos finalmente
x—u)?/26%). (1.26)
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A expressdo acima, denominada de distribuicdo gaussiana, serd portanto a distribuicdo para
a soma das varidveis s; no limite N — oo, e d4 a densidade de probabilidade de encontrar o
caminhante em uma posicdo x apds muitos passos. Vale reforcar a extrema generalidade deste
resultado: ndo importa qual a distribui¢do de probabilidade w(s) para cada varidvel individual,
desde que estas sejam independentes e identicamente distribuidas, com w(s) caindo rdpido o
suficiente quando |s| — oo de forma que os dois primeiros momentos ndo divirjam, o desloca-
mento total x estard distribuido de acordo com uma gaussiana para N suficientemente grande.
Naturalmente, o valor médio e a variancia desta gaussiana dependem essencialmente da dis-
tribuicdo w(s) dos passos individuais.

1r — =0, 0%=0.2, |

p(x)

Figura 1.4 Grificos da distribui¢iio gaussiana, para diferentes valores esperados 1 e varidncias 62. A
curva de cor verde é denominada de gaussiana padrdo, e possui média nula e variincia unitéria.

Este resultado € de nosso especial interesse, justamente pelo fato da distribuicao de Lévy
ndo satisfazer a hipétese de finitude dos primeiros momentos, nao satisfazendo, portanto, aos
requisitos do TLC, e gerando inimeras consequéncias interessantes na busca aleatdria. Deste
modo, ao longo deste trabalho iremos comparar distribui¢des que satisfazem o TLC com outras
que ndo o satisfazem, sendo, na verdade, governadas pelo chamado TLC generalizado, como
veremos mais adiante.

Por fim, e em conexdo com a proxima secdo, chamamos atencdo para o resultado da
Eq. (1.25),

G~ N2 (1.27)

tipico de caminhadas aleatdrias brownianas. De fato, pode-se até mesmo afirmar que uma das
assinaturas caracteristicas de tais processos ¢ o aumento da dispersao ao redor da média com a
raiz quadrada do nimero de passos N. Tal resultado quantifica, portanto, como se dé a difusao
(dita normal) do caminhante aleatério a medida que mais passos sdo realizados.
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1.3 Difusao

Ap6s discutirmos como se processa a evolucao espacial das caracteristicas estatisticas de
caminhantes aleatérios através do TLC, precisamos agora compreender o seu comportamento
temporal. De particular relevancia para este objetivo € o tipo de difusdo gerada pela dinamica
subjacente, caracterizada por um parametro H, denominado expoente de Hurst [2].

Definindo

b

7

=

(1.28)
1

como o deslocamento total obtido pela soma vetorial de todos os passos que compdem a
caminhada, a raiz quadrada do deslocamento total médio quadrético do caminhante aleatodrio,
((AL)*)'/? (que caracteriza a taxa de espalhamento com respeito ao ponto de partida) escala
com ¢, para tempos ¢ suficientemente grandes. Para o caso do movimento browniano, cujos
passos individuais tém varidncia finita e ndo possuem correlagido, H = 1/2, levando a difusdo
normal. Difusdo andmala é obtida quando H > 1/2 (superdifusdo) ou H < 1/2 (subdifusio),
e, em particular, o caso H = 1 representa um comportamento balistico. Vamos discutir este
resultado com mais detalhes.

1

1.3.1 Difusao normal

Precisamos obter a dindmica de um caminhante aleatdrio para um tempo continuo a partir
do caminhante discreto que estdvamos considerando até entdo. Para um caminhante unidimen-
sional, vamos assumir que cada passo tenha tamanho fixo dx e possa ocorrer dentro de um
intervalo de tempo (¢, + dt), com probabilidade dada por

P(t,t +dt) = Bdt+0(dt) , (1.29)

onde 3 € uma constante e O(dt) indica termos de ordem superior a dt. Entdo, as probabilidades
de transic¢do para o caso de passos equiprovaveis para a esquerda e para a direita sao
1
P(x—>x+5x):P(x—>x—5x):§. (1.30)
Vamos escrever p;(t) para a densidade de probabilidade de encontrarmos o caminhante em
x =i.0x no instante ¢, isto &, p;(t) = p[x(¢) = i.8x]. Das hipéteses anteriores, temos a densidade
de probabilidade de encontrarmos o caminhante em x no instante ¢ + dt dada por

1 1
pi(t+dt) = (1= Bdr)pi(t) + Bdr FPi-1 () + S Pit1 ()| +0(dr) . (1.31)
onde o primeiro e o segundo termo da soma correspondem a probabilidade de ndo dar passo
apos dt, estando inicialmente na posi¢do x no instante ¢, e a probabilidade de dar um passo
apoés dt, estando inicialmente em x — dx e indo para a direita ou estando em x + dx e indo para
a esquerda, respectivamente. Portanto,

B

lpe1 O+ pia] +0@n) . (132

pi(t+dt) — pi(t) = —Bdtpi(t) +
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Dividindo por dt e tomando o limite dt — 0, obtemos

dpi(t)
dt

=—PBpi(t) + g[pi—l(t) +pit1(2)] - (1.33)
Tomamos entdo o limite continuo, removendo a dependéncia em x para a discretizacdo arbi-
traria dx. Usando a notacdo p;(t) = p(x,t), podemos escrever

PO )+ D (e 2r) 4 plos+-8x.0)] (134

Expandindo p em série de Taylor como funcao de x,

plx—8x,0)4+p(x+ 8x.1) = [p(x) — Aup(x)x+ 02 p(x) (3] +
+[p(x) + dep )33+ 92 p(x) (83)] = 2p(x) +292p(x)(8x)> . (1.35)

de modo que
Ip(x,1)
at

ou, ap6s simplificacoes,

= o) + B 20(0) + 202 () (527" (136)

Ip(x,t) _ B(8x)* 9*p(x,1)
o 2 a2 (137

Definindo a constante de difusio D = (8x)? /2, finalmente obtemos a equagio de difusio para
um caminhante aleatério unidimensional no limite de tempos continuos:

Ip(x,t) _ 0%p(x.1)
o> =D= 5 (1.38)

Esta expressdo, também denominada de equacdo de Fokker-Planck para a densidade como
funcdo da posicdo p(x), pode ser resolvida, com solugdo geral dada por uma distribuicdo gaus-

siana:
2

1
p(x,t) = T P <—%) , (1.39)

assumindo a condi¢@o inicial p(x,0) = d(x) (i.e., com todos os caminhantes localizados em um

unico ponto, aqui tomado como sendo a origem das coordenadas).
A partir deste resultado, podemos calcular os momentos e suas dindmicas, usando a integral

o0

(1)) = / Ppe)dr . (1.40)

—o00

Pode ser mostrado, por exemplo, que a média (x) permanece constante com o tempo, i.e.

2 o, (1.41)
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consistentemente com as regras de simetria da caminhada. A dispersao também pode ser obtida,
de modo que

AWy

1.42
7 ) (1.42)
a qual pode ser facilmente resolvida, gerando a relacao linear

(x*(t)) =2Dr . (1.43)

Como a varincia é definida por 62(x) = (x?(1)) — (x(¢))? e (x(¢))?> = 0, o desvio padrio para
a caminhada, o(¢), é dado por

o(t) = 2Dt . (1.44)

Para uma populacdo de caminhantes aleatdrios, o resultado anterior indica que o espalhamento
espacial € limitado temporalmente por uma lei de escala geral e simples,

o(t) = ()2 /2 (1.45)

que pode ser utilizada como teste para o movimento difusivo em uma determinada populacdo
de individuos. Embora tenhamos obtido a expressdo anterior utilizando, por simplicidade, o ex-
emplo de um caminhante unidimensional, um propriedade surpreendente é que este resultado
€ rigorosamente vdlido para caminhadas aleatérias em qualquer dimensdo, ou seja, a relagdo
o(t) ~ t1/2 permanece preservada para caminhadas brownianas independentemente da dimen-
sdo do espaco.

150
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(o))
o o

&
S

-100

-150 :

1 | 1
1000 1500 2000
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Figura 1.5 Trajetdrias percorridas com o tempo para uma pequena populagio de caminhantes aleatdrios
unidimensionais. A pardbola descreve o desvio padrao da dispersdo, Eq. (1.45).

Finalmente, a conexdo entre as Eqgs. (1.45) e (1.27) para a difusdo normal tipica de movi-
mentos brownianos pode ser entendida ao se observar que, na derivagdo acima, o nimero de
passos € proporcional ao tempo transcorrido.
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1.3.2 Difusdo anomala

De forma geral, o desvio generalizado 0, de caminhadas aleatérias pode ser escrito em
fun¢do do tempo em que o processo se desenvolve como

oy (t) = (Jx|9)4(r) ~ 17, (1.46)

para um parametro g que depende da distribuicdo considerada, onde H é o expoente de Hurst
(H €10,1]).! Como vimos, o processo representa um simples movimento browniano H = 1/2
(difusao normal), mas passa a ser denominado de difusdo an6mala para outros valores de H.
Para H > 1/2 o caminhante tende a continuar na dire¢do do dltimo passo, gerando um com-
portamento persistente. Quanto maior for o valor de H, maior a tendéncia em permanecer na
mesma dire¢do de movimento. Para H < 1/2, o caminhante ativamente escolhe evitar con-
tinuar em uma dada dire¢do, e muda de direcdo mais frequentemente do que na caminhada
browniana. Este comportamento é denominado de anti-persisténcia. Portanto, anomalias na di-
fusao surgem devido a estatisticas ndo-gaussianas. Veremos logo mais adiante que estratégias
de Lévy geram um comportamento andmalo superdifusivo.

1.4 Teorema do Limite Central generalizado

A forma canonica de descrever o movimento browniano é usando os modelos de camin-
hantes aleatérios mais simples, e o resultado basico que obtivemos foi uma distribuicdo de
probabilidades p(x,?) gaussiana para a posi¢do x do caminhante aps um tempo ¢, com a var-
iancia (definida como o quadrado do desvio padrao) linearmente proporcional ao tempo.

Considere entdo uma caminhada aleatéria de N passos em uma dimensdo, onde cada passo
possui um comprimento aleatdrio x obtido da mesma distribui¢ao de probabilidades p(x), com
média nula. O matematico francés Paul Lévy propds a seguinte pergunta [44]: quando é que
a densidade de probabilidade py(X) para a soma dos N passos X = Xj + X, + - -- + Xy possui
a mesma distribui¢do p(x) dos passos individuais, a menos de um fator de escala? Esta é
basicamente a pergunta que define as fractais, ou seja, quando € que o todo se parece com as
suas partes mais fundamentais? A resposta padréo, inspirada na deducéo do TLC, é que p(x)
deve ser gaussiana, porque a soma de N gaussianas ainda € uma gaussiana, com N vezes a
variancia da distribuic@o original dos passos individuais. Lévy provou, contudo, que existem
ainda outras respostas para esta pergunta. Todas elas, no entanto, envolvem varidveis aleatorias
com variancias infinitas.

Augustine Cauchy, em 1853, foi o primeiro [44] a perceber que existiam outras solugdes
para o problema da adi¢do de N varidveis aleatdrias, sendo uma delas a fun¢do caracteristica,
definida como a transformada de Fourier da distribui¢ao py(x) (ver a Eq. (1.10)):

¢ (k) = exp(—N]k|¥) . (1.47)

'A importancia de definir o desvio generalizado o, desta forma é consequéncia do desvio padrdo (g = 2)
divergir para distribuicdes do tipo cauda longa, como veremos na préxima se¢ao.
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O famoso exemplo de Cauchy € o caso o = 1 que, quando transformado de volta no espago x,
assume a forma . . .

:ﬁ—1+(x/N)2 :Npl(x/N) : (1.48)
Esta expressdo € atualmente conhecida como distribuigcdo de Cauchy [44]. Ela mostra explici-
tamente a conexdo entre uma distribui¢do de passo tnico, p;(x), e sua extensdo para N passos,
pn(x).

Na década de 1930, Lévy generalizou este resultado, obtendo as chamadas distribui¢des
a-estdveis de Lévy, com parAmetro oo compreendido entre 0 e 2 para p(x) ser ndo negativa para
todo x, o que € uma condi¢do necessdria para uma probabilidade.

Mais formalmente, por definicdo uma varidvel aleatdria X € estdvel se para X; e X, copias

independentes de X e quaisquer constantes positivas a e b, vale a relacao [45]

pn(x)

aXi +bX L eX +d (1.49)

para alguma constante positiva ¢ e algum d € R.?> A palavra estivel é bem apropriada neste
contexto, pois indica que a forma da distribuic@o € estdvel ou permanece inalterada quanto a
somas do tipo acima definidas. Existem apenas trés casos para os quais € possivel escrever
expressoes fechadas para as densidades de probabilidade p(x) e verificar diretamente que elas
sdo estdveis: as distribuicdes gaussianas, de Cauchy e de Lévy.>

Embora titil, a defini¢do acima ndo mostra uma forma concreta de parametrizar todas as
possiveis distribui¢des estdveis p(x). A maneira mais simples de descrevé-las é através de sua
funcdo caracteristica ¢ (k). Como vimos, para uma varidvel aleatéria x com fungio densidade
de probabilidade p(x), definimos a funcgdo caracteristica como a transformada de Fourier de

p(x),ie.

(o)

o (k) = / exp(ikx) p(x) dx . (1.50)

—o0

A fungdo ¢ (k) determina completamente a distribui¢do de x e possui vdrias propriedades
matematicas interessantes e uteis. Pode-se mostrar [45] que as distribui¢des estaveis possuem,
em geral, funcdo caracteristica da forma

exp(—|k|*[1 —iBtan(wa/2)sign(k)]), para o #1;

o) = exp(—|k|[1+iB Zsign(k)In|k]]), paraa =1,

(1.51)

onde 0 < o <2, —1 < B <1, esign(k) é a funcdo sinal. Esta expressdo nada mais é que uma
generalizacdo da funcdo caracteristica encontrada por Cauchy para o = 1, com a introducao de
uma fase dependendo do novo pardmetro 3, responsavel pela assimetria da distribuicéo.

20 simbolo £ significa igualdade entre distribuicdes, i.e., os conjuntos a esquerda e a direita do simbolo 2 sdo
distribuidos segundo a mesma lei de probabilidades.

3Denominam-se comumente na literatura distribui¢des o-estiveis de Lévy como aquelas que constituem a
classe de todas as distribuicdes estdveis [2,45]. Por outro lado, a nomeclatura distribuicdo de Lévy é frequente-
mente empregada para caracterizar uma escolha particular dos pardmetros que definem as distribui¢des ¢t-estaveis,
explicitamente o = 1/2 ¢ 8 = 1 (definiremos 8 mais adiante) [2,45]. Em nosso trabalho, utilizaremos a denomi-
nacdo distribuicdo de Lévy para o limite assintético de longos passos das distribuicdes a-estdveis de forma geral.
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Figura 1.6 Grificos de distribui¢des a-estdveis de Lévy simétricas (f = 0) e assimétricas (B # 0), para
diferentes valores desses parametros.

A enorme importancia das distribui¢des estdveis reside no fato que estas se comportam
como ‘“‘atratores” estatisticos, de modo similar ao comportamento de gaussianas como conse-
quéncia do TLC, mas com uma abrangéncia muito maior por nao exigirem finitude dos momen-
tos. Este importante resultado € conhecido como o Teorema do Limite Central generalizado.

Como discutimos, o TLC afirma que a soma normalizada de termos independentes com
média e variancia finitas converge para uma distribui¢do gaussiana. Por outro lado, o Teorema
do Limite Central generalizado mostra que se o requisito da varidncia € momento finitos for
ignorado, os Unicos resultados limites possiveis sdo as distribuicdes estdveis, descritas pela
Eq. (1.51).

Em tais casos, € possivel se obter a seguinte relacdo para a distribui¢do da varidvel y =
X1+ ---+xn, no limite de um grande nimero de passos [46],

Pra(,N) ~ ———py o (x/NV*) | (1.52)

Nl/a

em contraste com o caso gaussiano (TLC), em que

1
x,N) ~ —=py(x/VN) . 1.53
Como consequéncia, o desvio generalizado em uma caminhada de Lévy escala superdifusiva-

mente com o nimero de passos,
o, ~N'/® (1.54)

diferentemente do resultado browniano, Eq. (1.27). Desse modo, trajetérias em caminhadas de
Lévy tornam-se geometricamente distinguiveis das trajetérias de movimentos brownianos co-
muns. Esta € apenas uma das surpresas geradas ao utilizar estratégias ndo-gaussianas na busca,
e um dos principais motivos para a aplicacdo desta distribui¢do em sistemas mais complexos.
Em particular, como analisaremos em maior detalhe na préxima sec¢do, quando o valor
absoluto de x é grande, p(x), dado pela transformada inversa da fungdo caracteristica ¢ (k),
é aproximadamente igual a |x|~!~%, o que implica que o segundo momento diverge para
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X

Figura 1.7 Gréficos log-log de distribui¢bes a-estaveis simétricas (f = 0). O comportamento tipo lei
de poténcia para valores grandes de x € evidenciado pelo aparecimento de uma linha reta neste limite,
com inclinagdo igual a —(a + 1). A tnica excecdo é para oo = 2, em preto, que é uma distribui¢do
normal.

menor do que 2, e at€¢ mesmo o primeiro momento diverge para 0 < o < 1. Isto significa que
ndo existe uma escala caracteristica para os saltos do caminhante, exceto no caso particular
gaussiano com o = 2. E justamente este fato que leva as caminhadas aleatérias de Lévy a
apresentarem carater fractal. Na sec@o seguinte, trabalharemos de modo mais explicito alguns
dos resultados acerca das distribuicdes de Lévy apenas mencionados na presente secao.

1.5 Caminhadas e Voos de Lévy

Distribuicoes de Lévy ja foram usadas com sucesso para modelar inimeros eventos aleatorios,
como a inversdo dos p6los magnéticos terrestres [47], o caminho percorrido por um f6ton em
um meio turbulento [48] e mais recentemente, em 1987, foi escolhida na area de Econofisica
para modelar [49] os riscos da bolsa pela Options Clearing Corporation devido a sua maior
adequacdo para levar em conta eventos estatisticos raros, comparativamente as distribui¢des
gaussianas. Em fisiologia, Peng et al. [50] encontraram que o intervalo entre duas batidas do
coracdo humano satisfaz uma distribui¢cdo de Lévy, com valores de 4t = ot +1 = 2.7 correspon-
dendo a pessoas sauddveis (dentro, portanto, do regime de Lévy), enquanto o comportamento
gaussiano y > 3 foi obtido para pessoas doentes. Brockman et al. [17] também encontraram
uma distribui¢do de Lévy no deslocamento de notas de um ddlar em territério americano, ao
estudar o fluxo populacional humano. Mais recentemente, Gonzélez [17] et al. reforcaram este
resultado para o fluxo populacional utilizando um grande nimero de dados de deslocamentos
de pessoas entre a recep¢ao de duas chamadas consecutivas de telefone celular, ao longo de um
periodo de seis meses.

Ainda na década de 90, distribuicdes de Lévy foram aplicadas para modelar processos de

busca aleatéria inspiradas em problemas de predacdo [12]. Estas se mostraram bem adequadas
em processos nhaturais por descreverem bem comportamentos difusivos andmalos, governados
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por saltos raros mas extremamente grandes das particulas difundidas.

Nesse contexto, faz-se necessdrio introduzir a diferenca entre caminhadas de Lévy (em
inglés, Lévy walks) e voos de Lévy (em inglés, Lévy flights). Na verdadem embora existam
varias defini¢des para caminhadas e voos de Lévy, nos concentraremos na definicdo mais usada
na literatura [2]. Para v6os de Lévy, assumimos que a durag@o de cada passo € constante, de
forma que a velocidade e o tempo total de percurso s@o, respectivamente, proporcionais ao
comprimento do passo e ao nimero de passos. Em particular, voos de Lévy podem ser definidos
com passos instantdneos (duracdo nula), de forma que o buscador efetivamente salta entre as
posi¢cdes de destino no espaco de busca. Consequentemente, o deslocamento médio quadratico
ndo existe como funcao do tempo. Essa propriedade impede aplicacdes diretas de voos de Lévy
em fendmenos fisicos.

Em contraste, nas caminhadas de Lévy o buscador viaja com velocidade finita (e.g., con-
stante), independente do tamanho do passo. Entdo, o tempo de percurso € proporcional a dis-
tancia total percorrida, fazendo com que o deslocamento médio quadratico exista como fun¢ao
do tempo, mas cresca superlinearmente, isto é, de forma superdifusiva. E esta propriedade que
torna as caminhadas de Lévy adequadas para modelar o comportamento de difusdo andmala.
A distancia total percorrida em um voo de Lévy corresponde entdo ao tempo total de percurso
em uma caminhada de Lévy.

Vimos na Eq. (1.11) que a distribuicdo de probabilidades p(¢,N) para a soma de N passos
s; € dada pela transformada de Fourier inversa da fungdo caracteristica dos passos individuais
elevada a N-ésima poténcia, usando apenas a condic¢do de que as varidveis s; sdo independentes
e identicamente distribuidas,

1 oo
p(l,N) = o / exp(—ikl)[ (k)N dk . (1.55)
A fungdo caracteristica ¢ (k) da distribui¢o para os passos individuais em vdos de Lévy simétri-
cos é dada pela Eq. (1.51) com 8 =0:
¢ (k) = exp(—(5[K|*) (1.56)

onde ¢y é uma constante com dimensiao de comprimento. O TLC generalizado garante entao
que ap6s um nimero grande de passos N, a densidade de probabilidade de deslocamento ¢ em
um processo de voo de Lévy converge para uma distribuicdo o-estdvel de Lévy, dada, apds
observar que a parte imagindria da equagdo anterior se anula, por:

p(ﬂ,N) =

8=

/exp(—Nﬁg‘ ) cos (k0) dk (1.57)
0

com 0 < o < 2. Esta distribui¢do € uma generalizacio da distribuicdo gaussiana, e para o < 2
gera, via expansao em série de Taylor, um decaimento tipo lei de poténcia com a distancia para

¢ grande:
: B u
p(f’N):NF(u)smj(;(u 1)/2) (%) L@ 2w (1.58)
0
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onde
u=o-+1, (1.59)

e I'(x) representa a fungdo gama.

Na maior parte deste trabalho, consideramos um caminhante aleatério unidimensional com
comprimentos de passos ¢ estatisticamente independentes, distribuidos por uma densidade de
probabilidades na forma da lei de poténcia

1
=AIg > 1.
p(f) T el = 4o, (1.60)

e p(£) =0 caso contrdrio, com o corte inferior ¢y representando o comprimento de v6o minimo
(de fato, distribuicdes com esta forma e ¢, = 0 ndo s@o normalizdveis). Acima, convencionamos
que passos de “tamanho negativo”, |¢| = —/, representam deslocamentos para a esquerda. Pas-
sos de mesmo tamanho para a esquerda e para a direita sao equiprovaveis.

Como p(¥) deve ser normalizado a unidade, devemos ter

drl drl
0Hdl=A —+A | —=1. 1.61
—o0 —o0 EO
Fazendo u = —¢ — du = —d/ e ajustando os limites de integragdo na primeira integral, esta
vai ficar igual a
Z() o
—du du
A =A; | — 1.62
e = g (1.62)
b
que € igual a segunda integral. Entdo,
[ dt e
24) [ = =1 .. =, (1.63)
; Uls -, 24
0

e para a normalizacdo ndo divergir, devemos ter 4 > 1. Ainda, calculamos explicitamente o
valor de A;:
1—
S S V)
L—1 24 ! 2

Reescrevemos entdo a distribui¢gdo como

et (1.64)

I (TR /|
1

p(l) = A se [4] >4y . (1.65)
Denominaremos esta como a distribui¢do de Lévy ao longo de nosso trabalho (ver, também, a
nota de rodapé a pag. 16). Comparando com o limite assintético para distribuicdes o-estdveis
de Lévy, observamos que a escolha N~! = 2I'(o + 1) sin (ot /2) /(o) garante que o compor-
tamento assintético desta € idéntico ao da distribui¢do acima definida.
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Uma distribuicdo com comprimentos de passos ¢ tdo larga implica em momentos diver-
gentes de ordem m, para m > —1 e 4 < 3. Vamos calcular o primeiro momento ¢ desta
distribui¢ao:

_ 7 ( [t
e:/e £d€:A/—d£ A/—d€ 1.66
oo Zoo %
Fazendo a substituicdo u = —¢ — du = —d/{ e ajustando os limites de integra¢do na primeira
integral, esta vai ficar igual a
Zo gO

A,W/ﬁ(—du)zfx,/’ m /| i (1.67)

que € o simétrico da segunda integral. Note que ambas sdo iguais a

[} [}

—du—/ SHgy = H (1.68)
|ua| t
fo fo
supondo u # 2, divergindo para y < 2. Para it = 2, temos que
oo 1 oo
/—duzlnu , (1.69)
o b
0

que também diverge. Portanto, a soma das duas integrais se anula apenas para i > 2, caso em
que ¢ = 0. O primeiro momento € entdo nulo para > 2 e diverge para u < 2.
Calculando o segundo momento, obtemos

_ p 5 o /2 = /2
o= [epwar=a [ rdtea [t 170
e oo lo
Fazendo a substitui¢do u = —¢ — du = —d/ e ajustando os limites de integracdo na primeira

integral, esta vai ficar igual a

Lo oo
(_u)z B u2
A,/ - (—du) = A, Wdu (1.71)

N
que € igual a segunda integral. Para y # 3, a expressdo para o segundo momento fica entdo

= lim wH -y (1.72)
il “%(3—u ( o)

3—u |°°

2 =242
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Figura 1.8 Um exemplo de caminhada aleatéria com 1000 passos em duas dimensdes. O caminhante
inicia o movimento em [0,0], com dire¢do angular uniformemente distribuida. A esquerda, temos uma
aproximacao do movimento browniano utilizando v6os de Lévy, onde os tamanhos dos passos sdo obti-
dos através de uma distribui¢do a-estdvel de Lévy com a =2 e 8 = 0 (i.e. uma distribuicdo gaussiana).
A direita, temos um v6o de Lévy, onde os tamanhos dos passos sdo obtidos através de uma distribuicdo
a-estavel de Lévy com oo = 1 e B = 0 (i.e. uma distribui¢do de Cauchy). Note a presenca de grandes
saltos na posicdo comparado com o movimento browniano ilustrado na figura a esquerda.

Caso u < 3, o limite acima diverge, e consequentemente 2 diverge. Para u = 3, a integral fica
levemente diferente,

(o)

, (1.73)

— [ Il
62:2A1/—3du:2A1/—du:2Allnu
u u t
1A A

que também diverge, acarretando na divergéncia de 2. Para W > 3, o limite acima tende para

e=) ( - ) W = Ay (-l (n= D (1.74)
3—u 0 =3 (u-3)E (w3 '
e como os primeiro e segundo momentos so finitos, p(¢) obedece ao TLC no intervalo u > 3.
Como o segundo momento da distribui¢io acima diverge para 1 < u <3, o teorema do lim-
ite central ndo vale neste intervalo, e uma dindmica difusiva andmala (superdifusiva) emerge,
como discutido anteriormente. De fato, para caminhadas de Lévy, como a velocidade € finita,
assumimos que ¢ ~ (L), de forma que <L2>1/ 2 estd bem definida como funcio do tempo. J4
para voos de Lévy, o deslocamento total médio quadratico (L?) 1/2 hdo existe como func¢do do
tempo, pois a duracdo de cada passo € constante, podendo inclusive ser considerada nula (pas-
sos realizados instantaneamente), como vimos. Para contornar este problema, definimos entao
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um tempo operacional, proporcional ao nimero de passos N. Assim, é possivel associar a cam-
inhadas e vdos de Lévy um expoente de Hurst, tal que [2] H > 1/2 para 1 < u < 3, enquanto
o comportamento browniano (caminhadas difusivas com H = 1/2) emerge para u > 3 [51].
Em particular, para caminhadas de Lévy, encontramos que H = 1 para 1 < u <2, com uma
dindmica balistica surgindo no limite u — 1.

A dependéncia tipo lei de poténcia em ¢ implica na propriedade p(y¢) = y *p(¢) de au-
tossimilaridade, valida até a escala de corte inferior ¢, gerando entdo comprimentos de passo
sem uma escala caracteristica e caminhadas de busca aleatdria com invariancia de escala, com
uma dimensao fractal [2] do conjunto dos sitios visitados dada por dy = — 1, com 1 < u < 3.
Para 4 > 3, dy = 2, e recaimos na caminhada browniana.

Como demonstrado nesta se¢@o, para i > 3 os dois primeiros momentos convergem, €
portanto p(¢) obedece ao TLC (regime gaussiano). E possivel explicitar a distribuicdo gaus-
siana limite correspondente ao caso U > 3 apds um grande numero de passos. Para a nossa
distribui¢do em questdo, sabemos que

(=0 e Z:%fﬁ (M)zze_z—zz:%eg. (1.75)

Entdo, os pardmetros U e 62, definidos nas Egs. (1.24) e (1.25), valem

0
(u—3)
(note que o parametro da distribuicdo de Lévy, u = o+ 1, ndo deve ser confundido com o valor

esperado da gaussiana limite, it). Como vimos na Secdo 1.2, a gaussiana limite para u > 3 é
entdo dada por

6> =N(A0)2=N U=Nl=0 (1.76)

o o 2
! (u—3)x ) (1.77)

e NG ) Er= Dl

Em contraste, o motivo pelo qual a distribuicdo de Lévy ndo obedece ao TLC € a existéncia
de uma cauda longa, ou seja, do limite assintético de grandes passos tender a zero como lei de
poténcia |¢|7*. Como ilustragdo, consideremos uma distribui¢ao de Lévy com um truncamento
do tipo exponencial a partir de um ponto arbitrario A. Esta é apenas uma das possibilidades de
truncamento que podemos definir, isto €,

0 se |s| <o
w(s)ds =< A/|s|*ds se lo < [s| <A (1.78)
Bexp(—oa|s|)ds sels|>A.

A diferenca primordial aqui é que a cauda nio é mais do tipo polinomial, e sim exponencial.
Nio é dificil mostrar que isso é suficiente para que w(s) passe a obedecer o TLC. Calculando o
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primeiro momento,

5= ]osw(s) ds

A ) A oo
:B/sexp(—oc\s])ds+A/‘%dH—A/ﬁds—kB/sexp(—a!s])ds. (1.79)
s s
-1 ¢ A

—o00

Vamos desenvolver as duas primeiras integrais. Fazendo u = —s — du = —ds na primeira
integral, esta fica igual a

A oo
B/(—u)exp(—a| — ) (—du) = —B/l/sexp(—oc|s|)ds , (1.80)

o)

que € o simétrico da quarta integral. A soma das duas portanto se anula. Fazendo a mesma
substituicao na segunda integral,

A/ (=) () = —A/#du, (1.81)

obtemos o simétrico da terceira integral. A soma das duas se anula e entdo s = 0. O primeiro
momento dessa distribuic@o € portanto finito. Para o segundo momento,

/szw
_B/SZexp —als|) ds+A/ B ds+A/| m ds+B/s exp(—als|)ds (1.82)

Repetindo o procedimento anterior, com as mesmas substitui¢des, a primeira integral fica igual
a

Y 2 o
B / Pexp(—als|)ds = B/(—u)zexp(—od — ) (—du) = B/uzexp(—a|u|)du . (1.83)
oo oo A

que € igual a quarta integral. Fazendo a mesma substitui¢do na segunda integral,

Lo
(—u)? u
A/ |s|“ A!|_u|u( A/ [ du , (1.84)
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que € igual a terceira integral. Podemos entdo resumidamente escrever
S2 7 2
/AWdH/Bs exp(—als|)ds| . (1.85)
s
4y A

Resta-nos saber se alguma dessas integrais diverge em algum intervalo de u. Supondo p # 3,
a primeira integral se resolve como

A
52 A AoA 5
A——ds= STH = ARy, (1.86)
R Er I
Ly
Para u = 3, temos que
A Ar
st /mds:Alns — A(InA —1nfo) = Aln(A/6) . (1.87)
)

Ja paraa segunda integral, ao integrarmos por partes,
[ee] 0o 2 [e]
/szexp( ols|)ds Msz +—/s exp (—as)ds . (1.88)
A Y ro ¢ A

Integrando mais uma vez por partes, obtemos como resultado

r AZexp(—0d) 2 —as)[” 1
/szexp a’s| M_‘__ SeXp(—(xs) +_/exp as)d
o (—a) |, o
A A
exp(—aA
= (@A 421+ 1)% . (1.89)
Entdo, o segundo momento também ¢ finito, sendo dado para y # 3 por
— A _ _ exp (—aA
szzz{r(ﬂﬁ H_py “)+(ax2+2z+1)%} < oo (1.90)
e, para U = 3 por
- ) exp(—a)
s2=2|Aln(A /) + (oA +2A+I)T < oo, (1.91)

Como ndo hd nenhuma restri¢do no valor de u para que os dois momentos convirjam, w(s)
obedece ao TLC mesmo no intervalo 1 < pu < 3. Fica entdo clara a importancia da cauda longa
polinomial para que a distribuicdo apresente todas as caracteristicas andmalas e interessantes
inerentes as distribui¢des de Lévy.

Agora que ja possuimos um entendimento maior acerca das distribui¢do de Lévy e de suas
principais caracteristicas, vamos definir no préximo capitulo o nosso modelo de busca e asso-
ciar a este uma eficiéncia, analisando os fatores a influenciam, em busca de sua maximizacao.






CAPITULO 2

Expressao analitica e discretizacao

2.1 Descricao do modelo

Iniciaremos o presente capitulo descrevendo o modelo de busca aleatéria em que iremos
trabalhar [14].

Considere um caminhante buscando sitios aleatoriamente distribuidos em um espacgo d-
dimensional. Seja A o livre caminho médio associado a distribui¢do de sitios-alvo. Se con-
siderarmos que o caminhante possui um raio de visao r,, dentro do qual ele consegue detectar
sitios-alvo, entdo durante uma busca no espaco d-dimensional, o caminhante “varre” efetiva-
mente uma drea ao longo de um corredor com segio transversal proporcional a r,?~!. Nesse
caso, A pode ser interpretado como o comprimento médio deste corredor entre dois sitios-alvo

aleatoriamente distribuidos,

1
A —— | 2.1
prd!
onde p € a densidade dos sitios-alvo [52].

A busca aqui considerada procedera obedecendo a duas regras bdsicas:

1. Se existir um sitio localizado a uma distancia r,, do caminhante, este se dirige ao sitio em
linha reta;

2. Caso contrério, o caminhante sorteia aleatoriamente uma direcao e um tamanho de passo
¢ usando uma distribui¢o de probabilidade p(¢) e se move para uma nova posi¢io, sem-
pre procurando sitios a uma distancia méxima r, de si ao longo da caminhada. Se um
sitio ndo for encontrado ao final, uma nova direc¢do e distancia sdo sorteadas e a camin-
hada prossegue. De outro modo, se o caminhante encontra um sitio ao longo do percurso,
ele trunca o passo e se desloca ao sitio de acordo com a regra 1.

A primeira regra € essencialmente baseada na existéncia de um mecanismo de curto alcance
para a deteccao dos sitios-alvo, constituindo o regime de passos com comprimento curto. Por
outro lado, a segunda regra de fato envolve uma busca aleatdria e governa os regimes de passos
médios e longos. Logo, para a segunda regra entrar em vigor, o pardmetro caracteristico A
deve exceder consideravelmente r,, isto €, A > r,. Este limite estd associado com 0s casos
de concentracdes média e baixa dos sitios-alvo no espaco de busca. Em contraste, quando os
sitios-alvo sdo abundantes, eventos do segundo tipo se tornam raros e o processo de busca é
regido pelo mecanismo de detec¢do, descritos pela primeira regra.

Embora extremamente simples, o modelo acima consegue capturar os elementos essenciais
na dindmica da busca. A existéncia de um raio de visao finito r,, introduz uma restri¢ao espacial

27
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(a) (b)

21y

Figura 2.1 Modelo de busca aleatdria: [14] (a) se um sitio-alvo (quadrado preto) esta localizado dentro
de um raio de visdo r,, entdo o buscador se move em linha reta até ele; (b) caso contrario, o buscador
escolhe uma diregdo aleatéria e um comprimento de passo ¢; a partir de uma distribuigao p(¢) e incre-
menta seu deslocamento, procurando continuamente por um sitio dentro de um raio r, ao longo de sua
trajetoria.

importante, bem como distingue claramente os dois mecanismos envolvidos nos limites de
diferentes concentracdes de sitios. Descartamos inicialmente efeitos de memoria, relacdes do
tipo presa-predador, variacdes no balango energético ao longo da busca e outros fatores que
pudessem dificultar consideravelmente o nosso tratamento. Na préxima secao, discutiremos
qualitativamente acerca da relevancia de tais fatores para a otimizacao da estratégia de busca.

Como vimos, devido a segunda regra, o buscador trunca seu percurso se encontrar um
sitio-alvo dentro de uma distancia r, ao longo de seu caminho. Uma consequéncia direta para
estratégias de Lévy é que este truncamento implica na distribuicdo de probabilidades efetiva
corresponder a uma distribui¢do de Lévy truncada [14] com comprimento de corte caracterfs-
tico associado A, e que, como vimos no capitulo anterior, possui momentos finitos, muito
embora a convergéncia para 0 comportamento gaussiano ocorra apenas apds um ndmero de
passos extremamente grande [53]. De fato, esse limite de corte superior emerge naturalmente
em processos de buscas reais (radares, celulares, animais, etc.) devido aos seus tamanhos fini-
tos, ou, no caso da predacdo animal, devido a restricdes bioldgicas que, por exemplo, podem
levar um animal a morrer de fome se nenhum sitio de comida for localizado a uma certa dis-
tancia maxima. Portanto, na natureza ndo existem efetivamente distribui¢des de Lévy “puras”
(nao-truncadas).

Da motivagdo inicial do modelo em estudar o mecanismo predatério de animais [14], vérias
adaptagdes foram realizadas para que situagdes de interesse bioldgico fossem recuperadas. Ba-
sicamente, podemos distinguir dois tipos de busca. Na busca destrutiva, apés o caminhante
encontrar o sitio, este ndo mais se torna disponivel para uma busca posterior. Inserimos, entao,
aleatoriamente um sitio adicional de forma a manter a densidade de sitios p inalterada. Ja na
busca nao-destrutiva, o caminhante pode revisitar um sitio encontrado quantas vezes quiser,
desde que este esteja em seu raio de visdo. Nesse caso, passa entdo a existir um interessante
mecanismo de competi¢do entre sair em busca de outros sitios distantes com grandes passos e
ficar nas proximidades do sitio j4 encontrado com passos pequenos. As estratégias 6timas para
cada tipo de busca sdo distintas, e para quantificd-las vamos definir uma funcao eficiéncia 7.
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2.2 Eficiéncia da busca

A definicao mais simples para a eficiéncia da busca 1 € considerar que

nameros de sitios encontrados

2.2
distancia total percorrida 2.2)

Assim, uma busca de grande eficiéncia € aquela que alia o encontro de muitos sitios-alvo ao
longo do menor percurso realizado.

A distancia total percorrida pode ser escrita como o produto do ndmero de sitios encontra-
dos pela distancia média caminhada entre o encontro de dois sitios consecutivos, denotada por

(L), de forma que
# sitios 1
M=o = 23)
# sitios.(L) (L)

Nosso objetivo passa a ser entdo calcular uma expressdo para (L) como fung¢do da distribui¢ao
de probabilidades p(¢).

Em uma primeira aproximagdo, podemos escrever que (L) ~ N - (¢), onde N e (¢) sdo o
numero médio de passos entre o encontro de dois sitios consecutivos e o tamanho médio do
passo individual, respectivamente. Nesse caso, a eficiéncia pode ser escrita entdo como

1
& 2.4
U 0 (2.4)
Usando a distribui¢do de Lévy p(¢) ~ ¢~*, (¢) pode escrito aproximadamente como
[OHars A fenar
“Hdl+ —Hd
{€) Nr{ { - (“ - 1) L (2.5)
T 2-u ré_” r&_“ . .

[e-rde

A%

De fato, a segunda integral no numerador deste cdlculo tipo “campo médio” é aproximada, pois
assume que todos os passos com tamanho igual ou superior a A sdo truncados pelo encontro de
um sitio-alvo.

Note que um valor pequeno para 1] pode resultar de N grande ou de (/) grande. Por outro
lado, valores grandes de u em geral obrigam o caminhante a dar muitos saltos de pequeno com-
primento para encontrar um sitio. No extremo oposto, valores pequenos de ( geram trajetorias
compostas de grandes saltos, com o limite inferior para p correspondendo a uma trajetdria
indefinidamente em linha reta (balistica). E possivel, portanto, que surjam situacdes, como
veremos a seguir, em que tenhamos um maximo em 1) para valores intermedidrios de U.

Em buscas destrutivas, o nimero médio de voos N; entre dois sitios sucessivos escala
com [14] N, ~ ()L/rv)“_1 paral <u <3,e Ny~ ()L/rv)2 para i > 3, correspondendo a0 movi-
mento browniano. Para o caso ndo-destrutivo [14], N,, ~ Nﬁ}/ 2= (A/ rv)(“_l)/ Zparal < u <3.

Vamos considerar inicialmente o caso em que os sitios-alvo sdo abundantes, isto é, A < r,,.
Entdo (/) ~ A e Ny ~ N, ~ 1. Segue que 7 se torna essencialmente independente de . Este
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comportamento ndo corresponde a movimentos regidos por Lévy porque vdos longos com
¢ > r, s@o praticamente inexistentes.

Em seguida, vamos estudar o caso de nosso interesse no qual os sitios-alvo estdo esparsa-
mente distribuidos, definido por A > r,,. No caso destrutivo, substituindo a expressiao para Ny
e para (£) em 7, vemos que a eficiéncia média 1 possui maximo para 4 — 11, com menores
valores de u levando a buscas mais eficientes [14]. Note que quando gt = 1+ € com € — 07,
a fracdo de vdos com ¢ < A se torna desprezivel, e efetivamente o buscador se move balis-
ticamente em linha reta até detectar um sitio. Para buscas nido-destrutivas, se A > r,, entdo
Ny > N,. Substituindo a expressdo para N, e para ({) em N e derivando em relagdo a u,
encontramos que a efici€éncia é 6tima para [14]

Uopt = 2-96 ) (2.6)

onde 8 =~ 1/[In(4/r,)]?. Logo, na auséncia de um conhecimento prévio acerca da distribuigio
dos sitios-alvo, uma estratégia 6tima para a busca ndo-destrutiva € escolher o, = 2 quando
A /r, for grande, mas nio exatamente conhecido.

Simula¢des numéricas deste modelo [14] para uma e duas dimensdes mostram que 0s re-
sultados aproximados obtidos acima sdo robustos, com [y = 2 no limite A — e no caso néo-
destrutivo, e 4 — 1 no caso destrutivo. Em contraste, se os sitios estdo densamente distribuidos
tal que A = r,, entdo, como esperado, ndo ha efeitos significativos sobre 1 ao se variar o valor
do expoente u. Vale mencionar que as simulagdes numéricas que obtiveram estes resultados
nao sofreram das aproximacoes feitas no cdlculo analitico acima.

Em nosso trabalho, vamos refinar o tratamento exposto acima, obtendo uma expressao
analitica geral para (L) como fun¢do de uma distribui¢ao p(¢) qualquer.

2.3 Modelo Unidimensional

Os comentdrios da ultima secao mostram que os resultados da eficiéncia 6tima para Lévy
parecem validos em qualquer dimensao do espaco de busca. Isto € andlogo ao comportamento
de caminhantes aleatérios brownianos cujo deslocamento médio quadratico € proporcional ao
nimero de passos em qualquer dimensdo, como discutido no capitulo 1.

E importante ressaltar, no entanto, que a independéncia dos resultados com a dimensdo d
do espaco de busca ndo € trivial. Como exemplo, nas caminhadas auto-excluidas (em inglés,
self-avoiding random walks) [54], onde ndo é permitido ao buscador visitar 0 mesmo ponto
do espacgo de busca mais de uma vez, a raiz quadrada do deslocamento total médio quadratico
satisfaz a relagio ((Ax)?)!/2 ~ NY, onde N é o niimero de passos e o expoente v depende da
dimensdo, isto é, v = v(d) parad < 4,

3/4, parad =2 ;
v=1¢059..., parad=3; (2.7
1/2, parad >d. =4 .

A justificativa para esse resultado é que a restricdo do caminhante ndo poder revisitar pontos
de sua trajetéria somada a um confinamento dimensional geram um comportamento andmalo
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Figura 2.2 Grifico do produto entre o livre caminho médio associado a distribui¢do de sitios-alvo A e
a eficiéncia da busca 1) vs. o expoente de Lévy u em uma dimensdo [14], para o caso de buscas nao-
destrutivas, (a) a partir da Eq. (2.4) e (b) de simulagdes numéricas. (c) An em duas dimensdes, para
A = 5000; a insercdo mostra (/) como uma funcio de u para A = 10 (linha continua), A = 10? (tragos),
and A = 10 (longos tracos). Todos os dados foram obtidos usando r, = 1.

superdifusivo. Para d maior que uma dimensdo critica d. = 4, o espago disponivel para a
caminhada ¢ suficientemente grande e torna-se improvavel que o caminhante revisite algum
ponto da trajetéria, tornando a restricdo irrelevante. Fica entdo claro que modificagdes no
modelo da busca podem gerar uma dependéncia com a dimensao nos resultados. Em nosso
modelo, no entanto, essas preocupacdes podem ser relaxadas, com base em resultados ja bem
estabelecidos na literatura [14].

Resultados numéricos mostram ainda que as propriedades de escala sdo descritas correta-
mente mesmo na presenca de correlacdes de curto alcance na dire¢do e comprimento dos voos.
De fato, tais efeitos nao sao macroscopicamente relevantes, ao menos no que diz respeito ao
valor do pardmetro y que maximiza a eficiéncia da busca. Certamente, porém, outras quanti-
dades relevantes, como por exemplo o valor da eficiéncia médxima, dependem dos ingredientes
definidos no modelo. Como estamos interessados em obter a distribui¢io p(¢) que maximiza a
busca (independentemente do seu valor), fatores como aprendizado, relacdes de presa-predador
e outros efeitos de memoria de curto alcance se tornam irrelevantes no limite de longos tempos
e longas distancias, motivo pelo qual os desprezamos neste trabalho.

Com essas observagdes em mente, consideramos um caminhante unidimensional, iniciando
a busca em uma posi¢do x no intervalo [0, A]. Os sitios-alvo se encontram nas extremidades do
intervalo, como ilustra a figura a seguir.

A
_ T
Caminhante
o i o
Sitio alvo W x0T Sitio alvo

Como o raio de visao r, é finito e ndo-nulo, a minima distancia que o caminhante pode
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chegar dos sitios € igual a r, e A —r,.. A figura entdo fica:

Ty Caminhante A-1,
o - e
Sitio alvo x Sitio alvo

Ao atingir os pontos r, ou A —r,, 0 caminhante terd encontrado o sitio e a busca pelo
préoximo sitio entdo € iniciada. Para efeitos de cdlculo, supomos a distancia entre quaisquer
dois sitios vizinhos igual a A. Assim, toda a busca pode ser mapeada apenas no intervalo
0 < x < A. Claramente, a eficiéncia dependera do ponto de partida do caminhante. De fato,
podemos identificar os limites da busca destrutiva e ndo-destrutiva com pontos de partida do
caminhante no intervalo. O limite da busca destrutiva é obtido com o caminhante partindo de
x =A/2,isto é, na metade do intervalo, visto que apds um encontro de um sitio que é destruido,
o buscador reinicia aproximadamente equidistante dos outros sitios. J4 a busca ndo-destrutiva é
realizada quando o caminhante parte de x = r,, pois apds 0 encontro com o sitio, o caminhante
ainda se encontra bem préximo ao mesmo sitio, podendo, inclusive, revisitd-lo em seguida.

As distribui¢des de probabilidade que iremos considerar sao do tipo modular (ndo hé nen-
huma preferéncia na direcdo, de forma que passos para a direita e esquerda sdo equiprovaveis)
e com um comprimento de corte inferior dado por ¢;. Este corte tem, como vimos, a finalidade
de tornar p(¢) normalizdvel, e estd associado a um tamanho minimo de passo que o caminhante
podera realizar. Como argumentamos, € de se esperar também um truncamento superior na
distribui¢@o p(¢) efetiva devido ao confinamento unidimensional.

Vamos em seguida obter uma expressdo analitica para (L) neste modelo, a qual, como
vimos, representa o inverso da sua eficiéncia 1. Realizaremos nesse trabalho uma generalizagcao
para qualquer distribui¢do p(¢) dos resultados obtidos nas Refs. [55] para a distribui¢cdo de
Lévy.

2.4 Calculo da distancia média percorrida entre sitios consecutivos

2.4.1 Densidades de probabilidade

Como a posicao inicial do caminhante € definida por xp = o, a densidade de probabilidade
logo no inicio da busca, po(xp), é dada por uma fun¢ao delta de Dirac, isto é, po(xp) = 6 (xo —
o). Para o cdlculo da densidade de probabilidade de se encontrar o caminhante entre x| e
x1+dx) apds o primeiro passo, p; (x]), é suficiente realizar uma convolugdo entre p(¢) e po(xo),
de forma que

oo oo
p1(x1) = /p(xl —x0)0(xo — &) dxg = /p(x1 —x0)pPo(x0) dxp - (2.8)

—o0 —o00



2.4 CALCULO DA DISTANCIA MEDIA PERCORRIDA ENTRE SiTIOS CONSECUTIVOS 33

Similarmente, o calculo da densidade de probabilidade apds os dois primeiros passos, pa2(x2),
¢ dado por

o0 oo oo
p2(x2) = / /P(Xz—xl)P(xl —x0)6(x0 — &) dxodx = /P(xz—xl)Pl(xl)dxl .29

De forma geral, a expressao para a densidade de probabilidade como fun¢@o da posicdo apds
n+ 1 passos, Pp+1(xu+1), € obtida pela convolugdo de p(¢) com p,:

4oo oo
Prt1(Xnt1) = /.../p(xn+1—xn)p(xn—xn_l)...p(xl—x0)5(xo—a)dxn...dx0

~+oo
. / (it — %) P () don - (2.10)

Para p,, 1 1, € necessdrio introduzir a restricao de que em x,, | nenhum sitio foi ainda encontrado,
de modo que haverd pelo menos o passo seguinte. Consequentemente, na expressao para P, 1,
Pn(x,) # 0 se e somente se r, < x, < A — r,, modificando os limites de integracdo na expressao

geral para P, 1 (X 41):

A—ry
pn+1(xn+1) = / p(xn—H _xn)pn<xn)dxn . (2.11)

A obtengdo analitica da densidade de probabilidade p,(x,) para o n-ésimo passo permite
responder algumas perguntas interessantes sobre a dindmica da busca:

* Qual a probabilidade P, do caminhante nfio encontrar nenhum sitio apds 7 passos?

Esta € igual a probabilidade do caminhante ainda se encontrar no intervalo [r,,A — r,] no n-
ésimo passo, isto &,

A—ry
P, — / Po(n) (2.12)
——r
S

onde p,(x,) = £, é a densidade de probabilidade de encontrar o caminhante na posi¢ao x,, apds
n passos, com r, < x, < A —r,, ou seja, sabendo que apds n passos o encontro com o sitio ainda
ndo se realizou.

* Qual a probabilidade P-,, de encontrar um sitio em algum passo apés n passos (n+ 1,n+
2,...,00)?

Como a probabilidade do caminhante encontrar um sitio em algum passo apds o primeiro passo
¢ igual a 1 (pois a caminhada s6 cessa quando h4 o encontro do sitio), a probabilidade P-, é
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igual a este evento (certo) menos a probabilidade de que o caminhante ainda ndo tenha encon-
trado nenhum sitio no n-ésimo passo, isto é, que ele ainda se encontre no intervalo [r,,A — r,]

apOs n passos:
A—r,

P.,=1-— / Pn(xn) dxy . (2.13)

v

* Qual a probabilidade P, de encontrar um sitio exatamente apds n passos?

Pode-se observar que

prob. de encontrar sitio em algum passo apds (n — 1) passos
7\

p— T A-n
P=11- / pn(x)dx| — |1— / Pn—1(x)dx (2.14)
ry ry
prob. de encontrar sitio emvalgum passo apos n passos
ou seja,
A—ry
P, = / 1901 () — pu()] dx (2.15)
v o)

onde ,(x) é a densidade de probabilidade do caminhante encontrar um sitio exatamente no
n-ésimo passo, iniciado entre x e x +dx. Note que P, satisfaz a condi¢do de normalizagdo
esperada, isto é,

A—ry A—ry A

OOP,,: x)—p1(x x)—pa2(x))...]dx= X)dx = 7v5x— dx=1,
x [ (o) = p1(x)) + (1 () = p2()) .| r/Po() / (x—a)

Iy

(2.16)
poisO < r, <x, <A—r, <A.

2.4.2 Definicao do operador integral .«

Para simplificar as expressdes do tratamento analitico a seguir, definimos o operador inte-

gral .Z por
~+oo

2l @)@ = [ pla-x)[f@]dx. @17)
O operador .Z realiza a convolucdo da funcdo de entrada com a distribuicdo de probabilidade
p(£). A utilidade deste operador fica evidente quando o aplicamos em uma densidade de prob-
abilidade p,(x,):
A—ry
Zpn(xn)|(0) = / p(0—x) [Pn(xn)| dxn = Ppy1 () (2.18)

Iy
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onde os limites de integracdo foram alterados para satisfazer a restri¢do de que p,(x,) # 0
implica em r, < x,, < A —ry, isto é, que 0 n+ 1-ésimo passo s6 existird caso o caminhante nido
tenha encontrado sitios até o n-ésimo passo.

O operador . pode ser usado para deixar a expressdo de p,(x,) ainda mais compacta. Note
que paran =0,

A—ry

p1(x1) = Zpo(xo)](x1) = / p(x1 —xo)[Po(x0)] dxq - (2.19)

Paran=1,
p2(x2) = Z[p1(x1)](x2) = Z[Z[po(x0)]] = £ [po(x0)] - (2.20)

Paran =2,
p3(x3) = Z[p2(x0)] = Z[L?[po(x0)]] = £>[po(x0)] - (221

Ou mais geralmente,

Pu(xa) = Z1L" [po(x0)]] = £"[o(x0)] - (2.22)

Podemos entdo escrever a densidade de probabilidade do caminhante no intervalo ap6s n passos
de forma sintética e elegante fazendo uso do operador £

Pn(x) = 2" [po(x0)](x) - (2.23)

O operador . é auto-conjugado com respeito ao produto escalar usualmente definido por
(f.g)= fr)f v f(x)g(x)dx. Isso é consequéncia direta de ndo considerarmos nenhuma tendén-
cia direcional na distribui¢do p(¢), isto é, p(¢) = p(—¢) = p(]¢|). Ainda, usando o teorema do
valor maximo, podemos mostrar que o operador . tem norma menor que um [55]. De fato,

para qualquer funcao continua f, o teorema garante que

A—ry A—r,

| 1Zsax< 127 [ iflax. .24

onde |.Z*| significa |-Z[1](x’)| calculado no ponto x” que gera o seu méximo valor. Na auséncia
de tendéncia direcional, tal situa¢do corresponde a X' = A /2. Portanto,

A—ry A—ry
LW =2/2) = /p(?t/2—x).l.dx:2 / p(r—A/2)dx, (2.25)
Iy 2,/2-5—5()

e, fazendo a substitui¢do £ = x — A /2, obtemos
(A=2r,)/2
LW =2/2) =2 / p(O)dl=N <1, (2.26)
Lo
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pois p(¢) é normalizada a unidade apenas quando integrada sobre todo o dominio. Podemos
entdo escrever

A—ry A—ry

[1zn=a [ i, (2.27)

ry

O valor .4 pode ser tomado como a norma do operador .Z. Seu significado fisico estd associ-
ado a probabilidade de sobrevivéncia de um vdo que se inicia em A /2, i.e., a probabilidade de
um salto que se inicia no centro do intervalo permanecer no absorvido (relacionada a P;). A
probabilidade de que o buscador permanega ndo-absorvido apds n passos pode entdo ser escrita
como

A—ry
B, = / L) (x)dx < A" . (2.28)

Iy

Tomando o logaritmo em ambos 0s membros,
In(B,) <n-In(A) . (2.29)
Como ./ < 1, logo In(.4#") < 0; definindo y = | In(.#")|, podemos escrever
P, <exp(—yn), (2.30)

e portanto encontramos que a probabilidade de que o buscador permaneca nao-absorvido apds
n passos decai exponencialmente com n [55].

2.4.3 Calculo da expressido para (L)

De posse dos resultados da subsec@o anterior, vamos entdo calcular (L), a média do cam-
inho total percorrido entre o encontro de dois sitios consecutivos [55]. Definindo (L,) como a
distancia média percorrida até encontrar o proximo sitio exatamente apOs n passos, podemos
escrever

A—ry
<L>:z_“1 / 2u () (L) (x) dx 2.31)

onde &, (x) é a densidade de probabilidade do caminhante encontrar um sitio exatamente apés
n passos como fun¢do da posi¢do x de partida do n-ésimo passo. Substituindo a expressao ja
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calculada para ,(x), Eq. (2.15),

A—ry W A
L=Y | o =Y [ (10— pule) L))

n=1 r n=1 ;
w A= w A=n

= Zl Pt (x)(Ln) (x) dx — Zl P () (L) (x) dix
s .

=Y [ p@iti)@dr= Y, [ pu) L)@
n=0 r n=0 r
R

=Y [ (L) ()~ (L) () 2.32)
n=0

onde definimos (Ly) = 0.
A distancia total percorrida L, para uma dada sequéncia de n passos € dada por

Ly =0+ 6|+ + 6] =Y (4l - (2.33)
i=1
Entao,

(L) (X) = (Ln) (%) = (o [} + (V) + ([ lna )+ ) +
= ({[eal) + (1) 4 ) = (nsal) - (2.34)

De forma que chegamos na expresséo a seguir para (L):

A—ry

o)

=Y [ putunr])(x)dx 235)

n=0

ry

No entanto, (|¢,|) representa a média do médulo da distincia percorrida ¢ apds um passo
individual, e portanto ndo depende de sua ordem (n+ 1), mas apenas da sua posi¢do x de
partida. Ou seja, chegamos a expressao:

A—ry

Z / Pa) ([} (x (236)

Invertendo a ordem do somatério e da integracao,

A
)= [ (an ) (1e]) (x) dx (237)

Iy
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Identificando p,(x) com o operador .Z"[py](x), Eq. (2.23), encontramos

A—ry - A—ry -
w= | (ZZ)ZH[POQ (3)(]61)(x) dx = / <z$" (-0 ]) W) dr . (238)

Fry

Existem outras formas de calcular esta expressdo para (L). Desse modo, a fim de checar
este resultado, apresentamos a seguir duas derivagdes alternativas que consistentemente levam
a uma concordancia com a equagdo acima.

¢ Primeira alternativa:

Substituindo (L,) = Y7

i|), obtemos

A—ry A—ry

o)

Z;/Wn Zn:|€|dX—Z/Z,fon ){|tl)d (2.39)

i=1

onde invertemos a ordem dos somatdrios. Usando a condi¢do de normalizacao para £,

A—r, ;
Z/ ( 06)—2@@)) ([liz1])dx (2.40)
i=0 n=0

definindo ¢y = 0. Como Z;:O n(x) € a densidade de probabilidade do caminhante encontrar
o sitio em algum passo ap6s i passos, (6(x — o) —Y!_ #.(x)) é a densidade de probabilidade
complementar, f&; = p;. Portanto, como (|¢|) ndo depende da ordem do passo,

A—ry
=Y [ pulltyax, (2.41)
i=0
Iy
que se reduz 2 mesma expressio que haviamos obtido para (L), Eq. (2.38).
» Segunda alternativa:

Podemos escrever (L) da seguinte forma:

(L)y=—) L (2.42)

onde N,, € o nimero amostral de caminhadas (cujo limite tomaremos ao infinito posteriormente)
e Ly € a distancia total percorrida em uma caminhada aleatéria genérica indexada por k. Mais
explicitamente,

1

w
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Definindo |¢; ;| como o mdédulo do i-ésimo passo dado na k-ésima caminhada, observa-se que
ik
podemos ter varios tipos amostrais de caminhada Ly, e.g.,

Ly =l +la1|+431] 5
Ly =|l12];

Ly = [l13]+ 03] + |63 3

+ 1443 ;
(2.44)

Agrupando os passos de todas as caminhadas pela sua ordem dentro da caminhada e realizando
a soma, temos que

Ni(x

)
<L>:NLW / Zk: 101k

X

Na(x)
dx+/ Y loyldx+... |, (2.45)
% k

onde o j-ésimo termo da soma acima corresponde a soma sobre todas as caminhadas cujo
J-€simo passo comeca em X, isto &,

<L>:NLW /N1(x)|€1|(x)dx+/N2(x)|£2|(x)dx—|—... | (2.46)

Precisamos agora calcular uma expressao para N;(x), ou seja, para o nimero de caminhadas
(dentre as N,,) cujo i-ésimo passo comeca em x. Para elucidar essa questdo, € suficiente saber
qual a probabilidade do i-ésimo passo de uma caminhada comegar em x, com r, < x < A —
ry. Mas esta probabilidade é igual a probabilidade do (i — 1)-ésimo passo de uma caminhada
terminar em x, isto &, igual a p;_; (x)dx. Portanto, segue que N;(x) = N,,p;_1(x), e substituindo
na expressao anterior,

A—ry
=g | X [ Mep@ieh o] @47)

v

Como (|4;|)(x) por sua vez ndo depende de i, apenas da posi¢do inicial x, podemos fazer n =
i — 1, chegando finalmente a

A—ry

L=Y [ pui)x)ds. .48
n:0rv
que, novamente, ¢ a mesma expressao que haviamos obtido, Eq. (2.38).

2.4.4 Simplificando a expressdo para (L)

Partindo da expressdo que haviamos obtido para (L) em termos do operador .£", Eq. (2.38),
podemos considerar o somatério dos .Z" como um operador tinico atuando na fun¢io 6 de
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Dirac e escrever

A— "o A—ry -
/ ¥ #1300l de= [ (23”) (v0— )} () dx . (249)

Ty

A soma infinita converge, ja que a norma de .Z é menor do que um, ou seja,

(i 3”) f@)]=1-2)""fx)]. (2.50)
n=0

Aqui, (1 —.2)"! é o operador inverso com relagio ao operador (1 —.%), e 1 é o operador
identidade. O operador (1 —.%)~! é auto-conjugado com relagio ao produto escalar usual,
pois .Z também o é. A expressdo para (L) pode entdo ser simplificada para

A—ry

(L) = /(1—3)1[5(XO—06)](X)<!€|>(x)dX- (2.51)

ry

Escrevendo o operador (1 —.#)~! na forma integral e representando seu nticleo por K, obtemos

A—ryA—ry A—ry
(L) = / / K (o, x0)8 (x0 — 06) (| ]} (x) dxdoxg = / K(x, 00)([£]) (x) dx
;v_rv ry ry
= /K(Ohx)ﬂg!)(x)dx:(l—f)I[WD](‘X% (2.52)

Iy

onde usamos a propriedade que o operador (1 —.%)~! é auto-conjugado, isto &, K(o,x) =
K(x,a). A expressio final para (L) é entdo dada por

(L)(a) = (1-2)""[(|eh](c) - (2.53)

Observe que a expressao anterior € a solucdo geral de uma equagdo integral de Fredholm
do segundo tipo: aplicando o operador (1 —.Z’) em ambos os membros pela esquerda,

1-2){(L)}x)=1-2)1-2)" (e}, (2.54)

ou seja,
(L)(x) = Z{(L) }(x) + ([€]) (x) - (2.55)
Explicitando o operador . em notacio integral, obtemos
A—ry

(L)(x) = / p(x—a){L)(a)da+(|€])(x) , (2.56)

Fry
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que, de fato, representa uma equagdo integral de Fredholm do segundo tipo [55], com solu¢do
formalmente descrita pela Eq. (2.53). As solucdes analiticas para essa classe de equacdes sdao
obtidas através do formalismo resolvente, e sdo denominadas de séries de Neumann, que podem
ser escritas como

(L)(x) =Y (L) (x), (2.57)

onde

(Ln) = Z"[{|€D](x) - (2.58)

O operador (1 —.%)~! é denominado resolvente de £ e captura analiticamente suas pro-
priedades espectrais. De fato, se @ é um autovalor do espectro de ., entdo )~ ,@" serd
autovalor do resolvente. Esta propriedade pode ser judiciosamente utilizada para obter infor-
macdes sobre a decomposicio espectral de (1 —.%)~! usando o operador mais simples .#. No
entanto, ndo existe uma férmula analitica geral para o operador resolvente, e por este motivo
precisamos de uma outra abordagem para o célculo de (L), como discutiremos a seguir.

2.5 Discretizacao

A expressdo analitica final obtida para (L), Eq. (2.53), é concisa e elegante, mas nos diz
pouco sobre como (L) (e consequentemente a eficiéncia 1) varia com a distribui¢do p(¥).
Vamos entdo particionar o dominio r, < x < A — r, para tratar o problema numericamente.
Subdividindo-o em A /Ax intervalos com comprimento Ax (o qual faremos computacionalmente
muito pequeno), podemos reescrever a agio do operador (1 —.#)~! como

A—ry N

(L) () = (1 =2)" (1] (x)) = /K(xj7x)<’£|>(x)dx:> Y K(aejpx) () (i) Axi ;- (2.59)

. i=1

com r, < x;,xj < A —ry,. Ou seja, no limite discreto, vale que

=

(L) () = Y K (o) (£]) () A (2.60)

i=1

A expressdo acima pode ser reescrita em forma matricial, com K (x;,x;)Ax; correspondendo a
uma matriz discreta K- AX, (L)(x;) = (L;) e (|¢|)(x;) = (|¢i]) correspondendo a vetores coluna

@ e (|| . Assim, expressamos a equagio acima como

(L) = (K- AX) (]S , 2.61)
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ou mais explicitamente,

<Ll> K(Xl,X1>AX1 K(xl,x,-)Axi K(Xbe)AxN WID
<L2> K(xz,xl)Axl K(XZ,)C,')AX,‘ K(Xz,XN>AxN <‘£2‘>
<Lj> - K(xj,)'cl)Axl K(xj,.xl')Ax,' K(xj,x'N)AxN <|£1|> (2.62)
<LN> K(XN,.Xl)AXl .. K(XN,.X,')AXZ' .. K(xNa).CN)AXN <|€N’>

Note que a j-ésima linha nos da (L) para o caminhante partindo de x = x;. O vetor @ nos
fornece entdo como a eficiéncia varia com a posicao inicial para uma dada distribuigdo p(¢), de
forma que o seu célculo permite obter gréificos da eficiéncia em fun¢do da posi¢cdo de partida.

A matriz K- AX pode ser simplificada ainda mais se particionarmos o intervalo de forma
equitativa, ou seja, fazendo Ax; = Ax.

Por outro lado, para obter a matriz K acima, devemos discretizar também o operador
(1—.2)"!. Como ndo sabemos uma expressio analitica para o nicleo deste, procedemos
discretizando o operador .Z, cujo nicleo é dado por p(x; —x;)Ax;. A matriz K € obtida através
da matriz discretizada L pelas operagdes matriciais usuais de subtrag¢do e inversio, necessdrias
ao cdlculo de (1 —L)~!.

Os elementos L;; da matriz L sdo, por sua vez, calculados integrando a distribuigao p(¢) ao
longo de uma parti¢do do intervalo [x; —x;,x; — x; + Ax;]:

(2 j—x;)+Ax;
Lij= / p(0)de, se |xj—xi|>4{y. (2.63)

(ocj—xi)
Como L;; = Lj;, pois o operador .Z’ € auto-adjunto, podemos escrever:

|xjfx,-|+Ax,-
Lij=Lj= / pl)de, se |xj—xi| > ¥y . (2.64)

xj—xi|

A matriz L ¢ entdo simétrica, e como p(¢) = 0 para ¢ < £y, L;; = 0 quando |x; —x;| < o. Esta
matriz possui ainda a propriedade de que todos os termos ao longo de uma mesma diagonal sd@o
iguais, e portanto, para L. de ordem M x M, o numero de graus de liberdade € igual a M. L é
entdo denominada de matriz de Toeplitz simétrica [57], e algoritmos computacionais como a
recursdo de Levinson [58] podem tirar vantagem desta propriedade, tornando as operacdes que
definem K mais rapidas e eficientes.

Finalmente, o cdlculo da Eq. (2.61) fica completo ao notarmos que para obter o vetor (|£),
devemos calcular (|¢|)(x) como fungdo da posi¢do x analiticamente para as distribui¢des de
interesse, e simplesmente aplicar o resultado em x;. Esta € a tultima pe¢a necesséria que falta
para o cdlculo computacional de (L), e consequentemente da eficiéncia 1. Realizaremos estes
célculos explicitamente no proximo capitulo.



CAPITULO 3

Calculo de (|/|) e dos elementos L;;

A expressdo para o valor médio do comprimento de um passo individual, (|¢|), em fungio
da sua posicao de partida, x, é bastante similar ao primeiro momento da distribui¢cdo p(¢), mas é
necessdria cautela por nosso modelo apresentar o confinamento unidimensional do caminhante.
Para ilustrar bem as diferencas, vamos calcular o primeiro momento (¢), considerando, como
no capitulo anterior, dois sitios-alvo (absorvedores) localizados em x = 0 e em x = A, como
mostrado na figura a seguir:

Ty Caminhante A-1,
o - e
Sitio alvo x Sitio alvo

Sdo validas todas as consideragdes j4 feitas para o nosso modelo até entdo: o tamanho
minimo de passo que o caminhante pode dar € /j e a minima distancia a que ele pode chegar dos
sitios € limitada pelo raio de visdo r,. Consideramos passos para a esquerda como negativos e
para a direita como positivos, ambos equiprovaveis [p(¢) = p(—¢) = p(|¢|)], com o caminhante
partindo da posi¢do inicial x. Como mostra a figura, o maior passo que pode ser realizado antes
do encontro com um sitio tem médulo igual a (x — r,,) para passos a esquerda e (A —x—r,)
para passos a direita, de forma que a expressdo geral do primeiro momento dada por (¢) =
% tp(¢)dl se reduz a

—(x=n) —{ A—x—n) o
(@(x):/—(x—rv)p(ﬁ)dﬁ—l—/@p(ﬁ)dﬁ—i—/Zp(@)d@—f—/(A—x—rv)p(ﬁ)dﬁ. 3.1)
—oo —(x—n) Lo (A—x—r)

A primeira integral considera todos os possiveis passos para a esquerda (¢ < 0) com com-
primento em mdédulo maior que a distincia ao sitio esquerdo (x — r,), isto é, satisfazendo
—oo < { < —(x—ry,). Como todos estes passos irdo necessariamente encontrar o sitio em
questdo (truncagem), a distancia efetiva percorrida pelo caminhante nestas circunstincias sera
igual a { = —(x —r,), razéo pela qual substituimos este valor diretamente no integrando. A
segunda integral refere-se a passos para esquerda (¢ < 0) com comprimento em médulo menor
do que (x — ry), levando ainda em considera¢@o que o menor comprimento de passo que pode
ser dado em nosso modelo € igual a /. Como neste caso ndo ha encontro com o sitio, 0s passos
podem variar continuamente no intervalo —(x —r,,) < ¢ < —/. A terceira integral refere-se a
passos para a direita (£ > 0) com comprimento em médulo menor do que a distincia até o sitio
a direita (A —x — ), levando ainda em considerac¢do o tamanho minimo de passo £y. Como

43
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neste caso nao ha encontro com o sitio, os passos podem variar continuamente no intervalo
lp <l <(A—x—r). A dltima integral considera todos os possiveis passos para a direita
(¢ > 0) com comprimento em médulo maior que a distincia ao sitio direito (A —x —r,), isto
é, satisfazendo (A —x —r,) < £ < eo. Como todos estes passos irdo necessariamente encontrar
o sitio em questdo (truncagem), a distancia efetiva percorrida pelo caminhante nestas circun-
stncias serd igual a ¢ = (A —x — r,,), razdo pela qual substituimos este valor diretamente no
integrando.

Tomando como ponto de partida a expressdo anterior, a expressao para (|¢|) serd entdo da
forma:

—(x—n) A—x—r
(1) /r =) (e cw+/|£|p de+/|£|p Yy —
—(x ry) A—x—ry
(x—ry) A—x—ry
_/ x— 1) p(6) (—dt) +/€p 7 +/ep d£+/ (A —x—r)p(0)de,
(x—r) A—x—r
(3.2)
onde fizemos a substitui¢do £ = —¢' e usamos que p(¢) é do tipo modular, isto €, p(—¢) = p(¢).
A expressao para (|¢|) é entdo dada por
A—x—ry
e /4p d£+/ x—r)p d£+/€p d6+/ —x—r)p)dt. (33
A—x—ry

Podemos simplifica-la ainda mais usando a condi¢@o de normalizagdo da distribui¢ao p(¢):

0o — lxrL

/ / d£+/ / d€+/ (3.4)

o A—x—n
de forma que as integrais indefinidas podem ser reescritas como

A—x—rp A—x—r

10000 = (B2 [ mploae | + [epteyaes
Ly o
("_2”) —/(x—rv)pw)de +/€p(£)d£, (3.5)
ou seja,
ﬂ, ) x— A—x—r,
() = L2 +/ x=n)lpOdi+ (=G -x=r)lph)de. (6
)

Observe que a expressdo acima sofre uma triparticao no intervalo [r,, A —r,]:
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*nn<x<n+l

Nesse caso, (x —ry) < ¢y e a primeira integral se anula, pois p(¢) = 0 para ¢ < ¢y, reduzindo a
expressdo de (|¢|) para

A—x—rp
1000 = 2224 [l e rlpoyar. 6

)
cA—r—lyg<x<A-—r
Nesse caso, (A —x—r,) < {y e a segunda integral se anula, reduzindo a sua expressdo para

()0 =222 [l @l pyar. 68)

)

s+l <x<A-—r—1{

Neste intervalo, as duas integrais estdo bem definidas e a expressdo é a que encontramos origi-
nalmente:

- A—x—ry
() = £ / 0l [lE-(Gxr)lp0dt. 39)
Lo Lo

Observe que as expressdes integrais acima guardam entre si 0 mesmo formato basico, podendo
ser escritas de forma geral como ffo [l —Blp(¢)dl,onde B = (x—r,)ouf =(A—x—r,). Em
particular, as expressdes para os extremos do intervalo possuem exatamente a mesma estru-
tura: substituindo (x —ry) <> (A —x —r,) em uma, recuperamos a outra, e vice-versa. Isso é
consequéncia da simetria que existe no posicionamento do caminhante préximo a qualquer um
dos sitios, ja que ele ndo faz distincdo entre estes. Observamos ainda que a expressao para

a parte intermedidria do intervalo pode ser obtida somando as expressdes das extremidades e
subtraindo (A — 2r,) /2 do resultado.

3.1 Distribuicoes de interesse

Vamos entdo calcular as expressdes analiticas para (|¢|)(x) e para a matriz discreta L para
as distribuicdes de interesse: Lévy, exponencial “esticada” (em ingl€s, stretched exponencial) e
gama. A escolha dessas duas outras distribui¢cdes em particular foi motivada pela sua presenca
constante na literatura [16,56], com sugestdes de que elas podem superar a eficiéncia obtida
pela distribuicdo de Lévy no regime de baixa densidade de sitios (A > r,)), mesmo observando
que estas satisfazem ao TLC e, consequentemente, tendem a uma distribuicdo gaussiana apds
muitos passos.
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3.1.1 Distribuicao de Lévy

Como argumentamos no primeiro capitulo, usaremos a terminologia distribuicdo de Lévy
para o limite assintético de longos comprimentos de ¢ nas distribuicdes q-estaveis de Lévy
mais gerais. Assim sendo, podemos caracterizar as distribui¢des de Lévy por uma p(¢) do tipo
lei de poténcia, Eq. (1.65):

(w-1" 1
= > .

e p(¢) = 0 caso contrdrio, com ¢, representando o tamanho minimo de passo que o caminhante
pode executar. O expoente u satisfaz 1 < u < 3, como discutido no Capitulo 1.

0.8

R— “:2’ IO:l’ |

— =32, |0=1,
J— u:3’ |O:]_ i
— =2, Io=3.

Figura 3.1 Gréficos da distribui¢do de Lévy, para diferentes valores dos parametros.

De acordo com o resultado obtido no Capitulo 2, Eq. (2.64), os elementos da matriz L sdo
discretizados através da expressao
|x; —x;| +dx
Lij:Lji:/p(E)dg. (311)

|xj —x;]
Substituindo a p(¢) de Lévy acima,

|xj—x|+dx

— D pen
(m=Db ¢ , (3.12)

2 (1—u)

Lij=Lji=

[xj—xi

x| (1=4) |xj —xi| +dx (1=4)
Llj_le_E [(T) - T . (3.13)

ou seja,
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Escrevendo x; = i.dx e ¢y = iy.dx, com i,iy € N, obtemos a expressao discretizada:

c o (1) . (I—p)
Ly=Li=1 [(Q) _ (w) ] . (3.14)
14 Ly

), vamos calcular primeiramente os casos de extremo do intervalo.

Para determinar (|¢
 Para o caminhante partindo de r, < x < r, + {y:
Supondo pt # 2,

— Ty

A—x
CA-2n, (u-nd!

()0 = =4 2 [le—(A—x—rleae
o
Ao (NG oY W DT A x|
2 2(2—p) t 2(1—p) t
_z—zrv_(A—x—rv)_zo(u_1)+eg‘l(x—x—rv)2—# p-l, 2-p
2 2 2(2—p) 2 2—u 2—pul’
(3.15)
ou seja,
C=n) =) [ (A =x—n)/lo)**
(eh () = — Ton o [T —u : (3.16)
Japara u =2,
0 A—x—r, A2
1w =7 [lt=G—x=r)ear+ =0
4
A—x—ry . A—x—ry
A Loy T (A mx o)
2 2, 2 4
. 7L —21’\, (7(« —X— I’V) E() Ko
=— " 5 +§ln((l—x—rv)/€0)+3, (3.17)
ou seja,
—r /
1) = 2 O (A ) t0)] G.18)

* Para o caminhante partindode A —r, — £y < x < A —ry:

Como argumentamos anteriormente, a substitui¢éo (x—r,) <> (A —x—r,,) na expressio anterior
nos dé a resposta correta. A expressdo para U # 2 deve entdo ser da forma

—x—r, _ X—r, 2
(ep) = 2370 OBy (Gomd /W 2 ) G.19)
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De fato,
- —net
Gy =220 WD [ e ar
4
— X—ry -1 X—ry,
A= (e DET T (=D )
2 2(2—-p) t 2(1 =) %
_ _ _ Pl — )R T — _
:7L 2ry  (x=r)  Llo(u 1)+0 (x—ry) u 1+2 u (320)
2 2 22—p) 2 2—u 2—u
que se reduz a expressao sugerida. Para u = 2, devemos ter
A—x—r) ¥
(@) = B2 O (e 1) G2
E de fato,
CA=2n L e oo A=2r, Ly T Ao(x—n) , [T
(|2)(x) = > +E [l—(x—nr)|l"dl = 5 Elnﬁé 5 l .
Lo 0 0
. A —2rv (x—rv) fo EO
- 2 - ) +Eln((x—r‘,)/€o)+5 5 (322)

que se reduz a expressao sugerida.
* Para o caminhante partindo de r, + o < x < A —r, — {p:

Neste caso, é suficiente somar o resultado dos extremos do intervalo e subtrair (A —2r,)/2.
Para u # 2, ficamos com:

to(1— ) 2+((x—rv)/fo)zf“+((7L—x—rv)/fo)2*“

1000 = 33— o — (3.23)
Ja para u = 2, obtemos
(0] (x) = %0[24—1n((7t —x—nry)/l)+In((x—r,)/lo)], (3.24)
que pode ser simplificada para
(1) (x) = Lol +In ([(A —x = r)(x = r)]"/?/4o))] (3.25)

Nas simula¢des computacionais, ndo usaremos a expressao explicita para g = 2, e sim o valor
do limite da expressao geral quando u — 2.
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3.1.2 Stretched exponential
A distribuigdo stretched exponential é caracterizada por uma p(¢) do tipo [59]
p(0) = Asexp (—1lP), se >4 (3.26)

e p(¢) = 0 caso contrdrio, com ¢y representando o tamanho minimo de passo que o camin-
hante pode executar. Os expoentes devem satisfazer 0 < f < 1 e y > 0, e A, € a constante de
normalizagio, a ser determinada a seguir. ! Quanto menor o valor de 8, maior é a probabil-
idade de observamos grandes passos. Para 3 = 1, obtemos a distribui¢do exponencial pura,
usada recentemente na andlise de dados experimentais que testaram a hipétese de Lévy [16].
A stretched exponential nos dd uma alternativa interessante para a descri¢do de caudas lon-
gas, pois se encontra numa regido intermedidria entre 0 comportamente exponencial € o tipo
lei de poténcia. Esta distribuicdo também ja foi bastante utilizada por oferecer uma descri¢dao
razodvel e parcimoniosa para vdrias situacdes encontradas na natureza e na economia [60].

08
——B=08,y=1, |71,
0.7 —B=1y=1, 171, ||
——B=05,y=2, 171,
0.6 ]
: ——B=0.2,y=5, | =2.
05
o)
<
= 0.4
0.3
0.2F
0.1F ]
o S ‘
0 5 10 15

X

Figura 3.2 Gréficos da distribui¢ao stretched exponential, para diferentes valores dos pardmetros.

O célculo da constante de normalizacdo € feito de forma usual, através de

o)

Z/p(ﬂ) dt=1= ZAs/eXP(_YMB)CM = ZASB,Y;I/[}FUP(YEB; 1/B), (3.28)
Lo

Ly

'E importante ressaltar que existe uma confusdo na literatura sobre qual é a defini¢do que deve ser univer-
salmente aceita para esta distribuicdo. A stretched exponential foi proposta pela primeira vez, no séc. XIX, por
R. Kholrausch, para descrever a relaxacdo de carga na chamada garrafa de Leiden. Devido a uma série de per-
calcos histéricos, uma segunda defini¢do para esta distribui¢ao foi também difundida, combinando o estiramento
exponencial com uma lei de poténcia da forma

(B-1)
=5 (5) ei-aP). (327)

Por motivos discutidos em [59], iremos nos ater a defini¢do original, composta apenas do estiramento exponencial.
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ou seja,
1/B
A, = Byﬁ , (3.29)
2Lup(74y31/B)
onde usamos a definicdo da funcdo gama incompleta superior,
Tup(x032) = / “Lexp(—1)dr . (3.30)

X0

E importante ressaltar que a distribuico stretched exponencial satisfaz ao TLC, de modo
que podemos, inclusive, obter a sua gaussiana limite. Como vimos no Capitulo 1, é sufi-
ciente calcular os primeiro e segundo momentos, e a distribui¢do gaussiana correspondente
terd pardmetros dados por 62 = N(Af?) e u = N{. Para o primeiro momento /, temos que

0= /ep )dl =24, /Eexp (—ytPyae . (3.31)

o

Fazendo a substitui¢io u = y|¢|F — du = By|¢|P~1dl e ajustando os limites de integragio,

obtemos 1
41/B uﬁ—l 2A, [ 2.4
B _
= 2A; / B exp (— ﬁyl/ﬁ ﬁyz/ﬁ ub “exp(—u)du . (3.32)
Yfﬁ WB
Em seguida, substituindo a expressao para A;, escrevemos
_ T,(rfi2
7 Lulr ﬁ/ﬁ) _ (3.33)
Y/PTw(vly:1/B)
Para o segundo momento, temos que
2= /ezp(zz) dl = 2AS/£2 exp (—yeP)ae . (3.34)

Fazendo a substituicdo u = y|¢|P — du = By|¢|P~1dl e ajustando os limites de integracio,

u2/P uﬁ” 24, [ 3.4

7 B _

/ ZA/ P g du= o [ lep(wde. (339)
vt vt

Substituindo, agora, a expressio para A, encontramos

7 _ _ Lw(rtg:3/B)
/BT (vh:1/B)

(3.36)
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Usando, em seguida, a defini¢do de (A¢)2, obtemos

3 (vh2/B)
R P
(AM)?2=02 -0 = 0 (3.37)

VBT (v 1/B)

Portanto, como os dois primeiros momentos convergem, a stretched exponential tende a uma
gaussiana com parametros

B.
u=Nl=N Lup(¥69:2/P) (3.38)

VBT (vh;1/B)

2 ﬁ'Z/ﬁ)
Fu gB . 3 o Fup(’}/éo >
o(Ylo33/B) = - " )

P/BT (705 1/B)

Os elementos da matriz L sdo discretizados através da Eq. (2.64), onde substituindo a ex-
pressdo de p(¢) para a distribuigdo stretched exponencial, ficamos com

62 =N(Al)2=N (3.39)

|x; —x;| +dx

1/B
Ly=Ly=—20 [exp(-rielPyar. (3.40)
21—“1P(’yg ’1/B) |xj

7xi|
Fazendo a substitui¢io u = y|¢|P — du = By|¢|P~1d¢ e ajustando os limites de integragio,

¥(lxj —xil +dx)P
/ul/ﬁ—lexp(—u) du (3.41)
Y —xilP

B ﬁyl/ﬁ
2BYVBT,(v1/B)

h

ij = Lji

de modo que identificamos a integral acima como sendo uma fun¢do I" incompleta inferior e
superior calculada em 1/f3, definida de forma geral como

X1

TCup. down (X0, X132) = / r“Lexp(—1)dt , (3.42)

X0
ou seja,

L — L. — lrup,down(ﬂxj_xi|ﬁ='}’(|xj — x| +dx)B; 1/B)
2 Lu(v(4:1/B)

Para a obtengio da média (|¢|) para o caso da stretched exponencial, vamos calcular primeira-
mente 0s casos de extremo do intervalo.

. (3.43)

* Para o caminhante partindo de r, < x < r, + £y:



52 CAPITULO 3 CALCULO DE (|¢|) E DOS ELEMENTOS L;;

A—x—ry

(16)() = =57 + A [0 (= x =) exp (1P de
Ly

A—=2r,
2

A—x—r A—x—ry

+A, / Cexp(—Y|0|P)dl—Ay(A —x—r) / exp (—¢IP)de

b o

YA —x—r)P YA —x—n)P
2,—2}"1, As _ As }L—x—rv —
= +,372/ﬁ /u(z/ﬁ) 1exp(—u)a’u—% /u(l/ﬁ) Yexp (—u)du
e i

_ A2, Lup,aown (Y2 Y(A —x—1,)P;2/B)

2 2P Cup(10h:1/B)

C B wid—x—r)B:
_(ﬂ, X rv) Fup,dOWn(Ye()?’}/(l X I’V) ’1/'8), (344)

2 o (v20:1/B)

_A=2n
2

_|_

ou seja,

() = 2220 1 Donaon (146,72 3= 1)P:2/B)
2 2'}/1/ﬁ Fup(}/ﬁﬁ;l/ﬁ)

B (l — X — rv) Fup, down(’yg(l)g?’}/(A —X— r")ﬁ; 1/ﬁ) . (345)

2 u(740:1/B)

_|_

* Para o caminhante partindode A —r, — £y < x < A —ry:

Como argumentamos, a substituicdo (x —r,) <> (L —x —r,) na expressdo anterior nos dd a
resposta correta. A expressao € entdo da forma

. QL—ZI"V 1 Fup,down(yg€7)/(x_rV)ﬁ;z/ﬂ) +

<|€|>(x)_ 2 2,},1/[5 Fup('}’fﬁ;l/ﬁ)
(=) Topaoun (705, Yx = 1)P31/B) (3.46)
2 Tu(¥05:1/P)

* Para o caminhante partindo de r, + o < x <A —r, — {p:

Neste caso, é suficiente somar os resultados dos casos extremos e subtrair (A —2r,)/2. Ficamos
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entdao com:

) = — Cup down (VD » V(A —x—1)P ?2//3)+Fup,down(yﬁg,v(x—rv>’5;2/l3)

2y NCZ T (y0h:1/B)
. ()' —)C—I"V) Fup,down('yggu'}«z‘ —x—r‘,)ﬁ;l/ﬁ) . (x_rv) rup,down(ygga’)/(x_rv)ﬁ;1/B) +
2 Cop(7£:1/B) 2 Lup(75:1/B)
LA (3.47)
2
3.1.3 Distribuicao Gama
A distribui¢@o gama é caracterizada por uma p(¢) do tipo [61]
p(f) :Ag|€|a_1 exp(—vl¢]), se £>1{p, (3.48)

e p(¢) =0 caso contrario, com ¢ representando o tamanho minimo de passo que o caminhante
pode executar. Os expoentes devem satisfazer a y,a > 0.

04 T T
—a=2,y=1,|
0.35¢ —a=s v
—a=2,y=5,] |
——a=5, y=5.
0.3 b
0.25r Bl
on)
X
~— 2 —
= 0
0.151 b
0.1 B
0.05 B
o S—
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3.3 Gréficos da distribui¢do gama, para diferentes valores dos parimetros.

Note que embora a primeira vista pareca existir uma similaridade entre as distribui¢des
gama e de Lévy, os intervalos do expoente polinomial sdo disjuntos, pois

(=" g>0—>a—1=—pu>—-1-.pu<1 paragama
p(ﬁ)N{ H p=7 paag (3.49)

(=R a>0—sat+l=p>1 . u>1 para Lévy

Para ¢ < 1/, a distribui¢do gama se reduz aproximadamente a uma lei de poténcia; por
outro lado, uma distribui¢do exponencial é aproximadamente obtida no limite ¢ > 1/y. Note,
portanto, que um certo grau de auto-similaridade se mantém até o valor aproximado de 1/7, a
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qual € definitivamente quebrada para maiores valores devido ao surgimento dessa escala carac-
teristica.

A distribui¢@o gama € bastante encontrada em fendmenos criticos na presenca de efeitos de
tamanho finito ou de uma distancia finita de um ponto critico [61]. Também é esperada ocorrer
mais geralmente como consequéncia de restricdes no método da méxima verossimilhanga apli-
cado as distribuicoes tipo lei de poténcia [61], sendo sugerida para a descricao da distribui¢do de
Gutenberg-Richter na magnitude de terremotos [62]. Mais recentemente, a reandlise [S56] dos
dados para o mecanismo predatdrio dos albatrozes, que supostamente utilizariam distribui¢des
de Lévy em suas buscas [12], encontrou uma melhor concordincia experimental com a dis-
tribuicdo gama.

O célculo da constante de normalizacao da distribuicdo gama € feito de forma usual:

o)

2/p(£)d£:1 2Ag/£a_1exp(—y€)d€, (3.50)
Lo

Ly

onde, fazendo a substituicdo u = ¢,

o0 a—1 <
u du 2A 2A
2A /(—) exp(—u)— = -8 uaflex —u)du = —gru {4 ) = 1 , (351)
gyz y p( )y Wﬂ p(—u) e p(Ylo; @)
0 0

ou seja,

,},Ot

Ay = ——m——— . .52
& 2N, (Yo @) (3.52)

Tal como no caso da distribuicdo stretched exponencial, observamos que a distribui¢do
gama também satisfaz o TLC. De fato, podemos, também, calcular a gaussiana limite da dis-
tribuicdo gama. Como vimos, é suficiente calcular os primeiro e segundo momentos, e a dis-
tribuicio gaussiana correspondente terd parimetros 6> = N(Af2) e u = N/. Para o primeiro
momento, escrevemos

7— / Ip(f)de =24, / 00 Vexp (—y0) e . (3.53)
oo %

Fazendo a substitui¢ao u = y|¢| — du = yd/ e ajustando os limites de integragao,

du , 24, [

_ ut

! =2A /—ex —u)—du =

)y p( )7 Y
Yo 1o

u“exp(—u)du , (3.54)

de modo que, substituindo a expressdo para Ay, ficamos com

Ly (Ylosa+1)

7=
YT (Yo a)

(3.55)
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Para o segundo momento, temos que

= / Cp(0)de =24, / e exp (—yt)de . (3.56)
oo %

Fazendo a substitui¢do u = y|¢| — du = yd/ e ajustando os limites de integracao,

o =] a+t1 d 2A =]
2= 2As/%exp(—u)7udu = ya—:z/u“lexp(—u)du : (3.57)
Yo Yo
Substituindo, agora, a expressio para A, encontramos

7 Lo (Ylosa+2)

3.58
V2L (Y03 a) (5:8)

Usando a defini¢do de (A¢)?, identificamos

. . Flzlp(Wo;d+1)
D2=0 -7 = L0204 2) = TFyp (3.59)
Y Tup(¥lo3a)

Portanto, como os dois primeiros momentos convergem, a distribuicdo gama tende a uma gaus-
siana com parametros

Fup(yﬁo;a + 1)

U=N{=N
YL (Ylo; @)

(3.60)

2 (vloa+1)
LCup(Ylosa+2) — IPPTO&W)

Y*Tup(Ylo3a)
Em seguida, calculamos, para a distribui¢cdo gama, os elementos da matriz L, discretizados
através da expressao

6> =N(A0)2=N (3.61)

|xj —xi| +dx
Li; :Lji:Ag/|€|a_1exp—y|€|d€. (3.62)
xj —xil
Fazendo a substitui¢do u = y|¢| — du = yd/ e ajustando os limites de integracao,
A Y(lxj —xil +dx)
Lij=Lj="% /\u|“1exp—udu , (3.63)
v
V) — il
onde identificamos a fun¢do I" incompleta inferior e superior, calculada em a, ou seja,
l Lp, down(7|xj —xi, ¥( |Xj —xi| +dx);a)
2 L (7003 ) '

Para a obten¢do da média (|¢|) para a distribuicdo gama, vamos calcular primeiramente os
casos de extremo do intervalo.

Lij=Lji= (3.64)
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* Para o caminhante partindo de r, < x < r, + {y:

A—x—ry
A—=2r, a—
(1000 = 2 4 g [10= (—x =]l exp (—yle) e
fo
A—x—r, A—x—ry
A —2r, (a+1)—1 a—1
_ +Ag/w exp (—7|¢])dl — (A —x—rv)Ag/M exp (—7¢]) d¢
Ly Lo

_ )L - 21"V + Fup,down(/yg()a’}/(l —X— rv);a—i— 1)
2 29w (Ylos @)
1—‘up, down(’}/gm }’()« —X— rv);a)

—(A—x—n) T (iora) , (3.65)
ou seja,
. )./—21"‘, Fup,down(Y£07Y()L’_x_rv);a+1)
() (x) = —5—+ T (Vi)
_(A_x_rv)rup,down(’}/g()?’y(ﬁ’_x_rv);a) . (3.66)

2Fup(y€0;a)
* Para o caminhante partindode A —r, —lp < x < A —r:

Como argumentamos, a substituicdo (x —r,) <> (L —x —r,) na expressdo anterior nos dd a
resposta correta. A expressao ¢ entdo da forma

_ A —2r, + 1—‘up, down('}/EOa ’}/(X— rv);a+ 1)

1—‘up, down(’yKOa '}/(X - rv);a)
(l€])(x) 7 29T (Ylo3a)

2Lup(Yto3a)

—(x—nr)

(3.67)
¢ Para o caminhante partindo de r, + ) < x < A —r, — {p:

Neste caso, é suficiente somar o resultado dos casos extremos e subtrair (A —2r,)/2. Ficamos
entdo com:

o )L—Z}"v rup,down(YEOa’}/(l_x_rv);a+1) Fup,down(’}/gmy(x_rv);a"’1)
(I€])(x) = +
2 2YTup(Ylo3a) 27Ty (Ylo:a)
lﬁu own(}/£07’y()b —x—rv);a) 1ﬂu down(fyg()a'}/(x_rv%a)
— (A —x—r,) 2 —(x—ry)—2 :
( ) 2Ty (Vlos a) ( ) 2Ty (Y03 a)

No préximo capitulo, as expressoes discretizadas, obtidas no presente capitulo para as di-
versas funcdes, vetores e matrizes associadas as distribuicdes de Lévy, stretched exponential
e gama, serdo analizadas numericamente, com o auxilio do programa MATLAB, com o ob-
jetivo de realizar uma comparacao entre as eficiéncias das buscas destrutiva e nao-destrutiva
associadas a tais distribui¢des.

(3.68)



CAPITULO 4

Resultados numéricos

Nosso objetivo neste capitulo € comparar a eficiéncia das distribui¢des citadas com a dis-
tribuicdo de Lévy, stretched exponential e gama, nas buscas destrutiva e nio-destrutiva. De
posse de todas as expressdes que precisamos, vamos implementar o algoritmo numérico. A
escolha natural para a realizag@o desta etapa do trabalho foi o programa MATLAB, por tratar
matrizes como matéria-prima nos calculos, se ajustando entao perfeitamente as nossas neces-
sidades. Em resumo, o programa constroi a matriz L através das expressoes obtidas para os
elementos L;;, variando x; ; de r, até A — r,. Em seguida, calcula numericamente a inversa da
matriz (1 — L), resultando na matriz K correspondente a discretizacdo do operador resolvente

(1—2)~1. O vetor (|¢|) é construido através das expressdes analiticas calculadas, respeitando
a distin¢do referente a triparticdo do intervalo. Finalmente, realizamos a multiplica¢do matricial

K- (|¢]) e obtemos o vetor (L). Invertendo os elementos desse vetor, temos a eficiéncia como
fun¢do da posigdo para uma distribuicdo de entrada p(¢). Por simplicidade, fizemos ¢y = ry,
com os valores numéricos escolhidos de forma a satisfazer o limite de escassez de sitios, isto €,
by, ry K A

Com o fim de comparar as eficiéncias das diferentes distribui¢des, dois programas distin-
tos foram escritos. O algoritmo descrito no pardgrafo anterior permite obter a eficiéncia como
funcdo da posigdo de partida para uma determinada distribui¢do p(¢). Uma pequena alteracdo
no cédigo do programa permite entdo fixar um ponto de partida genérico, e realizar a mesma
operacdo acima para diversas distribui¢cdes de uma mesma classe variando os seus parametros,
de modo a investigar em que intervalo obtemos a maxima eficiéncia para esta posicao inicial.
Dois pontos de partida sdo de nosso interesse particular por estarem associados aos tipos destru-
tivo e ndo-destrutivo de busca, quais sejam, x = A /2 e x = r,, respectivamente, como discutido
no capitulo anterior.

Como estamos interessados no limite de escassez de sitios, tomaremos o maior valor com-
putacional possivel para A. O mdximo para A estd diretamente atrelado ao valor de dx na
discretizagdo do intervalo, pois a matriz L é quadrada com dimensdo igual a A /dx —2r, /dx+1
(o comprimento do intervalo A — 2r, discretizado). O limite computacional é atingido quando
a ordem dessa matriz € grande o suficiente para que o programa ndo consiga inverté-la por falta
de espagco na memoria fisica. Satisfazendo o requerimento do maior valor possivel para A, sem
contudo perder precisdo numérica em dx, nos cdlculos numéricos fizemos dx =1, r, = g =1
e A =1000. A razdo A /dx ndo pode ser feita maior do que 1000 devido aos motivos computa-
cionais acima expostos.

57
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4.1 Distribuicao de Lévy

4.1.1 Busca destrutiva

Considerando A = 1000, r, = ¢y = 1, dx = 1, xo = A /2 (posi¢ao inicial associada a busca
destrutiva), e variando o parametro ¢ em intervalos du = 0.01, com 1 < u < 3, obtemos o
grifico da eficiéncia 1 vs. u para buscas de Lévy destrutivas a seguir. Embora tenhamos
realizado a conta explicita para (|¢|) quando u = 2, iremos desconsiderar o valor da eficiéncia
neste caso, observando que o seu valor pode ser inferido pelo limite continuo da curva obtida.
Isso ird acarretar em uma regido do grafico nao-preenchida em torno deste expoente, isto €, no
intervalo 2 —du < u <2+du. O maximo da eficiéncia esta no limite balistico 4 — 14 €, com
€ — 0™, como previsto pela aproximagio do tipo “campo médio” ao modelo [14], discutida na
Secdo 2.2. Por outro lado, no limite de buscas gaussianas, g — 3, associadas ao TLC, as
eficiéncias tornam-se menores que a mdxima em mais de uma ordem de grandeza.

-3

x 10

Figura 4.1 Grifico da eficiéncia 71 vs. o expoente [l para buscas de Lévy destrutivas. O maximo para a
eficiéncia estd no limite balistico u — 1.

O resultado acima pode ser entendido de acordo com o seguinte argumento. Para maximizar
a eficiéncia, € necessdrio minimizar a distincia total percorrida até o encontro com um sitio.
Se o caminhante pudesse deterministicamente saber previamente qual sitio estd mais proximo,
a menor distancia possivel para a busca seria caminhar até ele em linha reta. Mas por estar-
mos tratando de um processo estocdstico, esta informagao ndo esta previamente disponivel, e
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caminhadas balisticas podem ndo ser uma boa estratégia caso seja feita a escolha da direcdo
errada para o sitio mais distante. Para x = A /2, no entanto, ambos os sitios estdo equidistantes,
e este dilema ndo mais existe. Logo, mover-se balisticamente em linha reta, para qualquer um
dos dois lados, obrigatoriamente fard o caminhante percorrer a menor distancia possivel até
qualquer um dos sitios, maximizando entdo a eficiéncia. Como o movimento balistico esta
associado com o expoente 4 — 1, esta € a justificativa fisica para o resultado acima. Observe
inclusive que o valor da eficiéncia para esta posi¢io é aproximadamente igual 22 x 1073, e a
distancia total percorrida (igual ao seu inverso) € igual a (L) = (A —2r,)/2 = 499, de acordo
com 0 exposto acima.

4.1.2 Busca nao-destrutiva

Considerando, como no caso anterior, A = 1000, r, = ¢y = 1 e dx = 1, mas escolhendo
agora xo = r, (posicao inicial associada a busca nao-destrutiva), e variando o parametro y em
intervalos du = 0.01, com 1 < u < 3, obtemos o grafico da eficiéncia 1 vs. U para buscas de
Lévy ndo-destrutivas a seguir. Embora tenhamos realizado a conta explicita para (|¢|) quando
W = 2, iremos desconsiderar o valor da efici€ncia neste caso, observando que o seu valor pode
ser inferido pelo limite continuo da curva obtida. Isso ird acarretar em uma regido do grafico
nao-preenchida em torno deste expoente, isto €, no intervalo 2 —du < u < 2+du.

1 12 1.4 1.6 18 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3

Figura 4.2 Griéfico da eficiéncia 1 vs. o expoente [ para buscas de Lévy ndo-destrutivas. O maximo
para a eficiéncia é obtido para u = 1.87, valor préximo a u = 2, calculado teoricamente.
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Note que o maximo da eficiéncia estd localizado em y = 1.87, valor pr6ximo ao encontrado
com auxilio do modelo de campo médio [14], u = 2, como discutido na Se¢do 2.2. De fato,
observamos também que a posi¢do de tal maximo varia com A, aumentando em direcdo ao
valor i = 2 para A maiores.

Para efeito de comparagdo posterior com as eficiéncias das distribuicdes stretched exponen-
tial e gama, identificamos que o valor maximo da eficiéncia da distribui¢do de Lévy no caso
no-destrutivo é dado por 7 = 6.5 x 1073, Tal valor corresponde a realizacdio de um percurso
médio (L) =n~' =2 153 até o encontro do préximo sitio.

Embora caminhar balisticamente em linha reta ao sitio mais proximo seja sempre a melhor
estratégia caso se saiba previamente se tal sitio estd a esquerda ou a direita, devido a aleato-
riedade deste processo a escolha da dire¢do errada neste caso consistird numa das piores es-
tratégias possiveis, pois levard o caminhante a percorrer todo o intervalo em busca do sitio
mais distante. Passa a existir entdo um equilibrio entre realizar grandes saltos (correspondendo
ao limite u4 — 1) e caminhar brownianamente (4 — 3), acarretando em uma estratégia 6tima
para u = 2. De fato, como discutido no Capitulo 2, esta solucdo 6tima representa, no caso de
buscas ndo-destrutivas, um compromisso entre as estratégias que favorecem o retorno ao ultimo
sitio previamente visitado (4 — 3, com pequenos (|¢|) e muitos passos em média) e aquelas
que levam a visita a sitios nunca antes visitados, ou ndo visitados recentemente (4 — 1, com
grandes (|¢|) e poucos passos em média). Claramente, como no caso de buscas destrutivas o si-
tio mais préximo ndo se encontra presente (visto que foi destruido apds o seu recente encontro),
entdo tal equilibrio, ou compromisso, ndo se apresenta, e estratégias de passos longos (1 — 1)
tornam-se mais eficientes, como vimos.

4.2 Stretched Exponential

A distribui¢do de probabilidades para os tamanhos de passo p(¢) do caso stretched expo-
nential tem dois parAmetros passiveis de serem variados: o expoente 3 e o coeficiente y. O
intervalo comumente utilizado para o 8 € assumir que 0 < f8 < 1, que € quando o grifico de
p(£) vs. In(¥) fica caracteristicamente “esticado” se comparado com o gréfico da distribui¢do
exponencial “pura” (8 = 1). O caso “comprimido” 8 > 1 é de menor interesse, uma vez que
tende a aumentar a probabilidade de passos menores, diminuindo, ainda mais, os efeitos tipicos
de “alongamento da cauda”, e levando a uma convergéncia ainda mais rapida ao TLC. Usare-
mos, portanto, B nesse intervalo de variagdo. Os diversos graficos a seguir correspondem a
diferentes valores de 7.

4.2.1 Busca destrutiva

Considerando A = 1000, r, = ¢y =1, dx = 1 e xo = A /2, obtemos os gréficos da eficiéncia
M vs. B a seguir para buscas destrutivas segundo a distribui¢io stretched exponential. Nota-se
inicialmente que, para ¥ fixo, o efeito de diminuir € similar ao de diminuir o pardmetro u
no caso Lévy destrutivo. De fato, em ambos 0s casos tais regides de parametros favorecem a
ocorréncia de grandes passos.

Em particular, devido a finitude do intervalo, com comprimento A —2r,,, os sitios a esquerda
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Figura 4.3 Grifico da eficiéncia 1 vs. o pardmetro exponencial 3 para buscas destrutivas segundo a
distribui¢@o stretched exponential, para vdrios valores de y. A diminui¢do no valor de 3 gera efeitos
similares a diminui¢do do parametro U no caso Lévy destrutivo.

e a direita podem ser acessados em um tnico passo de tamanho (L) = (A —2r,)/2, tal como
ocorre no caso Lévy destrutivo. Isso leva, de forma analoga, a uma eficiéncia n =2 x 1073,
Assim, concluimos que para os valores de A computacionalmente permitidos nesse trabalho,
as eficiéncias maximas de buscas destrutivas de Lévy e stretched exponential sdo idénticas. E
possivel, no entanto, que, no limite A — oo de extrema escassez de alimentos, a busca destrutiva
de Lévy mostre eficiéncia superior. De fato, como vimos nos Capitulos 1 e 2, o primeiro
momento da distribui¢do de Lévy diverge, enquanto que o primeiro momento da p(¢) stretched
exponential permanece finito para todo o intervalo de defini¢do dos seus parametros, levando a

uma convergéncia para a distribuicdo gaussiana associada (TLC).
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Figura 4.4 Grifico da eficiéncia 1) vs. o pardmetro exponencial § para buscas destrutivas segundo a
distribuicdo stretched exponential, para vérios valores de . O limite balistico € atingido mais lentamente
em 3 — 0 para maiores valores de 7.

Por outro lado, para um valor de 8 fixo, notamos que quanto maior o pardmetro ¥, menos
largo se torna o plat6 na eficiéncia, isto é, mais lentamente o limite balistico (para A = 1000) é
atingido, de eficiéncia n =2 x 1073,
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4.2.2 Busca nao-destrutiva

Considerando A = 1000, r, = o = 1, dx = 1 e xy = r,,, obtemos os grificos da eficiéncia n
vs. B a seguir para buscas ndo-destrutivas segundo a distribui¢ao stretched exponential.

x10° x10°

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Figura 4.5 Grifico da eficiéncia n vs. o parAmetro exponencial 8 para buscas ndo-destrutivas segundo
a distribuicdo stretched exponential, para varios valores de y. O aumento do valor de 7y acarreta em um
deslocamento no méaximo da eficiéncia para menores valores de 3.

Para um valor de ¥ fixo, observamos, qualitativamente, o0 mesmo tipo de competi¢do de-
scrito para buscas ndo-destrutivas de Lévy entre estratégias que favorecem os menores passos
e tendem a revisitar o sitio que acabou de ser encontrado (3 — 1) e estratégias que privilegiam
maiores passos, e que vao buscar sitios nunca visitados, ou nao visitados recentemente (§ — 0).
Do ponto de vista quantitativo, porém, o importante € ressaltar que a maxima eficiéncia obtida
para buscas ndo-destrutivas via stretched exponential, ) = 4.7 x 1073, obtida para B = 0.08 e
y =15, é menor que o seu respectivo valor n = 6.5 x 1073 obtido para a distribui¢io de Lévy.
Mais precisamente, (Nop(LEVY) — Nopi(stretched)) /Nop (LEéVy) =2 28%, tornando mais evidente
a superioridade de buscas de Lévy ndo-destrutivas em comparacdo com buscas ndo-destrutivas
segundo a distribuicao stretched exponential.

Finalmente, de modo similar ao que ocorre no caso destrutivo, o efeito do aumento do
parametro Y corresponde ao de se deslocar o méximo da eficiéncia no sentido deste ser atingido
para menores valores de 3.

Por fim, € interessante notar que a estratégia exponencial (8 = 1) de busca nio-destrutiva
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também se mostra sub-6tima, se comparada a de Lévy. Este fato € relevante no conceito dos
resultados empiricos recentes para buscas realizadas por predadores marinhos [16], que iden-
tificam a estratégia exponencial como a adotada em regides do oceano ricas em alimento. Tal
conclusao, contudo, ndo entra em conflito com os resultados desta sec¢do, validos no regime de
escassez de alimentos (A > r,). De fato, como discutido no Capitulo 2, espera-se que quando
ha abundancia de alimento, a necessidade de longos passos € minimizada e buscas de Lévy se
tornam tao (ou mesmo menos) eficientes do que estratégias governadas pelo TLC.

4.3 Distribuicao Gama

A p(¢) da distribuicdo gama também possui dois pardmetros passiveis de serem variados:
o expoente polinomial a e o coeficiente exponencial y. O intervalo comumente utilizado para
tais parametros € ¥, a > 0. Em cada gréfico, usaremos, portanto, a nesse intervalo de variagao,
com as diversas curvas correspondendo a diferentes valores de 7.

4.3.1 Busca destrutiva

Considerando A = 1000, r, = ¢y = 1, dx =1 e xyo = A /2, obtemos os grificos da eficiéncia
1N vs. 1/a a seguir para buscas destrutivas segundo a distribui¢do gama.

Note, inicialmente, que valores menores de 1 /a (isto é, valores maiores de a) geram valores
médios maiores do tamanho do passo individual [ver Eq. (3.68)]. Assim, em fun¢do do quadro
jé discutido para as buscas destrutivas das distribuicdes de Lévy e stretched exponential, é de
se esperar que as buscas destrutivas mais eficientes realizadas via distribui¢do gama ocorram
para 1/a — 0. Observamos, entretanto, que para um largo intervalo de valores de ¥, o limite
balistico da eficiéncia § = (A/2 —r,)~! 22 2 x 1073 ndio é possivel de ser atingido. Como
comentado no caso stretched exponential, isso se deve ao fato de que, para estas situacdes, 0
valor médio (L) = 499 nao pode ser alcangado através de um tnico passo, isto &, (|¢]) < (L),
uma vez que ¢ bastante improvavel que um passo com tal extensao se dé nesse regime.

Por outro lado, a medida que o pardmetro Yy diminui, a atenuagdo exponencial das proba-
bilidades de passos longos é enfraquecida [ver Eq. (3.48)], e, eventualmente, para v = 0.01,
tal limite balistico pode ser atingido, gerando eficiéncias de busca destrutiva (para A = 1000)
tao altas quanto as obtidas nos casos Lévy e stretched exponential. Uma vez mais, porém, vale
ressaltar que a distribui¢do gama obedece ao TLC, de modo que no limite A — o espera-se que
a distribuicdo de Lévy, com primeiro momento divergente, gere uma eficiéncia maior que a das
distribuigcdes com momentos finitos.

4.3.2 Busca nao-destrutiva

Considerando A = 1000, r, = ¢y =1, dx = 1 e xy = r,,, obtemos os graficos da eficiéncia n
vs. a a seguir para buscas ndo-destrutivas segundo a distribui¢do gama.

Observamos, neste caso, que um maximo na eficiéncia da busca ndo-destrutiva em func¢ao
de a s6 € obtido para um certo intervalo de valores do parametro y. De fato, se y for muito
pequeno (Y < 1), a distribui¢io torna-se dominada pela lei de poténcia p(¢) ~ [£|*"!, com
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Figura 4.6 Grifico da eficiéncia 1 vs. 1/a para buscas destrutivas segundo a distribui¢do gama, para
varios valores de 7. A diminuicdo de Y corresponde ao enfraquecimento da atenuacdo exponencial,
gerando maiores valores para a eficiéncia.

a > 0. Nesse caso, valores de a maiores que 1, embora comportados pela distribuicao, ndao
correspondem a situagdes fisicas plausiveis, visto que envolvem um regime de probabilidades
crescentes com |¢|, devendo, portanto, ser descartados em nossa andlise. A mencionada com-
peticdo entre estratégias dominadas por tamanhos grandes e pequenos dos passos deve-se in-
tensificar, entdo, para valores ndo tdo pequenos de Y, como observado na figura acima. O
importante, neste caso, € identificar que a maxima eficiéncia de busca nao-destrutiva para a
distribuicio gama, 1 = 2.3 x 1073, obtida para a = 0.5 ¢ ¥ = 0.01, ainda é menor que a do
caso Lévy, 1 = 6.5 x 1073, tal como ocorreu com a distribui¢iio stretched exponential. Mais
precisamente, (Topi(LEVY) — Nopc(gama)) /Nop(LEVY) = 65%, diferenca ainda maior do que o
obtido para a stretched exponential, tornando mais evidente a superioridade de buscas de Lévy
nao-destrutivas em compara¢do com buscas ndo-destrutivas segundo a distribuicdo gama. A
relevancia deste resultado aumenta ao se considerar que na reandlise dos dados de tempos de
voos dos albatrozes [56], a distribuicdo gama foi sugerida como aquela adotada por estes an-
imais quando em busca por alimentos. Caso tal resultado empirico venha a se confirmar em
andlises futuras envolvendo possivelmente um conjunto maior e mais preciso de dados, podere-
mos concluir que albatrozes buscam por alimento num regime de relativa abundancia (A 2 ry),
em que as vantagens conferidas pela estratégia de busca de Lévy nao sdo relevantes. Uma outra
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Figura 4.7 Gréfico da eficiéncia 11 vs. o parAmetro polinomial a para buscas ndo-destrutivas segundo
a distribuicdo gama, para vérios valores de . Para valores ndo tdo pequenos de ¥, a competi¢do entre
estratégias dominadas por tamanhos grandes e pequenos de passos se intensifica.

possibilidade seria o fato de albatrozes eventualmente adotarem uma estratégia sub-6tima de
busca, ao invés da solugdo 6tima de Lévy. Nesse sentido, a discussao a respeito das estratégias
de busca realizadas por albatrozes ainda permanece em aberto [63].

Em resumo, concluimos neste capitulo que, através da andlise numérica, via o procedi-
mento de discretizagdo das quantidades obtidas analiticamente no capitulo anterior, a eficiéncia
das estratégias de Lévy (truncada) mostraram-se sempre maiores (no caso niao-destrutivo) ou,
na pior das hipéteses, equivalentes (no caso destrutivo) as eficiéncias obtidas utilizando as dis-
tribui¢des stretched exponential e gama. Em particular, argumentamos que, no regime A — oo,
devido a observancia do TLC por estas ultimas, espera-se que mesmo no caso destrutivo, a
maxima efici€ncia, correspondente ao regime balistico, s6 seja passivel de ser alcancada pelas
distribui¢des de Lévy.






CAPITULO 5

Calculo Variacional

5.1 Equacao de Euler associada ao problema

Embora instrutivo e revelador, os cdlculos e resultados numéricos dos dois capitulos an-
teriores possuem um ponto fraco: eles apenas comparam a estratégia de busca de Lévy com
as de duas outras distribuicdes, mostrando que a estratégia de Lévy € de fato a mais eficiente
no regime de escassez de alimentos, A > r,. O problema é que sempre pode existir uma
outra distribuicao cuja eficiéncia seja maior que a de Lévy nos regimes de interesse, e é com-
putacionalmente impossivel testar diretamente Lévy com todas as ditribui¢des existentes para
garantir que esta € de fato a que maximiza a eficiéncia. Para abordar esta questdo, precisamos
de técnicas mais sofisticadas, e € natural que usemos aqui o célculo de variagdes para obter a
distribui¢do de probabilidade que extremiza a eficiéncia. Esta é a abordagem que utilizaremos
neste capitulo.

Como vimos, a eficiéncia pode ser escrita como

1
- 5.1
n ) (5.1)

e como (L) = (L)(x, p(¢)), a distribuicdo p(¢) que minimizar a distncia total percorrida para
uma dada posi¢ao fixa x serd a mesma que maximiza a eficiéncia definida acima.
No capitulo anterior, chegamos a uma expresséo analitica para (L), dada por

(L)) = (1-2)"{{|th} ) . (5.2)

Como o operador (1 —.%)~! é auto-adjunto e possui norma menor que a unidade, podemos
reescrevé-lo como uma soma infinita

- ioozﬂ"{<|ﬁ|>}<x> | 5.3)

Vamos analisar um termo genérico dessa soma. Para n > 1, podemos escrever

A—r, A—r,

{Cleh} /doc06 /dalp o — 0 /---/docnp(ocn1—ocn)<!€|><an)~ (5.4)

67
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Fazendo, agora, uma varia¢do 6 em .Z"{(|¢|) } (x) com relagdo a p(¢), obtemos

0L {(I4) }(x) =

A—ry A—ry
/da05a0 x /doc15poc0 @ /dazp o1 —0) [+ [ danp(eni - o) (10} (en)+

l v A—r
/doco6 /dalp o — 0 /doczép o — 0 /---/docnp(ocn1—ocn)<|f|>(an)+
l Ty lfm lfm
/docOS(oco—x)/da]p(ao—al)/doczp(al —ocz)/~-~/docn5p(an_1 — o) (] () +
A—ry A—ry A—ry
/daoé(ao—x)/dalp(ao—al)/doczp(al—ocz)/---/docnp(anl—ocn)6<|€|)(an).

(5.5

Os termos imediatamente antes e apds a variagdo 6 podem ser reescritos com o uso do operador
% e da densidade de probabilidade p, respectivamente definidos pelas Egs. (2.17) e (2.10):

A—ry
5|6} /daopo /dalapao ) L") o)+

A—ry
n /da1p1 o /dOt25P - ) L") o) + - +

l V

A—ry A—ry
+/d06n—1pn—1(05n—1)/danfsp(an—l — o) Z{{|E)} (o) + L {8 ()} (x) . (5.6)

Como as varidveis de integracdao sao mudas, podemos escrever, sem perda de generalidade,

A—r, A—r
52 ((10)) / da [ dypla— 1) {po(@) 2" (1)} + pr(e) 2" )} (1) +

Iy

et o (@)L} + L8 ()} ) 57)

ou mais resumidamente,

A—r, A—ry "
8.2 {(0))} / dac [ dyspla—y {g o) L") H( >}+.$"{6<|€|>}<x>'

(5.8)
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Segue entdo a variagdo de (L):
S(LY(x)=8 Zzn ey Z L™ {{|e]) }(x)

A—ry l ry
—/da/dY5p o—7) {Z Z, ) 2" (4]) 3 )}+

+ Z L8} x) (5.9)

n=0

Invertendo a ordem dos somatorios, ficamos com

Prn—1 (Oﬂ)f"m{<!€|>}(7)} +

ry ry
. (5.10)

Contudo, temos que

Z] Y. pu (@2 ()} ) = Y pu-i(@) Y 27D} () =

Z, Pm () Zz)f"{<lf|>} =(1-2)"{po} ()1 —2) " (LN} () . (5.11)

de forma que
A—ry A—n

— [da [ ayspa-)1-2) pohe) L)) + (1-2) {8} - (5.12)

Como o operador € auto-adjunto, usamos a propriedade da funcao delta para escrever que

/dy ) HEpa— IO+ @ -2) S, (513

ou ainda,

A—ry
S(L)(x)=(1-2)" {/d75P(OCY)(L>(Y)} W+ Q=) {8 x) . 514

donde finalmente obtemos a equacdo variacional:

A —ry
S(L)(x)=(1-2)" {/d731?(067)<L>(Y)+5<£>(06)} (x) - (5.15)
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5.2 Uma abordagem alternativa

Mostraremos, a seguir, que, para garantir a consisténcia dos cdlculos da secao anterior, a
Eq. (5.15) podera ser obtida segundo uma abordagem distinta.
Vamos partir da equagao integral de Fredholm, Eq. (2.56), e aplicar o principio variacional
ali. A equacdo integral é
A—ry
(L) (@) =/p(a—X)<L>(X)dX+<|€!>(O¢)- (5.16)
ry

Fazendo uma varia¢do 6 em relagdo a p(¢), obtemos

A—ry A—ry
T T

§(1)(@) = [ Sp(a—L)(x)dr+ [ pla—08L)) et 8(Ji)(a). (5.17)

v v

onde usamos a regra da variagio do produto, pois (L) = (L)(p(¢)). Podemos entdo escrever

A—ry A—ry
s(L)(@)~ [ pla-08(L)(x)dr= [Sp(a—x) L)@ dr+8(lh(e) . (518)
Usando a defini¢ao do operador .Z na integral do lado esquerdo da igualdade, isto é:
A—ry
2l @)(@) = [ pla—olfe)ds, (5.19)
a equacdo anterior € simplificada para
A—ry
6 (L) () = Z[8(L) (x)] () = (1 = Z)[6(L)(x)](x) = /519(06 — L) (r)dy+ () (a) .
! (5.20)
Finalmente, aplicando o operador inverso (1 —.#)~! em ambos os membros, chegamos a
A—ry
S(L)(x)=(1-2)' /dYSP(Ot — VL) (7)+ () (ex) o (x) , (5.21)

V

que € a mesma equacao da se¢do anterior, como queriamos demonstrar.

5.3 Desenvolvimento da equacao variacional

Para obter a equacdo de Euler associada a este problema variacional, precisamos isolar o
termo variacional 8 p. O problema é que o argumento de 0 p na equagio acima depende de «,
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varidvel em que o operador (1 —.%)~! ird atuar. Fazendo a mudanca de varidvel £ = o — ¥ no
primeiro termo entre chaves da Eq. (5.15), encontramos

A—ry A—a—r)
[ dvspta—n)L)n = [desp(e)w)(a+o) -
v —(o0—ry)
—4 A—a—r
/d£6p(€)<L>(Oc+£) +/d€5p(€)(L>(oc+€) -
—(ot—ry) by
a—r, A—a—r
/desp(@(m(a—e)+/d£5p(z)<L>(a+z) .
Ly Lo
A=2r A—=2r,
/d£6p(£)<L>(a—£)6((a—rv)—£)+/d£5p(£)<L>(oc+£)9((l o)) =
£y lo
A—=2r,
[dtspO L)@ 0o((a—n)~0)+ L) (a+HO(R—a—r) -] (522)
Lo

onde 6(x) é a fungdo degrau de Heaviside, nula para x < 0 e igual a 1 para x > 0. O segundo
termo entre parénteses, 6 (|¢|)(a), fica entdo

a—ry A—a—ry
S6h(@) =8, | 52+ [1e— (@ —rlpt0yde+ (16— —a-r)lp(e)de
Ly )
oa—ry A—a—ry
:/[6—(a—rv)]Sp(ﬁ)dﬁ—l—/[ﬁ—(l—a—rv)]Bp(K)déz
I Lo

A=2r
/dffSP(f){[f—(Oﬂ—rv)]Q((Of—rv)—f)+[€—(l—a—rv)]e((l—a—rv)—f)} , (5.23)
A

de forma que a equagdo variacional pode ser reescrita como

A=2r
6(L)(x) =/dffsp(f)(l—3)&1(x){[<L>(05—5)—((a—g)—rv)]G((a—f)—rv)Jr
4
+ (L) (a+0)—(A—(a+0)—r)]0A —(a+£4)—ry)}. (5.24)
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Explicitando, agora, o operador (1 —.#),' (x) na forma integral, encontramos

§(L)(x) = /d€5p /a’akxa Vo—0)— (=)= r)]0((a—0)—r)

A—r
+/dock(x,oc)[<L)(a+€)—()L—(oa+€)—rv)]9(ﬂt—(oc+€)—rv) . (5.25)

Iy

Na equacdo acima, a fungéo que estd sendo variada é a densidade de probabilidades p(¢),
que ndo se anula nos extremos da integral. No entanto, sabemos que

dP
l)=— 5.26
pll)=—, (5.26)
onde P (/) é a distribui¢cdo acumulada, definida em nosso caso por
L
P(0) = / p(10))de’ . (5.27)
)
A variagdo em p({) pode entdo ser escrita como
dP doP d
== _—— P '2

com a vantagem que 8P (¢) se anula no extremo inferior da integral, pois P({y) = 0 para qual-
quer distribuicdo, e se anulard no regime de escassez de sitios, A — oo, pois P(e0) = 1 para
qualquer distribuicao.

A equagdo de Euler, associada ao problema de extremizar a eficiéncia das buscas com ponto
de partida em x, consiste em impor a condi¢do 6(L)(x) = 0. Levando em consideragdo que a
varia¢d@o estd sendo feita em 8P'(¢), isto é, na derivada da fungdo que satisfaz as condi¢des de
contorno nos extremos da integral, a condi¢cao acima implica que [64]

(1-2)5' {L) (@ —0) = (@ =) =r)]O((a—0) = 1) +
HLY(a+0) — (A= (a+0) —r)]0A—(a+b)—r)}=E, (529

ou, explicitando o operador em sua forma integral,
A—ry
/dak(% a)[(L) (e —0) = ((@=£) —n)]0((@—E) —r) +

ry

A—r
+/dak(x,a)[(L>(oc+£) A= () =)0 — () —r) =&, (5.30)
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para £y < ¢ < A —2r,, onde £ é uma constante arbitraria.

Os termos que estdo sendo operados na Eq. (5.29) correspondem a diferencas entre a dis-
tancia média total percorrida partindo de um ponto arbitrario (L) (o —¢) [(L) (o +¢)] utilizando
a distribuicao poy () e a distancia em linha reta ao sitioem x = r, [x = 41 —r,]. A Eq. (5.30)
evidencia uma convolucdo entre o operador resolvente e estas diferencas. Estas equagdes sug-
erem que caminhadas balisticas associadas a 4 — 1 podem ser mais vantajosas para vdrias
configuracdes iniciais por anularem diretamente os termos operados, irrespectivamente a agao
do operador (1 — %) (x).

De fato, cdlculos numéricos similares aos do capitulo anterior para a eficiéncia 1 vs. a
posicdo inicial x mostram que, para A = 1000, r, = ¢y = dx = 1, 0 expoente 4 — 1 maximiza a
eficiéncia da busca para qualquer caminhada partindo no intervalo 82 < x < 918, como mostram
os graficos abaixo. Os intervalos complementares ilustram a transicao entre os regimes destru-
tivo e ndo-destrutivo. Note que a medida que a posi¢do inicial do caminhante se aproxima
do sitio, a competi¢do entre realizar grandes saltos e caminhar brownianamente se intensifica,
com a solucdo 6tima representando um compromisso entre as estratégias que favorecem o re-
torno ao ultimo sitio previamente visitado e aquelas que levam a visita a sitios ndo visitados
recentemente.
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Figura 5.1 Grificos do expoente Loy € da eficiéncia associada Nopt = Nopt(Hopt) V8. a posi¢do de partida
da caminhada x. O expoente balistico 4 — 1 maximiza a busca na maior parte das configuracdes iniciais,
com 82 < x S 918. As regides complementares correspondem a transi¢ao entre os regimes destrutivo e
ndo-destrutivo.

Apesar do desenvolvimento do procedimento de discretizagcdo utilizado no capitulo ante-
rior, a solucdo (numérica ou analitica) da equacdo acima ainda nao foi possivel. Lembramos
que, possivelmente, cada posi¢do inicial se tem a ela associada uma distribui¢ao de tamanho de
passos popi(¢), satisfazendo a equagdo acima, que maximiza a eficiéncia da busca. Em particu-
lar, os casos de buscas destrutivas e ndo-destrutivas correspondem, como vimos, as respectivas
escolhas x =r, (oux=A —r,) e x = A /2. Uma forte candidata para tais distribui¢des 6timas
no regime A > r, é, evidentemente, a familia de distribui¢des de Lévy com 1 < u < 3, onde,
em tese, espera-se que Uope = Uopt (x) Entretanto, para se confirmar esta suspeita, mais esfor¢cos
devem ser envidados para resolver a Eq. (5.30), tarefa esta que entrard no rol das perspectivas
futuras a este trabalho.






CAPITULO 6

Conclusoes e Perspectivas

Na presente dissertacdo, investigamos as eficiéncias das buscas unidimensionais destrutiva
e nao-destrutiva das distribuicdes de Lévy, stretched exponential e gama. Estas dltimas, re-
centemente utilizadas para explicar dados empiricos de algumas espécies de animais em busca
por alimentos, sdo governadas pelo TLC, enquanto que a distribui¢do de Lévy, com segundo
momento divergente no regime A — oo, apresenta dindmica superdifusiva, invaridncia de escala
e fractalidade, sendo governada pelo TLC generalizado.

Calculamos analiticamente a expressdo formal para a eficiéncia de tais distribuicdes em
funcao da distancia ao dltimo sitio visitado, do raio de visdo r, e do espacamento médio entre
os sitios, A. Através de um processo de discretizagdo do espago de busca, obtivemos nu-
mericamente as efici€éncias mencionadas no regime de maior interesse em que a densidade de
alimentos é baixa, A > r,.

Nesse contexto, confirmamos que, dentre as trés distribui¢des estudadas, a de Lévy (trun-
cada) sempre levou a buscas mais (caso nao-destrutivo) ou equivalentemente (caso destrutivo)
eficientes em relacio as demais. Em particular, argumentos com base no TLC sustentam que,
mesmo no caso destrutivo, a eficiéncia da distribuicdo de Lévy deve superar a das demais no
regime A — oo. Em contraste, quando hd abundancia de alimentos, espera-se que as vantagens
conferidas pelas distribuicdes de Lévy percam relevancia, de modo que estas se tornam tao (ou
mesmo menos) eficientes quando comparadas as distribui¢des governadas pelo TLC.

Como perspectivas a esta parte da dissertacdo, mencionamos a possibilidade de andlise de
outras distribuicdes relevantes, tais como a log-normal e a stretched exponential combinada
com lei de poténcia, por exemplo. De fato, a extensdo para tais distribui¢cdes ndo devera se
constituir em tarefa muito complicada, uma vez que as partes analitica e numérica da técnica ja
se encontram controladas. Pode-se, ainda, estender a presente andlise ao estudo detalhado de
outros regimes de abundincia de alimento, via a variagdo no valor da razdo A /r,. Além disso,
serd interessante também alcangar o limite de maiores A, com a perspectiva de aquisicdo de
madquinas com maior capacidade de memoria RAM.

Finalmente, desenvolvemos também, via cdlculo variacional, a equacdo de Euler do prob-
lema, cuja solucdo, se existente, permitird identificar qual distribui¢do, dentre todas as infinitas
possibilidades, gera a busca mais eficiente, dado um determinado ponto de partida conhecido.
Envidaremos esfor¢os, no futuro préximo, no sentido de obter tal solu¢do, quer numérica,
quer analiticamente. Sem duvida, tal feito, se logrado com éxito, constituird uma relevante
contribui¢do para responder a questdo de qual estratégia de busca deve ser adotada quando
se tem informacao limitada acerca do espago onde os sitios-alvo encontram-se aleatoriamente
distribuidos.
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