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RESUMO

Neste trabalho investigamos as propriedades de confinamento de um fio polimérico de
comprimento L e diametro ¢ injetado em cavidades quase bidimensionais de volume XY (.
Realizamos uma extensiva analise experimental para determinar o comprimento maximo
de fio injetado, até o limite de empacotamento rigido, em funcao do nimero total de lagos
formados na estrutura final e das dimensoes da cavidade, Lz (Npaz, X,Y). O ntmero
de lagos nos fornece uma idéia de quanto o fio dobrou aproveitando o espago disponivel
e tratamos esta quantidade como uma variavel independente governada pelo material
do fio ou arame. Adicionalmente, examinamos a influéncia da presenca de n obstaculos
circulares méveis neste processo e discutimos a diferenca entre nossos resultados e os
resultados apresentados recentemente na literatura para obstaculos fixos. As diversas leis
de escala obtidas nos conduzem a uma expressao geral que sumariza todos os resultados
experimentais reportados neste trabalho: L., — X = kNS, Y com a =0,7+0,1. Re-
visitamos o modelo hierdrquico de empacotamento de fios a fim de obter uma contagem
de estados acessiveis ) para o cdlculo de um limite superior para a entropia do sistema
S ~log ). Tendo o regime eldstico como ponto de partida, a energia ¢; armazenada em
um lago de curvatura (%) éeg;~ (%)2, entao a energia total E = Y N;g; é calculada,
usando os valores de N; apontados pelo modelo hierdarquico. Usando este resultado e
a entropia podemos esbocar a termodinamica deste sistema. Ao longo de toda a dis-
sertacao, contextualizamos os resultados em relacao a fisica ja conhecida do processo de

empacotamento de arame em cavidades 2D, bem como possiveis aplicacoes, e apontamos

diversas perspectivas de continuacao dos estudos.

Palavras-chave: Empacotamento de fios, sistemas 2D, propriedades elasticas, equagoes

de estado.
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ABSTRACT

In this work we investigate the properties of confinement of a polymer rod with
length L and diameter ¢ injected into quasi-two-dimensional cavities of volume XY(.
Extensive experimental effort was performed to determine the relationship between the
maximum length of wire injected, up to tight packing, as well as the total number of
loops formed in the final structure and the size of the cavity, Laz(Nmaz, X,Y). The
number of loops gives us an idea of how the rod bends using the available space and
we treat this amount as an independent variable governed by the material of the wire
or rod. Additionally, we examined the influence of n circular obstacles in this process
and discuss the difference between our results and the results recently presented in the
literature for fixed obstacles. The various scaling laws lead us to a general expression that
summarizes all the experimental results reported in this work: L., —X = kN, Y with
o =0,7£0.1. We revisit the hierarchical model of packing of wire in order to get a count
of accessible states €2 for the calculation of an upper bound for the entropy of the system
S ~ log 2. With the elastic regime as a starting point, the elastic energy ¢; stored in a loop
with the curvature <T—1Z> is € ~ <7%>2, then the total energy F = Y N;&; is calculated
using the values of N; indicated by the hierarchical model. Using this result and the
entropy, we outline the thermodynamics of the system. Throughout the dissertation, we
contextualize the results in relation to the physics of wire packing process in 2D cavities,

and its possible applications, and point out different perspectives of further study.

Keywords: Wire crumpling, 2D systems, elastic proprieties, state equation
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

O processo corriqueiro de amassar uma folha de papel antes de jogar no lixo, ou
mesmo o dobrar da fiacao de um eletrodoméstico antes de guarda-lo, sem duvida se trata
de fisica. Uma folha de papel A4 nao deixa de ser de papel quando amassada a forma quase
esférica, mas a estrutura geométrica é diferente e as propriedades ligadas a geometria,
como compressibilidade, também se comportam de maneira diferenciada. Uma fiacao
quando guardada em forma ordenada ocupa menos espaco, mas a preco de se tornar mais
rigida. As propriedades do material ndao se alteram por motivo de amassamento, mas
as propriedades do corpo apresentam comportamentos distintos dependendo do nivel de
deformacao.

A primeira tentagao de um fisico que se inicia no problema seria aplicar a teoria
da elasticidade. No entanto, nos problemas mais comuns de amassamento as formas
mudam & menor aplicacao de forca e as equacoes da elasticidade para sistemas de formato
variavel se apresentariam bastante complexas [1]. Deve-se citar, por completeza, que os
processos de amassamento apresentam dependéncia direta com a impenetrabilidade da
matéria. Este ingrediente impede o colapso a um volume infimo e tornaria o problema
de elasticidade associado impraticavel.

A partir dos anos 80 foram realizadas diversas analises de objetos da natureza, tais
como nuvens, rios, arvores, sob o olhar da teoria fractal [2, 3]. Dentre esses estudos,
verificou-se que a estrutura de uma bola feita de uma superficie amassada (figura 1.1a) se
apresentava com um comportamento fractal [4]. Assim nascia o estudo de amassamento,
que abordou poucos anos depois estruturas como fios metélicos deformados ao formato
esférico (figura 1.1b)[5].

Amassamento de fios, cordas ou filamentos, é possivel em duas ou em trés dimensoes
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(a) (b) ()

Figura 1.1 O estudo de amassamento, que se iniciou com superficies, pouco tempo depois se

estendeu para fios.

devido a topologia da linha ser dp = 1 e vivermos em um espaco euclidiano de dimensao
E = 3. No presente trabalho, trataremos exclusivamente de fios injetados em cavidades
2D (figura 1.1c), estendendo o que vem sendo feito desde poucos anos atras [6]. Neste
tipo de processo, é possivel identificar padroes geométricos de dobras, cuja unidade basica
sdo células formadas por estruturas bidimensionais fechadas [7] que se espalham pela
cavidade, e que denominamos lagos (ou alcas). Deste ponto de vista, todo o padrao é um
empacotamento de lacos heterogeneamente distribuidos em posicao e tamanho.

A ciéncia do empacotamento, em contraste com a teoria fractal, remonta a milénios
de conhecimento. Ela nos auxiliou a entender a disposi¢do geométrica de cristais [8] e
teorizar diversas maneiras de melhor ocupar o espago d—dimensional [9].

Neste capitulo sumarizamos os principais conceitos que vem sendo utilizados para es-
tudar o amassamento de fios em cavidades bidimensionais. Na préxima se¢ao dicutiremos
o empacotamento de discos. Na secao final apontaremos conexdes entre os problemas de

amassamento com fisica de matéria macia.

1.1 EMPACOTAMENTO DE DISCOS

Uma questao tipica e famosa de um problema de empacotamento 2D é como se dispor
discos de igual tamanho tal que o aproveitamento do plano seja o melhor possivel. Para

responder esta questao usamos a razao, entre a area ocupada pelos discos e a area total,
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que € conhecida como fragao de empacotamento:

_ Adiscos (1.1)

Para exemplificar um problema simples e basico de céalculo de fracao de empacota-
mento, suponha que se cubra o plano com discos de raio a numa rede quadrada. Cada
disco toca os quatro discos vizinhos, nos quatro sentidos cardiais, em uma estrutura que

se repete indefinidamente por todo o plano.

R R
R
R R RS
R R 2RO
R R 2R

R R R R R s
GRS
R R R DD RN PR
G Ree el
SRR R R
G Ree Rl R

Figura 1.2 Empacotamento de discos em rede quadrada

Nesta configuracao, temos uma drea infinita coberta por infinitos discos (area wa?) e &
mostra em infinitas brechas (espagos entre quatro circulos). No entanto, existem padroes
minimos que se repetem e cobrem todo o plano; escolhendo um padrao desses, é possivel
calcular a fragdo de empacotamento. Seja um quadrado de lado 2a que compartilha
o centro com um disco qualquer da rede (figura 1.2). O quadrado é um dos elementos
matematicos, deste caso, que reproduzem o que acontece por todo o plano. Este quadrado
contém um tnico circulo e tem 4rea 4a?, de forma que a fracao de empacotamento no

quadrado é:
G
P= e 1
Tomando N quadrados deste, temos N circulos. Com N — oo cubrimos todo o plano;

assim os circulos ocupam uma fracao p = = ~ 0.7854 do espaco disponivel.

™
4

Em duas dimensoes, a maior fracao de empacotamento de discos é obtida se dispondo
os discos em rede hexagonal, onde cada um toca seus seis discos vizinhos. Nesta con-

figuracao, a menor célula que repetida indefinidamente pode preencher o plano e nos
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Figura 1.3 Rede hexagonal p ~ 0.91

permite calcular a fracdo de empacotamento é um triangulo equilatero de lado 2a que
une os centros de discos vizinhos (figura 1.3). A fragao de empacotamento associada é
p= 2—\% ~ 0,9069.

Aparentemente, a disposicao que tem maior fracao de empacotamento é aquela onde
os discos tocam o maior nimero de vizinhos. Isto foi provado verdadeiro em duas di-
mensoes, mas a duvida permanece para dimensoes elevadas. O problema de quantas
esferas d—dimensionais podem tocar uma esfera central é conhecido como o problema
da osculacao e estd associado com o problema do cédigo esférico, que questiona quan-
tos pontos podem ser colocados na superficie de uma esfera, no espago d—dimensional,
com uma separac¢ao angular minima de 7/3 rad. Em duas dimensoes todos trazem como
solugao a disposigao que apresenta maior fracao de empacotamento [9].

Hé estudos de empacotamento de discos e esferas de diversos tamanhos (distribuigoes
polidispersas) e de estruturas de formas geométricas variadas [10]. Estes ricos proble-
mas matematicos sao importantes em ramos da industria e da ciéncia, tanto em pesquisa
tedrica, quanto em pesquisa experimental e tecnoldgica. Teorias de fluidos, vidros, cris-
tais, estruturas granulares, filmes moleculares e espumas sao baseados em problemas de
empacotamento.

Na literatura de amassamento [6] de fios em 2D, a fragdo de empacotamento é definida

se respeitando a equacao 1.1:
Afios CL
p= = — 1.2
Atotal A ( )

onde L é o comprimento total de fio injetado e ( é sua espessura. E interessante notar que

esta expressao é uma adimensionalizacdo do comprimento L. Com ela é trivial escrever

o limite fisico p — 1 = L — A/( para o comprimento total injetado.
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1.2 MATERIA MACIA

Nao s6 o estudo do amassamento traz grandes complicacoes a aplicacao da teoria
da elasticidade. Sistemas de cadeias poliméricas longas, coldides, emulsdes, membranas e
cristais liquidos sdo exemplos de fisica de grande interesse bésico, além do interesse tec-
nolégico e industrial, que trazem ingredientes extras [11]. Os problemas de amassamento
tem analogias diretas com estes sistemas, de maneira que o entendimento de um pode
ajudar o esclarecimento de questoes relativas aos outros. Como exemplo disto, na litera-
tura de amassamento, diversos argumentos de escala surgem como aplicacao da teoria de
campo médio para polimeros. Adicionalmente, a molécula de DNA, enquanto compac-
tada numa cépsula viral (figura 1.4), por exemplo, vem sendo modelada com resultados

de estruturas geométricas obtidas no amassamento de fios [12, 13].

Proteina G

Proteina F Matriz

DIembrana

mucleocapsideo

Figura 1.4 Modelos com estruturas amassadas para empacotamento de DNA em cédpsulas

virais e polimeros em capsulas sintéticas

No préximo capitulo trataremos de rever os principais resultados obtidos para o
amassamento de fio em cavidades 2D. No capitulo 3 apresentamos resultados de no-
vas experiéncias de amassamento de fio polimérico em cavidades retangulares de arestas
fixas, mas controldveis, explicitando novas leis de escala para o problema, como uma
dependéncia inédita do comprimento total de fio injetado com a area da cavidade. Tra-
taremos da injecao de fio plastico em cavidades com n discos méveis no capitulo 4. No

quinto, utilizamos o arcabougo da mecanica estatistica para cdlculo de entropia e equacao
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de estado para amassamento de fio em cavidades 2D. No ultimo capitulo discutimos os

principais resultados e as perspectivas para novos trabalhos.



CAPITULO 2

ARAMES AMASSADOS EM DUAS DIMENSOES

Embora com um conhecimento de menos de uma década, diversas leis de poténcias
caracterizando a morfologia e a geometria da estrutura que resulta do empacotamento de
arames em cavidades circulares foram determinadas e estudadas [14, 15]. Neste capitulo,
revisaremos alguns aspectos importantes do problema proposto inicialmente e algumas

leis de poténcias que tém se mostrado robustas.

2.1 FRACAO DE EMPACOTAMENTO

No6s e cruzamentos de diferentes partes de um mesmo fio sao eventos tridimensionais.
Numa cavidade bidimensional com uma unica camada de fio estes dois tipos de ocorréncias
ou defeitos ndo mais estao presentes.

Em varios desses experimentos com fios compactados em cavidades 2D, o fio é injetado
simultaneamente por dois canais de inje¢ao que formam um angulo 6 entre si (figura 2.1a),
geralmente a uma velocidade baixa e constante v &~ lem/s em cada canal. Uma vez que
os resultados dependem fracamente deste angulo, os principais resultados e estudos sao
para 8 = mwrad. Os resultados também nao dependem da velocidade v de injegao, ao
menos para v compativel com injecdo manual.

Enquanto vai sendo injetado, o arame se dobra e avanca gradualmente na direcao
perpendicular ao eixo de injecao estacionando apenas quando alcanca a borda da cavi-
dade. O avanco é transferido para os membros secundérios que se unem formando o
primeiro contato fio-fio e, nesta configuracao, o fio demilita uma curva fechada simples
que denominamos lagos (figura 2.1b).

Com o progresso da injecao, novos contatos vao surgindo formando novos lagos. En-
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(a) (b) ()

Figura 2.1 Primeiras etapas do processo do amassamento do fio de cobre

quanto o comprimento total injetado vai saturando o volume disponivel da cavidade, a
injecdo se torna mais e mais dificil (figura 2.1¢). Quando a for¢a do injetor nao é capaz de
introduzir mais arame na cavidade, diz-se que se alcan¢ou o empacotamento rigido (tight
packing). A figura geométrica resultante com arames de cobre apresenta estrutura com-
plexa e heterogénea de lagos, contatos e espagos vazios (figura 1.1c). No empacotamento

rigido se encontrou:
_ SLm
TR2

onde L,, é o comprimento maximo injetado e Ry é o raio da cavidade circular.

D = (0.140 4+ 0.006 (2.1)

Os fios de solda (SngoPbg.4o) sdo mais plasticos, permitem a formagao de uma quan-
tidade elevada de lacos e alcancam uma fracao de empacotamento maior do que se obtém
com fios de cobre [12]. A figura 2.2 nos permite ver que se formam muitos lagos pequenos
e poucos lacos grandes, sugerindo aplicacao de distribuicoes fractais ao problema.

O processo de amassamento de fio, em geral, é irreversivel, ou seja, quando as paredes
sdo liberadas, o fio nao se rearranja recuperando completamente a energia do empacota-
mento. Neste sentido, observa-se que o amassamento do fio de solda é mais irreversivel
do que o amassamento dos arames de cobre, que costumam liberar a energia eldstica
armazenada quando as paredes da cavidade sao removidas.

Mais recentemente, se discute a existéncia de uma morfologia carente de distribuigoes
de lagos (figura 2.3 e 2.4). A estrutura espiral acontece quando o coeficiente de atrito é
muito baixo e a plasticidade do material é razoavelmente alta. Nao foi relatado nenhum

limite numérico para a fracao de empacotamento desta morfologia, sendo conjecturado
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Figura 2.2 Fio de solda (PbggpSng.40) apdés amassamento em uma cavidade circular. Depois

de removida a cavidade o fio ndo recupera a energia do empacotamento. [12]

Figura 2.3 Com baixissimo coeficiente de atrito, surgem morfologias espirais. A figura re-
presenta a secao transversa de uma folha plastica que passa, enquanto puxada, por um anel

circular. [16, 15]

que no limite de grandes cavidades se tem p,, ~ 1 (disposi¢ao que maximiza a fragao de
empacotamento) [16, 15].

Os padroes geométricos obtidos com o arame de cobre sao enquadrados como cldssicos
por corresponderem aos primeiros obtidos na literatura, os lagos estao essencialmente dis-
postos proximos as bordas da cavidade. Os padroes chamados de pldsticos correspondem
a maiores densidades de lagos que se observam devido a um maior grau de desordem, isto

é, os lagos sao mais distribuidos pela area da cavidade, como acontece para fios de solda

15].
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0 1 . : : )
* * * .
* * ok k_"!
0.1 ldsti S *
plastico N
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Figura 2.4 Diagrama de fases morfoldgicas (Classica, plastica e espiral) tendo como parametros

o coeficiente de atrito e a plasticidade [15].
2.2 DIMENSAO FRACTAL

Uma das propriedades fisicas mais basicas quando se trata de objetos com algum grau
de isotropia estatistica é a relagao entre a massa do sistema M (R) dentro de um circulo
de raio R:

M(R) ~ RP (2.2)

Para as medidas com arames amassados em cavidades 2D, o expoente D coincide com o
expoente do método da contagem de caixas [3], onde se cobre a estrutura a ser analisada

com N (e) quadrados de lado € e se obtém uma lei do tipo:

/

N(e) ~eP (2:3)

onde o expoente D' # E é a dimensao fractal (E é a dimensao euclidiana onde o sistema

estd mergulhado). Para o fio de cobre amassado em cavidade bidimensional, tem-se:
D=D'=19+0.1 (2.4)

A dimensao fractal reportada acima se refere ao empacotamento rigido, ou seja,
quando nao é possivel a injecao do arame por processos manuais. Pode-se obter a di-

mensao de massa ou de caixas para um empacotamento intermedidrio, onde se pode
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estudar a dependeéncia do expoente D,y (chamado de dimensao efetiva) com o nivel de
empacotamento do sistema, p.

Uma vez que para este problema E = 2, nao se pode afirmar em absoluto, perante
a equacao 2.4, que os padroes de amassamento no empacotamento rigido sao ou nao
estruturas fractais. O valor encontrado acima nao mostrou dependéncia com o angulo 6
entre os canais de injegao ou com a velocidade de injecao v [14].

As expressoes 2.2 e 2.3 foram aplicadas também sobre o suporte onde a energia elastica
do arame de cobre é armazenada [17]. Uma vez que a energia eldstica é maior nos pontos
de menor raio de curvatura, esta regiao é mapeada e, sob aplicacao das equagoes 2.2 e

2.3 se estabeleceu que o suporte S onde a energia elastica é concentrada tem dimensao
Ds=10=£0.1 (2.5)

ou seja, tem-se o fenomeno de condensacao da energia elastica em um suporte de dimensao
menor que a dimensao de massa do sistema.
Como ilustracao do que as equagoes 2.4 e 2.5 nos relatam, considere um modelo de

amassamento ordenado em cavidade retangular (figura 2.5).

Figura 2.5 Amassamento ordenado em cavidade retangular, p =~ 1.

O fio se dobra sem deixar brechas desde o inicio até o fim da cavidade, fornecendo uma
fracao de empacotamento p,, =~ 1 e mantendo todas as dobras no perimetro da cavidade.

Esta configuragao exibe claramente que a massa do fio se distribui pela area (D = 2)
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enquanto o suporte da energia eldstica(as dobras) corresponde ao perimetro (Ds = 1) da

cavidade.

2.3 NUMERO DE LACOS

Com uma cavidade transparente, é possivel contar diretamente o nimero de lacos, seja
durante a realizacao da experiéncia, seja com fotos tiradas durante a injecdo de arame.
Estudou-se a evolucao da quantidade de lagos N em funcao da fragdo da area p ocupada
pelo arame (ou seja, em fun¢ao do comprimento L total dentro da cavidade). Uma vez
que se injeta o fio a uma taxa aproximadamente contante, v &~ 1cm/s, estes resultados

exibem o comportamento dinamico da formagao de lagos.

100

~101-

Figura 2.6 Numero de lagos em func¢ao da fragdo da drea coberta pelo arame. A curva continua

representa a dependéncia obtida usando o modelo hierdrquico (equacao 5.6).

A experiéncia se inicia com o fio relaxado passando pelos dois canais de injecao e sem
nenhuma dobra. Com o aumento da fragao p de area ocupada pelo fio, mais e mais lagos
se formam. Para o inicio do processo de empacotamento, p < 0,032, se observa uma alta
taxa de formagao de lagos; quando p =~ 0,032 o nimero de lacos estaciona. Com isto o
aspecto da regiao p < 0,032 é de um ombro (figura 2.6). Uma lei de poténcia é observada
para a regiao p 2 0,032, onde:

N(p) ~p” (2.6)
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Figura 2.7 Numero de lagos em fun¢ao de um comprimento do arame normalizado. Simulagao

computacional.
com v = 1,8 £ 0,2. A injecdo de arames por simulacao computacional rendeu um
expoente v = 1,75 + 0,03, para arames na morfologia cldssica (arame de cobre), e

v = 1,85 + 0,04, para fios amassados de morfologia plastica(Pbg40Snggo)(figura 2.7).
Para a morfologia espiral, um par de lagos surge logo no inicio da injecao e enquanto o
fio vai sendo inserido na cavidade estes lacos giram em torno do centro da cavidade. Nao
hé formacdo de outros lacos e, por isto, ndo é detectada nenhuma lei de poténcia. A
expressao 2.6 nos reporta que o nimero de lagos N(p) depende da quantidade de fio p.
Uma vez que a variavel controlada neste experimento é o comprimento do fio, a equacao
acima faz todo o sentido. Existe, no entanto, uma proposta “inversa” onde a fragao final,
Pm, depende do nimero de lagos existente na geometria final (empacotamento rigido).
Daremos atencao a esta nova proposta no proximo capitulo.

No capitulo 5, revisaremos um modelo hierarquico que descreve o comportamento do
nimero de lagos com o comprimento total de fio injetado (ou a fragdo de empacotamento).
Com ele, tracamos a linha continua mostrada na figura 2.6, além de realizamos novos

calculos de grandezas relevantes para a fisica do problema.
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2.4 CAVIDADES COM PINOS FIXOS

Em 2010, surgiu um trabalho onde uma cavidade quadrada de lado Ly é preparada
com n obstaculos (pinos) fixos, feitos com pregos de mesma espessura ¢ do arame [21]
(figura 2.8). Divide-se a drea da cavidade em n quadrados e se posiciona um pino no
centro de cada um, Agyadrado = ? = %g O objeto de estudo é a fracdo de empacotamento
méxima p(n) e a quantidade de lagos N(n) que se formam no empacotamento rigido, em

fungao da quantidade de pinos na cavidade.

Figura 2.8 Amassamento de arames Pbg40Snggy em cavidade quadrada com n = 9 discos

dispostos em rede quadrada.

Dois efeitos surgem nesta nova configuragao: o primeiro é uma reducao na area livre
para o fio. Cada pino tem area A,;,, = ”T@, de maneira que o empacotamento do arame
na cavidade compete com o espaco livre na rede quadrada de obstéculos fixos. O segundo
efeito ¢ uma mudanca da topologia. Todos os problemas anteriores de amassamento de
arames foram realizados em cavidades simplesmente conexas, com dominios bem com-
portados. A presenca de buracos no dominio aparenta ter um efeito arrasador, diferente
da simples reducao da érea.

Neste novo estudo, é importante salientar que todas as medidas sao obtidas no regime
de empacotamento rigido, tendo a quantidade de obstaculos como parametro; o estudo
nao é dinamico. A fracao de empacotamento e a quantidade de lacos dependem da

quantidade de discos. Aqui apresentaremos apenas os resultados para a fracao da area.
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O comportamento de p(n) segue duas leis de poténcias do tipo:

-8

p(n) ~n (2.7)

onde se encontrou, para o fio de solda, 5 =0,23+0,03emn < 16 e = 0,88+0,06 em
n > 16 (figura 2.9).

pin)
=]
T
|

001 | L PR W i | ') i kg ]l

Figura 2.9 p(n) em fungao de n para o Pbg 40Sng 60

Com baixa densidade de pinos, o fio pode se dobrar por toda a cavidade e os “driblar”.
O fio tem acesso a toda a drea A — nA,,. No entanto, a medida que a quantidade de
pinos chega préxima de um determinado valor nymie, 0 fio perde a capacidade de se
infiltrar entre dois pinos e fica “preso” em uma coluna (regime colunar).

Uma maneira de estimar nynie € supor que a largura minima para manter o fio em
uma coluna, ljmie, seja m vezes maior que o diametro do fio, e = m(, assim a

quantidade de pinos para esta configuracao é

Niimite = | —= .
mg

Visualmente é possivel estimar uma valor m ~ 10 que inplica ngm,ie = 100 para o fio de
solda ¢ = 1,5mm em uma cavidade de lado Ly = 150 mm. Isto pode ser visto, na figura
2.9, através dos dois pontos além de 1y = 100. Eles estao no regime colunar e deve
se notar que a funcao p(n) aparenta ter saturado (uma vez que p(144) = p(196)).

Este recente trabalho nos motivou a realizar uma experiéncia de amassamento de

arames em cavidades 2D com obstaculos moveis, que sera discutida no capitulo 4. Se os
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obstaculos sao mdveis, a contribuicao da area continua sendo importante, mas a cavidade

nao deixa de ser simplesmente conexa com a inser¢ao de discos moveis.

2.5 OUTRAS LEIS DE POTENCIAS

Neste capitulo apresentamos os principais resultados pertinentes para o nosso trabalho.
Alguns estudos, como a distribuicao de tamanho dos lagos, o nimero de contatos fio-fio e o
nimero de contatos lago-lago, sao encontrados na literatura [14]. Existem diversas outras
pesquisas com amassamento de arames em cavidades circulares. Por exemplo, se estuda
experimentalmente a deformacgao do padrao geométrico no empacotamento rigido pela
aplicagdo de uma forga axial [18]. Com simulagao computacional, se determina a forga
de aplicac@o no fio durante a injecao [15]. Um interessante estudo da difusdo anémala
de caminhantes aleatdrios sobre o arame amassado traz estreitas conexoes com o calculo
da resisténcia elétrica da estrutura [19]. Com fisica tedrica, ja se aplica mapeamento
conforme e analogias com gravitacao 2D com o problema de amassamento de arames
[20], as relagOes obtidas reproduzem a equagao 2.6 com vy = %, que estd em razodavel

concordancia com os resultados experimentais e simulacionais.



CAPITULO 3

FIO POLIMERICO EM CAVIDADES 2D

Para realizar o experimento de amassamento de fio polimérico, cavidades retangulares
foram utilizadas. Essas cavidades foram construidas com duas chapas transparentes de
acrilico de 22 x 42 x 0,9 cm® sobrepostas com espacadores de madeira de 1 x 0,6 cm?
e fixas com prendedores nas bordas. O canal de injecao é tnico, localizado no centro
de uma das arestas menores e o fio utilizado, com didmetro ( = 0,5cm, se dobra com
facilidade formando padroes bidimensionais. O fio é injetado com as maos a uma veloci-
dade baixa da ordem de 1c¢m/s até alcangar o empacotamento rigido, onde cada medida
é tomada: conta-se o numero de lagos, tira-se uma fotografia (camera digital OLYM-
PUS C-3040ZOOM) e depois se mede o comprimento total injetado (com uma trena).
As fotografias foram tiradas para se conferir as caracteristicas geométricas do padrao de
amassamento, sem pretensao de servir para analises de processamento de imagens. Folhas
de papel A4 foram utilizadas como plano de fundo para destacar o fio por constraste e
uniformizar a aparéncia da cavidade; entre os prendedores e a cavidade também se usou
tiras de folhas A4 para evitar arranhar o acrilico.

Uma vez que a cavidade pode ser rapidamente desmontada, séries de 10 medidas
equivalentes para diferentes dareas foram tomadas a fim de constituir um estudo detalhado
do empacotamento rigido de um fio polimérico em uma area na qual o mesmo é forcado
a se adaptar. Apos cada medida, o fio é retirado, limpo e "restaurado” (Esticando-se a
regiao que foi amassada do fio e passando um guardanapo para remover as irregularidades
do amassamento), de forma que o mesmo trecho de fio é novamente inserido na cavidade
para a realizacdo de nova medida. Durante todas as medidas o fio ndo demonstrou sinal
de fadiga devido a essas manipulagoes, como veremos a seguir.

O quociente entre as medidas das arestas de um retangulo é chamada de razao de

17
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lch: Y=20cm 22 cm

X=40cm

42 cm
Figura 3.1 Vista superior da célula de acrilico usada no experimento descrito neste capitulo.

aspecto. Por exemplo, um quadrado é um retangulo de razao de aspecto 1, isto é, seus
lados sao iguais. Dois retangulos de mesma razao (ou rela¢ao) de aspecto B tém a mesma

aparéncia, sendo um uma copia reescalada do outro.

B = v (3.1)

onde X ¢é a profundidade e Y é a largura do retangulo ou, no presente caso, da cavidade

retangular (figura 3.1). Por outro lado, a drea é dada por
A= XY, (3-2)

de maneira que {A,B} determinam um tnico retangulo (como {X,Y}). A razao para
chamarmos X de profundidade é lembrar a direcdo na qual o fio é inserido: o canal de
injecao ¢ localizado na metade da menor aresta.

A figura 3.2 exibe um padrao tipico obtido no amassamento de um fio polimérico em
uma cavidade retangular plana de drea A quando o mesmo é inserido por um tinico canal
de injegao. O fio dobra formando padrdes de lagos (ou algas) que se distribuem pela
cavidade com tamanhos e posicoes variadas.

A figura obtida para o empacotamento de lagos em cavidades retangulares apresenta
maior ordem direcional do que os padroes para cavidades circulares reportados na lite-
ratura (reveja as figuras 1.1c, 2.2 e 2.8 para comparacoes). Em particular, as imagens
tipicas continuam sugerindo um gradiente de tamanho dos lacos a medida que estes se

afastam do canal de injecao.
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Figura 3.2 Amassamento de fios em cavidades com area 800 cm?.

O objetivo deste trabalho é estabelecer uma relagdo entre o comprimento maximo
de fio injetado na cavidade, o numero total de lagos formados e a area da cavidade. A
realizacao experimental consiste em duas partes: cavidades com mesma razao de aspecto
e cavidades com mesma profundidade. Os resultados nos permitem usar uma tnica
expressao para descrever os dois tipos de experimento e é uma das principais propostas

deste trabalho.

3.1 CONSTRUCAO 1: INJECAO DE UM FIO EM CAVIDADES COM RAZAO
DE ASPECTO FIXA

Na primeira etapa da experiéncia, a razao de aspecto B = 2 é a mesma para sete
cavidades de diferentes areas onde o fio é inserido. Com as placas de acrilico é possivel
uma area maxima de A = 800 cm? e desejamos um estudo com duas décadas de variacao.
Escolhendo, com isto, a cavidade minima com A = 8c¢m?, interpolamos 5 medidas em
progressao geométrica (que mantém os pontos equidistantes em um gréafico logaritmo),

obtendo as dimensoes para as cavidades (veja a tabela 3.1).

Afem?) | 8 18 405 84,5 200 392 800
Y(em) |2 3 45 65 10 14 20
X(em) |4 6 9 13 20 28 40

Tabela 3.1 Dimensoes das cavidades usadas na primeira construgao
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Para ilustrar que a injecao da mesma peca de fio polimérico nas cavidades nao interfere
nas caracteristicas principais (nao ”viciam”o fio de algum modo), plotamos um grafico
do comprimento total injetado em fungao da vez da medida (figura 3.3). Apenas para
cavidades de 800 cm? o comprimento que é injetado mostra uma tendéncia de relaxacao.
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Figura 3.3 Dependéncia do comprimento total injetado com a vez em que a medida foi tomada

para cavidades com B = 2.

Contrariando a tendéncia da literatura, por simplicidade, vamos estudar o compri-
mento total injetado L,, sem “adimensionalisar” para a fragdo de empacotamento p,,.
Neste capitulo e no préximo omitiremos o indice “m” por tratarmos exclusivamente do
empacotamento maximo (tight packing). Se for necessaria alguma andlise com a frac¢ao
de empacotamento, podemos usar a equacao 1.2 com A = XY.

A figura 3.2 mostra um padrao geométrico tipico da situagao de um fio injetado numa
cavidade retangular de drea 800 cm? até o empacotamento rigido. Nas figuras 3.4(a-f) sao
mostrados os padroes obtidos sob as mesmas circunstancias para as cavidades construidas
com razao de aspecto B = 2.

Para cavidades mais espagosas, como mostrado nas figuras 3.2, 3.4a e 3.4b, o padrao
geométrico do amassamento de fio apresenta alguns lacos que nao alcancam a borda
da cavidade, o que aumenta a complexidade da figura. Com menos espaco disponivel
para dobra de fio, os lagos que sao formados se dispoem acompanhando o perimetro da

cavidade (figuras 3.4c a 3.4e). Para uma cavidade muito pequena, como se pode ver
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(c) 84,5cm? (d) 40,5 cm?

(e) 18cm? (f) 8cm?

Figura 3.4 Amassamento de fios em cavidades com relacao de aspecto B = 2
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claramente na figura 3.4f, nao é observada a formacao de lacos.

3.1.1 Resultados e discussoes

Com o aumento do comprimento de fio injetado, L, na cavidade, a quantidade de
lagos, N, aumenta gradativamente, sendo natural esperar uma dependéncia N = N(L).
No entanto, o que limita o comprimento que podemos inserir dentro da cavidade? A
resposta intuitiva para esta pergunta é a geometria e as caracteristicas de auto-exclusao
(impenetrabilidade). Estes aspectos dependem de como os lagos se dispoem pela cavidade
e da distribuicao de tamanhos que ocupam na area disponivel. Com este argumento, espe-
ramos que no empacotamento rigido, o comprimento total seja uma funcao da quantidade

total de lagos inseridos na cavidade.
L=L(N)

Para indicar a idéia mais claramente, considere uma viga de ago de diametro ¢ <
0,5 cm. Ao ser inserida na cavidade de area A a viga rigida nao pode dobrar e passa reto,
tocando a outra extremidade da cavidade, tem-se L(N = 0) = X. Uma viga mais fina ou
fragil permite uma dobra, alcangando a borda lateral da cavidade, de forma que é possivel
inserir um comprimento maior. Assim, a quantidade de lacos, que é uma medida de como
o fio se dobra, deve depender das caracteristicas do material do qual a viga e o fio sao
feitos. Se for um material mais maleavel haverd mais lagos e, por isto, consegue-se inserir
um comprimento maior de fio. Com este intuito levantamos os gréficos do comprimento
total injetado L em funcao do nimero de lacos N formados dentro de uma cavidade de
area A.

Na figura 3.5 mostramos o resultados de todas as medidas tomadas nesta experiéncia.
Nota-se um agrupamento e uma tendéncia comum as medidas com mesma area. O leitor

pode notar que nao estamos fazendo médias estatisticas !. Os dados da figura 3.5 sugerem:

L= C(A)N*A (3-3)

'Um tratamento de médias serd discutido na secdo 3.4
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Figura 3.5 Comprimento maximo injetado em cavidades com razao de aspecto fixa em fungao

do numero total de lagos

Com cada conjunto de pontos com mesma &rea obtemos um expoente «(A) e uma
constante C'(A), além de um valor médio para o nimero de lagos, N, e para o comprimento

injetado, L. Na tabela 3.2 sao apresentados os valores encontrados de a(A) e log C(A).

Area (em?) a(A) log C(A)
800 0,69+ 0,03 | 1,71+ 0,05
392 0,754+0,09 | 1,5+0,1
200 0,740,1 | 1,4+40,1
84.5 0,70 + 0,08 | 1,21 + 0,09
40,5 0,64+0,1 | 1,1+0,1
18 0,43+0,06 | 1,02+0,03

Tabela 3.2 Expoente a(A) e log C(A) obtidos com o programa OriginPro 7.5 para as medidas

com cavidades de razao de aspecto fixa, B = 2.

Os valores do expoente encontrados na tabela sao iguais dentro dos erros estatisticos,
indicando que o valor de a@ deve nao depender da area da cavidade, A. Para cavidades

de 18 cm? o expoente é menor possivelmente a influéncia do limite fisico de cavidades
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muitos pequenas (cavidades com é&rea 8 cm? nao formam lagos). Apesar disto, tiramos

uma média entre todos os valores apresentados na tabela, obtendo:
Ly=C(A)N®, «a=0,6540,09 (3.4)

Note que se tirarmos a média entre as 10 medidas antes de fazer esta andlise perdemos
a informacao de como o nimero de lacos influencia o comprimento total injetado em
uma area A fixa. A constante C'(A) na equagao 3.4 depende da &drea e para obtermos
seu comportamento, tiramos uma média de C'(A) = L/N®% para as seis cavidades e
mostramos o resultado no gréafico da figura 3.6.

100 4

L/N©®®

T — T T T — T
10 100 1000

A (cm?2)

Figura 3.6 Constante de proporcionalidade, C(A4) = L/N%6% em funcdo da &rea total da

cavidade.

A reta que se ajusta aos dados experimentais na figura 3.6 indica que o coeficiente
pode ser escrito dependente da drea via uma lei de poténcia. O resultado parece bastante
razoavel em todo o intervalo de area que estudamos e por isto resolvemos incluir cavidades
com A = 18 cm? nesta andlise. Devemos enfatizar que a figura 3.6 é obtida com o colapso

dos pontos da figura 3.5. O expoente § da drea encontrado foi:
C(A)=\A®, B =0,5140,08 (3-5)

Este resultado é interessante e implica que o comprimento total injetado depende apenas

de um comprimento caracteristico da cavidade, v A. Em resumo, o resultado pode ser
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escrito como

L =AN“VA

onde oo = 0,65 é um expoente independente da area e A\ é uma constante.

3.2 CONSTRUCAO 2: INJECAO DE UM FIO EM CAVIDADES COM PROFUN-
DIDADE FIXA

Para enriquecer os resultados anteriores e determinar o comprimento caracteristico,
realizamos a experiéncia em cavidades de outras razoes de aspecto B. Para aprovei-
tar o aparato experimental anterior, repetimos as medidas da largura Y e deixamos a

profundidade, X = 40 ¢m, constante.

Y(m) || 2 3 45 65 10 14 20
A(cm?) | 80 120 180 260 400 560 800
B 20 13,3 889 6,15 4 286 2

Tabela 3.3 Dimensoes das cavidades usadas na segunda construcao

Note que isto traz como consequéncia um menor intervalo de area analisado, sendo
agora de apenas uma década, A € [80,800]. Esta segunda etapa nos permite estudar a
importancia da forma, B, no comprimento maximo injetado, correspondendo a um estudo
do efeito de estreitamento da cavidade.

As medidas de amassamento de fio na cavidade de A = 800 cm? serao reaproveitadas
da secao anterior, ja que também compartilham o valor X = 40 cm. As demais cavidades
nao mostram tendéncias enquanto o fio é inserido, como podemos ver na figura 3.7, e por
isto também utilizamos a mesma peca de fio em todas as medigoes.

Nas figuras 3.2 e 3.8 sao mostrados os padroes obtidos com a injecao do fio polimérico
até se alcancar o empacotamento rigido para as cavidades construidas com profundidade
fixa, X = 40cm.

A exemplo do que acontece com com cavidades com relacao de aspecto fixa, o padrao

de amassamento para cavidades mais espagosas (figuras 3.2, 3.8a e 3.8b) parece apresentar
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Figura 3.7 Dependéncia do comprimento total injetado com a vez em que a medida foi tomada

para cavidades com X = 40 cm.

ordenamento e estruturas de lacos mais complexas. A medida que a cavidade estreita,
figuras 3.8¢c a 3.8e, os lagos passam a oscular a borda da cavidade. Finalmente, quando a
cavidade é muito estreita, figura 3.8f, nao ha espago suficiente para se formar sequer um
laco.

Deve-se notar que as duas cavidades que ndo apresentaram formacao de lagos, A =
8cm? e A = 80cm?, distanciam-se uma da outra em uma década de magnitude e que
existem duas cavidades com area neste intervalo nas quais a experiéncia foi realizada,
A =40,5ecm? e A = 18cm?, e se observou a formacao de lacos. Com esta observacao,
podemos concluir que a limitacao que a cavidade impoe a formacao das algas nao é devida

a sua area A.

3.2.1 Resultados e discussoes

Os resultados com cavidades estreitas mostram que os lagos tendem a se localizar perto
do canal de injecao, efeito comum em todas as experiéncias de amassamento de arames
em cavidades bidimensionais. Agora, no entanto, fica evidente que a estrutura se torna
mais complexa quando o fio tem mais espago para girar e empurrar os lagos previamente

formados, de maneira que se conclui que cavidades mais largas exibem maior desordem



3.2 CONSTRUCAO 2: INJECAO DE UM FIO EM CAVIDADES COM PROFUNDIDADE FIXA 27

) 560 em? ) 400 em?
) 260 em? ) 180 cm?
120 cm? ) 80 em?

Figura 3.8 Amassamento de fios em cavidades com profundidade X = 40cm
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quanto a localizacao e tamanho de lagos.

A exemplo do que foi foi feito na secao anterior, incluimos todas as medidas em um
mesmo grafico do comprimento maximo de injegdo em func¢ao do nimero de lagos (figura
3.9a). Obtemos, em seguida, um valor médio para o expoente o que usamos para calcular

C(A) = L/N* e plotamos na figura 3.9b a dependéncia da constante com a drea total da

cavidade.
1000
3 = 800 cm?
® 560 cm? " >
A 400 cm? -J P
= v 260cm? " e 100
E + 180cm? = H ] e
o 4 120 cm? 1
£ & Tl . ] i }
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(a) (b)

Figura 3.9 Medidas tomadas para cavidades com profundidade constante. (a) Comprimento
méximo injetado em fungdo do nimero total de lagos (b) Constante de proporcionalidade,

C = L/N%° em funcio da 4rea total da cavidade.

Observando a figura 3.9a obtemos que o comprimento de empacotamento rigido de-

pende da quantidade de lagos via uma lei de poténcia (compare a equacao 3.4):
L=C(AN* a=0,54+0,2 (3.6)

Tomando C' = L/N% em todas as medidas obtemos um coeficiente médio que depende

da area da cavidade (figura 3.9b):
C(A) = A", 3=0,6+0,2 (3-7)

Onde se deve comparar o expoente acima com o encontrado na primeira construcao
(equagao 3.5). O valor do expoente a obtido para cada familias de medidas da figura

3.9a é explicitado na tabela 3.4:
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Area (cm?) a(A) log C(A)
800 0,69+ 0,03 | 1,71+ 0,05
560 0,75+ 0,06 | 1,50 = 0,09
400 05402 | 1,740,2
260 0,58£0,06 | 1,47+ 0,07
180 0,15+0,09 | 1,74 + 0,06
120 0,16 £0,02 | 1,65+ 0,01

Tabela 3.4 Expoente a(A) e log C(A) obtidos com o programa OriginPro 7.5 para as medidas

com cavidades de profundidade fixa, X = 40 c¢m.

A qualidade dos graficos, enquanto leis de poténcia com um expoente « fixo, é muito
inferior agora (figura 3.9a e tabela 3.4) do que nos resultados da primeira construgao
(figura 3.5 e tabela 3.2). Em especial, a figura 3.9b apresenta um comportamento as-
sintético, a medida que a drea diminui, que nao é mostrado no outro caso (figura 3.6).
Explicamos isto com base no argumento de que no inicio do processo de amassamento,
quando o fio sofre a primeira dobra, ele deve estar em contato com o fundo da cavidade,
ou seja, o comprimento minimo injetado deve ser a profundidade X da cavidade, se ha
um comprimento minimo, hd um valor assintético para o comprimento (figura 3.9b).
Na experiéncia com razao de aspecto constante, a profundidade X = X (A) = V2A da
cavidade é muito menor que os comprimentos tipicos mensurados, L > X, de forma
que L — X =~ L praticamente nao interfere na qualidade da lei de poténcia. Nestas ex-
periéncias com profundidades fixas, que incluem configuragoes cuja largura da cavidade
¢ muito menor que sua profundidade, a lei de poténcia s6 é obtida quando se subtrai, ao
comprimento total injetado, o comprimento minimo injetado sem dobras, L(N = 0) = X.
Para melhor sustentar esta idéia, plotamos o grafico do comprimento maximo apds pri-
meiro contato com a borda da cavidade, L — X, em funcao do nimero de lagos total na
cavidade (figura 3.10a).

Mais uma vez, seguimos o procedimento encontrando um valor médio para o expoente:

L—X=C(AN®, a=0,7+0,2 (3.8)
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Figura 3.10 Medidas tomadas para cavidades com profundidade constante. (a) Comprimento

maximo injetado apds o primeiro contato com a cavidade em fungao do nimero total de lagos

(b) Constante de proporcionalidade, C' = (L — X)/N%7, em funcio da &rea total da cavidade.

Tal resultado esta em melhor acordo com o expoente encontrado para as medidas com
cavidades de razao de aspecto fixa (veja a equacdo 3.4), embora estas medidas tenham
sido tomadas sem considerar a profundidade X. O coeficiente, C = (L — X)/N%7 e a
area se relacionam via uma lei de poténcia (conforme se pode ver na figura 3.10b) dada
por:

C(A) = 2AP, §=1,0£0,2 (3-9)

que é o dobro do expoente 8 encontrado na outra construgao (equagao 3.5), dentro dos
erros estatisticos. Observe que uma lei de poténcia sem comportamento assintotico foi
obtida (figura 3.10b) e que os desvios nos expoente « (figura 3.10a) diminuiram em relagao
aos da figura 3.9a, o que corrobora o argumento acima.

Para melhor comparar com os resultados da primeira construcao, deve-se levar em
conta a profundidade na determinagao dos expoentes o e 5 daquele caso. Na figura
3.11a, mostramos as mesmas medidas da figura 3.5, com razao de aspecto constante,
levando em conta a medida X da cavidade. O comprimento méximo inserido apds o
primeiro contato com a cavidade, L — X, escala com a quantidade total de lagos, IV, e é
dado por:

L—-X=C(AN® a=0,75+0,05 (3.10)
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Figura 3.11 Medidas tomadas para cavidades com razdo de aspecto constante. (a) Compri-
mento maximo injetado apds o primeiro contato com a cavidade em funcao do nimero total
de lacos (b) Constante de proporcionalidade, C = (L — X)/N%™, em funcdo da area total da

cavidade.

A constante de proporcionalidade que depende da drea ¢ calculada, C' = (L—X)/N%™

e tiramos a média entre todas as medidas (figura 3.11b), obtendo uma lei do tipo:
C(A) =MAP, B =0,5240,07 (3.11)

Embora estas duas leis de poténcias (equagoes 3.10 e 3.11) sejam corregoes das equagoes
3.4 e 3.5, os resultados nao mudaram muito, o que ja era esperado para L > X. Para
L ~ X, a exemplo de algumas cavidades estreitas, esta correcao é necessaria para a
obtengao de leis de poténcia robustas.

Note que o expoente encontrado acima, a = 0,75 4+ 0,05, ¢é igual, dentro das barras
de erros, ao resultado v = 0,7 £ 0,2 encontrado para a segunda etapa. Desta maneira,
fica esclarecido que nos casos em que L(N = 0) ~ L devemos ter leis de poténcia para
AL = L(N) — L(0) e nao para o comprimento puro, L, o que é um resultado razoavel.
Com o objetivo de melhor ilustrar os valores de v nas 11 cavidades que constituiram as
etapas desta experiéncia, incluimos uma tabela com os valores de « (tabela 3.5) quando
a medida X é compensada (figuras 3.11a e 3.10a).

Da tabela é possivel perceber uma insensibilidade do expoente « com a area da cavi-

dade. Cavidades com A = {8cm? 80cm?}, isto é, com Y = {2cm}, ndo apresentaram
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Y (cm) | A(cm?) a A(cm?) !
20 800 | 0,7540,04
14 302 | 0,840,1 | 560 |0,83+0,06
10 200 0,8£0,1 400 0,6 £0,2

6,5 845 | 0,8+0,1 260 | 0,940,1
45 405 | 0,7£0,2 180 | 0,3+£0,2
3 18 |0,67+£0,09| 120 |0,6340,07

Tabela 3.5 Valores do expoente « para as 10 medidas de cada uma das 11 cavidades que

constituiram a experiéncia.

formacao de nenhum lago no empacotamento rigido, que significa que temos apenas 11
cavidades com valores validos nao-nulos do expoente « das 13 que totalizam a pratica

experimental. O valor médio que se obtém para o expoente « é:
a=0,7£0,1 (3.12)

O valor de «, segundo alguns argumentos simples que trataremos na ultima secao
deste capitulo, esta relacionado com o expoente da distribuicao de perimetros dos lagos
dentro da cavidade. Se o expoente o nao depende do formato da cavidade, a distribuicao
de perimetros adotados pelos lagos, na configuracao de empacotamento rigido, deve se

manter para cavidades de qualquer area e formato.

3.3 ANALISE DE ESCALA

Das secOes anteriores obtemos uma lei geral que caracteriza o comprimento total L
injetado com a area A da cavidade e o numero total N de lagos formados na estrutura
de dobras.

L—X = AN°AP (3.13)

O primeiro expoente, o , é o mesmo nos dois casos, dentro dos erros estatisticos da
experiéncia. No entanto, o expoente [ assume diferentes valores em cada caso e é o

objetivo desta secao entender esta diferenca.
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Suponha que o comprimento do fio injetado dependa da largura e da profundidade da

cavidade via uma lei de poténcia do tipo
L-X~XY?° (3.14)
Com o auxilio das equagoes 3.1 e 3.2 podemos escrever:
46 y=96

L-X~A2 B> (3.15)

Quando a experiéncia é realizada a razao de aspecto fixa o comprimento deve depender

da drea com expoente = VTJ“S e dos nossos resultados (B = 2):
v+0
1% 05
2 Y

Enquanto na experiéncia a profundidade fixa o comprimento depende da area com um

A 6
— ~ 6N _
L-X~Y (X)

Dos nossos resultados (X = 40 c¢m) se obtém:

expoente diferente

B=5=1

Que implica v = 0.
Voltando a equagao 3.13, com os valores obtidos a partir da equagao 3.14, podemos

escrever um resultado geral para as duas experiéncias:
L—-X=kNY (3.16)

O comprimento injetado apds o contato com o fundo da cavidade depende apenas da
largura Y da cavidade. Em nossa experiéncia a razao de aspecto fixa se tem Y = y/A/2,
enquanto na experiéncia a profundidade mantida fixa se tem Y = A/40, exatamente os
dois expoentes encontrados para a area em cada caso.

A equagao 3.16 separa as contribui¢oes do eixo de injecao e da largura da cavidade.
A profundidade é o comprimento inicial minimo que deve ser inserido no empacotamento
rigido, mas o fio se dobra de um lado a outro, enquanto forma lacos, usando tanto

comprimento quanto for a largura da cavidade.
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Figura 3.12 Dependéncia da varidvel (L — X)/Y com o nimero de lagos N (a) quando a

experiéncia é feita com B = 2 e (b) quando a experiéncia é realizada com cavidades de profun-

didade X = 40 cm.

A figura 3.12 exibe o alinhamento de todas as medidas que estudamos neste capitulo.
A inclinagao, uma vez considerados todos pontos simultaneamente, assume um valor mais
preciso:

ap =0,82+0,01
ax =0,73+0,01

onde o indice subscrito indica o parametro que é mantido fixo { B, X }. Estes dois valores
estao dentro dos erros estatisticos do valor anteriormente obtido ae = 0, 7+0, 1. No grafico
(figura 3.12) ¢ interessante notar que as duas retas compartilham a mesma escala nos dois
eixos, de forma que podemos juntar os pontos relativos as 11 cavidades em apenas um
unico grafico (figura 3.13).

A inclinagao média obtida é
a=0,77+0,01

e esta dentro do erro estatistico do valor proposto para este expoente (equagao 3.12). A
medida que as cavidades sao mais e mais estreitas, Y — (, os resultados para X = 40cm
se distanciam ligeiramente dos resultados com B = 2, por este motivo as duas inclinagoes
ap e ax nao sao iguais. Entretanto, os estudos sobre amassamento de fio em cavidades

2D sao mais interessantes no regime de cavidades grandes, e nesta regiao os pontos
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Figura 3.13 Resumo de todos os pontos analisados sob uma mesma lei de poténcia. O fit

linear apresenta inclinacao o = 0,77 £ 0,01.

“X =40em” e “B = 27 se confundem (figura 3.13). A constante de proporcionalidade
que completa a equacao 3.16 tem valor k = 1,81 £ 0, 08 calculada com base neste tltimo
valor de alfa.

Injetando um fio em uma cavidade bidimensional de area conhecida, podemos estimar
com boa precisao o comprimento no empacotamento rigido contando a quantidade de
lacos que se formaram. No entanto, a equacao 3.16 nao é capaz de determinar o que
acontece quando a profundidade ou a largura da cavidade sao alteradas, uma vez que o
nimero de lacos deve mudar. Por este motivo, nao é correto dizer que L — X nao depende
de X, por exemplo, uma vez que a dependéncia pode estar implicita na quantidade total
de lagos N formados, e tomamos esta variavel como independente.

As quantidades L, X e Y correspondem as trés medidas de comprimento de maior
magnitude do problema. A espessura do fio, (, é a unidade de comprimento de menor
magnitude e sua importancia no problema deve estar implicita na quantidade de lagos N.
Assim, existem perspectivas de continuacao deste trabalho, determinando o papel de C e
dos demais ingredientes (ingredientes elasticos, auto excludentes e dissipativos associados

com o fio) que estao possivelmente envolvidos com a quantidade total de lacos formados
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no padrao de amassamento.

3.4 MASSA TOTAL E NUMERO MEDIO DE LACOS

Os trabalhos abordando dimensao fractal [4] para folhas quadradas (I x [) amassadas
com as maos em uma forma (quase) esférica de raio ¢ relacionam a massa da folha (~ [?)
com o tamanho médio ¢ por uma lei de poténcia dada pela equacio 2.2. Devemos notar
que é simples controlar a massa da folha que serd amassada, bastando escolher o tamanho
da folha que serd submetida ao processo de amassamento, mas o raio ¢ da esfera resultante
depende do nimero defeitos (vincos e dobras) que existem na estrutura geométrica final.

Podemos relacionar, com os nossos resultados experimentais, a massa média de fio
injetado no empacotamento rigido com a érea da cavidade. Note que o processo de
amassamento reportado neste trabalho nao é realizado por um empacotamento isotropico
uma vez que a dire¢ao dada pelo canal de injecao é privilegiada. Em nossas experiéncias,
o tamanho da cavidade é o parametro controlado e o comprimento do fio, que determina
a massa da estrutura, depende dos defeitos presentes da geometria resultante. Tiramos
uma média entre os valores de L para cada cavidade com razao de aspecto fixa e os

mostramos na figura 3.14:

1000

= Comprimento (cm)
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100
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Figura 3.14 Média sobre 10 medidas para L(quadrados) e N (Circulos) para cavidades de razao

de aspecto fixa.

A reta que se ajusta aos pontos no grafico da figura 3.14 corresponde a uma lei
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de poténcia L ~ A7 com expoente dado por v = 0,92 & 0,02. Nesta construcio, as
dimensoes da cavidade serao simbolizadas por R e podem ser escritas em termo da area
como X = V2A ouY = \/T/Q Este procedimento nos permite escrever a equacao
2.2 para fios poliméricos em cavidades retangulares e com ele encontramos um expoente
dado por D = 1,84 + 0,04, que é um resultado que concorda com a dimensao de massa
(equagao 2.4) encontrada para cavidades circulares[14, 12].

Por razoes de completeza, incluimos na figura 3.14 os dados referentes ao nimero
total médio de lacos N formados na estrutura. A melhor reta que se ajusta aos dados
correspode a uma lei do tipo N ~ A% com expoente dado por § = 0,6140,05. A inclusdo
destes pontos no gréafico nos permite analisar a correlagao (positiva) que existe entre o
comprimento maximo e o nimero total de lagos. Em geral, um pequeno desvio observado
no comportamento de L é acompanhado por um desvio semelhante no comportamento
de N. Com os expoentes 7 e § podemos escrever uma lei do tipo L ~ Ng, onde & =
v/6=1,5+0,2.

Na figura 3.15, mostramos os resultados para o comprimento médio de fio injetado
e o niumero médio de lacos formados para o conjunto de dados referentes a cavidades
com profundidade fixa. Note como o perfil do comportamento de L parece acompanhar o
perfil de N a medida que a area da cavidade aumenta, o que caracteriza uma correlacao
positiva entre as duas variaveis.
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Figura 3.15 Média sobre 10 medidas para L(quadrados) e N(circulos) para cavidades de
profundidade fixa.
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A reta mostrada na figura se ajusta aos dados e exibe um comportamento de lei
de poténcia L ~ A7 com expoente 7/ = 0,92 + 0,02, que é o mesmo encontrado para
o conjunto de medidas tomadas com cavidades de razao de aspecto fixa e, por isto, o
grafico da figura 3.15 também nos fornece a mesma dimensao de massa D = 1,84 +
0,04. Deve-se observar que, conforme discutimos anteriormente, esta figura apresenta
um comportamento assintético a medida que a area da cavidade diminui. Uma vez que
a largura da cavidade estd diminuindo, este comportamento assintético deve simbolizar
uma transi¢ao entre um sistema unidimensional (cavidades estreitissimas) e um sistema
bidimensional (cavidades largas).

O comportamento em escala do nimero médio de lacos, por outro lado, nao compar-
tilha o mesmo expoente encontrado anteriormente. Um ajuste dos dados por uma lei de
poténcia N ~ A% rende um expoente ¢’ = 1,2 £ 0,1 que é o dobro do expoente § antes
obtido. Com isto, a relacao entre o niimero de lacos e o comprimento do fio, médios,
segue uma lei de escala com expoente £’ = +//d" = 0,77 + 0,08 que é essencialmente a
metade do expoente £ do caso anterior.

Para entender a diferenca entre os valores de ¢ e ¢, fazemos a mesma andlise apre-

sentada na secao anterior:
N ~ Xayb _ A(a+b)/2B(a—b)/2

a=0¢e¢ b=1,24+0,1

Y 12£0.1 61 seja, o nimero médio de lacos depende apenas da largura

que nos fornece N ~
da cavidade (no primeiro caso Y ~ A'/2 e no segundo Y ~ A). Os dois graficos anteriores
(figura 3.14 e figura 3.15) mostram que cavidades de largura Y = 2 c¢m nao permitem a
formagcao de lagos. Uma vez que existe formagao de lagos em areas intermediarias, vemos
que a formacao de lacos nao estd vinculada diretamente com a drea A, mas sim com a
largura Y da cavidade. Esta observagao esta de acordo com a analise apresentada.
Antes de completar esta secao, é interessante acrescentar uma figura com o comporta-

mento médio da variavel L — X em relacao a area da cavidade, ja que esta corresponde a

uma variavel fundamental na equacao 3.16. Na figura 3.16 apresentamos os dados tanto
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para o conjunto de medidas tomadas com cavidades de B = 2 (figura 3.16a) quanto para

o conjunto com X = 40 cm (figura 3.16b).

1000 5 1000 o

100+ . -
1004

T T T T
10 100 1000 100 1000

A (cm?) A (cm2)
(a) (b)

Figura 3.16 Média sobre 10 medidas de L — X para cavidades de (a) razao de aspecto fixa e
(b) profundidade fixa.

Ambos os gréficos sugerem leis de poténcia do tipo L — X ~ AY com g = 0,9540, 03
para o conjunto de dados com B =2 e vy = 2,05+ 0,07 para os dados com X = 40 cm.
Interessantemente, dentro dos erros estatisticos, L — X parece ter o expoente dobrado da
mesma maneira que observamos para o nimero de lacos, o que indica que L — X deve

YL98£007  C'om o

depender apenas da largura Y, ou seja, podemos escrever L — X ~
objetivo de reproduzir a equacao 3.16 com uma equagao de médias, suponha que exista

um expoente o que satisfaca a equagao

ao usar os expoentes obtidos, encontramos o = 0,8 £ 0, 1 e este resultado esta de acordo
com os valores médios obtidos experimentalmente. Deve-se tomar alguns cuidados, pois

em geral N@ £ N para o # 1.

3.5 MODELOS GEOMETRICOS SIMPLES

A determinacdo de um modelo para a estrutura de amassamento de fio e arame em

cavidade 2D pode nos ajudar na previsao de resultados em experiéncias novas. Com mo-
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delos muito simples baseados na geometria, podemos entender o papel de cada elemento

da equagao 3.16.

3.56.1 O regimep~1

No problema de amassamento de fio em cavidades 2D, podemos levar em conta um
regime extremo onde o fio ocuparia toda a drea disponivel da cavidade (figura 2.5). A

fragdo de empacotamento é maxima e, pela equagao 1.2, temos:
(L=XY

O fio vai e volta sobre caminhos paralelos a largura Y formando X/( camadas de fio.

Entre cada camada temos um laco, isto é:

N:?—I:X:Q(N+1)

Note que a quantidade de lagos resume uma relagao entre as escalas de comprimento

X e (. Com a expressao acima podemos escrever:
L=(N+1)Y

Ou seja, a proporcionalidade L ~ Y ja é mostrada claramente em uma configuracao
limite como a de p — 1. Para o caso p = constante < 1, as expressoes continuam véalidas
se fazendo Y — pY. Isto corresponde a proposta de alguns trabalhos anteriores (capitulo
2) sobre uma fragdo de empacotamento maxima de valor fixo.

A quantidade de discos (de raio r) que se pode colocar em uma cavidade retangular
(X,Y) é dada pela igualdade 7Nr? = pXY, onde p é a fracio de empacotamento da
configuragao e tem um valor fixo em cada experiéncia de insercao de discos em cavidades
retangulares. Se compararmos os lacos presentes nos padroes geométricos dos problemas
de amassamento de fio com os discos deste processo de empacotamento, o comprimento de
fio méximo injetado é andlogo ao perimetro total dos discos. Uma vez que o perimetro dos
discos é P = 2w Nr, se pode comparar este resultado com o comprimento total injetado

do modelo acima; a conclusao é que os lacos podem ser modelados por discos que se
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ajustam a largura da cavidade, r — pY. Entretanto, estes modelos nao sao capazes de

explicar um expoente a # 1 encontrado experimentalmente.

3.5.2 Espacamento entre lacos

Consideramos, na abordagem anterior, que cada lago ¢ da estrutura geométrica
tenha um espagamento limitado pela espessura do fio ¢ (auto exclusao). O fio vai e volta
passando pelas bordas da cavidade, mas agora consideramos uma distribuicao de espagos
{b:} (b; > () entre os lagos com o vinculo de que todos os espacamentos somados devem

corresponder a profundidade da cavidade ), b; = X (figura 3.17).

O

—

(a) (b)

~

Figura 3.17 Modelos com espagamentos (a) iguais e (b) varidveis

O lago aqui nao é fechado, sendo delimitado pelo fio e pelo eixo central de simetria da
cavidade. O perimetro de cada lago é [; =Y + b; e o comprimento total de fio injetado

conta o perimetro de todos os lagos na cavidade:
N
L= "L;+Y=(N+1)Y+X
i=1

Independente da distribuicao {b;} adotada. Desta maneira, vé-se claramente que o fato
de os lagos englobarem areas nao nulas é capaz de justificar termos que descontar a
profundidade X da cavidade para computar leis de poténcias robustas que incluam o

regime nao termodindmico L ~ X.
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A quantidade de lagos é uma grandeza, segundo este modelo, que depende das parti-
cularidades da distribui¢ao de espagamentos {b;} e da profundidade X da cavidade. Para
um regime de espacamento iguais (figura 3.17a), b, = b= N = X/b.

Este modelo, embora nao explique o valor @ # 1 experimental, é geral no que diz
respeito a distribuicao de espacamentos entre lacos, e esclarece que o expoente a nao
depende disso. Esta independéncia d4 indicios de que os lagos devem enxergar diferentes

larguras {p;Y'} que nem sempre correspondem a distancia & borda da cavidade.

3.5.3 Distribuicao fractal de perimetros

O dobramento de fio s6 se inicia apds a inje¢ao de uma quantidade minima X do
comprimento e depois deste processo inicial, todo o fio injetado deve contribuir para o
perimetro total, P, dos lacos:

L-X=P

Dessa maneira, se [; é o perimetro do laco i, o perimetro total é a soma do perimetro

dos N lagos. Os lagos devem se ajustar ao tamanho da cavidade, I; = p;Y com alguma

Supondo, a exemplo das distribuigoes fractais [2], que o nimero de lagos com perimetro

distribui¢ao de tamanho {p;}, daf:

p; maior que um perimetro de referéncia p seja:

N(pi>p)=Fp~ (3.17)

buscaremos justificar o expoente o # 1 que encontramos na equagao geral 3.16 com base

2

no expoente 7 da distribuicao de perimetros®. A contagem de lacos de perimetros [;

maiores que [ é equivalente a contagem de lacos com p; > p:

N (pi>p)=Fp’

2Na literatura [2], este expoente é apontado como a dimensdo fractal do conjunto onde a medida é

tomada.
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Devemos enxergar, com uma resolu¢ao muito baixa (p & p;) apenas os maiores lagos,

cuja quantidade é da ordem da unidade:

F e (p1)"

Para contar todos os lacos devemos escolher um valor baixo de p, que nos da a melhor
resolugao possivel, tal valor p,,:, deve estar relacionado com a espessura do fio (em nossos
estudos é constante):

Dai:

N'A\“J(pl ) = 1R Pin N7

Pmin

Uma vez que P = (D>, p;))Y e l; = p;Y, temos que:

P_Xin — 3
I P1

onde § tem um valor constante dependente apenas da distribuigao (equagao 3.17).

P =gl =ppY ~N7Y

e podemos escrever, finalmente:

L—X=kNY
que é a equacao 3.16 com
1
a=— (3-18)
T

No presente trabalho, nao realizamos nenhum estudo de processamento de imagens
para determinar diretamente o valor do expoente 7 da distribuigao de perimetros (equagao
3.17) e conferir os resultados tedrico e experimental. No entanto, este modelo explicita a
importancia desta distribuicao no calculo do comprimento maximo injetado no empaco-
tamento de fio em cavidades 2D. Devemos observar que os valores de a que obtemos nos
permite escrever:

a=0,7£0,1=7=1,440,2
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que é um expoente diferente da dimensao fractal obtida para arames e fios confinados em
cavidades 2D. Uma expressao como a equacao 3.17 sugere que o expoente 7 reportado
nesta secao corresponde a dimensao fractal Dy do subconjunto de fio que delimita os
lagos [2]. Devemos observar que o resultado intuitivo D, < D ¢é interessante, pois nos
permite conhecer a contribuicao dos lagos neste problema.

Este modelo simples baseado em geometria fractal sintetiza todos os resultados ex-
perimentais que obtivemos neste capitulo e nos dd perspectivas para novos estudos com

processamento de imagens para determinacao da equacao 3.18 no contexto experimental.



CAPITULO 4

FIO POLIMERICO EM CAVIDADE COM
OBSTACULOS MOVEIS

O estudo do amassamento de um arame em uma cavidade com pinos fixos, con-
forme abordado no capitulo 2, estimulou-nos a estudar uma situacao fisica ligeiramente
diferente, que consiste na injecao de um fio polimérico em uma cavidade bidimensional
populada com uma quantidade de discos que podem se movimentar quando entram em
contato direto ou indireto com o fio injetado. A cavidade com obstaculos fixos deixa
de ter dominio simplesmente conexo e este efeito topoldgico entra em cena juntamente
com a influéncia da reducao gradativa da area disponivel. Para cavidades com obstaculos
livres, esperamos que este tipo de efeito seja atenuado e o problema possa ser simplificado
a relagoes simples com a area da cavidade, semelhante ao estudo realizado no capitulo
anterior.

A injecao de um fio ou arame em cavidades com obstéculos pode corresponder a uma
analogia mais realistica do empacotamento de polimeros em ambientes naturais, uma vez
que outras estruturas competem com a presenca e a ocupacgao da molécula sob estudo.
Uma molécula de DNA em cromossomas provavelmente se ajusta usualmente a presenca

de outras moléculas bem como conjuntos de proteinas chamadas histonas.

4.1 DETALHES EXPERIMENTAIS

Em nosso estudo dispomos de uma cavidade de drea interna 20 x 40 em? na qual sao
acrescentados n discos de diametro ¢ = 16 mm e cuja altura, 4 mm, garante aos mesmos
livre movimento quando entram em contato com o fio e ndo permite superposicao entre

os elementos. Uma vez mais, as medidas reportadas no capitulo 3 para cavidades de area

45
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800 cm? (figura 3.2) serao tteis para representar cavidades sem discos (n = 0).
Pretendendo fazer um estudo com duas décadas de variacao da &drea, encontramos
A = 8cem? como a menor area, o que corresponde a cobrir a cavidade com a &rea de
394 discos e, considerando a fracdo de empacotamento aleatério de discos p ~ 0,84,
estimamos que a maior quantidade possivel de discos que nosso estudo requer é n = 331.

Interpolamos valores a vontade, o que nos rendeu as seguintes quantidades:
n = {19,38,57,76,95,114, 171,214, 267, 283,299, 318, 327, 331}

Conforme descrevemos no capitulo anterior, usamos a mesma amostra de fio em toda
a experiéncia. Dez medidas equivalentes para cada quantidade de discos foram realizadas.
Cada medida consiste de um valor para o nimero de lagos, uma fotografia representativa
e um comprimento maximo de fio injetado na cavidade. Para que o fio entre em contato
direta ou indiretamente com todos os discos, a cavidade foi chacoalhada, mas de maneira
a evitar deixar os obstaculos em contato com a borda da cavidade antes da injecao de fio.
A medida que é injetado, o fio guia os discos a deslizar pela cavidade e na configuragao
final estes obstaculos livres podem ser encontrados em contato com as bordas.

Na figura 4.1, mostramos fotos representativas de configuracoes tipicas para cavida-
des com n = {19,38,57,76,95,114}. Escolhemos valores que obedecem uma progressao
aritmética para um estudo mais cauteloso desta regiao de poucos discos na cavidade.

Os padroes geométricos nao parecem muito diferentes do que obtemos sem a presenca
de obstaculos (figura 3.2), mas sofrem alteragoes gradativas com o aumento do nimero
de obstaculos na cavidade. De modo geral, os discos sao empurrados para a borda da
cavidade e o fio dobra na area central disponivel, como se a presenca de discos correspon-
desse, de alguma maneira, a um estreitamento irregular da cavidade. Interessantemente,
a figura 4.1 mostra que os dois primeiros lagos (localizados a esquerda, na figura) podem
ser inibidos de fechar porque certa quantidade de discos sao atraidos para sua extremi-
dade. Na figura 4.1f, podemos ver que a medida que a quantidade de discos se torna
razoavelmente alta, o fio pode nao alcancar a borda profunda da cavidade, mas existem
figuras com n = 114, mesma quantidade de discos da figura 4.1f, em que o fio toca a

aresta contraria ao canal de injecao. Notamos também que, & medida que nos afastamos



4.1 DETALHES EXPERIMENTAIS

47

(e) 95 discos (f) 114 discos

Figura 4.1 Fio em cavidades com n € [19,114] discos méveis.
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do canal de injecao a massa de fio injetado se difunde na cavidade de maneira que a maior
quantidade de massa de fio é localizada préxima ao canal de injecdo. Para os discos o
efeito é contrario: a maior quantidade de discos fica localizada na extremidade profunda
da cavidade, ndao ocupada pelo fio, o0 que sugere que o fio “molda” uma cavidade enquanto
desloca os obstaculos.
Na figura 4.2, configuragoes de fios amassados em cavidades com n = {171, 214, 267, 283}

sao mostradas. Estes valores foram escolhidos por corresponderem a um conjunto de pon-
tos igualmente espagados no gréafico logaritmo e situados em uma regiao intermedidria no

dominio estudado de valores de n.

(b) 214 discos

(c) 267 discos (d) 283 discos

Figura 4.2 Fio em cavidades com n € [171,283] discos méveis.

Dos padroes configuracionais apresentados na figura 4.2 podemos identificar clara-
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mente uma mudanga de regime no processo de amassamento. Para cavidades comn = 171
discos (figura 4.2a) o fio desloca os obstaculos para o fundo e a borda da cavidade, se
localizando basicamente na drea que o mesmo desenha para si. Os lagos, em geral, obe-
decem ao fenomeno observado na figura 4.1 e discutido em paragrafos anteriores. Para
cavidades com n = 214 discos (figura 4.2b), podemos observar que a grande concentragao
de obstaculos contamina outros lacos da distribuicao, de maneira que maior quantidade
de lacos interagem com os discos da cavidade. A medida que o nimero de obstdculos
na cavidade aumenta, a formagao de lagos é mais e mais inibida (figura 4.2c) e os discos
passam a reger o posicionamento do fio injetado. Para cavidades com n = 283 discos
(figura 4.2d), podemos ver que a formacao de muitos lagos ¢é reprimida e as algas re-
miniscentes ficam localizadas préximas ao canal de injecao, onde o fio ainda pode reger
seu posicionamento. Desta maneira, observamos uma mudanca entre um empacotamento
regido pela injecao do fio na cavidade (figura 4.2a e 4.2b) e um empacotamento regido
basicamente pelo espaco disponivel deixado pelos discos (figura 4.2c e 4.2d).

As configuracoes de fios amassados em cavidades com n = {299, 318,327,331} sdo
mostradas na figura 4.3. A escolha destes valores esta relacionada a area total disponivel
para o fio que, levada em conta uma fracao de empacotamento aleatéria do conjunto
de discos, corresponde ao conjunto de menores valores para a drea no capitulo anterior
A = {84,5cm?; 40,5 cm?; 18 cm?; 8 cm?}.

Todas as fotografias mostradas na figura 4.3 compartilham alguns aspectos. O fio
injetado nao mais interage com a profundidade da cavidade e, além disto, a distancia
horizontal méaxima ao canal de injecao que o fio consegue alcangar recua a medida que
mais obstaculos sao colocados na cavidade.

As figuras 4.1, 4.2 e 4.3 apresentam fotos que representam as configuracoes gerais en-
contradas para fios amassados em cavidades com n discos moveis. Cada figura representa
9 outras fotografias tiradas em medidas equivalentes e que obedecem toda a discussao
que apresentamos nos paragrafos anteriores. A selecao das fotografias mostradas foi defi-
nida pela sua qualidade e nitidez. Portanto, as quantidades apresentadas nas figuras, por

exemplo a quantidade de lacos, nao correspondem aos valores médios encontrados para



4.1 DETALHES EXPERIMENTAIS 50

(b) 318 discos

(c) 327 discos (d) 331 discos

Figura 4.3 Fio em cavidades com n € [299, 331] discos méveis.

aquelas cavidades.

A mesma pega de fio é utilizada em toda a pratica experimental. Com o objetivo de
ilustrar graficamente que a vez em que a medida é tomada nao muda a qualidade dos
resultados, isto é, nao desgasta o fio injetado na cavidade, apresentamos na figura 4.4 o
comprimento maximo de fio injetado em funcao da vez em que a medida é tomada para
as 14 quantidades de obstaculos mostradas nas figuras 4.1, 4.2 e 4.3.

As cavidades com menor nimero de discos sao as cavidades que disponibilizam uma
area maior para o empacotamento de fio; elas apresentam, como podemos ver da figura
4.4, maior flutuagao estatistica, mas nenhuma relaxacao ébvia no comprimento maximo

injetado foi detectada.
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Figura 4.4 Evolucao, com a vez da medida, do comprimento maximo injetado para as 14

configuracoes da experiéncia de cavidades com obstdculos moveis.
4.2 RESULTADOS E DISCUSSOES

Seguindo a idéia apresentada no capitulo anterior, sugerimos que o comprimento
maximo L injetado em uma cavidade de area A, ou que contenha n obstaculos moveis,
depende do comportamento do nimero total N de lagos que se formam na estrutura
final. Na figura 4.5 exibimos todas as medidas, sem fazer médias estatisticas, para as 14
cavidades com obstaculos méveis apresentadas neste capitulo.

Assim como os resultados obtidos para cavidades livres de discos, o comportamento do
comprimento maximo de fio injetado sugere uma lei de poténcia em relacao a quantidade
de lagos da estrutura final: L, = C(n)N®™. Para cavidades com muitos discos, os
desvios dessa lei sao bem visiveis na figura 4.5, enquanto que para um nimero menor de
discos o comportamento como lei de poténcia das curvas é mais ébvio.

Na tabela 4.1, mostramos cada expoente a(n) e log C'(n) obtidos ao usar o programa
OringPro 7.5. Os valores de « para os oito primeiros valores de n se assemelham com os

resultados que exibimos para « no capitulo anterior. Os seis ultimos valores, entretanto,
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Figura 4.5 Comprimento maximo injetado em funcao da quantidade total de lacos da estrutura

final para cavidade de 800 cm? com diferentes quantidades n de discos (mostrada na legenda &

direita). O ajuste linear mostrado tem inclinagéo 1,13 £ 0, 02.

sugerem que o comprimento maximo injetado tende a depender da quantidade de lagos da

estrutura final com expoente cada vez menor. Quando o fio é inserido em uma cavidade

com alta concentracao de discos a formacao de lagos é reprimida e, por isto, boa parte do

comprimento de fio injetado nao é bem representada pela contagem do numero de lacos

(estruturas bidimensionais fechadas), embora o fio continue a dobrar na area disponivel.

n o log C n o log C

19 10,65£0,07| 1,7£0,1 2141 0,5£0,2 1,7£0,2
38 | 0,7+0,2 1,7+0,2 267 | 0,4+0,1 1,8+£0,1
57 [ 0,574+0,06 | 1,82+0,09 2831 0,17£0,08 | 1,94+ 0,06
76 | 0,6+0,1 1,7+0,2 299 | 0,5+£0,1 | 1,57+0,08
95 | 0,4+0,1 2,0£0,2 318 0,2+£0,1 | 1,50£0,09
114 1 0,7740,09 | 1,540,1 327 0,240,2 | 1,4+0,1
171 | 0,6+0,2 1,7+0,3 331 0,1+£0,1 |1,44+0,09

Tabela 4.1 Valores obtidos com o programa OriginPro 7.5 do expoente « e do coeficiente log C'

para as 14 cavidades estudadas

Observando a tabela 4.1, propomos uma lei de poténcia, entre L e N, com expoente
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constante dado pela média entre os oito primeiros valores apresentados: a = 0,600, 08.
O valor que obtivemos esta dentro dos erros estatisticos dos valores de o encontrados
para cavidades livres de obstaculos, um indicio de que o expoente é robusto independente
da drea, da forma da cavidade e da presenca de obstdculos para baixas concentracoes.
A inclinacao do ajuste linear de todos os pontos, que pode ser visualizado na figura 4.5
pela reta continua (1,13 £ 0,02) esclarece, quando comparado com os valores da tabela
4.1, que as medidas para as 14 cavidades nao estao alinhadas em uma mesma tendéncia
como parece sugerir o grafico da figura 4.5. Com o objetivo de entender a dependéncia
com o numero de discos na cavidade, mostramos na figura 4.6 como o coeficiente, C' =
L/N%5 mediado sobre as dez medidas, se comporta com o aumento do niimero de discos.
A cavidade de 800 cm? permite uma quantidade méxima de n. = 334 discos de drea
Agisco = 2,0106 cm? (cada) em um empacotamento aleatério, isto é, p ~ 0,84. Para
exibir como o comprimento maximo de fio injetado se comporta com a diminuicao da
area disponivel na cavidade, mostramos também, na figura 4.6b, um grafico de C' contra

a variavel n. — n, que representa a area disponivel.
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i SR “ﬁ%
% ¥
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OZ E 304 %
3 - ]
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104 '
10 T T
10 "')0 10 100
Quantidade de discos n.-n
(a) L/N®5 em funcio de n. (b) L/N%6 em funcio de n. —n

Figura 4.6 Coeficiente C' = L/N%% para cavidades com n discos livres.

A figura 4.6a mostra claramente que para os oito primeiros pontos, a quantidade
L/N® nao sofre uma queda significativa, o que pode ser entendido lembrando que os
discos sao empurrados para pontos estratégicos da cavidade. Para valores maiores de n,

vemos uma queda ingreme indicando que a grande quantidade de obstaculos na cavidade
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passa a reger a maneira de como o fio deve se dispor, esta grande quantidade limita o
fio a uma pequena area da cavidade. Este efeito pode ser visualizado, na figura 4.6a, a
partir de n = 283.

O expoente encontrado para a reta que melhor se ajusta aos pontos experimentais
do gréafico na figura 4.6b foi g = 0,34 + 0,05. Note que a curva parece apresentar um
comportamento assintotico para grandes quantidades de discos, assim como foi encon-
trado para os resultados do capitulo 3 sem levar em consideragao a profundidade X da
cavidade.

Com o objetivo de reunir a informagao que obtivemos até agora para empacotamento
de fio em cavidades com discos livres, podemos escrever uma expressao do tipo L =
AN®AP. Nesta tiltima expressao a area disponivel é dada por A ~ (n, —n) com n. = 334.
Os expoentes encontrados para cavidades com obstaculos livres foram o = 0,60 4+ 0,08
e 8 = 0,34 + 0,05, sendo que o primeiro expoente assume um valor conhecido e o
segundo um valor mais baixo do que o expoente 5 ~ 0,5 encontrado para cavidades sem
obstaculos.

Para estruturar uma analise dentro do contexto do capitulo anterior, vamos considerar
que a quantidade minima de fio que deve ser inserida na cavidade corresponde a profundi-
dade X = 40 cm. Na figura 4.7 exibimos as mesmas medidas apresentadas anteriormente
(na figura 4.5), apenas agora corrigidas pelo valor inicial L(N = 0) = X.

Cada conjunto de dados referentes a uma determinada quantidade n de obstaculos
se agrupa sugerindo uma lei de poténcia L — X = C(n)N*™. No entanto, o com-
primento total de fio injetado na cavidade com as trés maiores quantidades de discos,
n = {318,327,331}, foi menor que a distancia até a borda profunda da cavidade L < X
e estes dados nao participam do gréafico logaritmo da figura 4.7. A tabela 4.2 apresenta
os valores do expoente « e de log C' obtidos a partir do programa OriginPro 7.5.

Os valores de « apresentados para as nove primeiros valores de n sofreram, em geral,
um ligeiro aumento que uniformizou um pouco mais o conjunto obtido, sem distancia-los
dos valores conhecidos. Um valor médio entre os nove primeiros valores apresentados na

tabela 4.2 foi encontrado, dado por o = 0,67 £+ 0,08. Note que a inclusao de mais um
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Figura 4.7 Comportamento da varidvel L — X em funcdo de N para cavidade de 800 cm? com
diferentes quantidades n (mostrada na legenda a direita) de discos. O ajuste linear mostrado

tem inclinagao 1,22 4+ 0, 02.

n o log C n o log C'
19 10,70£0,08 | 1,6 +0,1 || 214 | 0,6+0,2 | 1,54+0,2
38 | 0,7+0,2 |1,5+0,3 | 267 |0,6+0,2|1,5£0,2
57 10,64+0,07|1,7£0,11 283|0,3+£0,1|1,7£0,1
76 | 0,7£0,1 |1,6£0,11299 |1,0£0,2|0,9+0,2
95 | 0,5+0,2 |[1,9+0,2 | 318 - -
1141 0,94+0,1 |1,34+0,1 | 327 - -
171 0,7+£0,3 |1,6+0,4 | 331 - -

Tabela 4.2 Valores obtidos com o programa OriginPro 7.5 do expoente « e do coeficiente log C

levando em conta a profundidade X da cavidade.

conjunto de medidas nesta anélise (referente a cavidade com n = 267 discos) ja caracteriza
um ganho para a hipotese de universalidade do expoente « sobre a abordagem que nao
inclui a profundidade da cavidade.

A reta de melhor ajuste a todos os dados, na figura 4.7, tem uma inclinagao (1,22 +
0,02) maior que os valores do expoente « exibidos na tabela 4.2, indicando que também
aqui, nesta etapa da andlise, os dados nao se alinham em uma tendéncia universal. Se-

guindo o mesmo protocolo de antes, calculamos um coeficiente C' = (L—X)/N*, mediado
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entre as 10 medidas com valor fixo de n, e mostramos sua dependéncia com a quantidade

de discos e com a area disponivel da cavidade em gréaficos logaritmos.

100 5 100

803 80

60 4 604

SRR y Lt
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(L-X)/ N

T T prerrreeT
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Quantidade de discos n.-n

(a) C em fungdo de n. (b) C em fungdo de n. —n

Figura 4.8 Coeficiente C' = (L — X)/N%%7 para cavidades com n discos livres.

Como podemos ver claramente, os graficos da figura 4.8 perderam os pontos de maior
quantidade de discos. Com a alta concentracao de obstaculos na cavidade, o fio tende
a dobrar antes de alcancar a extremidade da cavidade, isto é, L(N = 0) < X, e estes
pontos nao podem ser mostrados na figura 4.8.

O comportamento geral das curvas mostradas na figura 4.8 é muito similar ao compor-
tamento dos graficos da figura 4.6, o que indica que a maioria dos pontos compartilham de
um comprimento maximo de fio injetado muito maior que o comprimento minimo L > X.
O ponto experimental com n = 267 tem comprimento maximo médio L = (157 & 8) em
e se mostra sensivel a consideracao da profundidade da cavidade, como ja discutimos.

A reta que melhor se ajusta aos pontos na figura 4.8b tem inclinacao 5 = 0,4+ 0,1
e € notavel que este resultado ja inclui, no erro estatistico, o valor obtido deste expoente
para cavidades sem obstdculos. A forma de computar a area disponivel da cavidade,
aqui A ~ n, — n leva em conta uma fracao para o empacotamento de discos que é uma
quantidade local que varia no problema. Esperamos que o valor § — 0,5 a medida que
n — n., mas infelizmente os melhores pontos para visualizar este efeito nao podem ser
considerados nesta andlise. Isto implica que nao somos capazes de verificar se a assintota

sugerida pela figura 4.6b para n — n. é realmente corrigida na figura 4.8b.
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Podemos abordar os gréficos que envolvem o espaco da cavidade (figuras 4.6b e 4.8b)
por uma area disponivel dada por A = Aiqvidade — Adiscos- Esta abordagem nao considera
nenhuma fracao de empacotamento de circulos; este procedimento deve fornecer melhores
resultados na regiao de baixa concentracao de obstdculos que podemos analisar. Na figura
4.9 mostramos dois graficos: o primeiro nao considera a profundidade X da cavidade e o

segundo sim.
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Figura 4.9 Relagado entre o coeficiente C' e a area da cavidade

No primeiro gréfico (figura 4.9a), a reta apresentada se ajusta aos onze dados com
menor quantidade de discos (n € [19,299]) e tem inclinacao 51 = 0,5 +0,1. Os trés
pontos mais baixos no grafico desta figura pertencem a um regime basicamente regido
pelos discos, onde a fracao de empacotamento deve ser computada. No segundo grafico
(figura 4.9b), a reta se ajusta aos pontos experimentais (n € [19,267]) cuja andlise se
mostra valida, a inclinacao obtida é S = 0,6 + 0,2. Comparando os dois graficos da
figura 4.9 entre si, vemos que nao hd mudanca significativa entre as curvas.

Reunindo os resultados obtidos, escrevemos uma lei de poténcia geral L—X = AN“A”®
com expoentes o = 0,67+ 0,08 e § = 0,5+ 0,2. Este ultimo expoente corresponde a
média entre os dois expoentes (f = 0,4+ 0,1 para A ~n.—ne f = 0,6+ 0,2 para
A =800 — (2,0106)n) obtidos pelas duas diferentes anélises de area apresentadas.

Se o expoente assume o mesmo valor encontrado para cavidades sem obstaculos,
£ =~ 0,5, concluimos que a unica contribuicao da insercao de obstaculos moéveis no pro-

blema ¢é uma redugao da area disponivel para dobra do fio injetado. Os discos ficam na
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borda da cavidade dando um efeito de estreitamento, isto é, A%5*0:2 — Y1004 "o ghte-
mos novamente uma expressao na forma da equagao 3.16 para cavidades com obstaculos
moveis.

L — X = kN®Y,

onde Y = Y (n) é uma largura “efetiva” da cavidade, uma vez que a largura interna da
cavidade, Y = 20 ¢cm, nao muda durante as experiéncias. Note que a experiéncia também
sugere que exista uma profundidade “efetiva” X = X(n) que deve ser computada em
uma andlise ainda mais precisa e que inclua também as medidas obtidas para cavidade
com alta concentracao de discos.

Na figura 4.10 mostramos como a varidvel (L — X)/A% se comporta em relagao
ao aumento do nimero total de lacos na estrutura. Quando consideramos A ~ n. —n
(figura 4.10a), obtemos uma reta que se ajusta aos dados com inclinagao o = 0,57=+0, 02.
Quando consideramos A = 800 — 2, 01n (figura 4.10b), obtemos uma reta com inclinagao

a=0,76 %+ 0,02.
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Figura 4.10 Varidvel (L — X)/A% em funcio de N para (a) A ~ n.—n e (b) A = 800—2,01n.

Os ajustes ainda nao alinham os pontos experimentais perfeitamente, uma vez que os
expoentes obtidos desviam ligeiramente dos valores mostrados na tabela 4.2, mas acre-
ditamos que este fato se dé por usarmos expressoes extremas na determinagao da area
disponivel da cavidade (ou todos os pontos sao corrigidos com uma fragao de empacota-

mento aleatdria, ou nenhum dos pontos sao corrigidos).
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Devemos chamar atencao sobre a vantagem de usar uma expressao mais direta para
a area disponivel na cavidade, isto é, A(n) = 800 — 2,01n. Primeiramente, a grande
maioria dos dados experimentais que temos considerado se localiza numa regiao em que
os discos nao se agrupam demasiadamente para que tenhamos que levar em conta a area
entre eles (isto é, ndo precisamos corrigir a drea por nenhuma fragdo de empacotamento).
Segundo, o expoente obtido na figura 4.10b estd em boa (e melhor) concordancia com os
valores de a que estamos obtendo tanto para cavidades com discos méveis (tabela 4.2)
quanto para cavidades sem obstéculos (equagao 3.12). Motivados por estas constatagoes,
a partir deste ponto do trabalho usaremos a expressao para a area disponivel da cavidade

que nao leva em consideracao a fracao de empacotamento aleatério de discos.

4.3 MASSA TOTAL E NUMERO MEDIO DE LACOS

Para cada conjunto de 10 medidas equivalentes com um determinado nimero n de
obstaculos dentro da cavidade, obtemos um valor médio para o comprimento maximo
injetado L, para a quantidade total de lacos N na estrutura geométrica final, além do
expoente a(n) e do coeficiente log C'(n) que sdao quantidades ja discutidas na se¢ao ante-
rior.

Na figura 4.11, mostramos a evolucao do comprimento e do nimero de lacos médios
com a area disponivel na cavidade. O objetivo de juntar as duas quantidades no mesmo
grafico é perceber a correlacao que existe entre eles, o que enfatiza uma proposta do tipo
L =L(N,n).

A massa total de fio injetado é proporcional ao comprimento maximo de fio injetado
(M ~ L) e a drea da cavidade ¢ escrita em termos das arestas R como (A ~ R?). Com
estes ingredientes podemos escrever uma relacdo massa-tamanho para fios injetados em
cavidades com obstaculos méveis na forma da equacao 2.2. A reta que se ajusta aos
dados referentes a um valor alto de area disponivel na figura 4.11 corresponde a uma lei
de poténcia L = AAY com \ = 102292 ¢ 4 = 0,87 £ 0,09. Este resultado nos fornece
uma dimensao de massa D = 1,74+ 0, 18 situada dentro dos erros estatisticos do mesmo

expoente encontrado para cavidades sem obstaculos.
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Figura 4.11 Comprimento méximo de fio injetado (quadrados) e nimero médio de lacos

(circulos) em fungao da area disponivel da cavidade.

Na figura 4.11 mostramos um outro ajuste linear referente a valores menores da area
e que corresponde a uma lei de poténcia L = AAY com A = 1073703 ¢ o = 2,440, 1.
Combinando os dois resultados dos ajustes, estimamos que as retas mostradas na figura
se cruzam em A ~ 354 cm?, o que corresponde a n ~ 222 discos. Com estes resultados,
podemos afirmar que o expoente diminuiu em 64% o seu valor depois que a drea subiu
para A > 354 cm?.

Ainda na figura 4.11, mostramos o comportamento do nimero médio de lacos formados
na geometria final do processo de amassamento (em circulos). Fizemos um ajuste linear
(ndo mostrado) que corresponde a uma lei de poténcia do tipo N ~ A? para os valores
referentes a A > 354 cm? e encontramos § = 0,6 + 0,1, que também é encontrado (com
melhor precisao) para fio empacotado em cavidades sem obstdculos. Para A < 354 cm?,
o expoente do melhor ajuste linear encontrado foi § = 1,7 + 0,3 que nos indica que o
expoente sofre uma reducao em 65% de seu valor quando sobe para A > 354 cm?. O fato
de obtermos estatisticamente uma mesma porcentagem para o desvio que os expoentes
v e 6§ sofrem em A ~ 354 cm? é um indicio ainda melhor de que as duas varidveis estao
diretamente correlacionadas e que uma expressao de dois parametros independentes, como
a equagao 3.16, é necessaria.

Na figura 4.12a mostramos os mesmos dados apresentados na figura figura 2.9, mas
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nesta oportunidade adicionamos o nimero total de lagos ao grafico. Na figura 4.12b, mos-
tramos um grafico equivalente para fio polimérico injetado em cavidade com obstaculos
livres. Podemos perceber que o perfil do comportamento do comprimento maximo de fio
injetado sempre acompanha o perfil do comportamento do niimero de lagos da geometria

final.
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Figura 4.12 Comprimento (quadrado) e numero de lagos (circulos) para cavidades com

obstdculos em fungao da quantidade de obstaculos.

Existem, entre os dois graficos mostrados na figura 4.12, algumas diferencas visuais
de fécil observacao. A primeira que podemos citar é que apenas em arames amassados
em cavidades com obstaculos fixos existe um valor de n = ngmie = 100 a partir do qual
o comprimento do arame injetado fica insensivel ao aumento de obstaculos na cavidade
(regime colunar), como é mostrado na figura 4.13. Outra observagdo, um pouco mais
sutil, diz respeito a inclinagao do gréafico para n — 0. Para cavidades com discos moveis
a inclinagao para valores baixos de n é praticamente nula, enquanto que para cavidades
com pinos fixos uma leve inclinacao é observada. De fato, se usarmos nossos resultados,

podemos escrever:

L
o ~ (800 —2,01n)

Wl

n—0 n
NG (1 _ —)
V2 800

que ¢ essencialmente constante uma vez que n < 800. Com arame em cavidade com

obstaculos fixos dispostos em rede quadrada, para os menores valores possiveis de n
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(n=1,4,9,16) ja se obtém uma inclinacao de —f = —0,23 40,03 (equacao 2.7). Assim,
se observa uma queda muito mais brusca das quantidades mensuradas (comprimento
méximo de fio injetado e ntiimero total de lagos) para cavidades com dominios proibidos

do que para cavidades com obstéculos de livre movimentagao.

Figura 4.13 Dependendo da concentragao de obstdculos, o posicionamento do fio é restrito a

uma pequena faixa. Na figura, n = 144 e n = 196 [21].

A existéncia de um regime colunar parece estar associada a algumas particulares
condigoes geométricas iniciais do problema (figura 4.13). Para experiéncias com arames
metdlicos em cavidades com obstdculos fixos, a injecao foi realizada via dois canais de
injecdo diametralmente opostos, o que significa que a construcdao impoe um vinculo do
tipo L(N = 0) = X. Quando a cavidade tem um grande nimero de obstéculos fixos, o

fio injetado fica restrito a uma regiao cada vez menor que cobre a situacao inicial, isto é,
L") LN =0).

Se a experiéncia com discos méveis tivesse sido realizada nestas condigoes, esperariamos
que para valores altos de n o fio estaria praticamente disposto na linha reta central, com
os poucos lacos localizados préximos aos canais de inje¢ao (a figura 4.3 pode ajudar a vi-
sualizar), ou seja, esperamos que também houvesse um regime de fio disposto basicamente
em uma coluna.

Agradecemos ao professor Valdemiro Brito, da Universidade Federal do Piaui, por nos
ceder os dados mostrados na figura 4.12a relativos a injecao de arames em cavidades com

pinos fixos.



CAPITULO 5

ENTROPIA E EQUACAO DE ESTADO

Neste capitulo revisaremos um modelo simples baseado em uma formacao hierarquica
de lacos capaz de explicar, com apenas dois parametros simples, a dinamica! do processo
de injecao de arames em cavidades bidimensionais bem como a distribuicao de tamanhos
que os lagos assumem na estrutura final. Extendendo o modelo a outras grandezas e
adicionando alguns argumentos de campo médio, podemos calcular expressoes para a

energia elastica armazenada no sistema e sua entropia total.

5.1 O MODELO HIERARQUICO

As unidades basicas do padrao geométrico gerado pela injecao de um arame em
uma cavidade bidimensional sao os lagos (ou algas). Estudando a formagao da primeira
estrutura fechada, foi medida a razao entre o comprimento injetado para a formagao do

primeiro laco, hi, e o perimetro da cavidade circular:

hy
27TRO

= 0,684 % 0, 008. (5.1)

Desta maneira, chamaremos h; o comprimento que deve ser injetado para a formacao
de um novo lago em uma iteragao ¢. Devido a uma distribuicao de lacos que podem
assumir tamanhos iguais, temos N; lagos associados a um mesmo comprimento; para o

primeiro laco, i = 1 ¢ Ny = 1. O comprimento total de arame injetado é:

i

onde [ é a iteragao que limita o somatdério.

Hremos voltar a usar um indice “m” para indicar grandezas obtidas no empacotamento rigido.
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Supomos que h; seja controlado pelo comprimento na iteragao anterior: h; = nh; 1 =
n*~"th; com n < 1, ou seja, os lacos diminuem de tamanho. Os padroes geométricos
sugerem que a quantidade de lacos aumenta a cada iteracao: N; = vN;_; = "' N; com
v > 1. Os dois parametros apresentados estao relacionados pela dimensao fractal dos

arames amassados:
log v
logn=1
cujo valor numérico foi encontrado experimentalmente (equagao 2.4). Neste modelo, é

N(h) ~h™", (5-3)

natural propor que a formacao de lagos se dé com v = 2, pois o padrao geométrico sugere
formacao de lacos aos pares e, além disto, nas experiéncias com dois canais de injecao o
processo de formacao de lagos é simétrico. Substituindo este valor de v na equagao 5.3,
encontramos 1 = 0,69 que corresponde ao valor encontrado experimentalmente para o
primeiro laco (equagao 5.1) em relacao a cavidade (hg = 27 Ry).

O niimero total de lacos é dado pela soma dos lagos de todas as iteragoes:

! vl —1
N = N, =N .
Ei ] (5-4)
e o comprimento total injetado (equagao 5.2) é:
) —1
L= N (55)
nv—1

O valor de I depende da etapa do processo que se deseja estudar, nao trata necessaria-
mente do empacotamento rigido, onde L — L0 = [ — L. Uma vez que a iteracao

I é a mesma nas duas expressoes anteriores, podemos escrever:

NI = s [(thl P -p+1)” - 1] 59

Esta equagao estd escrita em termos dos dois tinicos parametros (n e D) ajustaveis do

modelo e dos valores iniciais (h; e Ny). Utilizando os valores numéricos ja apresentados

e mudando a varidvel para a fracdo de empacotamento p, obtém-se
N(p) = (26,5p + 1)>'" — 1,

que da origem a curva continua que é mostrada no grafico da figura 2.6. Note que a linha

se ajusta melhor aos pontos experimentais a medida que a fracdo de empacotamento
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se aproxima do valor maximo. O modelo hierdrquico, e consequentemente a extensao
que iremos discutir na proxima secao, reproduz bem o comportamento estudado para o
regime de muitos lacos.

Um outro sucesso do modelo hierdrquico que é apontado em trabalhos anteriores [6]

é sua capacidade de explicar a distribui¢ao de tamanhos de lagos N(s) ~ s~ 14£02

, onde
N(s) ¢ a quantidade de lagos que delimitam uma area s.

O modelo que apresentamos no capitulo 3 tem diversos pontos em comum com este
modelo hierarquico. Em ambas as abordagens, o comprimento de fio injetado é modelado
como o perimetro total dos lagos formados e os lagos se ajustam a cavidade (n = 0,69 e
P, ~Y). Os pontos de referéncia (com os dados experimentais) que o modelo hierarquico
assume sao: o comprimento de formacao do primeiro lago (h1) e a geometria complexa
final do padrao (dimensao D). No modelo discutido no capitulo 3, a quantidade minima
de fio injetado L(0) = X e o expoente a determinam a equacao 3.16. Nao podemos
deixar de enfatizar que o modelo hierarquico trata de um estudo dinamico da formacao

de lacos N = N (L) enquanto nossa proposta diz respeito a estrutura complexa final em

um empacotamento rigido Lar = Linaz(Nmaz)-

5.2 EXTENSAO DO MODELO HIERARQUICO

Podemos calcular um limite superior para a entropia de N lacos em uma cavidade
2D assumindo que para cada lago haja p estados acessiveis independentes.

Q=M = (5-7)

Um valor intuitivo para o nimero de estados acessiveis aos lagos é p = 2, uma vez
que cada laco pode, enquanto independente dos outros, ser consequéncia de uma dobra
para a esquerda ou para a direita em relacao ao canal de injecao. De fato, podemos
reproduzir este resultado com o seguinte argumento de campo médio: suponha que, no
regime termodinamico, os lagos estejam dispostos de maneira tal que metade dos lacos

se dispoem em cada lado da cavidade:
N!

0=
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Podemos usar a aproximagao de Stirling para obter {2 ~ 1/%\,2]\[ que nos da a entropia

do sistema:
7N

Swan~N1n2—11n<
2 2

>;5Amn2 (5-8)

Que corresponde ao mesmo resultado obtido usando a equacao 5.7 para = 2. A exten-
sividade da entropia dos lacos corresponde a um resultado padrao na mecanica estatistica
para probabilidades iguais a prior: que nosso modelo tinha que respeitar.

Cada laco é constituido por uma extremidade reta e uma outra arqueada. A energia
elastica e armazenada em trechos do fio é maior nas regioves de menor raio de curvatura
r, ou seja, nos arqueamentos dos lacos. A energia elastica armazenada em cada lago é

proporcional ao quadrado de sua curvatura, isto é:

(Y (59)

Podemos explorar esta expressao no contexto do modelo hierdrquico da secao anterior.
Numa iteracao 7 temos, pela equagao 5.9, que €; ~ r; 2 e, assumindo que o raio de curva-
tura é proporcional ao perimetro h; dos lacos, obtemos g; ~ 1~2¢;_;. Para tornar nossas
expressoes mais flexiveis, usaremos ¢; ~ h; ", onde 7 = 2 corresponde ao regime pura-
mente elastico (equacao 5.9). Esta abordagem nos permite ampliar o modelo hierarquico
para empacotamento de arames em um regime nao-puramente elastico 7 # 2 e ainda
para amassamento de folhas que se dobram sem formar vincos [16]. A energia total é:

() =1

1
FE = Zi:Nigi = nglw. (5.10)

Para determinar como a energia total se comporta a medida que o comprimento de
fio aumenta, usamos que v = 7~ e combinamos a equacao 5.10 acima com a equacao

5.5 do modelo hierarquico:
D+~
D—1

E(L) = 77([])\276)1— . [(thl (P —1)+ 1) - 1] . (5.11)

Esta expressao nos permite observar que a energia diverge a medida que o comprimento

de fio aumenta dentro da cavidade; no limite de grandes energias um grande esforco é

capaz de injetar um comprimento muito pequeno de fio na cavidade, o que corrobora
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os resultados experimentais. No entanto, na equagao 5.11 se tem a energia armazenada
nos lagos e nao necessariamente a energia que o injetor gasta ao inserir um comprimento
L de fio na cavidade, uma vez que parte desta energia é irreversivelmente dissipada no
processo.

Uma vez que temos uma entropia S ~ NN para este sistema, podemos combinar a
equagao 5.10 com a equacao 5.4 do modelo hierarquico e obter uma expressao para a

entropia em func¢ao da energia armazenada:

D
N, E D+y

S(E) ~ O 1) 41 —1 :
B~ (im0 -+ (522

Com isto temos uma temperatura formal para o problema dada por 7! = g—;, isto é:

E D4y

T~ | — (P — 1) 4+1 , .

pal ) (513
Podemos inverter este resultado para obter a energia eldstica interna £ = E(T):

E=¢ (ozTDv+7 — ﬁ) , (5.14)

onde a e [ sao constantes de proporcionalidade. E interessante observar que a de-
pendéncia da energia com a temperatura é a mesma do gas de elétrons 2D, como também
reportado recentemente para um arame numa cavidade com pinos [21]. Uma expressao na
forma da equacao 5.14 é promissora para obter quantidades de interesse termodinamico.
A capacidade térmica, a drea A constante, associada a energia eldstica armazenada pelos
lacos é:

i = (M) ~T% (515)

ar ) ,

que apresenta um expoente interessante, dependente apenas da dimensao fractal e do
expoente da energia.

Os lagos armazenam energia elastica por que a cavidade os impede de liberar esta
energia em forma de movimento ou relaxacao. Isto implica a existéncia de uma pressao
que os lacos exercem sobre a cavidade tentando liberar a energia armazenada. Para
calcular esta pressao, temos que explicitar a contribuicao do volume da cavidade na

equacao r.14.
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A energia armazenada no primeiro lago esta relacionada ao comprimento de fio ne-
cessério para sua formagao segundo uma lei do tipo &1 ~ h;” e o primeiro lago se ajusta
. . - . . 1
a cavidade, como nos mostra a equagao 5.1, isto nos permite escrever hy; ~ Ry ~ (V)4

relacionando o perimetro do primeiro laco com o volume d—dimensional, V;, da cavidade.

R

E=(Vy)" [O/TDW - 5’]

A pressao é calculada como:

OF v -1
p=(22) =2 E
<an>T J(Va)

o que nos fornece uma equagao de estado para o conjunto de lacos em uma cavidade
d—dimensional:

PV, = %E. (5.16)

Note que, para o regime puramente eldastico em cavidades bi-dimensionais, obtém-se
PV = FE, onde o volume corresponde a area da cavidade. A pressao reportada neste
trabalho existe devido a energia potencial elastica, ndao a energia cinética das particulas
dentro da cavidade.

Podemos ajustar a equacgao 5.16 para processos de empacotamento lembrando que o
volume que o arame ocupa nao é o volume total da cavidade. Efetivamente, existe uma
fragdo de empacotamento maximo e o volume do fio também limita a area dos lagos. O

volume acessivel para a dobra de fio é:

Vacess = pmaxvd - LC = pmamv:i <1 - P ) (517>

meLZ
Isto leva em conta o volume finito do arame injetado no processo e estd implicita a escolha
d =2, isto é, V; = A. Substituindo esta expressao na equagao de estado (equagao 5.16),
chegamos mais perto de uma abordagem tipo van der Waals. De acordo com a equagao
de estado de van der Waals, a pressao deveria ser corrigida pela interacao das particulas
entre si, mas em nosso caso os lacos nao sofrem forcas de campo. A equacao de estado

se torna:

PV <1 _ p) _ g (5.18)

max d
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onde Vg ~ A é o volume da cavidade que pode ser ocupado pelo fio.

Uma perspectiva interessante ¢ usar um aparato experimental que possa acompanhar
a evolucao da energia gasta na formagao dos lacos para testar os resultados obtidos com
esta extensao do modelo hierarquico. Adicionalmente, pretendemos estender essas idéias
para obter a entropia no problema mais geral do amassamento de fio numa cavidade 2D

nao conexa com pinos rigidos, comparando-a com resultados obtidos recentemente [21].



CAPITULO 6

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

O estudo do amassamento, em geral, traz diversas dificuldades para a fisica da
elasticidade em decorréncia da introducao de deformacoes extremas bem como do apa-
recimento de singularidades [22]. Apesar desta complexidade, diversas leis simples de
escala vem sendo obtidas experimentalmente e através de argumentos de campo médio
para estruturas tridimensionais e bidimensionais.

A injegao de um fio ou arame em uma cavidade bidimensional vem sendo estudada
a uma década e apresenta, no limite de empacotamento rigido, dimensao fractal D =
1,9 £+ 0,1 medida via relagao massa-tamanho (equagao 2.2) e método de contagem de
caixas (equagao 2.3). Chamamos de lago a estrutura geométrica bésica dos padroes de
empacotamento de arames; um estudo extensivo da formagao destas estruturas é realizado
na literatura [6, 15] e discutido no capitulo 2. O arqueamento dos lagos é a regiao que
apresenta menor raio de curvatura no padrao geométrico e é o suporte onde a energia
elastica estd concentrada; esta regiao tem dimensao Dg = 1.0£+0, 1. Para cavidades com
n obstaculos fixos, a fracio de empacotamento varia em lei de poténcia p(n) ~ n=" com
b5 =0,234+0,03 em n < 16 e apresenta uma mudanga para 8 = 0,88 4+ 0,06 quando
n > 16 [21].

Realizamos um extensivo estudo experimental para determinar como o comprimento
maximo de fio polimérico injetado em cavidade quase bidimensional depende das medidas
da cavidade (A, B ou X,Y’). Para cavidades com razao de aspecto B fixa, encontramos
que o comprimento maximo depende da quantidade de lagos na estrutura final e da area
via uma lei de poténcia L,, — X = AN2A? com a = 0,754+ 0,05 ¢ B = 0,52 £ 0,07.
Repetimos a anélise experimental para cavidades com profundidade X fixa e obtivemos a

mesma lei de poténcia com os expoentes « = 0,7+0,2¢ = 1,040, 2, o que nos permitiu
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obter uma equagao geral que descreve todos os dados experimentais L,, — X = EN?Y
com a = 0,7+£0,1 e que nos permite estimar, com boa precisao, o comprimento maximo
injetado com a simples contagem da quantidade de lagos na estrutura final. Ao fim do
capitulo 3 reproduzimos este resultado teoricamente usando uma distribuicao fractal de
perimetros de lagos.

No capitulo 4 apresentamos os resultado para o empacotamento de fio polimérico em
uma cavidade retangular com n obstéculos circulares livres. Reconstruimos a mesma lei
de poténcia L,, — X = kEN2Y com o = 0,67 £ 0,08, onde Y = Y (n) e X = X(n) sdo
as dimensoes efetivas da cavidade e dependem da concentracao de discos, sendo que a
determinagao de X = X (n) é uma interessante perspectiva de nosso trabalho. Discutimos
a existéncia de um regime governado pela inje¢ao de fio, onde os discos se localizam nas
regioes ausentes de fio, e outro regime governado pela alta concentracao de discos, onde a
formacao de lagos é reprimida. Embora mais pesquisa seja necessaria, acreditamos que a
lei de poténcia apresentada é a mesma para ambos os regimes discutidos. Os resultados
deste capitulo nos sugerem que o expoente « é independente da forma, das dimensoes da
cavidade e da insercao de obstaculos méveis. Na figura 6.1 apresentamos um histograma
com os valores do expoente « para todas as medidas experimentais que se englobam em

nossa andlise (tabelas 3.5 e 4.2).

7

Frequéncia

7

0,6 07 08 0,9 1,0 1,1

.

0 —T % T
A 0,2 03 0,4

0

Figura 6.1 Histograma com os valores de « apresentados se levando em conta a profundidade

X da cavidade.
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Nossas experiéncias inovam no que diz respeito ao uso de uma mesma peca de fio
polimérico altamente elastico em todas as etapas da pratica experimental e pelo uso de
uma cavidade retangular com canal de injecao tinico; estas alteragoes agilizaram o tempo
que se leva para aquisicao de dados e diminuiram consideravelmente o esfor¢o despendido.

O modelo hierarquico, que é revisado no capitulo 5, é capaz de explicar a dinamica do
processo de injecao de arames em cavidades circulares e ainda a distribuicao do tamanho
de lacos na estrutura final. Com ele pudemos escrever a energia elastica € ~ (%)2 armaze-
nada na curvatura de cada lago e estabelecer um limite superior para a entropia S ~ N do
sistema. Estes ingredientes nos permitem calcular algumas quantidades termodinamicas
relevantes, como a capacidade térmica C'y ~ T% e a equagao de estado PV ~ FE para
arames empacotados em cavidades bidimensionais. Em particular, esta ultima equacao
pode ser verificada experimentalmente ao se medir com um dinamometro a pressao P
exercida pelo fio sobre as paredes da cavidade.

Na figura 6.2 mostramos uma maneira de como isolar a contribuicao do perimetro
dos lagos em relagao ao comprimento maximo de fio injetado. Com uma analise fractal
(equagoes 2.2 e 2.3) em figuras como a figura 6.2 se pode verificar o tratamento tedrico
discutido no capitulo 3, obtendo um valor experimental direto para o expoente 7 da
equacao 3.17 que nos permitira verificar a validade da equagao 3.18. Note que a nossa
proposta sugere a obtencao do expoente de distribuicao de perimetros através da simples
medicao do comprimento maximo injetado e da quantidade de lagos no empacotamento
rigido.

Nosso estudo levou em conta apenas como o numero de lagos e o comprimento maximo
injetado variam em relacao as dimensoes da cavidade, mas diversas outras grandezas
podem ser facilmente englobadas futuramente. O nimero de contatos com as bordas
da cavidade e o numero de contatos de auto-exclusao entre partes diferentes do fio sao
exemplos de quantidades que podem ser retiradas das fotografias e cuja variagao, em
relacao as dimensoes da cavidade, podemos estudar. Estas grandezas caracterizam alguns
dos subconjuntos possiveis para realizar um estudo multifractal que sao de interesse para

a fisica de amassamento. A figura 6.2 sugere que o perimetro dos lagos corresponde a um
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(a) (b)

Figura 6.2 (a) Padrao geométrico gerado pelo empacotamento de um arame em cavidade

circular (b) Mesmo padréo, isolando apenas a contribuigao dos lagos [7].

dos principais e mais diretos subconjuntos do problema.
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