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RESUMO

IMPLEMENTACAO DE METODOS EXPLICITOS DE INTEGRACAO
COM CONTROLE DE ERRO PARA MODELOS ELASTOPLASTICOS E
VISCO-ELASTOPLASTICOS.

Igor Fernandes Gomes

Fevereiro /2006

Orientador: Leonardo José do Nascimento Guimaries
Programa: Engenharia Civil

Nas ultimas décadas presenciamos um grande avango no desenvolvimento de
modelos constitutivos elastoplasticos e elasto-viscoplasticos para materiais geomecanicos.
Paralelamente, com o desenvolvimento dos métodos numéricos e dos ambientes
computacionais foram propostas, a partir do método dos elementos finitos, varias técnicas
discretas de integracdo das relagdes constitutivas que garantem convergéncia e satisfazem
as condi¢des de consisténcia. Estas técnicas podem ser divididas em integracao explicita e
implicita.

Neste trabalho serdo implementados os métodos explicitos de integracdo de Euler
Modificado e Runge-Kutta-Dormand-Price, ambos com controle de erro, formulados para
sistemas de equacdes ordinarias de segunda e quarta e quinta ordens, respectivamente, bem
como o modelo viscopldstico de Perzyna. Serdo feitas também comparagdes das
performances entre estas técnicas onde, tanto o controle de erro quanto o tamanho de passo
variavel para cada ponto de integracdo, baseiam-se no tempo total de CPU para analise total
e no numero maximo de passos de integracdo durante qualquer incremento de
deslocamento e para a analise total. Serdo ainda comparados os resultados da aplicagdo, as
analises elastoplasticas e visco-elastoplasticas, dos métodos de integracao implementados.
As verificagdes entre os métodos sdo feitas a partir da aplicagdo dos critérios de Mohr
Coulomb e Von Mises apresentam-se em trés problemas, cuja simulagdo ¢ feita por meio

do codigo CODE BRIGHT, utilizando o método dos elementos finitos.

Palavras Chave: Elementos Finitos, Elastoplasticidade, Viscoplasticidade.



ABSTRACT

IMPLEMENTATION OF EXPLICIT INTEGRATION METHODS WITH ERROR
CONTROL TO ELASTOPLASTIC AND VISCO-ELASTOPLASTIC MODELS.

Igor Fernandes Gomes

February /2006

Advisor: Leonardo José do Nascimento Guimaraes

Department: Civil Engineering

In the last decades we have presented a great advance in the development of
elastoplastic constitutive models to geomechanic materials. Some discrete techniques of
integration of the constitutive relations that guarantee convergence and satisfy the
consistency conditions, parallel with the development of the numerical methods and the
computational ambient were suggest, from the finite elements method. These techniques
can be divided in explicit and implicit integration.

In this work it will be implemented the explicit methods of integration of Modified-
Euler and Runge-Kutta-Dormand-Price, both with error control, formulated to systems of
ordinary equations of second and four and fifth order, respectively, as well as Perzyna
viscoplastic model. Will also be made comparisons of performances between these
techniques where, the control and the size of the variable step to each integration point, are
based on total CPU time to total analysis and in the maximum number of integration
substeps during any increment of displacement and to the total analysis. Still will be
compared the results of the applications, to elastoplasticity and visco-elastoplasticity, of the
integration methods implemented. The verifications between the methods are made from
the application of Mohr Coulomb and Von Mises criteria, are presented in three problems
whose simulation is made by the CODE_BRIGHT code using the finite element method.

Keywords: Finite Elements, Elastoplasticity, Viscoplasticity.
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1 - INTRODUCAO

O solo ¢ um meio trifasico composto por particulas solidas e vazios preenchidos
com agua e/ou ar. Seu comportamento mecanico caracterizado por suas relagdes
constitutivas, ¢ funcdo de inumeras variaveis, tais como, condi¢cdes de carregamento,
condi¢des de drenagem, temperatura, entre outros. Nas ultimas décadas presenciamos um
grande avango no desenvolvimento de modelos constitutivos para solos. O principal papel
que os modelos podem desempenhar do ponto de vista tedrico e pratico ¢ a previsdo do
comportamento do material sob solicitagdes de laboratdrio e de campo.

As relagdes constitutivas podem ser caracterizadas a partir de processos reversiveis
ou irreversiveis. Em carregamentos monétonos os processos reversiveis podem sdo
modelados a partir da teoria da elasticidade, enquanto os processos irreversiveis sao
caracterizados a partir da teoria da plasticidade, independente da ag¢do do tempo, ou
dependente da acdo do tempo, a exemplo da viscoplasticidade, creep ou relaxacdo de
tensoes, (Prat e Gens, 2003).

A experiéncia ja permite afirmar que os modelos constitutivos baseados na teoria
elastoplastica demonstram um grande potencial de aplicagdo aos solos para simular
comportamentos independentes do tempo (Pedroso, 2002). Para situagdes cujo
comportamento mecanico do solo depende do tempo, a experiéncia também demonstra que
a viscoelasticidade e a viscoplasticidade podem reproduzir adequadamente o
comportamento dos solos. Portanto, ¢ possivel afirmar que o estudo dos modelos
constitutivos para solos ¢ importante para o desenvolvimento da geotecnia.

E preciso destacar ainda que o desenvolvimento intensivo dos modelos constitutivos em
solos deve-se, em parte, ao desenvolvimento dos modelos aproximados e técnicas
numéricas a exemplo da técnica dos elementos finitos, que consiste basicamente na
discretizagdo de equacdes diferenciais e integrais sobre um continuo (Zienkiewicz, 1980;
Zienkiewicz e Morgan, 1984), sob condigdes iniciais e de contorno conhecidas. Esta
ferramenta de pode ser utilizada em problemas lineares ou ndo-lineares, em regime
permanente ou transitorio, a materiais homogéneos ou heterogéneos (Onate, 1995).
Inicialmente o Método dos Elementos Finitos foi aplicado a problemas lineares

(relagdo tensdo-deformacdo linear), entretanto, a consideragdo da ndo-linearidade do



problema torna-se indispensavel nos casos de ndo-linearidade material (que ocorre em
modelos inelasticos e hipereldsticos onde ha relagdo constitutiva ndo-linear), e/ou
geométrica (que ocorre devido a modificagdo da geometria de referéncia da andlise ao
longo do processo de deformagao do corpo) e da ndo-linearidade de condigdes de contorno
(decorrem de mudancas nas condi¢des de contorno do problema).

Em problemas elastoplésticos, o comportamento tensdo-deformagdo de cada ponto
de integragdo numérica ¢, por definicdo, ndo-linear (Abbo, 1997). A determinagdo das
tensdes, ao fim de um incremento de deslocamento, ¢ feita através da integra¢do das
relagdes constitutivas sobre um dado incremento de deformacgao, que por sua vez, pode ser
obtido pela divisdo do incremento de deformagdo total em subincrementos. O tamanho dos
incrementos de deformagao, que levem a uma solug@o mais precisa, depende da linearidade
local da superficie de fluéncia e da lei de endurecimento.

Finalmente, a andlise do comportamento do solo através da implementa¢do de
modelos elastoplasticos e viscoplasticos, utilizando o Critério de Mohr-Coulomb, em um
programa de Elementos Finitos, necessita de esquemas de integracdo numérica devido a
ndo-linearidade dos problemas. Esta integragdo leva a obten¢do do novo estado de tensdes
devido ao incremento de deformacgao calculado a cada passo de tempo, através do Método
dos Elementos Finitos, ao passo que durante este processo também se determina a variacao
da superficie de fluéncia (Simo, 1994).

Os algoritmos de integragdo numérica utilizados sdo denominados em explicitos e
implicitos, que serdo descritos mais adiante. Neste trabalho serdo empregados os esquemas
explicitos de integragdo numérica usando os algoritmos de Euler Modificado e Runge-

Kutta-Dormand-Price (Sloan et al, 2001).

1.1- Objetivos

O presente trabalho tem como objetivo a obtengdo de modelos numéricos que
satisfacam a necessidade da determinacdo de uma solucdao aproximada, através do célculo
iterativo da relagdo tensdo-deformagdao em problemas nado-lineares, de forma a atender as
necessidades do problema dentro dos limites de tolerdncia compativeis com os critérios e

parametros de engenharia adotados.



Através de esquemas explicitos de integracdo numérica, que atualizam o estado de
tensoes ¢ deformagdes e o tamanho da superficie de fluéncia, para incrementos de tensao e
deformagdo fornecidos num ponto de integracdo, busca-se chegar ao comportamento
mecanico do solo, nos problemas analisados, com maior proximidade da solugdo exata
(comportamento real), verificando entdo, a eficiéncia dos modelos numéricos
implementados e sua adequacao ao critério de plastificagao.

Serdo analisados os resultados dos problemas usando os dois esquemas diferentes de
integragcdo numérica, implementados através da linguagem FORTRAN 77 e utilizando o
codigo CODE _BRIGTH, Coupled Deformation Brine Gas and Heat Transport, (Olivella,
et al., 1994; Olivella, et al., 1995; Guimaraes, 2002). Serdo comparados seguindo os
seguintes critérios de analise de resultados:

- Resultados de Pos-Processamento: saidas graficas de distribuicdo de tensdo,

deslocamentos, deformagdes plasticas, indice de vazios, vetores de deslocamentos,

deformacdao da geometria pela malha de elementos finitos deformada, evolucao
destes parametros com o tempo;

- Comparagao com as solugdes analiticas disponiveis na literatura e pertinentes aos

casos analisados;

- Para cada esquema de integracao implementado, e para tolerancias diferentes,

verificar e comparar o Numero Total de Subpassos (NTS) ao fim do processo total

de analise, e Tempo Total de processamento em CPU requerido pelos esquemas de

integracdo (CPU Time);

Este trabalho busca ainda realizar uma analise do comportamento mecanico de uma
estrutura de solo e de metal, através de um modelo visco-elastoplastico usando, para isso, o
Modelo de Perzyna ( Perzyna, 1966 apud Cormeu, 1975).

Objetiva-se também comparar os resultados de pos-processamento das analises
elastoplastica e visco-elastoplastica, verificando assim a interferéncia do fendmeno viscoso

no processo de analise.



1.2-Organizacao do Texto

Este trabalho esta dividido em seis capitulos, onde a descri¢do do historico da
Teoria da Plasticidade e da Visco-elastoplasticidade ¢ feita no Capitulo 2. Ainda neste
capitulo se faz uma breve revisdo sobre a cinematica e equilibrio dos corpos, bem como os
fundamentos da plasticidade partindo desde os conceitos basicos como mecanismo do
comportamento plastico, lei constitutiva elastica, defini¢ao da superficie de fluéncia, regra
de fluxo e lei de endurecimento, até os critérios de plastificacdio de Mohr Coulomb, para
solos, e de Von Mises, para metais. Conceitos sobre plasticidade perfeita e associada
também sdo expostos assim como a determinagao da deformacao plastica cisalhante.

As defini¢des iniciais de plasticidade nesse capitulo também servem como um
embasamento tedrico para a introducdo dos conceitos da Teoria Visco-elastoplastica, que
finalizam esta revisdo de teorias constitutivas. Portanto os conceitos sobre a teoria de
Perzyna para materiais visco-elastoplasticos vém descritos e, como sera visto, acoplados a
teoria da plasticidade, com algumas alteragdes na regra de fluxo e no conceito de condicao
de plastificagdo.

No Capitulo 3 ¢ feita uma abordagem numérica das leis constitutivas, onde se
descrevem dois algoritimos explicitos de integragdo de tensdes com controle de erro e suas
formas de implementagdo, sendo estes o Método de Euler Modificado e Runge-Kutta-
Dormand-Price (Abbo, 1997). Sdo abordados os métodos de tratamento numéricos das
singularidades do critério de Mohr Coulomb, bem como o método de suavizacdo da
superficie de fluéncia, e descrevem-se os gradientes da fung¢do de fluéncia suavizada
utilizados neste trabalho. A necessidade de redefinir um novo tensor para a analise visco-
elastoplastica leva a implementacdo de uma matriz tangente visco-elastoplastica, por meio
da determinagdo da matriz gradiente de velocidade de deformagdo, onde a forma de
obten¢do dessa matriz tangente ¢ descrita no fim deste capitulo.

A aplicagdo dos métodos de integragdo implementados e a comparagdo entre eles,
para ambas as teorias elastoplastica e visco-elastoplastica, sdo feitas no Capitulo 4. Para
isso sdo descritas as solu¢des numéricas para trés problemas, onde dois consistem em casos

de Expansdo de Cavidade Cilindrica, sendo um aplicado usando o critério de Mohr



Coulomb e outro usando o critério de Von Mises, ¢ o terceiro problema consiste na analise
de um Talude Vertical Hipotético. Para cada problema sdo analisados o desempenho e
aplicabilidade dos métodos de integracao, assim como sdo discutidos os resultados obtidos
e sua comparagao com a solugao analitica de referéncia.

Por fim os Capitulos 5 e 6 apresentam, respectivamente, a conclusio e as sugestdoes
para continuidade deste trabalho, e propostas para desenvolvimento de outros trabalhos
seguindo a abordagem feita aqui; e as referéncias bibliograficas utilizadas para o

desenvolvimento desta dissertacdo.



2 - CARACTERIZACAO MECANICAE
RELACOES CONSTITUTIVAS EM MATERIAIS
INELASTICOS

A modelagem matematica da plasticidade e visco-plasticidade tem o objetivo de
obter relagdes tensdo-deformag¢do adequadas para a descricdo fenomenoldgica das
deformacdes plasticas, bem como a adogao de critérios de fluéncia adequados para definir o
inicio do processo de plastificagdo. Para isso trés consideragdes devem ser observadas
(Martins, 2001): as leis constitutivas para o material durante o regime elastico do material;
um nivel de tensdes representativo do limite de escoamento ou estabelecimento de um
critério de escoamento (superficie de fluéncia); as leis constitutivas para o material durante
o regime elasto-plastico do material.

Portanto, alguns conhecimentos bésicos da elasticidade e da cinematica dos corpos,
bem como o equilibrio do corpo se torna necessario para os estudos posteriormente
enunciados, pois representam o comportamento do material durante o regime elastico. O
material ¢ homogéneo e isotropico, e utiliza-se uma aproximacao Lagrangeana (estado
deformado obtido em fung¢ao do estado indeformado do corpo).

Serdo caracterizados os conceitos da cinematica e equilibrio do meio continuo, que
consiste na base para a formulacdo das teorias matematicas aplicadas a mecanica dos
materiais, bem como as defini¢des e consideragdes sobre a visco-elastoplasticidade, onde o
comportamento mecanico do material ¢ avaliado considerando sua dependéncia quanto ao

tempo.
2.1 — Cinematica e Equilibrio

O movimento de um corpo ¢ caracterizado pela posicdo das particulas desse no
espaco, e sua determinagao ¢ obtida a partir de uma configuragdo de referéncia B e fronteira
regular 7, em que um ponto X € B ¢ definido como ponto material (Figura 2.1) onde,
submetendo o corpo a uma forga f;, num instante ¢, a configuracao inicial B ¢ levada a uma
configuragdo final B, e os pontos materiais X € B sdo levados em pontos espaciais x €' B,.

Logo:



Jfi B— B,
X o> x=f(X,0) @2.1)

X Dominio I' (Contorno)
Corpo

Ponto Material

Figura 2.1 — Esquema de um corpo no espa¢o: Conceito do Continuo

A seqiiéncia de deformagdes no tempo, através de formulagdes incrementais
definem, portanto, o movimento de um corpo, onde o conceito do continuo leva a um
Jacobiano (J) da transformagdo que exista em qualquer ponto de qualquer configuragdo

(/>0). O movimento pode, entdo, ser expresso por equagdes da forma:

X, =x,(X,,X,,X,,t)=x,(X,1) (2.2)
X; =X, (x,x,,x;,1) = X;(x,1) (2.3)

A descrigdo do movimento de acordo com a equagdo (2.2) ¢ definida como
Lagrangeana, enquanto que define-se como descri¢do Euleriana a expressa pela equacao
(2.3). Um dado elemento dX da configuragdo de referéncia B, na vizinhanga de X, ¢

deformado para o elemento dx em B, (Figura 2.2).

X+dX u(X+dX)

u(X)

B

Figura 2.2 — Descricao de Movimento



Os problemas aqui estudados consistem em situagdes que envolvem pequenas
deformacdes, ou seja, cujas componentes do gradiente de deslocamento sdao bem menores
que 1, onde os tensores de deformacgdes infinitesimais Lagrangeano e Euleriano sao

definidos, respectivamente, pelas expressoes (2.4) e (2. 5).

1{ Ou, Ou,

G=—| —F+—
2 [axi X, J 2.4)
1{Ou, Ou,

E=—|—+— 2.5
2[8)(]. 8xi} 25)

Com isso, para deformacgdes infinitesimais os gradientes de deslocamento e os
deslocamento sdo muito pequenos, o que leva a uma diferenca desprezivel entre as
coordenadas espaciais e materiais de uma particula do meio continuo. Isso leva a uma
igualdade aproximada entre os tensores Lagrangeano e Euleriano, onde as componentes de

gradiente material e espacial sdo praticamente iguais, logo:

ou. Ou.
Ltx—=>G=E
8Xj axj (2.6)

Logo, a definicdo de deformacdo, mais comumente utilizada na engenharia, e
limitada apenas para problemas com pequenos deslocamentos (ndo € possivel utilizar em
problemas de nao-linearidade e instabilidade geométrica, por exemplo), ¢ obtida pelo

tensor de deformacgoes infinitesimais € :

1 aui auj
& =—| —+
7o\ X, X, 2.7

Ou ainda:



L

g =%(Vu+VuT) (2.8)

Na considera¢do de deformacgdes infinitesimais, um operador tangente D pode ser
utilizado para estabelecer uma relagdo linear entre as deformacdes de um corpo € a um

campo de deslocamentos u (Pontes Filho, 1993):

€=Du 2.9)

Pode-se chegar a uma relacdo linear entre as forgas aplicadas a um corpo F, e os
deslocamentos u ocorridos em uma série de pontos deste corpo, através da matriz de rigidez
K da estrutura (que depende apenas da geometria inicial). Esta relacdo ¢ proveniente da lei

constitutiva elastica que serd descrita mais adiante neste trabalho. Logo:
F=Ku (2.10)

Ainda € necessario o conceito de tensor de tensdes o que consiste em esforgos
internos definidos por funcionais lineares e continuos sobre W, onde o conjunto destes
funcionais lineares constitui o espaco W', cujos elementos sdo denominados campos de
tensoes de Cauchy (Pontes Filho, 1993). Pode-se relacionar as forcas de superficie
aplicadas em um ponto da fronteira /"de um corpo, submetido a um estado de tensdes G,

com as tensdes, por meio da relagdo:
p, =60, >i,j =123 2.11)

Onde n ¢é o vetor normal a fronteira I'.

O equilibrio de um corpo de densidade p, ocupando um volume €2, ¢ alcangado,

para um caso quase-estatico, se obedecida a equacao de equilibrio:

0o i
15). @

J

+pb; =0 (2.12)

ou



div(e)+ pb =0 (2.13)

Onde x; € o vetor de coordenada de uma particula qualquer, b; sdo as for¢as de massa e div

¢ o operador divergente do tensor de tensdes.
Como condigdes de contorno, equacdo (2.14), sdo prescritos deslocamentos u; na

fronteira 7, e forgas de superficie h; na fronteira 7; (Martins, 2001). Entdo:

u,(x,t) =u;(x,t) em I',

o;n; =h,(x,r) em T, (2.14)

Onde t ¢ o tempo que, no caso quase-estatico, consiste numa variavel paramétrica

que descreve a configuracao atual.

2.2 — Relac¢oes Constitutivas

A solucao de um problema linear pode ser obtida de tal forma que as equagdes de
equilibrio e compatibilidade sdo verificadas, na configurag¢ao final. Mas, como ja visto, na
engenharia a grande parte dos problemas devem ser analisados pela considera¢do de nao-
linearidade material, onde a solucdo destes problemas ¢ mais complexa do que para casos
lineares, onde para problemas ndo-lineares a solu¢cdo nem sempre ¢ Unica, ao contrario dos
problemas lineares.

Como as caracteristicas tensdo-deformacao dos materiais reais sdo muito complexas
e susceptiveis a interferéncia de fatores como tempo, temperatura e condigdes ambientais,
bem como por condi¢des de carregamento (estatico, dindmico, etc), entdo diferentes
modelos foram e devem ser idealizados para cada material levando a formulagdo de
equagoes que descrevam estes modelos.

Logo, as solugdes para problemas nao-lineares, em geral aproximadas, levam a

obtencdo da relacdo entre tensdes e deformagdes, cuja definicio ¢ empregada em
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simulagdes numéricas, ¢ ao conjunto destas relagdes matematicas, ou equacdes
constitutivas, da-se o nome de Relagdes Constitutivas.
As relagdes constitutivas sao baseadas em duas categorias de modelos:

e Modelos independentes do tempo: elasticidade e plasticidade;

e Modelos dependentes do tempo: visco-elasticidade e visco-plasticidade.

Os itens a seguir tratardo sobre estas relagdes e sua formulagdo basica para solucdo de
problemas elastoplasticos e visco-elastoplasticos, levando assim a uma base tedrica
consistente para o emprego de simula¢des numéricas, através dos devidos esquemas de

integracao de tensoes.

2.2.1 — Fundamentos da Teoria da Plasticidade

Um breve historico serd apresentado a seguir de forma a elucidar praticamente todo
o processo de criagdo e desenvolvimento da Teoria da Plasticidade, considerando seus
fundamentos até a sua aplicagdo via modelagem numérica dos dias atuais.

Portanto, a principio observa-se que a Teoria da Plasticidade esta fundamentada nos
trabalhos de Tresca apud Abbo (1997), onde problemas de perfuragdo e extrusdo levaram
ao desenvolvimento do seu critério de escoamento. Mas foram observados trabalhos de
Coulomb, aproximadamente em 1773, nos quais foram propostos: um critério de fluéncia, a
defini¢do de ruptura em um plano e sua aplicagdo no estudo de pressoes de terra e muros de
arrimo (Abbo, 1997). Um novo critério de fluéncia aplicado a estudos de metais e a
introdu¢do do conceito e associagdo, com a superficie de fluéncia, da direcdo de
deformagao plastica foram enunciados por Von Mises em 1913.

Os trabalhos de Mohr, que descreviam o limite de comportamento eldstico e que
esses limites eram governados pela combinacdo entre tensdes normais e cisalhantes.
Trabalhos como os de Hill (1950) e Mendelson (1968) trouxeram um importante
incremento na historia da teoria da plasticidade ao apresentarem solugdes para varios
problemas classicos.Uma abrangéncia maior sobre a teoria da plasticidade pode, ainda, ser
encontrada nos trabalhos de Prager (1959), Hodge (1959), Martin (1975), Johnson e Mellor
(1983), entre outros.
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A aplicagdo da Teoria da Plasticidade com sua formulacdo via Método dos
Elementos Finitos teve inicio em estudos desenvolvidos por Marcal e King (1967) apud
Abbo (1997). Estes trabalhos serviram como referéncia para posteriores estudos como os
feitos por Zienkiewicz que desenvolveu as relagdes governantes da elastoplasticidade mais
adequadas para o acoplamento com elementos finitos. A teoria da plasticidade aliada ao
método dos elementos finitos pode ser ainda encontrada enunciada nos trabalhos de Hinton
e Owen (1977), Samuelson e Froier (1979), Bathe (1996), Simo e Hughes (1998), Potts ¢
Zdravkovi¢ (1999), Prat e Gens (2003), entre outros. Codigos para solu¢do de problemas
envolvendo elastoplasticidade, com solu¢do via método dos elementos finitos, e exemplos
solucionados podem ser vistos em diversos trabalhos, dentre os quais o de Smith e Griffiths
(1998), Sloan (1989), Sloan et al. (2001).

Visto entdo todo o historico acima descrito passa-se a definicdo da Teoria da
Plasticidade que consiste em um estudo formulado para a andlise do comportamento
mecanico de um material.

Quando submetido a solicitagdes externas um material pode sofrer deformagdes
reversiveis seguidas de deformagdes plasticas, dai este ser caracterizado por um
comportamento elastoplastico. Em geral este comportamento ¢ modelado de forma
incremental, onde a carga total ¢ aplicada em sub-passos aliada a uma variavel de tempo ¢
que descreve o regime de carga e deslocamento do material.

Em uma andlise elastoplastica, ha a necessidade do emprego de conceitos do
modelo elastico, além das defini¢des da teoria da plasticidade. Consideram-se, ainda, uma
série de hipdteses basicas na formulacao dessa teoria, sendo essas:

e Decomposi¢ao Aditiva da Deformagao;

e (Caracterizacao elastica do modelo;

e Caracteristicas plasticas do modelo: regido das Tensdes Plasticamente Admissiveis;
e Evolu¢do da Deformacdo Plastica;

e Condigoes de Complementaridade e Condigdes de Consisténcia.
O entendimento do comportamento elastoplastico do material pode ser obtido

analisando a Figura (2.3), que mostra o comportamento tensdo-deformagao elastoplastico

de um problema unidimensional.
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Figura 2.3 — Ciclo Carga-Descarga

O material se comporta elasticamente enquanto a tensdo ndo exceder o valor de
limite elastico (Gyiniciar). Na0o cessando o carregamento, a tensdo supera este limite e o
regime elastico ndo ocorre, onde ao descarregar-se o material, a deformag¢do ndo serd
totalmente recuperada, ou seja, existira uma parcela de deformagao residual ou plastica (”).
A continuidade do ciclo repetira o comportamento descrito, resultando em parcelas de
deformagao elastica e num aumento de deformagao pléstica.

Com base nos conceitos anteriormente enunciados, pode-se entdo, definir a primeira
das hipoteses basicas da formulagdo da Teoria Pléstica, ou seja, o Principio da
Decomposi¢do Aditiva da Deformagao. Este principio consiste basicamente na teoria de
que a deformagao total (¢) de um certo material, submetido a um estado de tensdes qualquer
que exceda o limite elastico, ¢ decomposta em uma parte elastica (¢°)e outra parte plastica
(€"). Logo:

g = 8:} + a{} - daij = daiej + dag (2.15)

A parcela elastica ¢ determinada pela teoria elastica, que se inclui na
segunda hipdtese basica da teoria da plasticidade que sera descrita no item seguinte, onde
ainda neste capitulo as demais hipdteses serdo estudadas uma a uma com maior
detalhamento por meio dos conceitos basicos da teoria de plasticidade, e ainda o critério de

plastificacao de Mohr-Coulomb.
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2.2.1.1 — Equacao Constitutiva Elastica

Como ja visto a elasticidade linear independe do tempo e da historia de
carregamento, € considera que todas as mudangas de deformagdo em fun¢do de variagdes
do estado tensional s3o instantaneas ¢ o sistema € completamente reversivel, ou seja, a
energia absorvida ¢ totalmente recuperada no processo de descarregamento.

A deformagao elastica pode ser definida por meio do principio da decomposi¢ao
aditiva, descrita no item seguinte, que decompde a deformagdo total em uma parcela
elastica e outra plastica (cuja determinagdo serd descrita no item 2.2.1.4 deste trabalho).
Logo:

(2.16)

e _ p . .
g, =¢;,—-¢&; 1,j=123

Onde:

g;; 2 Parcela elastica das deformagdes totais;

g} 2 Parcela plastica das deformagdes totais.

A equagdo constitutiva para um soélido elastico linear, relaciona as tensdes totais
com as deformagdes elasticas através de um tensor elédstico constitutivo de quarta ordem
Dijkl- Entao:

o _D Si' iajakal:17233 (2'17)

i~ Vil

Este tensor eléastico possui, em sua forma mais geral, 81 elementos, pois, relaciona
nove componentes de tensdo com nove componentes de deformagdo. Considerando a
simetria dos tensores de tensao e deformagao, os elementos do tensor elastico sdo reduzidos
a 36. Se existe uma funcao de energia de deformagao, entdo ocorre a simetria do tensor, isto

¢, 0 tensor passa ser constituido por 21 elementos. Logo:

D, =D k,m=123,45.,6 (2.18)

m mk
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Para a consideracdo de que o meio elastico ¢ isotropico e homogéneo, a forma
explicita do tensor elastico ¢ definida em funcdo das constantes 4 e u (Equagdo 2.19),
chamadas de constantes de Lamé. A forma matricial do tensor ¢ a descrita na equacao

2.21).

Dy = 48,8,y + 248, i, j,k,0=1234,5,6 (2.19)
1, se a=b 2.20)
Sab_
0, se a#b
[ X250 A A 0 0 0]
A2 0 0 0 2.21
D= [ (2.21)
@ 0 0
simet. w0
L ©o

De forma inversa, pode-se determinar as deformag¢des em fungdo das tensdes,

utilizando o tensor elastico inverso C. Logo:

(2.22)
€, :Cijkl,gij i, j,k,1=123
1 v
Cijkl = Zaikﬁjl _Eaijakl (2.23)

As constantes de Lamé 4 e u sdo definidas em termos do coeficiente de Poisson e do

Moédulo de Young, ou seja:

E
0 (2249)

(¥
vE (2.25)

I=—"=
(1+v)(1-2v)
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Por fim, em notagao cientifica, a relagao elastica passa a ser definida por:

Gij = 2/J 'Siej +A 'Eik '8ij (226)

Deve ainda haver a consideracao do Estado Plano de Deformagao, em que considera
os deslocamentos normais em uma das direcdes do problema (dire¢cdo longitudinal) como
nulos, devido ao fato de que o modelo seja usado para representar o comportamento de

estruturas de grande comprimento. As consideracdes para esta situagdo resumem-se a:

up =u(x,y) (2.27)
U, =u,(x,y) (2.28)
u; =0 (2.29)
£3 =63 =63=0 (2.30)

A tensdo normal o3; € ndo nula e seu valor, na equagdo de equilibrio de tensdes,
pode ser determinado a partir do valor das outras componentes de deformagdo. Portanto,
para o estado plano de deformacdo, a relacdo constitutiva entre tensdo e deformacao ¢

definida, na forma matricial, por:

o, E I-v v 0 £,

R e W -
DN — 20 —

7, 0 0 2”

2.2.1.2 — Funcio e Superficie de Fluéncia

Para um material, em um determinado tempo ¢, ndo ¢ possivel definir as tensdes
totais apenas em funcdo das respectivas deformagdes totais, sendo mais conveniente, entdo,
modelar as tensdes também em fungado da historia de tensdes e deformagdes do material. A
histdria de tensdes e deformagdes do material € introduzida implicitamente por parametros

de estado «;, definidos por uma lei especifica (Gomes, 2001).
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Na Teoria da Plasticidade o limite elastico ¢ definido por uma regido denominada de
dominio elastico (E,), onde existe uma funcao de fluéncia (F,) que restringe o conjunto
{oj,x}a este dominio (Martins, 2001). Em outras palavras, a fun¢do de fluéncia delimita
uma regido fechada, num espago hexadimensional, através de uma superficie de fluéncia
(0E,) que separa, no espaco de tensdes, as combinacdes de tensdes que descrevem os

comportamentos plasticos ou elasticos. Logo a fun¢do de fluéncia pode ser definida como:

F(o,x)=¢(6)—0,(Kx) (2.32)
Onde:
o,(k)=6,+hxk (2.33)

#(6)>0 > tensdo uniaxial equivalente;

h = parametro de endurecimento.

O critério de plastificagdo ndo permite que o estado de tensdes (ojj,k) assuma

valores fora do espago de tensdes admissiveis, ou seja:

F(o,x)<0 (2.34)

Onde, as expressdoes do dominio elastico inicial, dominio eléstico, superficie de

fluéncia e espaco de tensdes admissiveis sao definidas, respectivamente, por:

E’={6/F(6,K)<0}>Kx=0 (2.35)
E¢ ={6/F(o,x) <0} (2.36)

OE, ={o/ F(6,x) =0} (2.37)
E,=ES UIE, = {6/ F(0,x) <0} (2.38)

Portanto, se a fung¢do de fluéncia ¢ menor do que zero, entdo ndo ocorrem

deformagdes plasticas, pois o regime ¢ eléstico, e se a fungdo € igual a zero entdo existe um
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fluxo plastico. Caso a funcao de fluéncia exceda a zero, entdo o estado de tensdes nao sera
permitido, pois estard na regido das tensdes plasticamente inadmissiveis. Isto pode ser

observado na figura (2.4).

O3

¥ F(g,K>0 (Inadimissivel)

(Regime Eldstico) )
F(o,x)=0 (Regime Plastico)

O1

Figura 2.4 — Critério de Plastificacio — Espaco de Tensdes Admissiveis

E importante observar que em materiais endureciveis, o carregamento pode exceder
o limite eléstico, chegando a superficie de fluéncia, o que leva a ocorréncia de deformagdes
plasticas ou, se exceder o limite elastico, tende a um estado de tensdes inadmissiveis
(Lourengo, 1999).

Um material pode ter diferentes comportamentos (Figura 2.5) em fun¢do do
parametro de endurecimento 4, que determina no espago de tensdes a expansao ou

contragdo do dominio elastico £, com o aumento do pardmetro de estado x.

o A
b
C
a : endurecimento
b : perfeita
¢ : amolecimento
&

Figura 2.5 — Tipos de Comportamento de Material Elastoplastico
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Neste trabalho, serd adotado o comportamento de plasticidade perfeita para os
materiais dos problemas modelados, ou seja, ndo serdo considerados os fendmenos de
endurecimento e amolecimento e, conseqiientemente, ndo havera variacao da superficie de

fluéncia.
2.2.1.3 — Regra de Fluxo

A regra de fluxo consiste em uma equagdo evolutiva, que relaciona incrementos de
deformagdo com gradientes de uma funcao do potencial de plastificacdo P, que define a
diregdo do incremento de deformagdo. Considera-se implicitamente que, em casos
uniaxiais, o local de ocorréncia das deformagdes plasticas tem a mesma diregdo que as
tensoes aplicadas, entretanto, ha uma maior complicagdo dessa situagdo para um caso
multiaxial que envolve seis componentes de tensdo e de deformacao (Potts e

Zdravkovi¢,1999).

Por isso ha a necessidade da consideragdo da fun¢do de potencial plastico, que ¢
funcao das tensdes e de um vetor de parametros de estado m, e de um multiplicador escalar
A, que aplicados a regra de fluxo resulta em uma relacdo entre as diferentes componentes
de deformacao incremental plastica. Portanto, a regra de Fluxo ¢ caracterizada pela seguinte
expressao:

A oP(c,m) (2.39)
oo

(c:-P

Onde &7 ¢ a taxa de deformagio plastica, e o potencial plastico ¢ definido por:

P(o,m)=0 (2.40)

A direcao da deformacao plastica ¢ paralela a direcdo do gradiente de potencial
plastico, logo sua direcdo ¢ definida pelo vetor normal a superficie P=constante (Gens e
Prat, 2003). Considera-se que os eixos de tensdes acumuladas e de incremento de
deformagdes plastica coincidem, por isso expressam-se as duas componentes em um

mesmo eixo. Isto pode ser verificado pelo esquema da figura (2.6).
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\o,.de]

\

Figura 2.6 — Representacio do Potencial Plastico e dos

Vetores de Deformacao Plastica (Sousa, 2004).

Quando a superficie de fluéncia e a superficie de potencial plastico coincidem, entdo
a plasticidade ¢ dita associada (Equagao 2.41), e o caso contrario caracteriza a plasticidade
nao-associada.

F(o,x) = P(o,m) (2.41)

No caso de plasticidade associada, o parametro A também definido como parametro
de consisténcia ou multiplicador plastico, juntamente com a funcao de fluéncia definem as

condig¢des de complementaridade e de consisténcia (persisténcia) de Kuhn-Tucker, onde:

A>0;F(6,£)<0—> A.F(6,x)=0 (2.42)
(Condigdes de Complementaridade)
AF(6,x)=0 (2.43)

(Condig¢des de Consisténcia)

As condigdes de complementaridade e de consisténcia s3o uma forma adicional de

obter, através de operacdes algébricas adicionais, o multiplicador pléstico A.
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2.2.1.4 — Lei de Endurecimento

Com o inicio da plastificagdo, poderd ocorrer um aumento (endurecimento
/“hardening’’) ou diminuicao (amolecimento/’softening ) do nivel de tensdes que define o
critério de fluéncia do material. Isso ocorre devido as deformagdes plasticas e a superficie
sofre variagdes de forma e posicdo, ou seja, ¢ a Lei de Endurecimento que regula este
fendmeno.

Entdo, para controlar a variacdo do tamanho, forma ou posicdo da superficie de
fluéncia devem ser definidos os parametros de endurecimento 4, que por sua vez sdo

funcdes da deformagao plastica acumulada. Logo:
h=h(s") (2.44)

Para uma situagdo de solicitagdo multi-axial as leis de endurecimento e
amolecimento sdo expressas pela variagdo do tamanho da superficie de fluéncia com
relagdo as componentes (ou invariantes) de deformacao plastica acumulada, ou com relagao

ao incremento de trabalho plastico W”.

Onde:
wr =[lo} {ae | (2.45)

Para a consideragdo do comportamento de plasticidade perfeita, a superficie de
fluéncia ndo sofrera alteracdo em sua forma, tamanho e posi¢do. Entretanto, no caso de
endurecimento isotropico, como ja visto, a superficie poderd sofrer uma expansio
(endurecimento) ou retragdo (amolecimento), enquanto que na situacdo do endurecimento
cinematico, a superficie de fluéncia ¢ apenas deslocada sem sofrer variacdo de forma ou

tamanho, ou seja, ¢ transladada na dire¢ao do fluxo plastico.
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2.2.1.5 — Tensor Elastoplastico

Definida a fungdo de fluéncia, verificamos que quando F(c,x)<0, o material
comporta-se elasticamente e ¢ analisado pela relagdo entre os vetores de componentes de

tensdes (equagdo 2.46) e de deformagdes (equacao 2.47), através do tensor elastico D..

o, T, T. T, }T (2.46)

e={e. &, & 7. 7. 7.f (2.47)

Ja quando F(o,x)=0, ocorrem as deformagdes plasticas e, como ja visto, ¢
considerada a existéncia do parametro plastico (x # 0). A derivada da fun¢do de fluéncia

com relag@o ao tempo ¢ definida por:

F=(§1§ﬂ2jc+(@ﬂﬁfijk=o (2.48)
oo oK

Entdo, para determinar as tensdes em funcdo das deformagdes para um
comportamento elastopldstico considera-se a relacdo constitutiva que utiliza um tensor

elastoplastico Dep. Logo:

6=D,.¢ (2.49)

€p

Onde:
D =D -D (2.50)

Logo, deve-se definir o tensor elastoplastico onde, para isso, utilizam-se duas
consideragdes da teoria elastoplastica. Primeiramente toma-se o principio da decomposicao

aditiva na forma de taxa (variagdo com o tempo):

£=£°+ 4P 2.51)
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Tomando-se a relagdo constitutiva elastica (2.17) e aplicando a equagdo (2.51)

temos:

6=Dé =D, (i—£) (2.52)

A segunda consideragdo ¢ a regra de Fluxo que define a direcdo da taxa de
deformagdo plastica pela equagdo (2.39). Substituindo, entdo, esta equagdo da regra de

Fluxo na equacao (2.52), temos:

oP(c,m)

6=D,(i-#")=Dé—AD,
o6

(2.53)

Verifica-se entdo que ¢ necessario obter o multiplicador plastico A, o que pode ser

feito através da combinag¢do da equacdo (2.53) com um rearranjo da equagdo (2.48)

{GF(G, K')}T -
G-l 0K J (2.54)

{GF(G, K)}T
oo

Logo, o multiplicador plastico sera determinado pela expressao:

definido por:

{6F(G, K)}TD :

Aee Oo e (2.55)
{aF(G,K‘)} D {6P(6,K‘)}+A
0o Y Ge
Onde:
A= _l{M} & (2.56)
A oK

O parametro 4 dependerd do tipo de plasticidade considerada, e no caso de

plasticidade perfeita este parametro sera nulo (4=0), pois os pardmetros de estado x nao
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sofrem variacdo. Quando se considera plasticidade com endurecimento ou amolecimento
havera uma variacdo dos parametros de estado x com relagdo as deformagdes plasticas

acumuladas. Com isso a equagdo (2.56) assume a forma:

A= —i{aF("’m)} 0K g (2.57)

Em geral os modelos de endurecimento e amolecimento adotam uma relagao linear
entre os pardmetros de estado x e as deformagdes plasticas ¢ (Potts e Zdravkovic,1999).
Isto leva a independéncia, quanto a deformagdo plastica, do termo de derivagdo dos
parametros de estado, pois esse se torna constante e a variavel A é cancelada, o que permite
a determinag¢do do pardmetro 4. No caso de uma relagdo ndo-linear entre x e &, ndo é
possivel obter o tensor elastoplastico, pois o multiplicador plastico ndo ¢ cancelado e 4 se
torna indeterminado.

Aplicando a equagdo (2.55) a equagdo (2.53) obtém-se o tensor elastoplastico Dep:

D. {ap(c, K)} {aF(G,K)}TDe

w=D.— do do (2.58)
{ F(G,K)} .De.{aP(G’K)}+A
0o 0o

2.2.1.6 — Critério de Plastificacao de Mohr-
Coulomb

O critério de plastificagdo de Mohr-Coulomb consiste em um modelo, com regra de
fluxo associada ou nao-associada, em que suas leis constitutivas sdo utilizadas para o
estudo do comportamento de solos, e também tem uma grande importancia que consiste no
fato de que todos os seus parametros t€ém significados fisicos diretos e podem ser medidos
através de testes ou ensaios convencionais.

Neste critério a tensdo tangencial méaxima resistida depende do proprio estado

tensional no ponto, e a envoltdria de ruptura definida neste modelo, em termos de tensdes
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efetivas (por exemplo), ¢ caracterizada pelos parametros de coesdo ¢ e angulo de atrito
interno ¢, e ¢ tangente aos circulos de Morh.

A forma mais simples deste critério é expressa como funcdo das tensdes normais
efetivas o° e tangenciais 7 sobre o plano de ruptura. Logo, o critério caracteriza a fluéncia

do material através da tensdo tangencial (cisalhante), cuja expressao €:

7 =c+o'tan ¢’ (2.59)
Onde:
¢’: coesdo efetiva;
¢': angulo de atrito efetivo.
O critério de Mohr Coulomb escrito em termos das tensdes efetivas principais maior
e menor, o;’ e o3’ respectivamente, leva a uma nova forma da equagdo da envoltoria de
ruptura:
o, — 0, =2c'cos(¢') + (o, + 7,)sen(4') (2.60)

A expressdo (2.60) consiste no critério de plastificagdo de Mohr Coulomb, cuja

funcao de fluéncia ¢ definida a partir desta expressao, assumindo entdo, a forma seguinte:

F(6',x) =0, — 0, —2c'cos(¢') — (o, + o5 )sen(¢") (2.61)

Neste trabalho, o critério de Mohr Coulomb sera aplicado em analises com a
consideragdo de problemas de plasticidade isotropica e perfeita, utilizando para isso
conceitos de regra de fluxo. Por conveniéncia computacional, para plasticidade isotrdpica, a
funcdo de fluéncia deste critério sera definida em termos de trés invariantes de tensdo
resultantes da combinacdo das tensdes principais, onde se reduz o nimero de varidveis de
seis para trés.

Logo, a tensao média efetiva p, a tensao desviadora J e o angulo de Lode 8, sdo os
trés invariantes considerados no critério de Mohr Coulomb. Os invariantes de tensao para a
plasticidade sdo obtidos a partir dos invariantes de tensdo e deformacgdo para modelos

elasticos, e sdao definidos por:
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I, 1
nglzg(al +0, +0'3) (2.62)
1 2 2 2
Jzﬁ\/(al_o-z) +(O_2_O_3) +(G3—O'1) (2.63)
1 o, -20,+0
9=t —1 —_ 1 2 3
an [ Ni— (2.64)

A interpretacdo destes invariantes pode ser feita tomando-se um espago de tensoes
principais € um plano octaédrico (normal ao eixo de compressdo hidrostatica, onde
0,=0,=0;), e um estado tensorial definido por um ponto }=(o,’,0,’,0;’). Isto pode ser
observado na figura (2.7).

O invariante p define a distdncia entre a origem de coordenadas do espaco de
tensdes ao plano octaédrico, ao longo do eixo de compressao hidrostatica, através da forma
\/g.p. Ja a distancia do ponto ), situado no plano octaédrico, ao eixo de compressao
hidrostatica, sobre o proprio plano octaédrico, ¢ definida pelo segundo invariante através da

forma \/E J.

3 plano octaédrico 2

Figura 2.7 — Espaco de Tensdes Principais: defini¢do dos invariantes (Prat e Gens,

2003).

26



O angulo de Lode ¢ o angulo definido entre a reta que liga o ponto ) a origem e o
eixo de compressdo hidrostatica, onde € =0. Esse pode assumir valores no intervalo

[— 30°;30°], onde ao considerar um estado de tensdes tal que o,’>0,’>0;’ chega-se as
seguintes situagoes:
o, =0, = 0=+30°
o,=0,=60=-30° (2.65)

. o, +o, .
o, =T:>0=0

Portanto, para o caso de isotropia, a superficie de fluéncia independe do sistema de

referéncia e sera definida em funcdo dos invariantes:
F(e')=F(p,J,0) (2.66)

Com isso, a fun¢do de fluéncia do critério de Mohr Coulomb escrita em fungdo dos

trés invariantes descritos anteriormente, ¢ definida por:

F(e,k)=J —( <. p'Jg(é’) =0=J-(-p'+a)g(0) (2.67)
tan(¢g')
Onde:

9) sen(g")

() ) 2.68)
NE)
a=_C (2.69)
g(0)

A superficie de fluéncia ¢, entdo, representada por um solido formado por 6
tetraedros, cada um correspondendo as possiveis seis combinagdes entre as tensoes. Este
solido consiste em uma piramide de base hexagonal irregular (Figura 2.8a), cuja distancia

do vértice da piramide a origem do espago de tensdes €:

d =~3.c".cot ¢ (2.70)
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o1 01=02=03

Superficie de
Mises /
Drvker Prager
Superficie de
Mohr-Coulomb

a3 o,

(b)

Figura 2.8 — Superficie de Fluéncia de Mohr Coulomb: (a) representacio no espaco

das tensoes principais; (b) plano octaédrico e direcao de deformacio plastica.

As arestas da superficie de Mohr Coulomb representam pontos de singularidade no
calculo do vetor de fluxo plastico (Martins, 2001), e isso se deve ao fato de que a diregao
deste vetor ser indeterminada nas arestas localizadas em 6 =130°. No critério de Mohr
Coulomb, o fato de neste caso haver uma descontinuidade do seu gradiente, leva a situacao
de problemas numéricos na implementacdo em programas que utilizam o método dos
elementos finitos. O tratamento adotado para este problema sera apresentado no item 3.3.2
deste trabalho.

O vetor de incremento de deformacdo plastica (Ae”) indica a dire¢do negativa
destas deformagdes, decorrente da tensdo de tracdo, onde este vetor forma um angulo ¢'
com a vertical e resulta na ocorréncia de uma deformagdo plastica volumétrica com
dilata¢do. No presente trabalho adota-se uma fungdo de potencial plastico P = (G',m) que,
como ja visto anteriormente, na plasticidade perfeita ¢ igual a funcdo de fluéncia deste
critério F = (6',x), onde o angulo de dilatagdo v é igual ao angulo de atrito interno ¢'.

A fungdo de potencial plastico € definida em fung¢do dos parametros p.’, J. € 6., que

sdo0 os invariantes de tensdo para o estado de tensdo atual.
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P(c',m)=J—H ¢ +p;) Lec)—p; +p}-gp,,(9) =0

an(@) ) g, 0.
N o 2.71)
o cos() + *MO)sen(v)

V3

Portanto, para situagcdes em que ¢'=v ocorre uma condi¢cdo associada (F=P). O
incremento de deformagdo plastica pode ser decomposto em duas componentes (figura 2.9),
onde a primeira € o incremento de deformagao plastica volumétrica £” que ¢ definido em
fun¢do da dilatancia e apresenta aumento de volume (sinal negativo) no seu comportamento
dilatante. A outra componente ¢ o incremento de deformagdo plastica cisalhante £/ que

consiste na parte desviadora da deformacao plastica.

EP =gl +é7 + £ = 2.A(1-sen(v))

8 =20 —é)=A e

Potencial Plastico Atual

'

Ty

Ap
4 —>

Figura 2.9 — Vetor de Deformacgoes Plasticas e suas componentes

No critério de Mohr-Coulomb ¢ utilizado um modelo que relaciona linearmente a

variagdo dos parametros de resisténcia do solo (coesdo, angulo de atrito interno e angulo de

dilatancia) com as deformagdes plasticas desviadoras acumuladas E/ . Esta relagdo ¢é
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apresentada nos planos ¢'—(E)).. e ¢'—(E}),, figuras (2.10a) e (2.10b) respectivamente, e
dividida em trés regides definidas em fun¢do do tipo de plasticidade

Neste trabalho, como utiliza-se plasticidade associada e perfeita, o comportamento
do material quanto a variagdo do £} com os parametros de resisténcia, a ser considerado ¢
o representado na regido 2. Nesta os parametros de resisténcia ndo variam com o aumento

do E7, permanecendo assim os valores constantes.

c’A O A
o .
e LA e
af M @ AECEECIRECR
Y ED EDeED., B By, (BDy (ED,, (ED)

(@) (b)
Figura 2.10 — Lei de Endurecimento e Amolecimento:(a) relagcio c'-£/;
(b) relagdo ¢'-E/.

Logo:

o' oc'
=0 e =0
OE? OE? (2.73)

2.2.1.7 — Critério de Plastificacao de Von Mises

O critério de von Mises ¢ um modelo de plasticidade associada e independe do
terceiro invariante (angulo de Lode). Como este modelo ¢ aplicado a metais, e sabendo que
na plasticidade de metais a superficie de fluéncia ¢ independente da tensdo média p, entdo

se chega a forma da funcao de fluéncia para este modelo:

F(o,x)=J - \/gay (2.74)
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[2 . . A . <
A parcela an representa o raio da superficie de fluéncia eo, ¢ a tensdo de

fluéncia. A superficie de fluéncia de Von Mises tem a forma de um cilindro circular no

espaco de tensdes principais (Figura 2.11).

off A

Figura 2.11 — Superficie de fluéncia de Von Mises

A deformagdo plastica ocorre no sentido normal a superficie de fluéncia e no
sentido do espaco de tensdes inadimissiveis (Figura 2.12). A taxa de deformacao pléstica
neste modelo ¢ definida por:

] . J .
&P = Am = An (2.75)

Para este modelo o tensor constitutivo elastoplastico ¢ descrito como:

Dep=k1®1+2,u(l—%1®1—n®n) com A>0 (2.76)

O tensor I ¢ unitario de quarta ordem e 1 ¢ o tensor unitario simétrico de segunda
ordem. O parametro k ¢ definido como mddulo de deformagdo volumétrica e € definido em

fun¢do das constantes de Lamé A e u, como descrito a seguir:

2
k:/1+§u>0 (2.77)
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J = constante

O, O,

Figura 2.12 — Direcio de incremento de deformacio plastica do critério de Von Mises

2.2.2 — Fundamentos Teoricos da Visco-elastoplasticidade

Alguns problemas da engenharia podem ser analisados considerando apenas teorias
que consideram o comportamento mecanico independente do tempo, onde as teorias da
elasticidade e da plasticidade correspondem a essas caracteristicas. Mas, existem alguns
casos em que as propriedades dos solos que dependem do tempo, ou seja, as propriedades
viscosas, tornam-se de indispensavel consideragdo na analise de certos problemas, onde isto
pode ser feito utilizando teorias viscoelasticas ou visco-elastoplasticas.

Na mecanica dos s6lidos ha, entdo, a consideracao de materiais cujo comportamento
mecanico ¢ dependente do tempo. Estes materiais podem ser definidos como viscoplasticos
e sdo caracterizados por ter seu estado tensional dependente da taxa de deformagdo, onde
permitem uma modelagem dos efeitos da taxa de tempo no processo de deformagao
plastica. Portanto, apos a fluéncia inicial do material, o fluxo plastico e as tensdes e
deformagdes resultantes sdo dependentes do tempo, e este comportamento ocorre em uma
série de fendmenos, entre os quais o creep e relaxacdo (Karaoulanis, 2003).

Segundo Heeres (2001), seguindo os trabalhos, desenvolvidos em metais, de Liiders
e Portevin-Le Chatelier bem como os trabalhos de Desai e Zhang (1987), Critescu (1994),
Samtani et al (1996) e Critesco e Cazacu (2000), que apresentavam estudos de relaxacdo e

creep em geomateriais, foram desenvolvidos diversos outros trabalhos com modelos de

32



materiais viscoplasticos. Mas o modelo mais comumente utilizado ¢ o desenvolvido por
Perzyna (1966) descrito em alguns trabalhos (Simo, 1989; Simo e Hughes, 1988; Sanchez,
1997; Simo e Hughes, 1998; Heeres, 2001; Plesek e Korous, 2002; Karaoulanis, 2003),
cuja maior caracteristica ¢ a possibilidade da fun¢do independente do tempo (pléstica),
utilizada para descrever a deformagao viscoplastica, ser maior que zero o que leva a um
efeito de tensdo superior ao limite eldstico (“overstress”).

A viscoplasticidade pode ainda, ser modelada através da incorporacdo da
dependéncia do tempo na fung¢do de fluéncia que, considerando o parametro de
consisténcia, deve obedecer as relagdes classicas de Kuhn-Tucker (Heeres, 2001). Além do
modelo de Perzyna, existe ainda o modelo de Consisténcia no qual ¢ definida uma
superficie de fluéncia dependente do tempo, bem como modelos que consideram a
formulagdo de uma fun¢do dependente do tempo com acoplamento de dano (Heeres, 2001
apud Mahnken et al, 1998, e Johansson et al., 1999).

Neste trabalho sera adotado, para a analise dos casos propostos, 0 modelo visco-

elastoplastico de Perzyna, e no presente item este modelo sera descrito com maior detalhe.

2.2.2.1 — Conceitos de Visco-elastoplasticidade

Como ja visto, decorrente da necessidade de analisar o problema fisico que envolve
as caracteristicas especificas do problema e a forma em que os efeitos plésticos e reoldgicos
estdo conectados, foi formulada a teoria visco-elastoplastica. Esta teoria consiste em
métodos matematicos que permitem modelar o comportamento macroestrutural de um
determinado material a partir da consideracdo de que as tensdes e deformacdes do solido
dependem do tempo, levando-se em conta que o comportamento plastico depende da
historia de tensdes do material.

Adicionando entdo a dependéncia da tensdo maxima quanto a velocidade de
aplicacdo de carga, ao descrito no paragrafo anterior, pode-se dizer que o modelo
unicamente plastico nao ¢ suficiente (real) para descrever o comportamento de um soélido.
O modelo visco-elastoplastico consiste em uma simplificacdo do comportamento real de
um material, onde as propriedades viscosas sdo consideradas apenas quando ocorrem

deformagdes plasticas (equagdao 2.78). Com isso quando o material sofre deformagdes
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elasticas sua superficie de fluéncia inicial ndo se altera com o tempo, € com isso sua
formulagdo e implementagdo numérica ¢ mais simples. Este é o tipo de modelo utilizado
neste trabalho baseado na formulagdo desenvolvida por Perzyna que sera descrita no item

seguinte.

&y =& +E (2.78)

2.2.2.2 — Modelo Visco-elastoplastico de Perzyna

O modelo de Perzyna foi formulado para um comportamento visco-elastoplastico
onde sua estrutura ¢ baseada na formulagdo matematica da teoria da plasticidade e a taxa de
deformagdo total ¢ determinada através do principio da decomposi¢do aditiva, de acordo

com a expressdo seguinte:
£=¢"+¢" (2.79)

Logo, a taxa de tensdo sera relacionada com a taxa de deformagdo elastica, através

do tensor constitutivo eldstico, de acordo com a relagdo constitutiva seguinte:

6=D_(§—%") (2.80)

A taxa de deformacao viscoplastica ¢ definida pela regra de fluxo:

&% =Am (2.81)

Onde o tensor de segunda ordem m determina a dire¢do da taxa de deformacado
viscoplastica e ¢ derivado de uma fung¢do de potencial plastico P. Neste trabalho ¢

considerada a viscoplasticidade do tipo associada, onde P = F':

_oF

m=—
oo

(2.82)
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Sanchez (1997) utiliza a forma unidimensional expandida da regra de fluxo, no

modelo de Perzyna, onde a taxa de deformacao viscoplastica ¢ definida por:

£y = F(@(F)).%

1

(2.83)

Onde Q ¢ a funcdo de potencial viscoplastico, I" ¢ a fluidez do material, ® ¢ uma funcao

de fluxo, F ¢ a fungdo de fluéncia e (*) ¢ definido por:

D(F) se D(F)>0
(D(F)) = (2.84)
0se D(F)<O0

Ele considera ainda uma forma de determinar o valor de ® considerando um
parametro viscoso N e um valor de referéncia Fj (que torna a expressao adimensional).

Logo:

D(F) = [g} (2.85)

0
Portanto nesta descri¢do, a formulagdo de Perzyna considera um multiplicador

viscoplastico definido pelos parametros viscosos y = I(D(F)).

Heeres (2001) adota uma forma do modelo de Perzyna onde a deformacado
viscoplastica ¢ obtida através da regra de fluxo (equagdao 2.86), considerando um
multiplicador viscoplastico (equacdo 2.87) definido em fung¢do de um parametro de
viscosidade 1 e de uma fungao { de estado tensional fora da superficie de fluéncia plastica
que depende da fungdo de fluéncia plastica. Para o critério de Von Mises, o multiplicador

viscoplastico assume a forma da equagao 2.88.

o _ &y . (C(F)) 0G(o,9) (2.86)
n ’ n -
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) (2.87)

n
Az \E@ (2.88)
3 7

Onde G(o,p) ¢ a funcdo de potencial viscoplastico, usada para casos de
plasticidade ndo-associada, ¢ ¢ ¢ o parametro de varidveis internas. A obtengdo do termo
(S (F)) ¢ analoga a forma utilizada por Sanchez (1997).

Simo (1989), Simo e Hughes (1998) e outros autores determinam a funcao ¢ (F')

usando uma expressao analoga a usada por Sanchez (1997) na equagao (2.89). Logo:

C(F) = [5} (2.89)
o

Onde « ¢ a tensdo inicial de fluéncia e N deve satisfazer N >1.

No presente trabalho sera adotada a notacdo do modelo de Perzyna adotada por
Karaoulanis (2003), onde a formulagdo considerada neste e nos trabalhos anteriormente
citados ¢ também baseada no modelo de Perzyna que consiste na referéncia na presente
dissertacao.

Entdo, parte-se das definigdes gerais das equagdes (2.79) a (2.82), onde o

multiplicador viscoplastico ¢ definido por uma fungao (x) = (x+ |x|) /2, por um parametro
viscoso 77, pela introdugdo de uma variavel interna g. As equagdes de evolugdo para as
variaveis internas da viscoplasticidade {8VP ,q} sdo formuladas em fun¢do de um tensor
elastico D,, por uma fungdo ¢ monoétona em que @(x)=0< x<0. Portanto, para

viscoplasticidade associada temos:

g _ WU (0.9)) 0F(0,q) (2.90)
n oo
iz (0,9))
—77 (2.91)

A lei de endurecimento pode ser definida no espaco de tensdes por ¢, considerando

um parametro de endurecimento K, e no espago de deformagao por £, onde:
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j=-ak 2D (2.92)
oq

=V A aF(GaQ)
P _
2 —A-—ﬁq (2.93)

A equagdo (2.86) ¢ definida como equagdo constitutiva viscoplastica de Perzyna.
Neste modelo as variaveis (6,q), tal que F(o,q) >0, ndo sdo forcadas a permanecerem no

interior do dominio elastico, ao contrario do modelo pléstico (Karaoulanis, 2003). O

comportamento viscoso do material ¢ cessado quando o pardmetro viscoso 7 — 0.
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3 - INTEGRACAO DA RELACAO
CONSTITUTIVA

Neste capitulo serdo apresentados os métodos explicitos de integracdo de tensdes
via Método dos Elementos Finitos que utilizaremos neste trabalho, para avaliar o
comportamento elasto-plastico e visco-elastoplastico dos materiais. Logo serdo
apresentados os métodos de Euler Modificado com controle de erro e de Runge-Kutta-
Dormand-Price com controle de erro (Sloan et al., 2001; Abbo, 1997) que foram
implementados, no programa de elementos finitos CODE_BRIGHT, neste trabalho. Uma
breve descricado dos métodos de interseccao e retorno a superficie de fluéncia, para a analise
elastoplastica, também sera exibida, bem como os mecanismos de suavizagdo da superficie
de fluéncia do critério de Mohr-Coulomb. Por fim, serdo descritos os gradientes da fungao
de fluéncia suavizada e o método de obtencdo da matriz tangente global visco-

elastoplastico.

3.1 — Introducio

Como se sabe, existem varios problemas da engenharia geotécnica, tais como creep,
plasticidade, viscoplasticidade, transferéncia de calor, entre outros, que sdo solucionados
através de métodos de integragdo numérica de suas relacdes constitutivas, mediante a
discretizagdo espacial pelo método dos elementos finitos. Essas relagdes definem uma série
de equacdes diferenciais ordinarias e sua integracdo leva a obtengdo de variaveis de
incrementos de tensdes. Com isso, muitos modelos tém sido desenvolvidos para a solugdo
destes problemas, onde dois tipos de métodos podem ser utilizados para estes fins, ou seja,
os métodos de integragdo explicitos e implicitos.

Nos métodos explicitos a superficie de fluéncia, os gradientes de potencial plastico
¢ a lei de endurecimento sdo obtidos em funcdo de um estado de tensdes conhecido,
utilizando-se o processo iterativo para definir as tensdes finais, sendo necessario um

processo de retorno a superficie de fluéncia, das tensdes finais e parametros de
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endurecimento (Sloan et at., 2001), como serd descrito no item seguinte. Estes métodos
possuem a facilidade de uma implementacdao mais rapida e direta, pois utilizam apenas as
derivadas de primeira ordem da fungdo de fluéncia e potencial plastico, e podem ser
aplicados a modelos constitutivos como elastoplasticos e visco-elastoplastico.

Segundo Sloan (1987), os métodos explicitos tem uma precisao bastante satisfatoria
se combinados o controle de subpasso automatico e o controle de erro, e, ao contrario dos
métodos implicitos, ndo necessitam de uma solucdo de equagdes nado-lineares para
determinar as tensdes para cada ponto de Gauss. Mas esses métodos necessitam de um
cuidado especial na determinagao do ponto de intersecc¢do a superficie de fluéncia no passo
de tensao, pois, isso pode levar a falsas determinagdes destes pontos intermediarios.

Ja nos métodos implicitos os gradientes e lei de endurecimento sdo definidos por
estados de tensdo desconhecidos, com a utilizacdo de processo iterativo para a solucao do
sistema de equagdes nao-lineares. Ha uma desvantagem quanto aos métodos explicitos,
devido a necessidade de solucao das derivadas de segunda ordem da fun¢do de fluéncia e
potencial plastico, o que pode levar a um processo algébrico muito dificil em alguns casos.
Estes modelos ndo necessitam da defini¢do de um ponto de intersec¢do com a superficie de
fluéncia decorrente do passo de tensdo. Logo as tensdes resultantes ja satisfazem ao critério
de fluéncia para a tolerancia especificada.

No presente trabalho foram utilizados métodos explicitos de integracao de tensdes
devido a maior simplicidade de implementagdo, mas verificando sua eficiéncia nas

aplicagoes feitas.

3.2 — Discretizacao pelo Método dos Elementos Finitos

Para a solugdo das equagdes diferenciais dos modelos constitutivos pode-se aplicar
o método dos elementos finitos, o que leva, para problemas mecanicos, a dois tipos de

equacdes a serem resolvidas. Sao elas:

e Equacdes Globais de Carga-Descarga
Que corresponde a uma analise global do problema, envolve as equagdes globais de

carga-descarga. Neste caso parte-se da equacdao de equilibrio de tensdes de um corpo
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qualquer (equagao 2.13), formulando-se um problema de contorno definido pelas condi¢des

de contorno (equagdo 2.14) e condigdes iniciais (equagdo 3.1).

u(x,0) = u, (x)

%u(x,O) =v,(x)emQ -1

M
Toma-se uma solugdo aproximada U = ZN .u; , definida pelas fun¢des de forma
i=1

N,, e aplica-se o método dos elementos finitos via-Galerkin, ao problema de contorno

chegando-se a forma integral da equagdo de equilibrio de tensdes, que por sua vez governa

o comportamento de cada elemento finito e ¢ aplicada a qualquer relagdo constitutiva.

Logo:
jBTc.dQ - jNTt.dr - j N"b.dQ =0 (3.2)
Q T Q
onde :
M
c=D,> B,u,

J=1

Onde matriz deformacao-deslocamento B do elemento ¢ também definida como
matriz de coeficientes geométricos constantes, u sdo os deslocamentos nodais (incognitas),
D. o tensor elastico, t tensdes externas atuantes ¢ b sdo as forgas de corpo. O primeiro
termo da equagdo integral consiste na matriz de rigidez global K, definida através da
matriz tangente D , o segundo termo refere-se as for¢as da fronteira (condi¢des de

contorno), € o terceiro termo define as forcas de corpo. O vetor taxa de forga externa global

F™* ¢ definido pela derivada das forgas externa e de corpo com relagio ao tempo t. Logo:

K= Y [B"DBQ (3.3)
elementos ()
Fot = % [N'tdl+[N"b.dQ
Q

elementos T

(3.4)
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Portanto, o problema ¢ solucionado através da obtengdo dos deslocamentos em
funcdo das cargas, por meio da relagdo constitutiva carga-deslocamento, que depende da

matriz de rigidez global. Esta relacdo pode ser expressa por:
I.J =K71 .Fext (3.5)

No processo iterativo, para o inicio de cada intervalo de tempo sdo conhecidos o
deslocamento, tensdes ¢ parametros de endurecimento, onde esses consistem nas condigdes

iniciais do problema mecanico.

e Relacdes Governantes Incrementais Tensao-Deformacio

Os métodos explicitos de integracdo utilizados neste trabalho consistem em métodos
que usam uma relagao incremental tensdo-deformacao, que levam a um tratamento local da
solucdo do problema. Neste processo as tensdes ¢ deformagdes sdao calculadas para um
nimero discreto de pontos de integracdo dentro de cada elemento, usando as relagdes
constitutivas adequadas.

Parte-se entdo da consideragdo da relagdo constitutiva incremental, onde sua
integracdo numérica ¢ feita considerando um intervalo de tempo de integracdo 0 <7 <1,

cujo tempo de inicio de carregamento ¢ definido por 7, (7 =0) e o tempo final de

carregamento ¢ onde 7=1/. A integragcdo se desenvolve com o tempo de integracao 7T que,

por sua vez, € obtido pela relacdo entre os tempos inicial e final com o incremento de tempo

t—t,
T:( - J (3.6)

Considerando os conceitos definidos no Capitulo 2 desse trabalho, e a discretizacdo

considerado At.

temporal para a relagdo constitutiva incremental, entdo temos as seguintes formulagdes para
o processo de integragdo elastoplastico de tensoes:

4% _p Ae=Ac,—ALDb (3.7)
dar
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9K AAB=ALB (3-8)
dT
r 3.9
D -D, - D,.ba" D, (3.9)
’ a"D,.b+ A4
T 3.10
A= ch D, Ag (3.10)
a D,b+ A4
_ A _K_ ., (3.11)
- OF(e',x) A
oK
g OF (6',K) (3.12)
Jc'
b OP(c',m) (3.13)
oc'

3.3 — Algoritmos de Integracao Explicita

Como ja visto, os algoritmos utilizados neste trabalho sdo do tipo algoritmos
explicitos de integragdo de tensdes com controle de erro, via Euler Modificado e Runge-
Kutta-Dormand-Price (Abbo, 1997). Estes algoritmos, para uma analise elastoplastica,
requerem a determinagdo da tensdo que intercepta a superficie de fluéncia no passo do
estado elastico para o plastico, bem como necessita da determinagdo de uma zona de
tolerancia para o limite eldstico, onde se adota um algoritmo de retorno a superficie de
fluéncia quando excedido o limite no sentido do estado plastico.

Ja, para o caso da visco-elastoplasticidade esses dois processos nao sdo necessarios
devido a formulacao adotada por Perzyna que nao limita o estado de tensdo ao dominio
elastico (F(o6,x) =0).

Portanto, nos subitens deste topico serdo definidos, de forma breve, os algoritmos de
interseccdo e retorno a superficie de fluéncia, e também os algoritmos explicitos de

integracdo de tensdes adotados neste trabalho.
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3.3.1 — Interseccio e retorno a Superficie de Fluéncia

e Intersec¢ido a Superficie de Fluéncia

Para um dado estado de tensdes inicial (6, ) e suas respectivas varidveis historicas
(x,) localizados na regido elastica, ao dar-se um incremento de deformagdo ou de tensdo
elastico (Ac, ) chega-se a um novo estado de tensoes (6, = 6, + Ac, ) que pode localizar-se

fora da superficie de fluéncia. Portanto, para analises elastoplasticas, atinge-se uma zona de
tensdes inadmissiveis, o que pode desprender muito tempo neste tipo de analise via Método
dos Elementos Finitos.

Por isso leva a necessidade de determinar um ponto intermediario, de intersec¢ao
com a superficie de fluéncia, entre os estados de tensdes inicial e final, onde o algoritmo
utilizado descrito por Sloan (1987) consiste no método de Regula-Falsi, que foi
implementado por Sousa (2004) no cddigo e elementos finitos utilizado neste trabalho. Este
método determina um multiplicador ¢ (0 <a <1) que defina o ponto de interseccdo

(6, =0, +a.Ac,) de forma a satisfazer a condicdo necessaria para que se determine o

estado de tensdes intermediario, ou seja: F(o,,,x,)=0.

int >

Na forma numérica, esta condi¢do pode ser redefinida em fungdo de um parametro

de tolerancia positivo e aproximado a zero, assumindo a forma |F (' )| < FTOL . Este

método enunciado até entdo pode ser descrito pela figura (3.1).

Figura 3.1 — Esquema de Interseccio a4 Superficie de Fluéncia (Sousa, 2004).
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¢ Retorno a Superficie de Fluéncia

Como ja descrito anteriormente, um incremento de tensdo pode levar o estado de
tensdes a um ponto externo a superficie de fluéncia. Isso pode ser progressivo em funcao do
andamento do processo incremental, o que leva a funcdo de fluéncia a exceder a tolerancia
limite entre a superficie de fluéncia e a zona de tensdes inadmissiveis. Esse processo pode
ser visualizado na figura (3.2), e necessita de um método de retorno a superficie de
fluéncia.

O método utilizado neste trabalho também foi implementado por Sousa (2004), e
baseia-se no método descrito por Abbo (1997) que combina os métodos de corregdo
consistente (Potts e Gens, 1985) e de correcao normal (Sloan, 1987). O primeiro método de
retorno ndo considera variagdo de deformagoes totais durante o retorno e atualiza tanto as
tensdes quanto as variaveis de historia, enquanto que o segundo método realiza o retorno na
direcdo definida pelo vetor normal a superficie de fluéncia e atualiza as diregdes a cada
passo iterativo e, de forma geral, no algoritmo de retorno utilizado, as derivas sdo
determinadas no ponto inicial de iteragdo (Sousa, 2004). As corregdes de tensdes sao
mostradas detalhadamente nos trabalhos de Abbo (1997), Sloan et al. (2001) e Sousa
(2004).

F=0

Figura 3.2 — Estado de Tensdes em processo incremental: afastamento da superficie de

fluéncia (Sousa, 2004).
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3.3.2 — Suavizaciao da Superficie de Fluéncia de Mohr
Coulomb

Como ja visto, o critério de Mohr Coulomb apresenta alguns problemas numéricos,
em programas de elementos finitos, em fun¢do dos pontos de singularidades ja comentados
no Capitulo 2 deste trabalho. Varias propostas de corre¢ao deste problema foram feitas,
dentre as quais a de Matsuoka e Nakai (1974), Zienkiewics e Pande (1977), Sloan e Booker
(1986), Sheng et al. (2000). Estas propostas tém o objetivo de solucionar o problema de
singularidades através da suavizagdo da funcao de Mohr Coulomb.

O tipo de suavizacdo da funcdao de fluéncia de Mohr Coulomb adotado neste
trabalho ¢ o proposto por Zienkiewicz e Pande (1977), também usado por Abbo (1997).
Este método de suavizacdo consiste em um arredondamento hiperbdlico na funcdo de
fluéncia de forma a eliminar a singularidade do vértice da superficie de fluéncia, o que
torna necessario utilizar apenas um parametro adicional (ver figura 3.3).

Segundo Abbo (1997) uma grande vantagem deste método ¢ que a aproximagao
torna-se, com o aumento da tensdo média, assintota rapidamente a superficie de fluéncia
original. Dai obtém-se uma nova superficie de fluéncia, interna a superficie de Mohr
Coulomb original, que por sua vez dara ao solo uma menor resisténcia.

Sousa (2004) explica que o ponto de singularidade referente ao vértice da superficie
de fluéncia tem maior importancia quando os parametros de resisténcia, coesdo e angulo de
atrito, sdo baixos, pois, isso leva a uma elevagdo da tensdo média que se encontrard mais
proxima a origem da superficie de fluéncia.

O ponto em que a superficie de fluéncia toca no eixo da tensdo média p, define o

seu veértice no qual a singularidade leva a um gradiente indefinido da fun¢do de fluéncia. A

funcao deste plano ¢ definida por:

C

Onde, g(0) define a declividade daretae p =c/tan¢ caracteriza o intercepto. A equagao

geral que define a aproximacao hiperbolica assintota ao plano (p,J) é:
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(p+d)y J?
b

1 (3.15)

Os parametros a, b e d sao descritos na figura (3.3), onde a relagdo b/a define a

declividade da reta obtida pela suavizacao hiperbdlica, e com intercepto em d. Logo:

C
bla=g(@) e d= 1
g(0) ang (3.16)
Mohr Coulomb 1 J

Aproximacio
Hiperbolica

Figura 3.3 — Aproximaciao Hiperbdlica da Funcio da Superficie de Morh Coulomb

Assim define-se através desta aproximacdo e substituindo a equacdo (3.16) na
(3.15), uma nova funcdo de fluéncia (equacao 3.17) em fun¢do de um parametro de ajuste
a. Reassume-se a forma original da superficie de Mohr Coulomb quando a=0. Segundo

Abbo (1997) assumi-se a =0,05.c/tan¢.

F(o,x)= [az(sen¢)2 +J2K(l9)2]1/2 —( ¢ +p.sen¢]

tan ¢
Onde : (3.17)
K(6) = cos 0+ senf.seng

NG
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Pode-se ainda definir vérias destas aproximacdes, gerando assim diversas outras
novas superficies, em fun¢do de um parametro positivo n. Segundo Sousa (2004) utiliza-se
0 parametro n =3, pois ao assumir este valor ndo seria obtida uma nao-linearidade muito
alta e com isso reduz-se o custo computacional do programa. A nova forma da fungdo de

fluéncia para definir # superficies é:
n n n n U/n C
F(o,x) =|a" (seng)" + J"K(6)"] _(W+ p.Sen¢J (3.18)
an

Um outro método de suavizagdo ¢ a proposta por Sloan e Booker (Abbo, 1997;
Sousa, 2004) onde a fun¢do no plano octaédrico ndo se modifica, alterando apenas os
vértices @ ==230° através de um angulo de ajusted,. Esta aproximagdo leva a uma
continuidade das derivadas nestes pontos, o que combate o efeito das singularidades.

Para |l9|£l9T a fun¢do do plano ¢ a original e se |€| > @, a funcdo adotada ¢
suavizada. Logo:

A+ Bsen36 |l9| >0,

K@) = Cose+sent9.sen(p |9|§9T (3.19)
3
Onde:
1 I .
A=—cosb, (3 +tan 8, + —sign(6)(tan36, —3tan b, )sen go'j
3 V3
(3.20)
B - sign(@)sen6 +Lsen 'cos 6
3c0s36, | ¢ I R et 3.21)
. —1 para € >0°
sign(0) = .
+1 para <0 (3.22)
0<6, <30°

Alguns trabalhos sugerem valores para €., onde Abbo (1997) e Sousa (2004)
adotam um valor de 8, =25°¢ ¢'=30°.

Existe ainda a suavizagdo através do critério de Drucker-Prager, onde adota-se uma

fun¢do do plano octaédrico obtida a partir da combinagdo entre a fungdo de Mohr Coulomb
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classica para |6?| <6,, e a fungdo de Drucker-Prager nas regides proximas aos pontos de

singularidade (Sousa, 2004). Logo a fun¢do suavizada ¢ definida por:

sen(6, .sign(0))sen¢'

cos(@, .sign(0)) +
K(0) =

6| > 6,
V3 (3.23)

senf.senq' | 0| <0
=¥ T

NG

cos@ +

Existe ainda um tipo de suavizagdo que se ajusta a outras funcdes, e ¢ Sheng et al.
(1999). Esta utiliza um parametro de ajuste «, cujos pontos coincidem nos pontos de

estado triaxial de tensdo com a superficie de Mohr Coulomb para :

(3 —sen (o')
o0=7—"--=
(3 + seng') (3:24)
A fungdo ¢ definida por:
1/4
2a"
=M
&) max(l+0{4 +(1—a4)sen36]
(3.25)
B 24/3.sen o'
™ 3—seng'

As fungdes de Drucker-Prager, Mohr Coulomb e Sheng no plano octaédrico sdo

descritas na figura (3.4).

Mohr-Coulomb O '

Drucker-Prager

0'3'

Figura 3.4 — Funcoes no plano

octaédrico.

48



3.3.3 — Esquema de Euler Modificado com Controle de
Erro

O modelo de integragao explicita consiste na formulagdo definida por Sloan (1987),
que, usando o erro local medido para o subincremento e integrando o incremento de
deformagdo aplicada, dividido em subpassos, controla o erro nas tensdes e varidveis de
historia calculadas. Este método foi posteriormente modificado e descrito por Abbo (1997),
onde define tamanhos mais adequados para cada subpasso em que o incremento de
deformacao ¢ dividido, e requer apenas primeiras derivadas da superficie de fluéncia e do
potencial plastico, ambas com relag@o ao estado de tensdo atual.

Este método requer dupla avaliagdo do tensor elastoplastico para o fim de cada
intervalo de tempo, e calcula o novo estado de tensdes juntamente com o método de retorno
do estado de tensdes calculado a superficie de fluéncia durante o processo iterativo, caso
seja necessario.

As relacdes constitutivas sdo integradas para cada ponto de Gauss, para um dado
incremento de deformacdo Ag, de acordo com as equacdes (3.7) e (3.8), assumindo um
intervalo de tempo 0<T7 <1. Os parametros A4 e B sao definidos como descrito nas
equacdes (3.10) e (3.11), onde, devido aos parametros de endurecimento serem fungdes do
invariante de deformacdes cisalhantes para as relagdes constitutivas adotadas neste
trabalho, o pardmetro B ¢ definido por:

_ OP(e,m)
oJ

B (3.26)

O processo de integracdo desenvolve-se apds a determinacdo de um estado de
tensoes tentativa onde se verifica que este pertence ou nao ao dominio eléstico. Divide-se o
incremento de deformacdo em n subincrementos iguais, e define as tensdes e variaveis de
historia determinadas como parametros iniciais do processo iterativo.

Passa-se entdo a definir o novo estado de tensdes e variaveis de historia em funcdo
do incremento de deformagao dado, onde estes sdo determinados através da tensao inicial e
do incremento de tensdo decorrente do incremento de deformagao aplicado. Assim, obtém-

se uma estimativa de primeira ordem da solucao de acordo com as expressoes a seguir:
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6,=6,, +Ac, (327)
K, =K, +AK,
Onde:
Ac, = Dep (GH K, )Aan
Ae, =AT Ag ;0<AT, <1 (3.28)
Ak, = Aﬂ(oH K, 1, AE, )B(GH)

Uma segunda estimativa do estado de tensdes e varidveis de historia, definida para o

fim do intervalo de tempo AT, ¢ do tipo de segunda ordem e obtida pelo método de Euler

Modificado, de acordo com as expressdes seguintes:

6,=6,_, +%(A61 +Ac,)

n

1 (3.29)
K, =K, +E(AK‘1 +AK‘2)
Onde:
Ac, =D, (cn_l +A6,,k, | + Ak, )Aan

(3.30)
Ax, = A/I(GH +Ae,,k, , +Ax,,Ag, )B(6, , +Ac,)

O erro local de truncamento da solugdo é de ordem O(AT’) e pode ser obtido pela
diferenca entre as equacdes (3.29) e (3.27), ou seja, ¢ definido pela diferenga entre a
integracdo de Euler modificada e integracao de Euler para cada subpasso. Dai, chega-se a

estimativa do erro local em 6, € x,, obtida pela expressao:

R

A b

(o)

n

1 (”Acz ~ Ao, | |Ax, —AKIHJ (3.31)
, = —max

A
Kil

Estabelece-se uma tolerancia STOL que limitara o erro relativo calculado, ou seja,

se o erro encontrado exceder a tolerancia adotada (R, > STOL) o passo de integracdo ¢
rejeitado. O proximo passo € definido em funcdo do erro calculado através da constante ¢,

que por sua vez ¢ multiplicada por uma constante, definida por alguns autores (0,8 ¢
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adotado por Sloan; e 0,9 por Abbo), de forma a minimizar o numero de passos rejeitados.
Neste trabalho o valor adotado € o proposto por Abbo (1997), logo o processo de célculo do

passo de tempo seguinte e a determinagdo de g sdo expressos por:

ATn+l = qATn
3.32
4= 09 SYI;OL (3.32)

n

O valor de g devera estar compreendido no intervalo 0,1 < ¢ <1,1, de forma que :
0,JAT, | AT, <LIAT,,, (3.33)

De forma que o préoximo passo de tempo nao seja superior ao ultimo passo de
tempo, impde-se que o passo de tempo seguinte seja menor ou igual ao anterior.
Estabelece-se ainda um valor minimo de passo de tempo AT . , de forma a controlar o

min >

numero de passos de tempo reinicio do processo. Abbo (1997) adota um valor minimo de
passo de tempo de AT, =10". Os passos de tempo seguintes terdo subincrementos

variaveis de acordo com o erro calculado.

Caso o erro obtido satisfaca o limite imposto pela tolerancia, o subincremento ¢
aceito e as tensdes e variaveis de historia sdo atualizados através da equagdo (3.29).
Portanto, as novas tensdes e variaveis de historia sdo submetidas ao processo de verificacao
e correcdo, ou seja, se necessario, procede-se com a determinacdo da intersec¢do com a
superficie de fluéncia e o retorno a esta, como descrito no item (3.3.1) deste trabalho. Isso
devera ser realizado para o caso de uma analise elastoplastica, tendo em vista que para a
analise elasto-viscoplastica ndo ha problema quando a fun¢do de fluéncia ¢ positiva, onde
para isso ¢ adotado um valor minimo de tolerancia (VISCMIN ) que caracteriza o
comportamento viscoso. Pode-se entender esquematicamente este método através da figura
(3.5).

Logo, o fim da integragdo ocorre quando todo o incremento de deformacdo ¢

aplicado, onde:

Y AT, =T =1 (3.34)
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i
| sub-passo
]

- e

passo

Figura 3.5 — Esquema explicito de Euler Modificado

Por fim, o algoritmo modificado de Euler, envolvendo os refinamentos descritos no

item (3.3.1), pode ser descrito em sua totalidade como a seguir:

Algoritmo Explicito de Integracdo de Tensoes de Euler Modificado com Controle de

Erro

1. Entra com valores iniciais de tensdes e varidveis de historia (6 ,,x,), com o incremento

de deformacdo Ag ¢ a tolerancia do erro STOL ;

2. Determina o incremento de tensdo e o estado de tensOes elastico tentativa, Ae, € o,

respectivamente, seguindo o processo:
As, =D Ag

6, =06, +Ac,
Se F(o,,k,) < FTOL (Incremento de Tensdes ¢ Elastico) 2 ¢, =6, ¢ k, =k, (Passa

para Passo 16)
3. Se F(o,,x,)<—FTOL e F(o,,x,)>FTOL o passo sai do regime elastico para o

plastico. Calcula a parte de Ac, que provoca deformagdo puramente eléstica, calcula «

usando o método de regula-falsi (método descrito em Abbo, 1997; Sloan et al., 2001;

Sousa, 2004). Vai para o passo 5.
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Se |F (6,,%, )| <FTOL e F(o,,x,) > FTOL , verificar o multiplicador plastico negativo

com angulo entreae Ao, :

a’Ae,

lal.[As.

2

cosf =

a ¢ calculado para tensao inicial.
Se cos@ > —LTOL - incremento de tensdo puramente plastico: a =0

Caso contrario > calcula parte de Ao, que causa deformagdo puramente elastica e

a usando método de regula-falsi para multiplicadores plasticos (método descrito
em Abbo, 1997; Sloan et al., 2001; Sousa, 2004).

Caso Contrario: o estado de tensdes € inadimissivel.

Atualiza o estado de tensdes até o inicio da plastificagdo: ¢, < 6, +aAc,
Calcula a parte de Ao, que causa deformacao plastica: Ac, < (1-a)Ac,
FixaT=0¢e AT =1.

Enquanto 7 <1, executa passos 8 a 15.

Calcula Ao, e Ak, para i =1,2 através de:

Ac; = ATAc, —AA,.D,.b,

Ak, = A4B,
Onde :
T
AA, = max M,O
a, Db, + 4,
4 = _(G_F]B,
oK

g - (6F(6, K‘))

oo ),
b, = (aP(c,m)j

do ),
B = E? (GP(G,m)j

oo ),

Sdo, avaliados para: (6i,x.), onde:
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10.

11.

12.

13.

14.

061 =0y K1 =Ky
62 =6, +Ac6, K2=K; +AK
Calcula novo estado de tensdes e variaveis de historia, e armazena em variavel

temporaria de acordo com:

- 1

GTiaT =G + E(Aol +Ac,)

- 1

Krear = Ky + E(AK‘1 +Ak,)
Determina o erro relativo para o subpasso atual:

R,.,, =max A0, —As,| Ak, —Awi| e
2|6 TaT 2K 14AT

EPS: constante de precisdo do computador que indica o menor erro relativo que
pode ser calculado.

Se R, ., >STOL -> Passo falha e deve-se determinar um passo de tempo

q= max{0,9 /m;O,l}
RT+AT

AT < max{gAT,AT,, }

inferior.

Retorna ao passo 8.

O passo ¢ aceito, logo se atualizam as tensdes e as varidveis de historia:

OpiaT = OT+AT

Kroar = KT+AT
Se |F(GT+AT,KT+AT )| > FTOL e n <VISCMIN -> deve-se cortigir (64, ,p>K7,ar)

através do algoritmo de correc¢ao de tensdo (ver item 3.3.1).

Determina préximo passo de tempo:
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q= min{0,9 /ﬂ;l,l}
RT+AT

Se passo anterior falhou :

g = minig,1}

Calcula novo passo de integracao e atualiza o tempo :
AT « gAT

T« T+AT

15. Avalia tamanho minimo do passo de tempo e verifica se excede 7 =1:

AT < max{AT,AT,, }
e
AT < min{AT,1-T}

16.  Sai com estado de tensdes e variaveis de historia (o, ,x, )

As tolerancias adotadas foram LTOL ~10™° e EPS ~107°, onde estas sio sugeridas

por Abbo (1997), Sloan et al. (2001), para computadores de dupla precisao.

3.3.4 — Esquema Explicito de Runge-Kutta-Dormand-Price
com Controle de Erro

Este método de integragdo explicita tem forma analoga ao Método de Euler
Modificado, com excecdo de que o esquema de Runge-Kutta-Dormand-Price (Abbo, 1997,
Pedroso, 2003) utiliza expressdes de quarta e quinta ordem para estimar as tensoes,
variaveis de historia e erro de truncamento local. Este esquema de alta ordem calcula as
tensdes e variaveis de historia para o fim de cada subincremento de forma bastante precisa,
e também pode ser utilizado na verificacdo da precisdo de métodos de baixa ordem.

Ao aplicar-se este método as expressoes (3.7) e (3.8), para um passo de tempo AT,

obtém-se as solucdes de quarta e quinta ordem para as tensdes e variaveis de historia,

descritas respectivamente por:
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Onde:

190 145 351 1

6, =6, 6, +——A6; ———A6, +—Ac, +—Ac,
540 297 108 220 20 (3.35)
31 190 145 351 1 '
K, =K, +——AKx, + — Ax; ——— Ak, + — Ak, + —Ax,
540 297 108 220 20
G6,=6,, +£ G, + 1000 Ao, — 125 Ao, +ﬂA65 +iA66
216 2079 216 88 56 (3.36)
19 1000 125 81 5 '
K, =K, +——AKx, + Axcy — Ax, + —Ax; +— Ak,
216 2079 216 88 56
AGi :Dep(ai”?i)Asn
Ae, =AT Ae ;0<AT, <1:i=12,..,6 (3.37)

Ak, = AA(o,,x,,Ae, )B(s,)

As tensdes e variaveis de historia, para cada passo de integracao, sdo calculados por:

n-1
— 1
6, =6, +§Ac1
3 9
G, =6, +EAG, +EA62
3 9 6
G,=6_, +EA61 1 Ao, +—.Ac,
G, =0, , 226 ; —E.Acz +@A63 +£A64
729 27 729 729
¢ =0, N;IAGI +§.A62 —@Ac3 —2A64 +@A65
270 2 297 27 55
— (3.38)
ki =k,
— 1
= kn—l +gAkl
K=k, +iAk1 +2Ak2
40 40
K, =k, +iAk, —iAk2 +§Ak3
10 10 5
Ks =k, +%Akl —E.Ak2 qL@Ak3 +£Ak4
729 27 729 729
Ry =k~ ol Ay 2 Ay — 20 Ak, — 2L Ak, + 2 A,
270 2 297 27 5
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O erro de truncamento local de quinta ordem ¢ definido pela diferenca entre as

equagoes (3.36) e (3.35):

6, G, iA(S, —E.AG3+EAG4 —2A65+1—1A66
1360 63 7 40 280
- 111 10 55 27 11 (3.39)
i k — Ak, = Ak, + 22 Ak, — == Ak +—— Ak,
n n 360 63 7 40 280

Com relagdo ao algoritmo de Euler Modificado, o esquema de Runge-Kutta-
Dormand-Price tem uma seqiiéncia de integragdo basicamente igual, onde had modificacao
apenas nos passos 8, 9, 10, 11 e 14 do algoritmo. Este método pode ser visto no esquema da

figura (3.6).

Dominio
Elastico

Figura 3.6 — Esquema explicito de Runge-Kutta-Dormand-Price (Pedroso, 2002)

A seguir serdo mostradas apenas as modifica¢des deste algoritmo quanto ao do método de

Euler Modificado.

Algoritmo Explicito de Integracdo de Tensoes de Runge-Kutta-Dormand-Price com

Controle de Erro

8. A variavel i variade 1 a 6, e 6, e &, sdo calculados pela equagdo (3.39).
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9. Calcula o estado de tensdo e variaveis de historia novos e armazena em variavel

temporaria de acordo com:

19 1000 A 125 81 5

C =6, +—A6, +— A6, —Ao6, +—A6. +—Ac

Tt 16 20797 216 Y 88 56 ¢

_ 19 1000 125 81 5

K =Kk, +—AKx, +— Ak, —Ax, + —Ax. + — Ak

AT o160 20797 2160 Y 88 56 °
10. Determina o erro relativo para o passo atual:

o o
‘ET+AT“ ‘ET+AT
— s —

‘ ,EPS Onde:

Ry, sy = max
O T+AT|| KT+AT
11 10 55 27 11
E =—A6,—— A6, +—A6, ——Ac6. +—— Ao
AT 360 637 Y 72t 40 % 280 ¢
11 10 55 27 11
Ef o =—Ak, —— Ak, +— Ak, —— Ak. +——Ak
AT 360 637 0 72 40 7 2800 ¢
11. Se R, ,; >STOL - Passo falha e deve-se determinar um passo de tempo
inferior.

1/5
¢ = max 0,9(STOL] ;0,1
RT+AT

AT < max{gAT,AT,, }

Retorna ao passo 8.

14. Determina proximo passo de tempo:

1/5
g = min O,9(STOL] ;L1
RT+AT

Se passo anterior falhou :

¢ = min{g,1}

Calcula novo passo de integragao e atualiza o tempo :
AT « gAT

T < T+AT

Segundo Abbo (1997) e Sloan et al. (2001) a precisdo do método de Runge-Kutta-
Dormand-Price deve-se a utilizagdo pelas avaliagcdes adicionais das relagdes constitutivas

em cada subincremento, ou seja, através das seis avaliagdes de tensdes e variaveis de
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histdria por subincremento, ao contrario das duas avaliagdes utilizadas no método de Euler

Modificado.

3.4 — Gradientes da Funcao de Fluéncia de Mohr Coulomb
No processo de implementagdo numérica a superficie de fluéncia e o potencial

plastico sdo derivados com relagdo aos invariantes de tensdo, assim como os invariantes

também sdo derivados com relagdo ao tensor de tensdes. Logo:

oF (6,x) 8F(6,K)6_p+ 6F(6,K)8_J+ OF (6,kx) 00

0o dp Oc oJ Oo 00 Oo 3.40
oP(c,m) _ 0P(c,m) 8_p+ OP(c,m) 8_J+ oP(c,m) 00 (3-40)
06 dp Oo oJ Oc 00 Oo

Quando a tensdo cisalhante tende a ser nula, a derivada da tensdo desviadora com
relagdo ao tensor de tensdes (0J/0c) tende ao infinito, o que leva a ocorréncia de
singularidade no vértice da superficie de fluéncia de Mohr Coulomb. Ainda observa-se que
para os limites € =+30°, a derivada do angulo de Lode quanto ao tensor de tensdes
(00/00) também apresenta problemas de singularidade no caso de tensdes cisalhantes
nulas.

Portanto, ao utilizar-se o processo de suavizagdo descrito no item (3.3.2),
substituem-se os gradientes referentes a funcdo de Mohr Coulomb original (equagdo 3.41)
pelos gradientes da fun¢do suavizada (equagdo 3.42). Logo:

OF(e,x) o] _ 1

=— 2t }T
oJ oOo 2J !

{Gx-i-p o,+p o.+p 2r, 2t

Xz

aF(o,;c)@:( c . j@g(@) 3 {dets&_J_@(dets)}

00 0o |tang 00 2J°cos30| J 06  Oo (3.41)
Onde;
0g(0) seng cosf.sen
= 5 sen@——¢
o0 sen.seng V3

cos@ +
-
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o,+p
o,+p
OF (6,x) &J _ J’K(6)’ 1 Jo.+p
o o6 [ 3 sy P 20 | 2T,
a’seng+J K(O w
le'seng ’) 2. (3.42)
2z,
0F (6,x) 060 _ J K () 0K (0) NE) [dets@_J_ 6(dets)}
00 Oo 3\/(aase}1¢3 +J3K(9)3)2 00 2J°cos30| J oo oo

Os gradientes descritos, e suas novas formas que consideram 7 =3, sdo relativos a
funcao de fluéncia tendo em vista que a forma ¢ a mesma para o potencial plastico, onde

apenas se substitui o angulo de atrito ¢ pela dilatancia v . A parcela 0K(6)/ 06 adotada ¢ a

definida através do método de suavizagao proposto por Sloan e Booker (1982) descrito por

Abbo (1997) e Sousa (2004). Logo:

oK (0 —sen@+ sengcos@ para |6|<0
—():% ’ para [6]<6; (3.43)

00 3Bcos36 para |¢9|£¢9T

3.5 — Obtencao da Matriz Tangente Visco-Elastoplastica

Devido a formulagdo visco-elastoplastica, determina-se uma nova matriz tangente
utilizada no calculo do conjunto de equacgdes ndo-lineares através do Método de Newton-
Raphson. Ao aplicar-se a formulacdo elasto-viscoplastica de Perzyna ao problema de
elementos finitos, deve-se redefinir a equacdo (3.3), em fungdo de uma matriz tangente
visco-elastoplastica D ** que por sua vez ¢ obtida pela relagdo entre o tensor constitutivo

elastico D e um tensor viscoplastico D*. Logo:

D**=D*D (3.44)

O tensor viscoplastico D* ¢ obtido em funcdo de uma matriz gradiente de

velocidade de deformagdo G* . A determinagdo desta matriz parte da relagdo constitutiva,
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considerando a decomposi¢ao aditiva visco-elastoplastica, definida pela equacao (2.80).

Logo, aplicando a esta equagdo a expressdo (2.86), e desenvolvendo a equacgdo obtida,

temos:
3.45
do =D.de — D—<g(F)> oG (345)
n Oo
96 _p_po’ de (3.46)
os 06 Og
-1
o™
g—zz[nn 8‘96 } D (3.47)
-1
v
do = {1 +D 6(; } D.de (3.48)
-1
o
D* = {I+D 656 } (3.49)

A matriz gradiente de velocidade de deformacao ¢ definida pela teoria de Perzyna
através do gradiente da taxa de deformagdo viscoplastica com relacdo ao estado de tensdo

atuante. Logo:

G*:ﬂzi{wﬁ_ﬂ (2.50)
06 0o n 0o
. Al[agF) (oG Y ' 0°G 251
G ; ( = {60}} +¢(F).(362 (2.51)
Onde :

(3.52)

D*=(1+D.ALOG *)"

Verifica-se que ha um termo de segunda ordem no célculo da matriz gradiente, cuja
determinacdo desta derivada ¢ necessaria para a implementacdo numérica € nao tem
solucdo analitica. Logo sdo resolvidas por aproximacdes através de esquemas classicos de
diferencas.

O método de aproximacdo numérica adotado ¢ o apresentado por autores como

Heeres (2001) e Pérez-Foguet et al. (2000) que sugerem a aproximacdo a primeiras
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derivadas do vetor de fluxo, sdo possiveis de serem obtidas analiticamente. Para isso
utilizou-se o método de diferengas para frente para primeiras derivadas do vetor de fluxo,
que tem a seguinte forma:

o _ flcthe)- ()
ox. h

i i

+O(h,) (3.53)

Num plano duplamente logaritmico (Figura 3.7) o erro de arredondamento aumenta
linearmente com o decréscimo do tamanho do passo #4;. J4 o erro de truncamento
O(h;,) decresce linearmente quando o tamanho do passo tende a zero. O erro total ¢ definido
pela soma de ambos os erros, e existe um tamanho de passo critico 4, em que o erro €
minimo.

Segundo Heeres (2001) para o esquema de aproximagdo de primeira ordem por
diferencas para frente o erro total ¢ muito pequeno, devido a inclinagdo 1:1 no plano

duplamente logaritmico, o que implica num amplo espago de variagao do tamanho de passo

e leva a uma convergéncia quadratica do esquema de Newton-Raphson.

1 1
1 . 1

é —— Truncamento
é ---- Arredondado

In(¢)]

In(h, ) In(h)

Figura 3.7 — Representacdo quantitativa dos erros para derivacdo numérica com

aproximacio de primeira ordem via diferencas finitas para frente.
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4 — CASOS ANALISADOS

Neste capitulo serdo apresentados e discutidos os problemas analisados utilizando
os algoritmos explicitos implementados no presente trabalho. A verificagdo do desempenho
e funcionalidade dos algoritmos esta apresentada através do tempo total de processamento
em CPU (CPUTIME) e do niimero de interacdes (NUMPASS), bem como por meio da
comparacao dos resultados com os obtidos em trabalhos com solugdes dos mesmos tipos de
problema.

Quatro exemplos sdo apresentados e suas respectivas andlises de resultados por
meio das saidas graficas de pds-processo, onde sdo descritas as variagdes, em fungdo do
estado de tensdo atuante, de parametros como porosidade, deformagdes plasticas e/ou

viscoplasticas, reagdes nodais, deslocamentos nodais e tensdes principais.

4.1 — Expansao de Cavidade Cilindrica

A teoria de expansdo de cavidade tem varias aplicagdes na geotecnia, onde a
principal énfase ¢ dada em casos de interpretacdo de ensaios de campo, seja com relagao a
pressurdmetros, ensaios de penetracdo de cone e até na andlise do comportamento de
estacas. Este tipo de andlise ¢ também estendido a problemas de entalhe metalico.

Dentre os trabalhos realizados com a abordagem de expansao de cavidade podem-se
citar Hill (1950), Burd e Houlsby (1990), Yu e Houlsby (1991 e 1992), Abbo (1997), Sloan
et al. (2000) e Plesek e Korous (2002).

Neste item sdo apresentados os resultados numéricos para dois casos de expansao de
cavidade cilindrica, sendo o primeiro um caso andlogo ao apresentado em Sloan et al.
(2000) para plasticidade em solos, € o segundo consiste em um problema apresentado por

Plesek e Korous (2002) para viscoplasticidade em cavidade metalica.
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4.1.1 — Analise de Expansao de Cavidade Cilindrica pelo
critério de Mohr Coulomb.

O caso de expansdo de cavidade cilindrica apresentado neste item pode ser também
encontrado em Abbo (1997), Sloan et al. (2000), com solugdo analitica apresentada por Yu
(1992), e consiste em um problema modelado utilizando o critério de plastificagdo de
Mohr-Coulomb com suavizacdo hiperboélica para simular o carregamento drenado.

O problema fisico proposto por Abbo (1997) e Sloan et al. (2000) pode ser visto na
figura (4.1), onde apresenta 1/4 (um quarto) de cavidade cilindrica de dimensodes b/a =2,
solicitada internamente por uma pressdo p prescrita e com as devidas condigdes de
contorno de restri¢do de movimento, onde a pressao total durante a analise é p/c = 0,9808
e ¢ aplicada em 50 incrementos.

A analise ¢ do tipo deformacgdo plana, considerando plasticidade perfeita e
associada. A malha de elementos finitos possui elementos quadrilaterais estruturados de

quatro nds, com um total de 451 nds e 400 elementos, conforme a figura 4.2.

" DDDBD D

p

e B 55 B
b

Figura 4.1 — Cavidade Cilindrica — Problema Fisico.

Os trabalhos de Abbo (1997) e Sloan et al. (2000) apresentam uma solugdo apenas
para analises elastoplasticas. Diante disso neste item também ¢ apresentada uma solucao
numérica baseada em uma analise visco-elastoplastica de forma a comparar os resultados
por essa obtidos com os referentes a analise elastoplastica.

As propriedades do material estdo descritas na Tabela 1, onde para a analise visco-

elastoplastica sdo definidos o expoente de funcao N, e dois parametros de viscosidade 77, de

forma a analisar a eficiéncia do modelo viscoplastico para diferentes niveis de viscosidade.

64



126

Figura 4.2 — Malha de Elementos Finitos: elementos quadrilateros de 4 nés

Tabela 1 — Propriedades do Material para diferentes tipos de analises.

Tipo de Analise Parametros
Elc ¢=vy v bla Do N n/At
Elastoplastica --- -
1000 30° 0,30 2 0 ; 5
Elasto-viscoplastica 1 10 10

De posse dos resultados obtidos na andlise numérica via método dos elementos
finitos, apresenta-se na figura 4.3 a solugdo numérica para ambos os métodos de integragao
explicita, Euler Modificado e Runge-Kutta-Dormand-Price. As andlise foram feitas para

quatro tolerancias de erro (STOL) distintas, ou seja,

STOL =1072%,STOL =107,STOL =10" e STOL =107, onde as curvas apresentadas se

referem ao resultado obtido para o valor de tolerancia de STOL =107*. Observa-se que as
curvas carga-deslocamento, que se referem a analise da parte interna da cavidade cilindrica
(deslocamento radial interno), basicamente se sobrepdem o que leva a uma diferenca muito
pequena, na ordem da tolerancia adotada, entre os resultados obtidos por ambos os
métodos, no relativo a esse tipo de resposta.

A comparagdo entre a solucdo numérica deste trabalho e os resultados mostrados
por Yu (1992) e Sloan et al. (2000) esta descrita na figura 4.4. O patamar de tensdo de

ruptura atingido € um pouco superior ao obtido através da solucdo analitica (equacdo 4.1)
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proposta por Yu (1992) que prediz que o colapso ocorre para p/c=1,0174. Observa-se

ainda que a curva obtida neste trabalho sobrepde-se na curva obtida pela analise numérica
realizada por Sloan et al. (2000), e que a reta vermelha tracejada no grafico corresponde a

projecdo do valor de pressao de colapso que coincide com o valor final apresentado por Yu

(1992).

Y +(a—-1)p, (a-)/a
/¢ =————\(b/ -1)+p,/
ple=—070 (/0 )+ py /e
Onde: (4.1)
_ 2ccosp a =tan>(45+$/2)
1—seng

1,2

0,8

plc

0,6 {

04 |

0,2 1

——Euler

O RKDP

o - ‘
0,00E+00 5,00E-04

1,00E-03 1,50E-03 2,00E-03 2,50E-03 3,00E-03

rla

Figura 4.3 — Grafico Carga-Deslocamento para analise elastoplastica
(STOL=10"*): comparacio entre os métodos explicitos de Euler Modificado e Runge-

Kutta-Dormand-Price.

A solucdo obtida entdo para o colapso ¢ de p/c =1,0324 para um deslocamento

radial de 7/a =3,0x107, ou seja, para o mesmo nivel de deslocamento atingido nos outros
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trabalhos usados como referéncia, chegando-se a uma diferenga de p/c = 0,0150 entre a

solucdo numérica obtida e a analitica.
A Tabela 2 mostra os resultados em termos de tempo total de processamento em
CPU (CPUTIME) e niimero total de iteracdes (NUMPASS), de forma a comparar o

desempenho dos métodos de integracdo implementados, para as tolerancias (STOL)

adotadas.
1,2
1,03238064
M R L LI i 1,017
0,8
o
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A Sloan, 2000
o Yu
0.2 = = = Analitico
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Figura 4.4 — Curva Carga-Deslocamento para analise elastoplastica (STOL=10""):

comparac¢ao com solucio analitica (Yu, 1992) e de Sloan et al. (2000).

Segundo Sloan et al. (2000) o melhor indicador do desempenho das varias
estratégias de solugdo € o seu tempo total de CPU, pois este reflete a complexidade do

método quanto ao problema. Com base nisto a presente analise de desempenho ¢ feita com

énfase neste aspecto, onde para a tolerincia mais alta, STOL =107, o tempo de CPU para

o método de Euler ¢, em segundos, de CPUTIME = 54,743 enquanto que para o método de
Runge-Kutta esse alcanca o valor de CPUTIME =78,96, ou seja, para esse nivel de

tolerancia a eficiéncia do método de Euler Modificado ¢ superior ao de Runge-Kutta.
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Isso ocorre para toleréncias de erro que variam até STOL =107, pois para

tolerancias inferiores a este limite (STOL <107*) o método de Runge-Kutta mostra um
melhor resultado quanto ao tempo de CPU, o que se verifica no trabalho de Sloan (1987).
Observa-se ainda que, para todos os niveis de tolerancia de erro (STOL), o método de
Runge-Kutta se apresenta como muito estavel com relagdo aos tempos de CPU, pois, nao
leva a variagdes muito bruscas, para diferentes tolerancias, entre os tempos de
processamento do problema, enquanto que no método de Euler Modificado se verifica o
inverso disso, pois, com a redu¢do da tolerancia os tempos de CPU crescem de forma

considerada.

Tabela 2 — Resultados de algoritmos para analise elastoplastica de cavidade cilindrica

por Mohr Coulomb.
Métodos Euler Modificado Runge-Kutta-Dormand-Price
STOL 10 107 10 107 10° 107 10 107

CPUTIME 54,743 61,205 88,187 170,929 78,96 78,808 79,638 84,255
NUMPASS 640 619 591 592 588 580 586 585

Segue-se com a andlise dos resultados graficos de pos-processamento obtidos no
programa GID — 7.2, onde sdo obtidas as variacdes de pardmetros do material as quais sdo
discutidas.Uma primeira andlise se faz da variacdo da deformacdo pléastica conforme a
figura (4.5), onde se observa que essas possuem maior intensidade na parte interna da
cavidade, sendo distribuida de forma aproximadamente uniforme a medida que se aproxima
da parte externa. H4 uma concentragdo maior de deformagdo na regido mais interna da
cavidade proxima aos apoios e mais suavizada na parte central do arco, onde isso se da
devido ao estado de tensdes diferenciado gerado nas proximidades dos apoios nessa regiao
em fungdo da distribuicao de forcas nodais (Figura 4.6.b) nos nds 389 e 126 (mostrados na

Figura 4.2).
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Figura 4.5 — Distribuicao de deformagoes plasticas.

As forgas nodais distribuem-se uniformemente no arco interno da cavidade e de

forma variada nos apoios, conforme o mostrado na figura (4.6).

|Moddal Force|

1134
. 1,00
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+0.75597
1 0.62998
¢ 050393
1 0.37739
0.25193
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Figura 4.6 — (a) Distribuicio de forcas nodais; (b) Vetores de forcas nodais.
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Uma outra andlise ¢ feita com relagdo aos deslocamentos sofridos pela cavidade
cilindrica, onde se verifica um deslocamento uniforme e decrescente ao longo do raio da
cavidade partindo da face interna para a externa. Os vetores de deslocamento e a malha

deformada podem ser visualizados na figura (4.7).
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Figura 4.7 — (a) Malha deformada; (b) Vetores de deslocamento.

A andlise do estado de tensdes ¢ feita em termos de tensdes principais, onde, de
acordo com a figura (4.8), a distribuicdo destas tensdes ¢ a mesma ao longo da cavidade,
variando apenas a forma de solicitag@o (tragdo ou compressao) e a intensidade, e os vetores

de tensdes principais (Figura 4.9) mostram as dire¢des assumidas pelo estado tensional.
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Figura 4.8 — Distribuicao das tensdes principais
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Figura 4.9 — (a) Distribuicio de vetores de tensdes principais; (b) Detalhe da

distribuicdo de vetores de tensdes principais.

As tensOes principais o, atuam na forma de tragdo seguindo o sentido do arco da
cavidade, onde as solicitacdes de maior intensidade encontram-se nas zonas de maior
susceptibilidade a esse tipo de esforco, ou seja, nos elementos localizados na regido mais
interna da cavidade e principalmente na regido mais externa que € uma zona mais propicia
a tragdo e sem efeitos muito grandes de compressao. Sdo representadas por vetores de cor
vermelha que se distribuem seguindo a curvatura da cavidade, como visto na figura (4.9).

Ja as tensdes principais o, ocorrem no sentido normal ao plano (representadas por

pontos na figura (4.9) da cavidade cilindrica, onde estas produzem tragdo na superficie
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interna da cavidade e compressao nos trés primeiros arcos de elementos mais internos.
Estas tensdes tornam a produzir tragdo nos elementos da regido situada entre a metade e a
parte mais externa da cavidade.

Por fim, as tensOes principais o, atuam de forma unicamente compressiva e
decrescendo radialmente, e de forma uniforme (Figura 4.9.b) a partir do raio interno até o
raio externo. Estas tensdes sdo representadas pelos vetores de cor azul e se concentram com
maior intensidade na regido interna da cavidade cilindrica.

Passa-se entdo, a andlise visco-elastoplastica que, como ja visto, foi feita
considerando duas situagdes de pardmetros viscosos, ou seja, 7/ At =10"en/At=10>. A
aplicacdo da pressdao no anel interno da cavidade foi feita para dois valores distintos de
tolerAncia STOL=10"¢ STOL=10", de forma a comparar os métodos com a
consideracdo do comportamento viscoso. Os outros valores de tolerancia adotados na
analise elastoplastica ndo foram utilizados por ter-se verificado a eficicia dos algoritmos
nessa analise.

Obteve-se um patamar de escoamento mais elevado que na analise elastoplastica
com um deslocamento radial também superior. Conforme a figura (4.10), as curvas de
carga-deslocamento para as andlises feitas com as duas situagdes de viscosidade sdo

diferentes entre si, onde para 77/ At =10’ atinge-se um patamar de carga de p/c =1,0529

para um deslocamento de r/a = 0,0069 enquanto que, para 7/At =10, o patamar de

carga ¢ atingido para um valor de p/c =1,0401 para um deslocamento de »/a = 0,00638.
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Figura 4.10 — Curva Carga-Deslocamento para analise viscoplastica (STOL=1 0%):

comparacio entre dois parametros de viscosidade diferentes.

Na figura (4.11) pode-se comparar a curva da andlise visco-elastoplastica,
considerando 77/ At =107, com a analise elastoplastica. Observa-se que o colapso na anlise

elastoplastica ocorre para um nivel de carga um pouco abaixo do patamar de carga
alcancado, para a andlise visco-elastopldstica, chegando-se a uma diferenca de

p/c=0,00205, o que leva a compreender que o material apresenta uma resisténcia mais

elevada quando considerada sua propriedade viscosa. Para este valor de patamar de carga

observa-se um deslocamento radial no arco interno da cavidade »/a = 0,00389 superior ao

deslocamento da cavidade para uma analise elastoplastica.
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Figura 4.11 — Grafico Carga-Deslocamento: comparacio entre analises visco-

elastoplastica e elastoplastica.

Uma conseqiiéncia da analise visco-elastoplastica ¢ que, para um estado de tensdes
equivalente ao da analise elastoplastica, os deslocamentos sofridos ao fim do processo sdo
menores (Figura 4.12a), pois ndo ocorre o colapso do material, e seu estado tensional
continua variando com o tempo. Para um mesmo nivel de tensdes, as deformacdes
viscoplasticas (Figura 4.12b) sdo bem inferiores as deformacdes plasticas (Figura 4.5) da
analise elastoplastica e, portanto o suporte de carga da cavidade ¢ maior.

Uma outra observacao a ser feita ¢ que quanto menor for a relacdo 7/A¢, mais

proximo sera o comportamento do material do comportamento elastoplastico. Logo, o

inverso dara maior resisténcia ao material e estabilidade computacional da analise.
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(b)

Figura 4.12 — Analise visco-elastoplastica: (a) Distribuicao de deslocamentos para
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ambas as analises; (b) Distribuicdo de deformacoes viscoplasticas.

A comparagdo do desempenho dos métodos de integragdo implementados neste

trabalho, quanto a analise visco-elastoplastica, pode ser vista na Tabela 3.

Tabela 3 — Resultados de algoritmos para analise visco-elastoplastica de cavidade

cilindrica por Mohr Coulomb.

Métodos Euler Modificado Runge-Kutta-Dormand-Price
/At =100 /At =1000 n/At =100 n/At =1000
STOL 10 107 10 102 10 10 10
CPUTIME 5246,5 1057,03 583,04 64699 5106,6 706,73 477,142
NUMPASS 170358 72780 19104 8401 94692 64009 10320 5295
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Com base nos resultados acima apresentados verifica-se que o método de Runge-
Kutta ¢ mais eficiente do que o Método de Euler Modificado em todas as situagdes de
viscosidade, assim como para todos os valores de tolerancia utilizados. As tensdes sdo
calculadas de forma que o erro relativo calculado para seis estimativas de tensdes ¢ menor
que o calculado para o método de Euler Modificado, o que leva este segundo a uma maior

dependéncia dos parametros de tolerancia do controle de erro.

4.1.2 — Analise de Expansao de Cavidade Cilindrica pelo
critério de Von Mises.

Neste item esta descrito o caso de andlise de expansao de cavidade cilindrica de um
material metdlico, tomando como referéncia o trabalho de Plesek e Korous (2002). O
problema fisico ¢ andlogo ao apresentado no item anterior e a verificagao ¢ feita utilizando
o algoritmo explicito de Runge-Kutta-Dormand-Price, tendo em vista que sua eficacia foi
verificada anteriormente. Busca-se entdo verificar a aplicacdo do método de integracdo ao
modelo viscoplastico de Perzyna.

A analise ¢ feita utilizando o critério de Von Mises, onde o tubo ¢ submetido a um

carregamento interno p = 2000 MPa . E adotado o modelo visco- elastoplastico de Perzyna
do tipo quasi-linear (N =1), e sdo analisadas as tensdes radial, tangencial e axial, e o

objetivo da analise € obter estas tensdes para o estado estacionario, onde Plesek e Korous
(2002) definem a solucdo analiticamente de acordo com a expressao (4.2). Os parametros

do material e do problema sdo descritos na tabela 4.
+ 2 o n?
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Segundo Plesek e Korous (2002), a distribuicao de tensdes se aproxima da solugdo
do estado estaciondrio quando ¢ — o . Os resultados da andlise estdo expressos nas figuras

(4.13), (4.14) e (4.15) para as tensOes radial, tangencial e axial, respectivamente.

Tabela 4 — Parametros do Problema de Expansao de Cavidade por Von Mises

Tipo de Analise Parametros

E (MPa) o, (MPa) 1% b/a p,(MPa) N n/At

. P 6 7
Elasto-viscoplastica 10 1000 0,33 2 2000 1 10
0 —>5
- o i}
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o
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t=100hs
= = = Plsek e Korous
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0,010 0,011 0,012 0,013 0,014 0,015 0,016 0,017 0,018 0,019 0,020
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Figura 4.13 — Resultado numérico da tensao radial no regime estacionario.
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Figura 4.14 — Resultado numérico da tensio tangencial no regime estacionario.
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Figura 4.15 — Resultado numérico da tensio axial no regime estacionario.

Os valores de tensdo radial, tangencial e axial obtidos numericamente correspondem
graficamente, conforme as figura anteriores, as curvas obtidas pela solugdo numérica
(Plesek e Korous ,2002) e pela solugao analitica.

Para esta analise verificou-se que o estado estacionario foi atingido para um tempo

de 100 horas, ao contrario da andlise feita por PleSek e Korou$ (2002), onde regime
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estacionario foi alcancado para um tempo de 1000 horas. Esta diferenca deve-se aos

parametros utilizados na regra de fluxo adotada, onde neste trabalho aplica-se um

multiplicador viscoplastico definido em fun¢do do pardmetro 7 (KNs/m®), que se

distingue do parametro viscoso adotado no trabalho citado definido por y (s7').

Pode-se observar através dos resultados que o método explicito utilizado neste
trabalho apresenta eficiéncia em seus resultados, aplicando o modelo viscoso de Perzyna,

pois atinge de forma relativamente precisa os valores analiticos obtidos.

4.2 — Analise de Talude Vertical

Para este tipo de problema, objetiva-se uma analise da estabilidade quanto a ruptura,
de um talude vertical, de altura de 10 metros, através dos modelos elastoplastico e visco-
elasto plastico, de forma a verificar a eficiéncia de ambos para um problema de ruptura
critico que exige um grande custo computacional. Para isso utiliza-se o método explicito de
Runge-Kutta-Dormand-Price, com uma tolerincia STOL =107*, por ter se apresentado
como um método mais consistente e estadvel numericamente que o método de Euler
Modificado, segundo as verificagdes do item (4.1).

A analise ¢ feita verificando a formacdo da superficie de ruptura do talude através
da distribuicdo das deformacgdes plastica e viscoplastica, através dos deslocamentos
resultantes e das tensdes atuantes. Por ser um problema unicamente mecanico a simulagao
da perda de resisténcia do material do talude ¢ feita através do aumento, com o tempo, da
gravidade aplicada por um fator de gravidade (0 < Fg <4.5).

A altura critica ¢ definida pela expressao analitica utilizada por Terzaghi (Caputo,
1983; Guidicini, 1983) para taludes verticais, em func¢ao do peso proprio, onde a ruptura
devera ter inicio quando a condigdo de altura critica nao for satisfeita. O problema fisico e a
expressao analitica de Terzaghi estdo esquematizados na figura (4.16), e as propriedades do

material e os parametros do problema estdo descritos na Tabela 5.
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Figura 4.16 — Problema Fisico — Talude Vertical

Para ambas as analises, utiliza-se o critério de Mohr-Coulomb com suavizagao
hiperbdlica, aplicado a um problema de deformagdo plana por meio de um programa de
elementos finitos para uma malha discretizada de forma estruturada composta por
elementos triangulares de seis nos, totalizando em 4225 nods e 2048 elementos (Figura

4.17). A condi¢ao de colapso ¢ indicada pela ndo convergéncia do programa de elementos

finitos (Griftiths e Lane, 1999).

Tabela 5 — Parametros do Problema de Talude Vertical

Tipo de Analise Parametros
EMPa) c/yH @ B/H N/F, n/At
Elastoplastica 5 - -
10 0,05 30° 1 5
Elasto-viscoplastica 1 10
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Figura 4.17 — Malha de elementos finitos.

O talude apresenta comportamento de ruptura para um fator (Fg) definido na figura
(4.18), para ambos os problemas, onde ao atingir o fator maximo, o caso elastoplastico
apresenta problemas de convergéncia, enquanto que ao considerar o comportamento
viscoso do material, o problema ndo converge para um fator (Fg) maximo e por um tempo
de submissao a este estado de perda de resisténcia mais prolongado. O fator Fig representa o

fator de gravidade aplicado ao longo do tempo, cujo valor de referéncia é de g =10,0m/s”.

Este fator leva ao aumento do peso proprio do material definido pela equagao (4.3):

7. =ps-Fgg 4.3)
Onde y, € o peso proprio do talude, p, € o peso especifico do solo e g € a aceleracio
da gravidade.
A verificagdo numérica quanto a solucao analitica de Terzaghi para determinagao da
altura critica de taludes verticais, apresenta-se na figura (4.18) que mostra a evolucao das
deformagdes, obtidas numericamente, em fungdo das alturas criticas obtidas a partir da

variagdo do peso especifico, que por sua vez ¢ dependente do fator de gravidade usado.
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Figura 4.18 — Variacao da Altura Critica do Talude com o Fator de Gravidade

Aplicado.

Espera-se que para uma altura critica superior a dez metros, que consiste na altura
do talude analisado, os deslocamentos se desenvolvam de forma mais representativa e
crescente comparados aos apresentados para valores de altura até dez metros. Isto pode ser
observado na figura (4.19), onde para ambas as andlises, elastoplastica e
viscoelastoplastica, a estrutura sofre um aumento brusco dos deslocamentos decorrente do

processo de ruptura do material.
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Figura 4.19 — Evolucio dos Deslocamentos com a Altura Critica.

Com relagdo a verificagdo dos resultados obtidos quanto a solucdo analitica de
Terzaghi, verifica-se que os deslocamentos horizontais passam a ser mais acentuados a
partir do fator de gravidade que excede o limite de altura critica, ou seja, a partir de um
Fg ~3,0. Isso pode ser visto na figura (4.20), onde estdo representados graficamente os
deslocamentos variando com o fator de gravidade aplicado.

Na figura (4.21), o mesmo comportamento pode ser observado na analise da
evolugdo das deformacgdes plasticas cisalhantes com o fator de gravidade. Estas

deformacdes desenvolvem-se a partir de um fator de gravidade em torno de Fg~25, e
assumem valores progressivamente elevados a partir do momento em que se excede a altura

critica do talude, ou seja, para um fator Fg = 3,0.
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Figura 4.20 — Evolucio do deslocamento com o Fator de Gravidade (FS).
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Figura 4.21 — Evoluc¢ao das Deformacgdes Plasticas Cisalhantes com o Fator de

Gravidade.

84



Por fim mostra-se uma relagao dos deslocamentos horizontais e verticais, bem como
as deformagdes permanentes, com o tempo em dias. Na figura (4.22), mostram-se o0s
graficos de variagdo do deslocamento horizontal com o tempo, para ambas as analises, ¢
com resultados relativos aos nos propostos no inicio deste item.

Comparando as andlises elastoplastica e viscoplastica, observa-se, como ja discutido
anteriormente, que para ambas as analises a ruptura ocorre quando superada a condicao de
altura critica. Para o problema elastoplastico o talude deforma-se a partir do tempo inicial
de processamento com deformacgdes eldsticas até o tempo equivalente ao limite da altura
critica, e a partir dai apresenta deformagdes crescentes até atingir a ruptura em pouco mais
de um dia. Ja para o caso viscoplastico, observa-se que o talude deforma até pouco mais de
oito dias, chegando a deslocamentos até¢ duas vezes maiores que os alcangados na analise
elastoplastica. Nessa andlise ainda verifica-se que os deslocamentos apresentam uma
evolucao semelhante a observada no caso elastoplastico, onde a partir do primeiro dia esses
continuam crescendo, embora de forma mais suave.

Logo, observa-se que o n6 3281 apresenta o maior deslocamento horizontal para as

duas analises, e menor deslocamento vertical, conforme a figura (4.23).
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Tempo (dias)
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
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1,00E-02 -

Deslocamento Horizontal (m)

No6 3281
—No6 2414
— N6 4225

1,20E-02 +—

1,40E-02

(@

Tempo (dias)

0,00E+00 \
5,00E-03

1,00E-02 AN

1,50E-02 -

2,00E-02 -

2,50E-02 - ~

Deslocamento Horizontal (m)

—Noé 3281
N6 2414
N6 4225

3,00E-02

3,50E-02

(b)
Figura 4.22 — Deslocamento Horizontal x Tempo: (a) Elastoplastico; (b) Visco-

elastoplastico.
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Figura 4.23 — Deslocamento Vertical x Tempo: (a) Elastoplastico; (b) Visco-

elastoplastico.
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Na figura (4.24) mostra-se a evolucdo das deformagdes elastoplasticas e
viscoplasticas, para os elementos 1986 e 1922. Pode-se observar que as deformagdes
permanentes se desenvolvem a partir de um tempo inferior a um dia, € no caso
elastoplastico, essas deformacgdes cessam em torno de um dia (quando ocorre a ruptura),
enquanto que as deformagdes viscoplasticas se prolongam de forma crescente e
aproximadamente linear com o tempo, até atingir o tempo de colapso.

Isto mostra que além de suportar condigdes mais prolongadas sobre o efeito do fator
de gravidade maximo e de sofrer deslocamentos maiores, do que uma analise elastoplastica,
o problema visco-elastoplastico permite que no material ocorram deformacdes
viscoplasticas bem mais elevadas que as deformacdes plésticas, até a ruptura, por essas

variarem em fun¢ao do tempo.

1,00E-01
— Elem. 1986: Analise plastica

9,00E-02 — Elem. 1922: Analise plastica

Elem. 1986: Analise viscoplastica

8,00E-02

—— Elem. 1922: Analise viscoplastica

7,00E-02
6,00E-02 -
5,00E-02
4,00E-02 H

3,00E-02

2,00E-02

Deformagoes Plasticas Cisalhantes

1,00E-02 -

0,00E+00 | T T T T
4 6 8 10

N

-1 ,00E-02(P

Tempo (dias)

Figura 4.24 — Evoluc¢ao das deformacées permanentes com o tempo.

Uma outra andlise pode ser feita através da variagdo da tensdo vertical (o) com

relacdo ao tempo, como pode ser visto na figura (4.25). Para a verificagcdo elastoplastica
observa-se que as tensdes atingem um pico e o material rompe. Ao contrario disso, no

problema visco-elastoplastico este pico € atingido em valores superiores, e em seguida as
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tensdes sofrem uma redugdo de seus valores ao longo do tempo, onde ¢ proveniente de um
rearranjo das tensdes. Com isso mostra-se que a analise visco-elastoplastica define melhor a
caracterizac¢ao do colapso do material, ou seja, ¢ um método de melhor previsao e definicao
da ruptura do material, pois define o desenvolvimento dos deslocamentos, deformagdes

plasticas cisalhantes e tensdes da estrutura..

Tempo (dias)

-9,00E-01
-8,00E-01
-7,00E-01
-6,00E-01 A
©
o
g ”‘ \
< ~9,00E-01 +—— N—
L
t
S -4,00E-01 /
(/]
c
(]
[
-3,00E-01
-2,00E-01 1+
Elem. 1986 - Viscoplastico
e Flem. 1922 - Vi lasti
1,00E-01 em. 19 iscoplastico | |
——Elem. 1986 - Elastoplastico
——Elem. 1922 - Elastoplastico
0,00E+00 .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 4.25 — Evolucio de tensdes verticais com o tempo.

Quanto aos resultados graficos obtidos no pos-processador, a andlise de
deslocamentos ¢ feita para trés nos considerados de grande importancia para investigagao,
sendo eles o n6 da extremidade superior do talude (n6 4225), o nd na parte inferior do
talude (n6 3281) e o no6 na parte central do talude cuja posicao encontra-se na possivel zona
de ruptura (superficie de deslizamento). Para a verificacdo da deformacao plastica e visco-
elastoplastica consideram-se os elementos 1986 e 1922 que estdo localizados conforme a
figura (4.17).

As malhas deformadas para ambas as analises estdo descritas na figura (4.26), onde
se observa um maior deslocamento da malha de elementos finitos para o material de

comportamento viscoso com relacio ao de comportamento elastoplastico. Os
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deslocamentos podem ser verificados através da distribuicdo grafica e de vetores de

deslocamento mostrados nas figuras (4.27) e (4.28), respectivamente.

o)
of
|

St et e B

RV
o

(a) (b)
Figura 4.26 — Analise das malhas deformadas — (a) Viscoplastica; (b)

Elastoplastica.
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I 0.028232

- 0.024199

C00sy s 0020166
0027336 006133

: 0020502 100121
0013665 0.0030664
0.00E834 0.0040332
8.715e-03 1.8421e-09

() (b)

Figura 4.27 — Distribuiciao de Deslocamentos — (a) Analise Viscoplastica; (b)

Analise Elastoplastica.
Na andlise numérica, o problema ndo convergiu para um tempo de 766.023

segundos e 93.700,3 segundos para os casos viscoplastico e elastoplasticos,

respectivamente. Com relacdo as deformagodes sofridas, verifica-se que na andlise visco-
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elastopléstica a ruptura se d4d para um peso proprio maior que na elastoplastica, pois, a
primeira desenvolve-se com o tempo, logo a submissdo ao fator de gravidade aplicado €
maior. Em conseqiiéncia disso na consideragdao do comportamento viscoso, a estrutura sofre
uma deformagdo bem mais acentuada que para a andlise elastoplastica, onde ocorre a
formacao mais bem definida da superficie plana de ruptura (zona amarela e verde de
deslocamentos — Figura 4.27).

Como ¢ de se esperar os maiores deslocamentos ocorrem na regido definida a partir
da superficie de ruptura até a parte superior e lateral do talude, o que ¢ mais acentuado na
consideragdo da propriedade viscosa do material, e isto se verifica também através dos
vetores de deslocamento (Figura 4.28). A consideracao da viscosidade do material permite

que este sofra um maior deslocamento antes do colapso.
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Figura 4.28 — Vetores de deslocamento — (a) Analise Viscoplastica; (b) Analise
Elastoplastica.

A formacdo da superficie de ruptura pode ser observada na distribuicdo das
deformacdes viscoplasticas e plasticas (Figura 4.29), que ocorrem na faixa de ruptura do
talude. Para a analise viscosa esta faixa ¢ bem definida através das deformagdes
viscoplasticas, mostrando toda a extensdo da regido onde ocorre realmente o colapso do
material. Ja na andlise elastoplastica, as deformacgdes plasticas formam apenas um pico de

inicio da regido de ruptura e entra em colapso antes de formar toda a faixa de deslizamento.

91



()

Eclp

016316
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( -0.027318

-0.046505
-0.0651497
-0.0&3557

Figura 4.29 — Deformacées Permanentes: (a) Deformacdes Viscoplasticas; (b)

A variagdo da porosidade do material, cujo valor de referéncia ¢ de n=0,25, segue a
forma da superficie de colapso, onde devido ao comportamento dilatante do material, ou
seja, decorrente da variagdo volumétrica, seu valor ¢ aumentado nas areas plastificadas, e
reduzido nas regides em que o solo ¢ tracionado, o que leva ao afastamento entre os graos.

A variacdo ¢ bem mais definida para a analise viscoplastica por essa permitir uma maior

Deformacdées Plasticas.

plastifica¢do da area de ruptura (Figura 4.30).
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Figura 4.30 — Variacao da Porosidade: (a) Deformacées Viscoplasticas; (b)

(b)

Deformacdes Plasticas.
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As tensdes principais sdo analisadas de acordo com a figura (4.31), onde os efeitos
de tensdo sdo basicamente os mesmos para ambas as analises, devido ao equilibrio de
tensOes. As tensOes principais (o,) causam um efeito de tracdo na regido sujeita ao
deslizamento, ou seja, na regido acima da superficie de ruptura, e abaixo desta as tensoes

atuantes passam a ser de compressdo. As tensdes principais (o, ) apresentam-se na forma
de compressdo atuando no sentido normal ao plano do talude. Ja as tensdes principais (o)

tracionam toda a superficie do topo do talude que esta sujeita ao rebaixamento, € comprime
sua regido interna.

Os vetores de tensdes principais sao mostrados na figura (4.32), onde vetores de cor
azul representam as tensdes de compressdo e os de sentido aproximadamente vertical

representam as tensoes o,, enquanto que os vetores mais horizontais definem as tensdes
o,. Os vetores de cor vermelha representam as tensdes de tragdo o, € as tensdes o, sdo

representadas por vetores normais a superficie (pontos).

Este ultimo resultado leva ao fechamento da comparagdo entre os métodos de
analise deste trabalho, que mostra uma maior consisténcia do programa na analise visco-
elastoplastica, bem como uma maior resisténcia do material que pode atingir maiores
deformagdes que a aplicagao elastoplastica, e por isso apresenta uma caracterizagdo de

colapso bem mais definida.
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Figura 4.31 — Distribui¢ido de Tensodes Principais o,, o, e o;: (a)Analise Visco-elastoplastica; (b) Analise Elastoplastica.
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5 - CONCLUSAO

Neste trabalho foram implementados os algoritmos de integragdo explicita de Euler
Modificado e Runge-Kutta-Dormand-Price, no programa de elementos finitos
CODE_BRIGHT, de forma a verificar sua aplicabilidade aos problemas resolvidos através
deste programa.

Foi implementado ainda um modelo visco-elastoplastico baseado no trabalho
desenvolvido por Perzyna (Perzyna, 1966 apud Cormeu, 1975), onde para isso também foi
programada uma nova matriz tangente definida como matriz tangente viscoplastica, para a
aplicagdo deste modelo.

No Capitulo 4, com o objetivo de verificar a aplicabilidade de ambas as
implementagdes e sua eficiéncia, foram selecionados € modelados trabalhos com a mesma
abordagem de forma a comparar os resultados obtidos no presente trabalho. Optou-se ainda
em fazer uma comparagdo entre o método elastoplastico convencional com o método
elasto-viscoplastico implementado, através de um problema hipotético com fins de
visualizar o comportamento do material para uma mesma condi¢do, mas para modelos
diferentes.

Portanto, a verificagdo da utilizagcdo dos métodos explicitos de integracao de tensao
implementados foi feita em um exemplo classico de expansdo de cavidade cilindrica (Sloan
et al., 2000), onde os esquemas de integracao foram aplicados para diferentes pardmetros de
tolerancia de erro. Este problema foi modelado tanto para a andlise elastoplastica quanto
para a analise elasto-viscoplastica, e foram comparados, além dos resultados de pods-
processamento, o tempo total de CPU e o niimero de interacdes.

A partir disso pode-se concluir que na analise elastoplastica o método explicito de
Euler Modificado apresentou um melhor desempenho numérico que o Runge-Kutta em
termos de tempo total de CPU, para tolerdncias altas até a ordem de STOL=10".
Observou-se o inverso quando as tolerancias adotadas eram inferiores a esta, ou seja, o
método de Runge-Kutta torna-se bem mais rdpido a medida que a tolerancia diminui,

apesar da necessidade de avaliar seis vezes o tensor elastoplastico. Isto é satisfatorio com
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relacdo aos resultados obtidos nos trabalhos referidos, tendo em vista que se deseja um
controle de erro mais criterioso de forma a obterem-se resultados mais precisos tanto para
tensdes quanto para variaveis de historia, onde isso ocorre quando sdao assumidos valores de
tolerancia bem pequenos.

Embora os desempenhos tenham sido diferentes, os resultados para os niveis de
tolerancia adotados foram bastante semelhantes. Isto ocorreu tanto para a analise
elastoplastica quanto para a visco-elastoplastica. Para a segunda, observou-se que o método
de Runge-Kutta foi mais eficiente que o método de Euler Modificado para todos os niveis
de tolerancia adotados, o que se pode atribuir ao fato de que o retorno de tensdes a
superficie de fluéncia ndo ser necessario, o que leva ao processo numérico tornar-se mais
rapido e favoravel ao método mais eficiente onde as estimativas de tensdo sdo mais
precisas.

Em um outro problema, também de expansao de cavidade cilindrica, foi utilizado o
critério de Von Mises numa modelagem elasto-viscoplastica baseada na teoria de Perzyna,
de forma a verificar o desempenho desta teoria ao compara-lo com resultados obtidos por
Plesek e Korous (2002). Neste caso, verificou-se uma concordancia entre os resultados de
tensoes e deslocamentos obtidos para o estado estacionario deste trabalho com os descritos
no trabalho de referéncia. Embora este estado foi atingido de forma antecipada na analise
numérica do presente trabalho, o que foi atribuido a diferenca da forma do parametro
viscoso utilizado na lei de fluxo.

Por fim buscou-se fazer um comparativo entre o comportamento dos materiais em
fun¢do do tipo de modelo utilizado. Isto pode ser verificado no caso de expansdo de
cavidade aplicado ao critério de Mohr Coulomb onde o material apresentou um patamar de
ruptura mais elevado e para um nivel maior de deslocamento radial que na analise
elastoplastica.

O mesmo pode-se observar no problema de estabilidade de um talude vertical
hipotético, onde a ruptura deste ocorreu ao atingir-se a regido da altura critica para a analise
elastoplatica. A estrutura atingiu niveis de tensdo, deslocamento e deformagdes
permanentes maiores para o modelo visco-elastoplastico, sendo ainda submetida por mais

tempo a um regime critico determinado por um fator de gravidade elevado, que simulou a
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perda de resisténcia do material, mostrando assim o comportamento dependente do tempo,
deste modelo.

Com isso se concluiu que a consideragdo das propriedades viscosas do material leva
0 mesmo a apresentar uma maior resisténcia, € torna a analise numérica mais consistente
com um menor desprendimento computacional. Esta conclusdo baseia-se apenas nos
resultados apresentados neste trabalho, levando assim a necessidade de outras aplicagdes
com bases comparativas de forma a calibrar o modelo.

Observou-se ainda um tempo de processamento superior para os métodos de
integracao com relagcdo aos trabalhos de referéncia, devido a subdivisao dos incrementos.
Quando utilizada a andlise viscoplastica este problema ¢ contornado, a medida que a

relagdo 77/ At aumenta, o que implica em uma maior velocidade numérica. Isto pode ser

verificado também na analise feita para a expansao de cavidade no item 4.1.1.

5.1 — Sugestoes para Futuras Pesquisas

Para possiveis extensdes da presente dissertacdo sdo propostos alguns aspectos a
serem abordados. Entre estes se pode citar a aplicagdo dos algoritmos implementados para
analises elastoplastica e visco-elastoplastica considerando o comportamento com
endurecimeneto ou amolecimento, ou seja, aplicar a propriedade dilatante do material.

Uma outra proposta ¢ fazer a mesma analise deste trabalho para métodos implicitos
de integragdo de tensdes (Backward Euler por exemplo) de forma a comparar os resultados
obtidos para estes métodos e os dos esquemas explicitos obtidos neste trabalho.

Pode-se ainda, verificar a utilizagao dos algoritmos explicitos de Euler Modificado e
Runge-Kutta aplicados a andlises de problemas envolvendo solos argilosos, através de
modelos como Cam-Clay.

Uma outra possibilidade de extensdo deste trabalho seria aplicar o modelo de
Perzyna para problemas de maior investigagdo visco-elastoplastica, analisando também o
comportamento do material para varias ordens de nao-linearidade, através da variacao do
expoente N, da equagdo (2.89).

Esta dissertacio pode também ser continuada aplicando os métodos explicitos

implementados em outros modelos visco-elastoplasticos como por exemplo o Modelo de
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Viscoplasticidade Consistente descrito por Heeres (2001) ¢ o de Peric apresentado por
Alfano (2000). Com isso realiza-se a comparacdo dos resultados entre estes modelos e o
modelo de Perzyna utilizado neste trabalho.

Por fim, uma ultima proposta consiste na analise de problemas envolvendo um
acoplamento hidro-mecanico, entre outros, para problemas de estabilidade de taludes,

escavacoes ou perfuracao de pocos.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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