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Resumo

Nesta dissertacéo investigamos o estado fundamental ecaéacées de um, dois e trés
magnons do modelo de Heisenberg anisotrépico definido msas®AB, e ABC com acopla-
mentos ferromagnético e antiferromagnético, e na presBncampo magneético. Os resultados
foram obtidos através do método analiticoasisatzde Bethe e de computagdo numérica: al-
goritmo de Lanczos para diagonalizagcéo exata e grupo demativacdo da matriz densidade
(para o qual adotaremos a sigla inglesa DMRG). Em particoladidas de correlagdo dos
magnons permitiram classificar a natureza das excitacddsigdenagnons em estendidas ou
localizadas.

Realizamos também um amplo estudo do diagrama de fases qaaagnéticoversus
anisotropia) do referido modelo. As caracteristicas dsssfdoram evidenciadas através de
medidas de magnetizacdo em fungéo do campo magnético,dsrddicamos a existéncia das
seguintes fases: critica, paramagnética quantica, leeb¥fagnética, Ising-antiferromagnética
e -ferromagnética (com polarizagédo total de spin). As iddsrfases estdo separadas por linhas
de pontos criticos de condensacdo de magnons, e por poniidsiteos de Heisenberg e de

Kosterlitz-Thouless.

Palavras-chave: CadeiaAB, de Heisenberg Anisotrépica, Excitacbes Magnéticas, igaes

de Fase, Ferrimagnetismo, Grupo de Renormalizacdo dez\NlarisidadeAnsatzde Bethe.
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Abstract

In this dissertation we investigate one, two and three magmaeitations of the anisotropic
Heisenberg model in AB2 and ABC chains, with ferromagnetid antiferromagnetic cou-
plings, in the presence of an applied magnetic field. Ourltesere obtained through the
Bethe ansatz and numerical methods: exact diagonaliz@tenczos algorithm) and Density
Matrix Renormalization Group (DMRG). In particular, we leanentified the nature, local-
ized or extended, of these excitations through the magnoelation function. Furthermore,
we studied in detail the phase diagram (magnetic field vaasisotropy) of the above-referred
model. The phase characteristics were evidenced throeghalignetization as a function of ap-
plied magnetic field. In particular, we have identified theseence of the following phases: crit-
ical, quantum paramagnetic, Lieb-ferrimagnetic, Isimggfarromagnetic and -ferromagnetic
(with full spin polarization). These phases are separayedhbs of critical points, associated
with the condensation of magnon, and by Heisenberg and Hitst€houless multicritical

points.

Keywords: Anisotropic Heisenberg Model, Magnetic Excitations, Rh@sansitions, Density

Matrix Renormalization Group , Betremsatz
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CAPiTULO 1

Introducéo

Sistemas de elétrons fortemente correlacionados em wmiatde baixa dimensionalidade
tém sido objeto de intensa investigacdo tedrica e expetahguarticularmente apés 1987,
guando Anderson [1] porpds que o modeleJ (limite de forte acoplamento do modelo de
Hubbard) poderia justificar os mecanismos subjacentese&rcuplutividade de alta temper-
atura critica lligh— Tc) em compostos de 6xido de cobre (G)OAinda que esta questdo
permaneca em aberto, a sugestdo intensificou o estudo desrpicos fundamentais rela-
cionados, tais como: magnetismo de elétrons itinerant@ssitdo metal-isolante de Mott e
fendbmenos criticos quanticos. Salientamos que na faseah@méo supercondutora) os 0xidos
de cobre apresentam ordem antiferromagnética em uma édastesde Mott. Em banda semi-
preenchida, os elétrons se localizam e o sistema pode seitdg®r hamiltonianos de spins,
como no modelo de Heisenberg. Compostos tridimensionaisedais de transicdo apresen-
tam, tipicamente, cadeias e planos de ions magnéticosstiispespacialmente de tal forma
que é possivel desprezar o acoplamento magnético entriasadeplanos.

Esta dissertacdo tem como objetivo estudar modelos magséthidimensionais [2], par-
ticularmente, sistemas ferromagnéticos e ferrimagnet@gosotropicos. Sistemas ferrimag-
néticos apresentam redes bipartidas e exibem ferromagretido saturado devido predomi-
nantemente a acoplamentos antiferromagnéticos entrebazdes. Assim, possuem ordem
ferromagnética e antiferromagnética de longo alcance. sRlasses principais destes sis-
temas sdo conhecidas. Na primeira, 0 nimero de sitios niegméias duas sub-redes co-
incide, mas 0 momento magnético é diferente em cada subfcadeias mistass(S)]. O
composto NiCu(pba)(tD)3-2H0 [3] € um exemplo desta classe de ferrimagnetos, seus ions
Cuw*t (s=1/2) e NP+ (S= 1) sdo dispostos alternadamente em uma linha; este tipaldeaca
mista (1/2, 1) sera melhor discutida mais adiante. A caracterizagcaereawrpntal desse com-

posto se da pela identificagcdo de um minimo &re Ty Na curvaxmT versus T tipico

1
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Figura 1.1: Curva da susceptibilidade magnética de um mol awonposto

NiCu(pba)(H0)3-2H,0, reproduzida da Ref. [3]

de ferrimagnetos, como ilustrado na Fig. 1.1. Outro exendgssa classe € o composto
MnCu(pba)(H0)s-2H20 [4], no qual o MA* com spinS=5/2 esta disposto alternadamente
com o cobre em uma cadeia do tipg215/2).

Na segunda classe de sistemas ferrimagnéticos, os spisfidesdo os mesmos nas duas
sub-redes, no entanto a topologia da célula unitaria induestado fundamental com magne-
tizacdo ndo nula. A esta classe de sistemas pertecem aaxdde¢ipoAB; [5, 6, 7] eABCI8],
com acoplamentos antiferromagnéticos, ilustradas naXR).cujas células unitarias exibem

trés sitios com spin/R2. Além disso, estas cadeias podem exibir acoplamentafiegnético

@ B, (b)
A B
B, ct

Figura 1.2: Representacdo das cadéiBs (a) e ABC (b), ilustradas no estado fundamental
ferrimagnético (spins anti-paralelos), reproduzidasefa R]. Os circulos representam centros

magnéticos de spin/2, e as linhas, acoplamentossigerexchangantiferromagnéticos.
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e, nesse caso, todos os spins se alinham na mesma direcae.cidsias sdo observadas em

(@)

Figura 1.3: (a) Cadeia de trimeros encontradas em ferriatagninorganicos do tipo
AzCus(PQy)s. (b) llustracdo das interagdes magnéticas entre os iofis @uinteracéo inter-
trimerosJ, € muito menor que as interacoése J/1 (intra-trimeros); ainda assim ha ordem

ferrimagnética. (Figuras reproduzidas da Ref. [10].)

compostos de diversas familias, incluindo os fosfatos datta quimica ACuz(PQOy)4, Onde
A=Ca [10, 11, 12, 13], Sr [10, 12, 13, 14] e Pb [10, 13, 15]. E$&grimagnetos inorganicos
possuem trés jons €t (trimeros) acoplados antiferromagneticamente, e estiiesentados
na Fig. 1.3. O primeiro composto ferrimagnético organicwetizado, o PNNBNO [16], tam-
bém apresenta uma célula unitaria constituida de trésaiagi@ramagnéticos com spin 1/2,
como podemos ver na Fig. 1.4. Por outro lado, foi verificad®@oomposto G(CO3)2(OH),
(azurita) [17, 18, 19], ilustrado na Fig. 1.5(a), possui uopologia estreitamente relacionada
com a cadei@By, apesar de ndo possuir um estado fundamental ferrimagné&m particu-
lar, este composto apresenta platé na curva de magnetigatfingcdo do campo [17], como

mostrado na Fig. 1.5(b). Além disso, varios sistemas urddsionais ferromagnéticos foram
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Figura 1.4: (a) Estrutura da cadeia em cristais PNNBNO. @pr&sentacdo da cadeia com
acoplamento intermolecular antiferromagnétid)/gpﬁ e intramolecular ferromagnéticdg) e
antiferromagnéticalar). (c) Estrutura ferrimagnética no limife — . (Figuras reproduzidas

da Ref. [16].)

sintetizados nos dltimos anos; entre 0s quais, 0 compogémimo quase-unidimensional p-
NPNN [20].

Um composto quase-unidimensional modelado pela cai&ixe o Poly-BIPO [21], onde
0s sitiosA e B representam atomos de carbono e os s@tiestéo relacionados a radicais com
um elétron desemparelhado, portanto com spin 1/2. Embarmagnetizacdo espontanea seja
finita, o que poderia ser explicado pela topologia do sistencamportamento termodinamico
caracteristico de ferrimagnetos nao foi detectado expetiamente para esse composto [8].

A modelagem matematica desses materiais € feita atravdmdokonianos de Hubbard e
Heisenberg. Para semi-preenchimento da banda, o estadlanfiental ferrimagnético foi ex-
plicitado no modelo de Hubbard nas caddés [5, 22, 23, 24, 25] ABC[26, 22]. Além disso,
foram estudados na caddéi8,, no modelo de Heisenberg quéantico, o estado fundamental com
acoplamento antiferromagnético [27, 28, 29], o comportdmeritico no caso anisotropico
[30] e isotrépico [31, 32, 33], incluindo sua versdo esif®#4], resultados de invariancia con-
forme [30], ondas de spin e aproximacao de campo médio [28]dmmo a versdo estatistica
do modelo classico [35]. Gracas a uma simetria local caiatita [30, 29], uma fracéo finita

do espectro da cadefeB, € idéntica ao espectro da cadeia mista de spig, (1) [36, 37].
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Nos ultimos anos, estudos tedricos e experimentais téroaddia ocorréncia de conden-
sacdo de Bose-Einstein (singla inglesa: BEC), sob consliedpeciais, de quase-particulas
como méagnons [38, 39, 40] e polaritons [41] em sistemas dg eltri&s dimensdes. Este fend-
meno sé havia sido observado anteriormente em gases nisg42]. Por outro lado, em
materias magnéticos, e temperaturas comparativameaseesit relacéo as anteriores, BEC de
méagnons podem ser induzidos por campo magnético aplic@]Jp\&@riacdo da pressao ex-
terna [39] e bombeamento de microondas [40]. Resultadosasgs [42] mostram que em
sistemas de bésons em uma dimenséao (1D) as flutuagdes dadade @arigem quantica e nédo
ha BEC mesmo eni = 0; no entanto, a superfluidez é esperada. Em 1D, antifernosasg)
comgapapresentam, proximo a um valor de campo magnético ctiicoomportamento da
magnetizac&o proporcionalla—he)Y/2 [43, 44, 45, 46] . Ainda questricto sensun&o ocorra
BEC de magnons em sistemas unidimensionais, € possiveédesa transicao que ocorre em
h = h; em termos de uma condensacgéo da componente da magnetindoag@da direcao
do campo aplicado. A Fig. 1.6 ilustra a condensacéao de magrmmaterial IPA-CuGlque é
um sistema escadtaflder) fracamente acoplado quase-unidimensional. Enquanta ¢ug.
1.7 exibe resultados de condensacdo de magnons no ma®al@y [47] e na cadeidB;
frustrada [33].

Nesta dissertacao, estudamos as cadeias LiiBae ABC modelada através do hamiltoni-
ano de Heisenberg com anisotropisestehange na presenca de campo magnético. Utilizamos
métodos numéricos: diagonalizacdo exata (algoritmo dedas), grupo de renormalizacdo da
matriz densidade; e métodos analiticos: Betheatze onda de spin livre. Em particular,
verificamos a presenca de fases critica, paramagnéticdicpaneb-ferrimagnética, Ising-
antiferromagnética e -ferromagnética (com polarizacfa tte spin), separadas por linhas de
pontos criticos de condensacgédo de magnons, pontos ntidtsrile Heisenberg e de Kosterlitz-
Thouless.

O Capitulo 2 consiste em uma breve descricdo do modelo dembsry isotropico, com
anisotropia dexchangee do modelo XY. No Capitulo 3, estdo expostos 0s métodos meosé
utilizados no célculo dos estados de baixa energia dos teamaihos de interesse. No Capitulo

4, apresentamos o0 estado fundamental e o espectro de et@sgixcitacbes magnéticas no



@

Figura 1.5: (a) Estrutura cristalina da azurita, reprodazia Ref. [19], e uma ilustracdo dos

acoplamentoslg, J, e J3) entre os spins /2 dos ions Ct". (b) Magnetizacdo em fungéo do
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Figura 1.6: Condensacdo de magnons no material IPA-]G8]°.
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Figura 1.7: Resultados da condensacao de magnons. (a)tAdgtlo momento perpendicular
versuscampo na fase conica do materiabCsaCly [47]. A linha sélida € um ajuste com lei de
poténcia. (b) Numero de singletds em funcdo do acoplamenibna cadeiaAB; frustrada.

[33]. Figuras reproduzidas das referéncias citadas.

estado ferromagnético, nas cadeias LinA&; e ABC. O Capitulo 5 é dedicado ao diagrama
de fases, campo magnétieersusanisotropia, na cadefsB,. Em particular, analisamos curvas
de magnetizagéo em fungéao do campo e expoentes da funcawelagio de spin. Finalmente,

no Capitulo 6 resumimos nossas conclusdes.



CAPiTULO 2

Hamiltoniano de Heisenberg com Anisotropia de

Exchange

A modelagem adequada de um sistema quantico de muitasyestiequer a adocéo de um
hamiltoniano que leve em consideracgao as interacdes naramges entre as particulas consti-
tuintes. Em geral, estaremos interessados em calculat@sbares e autovetores do referido
hamiltoniano, pois o conhecimento do estado fundamentakedmeiros estados excitados
fornece informagdes significativas sobre a fisica subjacaos fendbmenos observados, partic-
ularmente em baixas temperaturas. Um empecilho comum tipesie célculo € a dimenséo
do espaco de Hilbert associado ao hamiltoniano. De fatommepiando consideramos to-
das as simetrias envolvidas, o tamanho da matriz a ser dihgaaa cresce exponencialmente
com o numero de sitios da rede cristalina no estado solideddsassim é de grande valia a
utilizagdo de métodos numeéricos eficientes.

Neste capitulo apresentaremos o Modelo de Heisenbergpdagasas e as simetrias asso-
ciadas ao seu hamiltoniano. Enunciaremos um teorema sas®@do fundamental de redes
bipartidas e suas implicagdes na ordem magnética do sistenmamente, trataremos de duas
variacoes do Modelo de Heisenberg: o Modelo XY, cujas igfiga entre as componentes
dos spins sdo nulas; e o Modelo XXZ, que possui anisotropgacigangeincluindo a presenca

de um campo magnético.

2.1 Origem e Hamiltoniano Efetivo

Em 1928 Heisenberg propos [48] um modelo efetivo de spire geplicar a ocorréncia do

ferromagnetismo em sélidos. O Modelo de Heisenberg assume grdenamento magnético



2.1 ORIGEM E HAMILTONIANO EFETIVO 9

encontrado em cristais é oriundo da interacao de trexzh@nge interactigrentre os elétrons
localizados nos sitios da rede, em concordancia com rdssltée Dirac [49]éxchangeomo
resultado da interacao eletrostatica entre as particutis)nodelo de Heitler-London [50] para
a molécula de hidrogénio. Apesar de sua aparente simplieidste modelo tem se mostrado
muito eficiente na descricado do ferromagnetismo e de graamiledade de estruturas magnéti-

cas encontradas em sistemas isolantes. O modelo é definddeggeiinte hamiltoniano:

H =3 %S-Sj, (2.1)
<l J>

onde< i, > € a notagdo para vizinhos mais proximogjeepresenta o acoplamento efetivo
dos spinsS e Sj dos ions magneéticos localizados nos sitieg da rede. Sd;j > 0 a ordem
antiferromagnética sera favorecida, Jye< 0 a ordem ferromagnética € dominante. Numa
cadeia linear este modelo foi diagonalizado por Bethe [bi) Bl?sico artigo que deu origem
a técnica analitica denominada Betresatz que sera tratada no Capitulo 4.

Dizemos que o hamiltoniano de Heisenberg é um hamiltonifetive pois podemos deriva-
lo a partir do hamiltoninano mais geral padeelétrons localizados el sitios com interacao

coulombiana:
o 1c @
_IZZ Z|rI Ra| 22J —r,| (2.2)

e obter o hamiltoniano (2.1) impondo restricdes especiticasiodelo [52]. Em (2.2) a én-

fase € nas variaveis dindmicas associadas aos elétronmsieses;, e que “participam” do
magnetismo; o nucleo dos ions, na posiB&Qq e outros elétrons nao identificados em (2.2),
garantem a estabilidade e a neutralidade do material.

No espaco de Hilbert de muitos elétrons é conveniente usaanioguagem de segunda
guantizagao, que reforga a antissimetria de todos os astBddemos expandir os operadores
de campo em termos de qualquer base de fungbes de onda de imalapa nesse caso as

mais apropriadas séo as funcdes de Wapigs:

L,U(I’) = Z Panr (I’ - Ra)an)\ (Rd)v (2-3)

a,nA
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ondea) (Rq) aniquila o elétron no orbitad com spinA no sitioa. Entdo podemos reescrever

a parte interagente de (2.2) como:

1
5, > (o aznelViasns; ame)ay,, (Ra,)a,, (Ra;)an, (Rac)an(Rag). - (24)
a1,02,03,04,

Nn1,nz,N3,N4,
AL A2

Vamos desprezar, como mencionado, termos que ndo comritbeiéorma significativa para a
situacao fisica que pretendemos tratar. Para elétronginémntes, os termos principais cor-
respondem a interacgdo entre elétrons localizados emiséinslefinidos da rede. Considerando-
se a indistinguibilidade dos elétrons temos, entdo, d@esam que isto ocorrerz = a1 €

04 = 0 OU O3 = 02 € 04 = a1. Uma segunda restricdo garante que cada elétron tem um es-
tado orbital bem definido. Novamente, devido ao principi@aeli, temos duas possibilidades:

N3 =N €Ng =Ny 0UN3 =Ny eng = ny. Se por simplicidade também negligenciarmos termos

em que dois elétrons trocam de orbital sem troca de sitiaznenos (2.4) a:

%za S Lam a/n/|V|a, n; a/n/)a;/\ (Ra)al,)\,(Ra/)%/A/(Ra/)an,\ (Ra)

+(a,n;a'n'|V|a/n/;a,n)a;/\(Ra)aI,A,(Ra/)am/(Ra)an/)\(Ra/)]. (2.5)

O primeiro termo é chamado de termo direto e o segundo, teenda. Usando a relacédo de

anticomutacéo de férmions:

{2y (Ra) 8y (Ry)} = 8y 81 Oy 11 (2.6)

podemos reescrever o termo de troca como:

Z Jon an (Ra)a,,/ (Ra)a/ v (Rgay, (Ry), (2.7)

n7n b
i
AN

ondeJ ; € a integral de troca, uma medida oierlapdas fun¢des de onda dos elétrons nos
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atomos. Como nesse caso, as fungdes de onda usadas es@io ortogonais este termo de
troca é ferromagnético.
Expandindo a soma nos spins em (2.7) obtemos quatro terneqsogiem ser reescritos de

maneira reveladora considerando as rela¢des abaixo:

1 = NnT(RO,)—l—Nm(RO,); (2.8)
25(Ra) = Nni(Ra) =Ny (Ra); (2.9)
N (Ra) = @l (Ra)am (Ra); (2.10)
S"(Ra) = ay(Ra)an;(Ra); (2.11)
S (Ra) = & (Ra)an(Ra)- (2.12)

Substituindo essas equacdes em (2.7), temos finalmente:

— 3 3 (RaRy)[; +S(Ra) Sy (Ry)] (2.13)

/
n,n

Redefinindo o zero da enerdig = lJnn/, supondo que a interacdo entre primeiros vizinhos
vale —J e que as outras sdo nulas, obtemos (2.1) para o caso ferréticagriPor outro lado,
caso seja necessario utilizarmos uma base ndo ortogomabpatétrons em (2.3), ou elétrons
“vestidos” como na verséo original de Anderson [53] pasaiperexchangem isolantes mag-
néticos, o termo perturbativo @xchangedominante é antiferromagnéticd € t%/U, ondet

€ a amplitude déoppinge U a repulsdo coulombiana inter-sitio), enquantxohangderro-
magnético é de ordem superior.

Uma abordagem similar, com menos restricdes, pode seaféitade obtermos o hamilto-
niano de Hubbard [54, 55], que trata de elétrons itineradtgartir do modelo de Hubbard, no
limite de forte acoplamento (termo de repulsédo coulombimani#o maior que o termo cinético)
€ possivel, usando teoria de perturbacdo de segunda oefmerar o modelo de Heisenberg.

E importante considerar que em compostos de metais decfanas interacGe} ; sao

do tipo superexchanggs2, 53]. Ao contrario do que ocorre para interacbegxicthangeas
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interacOes efetivas entre os ions de metais de transic&@mgmod intermédio dos ions ligantes
e nao diretamente. Ou seja, 0s orbitais dos ions ligantetbsepem aos dos ions magnéticos
gerando um orbital hibrido. Nao somente é dificil calcukawralores do acoplamento efetivo,
mas também encontrar um mecanismo simples que justifiqugagiva e quantitativamente
esses valores. De acordo com a superposicao entre os®dateation e do anion adjacentes,

o acoplamento efetivo entre os cations pode ser ferromiagnantiferromagnético ou nulo.

2.2 Espaco de Hilbert e Simetrias do Modelo

O modelo de Heisenberg considera um anico orbital semirpledo por sitio da rede
cristalina. Cada sitio portanto comporta um unico elétrpode estar em dois estado$) ou

| |). O espaco de Hilbert & gerado pelos vetores da forma:
|01770N>:|01>®®|0N>7 O-I:T7l (214)

Sendo assim, numa rede Nesitios o espaco de Hilbert € denominaipaco de Fockois &
formado por todos as combinacées possiveis dos spins da teaedimensao™ Utilizaremos

as simetrias do hamiltoniano para decompor o espaco dertH@dbesubespacos menores, de
maneira que se torne mais eficiente a diagonalizacdo pooslo€ipicamente, no entanto,
0 numero de subespacos de simetrias distintas nos quaimpsdicompor o hamiltoniano
cresce linearmente com N, ou seja, mais lentamente que axsimelo espaco de Hilbert
completo. Portanto a idéia sera calcular as quantidadestel®sse em sistemas pequenos e
fazer extrapolacdes para o limite termodinamido+£ o).

Duas simetrias a serem consideradas sdo a conservacao dotapi

= (S92 +(9)°+(S)? onde(S)? =Y S}, (2.15)
1)
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e a conservacao da componente z do spin total:

=S¢ (2.16)

Esses dois operadores comutam entre si e com 0 hamiltopartanto, formam o conjunto de
observaveis que comutas?’, &, S, cujos autovalores se conservam no modelo de Heisenberg
formando subespacos invariantes (veja Capitulo 4). Esgsesaores sao respectivamente
E,m eS(S+1) ondem=—-S -S+1,...,S—1,S Note que qualquer auto-estado tera uma
degenerescénci@S+ 1). Além dessas simetrias, em modelos com condi¢Bes de contorn
periédicas ha também a simetria de translacdo. Nesses &€ggissivel construir uma base
rotulada pelo autovalor do operador de transla¢&o,o vetor de ond&. Utilizaremos, por

exemplo, esta simetria no calculo das relacdes de dispeesdmndas de spin.

2.3 Ferrimagnetismo

Nesta secéo apresentaremos alguns resultados rigorossgeit® do modelo de Heisen-
berg que se aplicam a cadeias bipartidas, tais como as sa®iaABC e a cadeia mista
(1/2,1). Iniciaremos com o teorema de Lieb-Mattis [56], poele ser enunciado da seguinte

forma;

Teorema 2.1. Seja uma rede bipartida descrita pelo hamiltoniano:

,%ﬂIZJijS-Sj. (2.17)
1)

Se as seguintes condi¢bes s&o satisfeitas para afgu:

Jmin <95 de)ie <9 e Jnjr =9, (2.18)
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0 sistema é ferrimagnético ou antiferromagnético, e sadestindamental possui spin total

S =SS/, (2.19)

ondeSa (Sg) é o spin total méaximo possivel para sub-réd@). Além disso, s&(S) é a

menor auto-energia dos auto-estados com spin$aatdo:

E(S+1) > E(S seS>$ (2.20)
E(S > E(§) seS<S e ¢=0. (2.21)

Sendo assim, o antiferromagnetismo é um caso especialritndgnetismo em que o spin total

do estado fundamental é zero.

O terorema acima néo € valido pakp< 0, ou seja, cadeias com interagdes ferromagneti-
cas entre vizinhos. O conceito de ferrimagnetismo foi alinente proposto por Néel para
explicar o fato de que alguns materiais exibem magnetizagfontanea ndo nula mas nao
possuem ordem ferromagnética saturada de longo alcarae€ pafl.. Um ferrimagneto é um
caso intermediario entre o ferromagneto, com spins paslel o antiferromagneto de spins
antiparalelos e iguais. De acordo com Néel a magnetizagge sios momentos magnéticos
desiguais que nao estao paralelos. Usando o Teorema 2l [5Tiamostrou que o estado
fundamental do modelo de Heisenberg com interacdes antifi@gnéticas em redes bipartidas
com sub-redes desiguais é ferrimagnético. Ou seja, esdaiss@xibem ordem ferromagnética
e antiferromagnética de longo alcance.

A ordem magnética pode ser estudada através do fator deuestmagnético:

1 .
k)= =—— $(S-Sj)ekti=™) 2.22
S = o, 2 (S-S (2:22)
que é a transformada de Fourier das fun¢des de correlagds@pi Quandds(0) cresce
linearmente comN temos ordem ferromagnética de longo alcance. Por outrq fekndo
S(m) cresce linearmente coi a ordem de longo alcance é antiferromagnética. Nas cadeias

AB, e ABCesse crescimento linear ocorre tanto @3 quanto par&( ), como evidenciado
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Figura 2.1: Fator de Estrutura Magnétigd) das cadeiadB, (esquerda) ABC (direita) para
2 <N <9. No detalhe, crescimento linear 8®) e S(r1) com o tamanho da cadeia, indicando

a presenca de ordem ferrimagnética.

na Fig. 2.1, ou seja, essas cadeias sdo ferrimagnéticas [29]

2.4 Modelo XY

Este modelo foi tratado em detalhes por Lieb, Shultz e M@a@ispara a cadeia Linear e é

0 modelo exatamente soluvel mais simples que vamos coasider

A =5 IS+ 990 (2.23)

Note que[.77, S| = 0 e quels#, § # 0, ou seja, 0 hamiltoniano n&o é esfericamente simétrico,
apresentando apenas invariancia de rotacdo em torno da.eiRodemos reescrever (2.23)

como

(§'S11+5 Sh)- (2.24)

NI &

#=3
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A relagdes de comutacdo desses operad@@esS } = 1 e[S", 5| = 0 néo séo fermidnicas

nem bosoOnicas. Podemos utilizar a tranformacé&o de JordgneW[59, 60]

S :l.(rll(l—zciTCi)CL S :I.(I_ll(l_ZCiTCi)Cka (2.25)

para descrever os operadores de spin em termos de operdddéesions, e mapear (2.24) no

hamiltoniano de elétrons sem spin na aproximdigtd-binding

N

J
H = —5 CiTCiJrl-l-CiTJrlCi. (2.26)
i=

Nas equacdes acinu:écria um elétron no sitioe definimog = % como a amplitude de tunela-
mento de elétrons entre sitios mais proximos.

Podemos ainda utilizar a transformada de Fourier desseadypes fermidnicos

1

cq=—~ 3 &%, q=2m/N, (2.27)
W&
e reescrever (2.26) como
H = — ZJcos(q)cacq. (2.28)
q

2.5 Modelo XXZ

Este modelo, também conhecido como Modelo de Heisenberp&apico, € descrito pelo

seguinte hamiltoniano:

A =% IS 1+, ) +ASS, ) -hg, h>0. (2.29)

Este hamiltoniano é o mais geral que vamos tratar, e conté&madeos parametros: anisotropia
A e campo magnétida No casch =0 eA = 1 recuperamos 0 modelo de Heisenberg isotropico

(2.1), enquanto no limite d& muito grande temos o modelo de Ising. O chseA=0 ¢é o
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modelo XY descrito por (2.23). Note que o campo magnética aglicado na direcapne a
anisotropia envolve as componengedos spins; portantd,Z’, S| = 0. A presenca da e A
guebram a invariancia de rotagédo do sistema, que passam txa preferencial na direcéo
z. Para um campo aplicado numa direcéo diferente a solucda éagroblema ainda nao é
conhecida [60].

ParaJ e A positivos a energia é minima quando os sitios vizinhos emtéiparalelos, ou
seja, a ordem antiferromagnética € favorecida. Por outto, lparal e A negativos a ordem
ferromagnética é favorecida. No entanto, em redes biparédossivel fazer a seguinte trans-

formacéo [61]:

- (-1)'S,
g - (-1, (2.30)
SZ—> Sza

respeitando as relacbes de comutacdo. De tal maneirh-gueJ, A — A e h — h. Portanto,
é suficiente tratar o casb> 0.

O comportamento da cadeia Linear, descrita por esse madwioS= 1/2 eJ = 1, foi
resumido por Johnson [62] e esta ilustrado na Fig. 2.2. Qlestsmdamental na regiah é
ferromagnético completamente alinhado, pois tanto o cajopato a anisotropia contribuem
para que o estado menos energético seja aquele com todosopaa cima (direcao positiva
do eixoz). Em especial, na linha, ha degenerescéncia entre todos os spins para cima ou todos
para baixo. Na regia@ e na linhad, com maior simetria, o estado fundamental € antiferro-
magnético duplamente degenerado; e na reimos a fasspin-flopcomh rotacionando o
alinhamento dos spins de antiparalelo para paralelo. Eg&oB é tratada por Giamarchi [61]
como a realizacdo mais simples de um liquido de Luttingdr [63

O espectro das excitacdes &m= 0 € conhecido em todo o gréfico. igapnas regibed e
C, enquanto a regidd e os seus limites sédo sagap. O pontoQ é interessante pois possui mais
simetrias e degenerescéncias que sua vizinhancga, e nete oatesaparecimento de todos os

gaps Expressdes analiticas do estado fundamental e do espastexcitacdes em funcao de
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h e A sdo conhecidas para todas as regides, eXgetaja solucdo pode ser escrita em termos
de uma equacéo integral.

Analogamente ao que sera feito para a cad@&ano Capitulo 5, chamaremos o campo em
funcdo da anisotropia ao longo da linhdehe; e na linhac dehg. Para—1 < A < 1 fixo, se
diminuirmos gradativamente o campo a partir do infinito pes®0s pelo campla,; no qual
ocorre uma transicao de fase de segunda ordem do estadudgmético para spin-flop Para
A > 1 passaremos, também, pelo carhgg no qual ha uma transi¢éo do estagin-floppara
o estado antiferromagnético. Sendo assim, é sempre plapiiear um campdi; que leva
a cadeia do estado fundamental para o estado ferromagn&tgsta maneira podemos falar
de excitagBes magnéticas no estado ferromagnético parsdsdralores de anisotropia, o que
sera importante nos Capitulos 4 e 5.

Na regido—1 < A < 1 o sistema é critico e desordenado. Suas flutuagdes crééicas
governadas por uma teoria de campo conforme com cargalcerirh[64]. O mesmo ocorre
para cadeias mistas de spin (1/2, 1) e (1/2, 3/2) e para amsad e ABC [30]. Verificou-
se ainda que, nesta regido, a variacdo dos expoentes eno fimehisotropia, dependem do

modelo.
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\

C~T % exp(-A,/T)

C~T-% exp(-L A/T)

g d
) AWVARNN AN AN
4 3 -2 - ) | 2 3 4 2

Figura 2.2: Diagrama de Fases, campo magnéfic¢equivalente & na nossa notacaokgr-
susanisotropiad. Um resumo das propriedades termodinamicas do sistemdusstado: T
€ temperaturaC é calor especifico)\a e Ac S80 osgapsna energia da primeira excitagao,

respectivamente nas regioke C.



CAPIiTULO 3

Métodos Numéricos

Neste capitulo descreveremos brevemente os dois métodu&inas de diagonalizacéo
utilizados na obtencao dos nossos resultados: o algorignhaczos para Diagonalizacao Ex-
ata e o Grupo de Renormalizacdo da Matriz Densidade. Conm @slimensdo do espaco
de Hilbert cresce exponencialmente chiportanto tais métodos devem utilizar o minimo de
memoéria da maquina para diagonalizar matrizes, ou serearesple representar adequada-
mente o estado fundamental do hamiltoninano por uma baseicoemsdo muito menor que a

do espaco de Hilbert completo.

3.1 Algoritmo de Lanczos para Diagonalizacdo Exata

O algoritmo de Lanczos [65] € um método iterativo que retemnap trés estados na
memoria, apresenta rapida convergéncia das menoresanergua precisdo pode ser ajus-
tada a precisdo da maquina. E portanto, o método numéricutiliado para o calculo exato
do estado fundamental de sistemas finitos. A idéia prindpalgoritmo € que podemos cons-
truir uma base especial em que o hamiltoniano tenha umasegegao tridiagonal, chamada
base de Lanczos.

Para construir essa base escolhemos inicialmente um \eespéco de Hilbert, arbitrario
e normalizadd0), cujo overlap com o estado fundaments), seja ndo nulo. Se alguma in-
formacao do estado fundamental é conhecida, por exemplongemto ou o spin total, o vetor
escolhido aleatoriamente deve pertencer ao subespacogtencestes numeros quanticos.

Em seguida, construimos um segundo vetor ortogonal ao jpame
1) = H|0) —al0), (3.1)

20
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E um terceiro vetor ortogonal aos dois anteriores:
2) = H|1) —al1) - B[0). (3.2)

O processo deve ser repetido até cobrir todo o espaco detidleeando uma base ortogonal

em que cada vetor é definido recursivamente como:

1

Hli) =5

(H—ai—1)][i —1) — Bi-a]i —2). (3.3)
onde, uma vez que H é hermitiano, os coeficientes sdo nuneaissiados por:

ai = (iIHi) e B = (i— 1H]i). (3.4)

Nessa base a matriz do hamiltoniano é tridiagonal, comgatksee pode ser diagonalizada

por métodos numéricos padrao [66].

ag Br 0 O 0 ©
B a1 B2 O 0 0
0 B ax B 0 ©
Hu=| 0 0 B a3 0 0 (3.5)
0 0 0 O . am_1 PBwm
0 0 0 O ... pBu aum

Note a vantagem no uso de memoria: so é preciso reter os ggtadd, H|i — 1) e|i —2). Note
ainda que na i-ésima iteragcdo, a matriz acima terd dimensdaom polinémio caracteristico

pi(X) cuja relagéo de recorréncia € dada por:

pi(X) = (x— ai)pi_1(X) — BZpi_2(X), (3.6)

sepi_1(€) = pi—2(€) = 0 e € for a menor energia dos pasdosl ei — 2, entdos = g sera
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a menor raiz de todos os polinbmios seguintes e consequentem energia do estado fun-
damental. Tipicamente a convergéncia das menores enegiag apds algumas dezenas de
iteracOes, independente da dimenséo do espago de Hiltbert.

Podemos calcular também, com o auxilio dos polinébmios, sestados da base de Lanc-

Z0S:

0) = po(H)[0)
1
1) = E(H—ao)‘())
= p(H)[0)
2) = Bi((H—al)ll)—B1|0>)
2
_ izm+ﬂmmm—%mmmm
1
= 550
) 1
i) = =R,

ondepg(x) = 1. A componente de um auto-estgdg na dire¢éo de cada elemento da base de

Lanczos sera

<mw:<mmi&mmm
1
= m(fjlp.(HNO)

1
— i i(€i)(€i|0
l_”(:Oka (€))(&j]0)

De modo que um auto-estado ndo normalizado é escrito dansedmima:

d-1 1 . 37
|EJ>—i; HL:Okau(EJ)\'>~ 3.7)

Note que se a energig convergir quando a base estiver cMnestados, o auto-estadig))



3.2 GRUPO DE RENORMALIZACAO DA MATRIZ DENSIDADE 23

pode ser escrito como uma combinacado debsestados. Apos a energia do estado funda-
mental convergir ndo precisaremos de mais nenhum estadasgapara conhecer o estado

fundamental.

3.2 Grupo de Renormalizacdo da Matriz Densidade

O objetivo do Grupo de Renormalizacao da Matriz Densidaded8, 69] € otimizar a base
na qual o estado fundamental do sistema € projetado. A idiieigal € comecar com um
sistema pequeno, em seguida, aumenta-lo de tamanho gesaatite e entdo truncar o espago
de Hilbert para um nimero computacionalmente viavel dedestaA truncagem é realizada
com o auxilio da matriz de densidade reduzida, como sem@atisante.

Iniciamos o processo com dois blocos: um da esquBrdaom comprimento linear e
espaco de Hilbert de dimensBb, coberto pelos estadosy), m =12, ..., M': e um bloco da
direitaB, com tamanhao e espaco de HilbeM", coberto pelos estadgis ), m = 1,2, ..., M".
O procedimento basico do algoritmo é o crescimento dos blpelm acréscimo de novos sitios
entreB, e By, denominado§ e S, que serdo absorvidos pelo bloco da esquerda e da direita
respectivamente. Chamamos de superbloco o conjuto dossiBpe B, e dos sitiosS e S
ilustrado na Fig. 3.1. O sitio da esquerda (direita) tem@spa Hilbert com dimensad' (D")
e é coberto pelos estadgs), j = 1,2,...,D' (|o;), o = 1,2,...,D"). O bloco acrescido de
um sitio tem, no inicio de cada passo, espaco de Hilbert derdiémM' D' e ap6s a truncagem
esta dimensdao passa a ter um tamaviharé-determinado. No caso da cadeia de Heisenberg,
os dois blocos, acrescidos de um sitio cada um, estdo cdosagenas pelo exchange entre
S e S e formam os novos blocos de comprimehtol er + 1.

A etapa de crescimento do bloco da esquerda comeca peldocdicestado fundamental

do superblocoy):
W)=  Umamalm)la)|or)|m), (3.8)

my Oj My Oy
utilizando o algoritmo de Lanczos. Esta é a operagéo querntigmaais tempo computacional,

que pode ser d®(M3). Expandimos, em seguiday) na base dos novos bloct® 1) e
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B; S, S, B,

Figura 3.1: Superbloco: estrutura basica de execucédo do®@MR

|My41)
M!'D' M'D"

) = 2 2 W amya lM2) (M), (3.9)
M1 M
para que possamos obter os elementos da matriz densidade:
M' D"

|prﬂ+lm|/+l> - n;l wm+1mr+1 L'Um|/+1m'+1' (310)

O processo de truncagem consiste em diagonalizapneomdexar seus autovaloreg e re-
spectivos auto-estad@®, ) em ordem decrescente de autovalor. Em seguida, fazer trnosa

0 hamiltoniano do bloc®, . ; para a base ddd auto-estados com maiores autovalores:
Hiyp=UHqUT (3.11)

onde as linhas dg sdo ogV estados retidos. O erro associado a truncagem em quargidade

locais como energia e magnetizacédo é da ordem de

1- S (3.12)

Chamamos a quantidade 3.12 gkso descartadcesta € a Unica fonte de erro do DMRG e
pode ser controlada aumentando o valoMieTipicamente nossos pesos descartados foram de
10°. O préximo passo no crescimento do superbloco é a repetfootedimento anterior
para o bloco da direita. SO entdo acrescentamos mais dos@htrais e recomecamos todo
o processo. No DMRG de tamanho finito o crescimento é intgeidonquando o superbloco

atinge o tamanho desejado. A fim de eliminar vicios de crestiog apds o superbloco atingir
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Inicio da sweep

Crescimento de B,

r— — r—-———— """ "—""——— — — — 1

| @ @ <

—_ — -
Crescimento de B,

- — r———— - — — — — — — — — = 1
— 1 @ @

—_ — e o —— —— — -l
Fim da sweep

r———— —— — — = 1 r————— =

Figura 3.2: Um ciclo completo (unsweep do DMRG de tamanho finito.

o tamanho maximo implementamos os ciclos chamadeepsSweepg um ciclo completo de
crescimento do bloco da esquerda as custas da diminuicaodieda, seguido do crescimento
do bloco da direita as custas da diminuicdo do da esquerda eepsesentado na Fig. 3.2. Por
exemplo, se desejarmos conhecer o estado fundamental deadal®ia conN sitios, apos o
crescimento, aumentamos o tamanhoBgaté|l = N — 3 enquantd3; diminui atér =1 e

em cada passo do algoritmo a truncagem é realizada apendscooda esquerda. Entéo,
invertemos a situacao e o bloco da direita cresce atél — 3 enquanto o da esquerda diminui.
O numero desweepsiecessarias depende do tamanho da cadeia, do modelo e didapen
de estados retido¥l. A cada passo do DMRG a truncagem para a base reduzida deve ser
realizada em todos os operadores para que tenham semprepm@sentacdo na mesma base
do hamiltoniano. Nesta dissertagéo, utilizamos o DMRG condigOes de contorno abertas
gue atingem melhores resultados com menor esforgo compudhcio que as condigdes de

contorno periddicas.



CAPiTULO 4

Estado Fundamental e Primeiras Excitacoes

Magnéticas

Neste capitulo calculamos as relacdes de dispersdo das dadspin nas cadeias Lin-
ear,AB, e ABC descritas pelo hamiltoninano de Heisenberg com acoplanferrtomagnético
(e antiferromagnético apenas na cad&igC), incluindo efeitos da anisotropia @xchange
Resultados de Diagonalizacdo Exata (DE) para um, dois ené@sons foram obtidos para
cadeias finitas com condi¢des de contorno peridédicaszanitio o algoritmo de Lanczos. Para
acoplamentos ferromagnéticos obtivemos resultadostianaliisando o Bethansatze com-
paramos com 0s resultados numéricos.

O conceito de ondas de spin para o0 modelo de Heisenberg cu&otn acoplamentos
ferromagnéticos foi proposto por Bloch em 1930. O métodsiste na propagacao coerente
de um desvio de spin ao longo do cristal com todos os spinslimente alinhados gerando
magnons que sdo as ondas de spin quantizadas. A idéia € aaaliagquantizacdo de ondas
mecanicas se propagando em cristais que dao origem aosrhdhtbeoria de ondas de spin
tem se mostrado eficiente na investigagao das propriedades)xds temperaturas de materiais
magnéticos. As equacdes de movimento das ondas de spinsépa#es e podemos usar o

principio da superposi¢cao apenas para pequenas amplitudes

4.1 Betheansatz

Em 1931 Hans Bethe [51] apresentou um método exato paragdlotelos autovalores e
autovetores do Modelo de Heisenberg unidimensional (Brh)interacéo entre sitios primeiros

vizinhos. Hoje diversos sistemas quanticos unidimensot@ muitos corpos sao sollveis

26
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através de generalizacdes desse método [70]. Ha duas gnearttagens em utilizar o Bethe-
ansatz Primeiro, todos os auto-estados ficam caracterizados mppocanjunto de nameros
guanticos que os distinguem de acordo com suas propriefistes. Segundo, em muitos
casos o0s autovalores podem ser calculados no limite ten@miico.

Vamos utilizar, nas situacfes a seguir, o fato de que o opeadtomuta com o Hamil-
toniano (2.29) do Modelo XXZ. Sejam os autovaloresSledados por(N — 2r)/2, onde
r=0,1,...,N. Cada um desses autovalores rotula um subespaco invadiasité de modo
gue todos os autovetores @€ podem ser escritos apenas como combinacéao linear dosyetore

de um determinado subespaco invariante.

4.1.1 CadeialLinear

Usaremos o hamiltoniano (2.29),

N
=3 2S S+ S FASS. ) g, h>0 (4.1)

com condi¢des de contorno periodicas e supondo, inicidkn&r=J <0 eh =0 [71].

Subespaco invarianter= 0. Este subespaco consiste de um Unico vetor:

F)=111.1), (4.2)

que €, portanto, um autovetor d€, com autovalodN/4. Definimos|F) como o vacuo do
sistema, com energk, = JN/4. Como vimos no Capitulo 2, o estado fundamental da cadeia
Linear é ferromagnético pada= —1 eA < —1. De fato, nesta regiao, defiiig = 0 garante que
gualquer outra auto-energia, associada a magnons, sdiggBs> 0. Definimos um magnon
como a excitagdo magnética, em um dado subesfFagpie modifica em uma unidade o spin
total na direcd@ AS = +1. Inicialmente vamos sup&r=J eh = 0, os efeitos da anisotropia

e do campo através do Bethasatzserdo tratados no fim desta subsecéao.
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Subespaco invarianter= 1. Este subespaco € formado poretores da forma

N =SF), 1<n<N. (4.3)

Um autovetor de#” pode ser escrito como combinacdao linear dos vetolesal que,

N
W) =S amn) (4.4)
n=1
é solucdo da equacédo de autovalor,
H|Y) = E|Y), (4.5)

se todos os coeficientagn) satisfizerem a rela¢éo abaixo:
2(E—Ep)a(n) = —J[2a(n) —a(n—1) —a(n+1)]. (4.6)
Assumimos, entdo, o seguirdasatz
a(n) = Aé<". (4.7)
Devido as condi¢es de contorno periodieds,+ N) = a(n), devemos ter
k=="—  m=0,1....N-1 (4.8)
Assim, substituindo (4.7) em (4.4), obtemos o auto-estadmalizado de um magnon:
1 & kn
W) = N n;é n), (4.9)

que representa uma perturbacado periddica no estado funtirper uma onda de spin com
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comprimento de onda = 271/k. Finalmente, usando (4.7) em (4.6), obtemos
E —Eo= —J(1—cosk), (4.10)

gue é a relacao de dispersdo de um magnon mostrada na FigTadnbém podemos obter
(4.10) e (4.9) utilizando o fato de que operador de tranelagénuta coms#’, como sera feito
para a cadeia ABC na Sec¢éo 4.3. No entanto, nos subespacos?N/2 a base transla-
cionalmente invariante ndo diagonaliza completamentetaza Hamiltoniano, mesmo con-
siderando as simetrias de inversao dos spins ou de reflex@delaNestes subespacos usamos
apenas o Bethansatzpara os calculos analiticos.

Subespaco invariante = 2. Este subespaco é formado pdiN — 1) /2 vetores da forma:
N, M) = S, S,IF), 1<m<m<N. (4.11)
Um autovetor de#’, que obedece (4.5), é escrito como

E)= > a(n,n)n,n). (4.12)

1<m<ny<N

A acdo des” sobre|n;,np) é obtida considerando-se dois casos distintos: quandiipes
estdo em sitios vizinhos e quando estédo separados. Apdeadguanipulacdes, obtemos as

equacgdes que devem ser satisfeitas p&los ny):
2(E—Ep)a(m,nz) = —J[2a(ny, n2) —a(ny — 1,nz) —a(ng,nz +1)], parany =n;+1;(4.13)
2(E—Eg)a(ng, ny) = —J[4a(ng,np) —a(ny—1,np) —a(ng,np+ 1)
—a(ng,n2—1)—a(n+1,ny)], parany >ny+ 1. (4.14)
Para resolver o sistema acima usamos o Batisatz

a(ny,np) = Alei(k1n1+kzn2) +Azei(k2n1+k1n2)‘ (4.15)
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gue inserido em (4.14), fornece a relacao da energiakgak,:

E—Eo=-J i(l—coskj). (4.16)

=1

Por outro lado, inserindo (4.15) e (4.16) em (4.13), obtemos

A : dkitka) 4 1 _ ogka
2 g = i . (4.17)
A dlatke) 41— 2k

ondeB € uma fase extra que surge no Be#tmsatze nos faz reescreveramsatanicial, (4.15),

agora incorporando (explicitamentepbase-shifentre as amplitudes:

a(r]17 nz) — ei(k1n1+k2n2+%912) + ei(|<2nl+k1nz+%921)7 (4.18)
tal quebi» = — 6,1 = 6. Podemos também reescrever (4.17) na forma real como
?] kq ko
2001(5) _cot(E)—cot(E). (4.19)

As quantidadek; e ko sdo os momentos da funcdo de onda (4.12) com coeficientes pado
(4.18). Duas outras relactes enkig ko e 6 surgem devido a invariancia de translacao da

funcéo de onda (4.12), que implica @tny, nz) = a(nz,n1+ N),
kiN = 21A1 + B12, koN = 211A2 + 621, (4.20)

ondeA;,A2€{0,1,2,...,N— 1} sdo chamados nimeros quanticos de Bethe; temos entdo, que

0 numero de ondk, dado por

211

k=ki+k = W(A1+)\2), (4.21)

€ 0 numero quantico associado a simetria de translacad®’dao contrario dek; e ky, esse
namero quantico existe independentemente do Batisetz Portanto, a interacdo entre os

magnons fica evidenciada pela presencalise shiff. Enfatizamos que os momentise
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Figura 4.1: Relagdo de disperséo de um e dois magnons na taakear coml = —1 eEg = 0.
As linhas s&o solu¢des analiticas: linha verde é a enerdid-dd., vermelha é o estado ligado

deM = 2 e pretas séo os limites do continuoMe= 2. Os circulos séo resultados numericos,

para 60 sitios.

ko sdo diferentes do momento de um Unico magnon, dado por (4.8).

Podemos encontrar os valores da enekgim funcdo d&k, mostrados na Fig. 4.1, con-
siderando todos os parés;,A2) que satisfazem (4.19) e (4.20) [71]. A solucdo consiste de
um continuo de energias e de um estado ligado; este Ultinge sprando 0s magnons estao
em sitios vizinhos &; e k, sdo complexos conjugados. A energia do estado ligado é dada p
Eligado — Eo = Jsir?(k/2). No limite N — o a energia das ondas de spin no continuo podem

ter qualquer valor entre a energia supetperior. € a inferior,Einferior:

Esuperior— Eo = —4J(1 —sirf(k/4)), (4.22)
Einterior —Eo = —4J(sin2(k/4)). (4-23)

Calculo similar pode ser feito nos demais subespacoedamas comM (< N/2) spins para

baixo. A energia para o caso geral é escrita na forma

E—Eyp=—J %(1—005!(1), (4.24)

=



4.1 BETHEANSATZ 32

A” . T T T
R & @ =
Q2B S z
o4 o§ -1
@ = -
88©g@§§8 83“
03025093688 _
90020086088
020200230286
026096090950 1
©©©©©@©@©©©
= 02626909908
I deceocssseseses 4
0 0.0595%0
. 0,05%90%20
059690202890 1
0,90%05%0
©©®@8©@g©08
) @®©@©©@O©Oo .
@@©©@© ® 88_
%028 ofofot-1-
0388 2EE8 - Onda de Spip |
ofoke 2 89" O Lanczos
_ I8P °®° | 1 1 N 1 .
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Z
=!

Figura 4.2: Comparacédo entre a relacdo de dispersdo naneéaicalitica para dois magnons
na cadeia Linear coN = 60, no modelo XY. Ndo h& estados ligados. O estado fundaimenta

deste sistema é critico, a campo nulo.

onde 0os momentds satisfazem o seguinte conjunto de equacgdes acopladas:

M
Nk =2mhi+ S Bj. i=12...,M; (4.25)
i(A7-1
(ki) |1 2glk
A AR (4.26)

gkitki) 11— ki’

onde); € {0,1,2,...,N}.

Como visto no Capitulo 2, para a cadeia Linear no modelo XX bo=0eJ=-10
estado fundamental € ferromagnético para —1. ParaA > —1 podemos aplicar um campo
hc1(A) e levar o sistema para o estado ferromagnético. Portantissével reescrever (4.24) e
(4.26) levando em consideracéo as corre¢des devido a geederanisotropiA e do campd

no hamiltoniano (4.1):

M

E—EOZ—Z(A—JCOSI(j-i-h/Z). (4.27)
=

Ao _ e*ielj - Je(kitkj) +J—2Ae“‘i

(4.28)

Ay ~Jdik) 13— 2ndki |
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No casoA = 0 recaimos no modelo XY e (4.27) pode ser obtida usando aarams;ao
de Jordan-Wigner [60], mostrada no Capitulo 2. Emdésaepresente a energia do estado
ferromagnético, o estado fundamental desse modelo éxciitiwentanto, a fase ferromagnética
pode ser obtida com a aplicacdo do campo magnético. Assimspecio de energia desse
sistema, em relagcédo ao estado ferromagnético, pode sdoaotin (4.27)A = 0 ephase-shift

constante [72] tal que:

T

ki = WC(Zm—i— 1), M par. (4.29)
ki = N—i(Zm), M impar. (4.30)

Na Fig. 4.2 podemos comparar o resultado analitico com o nconéuma cadeia com 60
sitios. Como esperado, pata= 0 ndo ha estados ligados; e os limites do continuo sao os
mesmos daqueles obtidos no modelo de Heisenberg isotropico

Na Fig. 4.3 encontram-se a relacdo de dispersdo de um e dgisongpara diferentes
valores de anisotropia. O sinal positivo da anisotropiarfase o estado antiferromagnético e,
portanto, a energia do sistema diminui, com o0 aumento do raideemagnons e do vetor de
onda da onda de spin. O modulo da dispersédo de um magnon eites lifm continuo de dois
méagnons ndo sdo alterados por variagdeg\erRor outro lado, ogapsentre as energias do
estado ferromagnético e os outros subespagos invariante$, @, 3,...,N/2) aumenta com o
modulo deA, e se anula apenas nos pontos isotrépifos -1). O mesmo ocorre paragap
entre o continuo e o estado ligado de dois magnons. A eneogéstddo ligado é dada por
Ejigado—Eo =1— %(1+sin2(k/2)). Note que o estado ligado fica menos dispersivo com o
crescimento d&\| e tende para um modo localizado no limite— .

No casoM = 3 o espectro de energias esta representado na Fig. 4.4A\paral,0,1.
Embora cada anisotropia possua gap distinto em relacdo ao estado ferromgnético, esta
maneira de apresentar a relacao de dispersao permite gueogejnais claramente a presenca
dos estados ligados efn= +1.
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Figura 4.3: Efeito da anisotropia na relacdo de dispersad del e 2 magnons na cadeia
Linear comN = 60 eJ = —1. Linhas verdes representam a relacao de dispersad/fara.
Linhas vermelhas, estados ligados de dois magnons; porgtissao resultados numéricos.
Os limites do continuo independem de Para|A| > 1 h4 umgap entre o estado ligado e
0 continuo, assim como entre o estado fundamental e os sstaditados. Além disso, a
disperséo do estado ligado diminui com o aument@deParaA > 1, o estado ferromagnético
nao é o estado fundamental, portanto aplicamos um campoétiegnao nulo e consideramos

gue a energia do estado antiferromagnético na presencargmeao zero da energia.
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Figura 4.4: Espectro de energia para trés magnons na catearlLcom os valores de

anisotropia indicados i = 30.

4.1.2 CadeiaAB,

Vamos considerar o modelo de Heisenberg numa cadeia conogigbB, e N (mdultiplo
de 3) sitios:

gt SaS g

) +AS, S (4.31)

aTj+1B |’

ondea =Aef3 =B1,By, sej éimpar; e =Aea =B,,By, sej é par.

Subespaco invariante r= 0. Este subespaco consiste apenas do vetor

Fy=11,7,--,1), (4.32)

que é, portanto, um autovetor g€ associado ao autovalbiA/3: ComolF) é o estado funda-
mental do sistema, definimbi\ /3 = Eyp, e podemos pelo mesmo argumento usado para cadeia

Linear, fazergg = 0.
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Subespaco invarianter= 1. Este subespaco € formado poretores da forma

2N
na) =SglF), 1<n<Z a=ABuB. (4.33)
Para diagonalizar o operadgf’ neste subespaco, podemos explorar uma de suas simetrias,
a saber, a permutagdo entre os siBese B, de uma mesma célula unitaria. Um operador
fica precisamente definido quando sua acdo sobre todos gseve®uma base é conhecida.

Portanto, definimos o operadgf como:

2N

Z.A = [iA), 1=1357..F-1 (4.34)
) ) ) 2N

2li,B1) = |i,By), |:2,4,6,8,...,?, (4.35)
. . . 2N

70i.B2) = [i,By), 1=2468... . (4.36)

Podemos mostrar que&” comuta coms pelo célculo explicito do operad@s?’, &?] sobre
todos os vetores da base. Das equacdes (4.34)-(4.36) segdea= 1 e, portanto, os autoval-
ores de” sdo+1 e—1. Os autovetores d¢’ associados ao autovaled, vetores de paridade

par, sdo dados por

P™={onF); n=1,2,3,4,...,2N/3}, (4.37)
onde
S, nimpar,
On = (4.38)
St e, e
V2
Enquanto que os autovetoresgeassociados ao autovaletl, vetores de paridade impar, séo
dados por
P~ ={pn|F); n=2,4,68,...,2N/3}, (4.39)
onde
pn = She, — She, (4.40)

N
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Note que devido a esta simetria adicional, o subespacaamiar = 1 € particionado em
dois subespacos invariantes menores, a séeg P~. Nosso objetivo agora é diagonalizar
¢ em cada um destes subespacos separadamente.

Diagonalizacéo des#” em P*. A agédo des# sobre um vetor arbitrario de’,
In) = on[F),
€ mostrada abaixo:

(Eo—28)[n) + L5 (|n+1)+|n—1)), nimpar
H|n) = (4.41)

(Eo—8)In) +5(In+1) +In—1)), npar.

Um autovetor de” é escrito como combinacéo linear dos vetoreBde

2N/3
W)=Y amn)n), (4.42)
n=1
e obedece a equacgéao de autovalor
H|E) = E|E). (4.43)

Inserindo (4.42) em (4.43) e fazendo uso da equacao (4.8Bmos, apds algumas manipu-

lacbes, as expressoes:

%Z[a(n— 1)+a(n+1)]+ (Ep—A)a(n) = Ea(n), npar, (4.44)
i[a(n— 1)+a(n+1)]+ (Eg—2A)a(n) = Ea(n), nimpar (4.45)

V2

Para resolver o conjunto de equacdes acima, no caso ismir@p J) sugerimos @ansatz

A2 npar,
a(n) = . (4.46)
Bek/2  nimpar
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gue inserido nos coeficientes daquelas equacdes fornessalugdes:

3J 9-—8sirf(k/2
B T4/ sirf(k/2)

2 b

(4.47)

gue séo os dois modos dispersivos, ilustrados na Fig. &B4lo o de menor energia o modo de
Goldstone. Impondo condicdes de contorno periédm@s 2N /3) = a(n), obtemosN/3 =

1. Consequentemente, os valores permitidos paée os seguintes:

m=0,1,2,...,Ne—1, (4.48)

ondeN; é o nimero de células, ou seji= 3N..

Diagonalizacéo des# emP~. A acdo des# sobre um vetor arbitrario de,

€ dada por
A|n)

(Eo—A)|n). (4.50)

Isto prova que cada um dos vetoresRieé um autovetor deZ” com autovalor
E—Ey=—-A. (4.51)

Esta é a energia do modo localizado, associado ao estadetsjrgie possui paridade impar.
Este modo é relacionado a topologia da cadeia.

Subespaco invariante= 2. Este subespaco é formado p&iN — 1) /2 vetores da forma
ja,1B) = §;qSIF); 1 <15 a,B=A,By,Ba. (4.52)

Podemos escrever todos os vetores deste subespaco fagemids wperadores, e p, definidos,
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Figura 4.5: Espectro de energia dos estados de um e dois nsagaaadei#\B, isotropica
com 60 sitios . = 20). As linhas indicam soluc¢des analiticas psra= 1. Os circulos sao

resultados numéricos: verde pdfa= 1 e preto pardl = 2.

respectivamente, pelas equagdes (4.38) e (4.40). O corjostvetores de paridade par €

Pt = P(}La U P;{p, (4.53)
onde
" . ) 2 . .
Paa:{UjO]|F>,1§j§|§? e j=Il=jépat, (4.54)
) 2N .
Pop ={pipIF) [1< ] <1 <=7 )| pat. (4.55)

O conjunto dos vetores de paridade impar é

P~ ={pjalF); jparj#I}. (4.56)
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E facil mostrar que o nimero de elementos de cada conjunto é

2N? N(N—23) N(2N —3)

n(Pyy) = 9 n(Pp+p) =" 18 n(P™) = — g9

como esperado, esta soma coincide com a dimenséo do subé@sa@nter = 2:

n(Pyg) 4+ n(Ps,) +n(P7) = w

Diagonalizagdo des#” emP™. Cada um dos vetores &, € um autovetor de7” associado

ao autovaloEg — 2A:

Isto simplifica a diagonalizacdo d& emP™, pois reduz este problema aquele de diagonalizar
7 emPJ,. A acdo de#” sobre cada um dos vetores®g; pode ser calculada considerando
a topologia da cadeia para diferenciar os casos em gflip®estdo em sitios vizinhos ou em

sitios afastados. Apos uma longa algebra, obtemos um dorgom 6 equacdes distintas:

J

Ealj ) = s la(i, i+ 1)+ ali ~ 1))+ (Eo- 28al. ),  (pan; (4.57)
Ea(J,J+1)=%2[8(1'—1,J'+1)+a(J',J')+a(J',J'+2)]+(Eo—2A)a(J',j+l), i (pa;

(4.58)
Ea(j,j +1) = %Z[au LD ta+lit)al.j+2)]+ (Eo—28)aj,j+ 1),

j (impan; (4.59)
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Ea(j,l) = —[ali+1h)+a(j-1h)+a(j,l+1)+a(j,| - D]+ (Eo—4b)a(j, ),

7
I >j+1; j,I (impan; (4.60)

Ea(j,l) = 7[ (J+1h+a(j-1h)+a(),1+1)+a(),| - 1]+ (Eo—28)a(j, 1),

I > j+1; j,l (par); (4.61)

Ea(j,l) = —[a(i+1h)+a(j—-1h)+a(j,+ 1) +a(j,| = D]+ (Eo—3b)a(j, 1),

7
| > j+1; j(pan),|(impay; j(impan,l(par. (4.62)

Vamos resolver o conjunto de equacdes (4.57)-(4.62) usandeatz

( Aekithel)/2 . p dlkeitkal)/2: i | (pap),

Aggltai k) 2 4 Agdll Hal)/2; | | (impa),
a(j.l) = (4.63)
Asekuitkel)/2 4 psekeitkal)/2: j(pap). |(impa),

\ A7ei(klj+k2|)/2_|_A8ei(kzj+k1|)/2; j(impa])7 |(par)

Substituindo (4.63) nas equacdes (4.57)- (4.62) obterpods,agumas manipula¢des, um novo

sistema, com apenas duas variavaise As:
[(E — Eg+ 2A)(E — Eg + 3A) — 23%(cof (%) + cof(%))]A; — 43%cos &) cog %) A3 = O;
—432coq ) cog A1 + [(E — Ep+4A)(E — Eg + 3A) — 2J%(cof (%) + cog (%)) Ag = 0.
(4.64)

O mesmo sistema é obtido relacionar&oe A4. Para que exista solucédo ndo-nula o deter-

minante desse sistema deve ser nulo. Para o&asd, a energia deve obedecer a seguinte
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equacéo de quarto grau:

(E —Eo)* — 12)(E — Eg)®+ (53— 4cog (ki /2) — 4cog(ky/2))J?(E — Eg)?

—633(17—4cog(ky/2) — 4co(kp/2))(E — Eo)

+434(18—9c02 (k1 /2) —9cog(kp/2) — 2c0Z (k1 /2) cos (ko /2) + codt(ky /2) 4 cod (ko /2) = 0.
(4.65)

A solucéo de (4.65) é
E—Ey=—-J(z+3), (4.66)

onde

2 1+4cog(ky/2) +4cof(ky/2) ++/1+8(co(ky/2) +co(ky/2) +64cod(ky/2) cog (ky/2)

2
(4.67)
As condicfes de contorno garantem que
dkatkaNe — 1 (4.68)
Entéo,
k1+k2:2|r\lnn, m=0,12,... Ne—1. (4.69)
C

Resta, entdo, encontrar como os efeitos da interacao dosoms&agodificank; e ko.

Podemos investigar a energia de duas ondas de spin nagariega na mesma cadeia, a
fim de compara-la com o resultado numérico (ilustrado na #ig) e investigar os efeitos da
interacdo entre os magnons. Com este propdsito, combinduassa duas as equagdes que

descrevem os trés modos de energia para um magnon, (4.43)% @haral = —1 e obtemos:
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Figura 4.6: Relacdo de disperséo para dois magnons livressetores de onda distintos, na

cadeiaAB; isotropica com 60 sitios.

(1.5+0.5\/5+4cosk) + (1.54 0.5\/5+ 4 cosk), (4.70)
(1.5+0.5\/5+4cosk) + (1.5—0.5\/5+4cosk), (4.71)
E _ = (1L5-05y/5+4cosk)+(1.5-0.5y/5+4cosky), (4.72)
(1.5+0.5\/5+4cosky) +1, (4.73)
(1.5—0.5/5+4cosk)

Ey = 1+1 (4.75)

_|_
+1, (4.74)

Nas relagdes acima = mr/N; e ko = n1t/Nc, ondem e n sdo inteiros distintos. Essas energias
estdo ilustradas na Fig. 4.6, que representa o espectrdyms@ndas de spin ndo interagentes,
calculado analiticamente, na cadéiB, no modelo de Heisenberg isotropico com 60 sitios.
Estes magnons podem ser tratados como bosons de nucleo duro.

A Fig. 4.7 compara o espectro de energia analitico para digsions livres com o resultado
numérico para dois magnons interagentes. E possivel mrasixisténcia de autovalores de
energia que sO existem no caso interagente. Provavelm&s#s pontos representam estados

ligados, e serdo analisados, mais adiante, a luz da funcéoragacéo de spins. O sistema
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Figura 4.7: Comparacédo entre as auto-energias de dois magwes (em laranja) e de dois

magnons interagentes (em preto).

de equacgdes (4.57)-(4.62) torna-se mais simples para d\cagh Por isso decidimos utilizar
o Betheansatzno modelo XY, ainda que o seu estado fundamental ndo segafagnético.

Sendo assim, no subespace 0 obtemos

H|F) =0F) = Eo=0. (4.76)

No entanto, esta ndo € a menor energia do sistema. No subespal temos que os trés

modos de energias, exibidos na Fig. 4.8 sdo dados por

Efat = O, 4.77)
E, = +V2Jcogk/2), (4.78)
E. = —V2Jcogk/2). (4.79)

No subespacp= 2, utilizamos ansat4.63) para resolver o sistema (4.57)-(4.62), e obtemos

E = v2(cogks/2) +cogky/2)). (4.80)
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Figura 4.8: Relacdo de dispersao para um e dois magnonseiassgd no modelo XYN = 60.

A linha e os circulos verdes representam o resultado amabtinumérico, respectivamente
paraM = 1; os circulos verdes séo os resultados numéricoshdara2, Definimos o zero da
energia como a energia do estado ferromagnético, emb@a&stseja o estado fundamental

do sistema.

4.2 Correlacdes

A fim de encontrar evidéncias de um estado ligado de dois nm&gna cadeiaB,, no
modelo de Heisenberg isotropico, comparamos a fungéo delagfio de dois magnons nesta
cadeia com a da cadeia Linear, que, de fato, apresenta udo ésfado, como discutido an-
teriormente. Utilizando o algoritmo de Lanczos, calculamaduncéo de correlacéo entre as

componentes longitudinais dos spins das células para Gmgeaons:

") =< G-F)G-S) > @81)

Em uma cadeia com 60 sitios, existem 30 modos de energiaiaiegsara cad& (k =

ki + ko). Calculamos, inicialmente, as correlagbes em apenasidesges modos: o de menor
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Figura 4.9: Funcéo de correlagdo longitudinal de $gin na cadeia Linear isotropica com
60 sitios e dois magnons. (a) Comportamentd (g calculado para o estado ligado, ajus-
tado por uma fungéo exponencial do tipd/é. No detalhe: variacdo do comprimento de
correlacdoé em funcdo do vetor de ondapara os dois tamanhos de cadeia indicados. (b)
Comportamento dé& (r) calculado para o estado ligado representado em um sistemma: de

ordenadas log-normal. (c) Fungh¢r) calculada para o primeiro estado do continuo, note o

comportamento ondulatorio nieset

energia e o seguinte. Na cadeia Linear, o0 de menor energisst&dodigado, enquanto que
0 estado com a segunda menor energia faz parte do continuidicaraos que a funcab,

calculada para o estado ligado, pode ser ajustada por uragd@mdo tipo
F~e /¢, (4.82)

onde o comprimento de correlaggovaria com o vetor de onda Este comportamento esta
ilustrado na Fig. 4.9(a) para todos os valores acessiveis=d@nrt/N com n inteiro. No
detalhe, exibimos o comportamerfoem funcdo do vetor de onda para dois tamanhos de
cadeia:N = 60 eN = 54. A fim de explicitar o comportamento exponencial da fur¢go,

na Fig. 4.9(b) esta funcéo esta representada em um sistecodidtenadas log-normal. Note
gue para pequenos comprimentos de okdgrénde) as funcéos sdo representadas por retas;
para grandes comprimentos de onda os efeitos de tamanlwdpatecem. Por outro lado,
para o segundo estado de menor energia, 0 comportamentogd@fue, predominantemente,

senoidal. A Fig. 4.9(c) mostra a correlagédo entre os magnesse estado; o detalhe € uma
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ampliacdo da figura original que evidencia o comportamentulatorio. Ou seja, a funcao
de correlacdo fornece informacao sobre a natureza dasgde#t de dois magnons: estados
ligados ou de espalhamento.

E possivel fazer uma anélise similar para a cad@ade Heisenberg isotropica. O resul-
tado é qualitativamente igual para as duas cadeias. A fungioa dois magnons na cadeia
AB, no estado de menor energia pode ser ajustada por uma curjedd.82). Este decal-
mento exponencial da funcéo de correlacdo esta ilustraéiignd.10(a); e o detalhe da figura
mostra a dependéncia do comprimento de correldgémm o vetor de ondk Para esta cadeia
k = k; + k2 = 2n1t/N;, onden é um inteiro eN. € o numero de células. Na Fig. 4.10(b) a
funcaol (r) esta representada em um sistema de coordenadas log-nblotalque, ao passo
gue diminuimos os comprimentos de onda, as curvas se apxihe retas, assim como na
cadeia Linear. Além disso, a Fig. 4.10(c) exibe o comportamdel” para o estado com a
segunda menor energia, 0 qual apresenta carater ondoldééndente de

Analisamos também a funcao de correlagéo para dois magaa@sieia Linear no modelo
XY, onde ndo ha estados ligados. A fungaesta ilustrada na Fig. 4.11 para os dois primeiros
estados e, de fato, possui um comportamento ondulatériongepende do valor die. No
caso em que 0s magnons nao interagem, podemos escreveda flengnda do estado de dois

magnons como:
1 . .
X1, Xp) = g (kixatkoxa) _ di(kixat+kaxa)y gy X0, 4.83
Pic(X1,X2) \/ZN( )E(X1,X2) (4.83)
ondeg(x1,X2) =1 eg(Xp,x1) = —1. E a funcao de correlagéo é

(1) = 2hlxct 1P = 15— 5 (cos(ka —ke)r). (4.84)

ondek; — kp = 2n711/N, comn inteiro. Podemos reescrever (4.84) como

r(r)= %Si (%). (4.85)
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Figura 4.10: Funcéo de correlacdo longitudinal de §gin) na cadeigAB, isotrépica com 60
sitios e dois magnons. (a) Funch¢) calculada no modo de menor energia, que pode ser
ajustada pof ~ e "/¢. (b) Funcgad (r) calculada no modo de menor energia e representada
no gréfico log-linear. (c) Comportamento ondulatériolde) para o modo com a segunda

menor energia.

Para o modo de menor energia, temos

n=1 se k=mm/N, com m par;

n=2, se k=mm/N, com m impar;

ou seja, no modo de menor energia 0s magnons estao proxirassiomao se tratando de um

estado ligado. Para o segundo modo, temos

n=3, se k=mm/N, com m par;

n=4, se k=mm/N, com m impar;

e assim sucessivamente para todos os modos. Para a A&deia modelo XY o resultado é

semelhante e esta sendo calculado.
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Figura 4.11: Comportamento ondulatério da func¢éo de cgéel de spif (r) na cadeia Linear
XY com 60 sitios e dois magnons com vetor de okdak; + k, = 2mrm/N. Os circulos séo
resultados numérico, e as linhas sdo as curvas analitieds.(r( para o estado de menor
energia, a linha azul (verde) representa todos os vekore2mrr/N comm par (impar) e com

ki — ko = 211/N (k1 — ko = 41/N). (b) I'(r) para o segundo estado, a linha preta (vermelha)
representa todos os vetotles- 2mr/N comm par (impar) e conkg — ko = 671/N (kg — ko =

81/N).
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4.3 CadeiaABC

Seja um cristal conN elétrons distribuidos el células, com trés sitios cada, de uma
cadeia com topologiABC. O hamiltoniano de Heisenberg isotrépico (2.1) com int&oagntre
primeiros vizinhos pode ser escrito como

Nc 1
H =[S (D) +0a(Sy +Sy 1) + E(%,I(JC%,I +Ja(Say +S4-1)))

I=1

3508 + Sk + S5 1)))]4.80

) )

Trataremos inicialmente o caso isotropico com acoplansei@@momagnéticod, = Ay < 0 e

Jc = A < 0. O estado fundamental desse sistema pode ser represpatagetor

TTTTTT> (4.87)

T 1 1

e possui energi&, = (J.+ 2J3)Nc/4. Paral; = J, = —1 a energia do estado fundamental
é dada poiE, = —N/4, assim como a da cadeia Linear. O estado quéantico geradanpor
desvio de spin, ou seja, pela criacdo de um mégnon no estadamiental € representado pela
superposicao dod estados que possuem 0 m-é€simo spin para baixo e todos os pat®

cima. Usando a transformada de Fourier discreta podemoes/esos estados de um magnon,

associados aos sitidsB e C:

A = =5 &Mam) (4.88)
B = —= Y €Mbm) (4.89)
IC) = S €<Mcm) (4.90)

No espaco reciproco fica mais clara a propagacédo da ondaxesge k € o vetor de onda.

A fim de calcular a energia desse autoestado podemos defimperador de translacaq tal
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Figura 4.12: Espectro de energia de um magnon na cadiflderromagnética pard, =1 e

diferentes valores d&. A linha cheia representa a solugcéao analitica, obtida pata2.

queT|am) — |am+1). Devido a equivaléncia dos sitios e as condi¢gbes de conpariadicas

do nosso modelo:

1 N

jkm 1 d m ik

T|A) =
Repetindo o procesd¥. vezes e lembrando que o sitiQ. 1 € equivalente ao sitiay, temos:

TN|A) = e kN AY = (A - k:N—c, n=0,1,...,Ne.— 1. (4.92)

Note que.7Z, T| = 0 e, portanto, as autofungdesTéormam um subespaco invariante.¢€.

Aplicando (4.86) aos vetores (4.88)-(4.90) obtemos a ségunatriz

Ja ~—%(1t+e®) 0

= -1+ atE —% . (4.93)
Jc Jc
0 —-37 7z

Na situagcdo especial em qug= 2J; 0 determinante de (4.93) d4 uma equacgédo de terceiro
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grau facilmente fatoravel, cujos autovalores phra 1 eJ; = 2 sdo

Eik) = 1, (4.94)
E.(K) = 3+ \/7—;2cos{k), (4.95)
E (K = 3—\/7—;2cos{k), (4.96)

e estao ilustrados na Fig. 4.12. Além disso, nessa figurastygbebservar o efeito da variacéo
do J.. O primeiro modo é sempre de Goldstone (ggap), € a medida que aumentamisa
dispersdo desse modo aumenta. Por outro lado, a dispers&guiodo diminui até tornar-se
nao-dispersivo, motivo pelo qual a solucdo da equacéo ceiteigrau, quandd: = 2J,, torna-
se separavel. Alem dissogapdo terceiro modo também aumenta cdyypenquanto que a sua
dispersao diminui.

Note queE_ (k= 0) =0, ou seja, ndo hgap, o que indica um modo dispersivo de Goldstone
ligado a quebra de simetria. O segundo modo é doflgtoou seja 0 magnon esta localizado.
Nesta situacdo o magnon tem paridade impar, esta no estgtietginos sitioB eC da mesma

célula e o autovetor associado a esse estado pode ser repdesgor:

[ > (4.97)
7

E possivel calcular numericamente, com o método de Lanaze$acéo de disperséo para
uma e duas ondas de spins para diversos valorag €é., comJ; = J. = —1 no hamiltoniano
(4.86). A Fig. 4.13 mostra os casos em due= A; = —1 (isotropico) ey = Ac = 0 (XY).

Por outro lado, quando fazemds= J. = 1 no hamiltoniano (4.86) temos que o estado
fundamental do sistema é ferrimagnético, com os sBigsra baixo, e os sitio& e C para
cima. Nessa situacdo podem ocorrer excitacdes ferromegs €t), que diminuem o spin total
da cadeia na direcdm ou antiferromagnética#\f), que aumentam &-. Na Fig. 4.14 temos
a relacao de disperséo dos trés modos de energia para esgg cattulados numericamente

utilizando o algoritmo de Lanczos para diferentes tamanhos
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Figura 4.13: Autovalores da energia de um e dois magnonsdesasBC, paral, = 1,J. = 2

eN = 60: (a) no modelo de Heisenberg isotropico e (b) no modelo XY.
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Figura 4.14: Espectro da energia de um magnon na cA@&antiferromagnética. Utilizamos
o algoritmo de Lanczos para diferentes numeros de sitio3:N = 18, (J) N = 24, (O)
N = 30. As curvas tracejadas sdo guias para os olhos. As exegtdefromagnéticas e a

antiferromagnética estéo indicadas.



CAPITULO 5

Modelo XXZ para a Cadeia AB,

Neste capitulo, apresentaremos um amplo estudo do modekeisienberg com anisotropia
de exchange) na cadeidAB, e campo externb na dire¢cda. Devido a topologia especial da
célula unitaria desta cadeia, o sistema exibe um diagranfesds diferente daquele apresen-
tado para a cadeia Linear (veja Capitulo 2). As curvas de atagigdo em funcéo do campo, a
presenca de platds, e as curvas de energia das excitacoestivag) para diferentes valores de
A, fornecem informacgdes valiosas sobre o estado fundantntalda regido e as transi¢oes de
fase exibidas pelo sistema. Finalmente, estudaremosresciias quanticas a luz da conden-
sacao de magnons, usando um mapa entre bosons de nucleofdurooms, e analisaremos
em detalhe uma singularidade do tipo Kosterlitz-Thoulé3sdiagrama de fases obtido esta
ilustrado na Fig. 5.1 e é semelhante ao da cadeia de spin (hi&t¢) anisotrdpica, estudada
por Sakai e Yamamoto [36] [veja Fig. 5.2].

A fim de tratarmos o modelo XXZ na cadeld,, com N sitios, podemos reescrever o

hamiltoniano (2.29) de Heisenberg na forma:

Nc J
% = Zl[ASz,n(%Ln + %zﬁ + %1,n71 + %g,nfl) + §<SX,H(%17H + %z,nfl + %1,”71 + %g,nfl)
1=

+S;,n(%1,n + SZBZ,n + 1,N—1 + % ,n—l)) - h(si,n + Sél,n + Séz,n)~
(5.1)

ondeN; é o numero de células unitarias= 1 eh > 0 ao longo deste capitulo. A seguir

discutiremos, em detalhe, o diagrama anisotrepiuscampo magnético, ilustrado na Fig.
5.1

54
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Figura 5.1: Diagrama de fases da cadki® de Heisenberg com acoplamento antiferromag-
nético e anisotropia dexchange\ na presenca de campo magnético. Paral eh < he, 0
estado fundamental é ferrimagnético e apresenta platorma da magnetizacdo por sitiog,

em 1/6. Pard < 1 temos que o estado fundamental é ferromagnético. Na redidoA < 1

ha competicdo entrA e J. O circulo rosa indica uma transicdo de Kosterlitz-Thale&
fase entrdh.; e hep € um liquido quéantico de spin e pode ser tratada pela teofliguiedo de
Luttinger. Foi utilizado o algoritmo de Lanczos para cagdeiam até 30 sitios; e nas regides

préximas a transicéo de Kosterlitz-Thouless utilizamosSwR® para até 724 sitios.
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Figura 5.2: Diagrama de fases da cadeia de spin misto (HBiddtropica. Sakai e Yamamoto

detectaram a transicdo de Kosterlitz-Thouless e obtivexavés de teoria de escala para

tamanhos finitos que a anisotropia critica na qual ocorenasiga@o éa; = —0.41+0.01. E

utilizando grupo de renormalizagéo fenomenolégico esamaum limite inferior para a tran-

sicdo ema. = —0.57. A figura foi reproduzida da Ref. [36].

5.1 Diagrama de Fases

O diagrama de fases na Fig. 5.1 retrata 0 comportamento ciedéga para a regido de
parametros indicada. Pafa= 1 temos o0 modelo de Heisenberg isotropico, no limite> «
temos o0 modelo de Ising, enquanto que pgaraA = 0, o modelo XY. A regido acima da linha
azul,h > h¢1, e a regido conexa definida pbr< —1 eh > 0 representam uma fase ferromag-
nética saturada. A cadeia apresenta todos 0s spins paraecpoganto, sua magnetizagcao, na
direcéoz, é constantem, = 1/2 por sitio. Esta fase possyapde spin, pois, para criarmos um
magnon neste estado € necessaria uma energia nao-nulatadtmepréximo a transicao de
fase, ogapdiminui, e € nulo ao longo da cur¥g;. A equacgéo que defirntg; em funcéo dé\
sera obtida abaixo [veja Eq. 5.7], considerando qual o vidarampo que anulagapentre as
energias do estado ferromagnético e do estadoNen spins para cima e um para baixo.

O hamiltoniano (5.1) com o termo de Zeeman é escrito como

H#(hF) = #0,F) —h< (5.2)
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Como o eixo de quantizacdné o mesmo na presenca e na auséncia do camps dois
hamiltoninanos apresentam auto-estados comuns. As aetgiaskE (h,S?) do hamiltoniano

acima podem ser calculadas a partir das eneEfi@sS’) para todos os valores possiveis3e
E(h,§) =E(0,§) - hS. (5.3)

Temos entéo quie.; é dado por
AE(he1, AS) = AE(0,AS) — hua AT = 0, (5.4)

oNdeAS’ = (Fra— 1) — (S
Utilizando um procedimento similar ao que usamos para aa&adBC no Capitulo 4, obte-

mos a matriz do hamiltoniano para o estado & —1:

—20  3(1+e ) f(14+e7k)
(1+€X) —A 0 : (5.5)
(1+€) 0 —A

NI NI

Diagonalizando esta matriz obtemos trés modos de energs.sthestamos interessados no

modo cujogapse anula na presenc¢a do campo:

3 1
DE(0,08) = E(0, Sha— 1) ~E(0,Shad =~ E\/A2+4(1+cos(k)). (5.6)
Finalmente, substituindo o resultado acima para0 em (5.4), obtemos:
3A 1
ha = ?+§\/A2+8. (5.7)

O fato de existith; para toddA > —1, garante a existéncia de uma fase ferromagnética para
todos os valores de anisotropia. De tal maneira que o métodetheansatz utilizado no
Capitulo 4 para calcular a energia das ondas de spin padmdo estado ferromagnético, é

valido para qualquek e h > h;.
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Ao longo da linhah = 0, a Eq. (5.6) fornece, pake= 0 eA < —1, a variacdo dgapem
funcdo da anisotropia. Como esperado, a diferenca na aréergila no ponto isotrépico (per-
tencente a curvi1). A Fig. 5.3(a) apresenta o modo menos energético da retkgdispersao
de uma onda de spin, para diferentes valores de anisotmgetalhe exibe o comportamento
do gap, dado porE(0) = —1.5A — 0.5v/8+A2. Uma vez que a energia para criar um magnon

é diferente de zero, dizemos que a fase é “massiva”, ao condidque é dito na Ref. [36].

. — —— e R 3— — — r T

T
® A=-10 1 I EO) i ® A=10
o A=-15 | 25k o ® A=15 4
® 4=20

(@) (b)

Figura 5.3: Relacdo de dispersdo de um magnon a campo nwodgarentes valores de
anisotropia, obtidos com Lanczos para diferentes nimers#tios: (\) N =18, (J) N = 24,
(O) N=30. (a)A < —1 e no detalhe resultados numéricos (circulos) e analililtioal o
comportamento dgap dado por:E(0) = —1.5A — 0.5v/8+ A2. A regi&io é portanto massiva
e torna-se sem massa apenas/em —1; (b) A > 1 no detalhe resultados numéricos para o

comportamento dgap, a linha tracejada é guia para os olhos.

A regido definida poA > 1 eh < he apresenta estado fundamental ferrimagnético, com
m, = 1/6 por sitio, fase Ising para > 1. Além disso, esta regido posg@pque se anula no
ponto isotréopicdd = 1. A Fig. 5.3(b) exibe o primeiro modo das excitacbes de magpara
h=0eA > 1; o detalhe exibe o comportamentoglap. Além disso, na Fig. 5.4 estao repre-
sentados os trés modos de excitacdo de uma onda de spingugdta E importante perceber
o cruzamento do primeiro modo conilat, que ocorre por razdes de simetria: 0 méldbesta

associado a uma simetria de paridade impar, na dfligl de spin esté localizado em sitiBs
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Figura 5.4: Relacdo de dispersdo da caddia isotropica com acoplamento antiferromag-
nético. Note que estdo presentes os trés modos, sendo mlomdgnéticos (0 modo de Gold-

stone e o moddflat) e um antiferromagnético (dispersivo e cgap).

de uma mesma célula (os spins desses dteEsencontram em um estado singleto), enquanto
o modo de Goldstone esta associado ao estado tripleto dlaganpar. Analogamente ao que
vimos no Capitulo 4 para a cadeMBC, o dois primeiros modos sdo do tipo ferromagnético,
isto €, diminuem o spin total na direcdoenquanto o terceiro modo, que € dispersivo e com
gap, € antiferromagnético (aumenta o spin total do estado fuedéal na direcad) e ocorre
predominantemente nos sitids

Na linha—1 < A <1 a cadeia é critica [30], ou seja, s@ap para energia da primeira
excitacdo magnética (magnons ditos sem massa). Usanidecgscala de tamanho finito e
invariancia conforme [30] foi verificado que esta fase agmés comportamento critico Gaus-
siano universal, com carga centcat 1. A regido compreendida enting e heo, ouhez eh =0,
representa uma fase liquido quantico de spin, e pode sadaragela teoria de liquido de Lut-
tinger [61, 63]. Nesta regido, ocorre condensacdo de mggaan densidade de momento
magnético varia. A fase é dita compressivel e incomensurave

Na fase tipo Ising-antiferromagnético, regido cAm- o, encontramos a assintota das
curvashg; e hep, a partir da hipétese, ndo validadaosteriori de que existe um valor d&

para o qual temoB.; = hep. Para um campb = hg; 0s spins estédo alinhados e a energia do
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40

Figura 5.5: Comportamento assintotico das cuhg@® heo.

sistema é
3Nc:h
EFerro = NcA - ; cl . (58)

Enquanto que para= hg, 0s spins estdo antiparalelos (fase de Lieb) e, portantegrgiardo

sistema é
Nchcz
2

Ererri = —NcA — . (5-9)

Se existe um ponto em que as curkigse hey se interceptam, entély; = heo € Ererro = Ererri-

Utilizando (5.8) e (5.9) temos:

= heg = 2A. (5.10)

Substituindo o resultado acima em (5.7), verificamos querBbe valor de anisotropia tal que
he1 = 2A, e também que ligL. he1 — 2A. Portanto, as curvds e hey assintotanh = 24,
como podemos ver na Fig. 5.5; e no limite le-> 1 recaimos no modelo de Ising, como

esperado.
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5.2 Magnetizacdo em Funcdo do Campo Magnético

Seja uma cadeia composta pdy células unitariass o spin de cada sitiay o nimero de
sitios por célula (ndo necessariamente a célula unitddelne m a magnetizagao por sitio.
Oshikaweet al. [73] demonstraram que um platd pode aparecer na cutligapara o modelo

de Heisenberg no limite termodinamico se
v(s—m) = inteiro. (5.11)

Nas cadeia®\B, e ABC, s=1/2 ev = 3 e, portanto, & possivel a existéncia de platés em
m=1/6 em= 1/2 (saturacdo), que sao, de fato, verificados. Portantotenssndo quebra
espontaneamente a invariancia de translacao, pois né® @xikestado fundamental de maior
periodicidade que = & = 3.

Os limites dos platds sao pontos criticos que separam fasespressiveis e cogap de
fases compressiveis sem gap [44]. As cuthvash e hes, mostradas na Fig. 5.1, representam
essa transicao do tipo comensuravel-incomensuravel Pé4h cadeias de spin 1, Affleck [45]
notou que esse tipo de transi¢do € semelhante a que ocorrgtemas de bosons interagentes,
o que foi estendido posteriormente para sistemas escagénde' 2 [43]. Nessa analogia trata-
mMOos 0 campo magnético e 0 momento magneético, respectivajmemho o potencial quimico
e 0 numero de particulasi < me u < h. Isto fica claro se compararmos as relagbes de

compressibilidade:

on
2
= A2
n°K an’ (5.12)
e de susceptibilidade magnétiga
om
X= Sh- (5.13)
Em termos da energia do estado fundamental temos:
2 2
1 o%¢ 1:(98 (5.14)

X Om2’ n2k  on2

No nosso sistema 0s objetos que se condensam sdo 0s magnhquase-particulas de spin
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Figura 5.6: Curva da magnetizacdo em funcao do campopard.00 e —0.375, eN; =
33,49,67,83 e 133. No detalhe, o tamanho dos degraus proximg-a 1/6 (destacada pela
elipse) em fungéo dey, paraA = —0.375 eN; = 133. Ainda ha diferenga entre o platb e os

demais degraus, o que evidencia a presenca da fase ferétitagn

AS = +1, que serdo estudadas com mais detalhe posteriormentéiaidiel condensacao de
magnons é aplicada préximo a platés de magnetizacdo ‘ostdir3], ou seja, o spin por célula
unitaria difere do seu valor maximo por um inteiro. A teoreaahmpo que descreve bésons
préximos a condensacéo de Bose € igualmente aplicavel @esqyoximas dc1, he € hes
[75]. Os parametros que governam a lei de poténcia exibities fencdes de correlacdo de
spin podem ser obtidos pela teoria do liquido de Lutting&}.[6

Em sistemas de tamanho finito a curmg h) é do tipo degrau, e o campo em que cada

degrau comeca e termina séo, respectivamente, dados por:

h_(N,$) =E(N,S) —E(N,F—1), (5.15)
h.(N,S) =E(N,§+1) - E(N,S). (5.16)

Para fases criticas (ou sem ordem de longo alcance) o tardardegrau se anula paxa— co.
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Temos quén. (N, S convergem para o mesmo valor, tal que:

(N, S) ~ h(mg) & 000 (5.17)

ondevs € a velocidade do somk € um parametro que define o decaimento das funcdes de

correlacdo do sistema. Por exemplo, a funcéo de correlegg@versal € dada por:

rr(r)=(S§"S,) ~r " (5.18)

A funcéo de correlacdo é um pardmetro importante para ssteniticos e sera utilizada na
proxima secao para encontrarmos a transicdo de KostéHamless.
Em regibes com ordem de longo alcanbe (N, S?) diferem no limite termodinamico.

Logo, o sitema exibe um plato finito paka— o, cujo tamanho € dado pefiapna energia:
hi(N,S)—h_(N,$) =E(N,$+1) - E(N,§-1). (5.19)

Portanto, os tamanhos do platd de Lielp & 1/6), para um daddl, nas regides-1 <A <1

el > 1 sao, respectivamente:

A1/6(N) = heo(N, S) —hea(N, S, (5.20)
A1/6(N) = heo(N, ). (5.21)

Em geral, calculama’, ¢ para diferentes tamanhos de cadeia e fazemos uma extrappkag
N — oo, A Fig. 5.6(a) mostra a curva de magnetizacao na forma deadeggaral = —0.375 e
A =0, obtida com DMRG. Note que, mesmo para cadeias grande®, pdssivel diferenciar
platbs finitos de degraus paka= —0.375. Isto ocorre porque essa regiao esta proxima aquela
em gue o platdn, = 1/6 deixa de existir, como veremos mais adiante.

A Fig. 5.7 mostra a curva de magnetizagédo @aral.0,1.5,2.0,3.0 obtida com Lanczos.
Nas regides sem platd, que representa a fase liquido derggiamos a magnetizacao através

dos pontos médios dos degraus. No ponto isotropico, o piaté 1/6 existe para &< h <
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sitio. Em seguida, passa por uma fase liquido quéantico deagpatingir a fase ferromagnética

ondem, =1/2.

1.759. Para valores maiores fego tamanho do platd aumenta e a diferenga- he, diminui.

Na regidao—1 < A < 1 temos dois tipos de comportamento distintos para a curvaagde
netizacdo. Esta mudanca no comportamento ocorre para oncyiico da anisotropilc e o
estudo deste ponto trara novas informacdes sobre a fisippptiema. A Fig. 5.8(a) mostra o
comportamento da magnetizacao na regido< A < Ac. Partindo dér= 0 (m; = 0) a magneti-
zacao cresce linearmente com o campo, até bem proximo &mplat1/2. A susceptibilidade
€ constantg = 3(‘]71& na maior parte da curva; entretantogdiop, x — . ParaA; <A <1
a curva da magnetizagcéo, mostrada na Fig. 5.8(b), cregaeinente para pequenos valores de
h, atinge um platé enm, = 1/6 e em seguida volta a crescer até o platd de saturagéal /2.

Inicialmente poderiamos pensar que essa mudanca ocorfg en®, assim para valores
positivos de anisotropia 0 comportamento ferrimagnééda maior influéncia sobre o sistema,
enguanto para valores negativos de anisotropia o compentarferromagnético prevaleceria.
Entretanto o sistema ndo possui essa simetria em relacdwates ordenadas, possivelmente
devido a topologia da célula unitaria, que tende a permartere uma fase ferrimagnética
mesmo para valores de< 0, como comprovaremos na proxima se¢ao.

Abordagem de campo médio para o céalculo da susceptibilidadeagnética
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Figura 5.8: (a) Curva de magnetizacao para a regido€bri A < Ac. Note que para pequenos
valores de campo temos que a magnetizacao varia linearmemte: M = xh. No detalhe:

a susceptibilidade é ajustada poe 1/3(J+A) (laranja), enquanto a teoria de campo médio
prevéx = 3/8(J+A) (rosa); a linha preta foi obtida com DMRG pa¥a= 250 eA = —0.75.

(b) Curva de magnetizacao para a regiao @yr: A < 1; o detalhe exibe a extrapolacéo de
tamanho do platd de Liebrg = 1/6) no limiteN — c. Os simbolos séo resultados obtidos

com Lanczos.

Seja o hamiltoniano de Heisenberg isotropico na ausénaardpo. Supondo que 0s sitios
B's representam um unico sitio de spin 1 e que a direcao dos &pimam um angul® com

o planox—y, temos:
e ZM\Z<B.Z+ Br_y) +IA(BI+B,) (5.22)
Na aproximacado de campo médio, este hamiltoniano podeesarit® como:
A = |20 A?B? + 2] BN, (5.23)
onde

A? =ssinf, A¥= —scosf, B*= Ssinf, B* = Scosf. (5.24)
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Nessas condic¢des, a energia por célula do sistema € dada por:
E(0) = 2AsSsir? 8 — 2Jso< 6. (5.25)

Parafd << 1 temos:
E(6) = 2AsH? — 251 — 62/2). (5.26)

Considerando a contribuicdo do campo magnético, chegaaesguinte relagdo:
E(h,8) = 2AsSA +J)6? — 2JsS- h(s+ 9)6. (5.27)
L o JE
O valor def que minimiza esta energia é tal q% =0:

(s+9S)Jh

~ 45901 3) (5.28)

Ent&o, a magnetizagdo por sitio na diregdoara o cass=1/2,S=1eJ =1 é dada por

2
_ (s+954Jh _ 3h ‘ (5.29)
12sSA+J) 8(1+A4)
Ou seja, a susceptibilidade por sitio vale:
3
= 5.30
X = 81+a) (5.30)

No detalhe da Fig. 5.8(a) podemos comparar o resultadactegaira a magnetizagdo em fungéo
do campo, dado pela aproximagédo de campo médio (5.29), cesutiado obtido numerica-
mente com DMRG. Para pequenos valores de campo, a curvainarpéde ser ajustada por
h, o que néo difere muito de (5.29); a discrepancia resultdaimele flutuacdes

3
™= 911a)
e/ou correlagbes quanticas.
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5.3 Transicao de Kosterlitz-Thouless
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Figura 5.9: Diagrama de fases, reproduzido da Ref. [74], agmnesenca de transicdo de

Kosterlitz-Thouless entre as fases isolante e superfluida.

Nesta secao investigaremos a transi¢cao de Kosterlitzi&s®(ordem infinita), que ocorre
emhes = heo, entre a fase ferrimagnética e liquido de spin, e esta detdamn rosa na Fig. 5.1,
no inicio deste capitulo. Este tipo de transi¢cdo possuteausdiquo, podendo ser encontrada,
por exemplo, entre fases isolante e superfluida, comoaldstna Fig. 5.9. Seguiremos, de
perto, o protocolo utilizado por Kuhner e colaboradoreg p&ta determinar o ponto em que
ocorre a transic¢ao.

EmT = 0 a transicao de Kosterlitz-Thouless € puramente dirigitdlptuacdes quanticas
e possui ordem infinita. Para valores de anisotropia préxiagoiele em que ocorre a transicao
A, o tamanho do platd (5.20) no limit¢ — o, definido comoAl/G, € governado por uma

singularidade essencial [76, 74] dada por:

C
A=A —_— 5.31
1/6 exy ’7A—AC)’ ( )

ondeA eC sdo constantes. Esta é a equacao que descreve o formatodpbda fase de Lieb
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Figura 5.10: Comportamento do tamanho do piaté- 1/6, A1 s em funcao de AN e extrap-
olagdo pardl; — o, para os valores de anisotropia indicados. (b) Produto denuide células
pelo tamanho do plat@ersusanisotropia. No detalhe comportamento da difere¥gyg entre

o] produtoNcAl/G paraN; = 265 eN. = 49 em fun¢&o da anisotropia.

proximo a transicdo. Em principio, a singularidade podseiaencontrada pagano qual o
tamanho do platé se anula. Contudo, uma verificacdo nundirigi@ e precisa € muito dificil
[veja Fig. 5.9]. Entdo, para contornarmos este problemacégsario estudarmos a lei de
poténcia da fung&o de correlacé@o de spin, quevale) = r—1/4 na transic&o, e obtermads
associado & = 1/4.

O tamanho do platdé obtido numericamente, paAra A., depende da anisotropia e do
ndmero de células. A Fig. 5.10(a) mostragap A,/ em fungéo deN;t para varios val-
ores de anisotropia, e a extrapolacéo do valogano limite N — oo: A‘f/ﬁ. ParaA < —0.25
os dados podem ser ajustados por retas, enquanto nas regiSaetistantes da singularidade, a
dependéncia dgapcom o numero de células é quadrética. A fim de padronizarmxisape-

lacéo (linhas tracejada) e obtern'tkii%, usamos uma equacéo do tigg:+ al(Nic) + az(Nic)z,

(o]

1/6°
Quando o sistematem ordem de longo alcance ou é criticoselav&@-6 =0. AFig. 5.10(b)

ondeag = A

exibe o comportamento do produto do nimero de células, peiartho do platd (ndo extrap-

olado),NcA; /6(Nc) em fungéo da anisotropfa. No entanto, ndo foi possivel determinarmos,
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Figura 5.11: Funcdo de correlacdo proximo a transicdo deeKibs-Thouless pardN; =
67,121 e 241 e diferentes valores de anisotropia no interv@@5 < A < —0.6; A cresce
de baixo para cima. Para cadeias maiores, o parametro dienéata converge para o valor

em sistemas infinitos.

com preciséo, para qual valor de anisotropia as curvas ndolsepdem. Note que no de-
talhe da Fig. 5.10(b) a diferenggA) = 265- A1 /(N = 265) — 49- A1 /(N = 49) diminui
exponencialmente com a anisotropia.

Para encontrarmos o ponto da transi¢cao de Kosterlitz-Esswaptamos por determinar para
qual valor de anisotropia a funcdo de correla¢éo de spin xpoeaiteK = 1/4. A Fig. 5.11
exibe o comportamento de lei de poténcia da funcdo de coa@®lpara diferentes valores de
anisotropia. Para calcularmbsg(r) com o DMRG, minimizando os efeitos de bordas, fazemos
uma média sobre todos os pafes+r). Ainda assim, para proximo ao tamanho da cadeia
h& uma queda rapida na correlacdo devido a esses efeitosd#e Quanto maior o tamanho
da cadeia considerada, maior a regido na qual a fungéo ddag@o decai algebricamente, e
maior a regido na qual a curva da correlagéo coincide paranians diferentes. Para estimar
o valor deK, nés ajustamos os dados numéricos por uma funcéo dodip®:, ondea e K
sao os parametros de ajuste. Devido a efeitos de tamanhm finfesultado pode depender
do intervalor utilizado para o ajuste. Portanto, precisamos escolherieggvalo de maneira
a evitar os efeitos de borda, mas que seja grande o suficiaraenfo incluirmos efeitos da

ordem de curto alcance.
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Figura 5.12: Expoente de Luttingkr, proximo a transi¢céo de Kosterlitz-Thouless, em funcéo
da anisotropid\, calculado nos intervalos @endicados. (a) Comparacédo dos resultados obti-
dos para diferentes intervalosidea cadeiagAB, comN; = 241. Note a semelhanga do resultado
obtido para 16&< r < 32 (utilizado por Kuhner e colaboradores [74]) €1 < 120. (b)K em

funcé@o deA para um intervalo do tipo £ r < (N; — 1)/2 nos diferentes tamanhos de cadeia

indicados. No detalhe: extrapolacaofiepara o limiteN; — co.

A Fig. 5.12(a) mostra os resultados Heem fungéo de\ para os diferentes intervalos
utilizados por Kuhneet. al[74] (8 <r <16, 16<r <32 32<r <48)eointervalo Kr <
120, cuja curva se aproxima bastante da escolhida por élesr(¥ 32). A Fig. 5.12(b) mostra
que ointervalo K r < (N —1)/2 fornece uma funcéo de correlacdo muito semelhante para os
trés tamanhos de cadeias considerafigs= 67,121 e 241. Portanto, este foi o intervalo que
escolhemos para ajustar o decaimento. Consideramos guesesiha do intervalo € a maior
fonte de erro na estimativa dg; desta forma vamos traballhar cdn= 0.254+ 0.005, o que
geraum erro de-0.02 emA.. O detalhe da Fig. 5.12(b) mostra a anisotropia critica eméda
deN; ! e a extrapolagéo patd, — o A; = —0.49+0.02. A Fig. 5.13 mostra o decaimento
exponencial do tamanho do platd e, no detalhe, o comportanieear deln(A‘f/G) versus

(A—0.49)~Y/2, caracteristico da transicao de Kosterlitz-Thouless.
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Figura 5.13: Comportamento do tamanho do platd extrapaadduncdo da anisotropia. O
detalhe exibe o comportamento linear dgfys) com (A —A;)~ Y2 caracteristico da singula-

ridade de Kosterlitz-Thouless.

5.4 Aproximagao de Bésons de Nucleo Duro

O fato de cada sitio possuir spiriZLem nosso modelo, garante que é possivel fazer uma
Unica inversdo de spin, cof* = +1, em cada sitio. De tal maneira que os magnons podem
ser mapeados em um modelo de bdsons de nucleo duro. A eneryiabdsons de nucleo
duro em 1D, no limite de forte diIuigéd:{'C( — 0), € muito bem aproximada pela energiauie
férmions livres sem spin. Isto ocorre préximo a transicatada ferrimagnética para a fase de
liquido de spin. Supomos entdo que cada quase-particusaipator de ond&, de maneira
gue os dois magnons mais energéticos posduam-kg, ondekr é a magnitude do vetor de
Fermi. Com isso, podemos calcular o comportamento da c@vaadjnetizacdo proximo aos
extremos dos platos da curva de magnetizagao [45].

A relagdo de dispersédo de uma onda de spin livre antiferroéimg [28, 77] pard = 1 é:

E:%(lJr \/1+8sir? (k/2)) — h. (5.32)
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Figura 5.14: Comportamento da magnetizacdo em funcéao dpacap®s o platd de Lieb para
A=1. Temoshe; = 1.759433 emy = 0.1707989. Nanseto quadrado da magnetizacao varia

linearmente com o campo.

No limite dek pequeno, a energia d& magnons é dada por:

2
E= / ﬁ—h)—dh nde ke = Z"N“: (5.33)

Definindo a densidade de magnons por célula comaoM /N, obtemos a energia por sitio

M1 n +W. (5.34)

~ 2 12

A densidade de magnons que minimiza a energia & taa e 0, o que implica em

m= 1/ =—(h—1). (5.35)

Como se trata de uma aproximacao, esperamos que a dependériipo raiz quadrada
da magnetiza¢cdo com o campo se mantenha; no entanto, suestias(h — 1) por (h— he),

ondehg, € 0 campo critico em que o platd termina. O valor do campacoréstimado pela
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onda de spin livre subestima o valor corretahde Além disso, a magnetizacam;, na regiao
acima do platd é dada par, = m+ my ondem é a densidade de magnons de spinmpe® a
magnetizagdo do estado de Lieb. Levando em conta essasdasya magnetizacdo em fungéo

do campo € dada por:

2
m, = mo+ W<h_hc2)~ (5.36)

Em cadeias com condi¢cdes de contorno periddicas, ou neelinit> o o platé de Lieb,
de fato, ocorre enmy = 1/6. Utilizando o DMRG pardN; = 121, obtemosny = 0.1707989
e hep = 1.759433 que foram substituidos em (5.36) a fim de compararmaosva obtida nu-
mericamente com a previsao analitica. A Fig. 5.14 exibedga@oncordancia entre as curvas
préximo a transicdo. No detalh@m, — my)? versus(h — he,) ratifica a validade da descri¢do
dos magnons nessa regido através da aproximacao de bosanlele aduro. A obtencéo de
tamanha concordéancia néo é trivial. Por exemplo, Fouetaboahdores [44] ndo encontraram
boa concordancia entre o resultado numeérico e o de aprodonae férmions livres, como
podemos ver na Fig. 5.15(a). Como enfatizado pelos aut?esdh’ é menor que um tergo
do esperado analiticamente. Montenegro-Filho e Coutkilim realizaram andlise semelhante
[33] para a cadeidB, frustrada no modelo de Heisenberg e a Fig. 5.15(b) exibeultael®
obtido.

Os resultados com Lanczos pd&da= 10 fornecemhe,; = 1.759174 emy = 1/6, ou seja,
para uma cadeia dez vezes maior, a mudanca no valor do camgpgesmsorre a transicao esta
apenas na quarta casa decimal. O platdé obtido com DMRG aypaasen degrau, como aquele
mostrado na Fig. 5.6(b) devido as condi¢cdes de contorndaabd?or isso, 0s dois primeiros
flips que fazemos no estado de Lieb se localizam nos #ii@Ay ;1 (extremidades). Apenas
o terceiroflip se comporta como a primeira onda de spin na cadeia e foi @asiol como
M=1.

Em baixas concentrag6es de magnons [44], a magnetizacaélptaS*(r) pode ser tratada
como gerada por magnons individuais que podem ser condaelgsons de nucleo duro ou

férmions livres com spidS* = 1. Entdo, tratamos esses magnons como férmions ideais e
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Figura 5.15: Comparacao entre as curvas de magnetizegdoscampo magnético obtidas
por aproximacgdo de bosons de nucleo duro com aquelas obiisiasricamente. (a) Figura
reproduzida da Ref. [44]. (b) Resultado obtido por Monteadgjlho e Coutinho-Filho para a

cadeiaAB; frustrada no modelo de Heisenberg.

Figura 5.16: Distribuicdo da magnetizagéo por célula agdaa cadeiadB, isotropica com
Nc = 121 paraM = 1,2, 3 magnons, a partir do estado de Lieb. Os simbolos sao réssilta
numeéricos obtidos com DMRG. As curvas sao resultados amalitratando os magnons dilui-

dos como férmions livres de spit&* = +1.



5.4 APROXIMACAO DE BOSONS DE NUCLEO DURO 75

obtemos a distribuigcdo de magnetizac&o 146]

M

(M) =3 [¢n(r)]?, (5.37)
n=1
onden(r) = (y/2/L)sin(rmr/L) é a fungcdo de onda de um férmion néo relativistico numa
caixa de tamanhb+ 1. Considerando a condi¢ao de contorno aberta do DMRG, tqo®a

distribuicdo de magnetizacao por célula, pdranagnons em relacéo a fase de Lieb,

M
(S (1) — (N = NE leinz(%). (5.38)

A Fig. 5.16 mostra que esse resultado esta em boa concoad@mios resultados numeéricos
paraM = 1,2,3 numa cadeia corfl; = 121. Nessa aproximacdo de férmions o estado de
Lieb ndo possui nenhuma particula (na caixeg,_, >= 0, por isso, subtraimos do resultado
numeérico a distribuicdo de magnetizacéo por célula da tasenagnética< Sﬁcz >,

Utilizando a teoria de liquido de Luttinger para o modelo édedm de nucleo duro, podemos
calcular a massg dos magnons em funcédo do acoplameht&eja a energia de um magnon
E =J—JK?/2, dado por (5.32), patapequeno e na auséncia do campo, comparando-a com a
energia cinética de um boson, temos

k2 JK

_K_K
E—o =7 ~ H=IT (5.39)

Com isso, é possivel também calcular o parametro de Luttidgpie governa o decaimento

das funcdes de correlacéo, onde a funcéo de correlacdordeespifuncéo d& € dada por:

1
FﬂQNFRR. (5.40)

Utilizando as seguintes relacdes para a velocidade docsem compressibilidade em um
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liquido de Luttinger [42, 33]:

c= % = me, (5.41)
1 TIC
p—p = re (5.42)

da definicdo da compressibilidade (5.14), e derivando dezssva energia (5.34) em relagéo a
magnetizag&o, obtemos
1 d?

&

Comparando (5.42) com (5.43) tems= 1, que esta de acordo com o limite Tonks-Girardeau
[33, 78, 42] (g4s de Bose unidimensional de particulas imipaveis).

A Fig. 5.17 exibe o comportamento do expoente de Luttingemgguverna o decaimento (lei
de poténcia) das funcbes de correlacdo entre os spins dissAsé B, respectivamente, para
diferentes valores de magnetizacdo (n&o necessariametfitaite de forte diluicdo), obtido
numericamente com DMRG pahg = 121. Vemos que os valores do expoente de Luttinger
como funcdo da magnetizacdo para 0s SBEIrssio maiores do que 1, enquanto que aqueles
para os sping sdo menores do que 1. Note que ambos s&o maiores dié gug/2, que €
o valor da separatriz entre correlagdes predominantersaperfluidasi > 1/2) e predomi-
nantemente de ondas de densidade de carga oukspinl(2) [79]. Esses resultados podem
ser interpretados pelo fato de que no estado de Lieb os dinis Bule cada célula unitaria
estdo alinhados com o campo, enquanto os spiestdo na direcdo oposta; com o0 aumento
do campo o magnon antiferromagnético condensa, causandliputie spin em um sitié\.

Por outro lado, no estado ferromagnético os spins estdoaalos com o campo, e com o de-
créscimo do campo um magnon ferromagnético condensa achusamflip em qualquer dos
sitios da célula unitéria. Nos dois casos ndo podemos esgag@ropagacao e a interacéo en-
tre eles apds a condensacdo. Ressaltamos que os resutim@estdo em concordancia com
agqueles de modelos de Heisenberg na cadeia de Haldane dg&pjnna cadeidB; frustrada
[33], assim como para o modelo de Hubbard tight-bindingna cadeia Linear com repulsao
coulombiana local e inter-sitio [81] [veja Fig. 5.18]. Para entendimento global do carater

superfluido do sistema, pretendemos calcular o expoentattiader associado as correlacdes
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Figura 5.17: Expoente de Luttinger na fase liquido de spm fAa= 1, nos sitiosA (linha

vermelha) B (linha preta).

entre os spins das células unitarias.

Préximo a transicabg; para a fase ferromagnética, podemos usar um procedimedts an
go aquele do inicio desta secdo para obtermos a curva de tizagée em fungdo do campo.
Nesta regido o mapeamento de bosons de nucleo duro em sidderféemions livres volta a
ser valido, uma vez que os magnons estao diluidos em relagéialo ferromagnético. Nesta
fase, em que o camgoalinhou todos 0s spins ha mesma direcao, a relacao de disgeasa

um magnon livre é dada por

3A 1
—_ 2= = /a2
E=-Z+ 2\/A + 43+ 43cogK) + h. (5.44)
ParaA = J = 1, a energia total por célula dé& férmions ndo-interagentes é
ke dk
€= h—3+k?/6)— 5.45
[, (-3 (5.45)

comks = mrt. A derivada da energia em relagéama

de nana
= (h—3)+ 5 (5.46)

quando igualada a zero, fornece a dnsidade de bésons enofdagé&mpo. Considerando a
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Figura 5.18: Comportamento do expoente de Luttinger nosefoedde Heisenberg (a) na
cadeia de spin 1 [80], semelhante ao nosdo sitioB; (b) na cadeiaAB, frustrada [33],

K decresce inicialmente como o sihoda nossa cadeia; (c) na cadeia Linear no modelo de
Hubbard com repulsao coulombiana local e inter-sitio [@Aiguras reproduzidas das referén-

cias citadas)

magnetizagdo por sitimp = 1/2 na fase ferromagnética, obtemos a magnetizagdo em funcéo
deh < heg:

2
m;=mp— 1/ 5(3-h). (5.47)

Na Fig. 5.19(a) podemos comparar esta previsdo com o résuitanérico. O desvio entre as
duas curvas perto da magnetizacao de saturacéo € devidfe#os de borda: o primeirbip
de spin no estado ferromagnétidd & 1) tende a se localizar nos sitios das extremidades.
Da mesma forma que obtivemos (5.38) para o estado de Liebssdvebcalcular a dis-
tribuicdo da magnetizacao por célula em relagdo ao estadworfagnético. Assim como no

caso anterior, este procedimento expde a distribuicdo@kxsnis ao longo da cadeia:

M
(S0 — (Sh(0) = - 3 SIPCR) (5.48)

n=1

A Fig. 5.19(b) mostra que este resultado concorda com o ncongEle maneira mais precisa

do que o resultado obtido proximo a fase ferrimagnéticag pbe= 2,3 e 4 numa cadeia com
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Figura 5.19: (a) Comportamento da magnetizacdo em func&ardpo proximo ao inicio do
platd de saturagéo pafe= 1. A linha vermelha é o resultado analitico para féermiongsya
linha tracejada verde é a curva degrau da magnetizacdaataiid DMRG pard\; = 121 e a
linha preta sdo os pontos médios da verde. No detalhe, oapmada magnetizacdo varia de
maneira aproximadamente linear com o campo. (b) Distrdmuéa magnetizacéo por célula ao
longo da cadei@B; isotropica, na regiao proximahg:; os simbolos séo resultados numeéricos

e as linhas resultados analiticos para a quanti¥ade magnons indicada.

Ne. = 121. A magnetizacao por célula da fase ferromagnética éamrs< Sﬁcl >=3/2.
Comparando a energia cinética de um béson com a energig (hmos, proximo ao
platdm, = 1/2, a massa das quase-particylas 3J~1. Finalmente, o calculo do expoente de

Luttinger utilizando (5.46), no limite Tonks-GirardeaarrieceK = 1.

5.5 Modelo XXZ para a Cadeia ABC

Seguimos 0 mesmo procedimento que foi utilizado para olsediagrama de fases da
cadeiaAB;, a fim de obtermos um diagrama equivalente para a caia Utilizando o al-
goritmo de Lanczos para até 30 sitios, obtivemos as curvasagmetizacdo do tipo degrau
com platés finitos no limit&l — o emm, =1/6 em, = 1/2. O diagrama anisotropi&versus

campo magnétich esta ilustrado na Fig. 5.20. Uma investigacdo mais proféntlecessaria
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Figura 5.20: Diagrama de fases na cad&C de Heisenberg anisotropica.

para caracterizar o ponto em que, possivelmente, ocorraram&cao de Kosterlitz-Thouless.
A regido—1 < A < 1 eh =0 foi caracterizada por Alcaraz e Malvezzi [30] como uma fase
critica. Na regiddA o estado fundamental é ferromagnético, enquanto na r€y@estado

fundamental é ferrimagnético.



CAPITULO 6

Conclusdes

Neste trabalho estudamos o estado fundamental, primeicéiagdes magnéticas e tran-
sicdes de fase do modelo de Heisenberg anisotropico conteavepto ferromagnético e anti-
ferromagnético em cadeias quase-unidimensionais, coasé€nf cadeiaB,.

Inicialmente utilizamos o formalismo dansatzde Bethe e métodos numéricos de diago-
nalizacdo exata para investigarmos a relacdo de dispeeséma dois magnons no modelo
de Heisenberg isotropico com acoplamento ferromagnétiaadeiadB,. Verificamos a exis-
téncia de estados localizados (modo de endigipe estendidos para um e dois magnons.
Comparamos o espectro de dois magnons interagentes, oxguabkeis bandas de modos es-
tendidos, com aquele de dois magnons livres, a fim de verifmsefeitos da interagdo. Para
o caso de dois magnons, o calculo das func¢des de correlaggmrdpermitiu identificarmos
a existéncia de estados ligados e de espalhamento. lrarestigtambém a funcao de corre-
lacéo desta cadeia no modelo XY, onde ndo identificamos ampgagle estados ligados. Além
disso, obtivemos o espectro de um e dois magnons na caB€iamo modelo de Heisenberg
isotrépico e no modelo XY.

Posteriormente, investigamos o diagrama e fases para & @s8ecom anisotropia\ e
campo magnétich. Identificamos a presenca de platds nas curvas de mag@etjzzarac-
terizando as fases de Lieb e ferromagnética; os tamanhssglpfatés estdo relacionados
ao gap na energia da primeira excitacdo magnética nas referidgas.favVerificamos a pre-
sencga de pontos multicriticos eém= 0 e A = +1, nos quais ogapsse anulam. Por outro
lado, utilizamos a aproximacdo de campo médio para estiogmansusceptibilidade mag-
nética na regido-1 < A < 1; verificamos entdo que, em regides de anisotropia negativa
previsao de campo médio € proxima do resultado numeéricoabimelui efeitos de flutuagbes
e/ou correlagdes quanticas. A cad@iB, exibe uma transicdo de Kosterlitz-Thouless para

Ac; = —0.4940.02, na qual o tamanho do platé em = 1/6 se anula. Esta singularidade foi

81
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determinada através das func¢des de correlagéo de spin, ealorale anisotropia para o qual
0 expoente de Luttingerk = 1/4. Particularmente para o caso isotropico, caracterizasos
transicdes nos platés, = 1/6 em, = 1/2 como condensagéo de bdsons de nucleo duro, onde a

magnetizagéo cresce cam ~ |h— hc\l/z

. Calculamos os expoentes de Luttinger no limite de
forte diluicdo de magnons (préximo aos platds) e obtivekes1, como previsto pelo limite

de Tonks-Girardeau. Na regido limitada pelos platds a féige éiquido de spin e foi estudada
usando a teoria de liquido de Luttinger; desta forma, iiyastos a variacdo do expoente em
funcdo dem, na regido congapde spin nulo. Os valores dos expoentes de Luttinger sugerem

que as correlagdes de spin entre sifiasB sdo predominantemente superfluidas.
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