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Resumo

Nesta dissertação investigamos o estado fundamental e as excitações de um, dois e três

mágnons do modelo de Heisenberg anisotrópico definido nas cadeiasAB2 e ABCcom acopla-

mentos ferromagnético e antiferromagnético, e na presençade campo magnético. Os resultados

foram obtidos através do método analítico doansatzde Bethe e de computação numérica: al-

goritmo de Lanczos para diagonalização exata e grupo de renormalização da matriz densidade

(para o qual adotaremos a sigla inglesa DMRG). Em particular, medidas de correlação dos

mágnons permitiram classificar a natureza das excitações dedois mágnons em estendidas ou

localizadas.

Realizamos também um amplo estudo do diagrama de fases (campo magnéticoversus

anisotropia) do referido modelo. As características das fases foram evidenciadas através de

medidas de magnetização em função do campo magnético, onde identificamos a existência das

seguintes fases: crítica, paramagnética quântica, Lieb-ferrimagnética, Ising-antiferromagnética

e -ferromagnética (com polarização total de spin). As referidas fases estão separadas por linhas

de pontos críticos de condensação de mágnons, e por pontos multicríticos de Heisenberg e de

Kosterlitz-Thouless.

Palavras-chave: CadeiaAB2 de Heisenberg Anisotrópica, Excitações Magnéticas, Transições

de Fase, Ferrimagnetismo, Grupo de Renormalização de Matriz Densidade,Ansatzde Bethe.
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Abstract

In this dissertation we investigate one, two and three magnon excitations of the anisotropic

Heisenberg model in AB2 and ABC chains, with ferromagnetic and antiferromagnetic cou-

plings, in the presence of an applied magnetic field. Our results were obtained through the

Bethe ansatz and numerical methods: exact diagonalization(Lanczos algorithm) and Density

Matrix Renormalization Group (DMRG). In particular, we have identified the nature, local-

ized or extended, of these excitations through the magnon correlation function. Furthermore,

we studied in detail the phase diagram (magnetic field versusanisotropy) of the above-referred

model. The phase characteristics were evidenced through the magnetization as a function of ap-

plied magnetic field. In particular, we have identified the existence of the following phases: crit-

ical, quantum paramagnetic, Lieb-ferrimagnetic, Ising-antiferromagnetic and -ferromagnetic

(with full spin polarization). These phases are separated by lines of critical points, associated

with the condensation of magnon, and by Heisenberg and Kosterlitz-Thouless multicritical

points.

Keywords: Anisotropic Heisenberg Model, Magnetic Excitations, Phase Transitions, Density

Matrix Renormalization Group , Bethe-ansatz.

vii



Sumário

1 Introdução 1

2 Hamiltoniano de Heisenberg com Anisotropia de Exchange 8

2.1 Origem e Hamiltoniano Efetivo 8

2.2 Espaço de Hilbert e Simetrias do Modelo 12

2.3 Ferrimagnetismo 13

2.4 Modelo XY 15

2.5 Modelo XXZ 16

3 Métodos Numéricos 20

3.1 Algoritmo de Lanczos para Diagonalização Exata 20

3.2 Grupo de Renormalização da Matriz Densidade 23

4 Estado Fundamental e Primeiras Excitações Magnéticas 26

4.1 Bethe-ansatz 26

4.1.1 Cadeia Linear 27

4.1.2 CadeiaAB2 35

4.2 Correlações 45

4.3 CadeiaABC 50

5 Modelo XXZ para a Cadeia AB2 54

5.1 Diagrama de Fases 56

5.2 Magnetização em Função do Campo Magnético 61

5.3 Transição de Kosterlitz-Thouless 67

5.4 Aproximação de Bósons de Núcleo Duro 71

viii



SUMÁRIO ix

5.5 Modelo XXZ para a Cadeia ABC 79

6 Conclusões 81



Lista de Figuras

1.1 Curva da susceptibilidade magnética de um mol do composto NiCu(pba)(H2O)3·2H2O,

reproduzida da Ref. [3]3. 2

1.2 Representação das cadeiasAB2 (a) eABC (b), ilustradas no estado fundamen-

tal ferrimagnético (spins anti-paralelos), reproduzidasda Ref. [9]. Os círculos

representam centros magnéticos de spin 1/2, e as linhas, acoplamentos desu-

perexchangeantiferromagnéticos. 2

1.3 (a) Cadeia de trímeros encontradas em ferrimagnetos inorgânicos do tipo A3Cu3(PO4)4.

(b) Ilustração das interações magnéticas entre os íons Cu2+: a interação inter-

trímerosJ2 é muito menor que as interaçõesJ1 eJ
′
1 (intra-trímeros); ainda assim

há ordem ferrimagnética. (Figuras reproduzidas da Ref. [10].) 3

1.4 (a) Estrutura da cadeia em cristais PNNBNO. (b) Representação da cadeia com

acoplamento intermolecular antiferromagnético (J
′
AF) e intramolecular ferro-

magnético (JF ) e antiferromagnético (JAF). (c) Estrutura ferrimagnética no

limite JF → ∞. (Figuras reproduzidas da Ref. [16].) 4

1.5 (a) Estrutura cristalina da azurita, reproduzida da Ref. [19], e uma ilustração

dos acoplamentos (J1, J2 e J3) entre os spins 1/2 dos íons Cu2+. (b) Magne-

tização em função do campo para a azurita, evidenciando a existência de um

platô finito, reproduzida da Ref. [17]. 6

1.6 Condensação de mágnons no material IPA-CuCl3 [38]3. 6

1.7 Resultados da condensação de mágnons. (a) Amplitude do momento perpen-

dicularversuscampo na fase cônica do material Cs2CuCl4 [47]. A linha sólida

é um ajuste com lei de potência. (b) Número de singletosNc em função do

acoplamentoJ na cadeiaAB2 frustrada. [33]. Figuras reproduzidas das refer-

ências citadas. 7

x



LISTA DE FIGURAS xi

2.1 Fator de Estrutura MagnéticoS(k) das cadeiasAB2 (esquerda) eABC (direita)

para 2≤ Nc ≤ 9. No detalhe, crescimento linear deS(0) eS(π) com o tamanho

da cadeia, indicando a presença de ordem ferrimagnética. 15

2.2 Diagrama de Fases, campo magnéticoH0 (equivalente ah na nossa notação)

versusanisotropia∆. Um resumo das propriedades termodinâmicas do sistema

está ilustrado:T é temperatura,C é calor específico,ΛA e ΛC são osgapsna

energia da primeira excitação, respectivamente nas regiõesA eC. 19

3.1 Superbloco: estrutura básica de execução do DMRG. 24

3.2 Um ciclo completo (umasweep) do DMRG de tamanho finito. 25

4.1 Relação de dispersão de um e dois mágnons na cadeia Linearcom J = −1 e

E0 ≡ 0. As linhas são soluções analíticas: linha verde é a energiade M = 1,

vermelha é o estado ligado deM = 2 e pretas são os limites do contínuo de

M = 2. Os círculos são resultados numéricos, para 60 sítios. 31

4.2 Comparação entre a relação de dispersão numérica e analítica para dois mágnons

na cadeia Linear comN = 60, no modelo XY. Não há estados ligados. O estado

fundamental deste sistema é crítico, a campo nulo. 32

4.3 Efeito da anisotropia na relação de dispersão deM = 1 e 2 mágnons na cadeia

Linear comN = 60 eJ =−1. Linhas verdes representam a relação de dispersão

paraM = 1. Linhas vermelhas, estados ligados de dois mágnons; pontos pre-

tos são resultados numéricos. Os limites do contínuo independem de∆. Para

|∆|> 1 há umgapentre o estado ligado e o contínuo, assim como entre o estado

fundamental e os estados excitados. Além disso, a dispersãodo estado ligado

diminui com o aumento de|∆|. Para∆ ≥ 1, o estado ferromagnético não é o

estado fundamental, portanto aplicamos um campo magnéticonão nulo e con-

sideramos que a energia do estado antiferromagnético na presença do campo é

o zero da energia. 34

4.4 Espectro de energia para três mágnons na cadeia Linear, com os valores de

anisotropia indicados eN = 30. 35



LISTA DE FIGURAS xii

4.5 Espectro de energia dos estados de um e dois mágnons na cadeiaAB2 isotrópica

com 60 sítios (Nc = 20). As linhas indicam soluções analíticas paraM = 1. Os

círculos são resultados numéricos: verde paraM = 1 e preto paraM = 2. 39

4.6 Relação de dispersão para dois mágnons livres com vetores de onda distintos,

na cadeiaAB2 isotrópica com 60 sítios. 43

4.7 Comparação entre as auto-energias de dois mágnons livres (em laranja) e de

dois mágnons interagentes (em preto). 44

4.8 Relação de dispersão para um e dois mágnons na cadeiaAB2 no modelo XY,

N = 60. A linha e os círculos verdes representam o resultado analítico e

numérico, respectivamente paraM = 1; os círculos verdes são os resultados

numéricos paraM = 2, Definimos o zero da energia como a energia do estado

ferromagnético, embora este não seja o estado fundamental do sistema. 45

4.9 Função de correlação longitudinal de spinΓ(r) na cadeia Linear isotrópica com

60 sítios e dois mágnons. (a) Comportamento deΓ(r) calculado para o estado

ligado, ajustado por uma função exponencial do tipoe−r/ξ . No detalhe: vari-

ação do comprimento de correlaçãoξ em função do vetor de ondak para os

dois tamanhos de cadeia indicados. (b) Comportamento deΓ(r) calculado para

o estado ligado representado em um sistema de coordenadas log-normal. (c)

FunçãoΓ(r) calculada para o primeiro estado do contínuo, note o comporta-

mento ondulatório noinset. 46

4.10 Função de correlação longitudinal de spinΓ(r) na cadeiaAB2 isotrópica com

60 sítios e dois mágnons. (a) FunçãoΓ(r) calculada no modo de menor ener-

gia, que pode ser ajustada porΓ ∼ e−r/ξ . (b) FunçãoΓ(r) calculada no modo

de menor energia e representada no gráfico log-linear. (c) Comportamento on-

dulatório deΓ(r) para o modo com a segunda menor energia. 48



LISTA DE FIGURAS xiii

4.11 Comportamento ondulatório da função de correlação de spin Γ(r) na cadeia

Linear XY com 60 sítios e dois mágnons com vetor de ondak = k1 + k2 =

2mπ/N. Os círculos são resultados numérico, e as linhas são as curvas analíti-

cas. (a)Γ(r) para o estado de menor energia, a linha azul (verde) repre-

senta todos os vetoresk = 2mπ/N comm par (ímpar) e comk1− k2 = 2π/N

(k1−k2 = 4π/N). (b) Γ(r) para o segundo estado, a linha preta (vermelha) rep-

resenta todos os vetoresk = 2mπ/N commpar (ímpar) e comk1−k2 = 6π/N

(k1−k2 = 8π/N). 49

4.12 Espectro de energia de um mágnon na cadeiaABC ferromagnética paraJa = 1

e diferentes valores deJc. A linha cheia representa a solução analítica, obtida

paraJc = 2. 51

4.13 Autovalores da energia de um e dois mágnons na cadeiaABC, paraJa = 1,

Jc = 2 eN = 60: (a) no modelo de Heisenberg isotrópico e (b) no modelo XY.53

4.14 Espectro da energia de um mágnon na cadeiaABC antiferromagnética. Uti-

lizamos o algoritmo de Lanczos para diferentes números de sítios: (△) N = 18,

(�) N = 24, (©) N = 30. As curvas tracejadas são guias para os olhos. As ex-

citações ferromagnéticas e a antiferromagnética estão indicadas. 53

5.1 Diagrama de fases da cadeiaAB2 de Heisenberg com acoplamento antiferro-

magnético e anisotropia deexchange∆ na presença de campo magnético. Para

∆ > 1 e h < hc2, o estado fundamental é ferrimagnético e apresenta platô na

curva de magnetização por sítio,mz, em 1/6. Para∆ < 1 temos que o estado

fundamental é ferromagnético. Na região−1 < ∆ < 1 há competição entre∆ e

J. O círculo rosa indica uma transição de Kosterlitz-Thouless. A fase entrehc1

e hc2 é um líquido quântico de spin e pode ser tratada pela teoria delíquido de

Luttinger. Foi utilizado o algoritmo de Lanczos para cadeias com até 30 sítios;

e nas regiões próximas à transição de Kosterlitz-Thouless utilizamos o DMRG

para até 724 sítios. 55



LISTA DE FIGURAS xiv

5.2 Diagrama de fases da cadeia de spin misto (1/2,1) anisotrópica. Sakai e Ya-

mamoto detectaram a transição de Kosterlitz-Thouless e obtiveram através de

teoria de escala para tamanhos finitos que a anisotropia crítica na qual ocore a

transição éαc =−0.41±0.01. E utilizando grupo de renormalização fenomenológico

estimaram um limite inferior para a transição emαc = −0.57. A figura foi re-

produzida da Ref. [36]. 56

5.3 Relação de dispersão de um mágnon a campo nulo para diferentes valores

de anisotropia, obtidos com Lanczos para diferentes números de sítios: (△)

N = 18, (�) N = 24, (©) N = 30. (a)∆ ≤−1 e no detalhe resultados numéri-

cos (círculos) e analítico (linha) o comportamento dogap dado por:E(0) =

−1.5∆−0.5
√

8+∆2. A região é portanto massiva e torna-se sem massa apenas

em∆ = −1; (b) ∆ ≥ 1 no detalhe resultados numéricos para o comportamento

dogap, a linha tracejada é guia para os olhos. 58

5.4 Relação de dispersão da cadeiaAB2 isotrópica com acoplamento antiferromag-

nético. Note que estão presentes os três modos, sendo dois ferromagnéticos (o

modo de Goldstone e o modoflat) e um antiferromagnético (dispersivo e com

gap). 59

5.5 Comportamento assintótico das curvashc1 ehc2. 60

5.6 Curva da magnetização em função do campo para∆ = 0.00 e−0.375, eNc =

33,49,67,83 e 133. No detalhe, o tamanho dos degraus próximo àmz = 1/6

(destacada pela elipse) em função demz, para∆ = −0.375 eNc = 133. Ainda

há diferença entre o platô e os demais degraus, o que evidencia a presença da

fase ferrimagnética. 62

5.7 A fase de Lieb apresenta platô na curva de magnetização quandomz = 1/6 por

sítio. Em seguida, passa por uma fase líquido quântico de spin até atingir a fase

ferromagnética ondemz = 1/2. 64



LISTA DE FIGURAS xv

5.8 (a) Curva de magnetização para a região com−1 < ∆ < ∆c. Note que para

pequenos valores de campo temos que a magnetização varia linearmente com

h: M = χh. No detalhe: a susceptibilidade é ajustada porχ = 1/3(J + ∆)

(laranja), enquanto a teoria de campo médio prevêχ = 3/8(J+ ∆) (rosa); a

linha preta foi obtida com DMRG paraN = 250 e∆ = −0.75. (b) Curva de

magnetização para a região com∆c < ∆ < 1; o detalhe exibe a extrapolação

de tamanho do platô de Lieb (mz = 1/6) no limite N → ∞. Os símbolos são

resultados obtidos com Lanczos. 65

5.9 Diagrama de fases, reproduzido da Ref. [74], com a presença de transição de

Kosterlitz-Thouless entre as fases isolante e superfluida. 67

5.10 Comportamento do tamanho do platômz = 1/6, ∆1/6 em função de 1/Nc e ex-

trapolação paraNc → ∞, para os valores de anisotropia indicados. (b) Produto

do número de células pelo tamanho do platôversusanisotropia. No detalhe

comportamento da diferençaδ (∆) entre o produtoNc∆1/6 paraNc = 265 e

Nc = 49 em função da anisotropia. 68

5.11 Função de correlação próximo à transição de Kosterlitz-Thouless paraNc =

67,121 e 241 e diferentes valores de anisotropia no intervalo−0.35≤ ∆ ≤
−0.6; ∆ cresce de baixo para cima. Para cadeias maiores, o parâmetrode

decaimento converge para o valor em sistemas infinitos. 69

5.12 Expoente de LuttingerK, próximo à transição de Kosterlitz-Thouless, em função

da anisotropia∆, calculado nos intervalos der indicados. (a) Comparação dos

resultados obtidos para diferentes intervalos der na cadeiaAB2 comNc = 241.

Note a semelhança do resultado obtido para 16≤ r ≤ 32 (utilizado por Kuhner

e colaboradores [74]) e 1≤ r ≤ 120. (b)K em função de∆ para um intervalo

do tipo 1≤ r ≤ (Nc−1)/2 nos diferentes tamanhos de cadeia indicados. No

detalhe: extrapolação de∆c para o limiteNc → ∞. 70

5.13 Comportamento do tamanho do platô extrapolado em função da anisotropia. O

detalhe exibe o comportamento linear de ln(∆1/6) com(∆−∆c)
−1/2 caracterís-

tico da singularidade de Kosterlitz-Thouless. 71



LISTA DE FIGURAS xvi

5.14 Comportamento da magnetização em função do campo após oplatô de Lieb

para∆ = 1. Temoshc2 = 1.759433 em0 = 0.1707989. Noinseto quadrado da

magnetização varia linearmente com o campo. 72

5.15 Comparação entre as curvas de magnetizaçãoversuscampo magnético obti-

das por aproximação de bósons de núcleo duro com aquelas obtidas numeri-

camente. (a) Figura reproduzida da Ref. [44]. (b) Resultadoobtido por

Montenegro-Filho e Coutinho-Filho para a cadeiaAB2 frustrada no modelo

de Heisenberg. 74

5.16 Distribuição da magnetização por célula ao longo da cadeiaAB2 isotrópica com

Nc = 121 paraM = 1,2,3 mágnons, a partir do estado de Lieb. Os símbolos são

resultados numéricos obtidos com DMRG. As curvas são resultados analíticos

tratando os mágnons diluídos como férmions livres de spin∆Sz = +1. 74

5.17 Expoente de Luttinger na fase líquido de spin para∆ = 1, nos sítiosA (linha

vermelha) eB (linha preta). 77

5.18 Comportamento do expoente de Luttinger nos modelos de Heisenberg (a) na

cadeia de spin 1 [80], semelhante ao nossoK do sítioB; (b) na cadeiaAB2

frustrada [33],K decresce inicialmente como o sítioA da nossa cadeia; (c) na

cadeia Linear no modelo de Hubbard com repulsão coulombianalocal e inter-

sítio [81]. (Figuras reproduzidas das referências citadas) 78

5.19 (a) Comportamento da magnetização em função do campo próximo ao início

do platô de saturação para∆ = 1. A linha vermelha é o resultado analítico para

férmions livres, a linha tracejada verde é a curva degrau da magnetização obtida

com DMRG paraNc = 121 e a linha preta são os pontos médios da verde. No

detalhe, o quadrado da magnetização varia de maneira aproximadamente linear

com o campo. (b) Distribuição da magnetização por célula ao longo da cadeia

AB2 isotrópica, na região próxima àhc1; os símbolos são resultados numéricos

e as linhas resultados analíticos para a quantidadeM de mágnons indicada. 79

5.20 Diagrama de fases na cadeiaABCde Heisenberg anisotrópica. 80



CAPÍTULO 1

Introdução

Sistemas de elétrons fortemente correlacionados em materiais de baixa dimensionalidade

têm sido objeto de intensa investigação teórica e experimental, particularmente após 1987,

quando Anderson [1] porpôs que o modelot − J (limite de forte acoplamento do modelo de

Hubbard) poderia justificar os mecanismos subjacentes à supercondutividade de alta temper-

atura crítica (high− Tc) em compostos de óxido de cobre (CuO2). Ainda que esta questão

permaneça em aberto, a sugestão intensificou o estudo de muitos tópicos fundamentais rela-

cionados, tais como: magnetismo de elétrons itinerantes, transição metal-isolante de Mott e

fenômenos críticos quânticos. Salientamos que na fase normal (não supercondutora) os óxidos

de cobre apresentam ordem antiferromagnética em uma fase isolante de Mott. Em banda semi-

preenchida, os elétrons se localizam e o sistema pode ser descrito por hamiltonianos de spins,

como no modelo de Heisenberg. Compostos tridimensionais demetais de transição apresen-

tam, tipicamente, cadeias e planos de íons magnéticos dispostos espacialmente de tal forma

que é possível desprezar o acoplamento magnético entre cadeias ou planos.

Esta dissertação tem como objetivo estudar modelos magnéticos unidimensionais [2], par-

ticularmente, sistemas ferromagnéticos e ferrimagnéticos anisotrópicos. Sistemas ferrimag-

néticos apresentam redes bipartidas e exibem ferromagnetismo não saturado devido predomi-

nantemente a acoplamentos antiferromagnéticos entre as sub-redes. Assim, possuem ordem

ferromagnética e antiferromagnética de longo alcance. Duas classes principais destes sis-

temas são conhecidas. Na primeira, o número de sítios magnéticos nas duas sub-redes co-

incide, mas o momento magnético é diferente em cada sub-rede[cadeias mistas (s,S)]. O

composto NiCu(pba)(H2O)3·2H2O [3] é um exemplo desta classe de ferrimagnetos, seus íons

Cu2+ (s= 1/2) e Ni2+ (S= 1) são dispostos alternadamente em uma linha; este tipo de cadeia

mista (1/2, 1) será melhor discutida mais adiante. A caracterização experimental desse com-

posto se dá pela identificação de um mínimo emT = Tmn na curvaχMT versus T, típico

1



CAPÍTULO 1 INTRODUÇÃO 2

Figura 1.1: Curva da susceptibilidade magnética de um mol docomposto

NiCu(pba)(H2O)3·2H2O, reproduzida da Ref. [3]3.

de ferrimagnetos, como ilustrado na Fig. 1.1. Outro exemplodessa classe é o composto

MnCu(pba)(H2O)3·2H2O [4], no qual o Mn2+ com spinS= 5/2 está disposto alternadamente

com o cobre em uma cadeia do tipo (1/2, 5/2).

Na segunda classe de sistemas ferrimagnéticos, os spins dossítios são os mesmos nas duas

sub-redes, no entanto a topologia da célula unitária induz um estado fundamental com magne-

tização não nula. A esta classe de sistemas pertecem as cadeias do tipoAB2 [5, 6, 7] eABC [8],

com acoplamentos antiferromagnéticos, ilustradas na Fig.1.2, cujas células unitárias exibem

três sítios com spin 1/2. Além disso, estas cadeias podem exibir acoplamento ferromagnético

Figura 1.2: Representação das cadeiasAB2 (a) eABC (b), ilustradas no estado fundamental

ferrimagnético (spins anti-paralelos), reproduzidas da Ref. [9]. Os círculos representam centros

magnéticos de spin 1/2, e as linhas, acoplamentos desuperexchangeantiferromagnéticos.
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e, nesse caso, todos os spins se alinham na mesma direção. Essas cadeias são observadas em

Figura 1.3: (a) Cadeia de trímeros encontradas em ferrimagnetos inorgânicos do tipo

A3Cu3(PO4)4. (b) Ilustração das interações magnéticas entre os íons Cu2+: a interação inter-

trímerosJ2 é muito menor que as interaçõesJ1 e J
′
1 (intra-trímeros); ainda assim há ordem

ferrimagnética. (Figuras reproduzidas da Ref. [10].)

compostos de diversas famílias, incluindo os fosfatos de fórmula química A3Cu3(PO4)4, onde

A=Ca [10, 11, 12, 13], Sr [10, 12, 13, 14] e Pb [10, 13, 15]. Estes ferrimagnetos inorgânicos

possuem três íons Cu2+ (trímeros) acoplados antiferromagneticamente, e estão representados

na Fig. 1.3. O primeiro composto ferrimagnético orgânico sintetizado, o PNNBNO [16], tam-

bém apresenta uma célula unitária constituída de três radicais paramagnéticos com spin 1/2,

como podemos ver na Fig. 1.4. Por outro lado, foi verificado que o composto Cu3(CO3)2(OH)2

(azurita) [17, 18, 19], ilustrado na Fig. 1.5(a), possui umatopologia estreitamente relacionada

com a cadeiaAB2, apesar de não possuir um estado fundamental ferrimagnético. Em particu-

lar, este composto apresenta platô na curva de magnetizaçãoem função do campo [17], como

mostrado na Fig. 1.5(b). Além disso, vários sistemas unidimensionais ferromagnéticos foram
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Figura 1.4: (a) Estrutura da cadeia em cristais PNNBNO. (b) Representação da cadeia com

acoplamento intermolecular antiferromagnético (J
′
AF) e intramolecular ferromagnético (JF ) e

antiferromagnético (JAF). (c) Estrutura ferrimagnética no limiteJF →∞. (Figuras reproduzidas

da Ref. [16].)

sintetizados nos últimos anos; entre os quais, o composto orgânico quase-unidimensional p-

NPNN [20].

Um composto quase-unidimensional modelado pela cadeiaABCé o Poly-BIPO [21], onde

os sítiosA e B representam átomos de carbono e os sítiosC estão relacionados a radicais com

um elétron desemparelhado, portanto com spin 1/2. Embora sua magnetização espontânea seja

finita, o que poderia ser explicado pela topologia do sistema, o comportamento termodinâmico

característico de ferrimagnetos não foi detectado experimentalmente para esse composto [8].

A modelagem matemática desses materiais é feita através doshamiltonianos de Hubbard e

Heisenberg. Para semi-preenchimento da banda, o estado fundamental ferrimagnético foi ex-

plicitado no modelo de Hubbard nas cadeiasAB2 [5, 22, 23, 24, 25] eABC[26, 22]. Além disso,

foram estudados na cadeiaAB2, no modelo de Heisenberg quântico, o estado fundamental com

acoplamento antiferromagnético [27, 28, 29], o comportamento crítico no caso anisotrópico

[30] e isotrópico [31, 32, 33], incluindo sua versão esférica [34], resultados de invariância con-

forme [30], ondas de spin e aproximação de campo médio [28] bem como a versão estatística

do modelo clássico [35]. Graças a uma simetria local característica [30, 29], uma fração finita

do espectro da cadeiaAB2 é idêntica ao espectro da cadeia mista de spin (1/2, 1) [36, 37].
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Nos últimos anos, estudos teóricos e experimentais têm indicado a ocorrência de conden-

sação de Bose-Einstein (singla inglesa: BEC), sob condições especiais, de quase-partículas

como mágnons [38, 39, 40] e polaritons [41] em sistemas de duas e três dimensões. Este fenô-

meno só havia sido observado anteriormente em gases ultra-frios [42]. Por outro lado, em

materias magnéticos, e temperaturas comparativamente altas em relação às anteriores, BEC de

mágnons podem ser induzidos por campo magnético aplicado [38], variação da pressão ex-

terna [39] e bombeamento de microondas [40]. Resultados rigorosos [42] mostram que em

sistemas de bósons em uma dimensão (1D) as flutuações de fase são de origem quântica e não

há BEC mesmo emT = 0; no entanto, a superfluidez é esperada. Em 1D, antiferromagnetos

comgapapresentam, próximo a um valor de campo magnético críticohc, comportamento da

magnetização proporcional a(h−hc)
1/2 [43, 44, 45, 46] . Ainda que,stricto sensu, não ocorra

BEC de mágnons em sistemas unidimensionais, é possível descrever a transição que ocorre em

h = hc em termos de uma condensação da componente da magnetização ao longo da direção

do campo aplicado. A Fig. 1.6 ilustra a condensação de mágnons no material IPA-CuCl3 que é

um sistema escado (ladder) fracamente acoplado quase-unidimensional. Enquanto quea Fig.

1.7 exibe resultados de condensação de mágnons no material Cs2CuCl4 [47] e na cadeiaAB2

frustrada [33].

Nesta dissertação, estudamos as cadeias Linear,AB2 eABCmodelada através do hamiltoni-

ano de Heisenberg com anisotropia deexchangee na presença de campo magnético. Utilizamos

métodos numéricos: diagonalização exata (algoritmo de Lanczos), grupo de renormalização da

matriz densidade; e métodos analíticos: Bethe-ansatze onda de spin livre. Em particular,

verificamos a presença de fases crítica, paramagnética quântica, Lieb-ferrimagnética, Ising-

antiferromagnética e -ferromagnética (com polarização total de spin), separadas por linhas de

pontos críticos de condensação de mágnons, pontos multicríticos de Heisenberg e de Kosterlitz-

Thouless.

O Capítulo 2 consiste em uma breve descrição do modelo de Heisenberg isotrópico, com

anisotropia deexchange, e do modelo XY. No Capítulo 3, estão expostos os métodos numéricos

utilizados no cálculo dos estados de baixa energia dos hamiltonianos de interesse. No Capítulo

4, apresentamos o estado fundamental e o espectro de energiadas excitações magnéticas no
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(a) (b)

Figura 1.5: (a) Estrutura cristalina da azurita, reproduzida da Ref. [19], e uma ilustração dos

acoplamentos (J1, J2 e J3) entre os spins 1/2 dos íons Cu2+. (b) Magnetização em função do

campo para a azurita, evidenciando a existência de um platô finito, reproduzida da Ref. [17].

Figura 1.6: Condensação de mágnons no material IPA-CuCl3 [38]3.
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(a) (b)

Figura 1.7: Resultados da condensação de mágnons. (a) Amplitude do momento perpendicular

versuscampo na fase cônica do material Cs2CuCl4 [47]. A linha sólida é um ajuste com lei de

potência. (b) Número de singletosNc em função do acoplamentoJ na cadeiaAB2 frustrada.

[33]. Figuras reproduzidas das referências citadas.

estado ferromagnético, nas cadeias Linear,AB2 e ABC. O Capítulo 5 é dedicado ao diagrama

de fases, campo magnéticoversusanisotropia, na cadeiaAB2. Em particular, analisamos curvas

de magnetização em função do campo e expoentes da função de correlação de spin. Finalmente,

no Capítulo 6 resumimos nossas conclusões.



CAPÍTULO 2

Hamiltoniano de Heisenberg com Anisotropia de

Exchange

A modelagem adequada de um sistema quântico de muitas partículas requer a adoção de um

hamiltoniano que leve em consideração as interações mais relevantes entre as partículas consti-

tuintes. Em geral, estaremos interessados em calcular os autovalores e autovetores do referido

hamiltoniano, pois o conhecimento do estado fundamental e dos primeiros estados excitados

fornece informações significativas sobre a física subjacente aos fenômenos observados, partic-

ularmente em baixas temperaturas. Um empecilho comum nessetipo de cálculo é a dimensão

do espaço de Hilbert associado ao hamiltoniano. De fato, mesmo quando consideramos to-

das as simetrias envolvidas, o tamanho da matriz a ser diagonalizada cresce exponencialmente

com o número de sítios da rede cristalina no estado sólido. Sendo assim é de grande valia a

utilização de métodos numéricos eficientes.

Neste capítulo apresentaremos o Modelo de Heisenberg, suasorigens e as simetrias asso-

ciadas ao seu hamiltoniano. Enunciaremos um teorema sobre oestado fundamental de redes

bipartidas e suas implicações na ordem magnética do sistema. Finalmente, trataremos de duas

variações do Modelo de Heisenberg: o Modelo XY, cujas interações entre as componentesz

dos spins são nulas; e o Modelo XXZ, que possui anisotropia deexchange, incluindo a presença

de um campo magnético.

2.1 Origem e Hamiltoniano Efetivo

Em 1928 Heisenberg propôs [48] um modelo efetivo de spins para explicar a ocorrência do

ferromagnetismo em sólidos. O Modelo de Heisenberg assume que o ordenamento magnético

8
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encontrado em cristais é oriundo da interação de troca (exchange interaction) entre os elétrons

localizados nos sítios da rede, em concordância com resultados de Dirac [49] (exchangecomo

resultado da interação eletrostática entre as partículas)e do modelo de Heitler-London [50] para

a molécula de hidrogênio. Apesar de sua aparente simplicidade este modelo tem se mostrado

muito eficiente na descrição do ferromagnetismo e de grande variedade de estruturas magnéti-

cas encontradas em sistemas isolantes. O modelo é definido pelo seguinte hamiltoniano:

H = ∑
<i, j>

Ji j Si ·Sj , (2.1)

onde< i, j > é a notação para vizinhos mais próximos eJi j representa o acoplamento efetivo

dos spinsSi e Sj dos íons magnéticos localizados nos sítiosi e j da rede. SeJi j > 0 a ordem

antiferromagnética será favorecida, seJi j < 0 a ordem ferromagnética é dominante. Numa

cadeia linear este modelo foi diagonalizado por Bethe [51] num cl?sico artigo que deu origem

à técnica analítica denominada Bethe-ansatz, que será tratada no Capítulo 4.

Dizemos que o hamiltoniano de Heisenberg é um hamiltoniano efetivo pois podemos derivá-

lo a partir do hamiltoninano mais geral paraN elétrons localizados emN sítios com interação

coulombiana:

H = ∑
i

p2
i

2m
−∑

i,α

Ze2

|r i −Rα |
+

1
2∑

i, j

e2

|r i − r j |
, (2.2)

e obter o hamiltoniano (2.1) impondo restrições específicasdo modelo [52]. Em (2.2) a ên-

fase é nas variáveis dinâmicas associadas aos elétrons, nasposiçõesr i , e que “participam” do

magnetismo; o núcleo dos íons, na posiçãoRα , e outros elétrons não identificados em (2.2),

garantem a estabilidade e a neutralidade do material.

No espaço de Hilbert de muitos elétrons é conveniente usarmos a linguagem de segunda

quantização, que reforça a antissimetria de todos os estados. Podemos expandir os operadores

de campo em termos de qualquer base de funções de onda de uma partícula e nesse caso as

mais apropriadas são as funções de Wanierφαnλ :

ψ(r ) = ∑
α,n,λ

φαnλ (r −Rα)anλ (Rα), (2.3)
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ondeanλ (Rα) aniquila o elétron no orbitaln com spinλ no sítioα. Então podemos reescrever

a parte interagente de (2.2) como:

1
2 ∑

α1,α2,α3,α4,
n1,n2,n3,n4,

λ1,λ2

〈α1n1;α2n2|V|α3n3;α4n4〉a†
n1λ1

(Rα1)a
†
n2λ2

(Rα2)an4λ4
(Rα4)an3λ3

(Rα3). (2.4)

Vamos desprezar, como mencionado, termos que não contribuem de forma significativa para a

situação física que pretendemos tratar. Para elétrons não itinerantes, os termos principais cor-

respondem à interação entre elétrons localizados em sítiosbem definidos da rede. Considerando-

se a indistingüibilidade dos elétrons temos, então, dois casos em que isto ocorre:α3 = α1 e

α4 = α2 ou α3 = α2 e α4 = α1. Uma segunda restrição garante que cada elétron tem um es-

tado orbital bem definido. Novamente, devido ao princípio dePauli, temos duas possibilidades:

n3 = n1 e n4 = n2 ou n3 = n2 e n4 = n1. Se por simplicidade também negligenciarmos termos

em que dois elétrons trocam de orbital sem troca de sítio, reduziremos (2.4) a:

1
2 ∑α,α ′

,

n,n
′
,

λ ,λ ′

[〈α,n;α
′
n
′|V|α,n;α

′
n
′〉a†

nλ (Rα)a†
n′λ ′ (Rα ′ )an′λ ′ (Rα ′ )anλ (Rα)

+〈α,n;α
′
n
′|V|α ′

n
′
;α,n〉a†

nλ (Rα)a†
n′λ ′ (Rα ′ )anλ ′ (Rα)an′λ (Rα ′ )]. (2.5)

O primeiro termo é chamado de termo direto e o segundo, termo de troca. Usando a relação de

anticomutação de férmions:

{a†
nλ (Rα),an′λ ′ (Rα ′ )} = δαα ′δnn′ δλλ ′ , (2.6)

podemos reescrever o termo de troca como:

−1
2 ∑

α,α ′
,

n,n
′
,

λ ,λ ′

Jnn′ (Rα ,Rα ′ )a†
nλ (Rα)anλ ′ (Rα)a†

n′λ ′ (Rα ′ )an′λ (Rα ′ ), (2.7)

ondeJnn′ é a integral de troca, uma medida dooverlapdas funções de onda dos elétrons nos
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átomos. Como nesse caso, as funções de onda usadas emJnn′ são ortogonais este termo de

troca é ferromagnético.

Expandindo a soma nos spins em (2.7) obtemos quatro termos que podem ser reescritos de

maneira reveladora considerando as relações abaixo:

1 = Nn↑(Rα)+Nn↓(Rα); (2.8)

2Sz(Rα) = Nn↑(Rα)−Nn↓(Rα); (2.9)

Nnλ (Rα) = a†
nλ (Rα)anλ (Rα); (2.10)

S+(Rα) = a†
n↑(Rα)an↓(Rα); (2.11)

S−(Rα) = a†
n↓(Rα)an↑(Rα). (2.12)

Substituindo essas equações em (2.7), temos finalmente:

− ∑
α,α ′

,

n,n
′

Jnn′ (RαRα ′ )[
1
4

+Sn(Rα) ·Sn′ (Rα ′ )]. (2.13)

Redefinindo o zero da energiaEo = 1
4Jnn′ , supondo que a interação entre primeiros vizinhos

vale−J e que as outras são nulas, obtemos (2.1) para o caso ferromagnético. Por outro lado,

caso seja necessário utilizarmos uma base não ortogonal para os elétrons em (2.3), ou elétrons

“vestidos” como na versão original de Anderson [53] para osuperexchangeem isolantes mag-

néticos, o termo perturbativo deexchangedominante é antiferromagnético (J ∼ t2/U , ondet

é a amplitude dehoppingeU a repulsão coulombiana inter-sítio), enquanto oexchangeferro-

magnético é de ordem superior.

Uma abordagem similar, com menos restrições, pode ser feitaa fim de obtermos o hamilto-

niano de Hubbard [54, 55], que trata de elétrons itinerantes. A partir do modelo de Hubbard, no

limite de forte acoplamento (termo de repulsão coulombianamuito maior que o termo cinético)

é possível, usando teoria de perturbação de segunda ordem, recuperar o modelo de Heisenberg.

É importante considerar que em compostos de metais de transição as interaçõesJnn′ são

do tipo superexchange[52, 53]. Ao contrário do que ocorre para interações deexchange, as
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interações efetivas entre os íons de metais de transição se dão por intermédio dos íons ligantes

e não diretamente. Ou seja, os orbitais dos íons ligantes se sobrepõem aos dos íons magnéticos

gerando um orbital híbrido. Não somente é difícil calcular os valores do acoplamento efetivo,

mas também encontrar um mecanismo simples que justifique qualitativa e quantitativamente

esses valores. De acordo com a superposição entre os orbitais do cátion e do ânion adjacentes,

o acoplamento efetivo entre os cátions pode ser ferromagnético, antiferromagnético ou nulo.

2.2 Espaço de Hilbert e Simetrias do Modelo

O modelo de Heisenberg considera um único orbital semi-preenchido por sítio da rede

cristalina. Cada sítio portanto comporta um único elétron epode estar em dois estados:| ↑〉 ou

| ↓〉. O espaço de Hilbert é gerado pelos vetores da forma:

|σ1, . . . ,σN〉 = |σ1〉⊗ . . .⊗|σN〉, σi =↑,↓ . (2.14)

Sendo assim, numa rede deN sítios o espaço de Hilbert é denominadoespaço de Fockpois é

formado por todos as combinações possíveis dos spins da redee tem dimensão 2N. Utilizaremos

as simetrias do hamiltoniano para decompor o espaço de Hilbert em subespaços menores, de

maneira que se torne mais eficiente a diagonalização por blocos. Tipicamente, no entanto,

o número de subespaços de simetrias distintas nos quais podemos decompor o hamiltoniano

cresce linearmente com N, ou seja, mais lentamente que a dimensão do espaço de Hilbert

completo. Portanto a idéia será calcular as quantidades de interesse em sistemas pequenos e

fazer extrapolações para o limite termodinâmico (N → ∞).

Duas simetrias a serem consideradas são a conservação do spin total:

S2 = (Sx)2+(Sy)2+(Sz)2, onde (Sx)2 = ∑
i, j

Sx
i S

x
j , (2.15)
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e a conservação da componente z do spin total:

Sz = ∑
i

Sz
i . (2.16)

Esses dois operadores comutam entre si e com o hamiltoniano;portanto, formam o conjunto de

observáveis que comutam,H ,Sz,S2, cujos autovalores se conservam no modelo de Heisenberg

formando subespaços invariantes (veja Capítulo 4). Esses autovalores são respectivamente

E,m, eS(S+1) ondem = −S,−S+ 1, ...,S− 1,S. Note que qualquer auto-estado terá uma

degenerescência(2S+ 1). Além dessas simetrias, em modelos com condições de contorno

periódicas há também a simetria de translação. Nesses casosé possível construir uma base

rotulada pelo autovalor do operador de translação,i.e. o vetor de ondak. Utilizaremos, por

exemplo, esta simetria no cálculo das relações de dispersãodas ondas de spin.

2.3 Ferrimagnetismo

Nesta seção apresentaremos alguns resultados rigorosos a respeito do modelo de Heisen-

berg que se aplicam a cadeias bipartidas, tais como as cadeias AB2, ABC e a cadeia mista

(1/2,1). Iniciaremos com o teorema de Lieb-Mattis [56], quepode ser enunciado da seguinte

forma:

Teorema 2.1. Seja uma rede bipartida descrita pelo hamiltoniano:

H = ∑
i, j

Ji j Si ·Sj . (2.17)

Se as seguintes condições são satisfeitas para algumg2 ≥ 0:

Ji(A) j(A) ≤ g2, Ji(B) j(B) ≤ g2 e Ji(A) j(B) ≥ g2, (2.18)
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o sistema é ferrimagnético ou antiferromagnético, e seu estado fundamental possui spin total

Sg = |SA−SB|, (2.19)

ondeSA (SB) é o spin total máximo possível para sub-redeA (B). Além disso, seE(S) é a

menor auto-energia dos auto-estados com spin totalSentão:

E(S+1) > E(S) se S≥ Sg (2.20)

E(S) > E(Sg) se S< Sg e g2 = 0. (2.21)

Sendo assim, o antiferromagnetismo é um caso especial do ferrimagnetismo em que o spin total

do estado fundamental é zero.

O terorema acima não é válido paraJi j < 0, ou seja, cadeias com interações ferromagnéti-

cas entre vizinhos. O conceito de ferrimagnetismo foi inicialmente proposto por Néel para

explicar o fato de que alguns materiais exibem magnetizaçãoespontânea não nula mas não

possuem ordem ferromagnética saturada de longo alcance paraT < Tc. Um ferrimagneto é um

caso intermediário entre o ferromagneto, com spins paralelos, e o antiferromagneto de spins

antiparalelos e iguais. De acordo com Néel a magnetização surge dos momentos magnéticos

desiguais que não estão paralelos. Usando o Teorema 2.1, Tian [57] mostrou que o estado

fundamental do modelo de Heisenberg com interações antiferromagnéticas em redes bipartidas

com sub-redes desiguais é ferrimagnético. Ou seja, essas cadeias exibem ordem ferromagnética

e antiferromagnética de longo alcance.

A ordem magnética pode ser estudada através do fator de estrutura magnético:

S(k) =
1

2Nc
∑
i, j
〈Si ·Sj〉eik(xi−x j ), (2.22)

que é a transformada de Fourier das funções de correlação spin-spin. QuandoS(0) cresce

linearmente comN temos ordem ferromagnética de longo alcance. Por outro lado, quando

S(π) cresce linearmente comN a ordem de longo alcance é antiferromagnética. Nas cadeias

AB2 eABCesse crescimento linear ocorre tanto paraS(0) quanto paraS(π), como evidenciado
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Figura 2.1: Fator de Estrutura MagnéticoS(k) das cadeiasAB2 (esquerda) eABC(direita) para

2≤ Nc ≤ 9. No detalhe, crescimento linear deS(0) eS(π) com o tamanho da cadeia, indicando

a presença de ordem ferrimagnética.

na Fig. 2.1, ou seja, essas cadeias são ferrimagnéticas [29].

2.4 Modelo XY

Este modelo foi tratado em detalhes por Lieb, Shultz e Mattis[58] para a cadeia Linear e é

o modelo exatamente solúvel mais simples que vamos considerar:

H = ∑
i

J(Sx
i S

x
i+1+Sy

i S
y
i+1). (2.23)

Note que[H ,Sz] = 0 e que[H ,S] 6= 0, ou seja, o hamiltoniano não é esfericamente simétrico,

apresentando apenas invariância de rotação em torno do eixoz. Podemos reescrever (2.23)

como

H = ∑
i

J
2
(S+

i S−i+1+S−i S+
i+1). (2.24)
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A relações de comutação desses operadores{S+
i ,S−i } = 1 e [S+

i ,S−i ] = 0 não são fermiônicas

nem bosônicas. Podemos utilizar a tranformação de Jordan-Wigner [59, 60]

S−k =
k−1

∏
i=1

(1−2c†
i ci)c

†
k, S+

k =
k−1

∏
i=1

(1−2c†
i ci)ck, (2.25)

para descrever os operadores de spin em termos de operadoresde férmions, e mapear (2.24) no

hamiltoniano de elétrons sem spin na aproximaçãotight-binding:

H = −J
2

N

∑
i=1

c†
i ci+1 +c†

i+1ci . (2.26)

Nas equações acimac†
i cria um elétron no sítioi e definimost ≡ J

2 como a amplitude de tunela-

mento de elétrons entre sítios mais próximos.

Podemos ainda utilizar a transformada de Fourier desses operadores fermiônicos

cq =
1√
N

N

∑
k=1

eiqkck, q = 2πn/N, (2.27)

e reescrever (2.26) como

H = −∑
q

Jcos(q)c†
qcq. (2.28)

2.5 Modelo XXZ

Este modelo, também conhecido como Modelo de Heisenberg Anisotrópico, é descrito pelo

seguinte hamiltoniano:

H = ∑
i

J(Sx
i S

x
i+1+Sy

i S
y
i+1)+∆(Sz

i S
z
i+1)−hSz

i , h≥ 0. (2.29)

Este hamiltoniano é o mais geral que vamos tratar, e contém dois novos parâmetros: anisotropia

∆ e campo magnéticoh. No casoh= 0 e∆ = 1 recuperamos o modelo de Heisenberg isotrópico

(2.1), enquanto no limite de∆ muito grande temos o modelo de Ising. O casoh = ∆ = 0 é o
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modelo XY descrito por (2.23). Note que o campo magnético está aplicado na direçãoz e a

anisotropia envolve as componentesz dos spins; portanto,[H ,Sz] = 0. A presença deh e ∆

quebram a invariância de rotação do sistema, que passa a ter um eixo preferencial na direção

z. Para um campo aplicado numa direção diferente a solução exata do problema ainda não é

conhecida [60].

ParaJ e ∆ positivos a energia é minima quando os sítios vizinhos estãoantiparalelos, ou

seja, a ordem antiferromagnética é favorecida. Por outro lado, paraJ e ∆ negativos a ordem

ferromagnética é favorecida. No entanto, em redes bipartidas é possível fazer a seguinte trans-

formação [61]:

Sx
i → (−1)iSx

i ,

Sy
i → (−1)iSy

i , (2.30)

Sz
i → Sz

i ,

respeitando as relações de comutação. De tal maneira queJ →−J, ∆ → ∆ e h→ h. Portanto,

é suficiente tratar o casoJ > 0.

O comportamento da cadeia Linear, descrita por esse modelo,com S= 1/2 e J = 1, foi

resumido por Johnson [62] e está ilustrado na Fig. 2.2. O estado fundamental na regiãoA é

ferromagnético completamente alinhado, pois tanto o campoquanto a anisotropia contribuem

para que o estado menos energético seja aquele com todos os spins para cima (direção positiva

do eixoz). Em especial, na linhaa, há degenerescência entre todos os spins para cima ou todos

para baixo. Na regiãoC e na linhad, com maior simetria, o estado fundamental é antiferro-

magnético duplamente degenerado; e na regiãoB temos a fasespin-flopcomh rotacionando o

alinhamento dos spins de antiparalelo para paralelo. Essa regiãoB é tratada por Giamarchi [61]

como a realização mais simples de um líquido de Luttinger [63].

O espectro das excitações emT = 0 é conhecido em todo o gráfico. Hágapnas regiõesA e

C, enquanto a regiãoB e os seus limites são semgap. O pontoQ é interessante pois possui mais

simetrias e degenerescências que sua vizinhança, e nele ocorre o desaparecimento de todos os

gaps. Expressões analíticas do estado fundamental e do espectrodas excitações em função de
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h e ∆ são conhecidas para todas as regiões, excetoB, cuja solução pode ser escrita em termos

de uma equação integral.

Analogamente ao que será feito para a cadeiaAB2 no Capítulo 5, chamaremos o campo em

função da anisotropia ao longo da linhab dehc1 e na linhac dehc2. Para−1 < ∆ < 1 fixo, se

diminuirmos gradativamente o campo a partir do infinito passaremos pelo campohc1 no qual

ocorre uma transição de fase de segunda ordem do estado ferromagnético para ospin-flop. Para

∆ > 1 passaremos, também, pelo campohc2, no qual há uma transição do estadospin-floppara

o estado antiferromagnético. Sendo assim, é sempre possível aplicar um campohc1 que leva

a cadeia do estado fundamental para o estado ferromagnético. Desta maneira podemos falar

de excitações magnéticas no estado ferromagnético para todos os valores de anisotropia, o que

será importante nos Capítulos 4 e 5.

Na região−1 < ∆ < 1 o sistema é crítico e desordenado. Suas flutuações críticassão

governadas por uma teoria de campo conforme com carga central c = 1 [64]. O mesmo ocorre

para cadeias mistas de spin (1/2, 1) e (1/2, 3/2) e para as cadeiasAB2 e ABC [30]. Verificou-

se ainda que, nesta região, a variação dos expoentes em função da anisotropia, dependem do

modelo.
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Figura 2.2: Diagrama de Fases, campo magnéticoH0 (equivalente ah na nossa notação)ver-

susanisotropia∆. Um resumo das propriedades termodinâmicas do sistema estáilustrado:T

é temperatura,C é calor específico,ΛA e ΛC são osgapsna energia da primeira excitação,

respectivamente nas regiõesA eC.



CAPÍTULO 3

Métodos Numéricos

Neste capítulo descreveremos brevemente os dois métodos numéricos de diagonalização

utilizados na obtenção dos nossos resultados: o algoritmo de Lanczos para Diagonalização Ex-

ata e o Grupo de Renormalização da Matriz Densidade. Como visto, a dimensão do espaço

de Hilbert cresce exponencialmente comN, portanto tais métodos devem utilizar o mínimo de

memória da máquina para diagonalizar matrizes, ou serem capazes de representar adequada-

mente o estado fundamental do hamiltoninano por uma base comdimensão muito menor que a

do espaço de Hilbert completo.

3.1 Algoritmo de Lanczos para Diagonalização Exata

O algoritmo de Lanczos [65] é um método iterativo que retem apenas três estados na

memória, apresenta rápida convergência das menores energias e sua precisão pode ser ajus-

tada à precisão da máquina. É portanto, o método numérico mais utilizado para o cálculo exato

do estado fundamental de sistemas finitos. A idéia principaldo algoritmo é que podemos cons-

truir uma base especial em que o hamiltoniano tenha uma representação tridiagonal, chamada

base de Lanczos.

Para construir essa base escolhemos inicialmente um vetor do espaço de Hilbert, arbitrário

e normalizado|0〉, cujo overlap com o estado fundamental|ψ0〉, seja não nulo. Se alguma in-

formação do estado fundamental é conhecida, por exemplo, o momento ou o spin total, o vetor

escolhido aleatoriamente deve pertencer ao subespaço que contem estes números quânticos.

Em seguida, construimos um segundo vetor ortogonal ao primeiro:

|1〉 = H|0〉−α|0〉, (3.1)

20
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E um terceiro vetor ortogonal aos dois anteriores:

|2〉 = H|1〉−α|1〉−β |0〉. (3.2)

O processo deve ser repetido até cobrir todo o espaço de Hilbert, gerando uma base ortogonal

em que cada vetor é definido recursivamente como:

H|i〉 =
1
βi

((H −αi−1)|i −1〉−βi−1|i −2〉. (3.3)

onde, uma vez que H é hermitiano, os coeficientes são números reais dados por:

αi = 〈i|H|i〉 e βi = 〈i −1|H|i〉. (3.4)

Nessa base a matriz do hamiltoniano é tridiagonal, como desejado, e pode ser diagonalizada

por métodos numéricos padrão [66].

HM =




α0 β1 0 0 . . . 0 0

β1 α1 β2 0 . . . 0 0

0 β2 α2 β3 . . . 0 0

0 0 β3 α3
. . . 0 0

...
...

...
. . . . . . . . .

...

0 0 0 0
... αM−1 βM

0 0 0 0 . . . βM αM




. (3.5)

Note a vantagem no uso de memória: só é preciso reter os estados|i−1〉, H|i−1〉 e |i−2〉. Note

ainda que na i-ésima iteração, a matriz acima terá dimensãoi +1 com polinômio característico

pi(x) cuja relação de recorrência é dada por:

pi(x) = (x−αi)pi−1(x)−β 2
i pi−2(x), (3.6)

se pi−1(ε) = pi−2(ε) = 0 e ε for a menor energia dos passosi −1 e i −2, entãoε ≡ ε0 será
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a menor raiz de todos os polinômios seguintes e conseqüentemente a energia do estado fun-

damental. Tipicamente a convergência das menores energiasocorre após algumas dezenas de

iterações, independente da dimensão do espaço de Hiltbert.

Podemos calcular também, com o auxílio dos polinômios, os auto-estados da base de Lanc-

zos:

|0〉 = p0(H)|0〉

|1〉 =
1
β1

(H −α0)|0〉

= p1(H)|0〉

|2〉 =
1
β2

((H −α1)|1〉−β1|0〉)

=
1

β1β2
((H −α1)p1(H)−β 2

1 p0(H))|0〉

=
1

β1β2
p2(H)|0〉

...

|i〉 =
1

∏i
k=0 βk

pi(H)|0〉,

ondep0(x) = 1. A componente de um auto-estado|ε j〉 na direção de cada elemento da base de

Lanczos será

〈ε j |i〉 = 〈ε j |
1

∏i
k=0 βk

pi(H)|0〉

=
1

∏i
k=0 βk

〈ε j |pi(H)|0〉

=
1

∏i
k=0 βk

pi(ε j)〈ε j |0〉

De modo que um auto-estado não normalizado é escrito da seguinte forma:

|ε j〉 =
d−1

∑
i=0

1

∏i
k=0 βk

pi(ε j)|i〉. (3.7)

Note que se a energiaε j convergir quando a base estiver comM estados, o auto-estado|ε j〉



3.2 GRUPO DE RENORMALIZAÇÃO DA MATRIZ DENSIDADE 23

pode ser escrito como uma combinação dessesM estados. Após a energia do estado funda-

mental convergir não precisaremos de mais nenhum estado da base para conhecer o estado

fundamental.

3.2 Grupo de Renormalização da Matriz Densidade

O objetivo do Grupo de Renormalização da Matriz Densidade [67, 68, 69] é otimizar a base

na qual o estado fundamental do sistema é projetado. A idéia principal é começar com um

sistema pequeno, em seguida, aumentá-lo de tamanho gradativamente e então truncar o espaço

de Hilbert para um número computacionalmente viável de estados. A truncagem é realizada

com o auxílio da matriz de densidade reduzida, como será visto adiante.

Iniciamos o processo com dois blocos: um da esquerdaBl com comprimento linearl e

espaço de Hilbert de dimensãoMl , coberto pelos estados|ml〉, ml = 1,2, ...,Ml ; e um bloco da

direitaBr com tamanhor e espaço de HilbertMr , coberto pelos estados|mr〉, mr = 1,2, ...,Mr.

O procedimento básico do algoritmo é o crescimento dos blocos pelo acréscimo de novos sítios

entreBl e Br , denominadosSl e Sr , que serão absorvidos pelo bloco da esquerda e da direita

respectivamente. Chamamos de superbloco o conjuto dos blocos Bl e Br e dos sítiosSl e Sr

ilustrado na Fig. 3.1. O sítio da esquerda (direita) tem espaço de Hilbert com dimensãoDl (Dr )

e é coberto pelos estados|σl〉, σl = 1,2, ...,Dl (|σr〉, σr = 1,2, ...,Dr). O bloco acrescido de

um sítio tem, no início de cada passo, espaço de Hilbert de dimensãoMl Dl e após a truncagem

esta dimensão passa a ter um tamanhoM pré-determinado. No caso da cadeia de Heisenberg,

os dois blocos, acrescidos de um sítio cada um, estão conectados apenas pelo exchange entre

Sl e Sr e formam os novos blocos de comprimentol +1 er +1.

A etapa de crescimento do bloco da esquerda começa pelo cálculo do estado fundamental

do superbloco|ψ〉:
|ψ〉 = ∑

ml σl mrσr

ψml σl mrσr |ml〉|σl〉|σr〉|mr〉, (3.8)

utilizando o algoritmo de Lanczos. Esta é a operação que demanda mais tempo computacional,

que pode ser deO(M3). Expandimos, em seguida,|ψ〉 na base dos novos blocos|ml+1〉 e
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Figura 3.1: Superbloco: estrutura básica de execução do DMRG.

|mr+1〉

|ψ〉 =
Ml Dl

∑
ml+1

Mr Dr

∑
mr+1

ψml+1mr+1|ml+1〉|mr+1〉, (3.9)

para que possamos obter os elementos da matriz densidade:

|ρml+1m
′
l+1

〉 =
MrDr

∑
mr+1

ψml+1mr+1
ψm

′
l+1mr+1

. (3.10)

O processo de truncagem consiste em diagonalizarmosρ e indexar seus autovaloresωα e re-

spectivos auto-estados|ωα〉 em ordem decrescente de autovalor. Em seguida, fazer truncarmos

o hamiltoniano do blocoBl+1 para a base dosM auto-estados com maiores autovalores:

H̃l+1 = UHl+1U
† (3.11)

onde as linhas deU são osM estados retidos. O erro associado à truncagem em quantidades

locais como energia e magnetização é da ordem de

1−
M

∑
α=1

ωα . (3.12)

Chamamos a quantidade 3.12 depeso descartado, esta é a única fonte de erro do DMRG e

pode ser controlada aumentando o valor deM. Tipicamente nossos pesos descartados foram de

10−9. O próximo passo no crescimento do superbloco é a repetição do procedimento anterior

para o bloco da direita. Só então acrescentamos mais dois sítios centrais e recomeçamos todo

o processo. No DMRG de tamanho finito o crescimento é interrompido quando o superbloco

atinge o tamanho desejado. A fim de eliminar vícios de crescimento, após o superbloco atingir
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Figura 3.2: Um ciclo completo (umasweep) do DMRG de tamanho finito.

o tamanho máximo implementamos os ciclos chamadossweeps. Sweepé um ciclo completo de

crescimento do bloco da esquerda às custas da diminuição do da direita, seguido do crescimento

do bloco da direita às custas da diminuição do da esquerda e está representado na Fig. 3.2. Por

exemplo, se desejarmos conhecer o estado fundamental de umacadeia comN sítios, após o

crescimento, aumentamos o tamanho deBl até l = N− 3 enquantoBr diminui atér = 1 e

em cada passo do algoritmo a truncagem é realizada apenas no bloco da esquerda. Então,

invertemos a situação e o bloco da direita cresce atér = N−3 enquanto o da esquerda diminui.

O número desweepsnecessárias depende do tamanho da cadeia, do modelo e da quantidade

de estados retidosM. A cada passo do DMRG a truncagem para a base reduzida deve ser

realizada em todos os operadores para que tenham sempre uma representação na mesma base

do hamiltoniano. Nesta dissertação, utilizamos o DMRG com condições de contorno abertas

que atingem melhores resultados com menor esforço computacional do que as condições de

contorno periódicas.



CAPÍTULO 4

Estado Fundamental e Primeiras Excitações

Magnéticas

Neste capítulo calculamos as relações de dispersão das ondas de spin nas cadeias Lin-

ear,AB2 e ABCdescritas pelo hamiltoninano de Heisenberg com acoplamento ferromagnético

(e antiferromagnético apenas na cadeiaABC), incluindo efeitos da anisotropia deexchange.

Resultados de Diagonalização Exata (DE) para um, dois e trêsmágnons foram obtidos para

cadeias finitas com condições de contorno periódicas, utilizando o algoritmo de Lanczos. Para

acoplamentos ferromagnéticos obtivemos resultados analíticos usando o Bethe-ansatze com-

paramos com os resultados numéricos.

O conceito de ondas de spin para o modelo de Heisenberg quântico com acoplamentos

ferromagnéticos foi proposto por Bloch em 1930. O método consiste na propagação coerente

de um desvio de spin ao longo do cristal com todos os spins inicialmente alinhados gerando

mágnons que são as ondas de spin quantizadas. A idéia é análoga a da quantização de ondas

mecânicas se propagando em cristais que dão origem aos phonons. A teoria de ondas de spin

tem se mostrado eficiente na investigação das propriedades de baixas temperaturas de materiais

magnéticos. As equações de movimento das ondas de spin são não lineares e podemos usar o

princípio da superposição apenas para pequenas amplitudes.

4.1 Bethe-ansatz

Em 1931 Hans Bethe [51] apresentou um método exato para obtenção dos autovalores e

autovetores do Modelo de Heisenberg unidimensional (2.1) com interação entre sítios primeiros

vizinhos. Hoje diversos sistemas quânticos unidimensionais de muitos corpos são solúveis

26
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através de generalizações desse método [70]. Há duas grandes vantagens em utilizar o Bethe-

ansatz. Primeiro, todos os auto-estados ficam caracterizados por um conjunto de números

quânticos que os distinguem de acordo com suas propriedadesfísicas. Segundo, em muitos

casos os autovalores podem ser calculados no limite termodinâmico.

Vamos utilizar, nas situações a seguir, o fato de que o operador Sz comuta com o Hamil-

toniano (2.29) do Modelo XXZ. Sejam os autovalores deSz dados por(N − 2r)/2, onde

r = 0,1, . . . ,N. Cada um desses autovalores rotula um subespaço invariantedeH , de modo

que todos os autovetores deH podem ser escritos apenas como combinação linear dos vetores

de um determinado subespaço invariante.

4.1.1 Cadeia Linear

Usaremos o hamiltoniano (2.29),

H =
N

∑
i

J
2
(S+

i S−i+1+S−i S+
i+1)+∆(Sz

i S
z
i+1)−hSz

i , h≥ 0, (4.1)

com condições de contorno periódicas e supondo, inicialmente,∆ = J < 0 eh = 0 [71].

Subespaço invarianter= 0. Este subespaço consiste de um único vetor:

|F〉 = | ↑,↑, . . . ,↑〉, (4.2)

que é, portanto, um autovetor deH , com autovalorJN/4. Definimos|F〉 como o vácuo do

sistema, com energiaE0 ≡ JN/4. Como vimos no Capítulo 2, o estado fundamental da cadeia

Linear é ferromagnético paraJ =−1 e∆≤−1. De fato, nesta região, definirE0≡ 0 garante que

qualquer outra auto-energia, associada a mágnons, será positiva E > 0. Definimos um mágnon

como a excitação magnética, em um dado subespaçoSz, que modifica em uma unidade o spin

total na direçãoz: ∆Sz =±1. Inicialmente vamos supor∆ = J eh= 0, os efeitos da anisotropia

e do campo através do Bethe-ansatzserão tratados no fim desta subseção.
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Subespaço invarianter= 1. Este subespaço é formado porN vetores da forma

|n〉 = S−n |F〉, 1≤ n≤ N. (4.3)

Um autovetor deH pode ser escrito como combinação linear dos vetores|n〉, tal que,

|ψ〉 =
N

∑
n=1

a(n)|n〉 (4.4)

é solução da equação de autovalor,

H |ψ〉 = E|ψ〉, (4.5)

se todos os coeficientesa(n) satisfizerem a relação abaixo:

2(E−E0)a(n) = −J[2a(n)−a(n−1)−a(n+1)]. (4.6)

Assumimos, então, o seguinteansatz:

a(n) = Aeikn. (4.7)

Devido às condições de contorno periódicas,a(n+N) ≡ a(n), devemos ter

k =
2πm

N
, m= 0,1, . . . ,N−1. (4.8)

Assim, substituindo (4.7) em (4.4), obtemos o auto-estado normalizado de um mágnon:

|ψ〉 =
1√
N

N

∑
n=1

eikn|n〉, (4.9)

que representa uma perturbação periódica no estado fundamental por uma onda de spin com
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comprimento de ondaλ = 2π/k. Finalmente, usando (4.7) em (4.6), obtemos

E−E0 = −J(1−cosk), (4.10)

que é a relação de dispersão de um mágnon mostrada na Fig. 4.1.Também podemos obter

(4.10) e (4.9) utilizando o fato de que operador de translação comuta comH , como será feito

para a cadeia ABC na Seção 4.3. No entanto, nos subespaços 2≤ r ≤ N/2 a base transla-

cionalmente invariante não diagonaliza completamente a matriz do Hamiltoniano, mesmo con-

siderando as simetrias de inversão dos spins ou de reflexão darede. Nestes subespaços usamos

apenas o Bethe-ansatzpara os cálculos analíticos.

Subespaço invarianter= 2. Este subespaço é formado porN(N−1)/2 vetores da forma:

|n1,n2〉 = S−n1
S−n2

|F〉, 1≤ n1 < n2 ≤ N. (4.11)

Um autovetor deH , que obedece (4.5), é escrito como

|E〉 = ∑
1≤n1<n2≤N

a(n1,n2)|n1,n2〉. (4.12)

A ação deH sobre|n1,n2〉 é obtida considerando-se dois casos distintos: quando osflips

estão em sítios vizinhos e quando estão separados. Após algumas manipulações, obtemos as

equações que devem ser satisfeitas pelosa(n1,n2):

2(E−E0)a(n1,n2) = −J[2a(n1,n2)−a(n1−1,n2)−a(n1,n2+1)], para n2 = n1+1;(4.13)

2(E−E0)a(n1,n2) = −J[4a(n1,n2)−a(n1−1,n2)−a(n1,n2+1)

−a(n1,n2−1)−a(n1+1,n2)], para n2 > n1 +1. (4.14)

Para resolver o sistema acima usamos o Bethe-ansatz:

a(n1,n2) = A1ei(k1n1+k2n2) +A2ei(k2n1+k1n2). (4.15)
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que inserido em (4.14), fornece a relação da energia comk1 e k2:

E−E0 = −J
2

∑
j=1

(1−cosk j). (4.16)

Por outro lado, inserindo (4.15) e (4.16) em (4.13), obtemos

A2

A1
≡ e−iθ12 = −ei(k1+k2) +1−2eik2

ei(k1+k2) +1−2eik1
, (4.17)

ondeθ é uma fase extra que surge no Bethe-ansatze nos faz reescrever oansatzinicial, (4.15),

agora incorporando (explicitamente) ophase-shiftentre as amplitudes:

a(n1,n2) = ei(k1n1+k2n2+
1
2θ12) +ei(k2n1+k1n2+

1
2θ21), (4.18)

tal queθ12 = −θ21 ≡ θ . Podemos também reescrever (4.17) na forma real como

2cot(
θ
2
) = cot(

k1

2
)−cot(

k2

2
). (4.19)

As quantidadesk1 e k2 são os momentos da função de onda (4.12) com coeficientes dados por

(4.18). Duas outras relações entrek1, k2 e θ surgem devido à invariância de translação da

função de onda (4.12), que implica ema(n1,n2) ≡ a(n2,n1+N),

k1N = 2πλ1+θ12, k2N = 2πλ2+θ21, (4.20)

ondeλ1,λ2 ∈ {0,1,2, . . . ,N−1} são chamados números quânticos de Bethe; temos então, que

o número de ondak, dado por

k = k1+k2 =
2π
N

(λ1+λ2), (4.21)

é o número quântico associado à simetria de translação deH ; ao contrário dek1 e k2, esse

número quântico existe independentemente do Bethe-ansatz. Portanto, a interação entre os

mágnons fica evidenciada pela presença dophase shiftθ . Enfatizamos que os momentosk1 e
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Figura 4.1: Relação de dispersão de um e dois mágnons na cadeia Linear comJ =−1 eE0 ≡ 0.

As linhas são soluções analíticas: linha verde é a energia deM = 1, vermelha é o estado ligado

deM = 2 e pretas são os limites do contínuo deM = 2. Os círculos são resultados numéricos,

para 60 sítios.

k2 são diferentes do momento de um único mágnon, dado por (4.8).

Podemos encontrar os valores da energiaE em função dek, mostrados na Fig. 4.1, con-

siderando todos os pares(λ1,λ2) que satisfazem (4.19) e (4.20) [71]. A solução consiste de

um contínuo de energias e de um estado ligado; este último surge quando os mágnons estão

em sítios vizinhos ek1 e k2 são complexos conjugados. A energia do estado ligado é dada por

Eligado−E0 = Jsin2(k/2). No limite N → ∞ a energia das ondas de spin no contínuo podem

ter qualquer valor entre a energia superior,Esuperior, e a inferior,Ein f erior:

Esuperior−E0 = −4J(1−sin2(k/4)), (4.22)

Ein f erior −E0 = −4J(sin2(k/4)). (4.23)

Cálculo similar pode ser feito nos demais subespaçoes invariantes comM(≤ N/2) spins para

baixo. A energia para o caso geral é escrita na forma

E−E0 = −J
M

∑
j=1

(1−cosk j), (4.24)
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Figura 4.2: Comparação entre a relação de dispersão numérica e analítica para dois mágnons

na cadeia Linear comN = 60, no modelo XY. Não há estados ligados. O estado fundamental

deste sistema é crítico, a campo nulo.

onde os momentoski satisfazem o seguinte conjunto de equações acopladas:

Nki = 2πλi +
M

∑
j(6=i)=1

θi j , i = 1,2, . . . ,M; (4.25)

eθi j = −ei(ki+k j ) +1−2eiki

ei(ki+k j ) +1−2eik j
, θi j = −θ ji , (4.26)

ondeλi ∈ {0,1,2, . . . ,N}.

Como visto no Capítulo 2, para a cadeia Linear no modelo XXZ com h = 0 e J = −1 o

estado fundamental é ferromagnético para∆ < −1. Para∆ > −1 podemos aplicar um campo

hc1(∆) e levar o sistema para o estado ferromagnético. Portanto, é possível reescrever (4.24) e

(4.26) levando em consideração as correções devido à presença de anisotropia∆ e do campoh

no hamiltoniano (4.1):

E−E0 = −
M

∑
j=1

(∆−Jcosk j +h/2). (4.27)

A2

A1
≡ e−iθi j = −Jei(ki+k j) +J−2∆eik j

Jei(ki+k j) +J−2∆eiki
. (4.28)
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No caso∆ = 0 recaímos no modelo XY e (4.27) pode ser obtida usando a transformação

de Jordan-Wigner [60], mostrada no Capitulo 2. EmboraE0 represente a energia do estado

ferromagnético, o estado fundamental desse modelo é crítico. No entanto, a fase ferromagnética

pode ser obtida com a aplicação do campo magnético. Assim, o espectro de energia desse

sistema, em relação ao estado ferromagnético, pode ser obtido com (4.27),∆ = 0 ephase-shift

constante [72] tal que:

k j =
π
Nc

(2m+1), M par. (4.29)

k j =
π
Nc

(2m), M ímpar. (4.30)

Na Fig. 4.2 podemos comparar o resultado analítico com o numérico numa cadeia com 60

sítios. Como esperado, para∆ = 0 não há estados ligados; e os limites do contínuo são os

mesmos daqueles obtidos no modelo de Heisenberg isotrópico.

Na Fig. 4.3 encontram-se a relação de dispersão de um e dois mágnons para diferentes

valores de anisotropia. O sinal positivo da anisotropia favorece o estado antiferromagnético e,

portanto, a energia do sistema diminui, com o aumento do número de mágnons e do vetor de

onda da onda de spin. O módulo da dispersão de um mágnon e os limites do contínuo de dois

mágnons não são alterados por variações em∆. Por outro lado, osgapsentre as energias do

estado ferromagnético e os outros subespaços invariantes (r = 1,2,3, ...,N/2) aumenta com o

módulo de∆, e se anula apenas nos pontos isotrópicos (∆ = ±1). O mesmo ocorre para ogap

entre o contínuo e o estado ligado de dois mágnons. A energia do estado ligado é dada por

Eligado−E0 = 1− 1
∆(1+ sin2(k/2)). Note que o estado ligado fica menos dispersivo com o

crescimento de|∆| e tende para um modo localizado no limiteN → ∞.

No casoM = 3 o espectro de energias está representado na Fig. 4.4 para∆ = −1,0,1.

Embora cada anisotropia possua umgap distinto em relação ao estado ferromgnético, esta

maneira de apresentar a relação de dispersão permite que vejamos mais claramente a presença

dos estados ligados em∆ = ±1.
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Figura 4.3: Efeito da anisotropia na relação de dispersão deM = 1 e 2 mágnons na cadeia

Linear comN = 60 eJ = −1. Linhas verdes representam a relação de dispersão paraM = 1.

Linhas vermelhas, estados ligados de dois mágnons; pontos pretos são resultados numéricos.

Os limites do contínuo independem de∆. Para|∆| > 1 há umgap entre o estado ligado e

o contínuo, assim como entre o estado fundamental e os estados excitados. Além disso, a

dispersão do estado ligado diminui com o aumento de|∆|. Para∆ ≥ 1, o estado ferromagnético

não é o estado fundamental, portanto aplicamos um campo magnético não nulo e consideramos

que a energia do estado antiferromagnético na presença do campo é o zero da energia.
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Figura 4.4: Espectro de energia para três mágnons na cadeia Linear, com os valores de

anisotropia indicados eN = 30.

4.1.2 CadeiaAB2

Vamos considerar o modelo de Heisenberg numa cadeia com topologia AB2 e N (múltiplo

de 3) sítios:

H =
2N/3

∑
j=1

∑
α,β

[
J
2
(S+

jαS−j+1β +S−jαS+
j+1β )+∆Sz

jαSz
j+1β

]
, (4.31)

ondeα = A e β = B1,B2, se j é ímpar; eβ = A e α = B1,B2, se j é par.

Subespaço invariante r= 0. Este subespaço consiste apenas do vetor

|F〉 = | ↑,↑, . . . ,↑〉, (4.32)

que é, portanto, um autovetor deH associado ao autovalorN∆/3: Como|F〉 é o estado funda-

mental do sistema, definimosN∆/3≡E0, e podemos pelo mesmo argumento usado para cadeia

Linear, fazerE0 ≡ 0.
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Subespaço invarianter= 1. Este subespaço é formado porN vetores da forma

|nα〉 = S−nα |F〉, 1≤ n≤ 2N
3

, α = A,B1,B2. (4.33)

Para diagonalizar o operadorH neste subespaço, podemos explorar uma de suas simetrias,

a saber, a permutação entre os sítiosB1 e B2 de uma mesma célula unitária. Um operador

fica precisamente definido quando sua ação sobre todos os vetores de uma base é conhecida.

Portanto, definimos o operadorP como:

P|i,A〉 = |i,A〉, i = 1,3,5,7, . . . ,
2N
3

−1, (4.34)

P|i,B1〉 = |i,B2〉, i = 2,4,6,8, . . . ,
2N
3

, (4.35)

P|i,B2〉 = |i,B1〉, i = 2,4,6,8, . . . ,
2N
3

. (4.36)

Podemos mostrar queP comuta comH pelo cálculo explícito do operador[H ,P] sobre

todos os vetores da base. Das equações (4.34)-(4.36) segue queP2 = 1 e, portanto, os autoval-

ores deP são+1 e−1. Os autovetores deP associados ao autovalor+1, vetores de paridade

par, são dados por

P+ = {σn|F〉 ; n = 1,2,3,4, . . . ,2N/3}, (4.37)

onde

σn =





S−nA, n ímpar,

S−nB1
+S−nB2√
2

, n par.

(4.38)

Enquanto que os autovetores deP associados ao autovalor−1, vetores de paridade ímpar, são

dados por

P− = {ρn|F〉 ; n = 2,4,6,8, . . .,2N/3}, (4.39)

onde

ρn =
S−nB1

−S−nB2√
2

. (4.40)
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Note que devido a esta simetria adicional, o subespaço invarianter = 1 é particionado em

dois subespaços invariantes menores, a saber,P+ e P−. Nosso objetivo agora é diagonalizar

H em cada um destes subespaços separadamente.

Diagonalização deH em P+. A ação deH sobre um vetor arbitrário deP+,

|n〉 ≡ σn|F〉,

é mostrada abaixo:

H |n〉 =






(E0−2∆)|n〉+ J√
2
(|n+1〉+ |n−1〉), n ímpar,

(E0−∆)|n〉+ J√
2
(|n+1〉+ |n−1〉), n par.

(4.41)

Um autovetor deH é escrito como combinação linear dos vetores deP+:

|ψ〉 =
2N/3

∑
n=1

a(n)|n〉, (4.42)

e obedece a equação de autovalor

H |E〉 = E|E〉. (4.43)

Inserindo (4.42) em (4.43) e fazendo uso da equação (4.41), obtemos, após algumas manipu-

lações, as expressões:

J√
2
[a(n−1)+a(n+1)]+(E0−∆)a(n) = Ea(n), n par, (4.44)

J√
2
[a(n−1)+a(n+1)]+(E0−2∆)a(n) = Ea(n), n ímpar. (4.45)

Para resolver o conjunto de equações acima, no caso isotrópico (∆ = J) sugerimos oansatz

a(n) =





Aeikn/2, n par,

Beikn/2, n ímpar,
(4.46)
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que inserido nos coeficientes daquelas equações fornece duas soluções:

E−E0 = −
3J∓J

√
9−8sin2(k/2)

2
, (4.47)

que são os dois modos dispersivos, ilustrados na Fig. (4.5),sendo o de menor energia o modo de

Goldstone. Impondo condições de contorno periódicas,a(n+2N/3) ≡ a(n), obtemoseikN/3 =

1. Consequentemente, os valores permitidos parak são os seguintes:

k =
2πm
Nc

, m= 0,1,2, . . . ,Nc−1, (4.48)

ondeNc é o número de células, ou seja,N = 3Nc.

Diagonalização deH em P−. A ação deH sobre um vetor arbitrário deP−,

|n〉 = ρn|F〉, (4.49)

é dada por

H |n〉 = (E0−∆)|n〉. (4.50)

Isto prova que cada um dos vetores deP− é um autovetor deH com autovalor

E−E0 = −∆. (4.51)

Esta é a energia do modo localizado, associado ao estado singleto, que possui paridade ímpar.

Este modo é relacionado à topologia da cadeia.

Subespaço invarianter= 2. Este subespaço é formado porN(N−1)/2 vetores da forma

| jα, lβ 〉 = S−jαS−lβ |F〉; j ≤ l ; α,β = A,B1,B2. (4.52)

Podemos escrever todos os vetores deste subespaço fazendo uso dos operadoresσn eρn definidos,
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Figura 4.5: Espectro de energia dos estados de um e dois mágnons na cadeiaAB2 isotrópica

com 60 sítios (Nc = 20). As linhas indicam soluções analíticas paraM = 1. Os círculos são

resultados numéricos: verde paraM = 1 e preto paraM = 2.

respectivamente, pelas equações (4.38) e (4.40). O conjunto dos vetores de paridade par é

P+ = P+
σσ ∪P+

ρρ , (4.53)

onde

P+
σσ = {σ jσl |F〉 ; 1≤ j ≤ l ≤ 2N

3
e j = l ⇒ j é par}, (4.54)

P+
ρρ = {ρ jρl |F〉 | 1≤ j < l ≤ 2N

3
; j, l par}. (4.55)

O conjunto dos vetores de paridade ímpar é

P− = {ρ jσl |F〉 ; j par, j 6= l}. (4.56)
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É fácil mostrar que o número de elementos de cada conjunto é

n(P+
σσ) =

2N2

9
, n(P+

ρρ) =
N(N−3)

18
, n(P−) =

N(2N−3)

9
;

como esperado, esta soma coincide com a dimensão do subespaço invarianter = 2:

n(P+
σσ)+n(P+

ρρ)+n(P−) =
N(N−1)

2
.

Diagonalização deH emP+. Cada um dos vetores deP+
ρρ é um autovetor deH associado

ao autovalorE0−2∆:

H | j, l〉 = (E0−2∆)| j, l〉.

Isto simplifica a diagonalização deH emP+, pois reduz este problema àquele de diagonalizar

H emP+
σσ . A ação deH sobre cada um dos vetores deP+

σσ pode ser calculada considerando

a topologia da cadeia para diferenciar os casos em que osflips estão em sítios vizinhos ou em

sítios afastados. Após uma longa álgebra, obtemos um conjunto com 6 equações distintas:

Ea( j, j) =
J√
2
[a( j, j +1)+a( j −1, j)]+(E0−2∆)a( j, j), j (par); (4.57)

Ea( j, j +1) =
J√
2
[a( j −1, j +1)+a( j, j)+a( j, j +2)]+(E0−2∆)a( j, j +1), j (par);

(4.58)

Ea( j, j +1) =
J√
2
[a( j −1, j +1)+a( j +1, j +1)+a( j, j +2)]+(E0−2∆)a( j, j +1),

j (ímpar); (4.59)
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Ea( j, l) =
J√
2
[a( j +1, l)+a( j −1, l)+a( j, l +1)+a( j, l −1)]+(E0−4∆)a( j, l),

l > j +1; j, l (ímpar); (4.60)

Ea( j, l) =
J√
2
[a( j +1, l)+a( j −1, l)+a( j, l +1)+a( j, l −1)]+(E0−2∆)a( j, l),

l > j +1; j, l (par); (4.61)

Ea( j, l) =
J√
2
[a( j +1, l)+a( j −1, l)+a( j, l +1)+a( j, l −1)]+(E0−3∆)a( j, l),

l > j +1; j(par), l(ímpar); j(ímpar), l(par). (4.62)

Vamos resolver o conjunto de equações (4.57)-(4.62) usandoo ansatz:

a( j, l) =





A1ei(k1 j+k2l)/2+A2ei(k2 j+k1l)/2; j, l(par),

A3ei(k1 j+k2l)/2+A4ei(k2 j+k1l)/2; j, l(ímpar),

A5ei(k1 j+k2l)/2+A6ei(k2 j+k1l)/2; j(par), l(ímpar),

A7ei(k1 j+k2l)/2+A8ei(k2 j+k1l)/2; j(ímpar), l(par).

(4.63)

Substituindo (4.63) nas equações (4.57)- (4.62) obtemos, após algumas manipulações, um novo

sistema, com apenas duas variáveis,A1 e A3:





[(E−E0 +2∆)(E−E0+3∆)−2J2(cos2(k1
2 )+cos2(k2

2 ))]A1−4J2cos(k1
2 )cos(k2

2 )A3 = 0;

−4J2cos(k1
2 )cos(k2

2 )A1+[(E−E0 +4∆)(E−E0 +3∆)−2J2(cos2(k1
2 )+cos2(k2

2 ))]A3 = 0.

(4.64)

O mesmo sistema é obtido relacionandoA2 e A4. Para que exista solução não-nula o deter-

minante desse sistema deve ser nulo. Para o caso∆ = J, a energia deve obedecer a seguinte
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equação de quarto grau:

(E−E0)
4−12J(E−E0)

3+(53−4cos2(k1/2)−4cos2(k2/2))J2(E−E0)
2

−6J3(17−4cos2(k1/2)−4cos2(k2/2))(E−E0)

+4J4(18−9cos2(k1/2)−9cos2(k2/2)−2cos2(k1/2)cos2(k2/2)+cos4(k1/2)+cos4(k2/2) = 0.

(4.65)

A solução de (4.65) é

E−E0 = −J(z+3), (4.66)

onde

z2 =
1+4cos2(k1/2)+4cos2(k2/2)±

√
1+8(cos2(k1/2)+cos2(k2/2)+64cos2(k1/2)cos2(k2/2)

2
.

(4.67)

As condições de contorno garantem que

ei(k1+k2)Nc = 1. (4.68)

Então,

k1 +k2 =
2mπ
Nc

, m= 0,1,2, . . . ,Nc−1. (4.69)

Resta, então, encontrar como os efeitos da interação dos mágnons modificamk1 ek2.

Podemos investigar a energia de duas ondas de spin não interagentes na mesma cadeia, a

fim de compará-la com o resultado numérico (ilustrado na Fig.4.5) e investigar os efeitos da

interação entre os mágnons. Com este propósito, combinamosduas a duas as equações que

descrevem os três modos de energia para um mágnon, (4.47) e (4.51), paraJ = −1 e obtemos:
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Figura 4.6: Relação de dispersão para dois mágnons livres com vetores de onda distintos, na

cadeiaAB2 isotrópica com 60 sítios.

E++ = (1.5+0.5
√

5+4cosk1)+(1.5+0.5
√

5+4cosk2), (4.70)

E+− = (1.5+0.5
√

5+4cosk1)+(1.5−0.5
√

5+4cosk2), (4.71)

E−− = (1.5−0.5
√

5+4cosk1)+(1.5−0.5
√

5+4cosk2), (4.72)

E+1 = (1.5+0.5
√

5+4cosk1)+1, (4.73)

E−1 = (1.5−0.5
√

5+4cosk1)+1, (4.74)

E11 = 1+1. (4.75)

Nas relações acimak1 = mπ/Nc ek2 = nπ/Nc, ondemen são inteiros distintos. Essas energias

estão ilustradas na Fig. 4.6, que representa o espectro paraduas ondas de spin não interagentes,

calculado analiticamente, na cadeiaAB2 no modelo de Heisenberg isotrópico com 60 sítios.

Estes mágnons podem ser tratados como bósons de núcleo duro.

A Fig. 4.7 compara o espectro de energia analítico para dois mágnons livres com o resultado

numérico para dois mágnons interagentes. É possível perceber a existência de autovalores de

energia que só existem no caso interagente. Provavelmente esses pontos representam estados

ligados, e serão analisados, mais adiante, à luz da função decorrelação de spins. O sistema
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Figura 4.7: Comparação entre as auto-energias de dois mágnons livres (em laranja) e de dois

mágnons interagentes (em preto).

de equações (4.57)-(4.62) torna-se mais simples para o caso∆ = 0. Por isso decidimos utilizar

o Bethe-ansatzno modelo XY, ainda que o seu estado fundamental não seja ferromagnético.

Sendo assim, no subespaçor = 0 obtemos

H |F〉 = 0|F〉 ⇒ E0 = 0. (4.76)

No entanto, esta não é a menor energia do sistema. No subespaço r = 1 temos que os três

modos de energias, exibidos na Fig. 4.8 são dados por

Eflat = 0, (4.77)

E+ = +
√

2Jcos(k/2), (4.78)

E− = −
√

2Jcos(k/2). (4.79)

No subespaçor = 2, utilizamos oansatz(4.63) para resolver o sistema (4.57)-(4.62), e obtemos

E =
√

2(cos(k1/2)+cos(k2/2)). (4.80)
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Figura 4.8: Relação de dispersão para um e dois mágnons na cadeiaAB2 no modelo XY,N = 60.

A linha e os círculos verdes representam o resultado analítico e numérico, respectivamente

paraM = 1; os círculos verdes são os resultados numéricos paraM = 2, Definimos o zero da

energia como a energia do estado ferromagnético, embora este não seja o estado fundamental

do sistema.

4.2 Correlações

A fim de encontrar evidências de um estado ligado de dois mágnons na cadeiaAB2, no

modelo de Heisenberg isotrópico, comparamos a função de correlação de dois mágnons nesta

cadeia com a da cadeia Linear, que, de fato, apresenta um estado ligado, como discutido an-

teriormente. Utilizando o algoritmo de Lanczos, calculamos a função de correlação entre as

componentes longitudinais dos spins das células para dois mágnons:

Γ(r) =< (
1
2
−Sz

i )(
1
2
−Sz

i+r) > . (4.81)

Em uma cadeia com 60 sítios, existem 30 modos de energia acessíveis para cadak (k =

k1 +k2). Calculamos, inicialmente, as correlações em apenas doisdesses modos: o de menor
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Figura 4.9: Função de correlação longitudinal de spinΓ(r) na cadeia Linear isotrópica com

60 sítios e dois mágnons. (a) Comportamento deΓ(r) calculado para o estado ligado, ajus-

tado por uma função exponencial do tipoe−r/ξ . No detalhe: variação do comprimento de

correlaçãoξ em função do vetor de ondak para os dois tamanhos de cadeia indicados. (b)

Comportamento deΓ(r) calculado para o estado ligado representado em um sistema deco-

ordenadas log-normal. (c) FunçãoΓ(r) calculada para o primeiro estado do contínuo, note o

comportamento ondulatório noinset.

energia e o seguinte. Na cadeia Linear, o de menor energia é o estado ligado, enquanto que

o estado com a segunda menor energia faz parte do contínuo. Verificamos que a funçãoΓ,

calculada para o estado ligado, pode ser ajustada por uma equação do tipo

Γ ∼ e−r/ξ , (4.82)

onde o comprimento de correlaçãoξ varia com o vetor de ondak. Este comportamento está

ilustrado na Fig. 4.9(a) para todos os valores acessíveis dek = 2nπ/N com n inteiro. No

detalhe, exibimos o comportamentoξ em função do vetor de onda para dois tamanhos de

cadeia:N = 60 eN = 54. A fim de explicitar o comportamento exponencial da funçãoΓ(r),

na Fig. 4.9(b) esta função está representada em um sistema decoordenadas log-normal. Note

que para pequenos comprimentos de onda (k grande) as funçãos são representadas por retas;

para grandes comprimentos de onda os efeitos de tamanho finito aparecem. Por outro lado,

para o segundo estado de menor energia, o comportamento da funçãoΓ é, predominantemente,

senoidal. A Fig. 4.9(c) mostra a correlação entre os mágnonsnesse estado; o detalhe é uma
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ampliação da figura original que evidencia o comportamento ondulatório. Ou seja, a função

de correlação fornece informação sobre a natureza das excitações de dois mágnons: estados

ligados ou de espalhamento.

É possível fazer uma análise similar para a cadeiaAB2 de Heisenberg isotrópica. O resul-

tado é qualitativamente igual para as duas cadeias. A funçãoΓ para dois mágnons na cadeia

AB2 no estado de menor energia pode ser ajustada por uma curva do tipo (4.82). Este decai-

mento exponencial da função de correlação está ilustrado naFig. 4.10(a); e o detalhe da figura

mostra a dependência do comprimento de correlaçãoξ com o vetor de ondak. Para esta cadeia

k = k1 + k2 = 2nπ/Nc, onden é um inteiro eNc é o número de células. Na Fig. 4.10(b) a

funçãoΓ(r) está representada em um sistema de coordenadas log-normal.Note que, ao passo

que diminuimos os comprimentos de onda, as curvas se aproximam de retas, assim como na

cadeia Linear. Além disso, a Fig. 4.10(c) exibe o comportamento deΓ para o estado com a

segunda menor energia, o qual apresenta caráter ondulatório dependente dek.

Analisamos também a função de correlação para dois mágnons na cadeia Linear no modelo

XY, onde não há estados ligados. A funçãoΓ está ilustrada na Fig. 4.11 para os dois primeiros

estados e, de fato, possui um comportamento ondulatório queindepende do valor dek. No

caso em que os mágnons não interagem, podemos escrever a função de onda do estado de dois

mágnons como:

ψk(x1,x2) =
1√
2N

(ei(k1x1+k2x2)−ei(k1x2+k2x1))ε(x1,x2), (4.83)

ondeε(x1,x2) = 1 eε(x2,x1) = −1. E a função de correlação é

Γ(r) = 2|ψk(x,x+ r)|2 =
2

N2 −
2

N2(cos(k1−k2)r), (4.84)

ondek1−k2 = 2nπ/N, comn inteiro. Podemos reescrever (4.84) como

Γ(r) =
4

N2 sin2(
nπr
N

). (4.85)
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Figura 4.10: Função de correlação longitudinal de spinΓ(r) na cadeiaAB2 isotrópica com 60

sítios e dois mágnons. (a) FunçãoΓ(r) calculada no modo de menor energia, que pode ser

ajustada porΓ ∼ e−r/ξ . (b) FunçãoΓ(r) calculada no modo de menor energia e representada

no gráfico log-linear. (c) Comportamento ondulatório deΓ(r) para o modo com a segunda

menor energia.

Para o modo de menor energia, temos

n = 1, se k= mπ/N, com m par;

n = 2, se k= mπ/N, com m ímpar;

ou seja, no modo de menor energia os mágnons estão próximos, mesmo não se tratando de um

estado ligado. Para o segundo modo, temos

n = 3, se k= mπ/N, com m par;

n = 4, se k= mπ/N, com m ímpar;

e assim sucessivamente para todos os modos. Para a cadeiaAB2 no modelo XY o resultado é

semelhante e está sendo calculado.
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Figura 4.11: Comportamento ondulatório da função de correlação de spinΓ(r) na cadeia Linear

XY com 60 sítios e dois mágnons com vetor de ondak = k1 + k2 = 2mπ/N. Os círculos são

resultados numérico, e as linhas são as curvas analíticas. (a) Γ(r) para o estado de menor

energia, a linha azul (verde) representa todos os vetoresk = 2mπ/N comm par (ímpar) e com

k1− k2 = 2π/N (k1− k2 = 4π/N). (b) Γ(r) para o segundo estado, a linha preta (vermelha)

representa todos os vetoresk = 2mπ/N comm par (ímpar) e comk1−k2 = 6π/N (k1−k2 =

8π/N).
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4.3 CadeiaABC

Seja um cristal comN elétrons distribuídos emNc células, com três sítios cada, de uma

cadeia com topologiaABC. O hamiltoniano de Heisenberg isotrópico (2.1) com interação entre

primeiros vizinhos pode ser escrito como

H =
Nc

∑
l=1

[Sz
B,l(∆cS

z
C,l +∆a(S

z
A,l +Sz

A,l−1)) +
1
2
(S+

B,l(JcS
−
C,l +Ja(S

−
A,l +S−A,l−1)))

+
1
2
(S−B,l(JcS

+
C,l +Ja(S

+
A,l +S+

A,l−1)))],(4.86)

Trataremos inicialmente o caso isotrópico com acoplamentos ferromagnéticosJa = ∆a < 0 e

Jc = ∆ < 0. O estado fundamental desse sistema pode ser representadopelo vetor

∣∣∣∣∣∣
↑ ↑

↑
↑ ↑

↑
↑ ↑

↑

〉
(4.87)

e possui energiaEo = (Jc + 2Ja)Nc/4. ParaJc = Ja = −1 a energia do estado fundamental

é dada porEo = −N/4, assim como a da cadeia Linear. O estado quântico gerado porum

desvio de spin, ou seja, pela criação de um mágnon no estado fundamental é representado pela

superposição dosN estados que possuem o m-ésimo spin para baixo e todos os outros para

cima. Usando a transformada de Fourier discreta podemos escrever os estados de um mágnon,

associados aos sítiosA, B eC:

|Ak〉 =
1√
N

Nc

∑
m=1

eikm|am〉 (4.88)

|Bk〉 =
1√
N

Nc

∑
m=1

eikm|bm〉 (4.89)

|Ck〉 =
1√
N

Nc

∑
m=1

eikm|cm〉 (4.90)

No espaço recíproco fica mais clara a propagação da onda de spin, onde k é o vetor de onda.

A fim de calcular a energia desse autoestado podemos definir umoperador de translaçãoT, tal
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Figura 4.12: Espectro de energia de um mágnon na cadeiaABC ferromagnética paraJa = 1 e

diferentes valores deJc. A linha cheia representa a solução analítica, obtida paraJc = 2.

queT|am〉 → |am+1〉. Devido à equivalência dos sítios e às condições de contornoperiódicas

do nosso modelo:

T|Ak〉 =
1√
Nc

Nc

∑
m=1

eikmT|am〉 =
1√
N

N

∑
m=1

eikm|am+1〉 = e−ik|Ak〉 (4.91)

Repetindo o processoNc vezes e lembrando que o sítioaNc+1 é equivalente ao sítioa1, temos:

TNc|Ak〉 = e−ikNc|Ak〉 = |Ak〉 ∴ k =
2πn
Nc

, n = 0,1, ...,Nc−1. (4.92)

Note que[H ,T] = 0 e, portanto, as autofunções deT formam um subespaço invariante deH .

Aplicando (4.86) aos vetores (4.88)-(4.90) obtemos a seguinte matriz

Hk =




Ja −Ja
2 (1+e−ik) 0

−Ja
2 (1+eik) Ja+ Jc

2 −Jc
2

0 −Jc
2

Jc
2


 . (4.93)

Na situação especial em queJc = 2Ja o determinante de (4.93) dá uma equação de terceiro
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grau facilmente fatorável, cujos autovalores paraJa = 1 eJc = 2 são

E1(k) = 1, (4.94)

E+(k) =
3+

√
7+2cos(k)

2
, (4.95)

E−(k) =
3−

√
7+2cos(k)

2
, (4.96)

e estão ilustrados na Fig. 4.12. Além disso, nessa figura é possível observar o efeito da variação

do Jc. O primeiro modo é sempre de Goldstone (semgap), e à medida que aumentamosJc a

dispersão desse modo aumenta. Por outro lado, a dispersão dosegundo diminui até tornar-se

não-dispersivo, motivo pelo qual a solução da equação de terceiro grau, quandoJc = 2Ja, torna-

se separável. Além disso, ogapdo terceiro modo também aumenta comJc, enquanto que a sua

dispersão diminui.

Note queE−(k= 0)= 0, ou seja, não hágap, o que indica um modo dispersivo de Goldstone

ligado à quebra de simetria. O segundo modo é do tipoflat, ou seja o mágnon está localizado.

Nesta situação o mágnon tem paridade ímpar, está no estado singleto nos sítiosB eC da mesma

célula e o autovetor associado a esse estado pode ser representado por:

∣∣∣∣∣∣
↑ ↓

↑

〉
(4.97)

É possível calcular numericamente, com o método de Lanczos,a relação de dispersão para

uma e duas ondas de spins para diversos valores de∆a e∆c, comJa = Jc =−1 no hamiltoniano

(4.86). A Fig. 4.13 mostra os casos em que∆a = ∆c = −1 (isotrópico) e∆a = ∆c = 0 (XY).

Por outro lado, quando fazemosJa = Jc = 1 no hamiltoniano (4.86) temos que o estado

fundamental do sistema é ferrimagnético, com os sítiosB para baixo, e os sítiosA e C para

cima. Nessa situação podem ocorrer excitações ferromagnéticas (F), que diminuem o spin total

da cadeia na direçãoz, ou antiferromagnéticas (AF), que aumentam oSz. Na Fig. 4.14 temos

a relação de dispersão dos três modos de energia para essa cadeia, calculados numericamente

utilizando o algoritmo de Lanczos para diferentes tamanhos.
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Figura 4.13: Autovalores da energia de um e dois mágnons na cadeiaABC, paraJa = 1, Jc = 2

eN = 60: (a) no modelo de Heisenberg isotrópico e (b) no modelo XY.
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Figura 4.14: Espectro da energia de um mágnon na cadeiaABCantiferromagnética. Utilizamos

o algoritmo de Lanczos para diferentes números de sítios: (△) N = 18, (�) N = 24, (©)

N = 30. As curvas tracejadas são guias para os olhos. As excitações ferromagnéticas e a

antiferromagnética estão indicadas.



CAPÍTULO 5

Modelo XXZ para a Cadeia AB2

Neste capítulo, apresentaremos um amplo estudo do modelo deHeisenberg com anisotropia

deexchange∆ na cadeiaAB2 e campo externoh na direçãoz. Devido à topologia especial da

célula unitária desta cadeia, o sistema exibe um diagrama defases diferente daquele apresen-

tado para a cadeia Linear (veja Capítulo 2). As curvas de magnetização em função do campo, a

presença de platôs, e as curvas de energia das excitações magnéticas, para diferentes valores de

∆, fornecem informações valiosas sobre o estado fundamentalde cada região e as transições de

fase exibidas pelo sistema. Finalmente, estudaremos as transições quânticas à luz da conden-

sação de mágnons, usando um mapa entre bósons de núcleo duro eférmions, e analisaremos

em detalhe uma singularidade do tipo Kosterlitz-Thouless.O diagrama de fases obtido está

ilustrado na Fig. 5.1 e é semelhante ao da cadeia de spin misto(1/2,1) anisotrópica, estudada

por Sakai e Yamamoto [36] [veja Fig. 5.2].

A fim de tratarmos o modelo XXZ na cadeiaAB2, com N sítios, podemos reescrever o

hamiltoniano (2.29) de Heisenberg na forma:

H =
Nc

∑
n=1

[∆Sz
A,n(S

z
B1,n

+Sz
B2,n

+Sz
B1,n−1+Sz

B2,n−1)+
J
2
(S+

A,n(S
−
B1,n

+Sz
B2,n−1 +S−B1,n−1 +S−B2,n−1)

+S−A,n(S
+
B1,n

+Sz
B2,n

+S+
B1,n−1 +S+

B2,n−1))−h(Sz
A,n+Sz

B1,n
+Sz

B2,n
).

(5.1)

ondeNc é o número de células unitárias,J ≡ 1 e h ≥ 0 ao longo deste capítulo. A seguir

discutiremos, em detalhe, o diagrama anisotropiaversuscampo magnético, ilustrado na Fig.

5.1.

54
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Figura 5.1: Diagrama de fases da cadeiaAB2 de Heisenberg com acoplamento antiferromag-

nético e anisotropia deexchange∆ na presença de campo magnético. Para∆ > 1 eh < hc2, o

estado fundamental é ferrimagnético e apresenta platô na curva de magnetização por sítio,mz,

em 1/6. Para∆ < 1 temos que o estado fundamental é ferromagnético. Na região−1 < ∆ < 1

há competição entre∆ e J. O círculo rosa indica uma transição de Kosterlitz-Thouless. A

fase entrehc1 e hc2 é um líquido quântico de spin e pode ser tratada pela teoria delíquido de

Luttinger. Foi utilizado o algoritmo de Lanczos para cadeias com até 30 sítios; e nas regiões

próximas à transição de Kosterlitz-Thouless utilizamos o DMRG para até 724 sítios.
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Figura 5.2: Diagrama de fases da cadeia de spin misto (1/2,1)anisotrópica. Sakai e Yamamoto

detectaram a transição de Kosterlitz-Thouless e obtiveramatravés de teoria de escala para

tamanhos finitos que a anisotropia crítica na qual ocore a transição éαc = −0.41±0.01. E

utilizando grupo de renormalização fenomenológico estimaram um limite inferior para a tran-

sição emαc = −0.57. A figura foi reproduzida da Ref. [36].

5.1 Diagrama de Fases

O diagrama de fases na Fig. 5.1 retrata o comportamento destacadeia para a região de

parâmetros indicada. Para∆ = 1 temos o modelo de Heisenberg isotrópico, no limite∆ → ∞

temos o modelo de Ising, enquanto que parah = ∆ = 0, o modelo XY. A região acima da linha

azul,h > hc1, e a região conexa definida por∆ ≤ −1 eh≥ 0 representam uma fase ferromag-

nética saturada. A cadeia apresenta todos os spins para cima, e portanto, sua magnetização, na

direçãoz, é constante:mz = 1/2 por sítio. Esta fase possuigapde spin, pois, para criarmos um

mágnon neste estado é necessária uma energia não-nula. No entanto, próximo à transição de

fase, ogapdiminui, e é nulo ao longo da curvahc1. A equação que definehc1 em função de∆

será obtida abaixo [veja Eq. 5.7], considerando qual o valorde campo que anula ogapentre as

energias do estado ferromagnético e do estado comN−1 spins para cima e um para baixo.

O hamiltoniano (5.1) com o termo de Zeeman é escrito como

H (h,Sz) = H (0,Sz)−hSz. (5.2)
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Como o eixo de quantizaçãoz é o mesmo na presença e na ausência do campoh, os dois

hamiltoninanos apresentam auto-estados comuns. As auto-energiasE(h,Sz) do hamiltoniano

acima podem ser calculadas a partir das energiasE(0,Sz) para todos os valores possíveis deSz:

E(h,Sz) = E(0,Sz)−hSz. (5.3)

Temos então quehc1 é dado por

∆E(hc1,∆Sz) = ∆E(0,∆Sz)−hc1∆Sz = 0, (5.4)

onde∆Sz = (Sz
max−1)− (Sz

max).

Utilizando um procedimento similar ao que usamos para a cadeia ABCno Capítulo 4, obte-

mos a matriz do hamiltoniano para o estado comSz
max−1 :

Hk =




−2∆ 1
2(1+e−ik) 1

2(1+e−ik)

1
2(1+eik) −∆ 0

1
2(1+eik) 0 −∆


 . (5.5)

Diagonalizando esta matriz obtemos três modos de energia, mas só estamos interessados no

modo cujogapse anula na presença do campo:

∆E(0,∆Sz) = E(0,Sz
max−1)−E(0,Sz

max) = −3∆
2

− 1
2

√
∆2+4(1+cos(k)). (5.6)

Finalmente, substituindo o resultado acima parak = 0 em (5.4), obtemos:

hc1 =
3∆
2

+
1
2

√
∆2 +8. (5.7)

O fato de existirhc1 para todo∆ > −1, garante a existência de uma fase ferromagnética para

todos os valores de anisotropia. De tal maneira que o método do Bethe-ansatz, utilizado no

Capítulo 4 para calcular a energia das ondas de spin partindode um estado ferromagnético, é

válido para qualquer∆ eh≥ hc1.
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Ao longo da linhah = 0, a Eq. (5.6) fornece, parak = 0 e∆ ≤ −1, a variação dogapem

função da anisotropia. Como esperado, a diferença na energia é nula no ponto isotrópico (per-

tencente à curvahc1). A Fig. 5.3(a) apresenta o modo menos energético da relaçãode dispersão

de uma onda de spin, para diferentes valores de anisotropia;o detalhe exibe o comportamento

do gap, dado por:E(0) = −1.5∆−0.5
√

8+∆2. Uma vez que a energia para criar um mágnon

é diferente de zero, dizemos que a fase é “massiva”, ao contrário do que é dito na Ref. [36].
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Figura 5.3: Relação de dispersão de um mágnon a campo nulo para diferentes valores de

anisotropia, obtidos com Lanczos para diferentes números de sítios: (△) N = 18, (�) N = 24,

(©) N = 30. (a)∆ ≤ −1 e no detalhe resultados numéricos (círculos) e analítico (linha) o

comportamento dogapdado por:E(0) = −1.5∆−0.5
√

8+∆2. A região é portanto massiva

e torna-se sem massa apenas em∆ = −1; (b) ∆ ≥ 1 no detalhe resultados numéricos para o

comportamento dogap, a linha tracejada é guia para os olhos.

A região definida por∆ ≥ 1 e h ≤ hc2 apresenta estado fundamental ferrimagnético, com

mz = 1/6 por sítio, fase Ising para∆ > 1. Além disso, esta região possuigapque se anula no

ponto isotrópico∆ = 1. A Fig. 5.3(b) exibe o primeiro modo das excitações de mágnons para

h = 0 e∆ ≥ 1; o detalhe exibe o comportamento dogap. Além disso, na Fig. 5.4 estão repre-

sentados os três modos de excitação de uma onda de spin nesta região. É importante perceber

o cruzamento do primeiro modo com oflat, que ocorre por razões de simetria: o modoflat está

associado a uma simetria de paridade ímpar, na qual oflip de spin está localizado em sítiosB
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Figura 5.4: Relação de dispersão da cadeiaAB2 isotrópica com acoplamento antiferromag-

nético. Note que estão presentes os três modos, sendo dois ferromagnéticos (o modo de Gold-

stone e o modoflat) e um antiferromagnético (dispersivo e comgap).

de uma mesma célula (os spins desses sítiosB se encontram em um estado singleto), enquanto

o modo de Goldstone está associado ao estado tripleto de paridade par. Analogamente ao que

vimos no Capítulo 4 para a cadeiaABC, o dois primeiros modos são do tipo ferromagnético,

isto é, diminuem o spin total na direçãoz, enquanto o terceiro modo, que é dispersivo e com

gap, é antiferromagnético (aumenta o spin total do estado fundamental na direçãoz) e ocorre

predominantemente nos sítiosA.

Na linha−1 ≤ ∆ ≤ 1 a cadeia é crítica [30], ou seja, semgap para energia da primeira

excitação magnética (mágnons ditos sem massa). Usando teoria de escala de tamanho finito e

invariância conforme [30] foi verificado que esta fase apresenta comportamento crítico Gaus-

siano universal, com carga centralc= 1. A região compreendida entrehc1 ehc2, ouhc3 eh= 0,

representa uma fase líquido quântico de spin, e pode ser tratada pela teoria de líquido de Lut-

tinger [61, 63]. Nesta região, ocorre condensação de mágnons e a densidade de momento

magnético varia. A fase é dita compressível e incomensurável.

Na fase tipo Ising-antiferromagnético, região com∆ → ∞, encontramos a assíntota das

curvashc1 e hc2, a partir da hipótese, não validadaa posteriori, de que existe um valor de∆

para o qual temoshc1 = hc2. Para um campoh = hc1 os spins estão alinhados e a energia do
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Figura 5.5: Comportamento assintótico das curvashc1 ehc2.

sistema é

EFerro = Nc∆− 3Nchc1

2
. (5.8)

Enquanto que parah = hc2 os spins estão antiparalelos (fase de Lieb) e, portanto, a energia do

sistema é

EFerri = −Nc∆− Nchc2

2
. (5.9)

Se existe um ponto em que as curvashc1 ehc2 se interceptam, então,hc1 = hc2 eEFerro = EFerri.

Utilizando (5.8) e (5.9) temos:

Nc∆− 3Nchc1

2
= −Nc∆− Nchc1

2
⇒ hc1 = 2∆. (5.10)

Substituindo o resultado acima em (5.7), verificamos que nãoexiste valor de anisotropia tal que

hc1 = 2∆, e também que lim∆→∞ hc1 → 2∆. Portanto, as curvashc1 e hc2 assintotamh = 2∆,

como podemos ver na Fig. 5.5; e no limite de∆ >> 1 recaímos no modelo de Ising, como

esperado.
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5.2 Magnetização em Função do Campo Magnético

Seja uma cadeia composta porNc células unitárias,s o spin de cada sítio,ν o número de

sítios por célula (não necessariamente a célula unitária inicial) e m a magnetização por sítio.

Oshikawaet al. [73] demonstraram que um platô pode aparecer na curvam(h) para o modelo

de Heisenberg no limite termodinâmico se

ν(s−m) = inteiro. (5.11)

Nas cadeiasAB2 e ABC, s = 1/2 e ν = 3 e, portanto, é possível a existência de platôs em

m= 1/6 em= 1/2 (saturação), que são, de fato, verificados. Portanto, o sistema não quebra

espontaneamente a invariância de translação, pois não exibe um estado fundamental de maior

periodicidade queν = Nc
N = 3.

Os limites dos platôs são pontos críticos que separam fases incompressíveis e comgapde

fases compressíveis sem gap [44]. As curvashc1,hc2 e hc3, mostradas na Fig. 5.1, representam

essa transição do tipo comensurável-incomensurável [74].Para cadeias de spin 1, Affleck [45]

notou que esse tipo de transição é semelhante à que ocorre em sistemas de bósons interagentes,

o que foi estendido posteriormente para sistemas escada de spin 1/2 [43]. Nessa analogia trata-

mos o campo magnético e o momento magnético, respectivamente, como o potencial químico

e o número de partículas:n ↔ m e µ ↔ h. Isto fica claro se compararmos as relações de

compressibilidadeκ :

n2κ =
∂n
∂ µ

, (5.12)

e de susceptibilidade magnéticaχ :

χ =
∂m
∂h

. (5.13)

Em termos da energia do estado fundamental temos:

1
χ

=
∂ 2ε
∂m2 ,

1
n2κ

=
∂ 2ε
∂n2 . (5.14)

No nosso sistema os objetos que se condensam são os mágnons, as quase-partículas de spin
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Figura 5.6: Curva da magnetização em função do campo para∆ = 0.00 e−0.375, eNc =

33,49,67,83 e 133. No detalhe, o tamanho dos degraus próximo àmz = 1/6 (destacada pela

elipse) em função demz, para∆ = −0.375 eNc = 133. Ainda há diferença entre o platô e os

demais degraus, o que evidencia a presença da fase ferrimagnética.

∆Sz = ±1, que serão estudadas com mais detalhe posteriormente. A idéia de condensação de

mágnons é aplicada próximo a platôs de magnetização “inteiros” [73], ou seja, o spin por célula

unitária difere do seu valor máximo por um inteiro. A teoria de campo que descreve bósons

próximos à condensação de Bose é igualmente aplicável às regiões próximas ahc1, hc2 e hc3

[75]. Os parâmetros que governam a lei de potência exibida pelas funções de correlação de

spin podem ser obtidos pela teoria do líquido de Luttinger [61].

Em sistemas de tamanho finito a curvamz(h) é do tipo degrau, e o campo em que cada

degrau começa e termina são, respectivamente, dados por:

h−(N,Sz) = E(N,Sz)−E(N,Sz−1), (5.15)

h+(N,Sz) = E(N,Sz+1)−E(N,Sz). (5.16)

Para fases críticas (ou sem ordem de longo alcance) o tamanhodo degrau se anula paraN → ∞.
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Temos queh±(N,Sz) convergem para o mesmo valor, tal que:

h±(N,Sz) ∼ h(mz)±
πνsK

N
, (5.17)

ondeνs é a velocidade do som eK é um parâmetro que define o decaimento das funções de

correlação do sistema. Por exemplo, a função de correlação transversal é dada por:

ΓT(r) ≡ 〈S+
i S−i+r〉 ∼ r−K. (5.18)

A função de correlação é um parâmetro importante para sistemas críticos e será utilizada na

próxima seção para encontrarmos a transição de Kosterlitz-Thouless.

Em regiões com ordem de longo alcance,h±(N,Sz) diferem no limite termodinâmico.

Logo, o sitema exibe um platô finito paraN → ∞, cujo tamanho é dado pelogapna energia:

h+(N,Sz)−h−(N,Sz) = E(N,Sz+1)−E(N,Sz−1). (5.19)

Portanto, os tamanhos do platô de Lieb (mz = 1/6), para um dadoN, nas regiões−1≤ ∆ ≤ 1

e ∆ ≥ 1 são, respectivamente:

∆1/6(N) = hc2(N,Sz)−hc3(N,Sz), (5.20)

∆1/6(N) = hc2(N,Sz). (5.21)

Em geral, calculamos∆1/6 para diferentes tamanhos de cadeia e fazemos uma extrapolação para

N → ∞. A Fig. 5.6(a) mostra a curva de magnetização na forma de degrau, para∆ = −0.375 e

∆ = 0, obtida com DMRG. Note que, mesmo para cadeias grandes, nãoé possível diferenciar

platôs finitos de degraus para∆ = −0.375. Isto ocorre porque essa região está próxima àquela

em que o platômz = 1/6 deixa de existir, como veremos mais adiante.

A Fig. 5.7 mostra a curva de magnetização para∆ = 1.0,1.5,2.0,3.0 obtida com Lanczos.

Nas regiões sem platô, que representa a fase líquido de spin,traçamos a magnetização através

dos pontos médios dos degraus. No ponto isotrópico, o platômz = 1/6 existe para 0≤ h .
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Figura 5.7: A fase de Lieb apresenta platô na curva de magnetização quandomz = 1/6 por

sítio. Em seguida, passa por uma fase líquido quântico de spin até atingir a fase ferromagnética

ondemz = 1/2.

1.759. Para valores maiores de∆, o tamanho do platô aumenta e a diferençahc1−hc2 diminui.

Na região−1 ≤ ∆ ≤ 1 temos dois tipos de comportamento distintos para a curva demag-

netização. Esta mudança no comportamento ocorre para um valor crítico da anisotropia∆c e o

estudo deste ponto trará novas informações sobre a física doproblema. A Fig. 5.8(a) mostra o

comportamento da magnetização na região−1≤ ∆≤ ∆c. Partindo deh= 0 (mz = 0) a magneti-

zação cresce linearmente com o campo, até bem próximo ao platô mz = 1/2. A susceptibilidade

é constanteχ =
1

3(J+∆)
na maior parte da curva; entretanto limh→hc1 χ → ∞. Para∆c ≤ ∆ ≤ 1

a curva da magnetização, mostrada na Fig. 5.8(b), cresce linearmente para pequenos valores de

h, atinge um platô emmz = 1/6 e em seguida volta a crescer até o platô de saturaçãomz = 1/2.

Inicialmente poderíamos pensar que essa mudança ocorre em∆c = 0, assim para valores

positivos de anisotropia o comportamento ferrimagnético teria maior influência sobre o sistema,

enquanto para valores negativos de anisotropia o comportamento ferromagnético prevaleceria.

Entretanto o sistema não possui essa simetria em relação ao eixo das ordenadas, possivelmente

devido à topologia da célula unitária, que tende a permanecer com uma fase ferrimagnética

mesmo para valores de∆ < 0, como comprovaremos na próxima seção.

Abordagem de campo médio para o cálculo da susceptibilidademagnética
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Figura 5.8: (a) Curva de magnetização para a região com−1< ∆ < ∆c. Note que para pequenos

valores de campo temos que a magnetização varia linearmentecomh: M = χh. No detalhe:

a susceptibilidade é ajustada porχ = 1/3(J+∆) (laranja), enquanto a teoria de campo médio

prevêχ = 3/8(J+∆) (rosa); a linha preta foi obtida com DMRG paraN = 250 e∆ = −0.75.

(b) Curva de magnetização para a região com∆c < ∆ < 1; o detalhe exibe a extrapolação de

tamanho do platô de Lieb (mz = 1/6) no limite N → ∞. Os símbolos são resultados obtidos

com Lanczos.

Seja o hamiltoniano de Heisenberg isotrópico na ausência decampo. Supondo que os sítios

B‘s representam um único sítio de spin 1 e que a direção dos spins formam um ânguloθ com

o planox−y, temos:

H = ∑
l

∆Az
l (B

z
l +Bz

l−1)+J Ax
l (B

x
l +Bx

l−1) (5.22)

Na aproximação de campo médio, este hamiltoniano pode ser reescrito como:

H = [2∆ AzBz+2J AxBx]Nc, (5.23)

onde

Az = ssinθ , Ax = −scosθ , Bz = Ssinθ , Bx = Scosθ . (5.24)
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Nessas condições, a energia por célula do sistema é dada por:

E(θ) = 2∆sSsin2 θ −2JsScos2 θ . (5.25)

Paraθ << 1 temos:

E(θ) = 2∆sSθ2−2JsS(1−θ2/2). (5.26)

Considerando a contribuição do campo magnético, chegamos na seguinte relação:

E(h,θ) = 2∆sS(∆+J)θ2−2JsS−h(s+S)θ . (5.27)

O valor deθ que minimiza esta energia é tal que
∂E
∂θ

= 0:

θ =
(s+S)Jh

4sS(∆+J)
. (5.28)

Então, a magnetização por sítio na direçãoz, para o casos= 1/2, S= 1 eJ = 1 é dada por

mz =
(s+S)2Jh

12sS(∆+J)
=

3h
8(1+∆)

. (5.29)

Ou seja, a susceptibilidade por sítio vale:

χ =
3

8(1+∆)
. (5.30)

No detalhe da Fig. 5.8(a) podemos comparar o resultado teórico para a magnetização em função

do campo, dado pela aproximação de campo médio (5.29), com o resultado obtido numerica-

mente com DMRG. Para pequenos valores de campo, a curva numérica pode ser ajustada por

mz =
3

9(1+∆)
h, o que não difere muito de (5.29); a discrepância resulta do efeito de flutuações

e/ou correlações quânticas.
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5.3 Transição de Kosterlitz-Thouless

Figura 5.9: Diagrama de fases, reproduzido da Ref. [74], coma presença de transição de

Kosterlitz-Thouless entre as fases isolante e superfluida.

Nesta seção investigaremos a transição de Kosterlitz-Thouless (ordem infinita), que ocorre

emhc3 = hc2, entre a fase ferrimagnética e líquido de spin, e está destacada em rosa na Fig. 5.1,

no ínicio deste capítulo. Este tipo de transição possui caráter ubíquo, podendo ser encontrada,

por exemplo, entre fases isolante e superfluida, como ilustrado na Fig. 5.9. Seguiremos, de

perto, o protocolo utilizado por Kuhner e colaboradores [74] para determinar o ponto em que

ocorre a transição.

EmT = 0 a transição de Kosterlitz-Thouless é puramente dirigida por flutuações quânticas

e possui ordem infinita. Para valores de anisotropia próximos àquele em que ocorre a transição

∆c, o tamanho do platô (5.20) no limiteN → ∞, definido como∆∞
1/6, é governado por uma

singularidade essencial [76, 74] dada por:

∆∞
1/6 = Aexp(

C√
∆−∆c

), (5.31)

ondeA eC são constantes. Esta é a equação que descreve o formato “pontudo” da fase de Lieb
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Figura 5.10: Comportamento do tamanho do platômz = 1/6, ∆1/6 em função de 1/Nc e extrap-

olação paraNc →∞, para os valores de anisotropia indicados. (b) Produto do número de células

pelo tamanho do platôversusanisotropia. No detalhe comportamento da diferençaδ (∆) entre

o produtoNc∆1/6 paraNc = 265 eNc = 49 em função da anisotropia.

próximo à transição. Em princípio, a singularidade poderiaser encontrada para∆ no qual o

tamanho do platô se anula. Contudo, uma verificação numéricadireta e precisa é muito díficil

[veja Fig. 5.9]. Então, para contornarmos este problema, é necessário estudarmos a lei de

potência da função de correlação de spin, que valeΓT(r) = r−1/4 na transição, e obtermos∆c

associado aK = 1/4.

O tamanho do platô obtido numericamente, para∆ ≥ ∆c, depende da anisotropia e do

número de células. A Fig. 5.10(a) mostra ogap ∆1/6 em função deN−1
c para vários val-

ores de anisotropia, e a extrapolação do valor dogapno limite N → ∞: ∆∞
1/6. Para∆ . −0.25

os dados podem ser ajustados por retas, enquanto nas regiõesmais distantes da singularidade, a

dependência dogapcom o número de células é quadrática. A fim de padronizarmos a extrapo-

lação (linhas tracejada) e obtermos∆∞
1/6, usamos uma equação do tipo:a0+a1(

1
Nc

)+a2(
1
Nc

)2,

ondea0 ≡ ∆∞
1/6.

Quando o sistema tem ordem de longo alcance ou é crítico, tem-se∆∞
1/6 = 0. A Fig. 5.10(b)

exibe o comportamento do produto do número de células, pelo tamanho do platô (não extrap-

olado),Nc∆1/6(Nc) em função da anisotropia∆. No entanto, não foi possível determinarmos,



5.3 TRANSIÇÃO DE KOSTERLITZ-THOULESS 69

1 10 100
r

0.01

0.1

Γ Τ(r
)

N
c
=241

N
c
=121

N
c
=67

Figura 5.11: Função de correlação próximo à transição de Kosterlitz-Thouless paraNc =

67,121 e 241 e diferentes valores de anisotropia no intervalo−0.35≤ ∆ ≤ −0.6; ∆ cresce

de baixo para cima. Para cadeias maiores, o parâmetro de decaimento converge para o valor

em sistemas infinitos.

com precisão, para qual valor de anisotropia as curvas não sesobrepõem. Note que no de-

talhe da Fig. 5.10(b) a diferençaδ (∆) = 265·∆1/6(Nc = 265)−49·∆1/6(Nc = 49) diminui

exponencialmente com a anisotropia.

Para encontrarmos o ponto da transição de Kosterlitz-Thouless optamos por determinar para

qual valor de anisotropia a função de correlação de spin tem expoenteK = 1/4. A Fig. 5.11

exibe o comportamento de lei de potência da função de correlação para diferentes valores de

anisotropia. Para calcularmosΓT(r) com o DMRG, minimizando os efeitos de bordas, fazemos

uma média sobre todos os pares(i, i + r). Ainda assim, parar próximo ao tamanho da cadeia

há uma queda rápida na correlação devido a esses efeitos de borda. Quanto maior o tamanho

da cadeia considerada, maior a região na qual a função de correlação decai algebricamente, e

maior a região na qual a curva da correlação coincide para tamanhos diferentes. Para estimar

o valor deK, nós ajustamos os dados numéricos por uma função do tipo:ar−K, ondea e K

são os parâmetros de ajuste. Devido a efeitos de tamanho finito, o resultado pode depender

do intervalor utilizado para o ajuste. Portanto, precisamos escolher esse intervalo de maneira

a evitar os efeitos de borda, mas que seja grande o suficiente para não incluirmos efeitos da

ordem de curto alcance.
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Figura 5.12: Expoente de LuttingerK, próximo à transição de Kosterlitz-Thouless, em função

da anisotropia∆, calculado nos intervalos der indicados. (a) Comparação dos resultados obti-

dos para diferentes intervalos der na cadeiaAB2 comNc = 241. Note a semelhança do resultado

obtido para 16≤ r ≤ 32 (utilizado por Kuhner e colaboradores [74]) e 1≤ r ≤ 120. (b)K em

função de∆ para um intervalo do tipo 1≤ r ≤ (Nc−1)/2 nos diferentes tamanhos de cadeia

indicados. No detalhe: extrapolação de∆c para o limiteNc → ∞.

A Fig. 5.12(a) mostra os resultados deK em função de∆ para os diferentes intervalos

utilizados por Kuhneret. al [74] (8≤ r ≤ 16, 16≤ r ≤ 32, 32≤ r ≤ 48) e o intervalo 1≤ r ≤
120, cuja curva se aproxima bastante da escolhida por eles (16≤ r ≤ 32). A Fig. 5.12(b) mostra

que o intervalo 1≤ r ≤ (Nc−1)/2 fornece uma função de correlação muito semelhante para os

três tamanhos de cadeias considerados:Nc = 67,121 e 241. Portanto, este foi o intervalo que

escolhemos para ajustar o decaimento. Consideramos que esta escolha do intervalo é a maior

fonte de erro na estimativa de∆c; desta forma vamos traballhar comK = 0.25±0.005, o que

gera um erro de±0.02 em∆c. O detalhe da Fig. 5.12(b) mostra a anisotropia crítica em função

deN−1
c e a extrapolação paraNc → ∞: ∆c = −0.49±0.02. A Fig. 5.13 mostra o decaimento

exponencial do tamanho do platô e, no detalhe, o comportamento linear deln(∆∞
1/6) versus

(∆−0.49)−1/2, característico da transição de Kosterlitz-Thouless.
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Figura 5.13: Comportamento do tamanho do platô extrapoladoem função da anisotropia. O

detalhe exibe o comportamento linear de ln(∆1/6) com(∆−∆c)
−1/2 característico da singula-

ridade de Kosterlitz-Thouless.

5.4 Aproximação de Bósons de Núcleo Duro

O fato de cada sítio possuir spin 1/2 em nosso modelo, garante que é possível fazer uma

única inversão de spin, com∆Sz = ±1, em cada sítio. De tal maneira que os mágnons podem

ser mapeados em um modelo de bósons de núcleo duro. A energia de M bósons de núcleo

duro em 1D, no limite de forte diluição (M
Nc

→ 0), é muito bem aproximada pela energia deM

férmions livres sem spin. Isto ocorre próximo à transição dafase ferrimagnética para a fase de

líquido de spin. Supomos então que cada quase-partícula possui vetor de ondak, de maneira

que os dois mágnons mais energéticos possuamk = ±kF , ondekF é a magnitude do vetor de

Fermi. Com isso, podemos calcular o comportamento da curva de magnetização próximo aos

extremos dos platôs da curva de magnetização [45].

A relação de dispersão de uma onda de spin livre antiferromagnética [28, 77] para∆ = 1 é:

E =
J
2
(1+

√
1+8sin2(k/2))−h. (5.32)
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Figura 5.14: Comportamento da magnetização em função do campo após o platô de Lieb para

∆ = 1. Temoshc2 = 1.759433 em0 = 0.1707989. Noinseto quadrado da magnetização varia

linearmente com o campo.

No limite dek pequeno, a energia deM mágnons é dada por:

E =
∫ kF

−kF

(J+
Jk2

2
−h)

Nc

2π
dk, onde kF =

2πM
2Nc

. (5.33)

Definindo a densidade de mágnons por célula comom≡ M/Nc, obtemos a energia por sítio

ε(m) ≡ E
N

=
m
2

(1−h)+
9m3π2

12
. (5.34)

A densidade de mágnons que minimiza a energia é tal que
∂ε
∂m

= 0, o que implica em

m=

√
2

9π2(h−1). (5.35)

Como se trata de uma aproximação, esperamos que a dependência do tipo raíz quadrada

da magnetização com o campo se mantenha; no entanto, substituiremos(h−1) por (h−hc2),

ondehc2 é o campo crítico em que o platô termina. O valor do campo crítico estimado pela
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onda de spin livre subestima o valor correto dehc2. Além disso, a magnetização,mz, na região

acima do platô é dada pormz = m+m0 ondem é a densidade de mágnons de spin 1 em0 é a

magnetização do estado de Lieb. Levando em conta essas correções, a magnetização em função

do campo é dada por:

mz = m0+

√
2

9π2(h−hc2). (5.36)

Em cadeias com condições de contorno periódicas, ou no limite N → ∞ o platô de Lieb,

de fato, ocorre emm0 = 1/6. Utilizando o DMRG paraNc = 121, obtemosm0 = 0.1707989

e hc2 = 1.759433 que foram substituídos em (5.36) a fim de compararmos acurva obtida nu-

mericamente com a previsão analítica. A Fig. 5.14 exibe grande concordância entre as curvas

próximo à transição. No detalhe,(mz−m0)
2 versus(h−hc2) ratifica a validade da descrição

dos mágnons nessa região através da aproximação de bóson de núcleo duro. A obtenção de

tamanha concordância não é trivial. Por exemplo, Fouet e colaboradores [44] não encontraram

boa concordância entre o resultado numérico e o de aproximação de férmions livres, como

podemos ver na Fig. 5.15(a). Como enfatizado pelos autores,d2m/dh2 é menor que um terço

do esperado analiticamente. Montenegro-Filho e Coutinho-Filho realizaram análise semelhante

[33] para a cadeiaAB2 frustrada no modelo de Heisenberg e a Fig. 5.15(b) exibe o resultado

obtido.

Os resultados com Lanczos paraNc = 10 fornecemhc2 = 1.759174 em0 = 1/6, ou seja,

para uma cadeia dez vezes maior, a mudança no valor do campo emque ocorre a transição está

apenas na quarta casa decimal. O platô obtido com DMRG apresenta um degrau, como aquele

mostrado na Fig. 5.6(b) devido às condições de contorno abertas. Por isso, os dois primeiros

flipsque fazemos no estado de Lieb se localizam nos sítiosA1 eANc+1 (extremidades). Apenas

o terceiroflip se comporta como a primeira onda de spin na cadeia e foi considerado como

M = 1.

Em baixas concentrações de mágnons [44], a magnetização porcélulaSz(r) pode ser tratada

como gerada por mágnons individuais que podem ser considerados bósons de núcleo duro ou

férmions livres com spin∆Sz = 1. Então, tratamos esses mágnons como férmions ideais e



5.4 APROXIMAÇÃO DE BÓSONS DE NÚCLEO DURO 74

(a) (b)

Figura 5.15: Comparação entre as curvas de magnetizaçãoversuscampo magnético obtidas

por aproximação de bósons de núcleo duro com aquelas obtidasnumericamente. (a) Figura

reproduzida da Ref. [44]. (b) Resultado obtido por Montenegro-Filho e Coutinho-Filho para a

cadeiaAB2 frustrada no modelo de Heisenberg.
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Figura 5.16: Distribuição da magnetização por célula ao longo da cadeiaAB2 isotrópica com

Nc = 121 paraM = 1,2,3 mágnons, a partir do estado de Lieb. Os símbolos são resultados

numéricos obtidos com DMRG. As curvas são resultados analíticos tratando os mágnons diluí-

dos como férmions livres de spin∆Sz = +1.
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obtemos a distribuição de magnetização [46]1:

〈Sz
M(r)〉 =

M

∑
n=1

|ψn(r)|2, (5.37)

ondeψn(r) = (
√

2/L)sin(πnr/L) é a função de onda de um férmion não relativístico numa

caixa de tamanhoL+1. Considerando a condição de contorno aberta do DMRG, temosque a

distribuição de magnetização por célula, paraM mágnons em relação à fase de Lieb, é

〈Sz
M(r)〉−〈Sz

M(r)〉hc2 =
2
Nc

M

∑
n=1

sin2(
nπr
Nc

). (5.38)

A Fig. 5.16 mostra que esse resultado está em boa concordância com os resultados numéricos

paraM = 1,2,3 numa cadeia comNc = 121. Nessa aproximação de férmions o estado de

Lieb não possui nenhuma partícula (na caixa)< Sz
M=0 >= 0, por isso, subtraímos do resultado

numérico a distribuição de magnetização por célula da fase ferrimagnética< Sz
hc2

>.

Utilizando a teoria de líquido de Luttinger para o modelo de bóson de núcleo duro, podemos

calcular a massaµ dos mágnons em função do acoplamentoJ. Seja a energia de um mágnon

E = J−Jk2/2, dado por (5.32), parak pequeno e na ausência do campo, comparando-a com a

energia cinética de um bóson, temos

E =
k2

2µ
=

Jk2

2
∴ µ = J−1. (5.39)

Com isso, é possível também calcular o parâmetro de Luttinger K que governa o decaimento

das funções de correlação, onde a função de correlação de spins em função deK é dada por:

ΓT(r) ∼ 1

r1/2K
. (5.40)

Utilizando as seguintes relações para a velocidade do somc e a compressibilidadeκ em um
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líquido de Luttinger [42, 33]:

c =
kF

µ
=

πJm
K

, (5.41)

1
m2κ

=
πc
K

, (5.42)

da definição da compressibilidade (5.14), e derivando duas vezes a energia (5.34) em relação a

magnetização, obtemos
1

m2κ
=

d2ε
d2m

= π2Jm. (5.43)

Comparando (5.42) com (5.43) temosK = 1, que está de acordo com o limite Tonks-Girardeau

[33, 78, 42] (gás de Bose unidimensional de partículas impenetráveis).

A Fig. 5.17 exibe o comportamento do expoente de Luttinger que governa o decaimento (lei

de potência) das funções de correlação entre os spins dos sítios A e B, respectivamente, para

diferentes valores de magnetização (não necessariamente no limite de forte diluição), obtido

numericamente com DMRG paraNc = 121. Vemos que os valores do expoente de Luttinger

como função da magnetização para os spinsB são maiores do que 1, enquanto que aqueles

para os spinsA são menores do que 1. Note que ambos são maiores do queK = 1/2, que é

o valor da separatriz entre correlações predominantementesuperfluidas (K > 1/2) e predomi-

nantemente de ondas de densidade de carga ou spin (K < 1/2) [79]. Esses resultados podem

ser interpretados pelo fato de que no estado de Lieb os dois spins B de cada célula unitária

estão alinhados com o campo, enquanto os spinsA estão na direção oposta; com o aumento

do campo o mágnon antiferromagnético condensa, causando umflip de spin em um sítioA.

Por outro lado, no estado ferromagnético os spins estão alinhados com o campo, e com o de-

créscimo do campo um mágnon ferromagnético condensa causando umflip em qualquer dos

sítios da célula unitária. Nos dois casos não podemos esquecer a propagação e a interação en-

tre eles após a condensação. Ressaltamos que os resultados acima estão em concordância com

aqueles de modelos de Heisenberg na cadeia de Haldane de spin1 [80], na cadeiaAB2 frustrada

[33], assim como para o modelo de Hubbard tipotight-bindingna cadeia Linear com repulsão

coulombiana local e inter-sítio [81] [veja Fig. 5.18]. Paraum entendimento global do caráter

superfluido do sistema, pretendemos calcular o expoente de Luttinger associado às correlações
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Figura 5.17: Expoente de Luttinger na fase líquido de spin para ∆ = 1, nos sítiosA (linha

vermelha) eB (linha preta).

entre os spins das células unitárias.

Próximo à transiçãohc1 para a fase ferromagnética, podemos usar um procedimento análo-

go àquele do ínicio desta seção para obtermos a curva de magnetização em função do campo.

Nesta região o mapeamento de bósons de núcleo duro em sistemas de férmions livres volta a

ser válido, uma vez que os mágnons estão diluídos em relação ao estado ferromagnético. Nesta

fase, em que o campoh alinhou todos os spins na mesma direção, a relação de dispersão para

um mágnon livre é dada por

E = −3∆
2

+
1
2

√
∆2+4J+4Jcos(k)+h. (5.44)

Para∆ = J = 1, a energia total por célula deM férmions não-interagentes é

ε =
∫ kF

−kF

(h−3+k2/6)
dk
2π

, (5.45)

comkF = mπ . A derivada da energia em relação am

∂ε
∂m

= (h−3)+
π2m2

6
, (5.46)

quando igualada a zero, fornece a dnsidade de bósons em função do campo. Considerando a
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Figura 5.18: Comportamento do expoente de Luttinger nos modelos de Heisenberg (a) na

cadeia de spin 1 [80], semelhante ao nossoK do sítio B; (b) na cadeiaAB2 frustrada [33],

K decresce inicialmente como o sítioA da nossa cadeia; (c) na cadeia Linear no modelo de

Hubbard com repulsão coulombiana local e inter-sítio [81].(Figuras reproduzidas das referên-

cias citadas)

magnetização por sítiom0 = 1/2 na fase ferromagnética, obtemos a magnetização em função

deh . hc1:

mz = m0−
√

2
9π2(3−h). (5.47)

Na Fig. 5.19(a) podemos comparar esta previsão com o resultado numérico. O desvio entre as

duas curvas perto da magnetização de saturação é devido aos efeitos de borda: o primeiroflip

de spin no estado ferromagnético (M = 1) tende a se localizar nos sítios das extremidades.

Da mesma forma que obtivemos (5.38) para o estado de Lieb, é possível calcular a dis-

tribuição da magnetização por célula em relação ao estado ferromagnético. Assim como no

caso anterior, este procedimento expõe a distribuição dos bósons ao longo da cadeia:

〈Sz
M(r)〉hc1 −〈Sz

M(r)〉 =
2
Nc

M

∑
n=1

sin2(
nπr
Nc

). (5.48)

A Fig. 5.19(b) mostra que este resultado concorda com o numérico (de maneira mais precisa

do que o resultado obtido próximo à fase ferrimagnética) para M = 2,3 e 4 numa cadeia com
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Figura 5.19: (a) Comportamento da magnetização em função docampo próximo ao início do

platô de saturação para∆ = 1. A linha vermelha é o resultado analítico para férmions livres, a

linha tracejada verde é a curva degrau da magnetização obtida com DMRG paraNc = 121 e a

linha preta são os pontos médios da verde. No detalhe, o quadrado da magnetização varia de

maneira aproximadamente linear com o campo. (b) Distribuição da magnetização por célula ao

longo da cadeiaAB2 isotrópica, na região próxima àhc1; os símbolos são resultados numéricos

e as linhas resultados analíticos para a quantidadeM de mágnons indicada.

Nc = 121. A magnetização por célula da fase ferromagnética é constante:< Sz
hc1

>= 3/2.

Comparando a energia cinética de um bóson com a energia (5.44) obtemos, próximo ao

platômz = 1/2, a massa das quase-partículasµ = 3J−1. Finalmente, o cálculo do expoente de

Luttinger utilizando (5.46), no limite Tonks-Girardeau, forneceK = 1.

5.5 Modelo XXZ para a Cadeia ABC

Seguimos o mesmo procedimento que foi utilizado para obtermos o diagrama de fases da

cadeiaAB2 a fim de obtermos um diagrama equivalente para a cadeiaABC. Utilizando o al-

goritmo de Lanczos para até 30 sítios, obtivemos as curvas demagnetização do tipo degrau

com platôs finitos no limiteN → ∞ emmz = 1/6 emz = 1/2. O diagrama anisotropia∆ versus

campo magnéticoh está ilustrado na Fig. 5.20. Uma investigação mais profundaé necessária
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Figura 5.20: Diagrama de fases na cadeiaABCde Heisenberg anisotrópica.

para caracterizar o ponto em que, possivelmente, ocorre umatransição de Kosterlitz-Thouless.

A região−1 < ∆ < 1 e h = 0 foi caracterizada por Alcaraz e Malvezzi [30] como uma fase

crítica. Na regiãoA o estado fundamental é ferromagnético, enquanto na regiãoC o estado

fundamental é ferrimagnético.



CAPÍTULO 6

Conclusões

Neste trabalho estudamos o estado fundamental, primeiras excitações magnéticas e tran-

sições de fase do modelo de Heisenberg anisotrópico com acoplamento ferromagnético e anti-

ferromagnético em cadeias quase-unidimensionais, com ênfase na cadeiaAB2.

Inicialmente utilizamos o formalismo doansatzde Bethe e métodos numéricos de diago-

nalização exata para investigarmos a relação de dispersão de um e dois mágnons no modelo

de Heisenberg isotrópico com acoplamento ferromagnético na cadeiaAB2. Verificamos a exis-

tência de estados localizados (modo de energiaflat) e estendidos para um e dois mágnons.

Comparamos o espectro de dois mágnons interagentes, o qual exibe seis bandas de modos es-

tendidos, com aquele de dois mágnons livres, a fim de verificarmos efeitos da interação. Para

o caso de dois mágnons, o cálculo das funções de correlação despin permitiu identificarmos

a existência de estados ligados e de espalhamento. Investigamos também a função de corre-

lação desta cadeia no modelo XY, onde não identificamos a presença de estados ligados. Além

disso, obtivemos o espectro de um e dois mágnons na cadeiaABC no modelo de Heisenberg

isotrópico e no modelo XY.

Posteriormente, investigamos o diagrama e fases para a cadeia AB2 com anisotropia∆ e

campo magnéticoh. Identificamos a presença de platôs nas curvas de magnetização, carac-

terizando as fases de Lieb e ferromagnética; os tamanhos desses platôs estão relacionados

ao gap na energia da primeira excitação magnética nas referidas fases. Verificamos a pre-

sença de pontos multicríticos emh = 0 e ∆ = ±1, nos quais osgapsse anulam. Por outro

lado, utilizamos a aproximação de campo médio para estimarmos a susceptibilidade mag-

nética na região−1 < ∆ < 1; verificamos então que, em regiões de anisotropia negativa, a

previsão de campo médio é próxima do resultado numérico, o qual inclui efeitos de flutuações

e/ou correlações quânticas. A cadeiaAB2 exibe uma transição de Kosterlitz-Thouless para

∆c = −0.49±0.02, na qual o tamanho do platô emmz = 1/6 se anula. Esta singularidade foi

81
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determinada através das funções de correlação de spin, com ovalor de anisotropia para o qual

o expoente de Luttinger éK = 1/4. Particularmente para o caso isotrópico, caracterizamosas

transições nos platôsmz = 1/6 emz = 1/2 como condensação de bósons de núcleo duro, onde a

magnetização cresce commz∼ |h−hc|1/2. Calculamos os expoentes de Luttinger no limite de

forte diluição de mágnons (próximo aos platôs) e obtivemosK = 1, como previsto pelo limite

de Tonks-Girardeau. Na região limitada pelos platôs a fase étipo líquido de spin e foi estudada

usando a teoria de líquido de Luttinger; desta forma, investigamos a variação do expoente em

função demz na região comgapde spin nulo. Os valores dos expoentes de Luttinger sugerem

que as correlações de spin entre sítiosA eB são predominantemente superfluidas.
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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