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RESUMO

Nesta dissertacao apresentamos um estudo numérico sobre o modelo de Heisenberg em
trimeros acoplados, motivados pelos compostos quimicos de férmula quimica A3Cus(POy)4
(onde A = Ca, Sr, ou Pb), polimeros que apresentam trés fons magnéticos por célula
unitaria. O foco principal estd nas propriedades do estado fundamental, nas excitacoes
de baixa energia e nas propriedades termodinamicas desse modelo. Para o estudo do
estado fundamental e das primeiras excitacoes utilizamos dois métodos numéricos: o al-
goritmo de Lanczos de diagonalizacao exata (DE) e o grupo de renormalizagao da matriz
densidade (sigla em inglés: DMRG). Por outro lado, as propriedades termodinamicas fo-
ram investigadas através do método de Lanczos para temperatura finita (sigla em inglés:
FTLM). O hamiltoniano do modelo apresenta dois acoplamentos: o intertrimeros J; e o
intratrimero J;. Estudamos as propriedades fisicas do modelo em fungao de J (J = j—f)?
do campo magnético H e da temperatura 7. A campo nulo, o estado fundamental exibe
trés fases ao variarmos J: uma fase ferrimagnética (FERRI), presente para 0 < J <1 ;
uma fase intermediaria com ordem espiral de curto alcance, presente para —0.31 < J < 0;
e identificamos uma fase antiferromagnética critica, caracterizada através do decaimento
com lei de poténcia da fun¢ao de correlagao, para —1 < J < —0.30.

Na fase FERRI (0 < J < 1), as primeiras excitagdes sdo dois modos de onda de spin
ferromagnéticos, um com gap e outro sem gap (um modo de Goldstone), e um modo
antiferromagnético responsavel pelo aparecimento de um plato na curva de magnetizacao
dependente do campo magnético. Na presenca de campo magnético, trés fases sao encon-
tradas: a fase FERRI, que persiste até um campo critico finito, uma fase ferromagnética
nao-saturada e, finalmente, a fase ferromagnética saturada. Neste contexto, a magne-
tizacao dependente da temperatura exibe um minimo caracteristico que foi dito ser uma
propriedade universal de sistemas quase-unidimensionais com gap de spin. Por outro
lado, a dependéncia de x(7)T com T, onde x é a suscetibilidade magnética, exibe um

minimo caracteristico de ferrimagnetos quase-unidimensionais. Comparando os resulta-
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RESUMO viii

dos numéricos a dados experimentais encontrados na literatura, foi possivel estimar os
parametros do hamiltoniano de trimeros acoplados que fornecem uma previsao que me-
lhor se ajusta as medidas experimentais. Além disso, o calor especifico em funcao da
temperatura exibe pico duplo, o que esta diretamente associado ao gap entre as bandas
de energia de um magnon.

Na fase espiral (—0.31 < J < 0), o primeiro modo de onda de spin nao apresenta gap
e exibe caracteristicas antiferromagnéticas. A funcao de correlacao apresenta decaimento
com lei de poténcia e uma componente espiral. Esta componente é responsavel pelo surgi-
mento de um pico no fator de estrutura magnético em um vetor de onda nao comensuravel
com a rede. Na fase antiferromagnética critica (—1 < J < —0.30), o primeiro modo de
onda de spin nao apresenta gap, enquanto que a funcao de correlacao exibe caracteristicas
antiferromagnéticas e decaimento com lei de poténcia. Esta fase também foi estudada
através do fator de estrutura magnético. Na fase espiral e antiferromagnética, quando
variamos o campo magnético encontramos quatro fases, a saber: uma fase critica em que
a magnetizagdo (M) varia continuamente com o campo, uma fase FERRI induzida pelo
campo, com plato em M = 1/6, uma fase ferromagnética nao-saturada e finalmente a

fase ferromagnética saturada.

Palavras-chave: Sistemas Quase-unidimensionais, Modelo de Heisenberg, Transicoes

de Fases Quanticas, Ferrimagnetismo



ABSTRACT

We present a numerical study on the Heisenberg model for coupled trimers, motivated by
the chemical compounds with formula A3Cus(POy)4 (where A = Ca, Sr, or Pb), polymers
that have three magnetic ions per unit cell. The main focus is on the properties of the
ground state, the low-energy excitations and thermodynamic properties of this model.
To study the ground state and first excitations, we use two numerical methods: the
Lanczos algorithm for exact diagonalization (ED) and Density Matrix Renormalization
Group (DMRG). Furthermore, the thermodynamic properties were investigated through
the Finite Temperature Lanczos Method (FTLM). The Hamiltonian of the model has two
exchange parameters: the inter-trimer J, and the intra-trimer J;. We have studied the
physical properties of the model in terms of J, defined as the ratio of the couplings, the
magnetic field H and temperature 7. The ground state displays three key phases as J is
varied: a ferrimagnetic (FERRI) phase, for 0 < J < 1; an intermediate phase presenting
short-range spiral ordering, for —0.30 < J < 0, and a critical antiferromagnetic phase,
characterized by a power-law decay of the correlation function, for —1 < J < —0.31.

In the FERRI phase (0 < J < 1), the first excitations are two ferromagnetic spin
wave modes, one with a gap and the other gapless (the Goldstone mode), and a gapped
antiferromagnetic spin wave mode which is responsible for a plateau in the magnetization
curve as a function of magnetic field. In fact, in the presence of a magnetic field, three
phases are found: the FERRI phase, which persists up to a finite critical field, an unsatu-
rated ferromagnetic phase and, finally, the saturated ferromagnetic one. In this context,
the temperature-dependent magnetization displays a characteristic minimum that was
claimed to be a universal property of gapped quasi-one-dimensional systems. Moreover,
the dependence of x(T')T with T, where x is the magnetic susceptibility, exhibits a mi-
nimum characteristic of quasi-one-dimensional ferrimagnets. Comparing the numerical
results with known experimental data, it was possible to estimate the parameters of the

coupled trimers Hamiltonian to provide a prediction that best fits the experimental mea-
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ABSTRACT X

surements. Furthermore, the specific heat as a function of temperature displays a double
peak structure, which is directly associated with the gap between the magnon energy
bands.

In the spiral phase (—0.31 < J < 0), the first spin wave mode is gapless and displays
antiferromagnetic characteristics. The correlation function shows a power law decay and
an spiral component. This component is responsible for the appearance of a peak in the
magnetic structure factor in a wave vector not commensurate with the lattice. In the
antiferromagnetic critical phase (—1 < J < —0.30), the first spin wave mode is gapless,
while the correlation function is antiferromagnetic and displays a power-law decay. This
phase was also studied by the magnetic structure factor. In these two latter phases,
when we vary the magnetic field, we find four phases, namely: a critical phase, in which
the magnetization (M) varies continuously with the field, a field-induced FERRI phase,
with plateau at M = 1/6, an unsaturated ferromagnetic phase and finally the saturated

ferromagnetic phase.

Keywords: Quasi-one-dimensional Systems, Heisenberg Model, Quantum Phase Tran-

sitions, Ferrimagnetism.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Nossa experiéncia cotidiana nos mostra que vivemos num mundo tridimensional, por
isso o estudo de sistemas de baixa dimensionalididade foi visto inicialmente como um
“laboratério” para o desenvolvimento de teorias que posteriormente seriam aplicadas em
sistemas tridimensionais. Entretanto, sistemas tridimensionais exibem simetrias que seus
analogos com menores dimensoes nao apresentam, exibindo algumas caracteristicas di-
ferentes. Como exemplo desse fato, temos a Teoria de Liquidos de Fermi [1-3], a qual
descreve a maioria dos metais em trés dimensoes mas falha quando aplicada a siste-
mas unidimensionais [4] devido a divergéncia do infravermelho. Flutuagdes quanticas e
térmicas sao mais acentuadas nos sistemas de baixa dimensao, o que favorece o surgimento
de fenomenos e fases que nao sao encontrados nos analogos tridimensionais.

Por outro lado, mesmo com a simplicidade dos sistemas unidimensionais, solucoes
exatas de modelos de muitos corpos nem sempre sao possiveis de se obter; e, em alguns
casos, quando obtidas, a conexao com as caracteristicas observadas nao é uma tarefa
trivial. Essa limitacao incentivou o surgimento de varias técnicas analiticas e numéricas
para investigar as propriedades desses sistemas.

Sistemas unidimensionais (1D) também estao sujeitos a um forte vinculo topolégico:
seus elementos nao podem mudar de lugar entre si. Esse fato adquire fortes consequéncias
em sistemas quanticos: as excitacoes elementares podem ser tratadas tanto como ex-
citacoes fermionicas quanto bosonicas, de forma igualmente vélida. Nesse caso, o que
muda no sistema sao as interacoes apresentadas: alguns sistemas de bdsons fortemente
interagentes podem ser mapeados em sistemas de férmions com interacoes mais simples
e vice-versa. Essa conexao pode ser realizada através da bosonizagao e de fermionizagao
das quase particulas.

Nos ultimos anos foram sintetizados varios compostos quimicos que apresentam atomos

dispostos em forma de cadeias unidimensionais. O desenvolvimento de redes épticas



INTRODUCAO 2

também forneceu varias realizacoes experimentais desses sistemas de baixa dimensionali-
dade [5]. Nos sistemas magnéticos, em estado sélido, as interagoes sao determinadas pelas
caracteristicas do composto: distancia entre os sitios magnéticos, a superposicao entre
os orbitais, etc. Dessa forma, cada composto representa um sistema com acoplamentos
especificos que podem sofrer alguma alteracao com a variacao de parametros externos.
Por outro lado, nas redes opticas, a interagao entre os atomos confinados é controlada de
forma mais fina, permitindo o estudo de transicoes de fase previstas teoricamente. Al-
guns compostos podem apresentar na sua estrutura cadeias unidimensionais fracamente
ligadas por acoplamentos muito menores que os existentes no interior das cadeias, esses
sao os chamados compostos quase-unidimensionais. KEsses compostos apresentam uma
transicao para uma ordem tridimensional para temperaturas abaixo de uma temperatura
critica Thy.

O modelo da Fisica de muitos corpos unidimensional mais simples é a cadeia de
spin 1/2 de Heisenberg com interagoes antiferromagnéticas entre sitios primeiros-vizinhos.
Este modelo ¢ apropriado para descrever as propriedades de alguns compostos magnéticos
com caracteristicas isolantes. A interagao entre dois spins é dada por JS; - S,, conhecida
como interacao de troca (exchange ), onde S; e Sy representam operadores quanticos de
spin. Anderson mostrou [6], utilizando teoria de perturbacao de segunda ordem, que o
hamiltoniano antiferromagnético de Heisenberg é o limite de forte acoplamento do modelo
de Hubbard [7]. Portanto, o hamiltoniano de Heisenberg deve ser compreendido como
um hamiltoniano efetivo, onde o parametro .J descreve tanto a parte cinética quanto a
parte relacionada a repulsao coulombiana entre os elétrons.

Considere, por exemplo, um dimero com dois spins 1/2. No estado fundamental, os
spins se alinham antiferromagneticamente, para J > 0, formando um singleto com ener-
gia —3.J/4; enquanto que para J < 0, o estado é ferromagnético, um tripleto com energia
J/4. Por isso os acoplamentos positivos sao chamados antiferromagnéticos e os nega-
tivos de ferromagnéticos. Em sistemas maiores com mais ions magnéticos interagentes,
podem existir acoplamentos com ambos os sinais, a competicao entre esses acoplamentos
determina o estado fundamental. Inicialmente foram estudados os sistemas mais simples
em que os acoplamentos sao nao nulos apenas para sitios primeiros-vizinhos, contudo em

sistemas reais essa aproximacao nem sempre ¢é valida. Pode-se encontrar sistemas que
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exibem acoplamentos entre sitios mais distantes, células unitaris complexas no hamilto-
niano, bem como anisotropias.

Uma ampla classe de sistemas 1D com estado fundamental quantico critico pode ser
descrita pela Teoria dos Liquidos Quanticos de Luttinger (TLL) [4]. Nesses estados o sis-
tema se encontra correlacionado em todas as escalas de comprimento, sem apresentar um
comprimento caracteristico; nao existe ordem de longo alcance e a fungao de correlacao
spin-spin apresenta decaimento com lei de poténcia com a distancia entre os spins. De-
vido a esse carater critico, a presenca do menor acoplamento residual entre as cadeias
pode induzir ordem tridimensional nesses sistemas, e por esse motivo, muitos pesquisa-
dores afirmam que fases de liquido de Luttinger nao foram observadas diretamente. Lake
et al. [8] estudaram, via difragdo de néutrons, as primeiras excitagdes do composto de
férmula KCuFj; seus resultados indicaram que esse composto possui interagoes antifer-
romagnéticas do tipo Heisenberg apenas entre os sitios primeiros vizinhos. Esse modelo
apresenta comportamento quantico critico e as previsoes da TLL estao em excelente con-
cordancia com os resultados experimentais desse composto.

Dentro da classe de sistemas quase-1D cujo hamiltoniano exibe uma célula unitaria
com mais de um sitio magnético encontra-se a cadeia de trimeros acoplados de Heisenberg
(spin %) Sistemas quase-1D como estes podem exibir ferromagnetismo nao saturado.

Neste trabalho apresentamos um estudo numérico sobre o estado fundamental, as

1
2

primeiras excitagoes e as propriedades termodinamicas de cadeias de trimeros de spin
acoplados de Heisenberg com acoplamentos semelhantes aos polimeros de formula quimica
A3Cuy(POy)4 (mais detalhes sobre esses compostos serao dados no préximo capitulo). As
grandezas calculadas serao fungoes dos acoplamentos, do campo magnético e do tamanho
dos sistemas. Visto que estamos interessados no limite termodinamico, particularmente
na existéncia de ordem magnética de longo alcance, faremos extrapolacoes dos dados
obtidos em tamanho finito para tal limite quando nao atingirmos a regiao assintotica.

A dissertacao segue com o seguinte roteiro: no Capitulo 2, discutiremos alguns com-
postos cujas propriedades magnéticas podem ser descritas pelo hamiltoniano de Heisen-
berg de trimeros acoplados; no Capitulo 3, descreveremos os métodos numeéricos utilizados

na obtencao dos resultados; no Capitulo 4, apresentaremos os resultados referentes ao es-

tado fundamental e as primeiras excitagoes como funcao do valor dos acoplamentos, do
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campo magnético e do tamanho do sistema, no Capitulo 5 discutiremos as propriedades

termodinamicas; finalmente, no Capitulo 6, encontram-se as conclusoes.



CAPITULO 2

TRIMEROS ACOPLADOS DE HEISENBERG

Neste capitulo discutiremos o hamiltoniano de Heisenberg para trimeros acoplados,
bem como alguns compostos cujas propriedades magnéticas podem ser descritas por esse
modelo. As interagoes magnéticas de um composto sao ditas obedecerem a um determi-
nado hamiltoniano apds um estudo estrutural detalhado através de um amplo conjunto

de técnicas experimentais.

2.1 HAMILTONIANO

O modelo dos trimeros acoplados de Heisenberg com interagoes entre os sitios pri-
meiros vizinhos possui trés acoplamentos, esquematizados na Figura 2.1, e hamiltoniano

para uma cadeia com N, trimeros ¢ dado por:

H == JlHl + JQHQ + J3H3, (2.1)

onde

Hi = Z Ssit1 - [Sa(—1)+3 + Szt
Hy = Z Ssit1 - [Ss-1)+2 + S3(41)

HS = Z SSZ’+2 : SSH—S-

Quando J; = Jy > 0 encontramos a “cadeia diamante” que foi estudada por Takano

J3

et al. [9]. Trés fases sdo encontradas nessa cadeia, dependendo do parametro A = £,

a saber: para A < 0.909 o sistema exibe ordem ferrimagnética, para 0.909 < A < 2 o
sistema se encontra na fase tetramero-dimero e para A > 2 o sistema se encontra na

fase dimero-monomero. Quando Jo, = 0 e J; = J3 > 0 encontramos a cadeia linear de
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Heisenberg com acoplamento entre os sitios primeiro vizinhos. Para A = 0e J; = J,
(caso particular da cadeia diamante) temos o hamiltoniano de Heisenberg na chamada
cadeia ABy. Na presenga dos trés acoplamentos antiferromagnéticos, Okamoto et al. [10]
investigaram o comportamento do estado fundamental do modelo e também encontraram
trés fases: a ferrimagnética, a fase dimerizada e a fase spin-fluido. O diagrama de fases
foi construido numericamente utilizando critérios estabelecidos através de técnicas de
bosonizacao, teoria de campo conforme e de grupo de renormalizacao.

Estudos do modelo de Heisenberg e de Hubbard para a cadeia ABy foram realiza-
dos através de varios métodos numeéricos e analiticos para diversos niveis de ocupacao
eletronica (no modelo de Hubbard) e de acoplamentos. Para semi-preenchimento da
banda, o estado ferrimagnético da cadeia ABy [11-14] foi explicado para o modelo de
Hubbard e de Heisenberg [14-16]. Além disso, os comportamentos criticos dos modelos
de Heisenberg anisotrdpico [17] e isotrdpico [18,19] na cadeia ABy também foram conside-
rados, incluindo sua versao esférica [20], e a mecanica estatistica do modelo cléssico [21].
Cadeias ABy de Hubbard dopadas [11,22] foram estudadas através de métodos Hartree-
Fock, Monte Carlo quantico, diagonalizacao exata e grupo de renormalizacao da matriz
de densidade (do inglés, DMRG) nos limites de repulsao coulombiana U fraca e forte [11],
incluindo também o modelo ¢t — J [23]' estudado via DMRG e ansdtze variacionais re-
correntes, bem como o limite de U-infinito [24] usando diagonalizagao exata. Modelos
de Hubbard para semi-preenchimento da banda com a inclusao de outros acoplamentos
também foram caracterizados: efeitos de interacao elétron-fonon foram revelados através
de métodos Hartree-Fock para a cadeia AB, [25]. O modelo de rotores quanticos também

foi estudado nessa cadeia [26].

2.2 COMPOSTOS ASSOCIADOS

Na Figura 2.2 encontramos alguns compostos cujas propriedades podem ser descritas
pelo hamiltoniano da Eq. 2.1. Cada um deles possui um conjunto especifico de acopla-
mentos. Em comum, temos que o spin esté localizado no fon Cu?*, os outros dtomos sao
responsaveis pela formacao da rede cristalina e pelos valores dos acoplamentos, determi-

nados pela superposicao dos orbitais dos elementos.

O modelo t — J é o limite de forte acoplamento do modelo de Hubbard dopada.



2.2 COMPOSTOS ASSOCIADOS 7

Figura 2.1: Esquema do modelo de trimeros acoplados de Heisenberg. As linhas em
preto, azul e vermelho representam as interagoes Ji, Jo e J3, respectivamente, presentes
no hamiltoniano.

Um dos compostos de interesse é o CuzClg(H20)2-2H5C4SO2 [29], onde os trés tipos
de acoplamentos estao presentes. Sua suscetibilidade magnética x vai a zero quando T’
val a zero e existe um campo critico (H. ~ 1T ) em que a magnetizagdo deixa de ser
nula. Segundo Okamoto et al. [10], uma quebra espontanea da invariancia de translagao
do modelo seria necessaria para explicar o estado fundamental nao magnético e o plato
de magnetizagdo em M = 1/6.

Por outro lado, Honecker [35] mostrou que os dados experimentais deste composto
poderiam ser descritos de forma mais precisa utilizando-se o acoplamento J; < 0. Para
tal, utilizou métodos perturbativos confirmados por diagonalizagao exata. Entre seus re-
sultados estao uma expansao até décima segunda ordem para a suscetibilidade magnética
e os primeiros modos de onda de spin.

Nos compostos A3Cus(POy), [27] (A= Sr, Ca, Pb) os acoplamentos principais sdo .J;
e Jo; nesse caso J3 é nulo. O acoplamento dominante, J;, é antiferromagnético (determi-
nado por espalhamento ineldstico de néutrons [27]) e as interagoes intertrimeros Jo sdo
fracas, formando praticamente um sistemas de trimeros isolados. Diversos experimen-
tos foram realizados para esses compostos, e verificou-se que sua suscetibilidade exibe
caracteristicas dos ferrimagnetos quase-1D. Além disso, foram medidos a magnetizagao,
a suscetibilidade, o calor especifico [36-38] e ordem magnética de longo alcance foi ob-
servada para temperaturas acima de 0.8 K ( Ca ), 0.9 K ( Sr ) e 1.3 K no caso do Pb
(temperatura de ordenamento tridimensional em cada um desses compostos). Abaixo
desta temperatura, o acoplamento entre cadeias nao pode ser desprezado e o sistema

entra numa fase tridimensional.
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(C) CUSCIG(HQO)2‘2H804SOQ (d) CU3(003)2(OH)2

Figura 2.2: Polimeros magnéticos que podem ser descritos pelo hamiltoniano de Hei-
senberg em trimeros acoplados. Em todos os casos o ion de cobre é o tunico ion
com spin liquido igual 1/2. (a) A3Cu3(POy4)s [27]; (b) Cus(P2OgOH)s [28]; (c)
CugCIG(HQO)22ch4SOQ [29], (d) CU.3(CO3)2(OH)2 [30*34]
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Na estrutura desses compostos podemos encontrar atomos de Cu em duas confi-
guracoes distintas: Cu(1l) cercado por quatro atomos de oxigénio formando um plano,
e Cu(2) cercado por cinco atomos de oxigénio formando uma piramide distorcida. O es-
tudo de difracao ineldstica de néutrons sugere ainda que pode existir um acoplamento J;
entre os sitios segundo-vizinhos dentro de um mesmo trimero; contudo esse acoplamento
é duas ordem de grandeza menor que o acoplamento JJ;. O valor das interacoes J, estaria
no limite da precisao dos experimentos.

Belik et al. [36] sugerem que o valor dos acoplamentos inter-trimeros J, é pelo menos
10 vezes menor que o acoplamento principal J; e apontam a possibilidade do acopla-
mento Jo apresentar caracteristicas ferromagnéticas. Sabe-se que o calor especifico do
modelo exibe dois maximos devido a existéncia de duas escalas de energia distintas no
seu espectro. Nos sistemas reais a temperatura em que o primeiro maximo ocorre esta
abaixo da temperatura de ordenamento tridimensional 7. Portanto, o valor em que
0 primeiro maximo ocorre nao permite determinar o valor do acoplamento J;. Por ou-
tro lado, devido ao comportamento FERRI desses compostos, a temperatura em que o
minimo caracteristico da fase FERRI ocorre, juntamente com a temperatura do maximo
principal talvez possibilitem determinar o valor dos acoplamentos.

As relagoes de dispersao das excitagoes magnéticas foram estudadas através de teo-
ria de perturbacao e de diagonalizagdo exata [39]. Um modo flat é encontrado apenas
para J = 1 (cadeia AB,, veja apéndice) ou para J = 0 (trimeros livres). Entretanto,
os autores utilizaram apenas acoplamentos antiferromagnéticos e Jo = 0. O fator de
estrutura magnético também foi calculado através do método Monte Carlo, confirmando
o comportamento FERRI nessa regiao de parametros.

Outro composto que apresenta um platéo em M = 1/6 é o mineral azurita [30-33], cuja
estrutura esta esquematizada na Figura 2.2d. Neste sistema os trés acoplamentos estao
presentes, mas seus valores ainda nao estao bem definidos. Finalmente, mencionamos o
composto Cuz(P2OgOH), [28] cujos acoplamentos J; e J3 sdo ambos antiferromagnéticos.
De fato, o estado fundamental exibe caracteristicas antiferromagnéticas, como pode ser
evidenciado pela sua suscetibilidade magnética (vide Figura 3.1).

Nesta dissertagao, estamos interessados em descrever as propriedades das fases apre-

sentadas pelo hamiltoniano da Eq. 2.1 com um conjunto de parametros capazes de des-
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crever as respostas termodinamicas dos polimeros de férmula A;Cus(POy)4 (Fig. 2.2a),
onde o acoplamento J, pode ser ferromagnético ou antiferromagnético e J3 = 0. Reali-
zamos um amplo estudo numérico, incluindo tanto propriedades do estado fundamental
quanto as propriedades termodinamicas, bem como os efeitos induzidos pela presenca do
campo magnético. Vamos admitir que o acoplamento principal seja J; (> 0), apenas por
conveniencia, visto que a troca entre os acoplamentos J; e J, seria equivalente a uma mu-
danca na ordem que os spins estao enumerados. Além disso, vamos calcular as energias
reescaladas pelo valor do acoplamento J;, mostrando assim as propriedades calculadas
como funcao de J = % (|J] < 1). A partir deste ponto, sempre que mencionarmos

“trimeros acoplados”, estaremos nos referindo ao hamiltoniano 2.1 com J; =0e |J| < 1.



CAPITULO 3

METODOS NUMERICOS

Os sistemas que estamos interessados em descrever sao constituidos por spins % Cada
um destes spin pode ser encontrado em dois estados: no autovalor de S = 1/2 ou no
autovalor S7 = —1/2. Dessa forma, um sistema formado por /N spins possui um espago
de Hilbert com 2V estados, crescendo exponencialmente com o ntimero de spins. A forma
mais simples de estudar estes sistemas é através de diagonalizagao exata. Contudo, devido
ao crescimento exponecial do espaco de Hilbert, o tamanho do sistema estudado torna-se
um fator limitante. Com métodos de diagonalizacao completa, nos quais todo o espectro
é calculado, é possivel calcular as propriedades para sistemas de, aproximadamente, até
15 spins.

Os resultados desta dissertacao foram obtidos por trés métodos: (i) o algoritmo de
Diagonalizagdo Exata (DE) de Lanczos, (i) o Grupo de Renormalizacao da Matriz Densi-
dade ( DMRG - sigla inglesa para Density Matriz Renormalization Group), utilizados para
propriedades do estado fundamental e (iii) o Método de Lanczos para Temperaturas Fi-
nitas FTLM (do inglés Finite Temperature Lanczos Method), utilizado para propriedades
termodinamicas. Nas proximas secoes faremos uma pequena descrigao desses métodos.
Detalhes sobre a implementacao de cada método devem ser procurados nas referéncias

citadas.

3.1 O ALGORITMO DE LANCZOS

O algoritmo de Lanczos de diagonalizagao exata [40] consiste em representar o hamil-
toniano em uma base, a “base de Lanczos”, e a partir das propriedades dessa base, gerar
uma representacao aproximada do sistema em que as autoenergias do extremo do espec-
tro convergem rapidamente com o nimero de estados utilizados na base. Cada estado da
base é gerado usando-se apenas os dois estados anteriores, o que diminui o uso de recursos

de memoria em relagao a outros métodos. Além disso, visto que estamos interessados nas

11
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propriedades do estado fundamental e primeiras excitagoes, a convergéncia mais rapida
nos extremos do espectro torna esse método muito atrativo. Com cerca de cem estados
é possivel calcular a energia do estado fundamental com precisdao da ordem de 1078. A
seguir faremos a descricao de como a base de Lanczos é gerada e de algumas propriedades
da mesma.

A construcao da base de Lanczos inicia-se com um estado aleatério normalizado |0),
o préximo estado é gerado aplicando-se o hamiltoniano a |0) e separando a componente

paralela a |0) e a outra ortogonal a |0):
H|0) = aol0) + Ai[1). (3.1)

Como H é um operador hermitiano e |0) é ortogonal a |1), podemos escrever os coeficientes
ag = (0|H|0), e B = (O|H|1) como niimeros reais. Os proximos estados da base sao

gerados de acordo com a seguinte relacao de recorréncia:
Impondo que os estados sejam ortogonais, podemos calcular os coeficientes:

o = (ilH]i),
Bi = (i —1|H]i),
vi = (i+1H[i) = B

Quando o numero de estados da base for igual ao nimero total de estados do espaco de
Hilbert M = N, , temos By, = 0 e, portanto, teremos uma base completa para o espago
de Hilbert considerado. Nessa base podemos calcular as autoenergias e os autoestados
exatamente. Por outro lado, se pararmos a construcao da base com um nimero de estados
menor M que a dimensao do espaco de Hilbert, teremos uma aproximacao para o hamil-
toniano, com M autoestados e autoenergias aproximados, tal aproximacao é conhecida
como ‘base de Lanczos truncada’. A representacao do hamiltoniano na base de Lanczos
possui forma de uma matriz tridiagonal (a qual pode ser facilmente diagonalizada pelos

métodos numéricos padrao [41]) da seguinte forma:
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ap B 0 0 0 0
Bi aqx By 0 ... 0 0
0 By ar 3 0 0
Hu=| 0 0 B a3 0 0 (3-3)
0 0 0 0 . ayi Bu
0 0 0 0 ... Bu oau

O polinoémio caracteristico py(x) da aproximacao obtida com M — 1 estados estd
relacionado com os polinomios das aproximacoes com M — 1 e M — 2 estados da seguinte
forma:

pr—1(z) = (-2 — ©)py—2(x) — By_oprm—s(x), (3-4)

de modo que, quando uma energia for igual em dois passos consecutivos, teremos encon-
trado uma autoenergia do hamiltoniano. Os polinémios caracteristicos ainda podem ser

utilizados para calcular os estados normalizados da base de Lanczos da seguinte forma:

0) = po(H)|0)
) = é(%—amm

= p(H))0)

2) — é((% — )[1) = £1[0))
_ ﬂfﬁ? (H — an)pi(H) — B2po(H))|0)
_ 51152]’2(7”‘)'())

1
-, Di
Hk:() Bkz

definindo po(z) = 1. Essas relagoes permitem calcular a componente de um auto-estado

i) = (#)10),
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le;) na direcao de cada elemento da base de Lanczos:

1

szoﬁk

1

= —\§ i(H)|0

AL
1

[T B

De modo que um auto-estado nao normalizado é escrito da seguinte forma:

{Gl) = (¢l pi(H)[0)

i(€5)(€;10)

) = 3" =il (35
Hk:() 51@

Note, ainda, que se a energia ¢; convergir quando a base estiver com M estados, o auto-
estado |e;) pode ser escrito como uma combinagao desses M estados, de modo que apds a
energia do estado fundamental convergir, seremos capazes de calcular qualquer grandeza
relacionada a esse estado.

Em resumo, o algoritmo de Lanczos possibilita o estudo do estado fundamental e das
primeiras excitacoes requerendo pouca memoria, em relacao a outros métodos de diago-

nalizagao, e apresentando rapida convergéncia, sem necessitar calcular todo o espectro.

3.2 METODO DE LANCZOS PARA TEMPERATURAS FINITAS

A conexao entre as caracteristicas microscépicas do modelo e as propriedades termo-

dinamicas é realizada exatamente através da funcao de particao do sistema, dada por:

7 = Tr(exp(=BH)) = > Enexp(—BE,) (3.6)

onde 8 =

T é a temperatura absoluta. O somatério é realizado sobre todo o espectro de energia

kBLT, com kp sendo a constante de Boltzmann (kg = 1, salvo indicado) e
do sistema. Nos casos em que nao ha uma solucao analitica completa ou uma teoria
efetiva para alguma regiao de interesse, o estudo dessas propriedades esta limitado pelos
tamanhos acessiveis aos métodos de diagonalizacao exata completa, aos sistemas sem
dopagens e sem frustragao, regimes em que o Método de Monte Carlo apresenta o famoso
“problema do sinal”.

Como uma alternativa, Jakli¢ e Prelovsek [42,43] propuseram um procedimento ba-
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seado no algoritmo de Lanczos para calcular propriedades termodinamicas estaticas e
dindmicas: o Método de Lanczos para Temperaturas Finitas (do inglés, FTLM). Esse
método é capaz de calcular propriedades estaticas e dinamicas, inclusive na presenca de
dopagem e de frustragao. Esse método sofre as mesmas limitacoes quanto aos tamanhos
acessiveis ao Algoritmo de Lanczos. Faremos, a seguir, uma breve descricao desse método
para o calculo da média de um operador estatico A.

O valor médio de um operador A no ensemble canonico é dado por:

st

(A) ZZuexp —BH)AIL), (3.7)

onde Ny é o numero de estados, H é o hamiltoniano,

Nst

Z = (l|exp(—pH)|I) (3-8)

é a funcao de partigdo e os estados |[) formam uma base para o espago de Hilbert. Se

expandirmos exp(—/SH) em série de Taylor, teremos:

Nst o0

ZZ k" Z|HkA|l> (3-9)

=1 k=0

Representando os termos (I|H*A|l) em uma base de Lanczos iniciada com o estado

|I), encontraremos:
Nt

(UHEAN) =Y (e (A ()" (3.10)

i=1
onde |¢l) é o i-ésimo autoestado de H com autoenergia (e!) obtido a partir do vetor inicial

|I). Substituindo a Eq. (3.10) na Eq. (3.9) temos:

1 Nst o0 Nst ( ) Nst Nt
(4) =~ > Heh (@il (e ZZZW )@ A|T) exp(—Be))
=1 k=0 =1 =1 =1 ( )
3.11

Se optarmos por calcular o iltimo somatorio da expressao acima apenas sobre M esta-
dos estaremos introduzindo um erro da ordem de 5~™*1 no resultado obtido. Por outro
lado, esta expressao nao é operacional porque ainda precisamos calcular o somatorio sobre

toda uma base |l). Se o somatério for realizado apenas sobre um conjunto de R estados
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escolhidos aleatoriamente, pode-se mostrar [42] que o erro cometido é da ordem de 4 / ﬁ

na regiao de altas temperaturas e da ordem de \/% na regiao de baixas temperaturas.
Esse é o ponto mais fragil do FTLM, mas acredita-se que os estados mais representativos
serao capturados pela amostragem aleatéria. Portanto, a expressao para a média de um

operador A estético, segundo o FTLM, se escreve:

= 3 Sl 1Al exp(—e) (3.12)

r=1 i=1
com funcao de particao dada por:

M

R
D> (rl@h (g Ir) exp(—Be). (3-13)

r=1 i=1

Z

Note que o método possui dois parametros: R e M, o nimero de estados na amostragem
aleatéria e o numero de estados na base de Lanczos truncada, respectivamente.

A principal deficiéncia desse método esta no limite T — 0 para o qual a média tem
uma convergéncia mais lenta. Para contornar essa limitacao, foi proposta uma versao
simétrica do método: o LTLM [44] (do inglés: Low-Temperature Lanczos Method). Esse
procedimento utiliza duas bases de Lanczos com M estados cada, e R estados aleatorios.

Segundo a prescricao desse método a média de um operador A se escreve:

A) = 2 3 Sl AL (el exp(~0.55(ef + ) (3.4

r=114,j=1

onde |¢]) é o i-ésimo auto-estado aproximado de H, calculado a partir da primeira base
de Lanczos que se iniciou com |r); e |¢%) é o j-ésimo auto-estado calculado na segunda
base, que se iniciou com o tltimo estado |¢},) da primeira. Nessa versao, a média sobre
o estado fundamental é recuperada no limite 7" = 0.

Menciona-se, ainda, que para o mesmo nimero de estados R e M, o LTLM converge
mais rapidamente para o limite de baixas temperaturas que o FTLM [45]. Por outro
lado, o LTLM necessita de mais memoria de maquina e de maior tempo de execugao que
o FTLM. Nessa dissertagao, os resultados apresentados para temperatura finita foram

calculados utilizando-se o FTLM.
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3.3 DMRG

O DMRG [46-49] é um dos métodos mais versateis para o estudo de propriedades
do estado fundamental de sistemas com uma dimensao. Como um método de grupo de
renormalizacao, o DMRG utiliza um espaco de Hilbert com nimero maximo de esta-
dos constante e predefinido, enquanto o tamanho do sistema cresce até que o critério
de finalizagao seja atingido. Portanto, para descrever o DMRG, precisamos discutir trés
aspectos fundamentais: como ocorre o crescimento do sistema, quais estados serao manti-
dos ( truncagem ) e qual o critério de finalizagdo do método. A seguir faremos a descrigao
desses trés pontos.

No DMRG, o sistema cresce em dois blocos, o da esquerda e o da direita, que inicial-
mente possuem apenas um sitio magnético cada. O crescimento se da com o acréscimo
de dois sitios magnéticos no centro da cadeia. Cada sitio possui espaco de Hilbert com D
estados ( D depende do modelo em estudo), portanto quando o sistema se encontrar com
N sitios seu espaco de Hilbert terd dimensao D”. Quando o espaco de Hilbert estiver
com dimensao maior que o nimero de estados que desejamos manter, entra em cena o
processo de truncagem da base, o qual sera descrito a seguir.

No Grupo de Renormalizagdo de Wilson [50] os estados escolhidos s@o os estados
de mais baixa energia de cada bloco. Esse procedimento se mostrou eficaz no modelo
de Kondo [50]; entretanto, sua aplicagdo em sistemas fermionicos, como o modelo de
Hubbard, se mostrou problemética [51-53]. Diferentemente do Grupo de Renormalizagao
de Wilson, o DMRG utiliza a matriz densidade reduzida p dos blocos como critério
matematico para decidir quais estados devem ser retidos. Assumindo 1; ; reais e que [i)
é o conjunto de estados da base da esquerda, |j) é o conjunto de estados do bloco da

direita, onde o estado do sistema é dado por:

Vi) =D wislD)i), (3-15)

define-se a densidade reduzida do bloco da esquerda como:
Pii = Z%’,ﬂﬁigj- (3'16)
J

Os M estados mantidos no espaco de Hilbert serao escolhidos da seguinte forma: a matriz
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densidade é diagonalizada e escolhe-se seus M autoestados de maiores autovalores, isto
é, escolhe-se manter os M estados com maior peso. Dessa forma, o DMRG procura o
conjunto dos estados mais representativos na descricao do sistema em um dado tama-
nho. O erro cometido nessa truncagem ¢é da ordem da soma das densidades dos estados
descartados. Tipicamente, com uma centena de estados, o erro descartado é menor que
1076,

A partir desse ponto, segue-se crescendo o sistema e truncando o espaco de Hilbert até
que o critério de finalizacao seja atingido. Basicamente, existem dois critérios distintos
usados para finalizacao: DMRG de tamanho infinito e DMRG de tamanho finito. No
DMRG de tamanho infinito, o sistema cresce até que uma grandeza intensiva que se deseja
estudar ( como por exemplo a energia por particula ou magnetizacao ) convirja. Esse
método pode apresentar alguns vicios de crescimento, o que desestimula a sua utilizacao.
De outra forma, no DMRG de tamanho finito o sistema cresce até que atinja o tamanho
que se deseja descrever; a partir desse ponto, inicia-se um procedimento para reduzir os
possiveis erros causados pelo processo de crescimento. Nesse ponto, o crescimento de um
bloco é acompanhado pela reducao do outro, mantendo o tamanho do sistema constante.
Quando um dos blocos se reduzir a um sitio, a ordem de crescimento se inverte, e este
passa a crescer com a reducao do outro. Quando os blocos voltarem a possuir o mesmo
tamanho, dizemos que uma sweep foi concluida. Esse procedimento se repete até que a
energia nao mais varie dentro do intervalo pré-definido entre duas sweeps sucessivas.

Calculando a grandeza de interesse em sistemas de tamanhos diferentes é possivel
determinar o seu valor no limite-termodinamico.

Dessa forma, o DMRG permite o estudo de sistemas com tamanhos inacessiveis aos
métodos de diagonalizacao exata. Além disso, mencionamos que esse método pode ser

modificado para permitir o estudo de propriedades dinamicas [49] e termodinamicas [49].

3.4 APLICACAO DE FTLM

Para calcular grandezas através de FTLM é necessério escrevé-las como funcao de
médias termodinamicas. O calor especifico por particula é definido por:

_ Lo
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mas, de acordo com o Teorema da Flutuagao-Dissipagao [54], pode ser reescrito da se-

guinte forma:
_ 1 2\ _ 2

onde kp é a constante de Boltzmann. A magnetizacao por particula é igual a média

térmica do momento magnético por particula:

M= (5%, (319)

e a suscetibilidade magnética é definida pela derivada da magnetizacao em relagao ao

campo, e pode ser escrita da seguinte forma:

= e ((5°7) = (572). (3.20)

Para investigar a eficiéencia do FTLM, vamos aplica-lo no calculo da suscetibilidade
de dois sistemas: a cadeia de trimeros antiferromagnéticos livres de Heisenberg e a ca-
deia de trimeros acoplados com parametros relevantes para o polimero cuja férmula é
Cuz(P2OgOH), [28]. Na Figura 3.1a encontamos a suscetibilidade magnética para o com-
posto Cug(P20gOH), calculada através do método de Monte Carlo [28], na Figura 3.1b
encontramos o nosso calculo feito através de FTLM.

Quando J; = 0 encontramos um sistema de trimeros livres, facilmente solivel, e pode-
se calcular analiticamente as propriedades do estado fundamental, as primeiras excitagoes
e as respostas termodinamicas. Para um sistema com apenas um trimero o hamiltoniano

Se escreve:

H=J(S1-S2+8S3-8S3),

o qual pode ser reescrito em termos dos operadores de levantamento e abaixamento de

spin (ST = 5% 4iSY e S~ = 5% — iSY, respectivamente); por exemplo:
1
S-Sy = 5755 + 5(5?5’2_ + S S5). (3.21)

Um sistema com tres spins possui espaco de Hilbert com oito estados; para representar

esse espaco, podemos utilizar como base os autoestados da componente z do spin total:

S* = ZSf (3.22)
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Figura 3.1: (a) Suscetibilidade do composto Cus(P20gOH), [28] comparada com resul-
tados de Monte Carlo Quantico. (b) Suscetibilidade calculada através de FTLM para
cadeias com os tamanhos indicados na figura.
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Para cada autovalor da componente z do spin total estd associado um subespaco
invariante do hamiltoniano. Para S* = % temos apenas o estado | 1), que é um
autoestado do hamiltoniano com autoenergia % — % Para 5% = % existem trés estados:

| ™), | T4 e | 1171). Aplicando o hamiltoniano a esses estados encontraremos:

J
J J J
J

representando matricialmente o hamniltoniano restrito ao subespago de spin total 5% = 3:

0 1 O
Ji
0 1 O

Diagonalizando essa matriz, encontramos as seguintes autoenergias e autoestados:

= LU0 B=o
By = ST+ 1+ ) B=

o) = (111 =2/ 1) + | 41); Ea= .

Na presencga de campo magnético, H, devemos adicionar o termo de Zeeman: —S*H, ao
hamiltoniano. Visto que esse termo ¢ diagonal na representacao escolhida, as autoenergias
listadas acima mudam apenas por —S*H,

Para calcular as propriedades termodinamicas precisamos determinar a funcao de

particao do sistema. Para um tnico trimero tem-se:

Z = exp(—BE)

J1 3H

— exp(—B2) cosh(8

: )4 (Ut exp(—62) + exp(31)) cosh(5).

Para um sistema com N, trimeros livres, a fungao de particao Zy, esta relacionada a

funcao de particao de apenas um trimero Z; da seguinte forma:

Zn, = Z)". (3-23)
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Portanto, a magnetizagao por particula de um sistema com N, trimeros livres se escreve:

oo 11 ez 1 oz

~ N Bgup3N,ZNe 9H — 3ZBgu, OH
5 exp(—f4) sinh(B2) + 1 (1 4 exp(—f%4) + exp(8.1)) sinh(B4)
(ex

p(— ﬁ%) cosh(828) + (1 + exp(—ﬁ%) + exp(8.J1)) cosh(BL))

derivando M em relacao ao campo magnético, encontramos a suscetibilidade magnética,

que no limite de campo nulo é dada por:

1 (1+10exp(— /3‘]7)+6XP(5J1))
12kpT (1 + 2exp(—BL) +exp(8,))

X = (3-24)

Na Figura 3.2 exibimos a suscetibilidade magnética por particula calculada através de
FTLM para um sistema com oito trimeros livres e a Eq. (3.24). No detalhe da Figura
3.2, encontra-se o modulo do erro relativo entre o valor calculado através de FTLM, para
niumeros de amostras R diferentes, e a expressao analitica. Comparando esses dados,
vemos que os resultados de FTLM desviam de no maximo 5% para R = 10 amostras,
de aproximadamente 4% para R = 100 e R = 1000. O erro méximo para R = 100
¢ ligeiramente menor que o erro encontrado para R = 1000, mas na regiao de baixa

temperatura o erro apresentado para R = 1000 é menor.
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Figura 3.2: Suscetibilidade magnética para um sistema com oito trimeros antiferro-
magnéticos livres. Comparacao entre o resultado analitico e o obtido por meio do FTLM,;
no detalhe temos o erro relativo para trés nimeros de amostras R diferentes. A principal
limitacao do FTLM esta nos tamanhos acessiveis, o que implica em erros maiores no
limite 7" — 0.



CAPITULO 4

ESTADO FUNDAMENTAL E PRIMEIRAS
EXCITACOES

Neste capitulo serao apresentadas e discutidas algumas propriedades do estado fun-
damental (7" = 0) da cadeia de trimeros acoplados de Heisenberg, com interacoes J; e
Ja, (vide Fig. 2.1); essas propriedades serao calculadas como funcdo da razao entre os

acoplamentos J = % (|J] < 1) e como fungao do campo magnético H.
4.1 ENERGIA E SPIN TOTAL

Para J > 0, o hamiltoniano de Heisenberg de trimeros acoplados pode ser entendido
como um caso particular do modelo de Heisenberg antiferromagnético generalizado, cujo

hamiltoniano é dado por:

H=>Y"J;S;8;. (4-1)
i,

A rede de interesse é bipartida, ou seja, pode ser separada em duas sub-redes (A e B)
disjuntas de tal forma que nao exista interagao entre elementos de uma mesma sub-rede,
ou seja, os elementos de A s6 interagem com os de B e vice-versa. Como exemplos de redes
bipartidas temos a rede cubica, a rede quadratica e a rede linear com interagoes entre
os primeiros vizinhos. Para redes bipartidas com interagoes dadas pela Eq. (4.1) Lieb e

Mattis demonstraram o seguinte teorema [55] sobre o spin total do estado fundamental:

Teorema 1. Seja uma rede bipartida com S4 e Sg o spin total nas sub-redes A e B,
respectivamente. Seja Spy = |Sa — Sp|, entao o estado fundamental do hamiltoniano
acima possui autovalor de spin total igual a Spy(Spay + 1). Além disso, a menos da
degenerescéncia de S* (2Spy + 1 estados), o estado fundamental é nao degenerado.

Normalmente, as primeiras excitacoes no espectro de um sistema magnético sao aque-
las que mudam o spin do estado fundamental de uma unidade e podem ser localizadas ou
nao. Quando o spin total aumenta, dizemos que é uma excitagao antiferromagnética; en-

quanto que a excitacao que reduz o spin é chamada de ferromagnética. A diferenca entre

24
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Figura 4.1: Célculo de DMRG, retendo até 200 estados, para a energia do estado fun-
damental por particula como fungao do acoplamento J para cadeias com 81 células. A

previsao de teoria de perturbacao de segunda ordem [39] é indicada pela linha vermelha
cheia.

0.25 1.8 g T

A4 N=12

oo N=18
0.2 - | = N=24

e—e Extrapolacao (DE)
0.15 - v—~v DMRG

1.6
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Figura 4.2: Gap A" como funcao de J. Para J > 0, AT é nao nulo, enquanto que para
J <0, A" é nulo. Os dados de DE foram obtidos para os tamanhos indicados no grafico,
enquanto que os de DMRG, retendo até 200 estados, sao relativos a uma cadeia com 81
células unitarias.
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a energia do estado fundamental e a energia dos estados excitados definem os chamados

gap antiferromagnético, AT, e ferromagnético, A~:
A+ = E(SGS + 1) — E(SG5>; (4.2)

A™ = E(Sqs — 1) — E(Sas), (4-3)

onde Sggs é o valor do spin total no estado fundamental. Essas grandezas nos dao uma
idéia do espacamento entre os niveis de energia do espectro do sistema. Quando esses
gaps sao finitos no limite termodinamico, os mesmos introduzem escalas de energia que
dominam o comportamento termodinamico do sistema. Na cadeia antiferromagnética,
o gap ferromagnético nao esta definido, enquanto que o gap antiferromagnético nao esta
definido na cadeia ferromagnética. O estado fundamental da cadeia de trimeros com
J > 0 exibe ferromagnetismo nao-saturado e os dois gaps podem ser definidos.

Na Figura 4.1 apresentamos a energia por particula em funcao do acoplamento J para
cadeias com 81 células unitarias. Através de perturbacao de segunda ordem, na Ref. [39]

esta grandeza foi calculada na forma

1 J 869

Eo/N = 2(=1=5 = 5567 (4.4)

expressao que confirmamos para J > 0.

Na Figura 4.2 exibimos o gap A™, calculado através do algoritmo de Lanczos e de
DMRG. Para cadeias de trimeros com J > 0, o modo AF exibe gap A" nao nulo,
que converge rapidamente ao valor do limite termodinamico; a existéncia desse gap vai
originar um plato na curva de magnetizacao em funcao do campo magnético. Para J < 0,
o sistema apresenta gap A" nulo no limite termodinamico, com convergéncia um pouco
mais lenta.

O hamiltoniano de interesse é invariante pela translacao de uma célula unitaria; isto
implica que o hamiltoniano é diagonalizavel por setores de autovalor do operador de
translacao. Os autovalores deste operador sao definidos através do vetor de onda ¢, o
qual pode assumir os valores ¢ = 2](,‘—?, onde 0 <n < N, — 1, com n inteiro.

Na Figura 4.3 temos a variagao dos trés primeiros modos de onda de spin para J >

0, sendo dois ferromagnéticos e um antiferromagnético. O modo AF apresenta gap de

spin. O primeiro modo ferromagnético nao apresenta gap, sendo o modo de Goldstone
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Figura 4.3: Trés primeiros modos de onda de spin para J > 0, obtidos por diagonalizacao
exata em sistemas de (o) 12, (H) 18, (A) 24 e (#) 30 sitios.
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Figura 4.4: Dependéncia com J de (o) E(q = 0) e de (W) E(q = ) para os trés primeiros
modos de onda de spin, para J > 0, obtido por DE em um sistema com 10 células
unitarias.

associado a quebra espontanea da simetria de rotacao no espaco de spin. O segundo
modo ferromagnético exibe gap nao nulo, o qual é chato (flat) apenas quando J = 1,
situacao em que um dos magnons estd localizado devido a simetria local de troca dos
sitios By — Bs; ou quando J = 0, médgnons localizados nos trimeros livres (veja o apéndice
para uma discussdo mais extensa sobre esta simetria local ). Na Figura 4.4 apresentamos
a variagao dos extremos [F(0) e E(m), a largura de banda é dada pela diferenga E(m)-
E(0)] para os trés primeiros modos de onda de spin, obtido por DE para um sistema com
trinta sitios.

Para J < 0, o primeiro modo de onda de spin é um modo antiferromagnético similar ao
encontrado na cadeia antiferromagnética de spin-1/2 [35], como podemos ver nas Figuras
4.5 e 4.6. Nesta regiao de acoplamentos existe cruzamento entre o segundo modo de
S =1 com modos de spin total mais alto, mas na figura apresentamos apenas os modos

com S = 1.
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Figura 4.5: Calculo de DE para os trés primeiros modos de onda de spin em cadeias com
(¢#) 18, (o) 24 e (M) 30 sitios, acoplamento J = —0.30.
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Figura 4.6: Calculo de DE para os trés primeiros modos de onda de spin em cadeias com
(¢#) 18, (o) 24 ¢ (M) 30 sitios, acoplamento J = —1.00.
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4.2 CORRELACOES E ORDEM MAGNETICA

Quando o spin total do sistema é maximo, todos os spins se alinham em uma mesma
dire¢ao, formando a chamada ordem ferromagnética saturada de longo alcance. Por ou-
tro lado, quando o spin do sistema é minimo podemos encontrar dois tipos de ordem:
a paramagnética, quando os spins estao desordenados ao longo da cadeia, e a antiferro-
magnética, quando os spins estao antiparalelos alternadamente.

Informagoes quantitativas sobre a ordem magnética do sistema podem ser obtidas
através da funcao de correlagao spin-spin, na distancia x, é definida como a média das

correlagoes entre os sitios estao separados por uma distancia x:
1 :
Ole) = 5 D _(8i-8,)0l — ja, (45)
Lj

onde f é o nimero de pares ([,j) de sitios que estdo separados por uma distancia = e
mais precisamente, através da sua transformada de Fourier, isto é, o fator de estrutura
magnético:

S(@) = 5 2 (S1+ 8y explialen — ), (4)

onde N = N4+ Np é o nimero total de sitios da cadeia e (S;-S;) indica o valor esperado
no estado fundamental. Podemos também investigar a existéncia de ordem transversal
ou longitudinal de longo alcance se na equagao acima restringimos S; por Sirqns OU por
Slong'

Para existir ordem ferromagnética, S(g = 0) deve ser uma quantidade extensiva com
o tamanho da cadeia, (crescimento linear), enquanto que na ordem antiferromagnética
S(q = m) deve ser extensivo. Quando ambos crescem extensivamente, tem-se a coe-
xisténcia das duas ordens: a ordem ferrimagnética (FERRI).

O Teorema de Lieb-Mattis nada afirma, explicitamente, sobre a existéncia de ordem

de longo alcance, mas podemos reescrever S(¢ = 0) da seguinte forma:
S(0) = 1 30088, = (8.8} = (%) (47)
—Nijzg—NijZJ—N ) 4.7
ou seja, o Teorema de Lieb-Mattis é suficiente para garantir a existéncia de ordem ferro-

magnética de longo alcance em uma rede bipartida em que o nimero de sitios N4 # Np.
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Figura 4.7: Funcao de correlacao entre os spins da sub-rede A. Usamos DMRG, retendo
até 200 estados, em um sistema de 81 células unitdarias. O limite de C'(x) constante para
x muito grande constata a ordem de longo alcance exibida pelo sistema. A curva preta é
o limite constante para J = 0.40.

Tian [56] mostrou que o estado fundamental do modelo de Heisenberg antiferromagnético
generalizado ( Eq. (4.1) ) em redes bipartidas exibe ordem FERRI. Esse tipo de ferri-
magnetismo é comumente chamado de ferrimagnetismo topolégico, porque a ordem é
causada pela diferenca entre o niimero de sitios das sub-redes da cadeia, diferentemente
dos sistemas de spins mistos, onde o ferrimagnetismo é causado pela diferenca entre os
spins na cadeia.

Em nossos calculos utilizamos as seguintes distancias ao longo da cadeia: o sitio A
da n-ésima célula unitaria estd em x = 2n — 1, enquanto os sitios B estao na posicao
x = 2n. Nos cdlculos de DMRG utilizamos condigoes de contorno abertas, o que pode
causar erros na funcao de correlagao nas extremidades da cadeia. Para minimizar tais
erros, calculamos a transformada da funcao de correlacao apenas para distancias menores
que metade do comprimento da cadeia.

Para J > 0, encontramos ordem FERRI de longo alcance. Na Figura 4.7 temos a

fungdo de correlagao entre os spins localizados nos sitios A para uma cadeia com 81
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Figura 4.8: Fator de estrutura magnético para um sistema com oito células unitarias e
J = 1.00, obtidos através de DE. O detalhe mostra o crescimento extensivo dos picos
com o tamanho do sistema, caracterizando a ordem magnética de longo alcance.

células unitarias. Neste caso, a funcao de correlacao apresenta comportamento da forma:

Cr)=a+ bexp(—%), (4.8)

similar ao encontrado por [57] para o caso J = 1 (cadeia ABy). Nessa equagao, a repre-
senta a ordem de longo alcance, enquanto bexp(—%) representa os efeitos das flutuacoes
quanticas de curto alcance. Os resultados de DE, para sistemas fechados, Figura 4.8,
reforgam os resultados de DMRG.

Para —1.0 < J < J* a funcao de correlacao apresenta a forma de lei de poténcia:
C(z) = (=1)%a,

a menos de correcoes logaritmicas, caracteristica dos estados criticos, com o expoente A
dependendo do acoplamento J. Neste caso, o estado fundamental quebra espontanea-
mente a invariancia translacional do hamitoniano, apresentando modulacao com periodo
igual a duas células unitarias. Portanto, o pico em S(7/2) indica a existéncia de ordem
AF com periodo dobrado (Figura 4.11 e Figura 4.13). Como o limite de C'(z) quando x

tende a oo é nulo, dize-se que esta ordem é de quase longo alcance.
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Figura 4.9: Fator de estrutura magnético para um sistema com oito células unitarias e
J = —0.30, também obtido por diagonalizacao exata. Para essa regiao de acoplamento, o
vetor de ondaem que ocorre o maximo indica a existéncia de uma ordem incomensuravel.
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Figura 4.10: Fator de estrutura magnético, obtido de DMRG, retendo até 150 estados,
em um sistema com 102 células unitarias e acoplamentos J negativos. A mudanca na
curva indica a variagao da modulagao dos spins ao longo da cadeia.
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Figura 4.11: Funcgao de correlagao spin-spin entre spins da sub-rede A em funcao da
distancia obtida através de DE para oito células unitarias. O comportamento de lei de
poténcia é caracteristico dos estados criticos. O valor do expoente varia com o valor do
acoplamento J e pode ser encontrado na tabela abaixo.

Tabela 4.1: Tabela dos parametros que melhor descrevem os dados da Figura 4.11 segundo

a expressao C(x)(—1)" = Az~P

’ J \ A \ B \ erro% ‘
—0.2]0.061 | 1.42 | 0.10
—0.41]0.113 | 1.24 | 0.05
—0.6 | 0.155 | 1.12 | 0.02
—0.8 ] 0.188 | 1.03 | 0.02
—1.0 1 0.210 | 0.97 | 0.02
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Figura 4.12: Funcao de correlacao spin-spin entre spins da sub-rede A como funcao da
distancia obtida através de DMRG, retendo-se até 200 estados, para cadeias com até 121
células unitarias. O comportamento de lei de poténcia, caracteristico dos estados criticos,
fica evidenciado para J = —1. A curva que melhor descreve essa correlacao é 0.21029965,
com erro médio quadratico de 0.2%, indicada pela linha preta.
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Figura 4.13: Fator de estrutura magnético para um sistema com oito células unitarias
e J = —1.00, obtidos através de DE. No detalhe temos o valor do pico como funcao do
tamanho do sistema.
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Figura 4.14: Valor do vetor de onda q * em que S(q) apresenta méximo como fungao de
J. Obtido pelo algoritmo de Lanczos para cadeias com oito células unitarias.

Para J* < J < 0 encontramos uma fase intermediaria, em que o fator de estrutura
magnético apresenta dois picos: um pico alongado em ¢ = ¢* diferente de 7/2 e de zero,
devido a correlagoes espirais de curto alcance, e um pico agudo em ¢ = 7 devido ao
decaimento em lei de poténcia apresentado pela funcao de correlacao, o expoente varia
com o valor do acoplamento .J, como podemos ver na Figura 4.11. Nessa fase o pico
principal esta em g = ¢*.

Na Figura 4.14 e na Figura 4.15 encontramos o valor de ¢ em que S(q) atinge o seu
maximo como fun¢ao do acoplamento J, onde podemos distinguir claramente as fases
existentes. Nos dados de DE (Figura 4.14), J* vale —0.52, no célculo de DMRG (Figura

4.15), obtemos J* = —0.31, aproximadamente.

4.3 PLATOS DE MAGNETIZACAO E FASES INDUZIDAS PELO CAMPO

A magnetizacao é uma das grandezas fundamentais e, a campo nulo, é determinada
pelo spin total do estado fundamental. Para a cadeia de Heisenberg com spin semi-inteiro,
o teorema de Lieb-Schultz-Mattis [58] afirma que, em um sistema de tamanho finito, a
campo nulo, existe um estado com energia proxima da energia do estado fundamental,

formando um gap da ordem do inverso do tamanho da cadeia, ou seja, a campo nulo nao
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Figura 4.15: Valor do vetor de onda q * em que S(q) apresenta méximo como fungao de
J. Obtido por DMRG para cadeias de 102 células unitarias.

existe plato em M = 0 no limite termodinamico. Para spin inteiro a situagao é diferente
e podemos encontrar um gap; conseqiientemente, um plato na curva de magnetizagao.

Como exemplo dos fatos acima mencionados temos a cadeia de spin-1/2, que apresenta
gap nulo, e a cadeia de Haldane ( spin 1 ), que exibe um plato na magnetizacao dependente
do campo. Este plato existe enquanto a energia de interagao com o campo magnético for
menor que o gap A. O campo critico H, em que essas energias sao iguais é o campo em
que ocorre uma transicao de fase quantica.

Oshikawa et al. [59] realizaram uma generalizagao do Teorema de Lieb-Schultz-Mattis
[58] na presenga de um campo aplicado, mostrando que em cadeias quanticas de spin, s6
¢é possivel a existéncia de um platd na curva de magnetizagao, no limite termodinamico,
quando a magnetizagao M por sitio, o momento de spin de um sitio s e o nimero de sitios

v em um periodo do estado fundamental forem tais que a relacao abaixo é satisfeita:
v(s — M) = inteiro. (4.9)

Este fenomeno estd ligado a uma quantizagao topoldgica analdga a encontrada no efeito

Hall quantico, em que uma grandeza fisica nao varia com a mudanga do campo aplicado.
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Figura 4.16: Energia por particula como funcao da magnetizacao por particula, obtido
através de DMRG para uma cadeia de 121 células unitarias. A transigdo que ocorre em
M = 1/6, é responsavel pelo surgimento do platé na curva de magnetizagao.

Para sistemas de spin 1/2, com trés sitios magnéticos por célula unitaria, os valores
de magnetizacdo de possiveis platos sdo 1/2 e 1/6, se o periodo do estado fundamental
for o mesmo do hamiltoniano; se o sistema quebrar espontaneamente a invariancia de
translacao e exibir estado fundamental com maior periodo, outros valores sao permitidos;
para o periodo do estado fundamental de duas células unitérias (dobramento de periodo)
as magnetizagoes possiveis nos platos sao 0, 1/6, 1/3 e 1/2.

Ressaltando que a condigao acima é necessaria, mas nao ¢ suficiente, isto é, a relagao
nao implica em um plato de magnetizacao, sendo necessario, a investigacao em cada
sistema de spin, individualmente.

Ao longo dos ultimos anos, muitos trabalhos experimentais e tedricos foram realizados
em busca de sistemas experimentais que apresentem tais platos, entre os quais mencio-
namos a confirmagao experimental do plato 1/6 na azurita [30-33] e um dos primeiros
célculos tedricos com a previsao do platd [60]. A existéncia do plato em M = 1/3 foi
investigada [10], mas utilizando-se apenas acoplamentos AF.

A presenca de um plato seria, desta forma, uma assinatura de uma fase com gap nao

nulo. A fase FERRI (presente para J > 0) da cadeia de trimeros de spin 1/2 acoplados
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Figura 4.17: Magnetizacao por particula versus campo na fase ferrimagnética, calculada

com DMRG, para uma cadeia com 121 células unitéarias, retendo até 243 estados. O

pequeno degrau acima do plato ocorre em M = % e é devido a efeitos de tamanho finito.

possui estado fundamental com trés sitios em um perfodo (célula unitdria). Na Figura 4.17
temos a magnetizagao em funcao do campo em uma cadeia com 121 células unitarias, na
regiao em que o estado fundamental ¢ FERRI. Notamos a existéncia de trés fases: a fase
de Lieb-Mattis, em que o spin total do estado fundamental é 1/2 por célula unitéria, uma
fase ferromagnética nao-saturada induzida pelo campo, e finalmente, a fase polarizada
em que os spins j& atingiram a magnetizacao de saturagao M = 1/2. O campo critico
H., em que ocorre a separacao entre estas duas primeiras fases é dado pelo gap de spin
e o da segunda separacao é dado pelo campo de saturacao H.z.

Na Figura 4.18 temos a magnetizacao por particula versus campo para uma cadeia
de mesmo tamanho, mas com acoplamento J < 0 ferromagnético. Nesta regiao de aco-
plamentos, o estado fundamental apresenta caracteristicas antiferromagnéticas e espiral.
Nota-se a existéncia de quatro fases: uma fase critica com AT = 0, a fase de Lieb-Mattis,
uma fase ferromagnética nao-saturada induzida pelo campo e a saturagao. A separacao
das fases acontece exatamente em H., H. e H.3, respectivamente. Na figura 4.19 apre-

sentamos o diagrama de fases H versus J.
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Figura 4.18: Magnetizacao por particula versus campo para acoplamentos J negativos
(fases espiral e antiferromagnética), calculada com DMRG, para uma cadeia com 121
células unitarias, retendo até 243 estados. O pequeno degrau acima do plato em M = é

ocorre devido a efeitos de tamanho finito.
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Figura 4.19: Diagrama de fases H versus .J, obtido através de DMRG. Os pontos cheios
representam dados para cadeias com 121 células unitarias; os pontos vazados representam
os dados para cadeias com 81 células unitarias. H.; em preto, H., em vermelho e H.3 em
azul.



CAPITULO 5

PROPRIEDADES TERMODINAMICAS

Na pratica nao podemos medir as propriedades do estado fundamental de um sistema,
todas as medidas sao realizadas em temperatura finita, embora observacoes em redes
Oticas de gases neutros-frios, em temperaturas da ordem de mK, sao consistentes com
resultados do estado fundamental. Em lugar da média sobre o estado fundamental, tem-se
a média sobre todos os estados possiveis, com seus respectivos pesos.

Em sistemas magnéticos, ¢ comum investigar essas propriedades através do estudo
da magnetizacao, e de respostas como o calor especifico e a suscetibilidade magnética.
Algumas propriedades quanticas que sao bem definidas em 7' = 0 podem ser mascaradas
pelas flutuacoes térmicas.

A seguir apresentaremos as propriedades térmicas dos Trimeros Acoplados de Heisen-
berg calculadas através de FTLM para um sistema com 24 sitios magnéticos. Em todos

os calculos adotamos R = 1000 e M = 50 (vide Secao 3.2).

5.1 CALOR ESPECIFICO E SUSCETIBILIDADE MAGNETICA

Nesta secao apresentamos a dependéncia do calor especifico e da suscetibilidade magnética
com o acoplamento J e com o campo H. Como discutido no Capitulo 4, para J > 0
o estado fundamental do sistema apresenta caracteristicas ferrimagnéticas e, portanto,
modos de onda de spin ferromagnéticos e antiferromagnéticos.

Na Figura 5.1a apresentamos o calor especifico por sitio em funcao da temperatura.
A curva apresenta dois picos que estao diretamente ligados a presenga das trés bandas de
energia no espectro de um magnon e a separagao em energia dessas bandas [61]. Dados
experimentais para o calor especifico sao apresentados na Ref. [36]; na Figura 5.1b apre-
sentamos, como exemplo, os resultados experimentais para o composto Pb3Cuz(POy),.
Os autores da Ref. [36] estimaram a contribui¢do do calor especifico da rede admitindo

que a contruicao magnética entre 10 e 14 K é desprezivel, o que nao é um procedimeno

41
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adequado, visto que nestas temperaturas a contrubuicao magnética é nao desprezivel.
Dessa forma, eles interpretaram o minino menos intenso como o mais intenso. Como
nas figuras apresentadas por eles nao é possivel indentificar os dois minimos, fica quase
impossivel intentificar quais os parametros que melhor descrevem o comportamento do
calor especifico. Infelizmente, nao houve uma concordancia entre os dados experimentais
e os resultados numéricos para o calor especifico por mol. Na Figura 5.1b apresentamos
o calor especifico do composto Pb3Cus(POy), (Ref. [36]).

O primeiro pico, o mais intenso, corresponde ao modo antiferromagnético, enquanto
o segundo ao modo ferromagnético sem gap. Notamos na Figura 5.la que com o au-
mento do campo magnético o modo ferromagnético é deslocado para valores mais altos
de temperatura, enquanto que o antiferromagnético é deslocado para valores mais baixos.
Este comportamento pode ser explicado em termos simples se lembrarmos que o campo
afeta o gap antiferromagnético de acordo com a seguinte expressao A*(H) = AT(0) — H,
enquanto que o modo ferromagnético adquire um gap que varia com o campo segundo
A~ (H)=+H.

Na Figura 5.2 apresentamos o produto entre a suscetibilidade magnética x e a tem-
peratura T, xT' em fungao de T para valores de campo magnéticos H indicados. A
caracteristica marcante nessas curvas ¢ a presenca de um minimo em uma temperatura
T definida. Este minimo, de fato, é o sinal procurado em experimentos para caracterizar
o composto de interesse como ferrimagneto. Visto que os compostos apresentam tanto
ordem ferromagnética quanto antiferromagnética e que as excitagoes correspondentes sao
separadas por uma energia finita, o minimo em T'x(7") define uma temperatura em que o
sistema deixa de exibir caracteristicas ferromagnéticas, e. g., T'x(T) — oo para T' — 0,
e passa a ser dominado pelas excitagoes antiferromagnéticas, para as quais xI' — 0 para
T — 0. De fato, notamos que com o aumento do campo magnético o minimo é deslocado
para temperaturas mais altas.

Na Figura 5.3 exibimos o comportamento de 7" com .J para alguns valores de campo
magnético. Com os resultados apresentados nas Figuras 5.2 e 5.3 é possivel determinar
os parametros J; e Jy que implicam no melhor ajuste entre os dados experimentais para
os fosfatos da Figura 2.2a, discutidos no capitulo 2, e os resultados numéricos para o

hamiltoniano de trimeros acoplados.
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Figura 5.1: (a) Calor especifico por sitio para uma cadeia com acoplamento J = 0.40
para os valores de campo magnético H indicados, calculado atavés de FTLM. (b) Calor
especifico por mol de unidade de férmula quimica do composto Pb3Cusz(PO,), (medido
por [36]); nesse caso tem-se a contribuigao do calor especifico dos fénons somada a con-
tribuicao magnética.
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Figura 5.2: Suscetibilidade x vezes temperatura 7' em funcao de 7" para uma cadeia com

acoplamento J = 0.20 e para os valores de campo magnético H indicados.
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Figura 5.3: Dependéncia da temperatura T em que x7' exibe o minimo caracteristico

em funcao do acoplamento J, para os valores de campo magnético H indicados.
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Figura 5.4: Produto da suscetibilidade molar x e da temperatura 7" em funcao de T'

para a cadeia de trimeros acoplados com J; = 78.8K Jo = 0.38J; e g = 2.075. Dados
experimentais para o composto Pb3Cus(POy), da Ref. [36].
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Figura 5.5: Produto da suscetibilidade molar x e da temperatura 7" em funcao de T
para a cadeia de trimeros acoplados com J; = 112K, J, = 0.12J; e ¢ = 2.15. Dados
experimentais para o composto Sr3Cus(POy)4 da Ref. [37].



5.1 CALOR ESPECIFICO E SUSCETIBILIDADE MAGNETICA 46

1.6 gr——v— T+

1.4 . 4
o Experimental

1.2 — FTLM i

XT (cmgmol'lK)
o
0

o
o

O . 4 M M M M 1 M M M M 1 M M M M 1
0 50 100 150 200

T(K)

Figura 5.6: Produto da suscetibilidade molar x e da temperatura 7" em funcao de T
para a cadeia de trimeros acoplados com J; = 112K Jy, = 0.13.J; e g = 2.086. Dados
experimentais para o composto CazgCuz(POy), da Ref. [37] .

Na Figura 5.4 apresentamos xT por mol de {on de Cu para o composto Pb3Cuz(POy),,
[36], cujo minimo é encontrado em 7% = 25K. Na mesma Figura exibimos x7" para uma
cadeia de trimeros calculada por FTLM com J; = 788K, J, = 0.38J; e g = 2.075.
Na Figura 5.5 encontra-se a comparagao entre x7' por mol de Sr3Cus(POy)s [37] e xT
calculada0 por FTLM com J; = 112K, J, = 0.12J; e g = 2.15. Na Figura 5.6 encontra-se
a comparagao entre x7' por mol de CazCuz(POy), [37] e xT calculada por FTLM com
Jp = 112K, Jy = 0.12J; e g = 2.086. A concordancia entre os dados experimentais
e os resultados numeéricos para a suscetibilidade é notavel para temperaturas acima de
10K; o desvio encontrado abaixo desta temperatura pode ser causado pela limitacao
do método. Em linhas gerais, o procedimento de ajuste consiste nas seguintes etapas:
(i) inicialmente encontramos o valor de J = i—j para o qual x7' coincide com o valor
experimental, com g = 2; (ii) para o valor de J encontrado, x7T' do hamiltoniano tem
minimo na temperatura normalizada T* = 5—:; (#i) finalmente, variamos g em relagao a
2 até obter o melhor ajuste.

Na Figura 5.7 apresentamos a suscetibilidade magnética para uma cadeia com 24
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Figura 5.7: Suscetibilidade y vezes temperatura T' versus 1" para uma cadeia com aco-
plamento J = —1.00,

sitios, para acoplamento J = —1.00, para campos magnéticos indicados. O limite nulo de
X para baixas temperaturas, a campo nulo, é consistente com a fase antiferromagnética
esperada para este acoplamento e discutida no Cap. 4.

Na Figura 5.8 exibimos a magnetizagao por sitio em funcao do campo magnético para
varios valores de temperatura. Em particular, notamos que a ordem magnética de longo
alcance é suprimida mesmo nas temperaturas mais baixas, o que é esperado em sistemas
unidimensionais para os quais a temperatura critica é T, = 0. Desta maneira, para H = 0
o sistema encontra-se em uma fase paramagnética quantica. A curva M (H) cresce até
encontrar o plato em % da magnetizagao de saturacao, ou seja, o campo magnético induz
a fase ferrimagnética de Lieb e Mattis discutida no Cap. 4. Para temperaturas mais
baixas, o plato ainda é visivel, apesar de estar com largura reduzida em relacao a 7' = 0
devido as flutuagoes térmicas. Por outro lado, pelos mesmo motivos, a transicao para
o platdé nao é aguda como no caso T = 0. A transi¢ao para o platd de magnetizacao

saturada deixa também de ser aguda.
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Figura 5.8: Magnetizacao por sitio em funcao do campo magnético H para J = 0.4 e
temperaturas indicadas. O resultado referente a temperatura nula foi obtido através de
DMRG para um sistema com 121 células unitarias e retendo até 200 estados.

5.2 CARACTERISTICAS UNIVERSAIS DE SISTEMAS COM GAP DE SPIN

Maeda et al. [62] mostraram uma maneira de estimar o gap de spin a partir de me-
didas da magnetizacao realizadas em temperatura finita. Para sistemas unidimensionais,
mostraram que para campos ligeiramente maiores que o campo critico H., a curva de
magnetizagao exibe um comportamento universal. O campo critico H. é o campo tal
que a energia Zeeman ¢é igual ao gap A'. Para tal utilizaram duas teorias efetivas: ma-
peamento entre as excitacoes e um sistema de férmions fracamente interagentes e um
mapeamento das excitagdes na teoria de liquidos de Luttinger ( teoria relativistica de
campos bosonicos livres ). A primeira teoria é vélida apenas no limite de grande diluigao
das excitagoes: quando a condicao de que os bdsons sao impenetraveis junto com a uni-
dimensionalidade do sistema levam a caracteristicas fermionicas; enquanto a segunda é
valida em toda a fase sem gap existente entre os platos. A seguir faremos uma breve
descricao dessas duas teorias, expondo seus resultados. Na cadeia de Haldane, cadeia de
spin 1 de Heisenberg, para H 2 H. os primeiros estados excitados sao bdsons macigos

cujas interagoes sao de curto alcance, tipo esferas duras. Devido a grande diluicao dessas
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excitagoes podemos utilizar a distribuicao de Fermi-Dirac em vez da de Bose-Einstein e

mapear os magnons interagentes em um sistema de férmions livres:

k2
2m*

BE(k) = (5-1)

onde ni* corresponde a curvatura da banda de energia, m* a massa efetiva) e vy = 4/ nf*
a velocidade das excitagoes.

Nesse mapeamento, a magnetizacao esta associada a densidade dos magnons, dada

M = \/Z / " AED(E) frp(E — ) (5.2

(E—

por:

onde foi associado o termo F =
p) = [1+PE-W]71 ¢ g distrlbulgao de Fermi-Dirac. Em uma dimensao a densidade

de estados satisfaz D(F <.

Para T ~ 0 podemos fazer a seguinte aproximagao,

conhecida como expansao de Sommerfeld [63]:

e~ BE—w)
1+ e—B(E_#)

— e BE- Z(_efﬁ(E*u))n
n=0

— _Z Eu)

Substituindo na Eq. (5.2) e utilizando o fato de que [;* dzy/ze™** = | /T encontramos a

M X (_pBmyn
- e I

. ko, . . e o . L
onde Li, = > 7, %= ¢ a funcao polilogaritmica de indice n. Derivando a magnetizacao

fen(E —p) =

seguinte série:

em relacao a temperatura encontramos um minimo quando
. Lil/g(—e‘”)
Li_l/g(—em) ’
onde x = fu. Esta equagao possui solugao para x = xg =~ 0.76238, ou seja, a temperatura

T, = xo(H — H..) em que o minimo ocorre, nao depende das caracteristicas microscopicas
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do sistema, sendo assim uma caracteristica universal dos sistemas unidimensionais de
spins com gap.

Um mapeamento andlogo pode ser feito para campo magnético ligeiramente abaixo
do campo de saturacao, onde o vacuo seria o estado totalmente polarizado e as excitagoes
seriam os modos com S* = S? ~— 1. Neste segundo mapeamento uma particula repre-
senta uma excitacao ferromagnética do sistema, de modo esta ultima teoria efetiva preve
a existéncia de um maximo nessa regiao de campo.

Na teoria de liquidos de Luttinger, a expansao a baixas temperaturas dada pela teoria
de campo conforme [64-67] nos diz que a energia livre por particula é dada por:

v
f=¢€ — %Tz +0(T?), (5-4)

onde € ¢ a energia do estado fundamental e vy é a velocidade de Fermi. Portanto, a

derivada da energia livre com respeito ao campo da a magnetizacgao:

T Ovs g 3
M= My+ ——=T T .

de maneira que o comportamento da magnetizagao perto do campo critico é determinado
pelo gradiente da velocidade em relagao ao campo. A temperatura 7T, marca a tempera-
tura em que a teoria de liquidos de Luttinger deixa de ser a mais adequada para descrever
o sistema, i. e. , a temperatura em que a dispersao nao mais obedece a forma linear:
E(k) = vs(k — ky), e passa ao tipo quadratica: E(k) o k*. Na cadeia de spin-1/2 de
Heisenberg g% < 0 e nao observa-se este comportamento [68].

Na figura 5.9 apresentamos a magnétizacao como fungao da temperatura para uma
cadeia com 24 sitios, com acoplamento J = 1.0. Para este valor de acoplamento o campo
critico H, vale aproximadamente 1.76, e na presenga de campos ligeiramente maiores
que este campo encontramos um minimo na magnetizacao dependente da temperatura,

comportamento semelhante ao encontrado na cadeia de Haldane.
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Figura 5.9: Magnetizacao por sitio M em funcao da temperatura 7' para uma cadeia com
24 sitios com acoplamento J = 1, para campos maiores que o campo critico. O valor

M = % indicado no grafico é a magnetizacao do estado fundamental.




CAPITULO 6

CONCLUSOES

Neste trabalho apresentamos um extenso estudo numérico sobre cadeias de trimeros
acoplados de Heisenberg, motivados por polimeros de férmula quimica A3zCuz(POy),
(onde A=Sr, Pb, Ca) que apresentam célula unitdria com trés fons magnéticos Cu®"
de spin 1/2. As propriedades do estado fundamental e das primeiras excitagoes foram
calculadas através do algoritmo de diagonalizacao exata de Lanczos e por DMRG; as
propriedades termodinamicas foram calculadas utilizando-se o método de Lanczos para
temperaturas finitas FTLM. Essas propriedades foram estudadas como funcao da razao
entre os acoplamento J (J = f—f), do campo magnético H, do nimero de células unitarias
N,., e da temperatura 7.

Observamos que o sistema apresenta trés fases: ferrimagnética (0 < J < 1), espiral (
—0.31 < J = 0.0) e Antiferromagnética ( —1.0 < J = —0.31 ). Nas trés fases calculamos a
energia do estado fundamental, os trés primeiros modos de onda de spin, a magnetizacao,
tanto para T = 0 quanto para T" > 0, como funcao de H, as funcoes de correlacao
espaciais; o fator de estrutura magnético S(q), o calor especifico C' (como fungao de T e
H) e a suscetibilidade magnética .

Na fase ferrimagnética (FERRI) as primeiras excitagoes de onda de spin sao dois
modos ferromagnéticos, cujo spin total é menor que o do estado fundamental em uma
unidade, e um modo antiferromagnético, cujo spin total é maior que o do estado funda-
mental por uma unidade. Um dos modos ferromagnéticos nao apresenta gap ( é modo de
Goldstone), enquanto os outros dois modos calculados apresentam gap. No ponto J = 1
existe simetria de troca local dos sitios B; e By de uma mesma célula unitéria, responsavel
pelo surgimento de um modo flat; na auséncia desta simetria (J # 1) este modo adquire
uma pequena curvatura. O modo de Goldstone é responsavel pelo surgimento de um
maximo secundario no calor especifico, cuja localizacao varia com H. Por outro lado, o

modo antiferromagnético é responsavel por um plato na curva de magnetizagao versus H.

52
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A funcao de correlagao apresentou decaimento exponencial mais um termo constante e o
fator de estrutura magnético apresentou crescimento extensivo em g =0 e em ¢ = 7. A
suscetibilidade apresentou o minimo no produto x71" versus 7T caracteristico dos ferrimag-
netos quase unidimensionais caracterizando assim a ordem ferrimagnética. Além disso,
verificamos que existe o minimo na magnetizacao em funcao 7" para H ligeiramente maior
que o gap AF. A existéncia desse minimo foi mostrada a partir do mapeamento entre o
espectro dos magnons e o espectro de férmions livres relativisticos e acredita-se que esse
seja uma propriedade universal de sistemas de spin com gap.

Na fase antiferromagnética, o spin do estado fundamental é o menor possivel, 0 ou

1
29

os modos de onda de spin sao antiferromagnéticos, e nao hé gap de spin. A magne-
tizacao versus H apresenta um plato em M = My, cuja largura decresce com J. Nao foi
observado a existéncia do plato em M = 2Mp,,( o outro valor possivel segundo a peri-
odicidade do estado fundamental). A funcdo de correlagao alternada exibe o decaimento
de lei de poténcia caracteristico dos estados quanticos criticos. Além disso, o fator de
estrutura magnético apresenta dois picos (em ¢ = 5 e em ¢ = 37”) devido ao dobramento
da periodicidade do estado fundamental. A suscetibilidade y apresenta caracteristicas
AF em acordo com os demais dados. Nota-se ainda o aparecimento de pico secundario
em ¢ = ¢;n.. Devido ao dobramento da periodicidade do estado fundamental os efeitos
de tamanho finito sao mais pronunciados nesta fase.

Na fase espiral (fase intermedidria) o sistema nao apresenta gap, e o espagamento
entre os niveis de energia é menor do que o encontrado na fase AF. As propriedades ter-
modinamicas sao semelhantes as da fase AF. A funcao de correlacao alternada apresenta
decaimento de lei de poténcia, com uma flutuacao que nao pode ser explicada por efeitos
de tamanho finito; o fator de estrutura evidencia que essa flutuacao se deve ao surgimento
de um pico incomensuravel em ¢ = ¢*. A magnetizacao apresenta o plato em M = My,

0 campo em que esse platdo surge varia com J, bem como o comprimento do plato; o

campo de saturacao é bem préximo do campo de saturacao do sistema de trimeros livres
(J=0).



APENDICE A

SIMETRIA DE TROCA LOCAL

A cadeia AB, apresenta simetria de troca local entre os sitios B; e By de uma mesma
célula unitaria. Esta simetria nao esta presente no caso geral dos trimeros acoplados,
e portanto, nao faz sentido falar desta simetria fora do ponto J = 1. A seguir vamos

verificar explicitamente a ausénsia desta simetria, utilizando a seguinte notacao:

By, = Ssn+2;
B2n = SSn+3;
An - SSn—I—l;

o hamiltoniano da Eq. 2.1, com J3 = 0, pode ser reescrito da sequinte forma:

N N
Hy = Z(Bm rAi+ Ai - Byiyr) = ZAz' < [Bai + Biigal,
1 1
N N
Hy = Y (Bu-Ai+Ai Bip) =Y A (Bui+ Bain1)
1 1

Definindo o operador de troca entre os operadores de spin dos sitios B; e By da n-ésima
célula unitaria m,, :
B = B+ (By — B1i)din
mnBai = By + (B — Ba;i)din
WnAi = Az

o4
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Aplicando esse operador ao hamiltoniano tem-se:

7TnH = J17TnH1 + J27TnH2
= Ji[Hy+ (A, — An_1) - (Bin — Ban)] + Jo[Ha + (A, — Ay—1) - (Bay, — B1,)]
= JiHy+ JoHy+ (J1 — J2) (A, — An—1) - (B, — Bay)

0 que nos mostra que a simetria de troca estd presente apenas para a cadeia ABy (J; = J).
Este fato foi notado em [39], e foi calculada numericamente a probabilidade do par B;-
By formarem um estado singleto como funcao do acoplamento .J. Por outro lado, esta
quantidade também foi estudado para a cadeia ABy com frustracao [22]'. Se a simetria
de troca local estivesse presente, o par Bi-Bsy estaria necessariamente em um autovalor
de m,, formando um singleto ou um tripleto, o que nao foi observado, sugerindo que os

sitios B1-Bs estao em uma superposicao desses dois estados.
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