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RESUMO

Nesta dissertacao apresentamos o calculo de solugoes exatas para o problema do movi-
mento de arranjos duplamente periédicos de bolhas em uma célula de Hele-Shaw, quando
os efeitos de tensao superficial sao desprezados. As solugoes obtidas descrevem um con-
junto de bolhas que se movem com velocidade constante na direcao do eixo z. No refe-
rencial que se move com as bolhas, os centréides das mesmas estao localizados ao longo
das arestas de um reticulado retangular com célula unitaria de largura 2a e comprimento
2L, podendo haver um nimero arbitrario N de bolhas por célula unitaria. As solugoes
descritas neste trabalho representam a familia mais geral de solugbes estacionérias para
bolhas na célula de Hele-Shaw conhecida até o momento, sendo que todas as solugoes exa-
tas obtidas anteriormente, para uma ou mais bolhas, sao casos particulares da solucao
geral apresentada aqui. Essa solucao é obtida através do uso de transformagcoes con-
formes, calculando-se a transformacao apropriada que mapeia o semi-plano superior do
plano complexo auxiliar ¢ no dominio ocupado pelo fluido no plano fisico (plano z), re-
presentando a célula unitaria. Em sua versao mais geral, as solugoes sao validas para
uma célula de Hele-Shaw infinita, isto é, sem fronteiras, mas de particular interesse sao
0s casos especiais em que temos um conjunto periédico de bolhas movendo-se ao longo
de um canal. Nesse caso, obtém-se uma expressao analitica para a velocidade das bolhas

em funcao da fracao de volume ocupada pelas mesmas.

Palavras-chave: Mecanica dos fluidos; Dinamica de interfaces; Célula de Hele-Shaw.
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ABSTRACT

In this thesis exact solutions for the problem of multiple bubbles in a Hele-Shaw cell are
presented for the case when surface tension effects are neglected. The solutions repor-
ted here describe a doubly-periodic array of bubbles that move with constant velocity in
the = direction. In a reference frame that moves with the bubbles, the bubble centroids
are located in a rectangular grid whose unit cell has width 2a and length 2L, and there
can be any number N of bubbles per unit cell. The solutions described in the present
work represent the most general family of solutions for the steady motion of bubbles in
a Hele-Shaw cell in the sense that all previously known solutions for steady bubbles are
particular cases of our generic solution. The solution is obtained via conformal mapping
techniques, where we compute the appropriate mapping function from the upper half-
plane of the auxiliary ¢ plane onto the physical domain occupied by the fluid in the unit
cell (the z plane). In its most general form, the solution is valid for an infinite Hele-Shaw
cell, but of particular interest are the cases where we have a periodic array of bubbles in
a Hele-Shaw channel. An analytical expression for the bubble velocity as a function of

the volume fraction occupied by the bubbles is also obtained.

Keywords: Fluid mechanics; Interface dynamics; Hele-Shaw cell.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 DINAMICA DE INTERFACES

Nas ultimas décadas, problemas relacionados a dinamica de interfaces tém atraido con-
sideravel atencao uma vez que esse tipo de problema encontra aplicagoes em diversos
campos da ciéncia e da engenharia, em particular, ciéncia dos materiais, crescimento
de cristais, metalurgia, combustao e fisica dos fluidos. Como exemplos de problemas
de dinamica de interfaces podemos citar: formagao de dedos viscosos em uma célula de
Hele-Shaw quando empurramos um liquido mais viscoso com auxilio de um menos viscoso,
formacao e crescimento de cristais com formas dendriticas quando inserimos um ntcleo
sélido em um liquido super-resfriado, propagagao de chamas em tubos, etc (ver [1]). Nes-
tes exemplos, pode-se observar experimentalmente que certas caracteristicas, tais como
formas e velocidades bem definidas das interfaces ou velocidade de crescimento bem de-
finida, podem ser manipuladas a partir da variacao de certos parametros de controle.

Tomemos como exemplo a formacgao de dedos viscosos. Quando um fluido viscoso
(digamos 6leo) confinado em uma célula de Hele-Shaw (dispositivo que consiste de duas
placas paralelas muito préximas uma da outra) é empurrado por ar injetado em uma
das extremidades da célula [figura 1.1], observa-se que a interface planar ar-6leo que se
forma é instavel. Devido a isso, o ar empurra o 6leo de modo a formar varios “de-
dos”, dos quais apenas um se desenvolvera mais que os outros e avancara com velocidade
constante e forma bem definida ao longo da célula. Tanto esta quanto as outras ob-
servagoes experimentais citadas acima fazem parte de uma mesma classe de fenomenos, a
qual denominamos propagacao de interfaces, e cujas questoes basicas sao: o problema da
morfologia das interfaces (interface planares ou curvadas, formas nao estaciondrias, etc)
como funcoes de parametros de controle e o problema de velocidades de propagacao ou
crescimento em funcao dos mesmos parametros de controle.

Podemos considerar a propagacao de interfaces como um sistema dinamico uma vez
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Oleo

Figura 1.1 Formagao de um dedo viscoso em uma célula de Hele-Shaw

que a movimentacao de uma interface corresponde a um problema de fronteira livre, onde
devemos determinar a solugdo para uma fungao escalar (pressdo, temperatura, etc) ou
um campo vetorial (por exemplo, o campo de velocidade de um fluido), satisfazendo uma
equagao diferencial (equacdo de Navier-Stokes, de Euler, da difusdo, etc) com condigoes
de contorno na interface. Retornemos ao exemplo de formagao de dedos viscosos: Nesse
caso, temos como objetivo determinar a forma da interface do dedo. Uma vez que o dedo
avanca no fluido devido a um gradiente de pressao, o campo escalar a ser considerado
podera ser a pressao p do 6leo, a qual satisfaz, como mostraremos adiante, a equacao de
Laplace

V2p = 0. (1.1)

As condigoes de contorno a serem satisfeitas na interface do dedo viscoso serao:

e a condicao de contorno cinematica que diz que a componente normal da veloci-
dade do fluido na interface ¢é igual a velocidade de propagacao da interface naquela

direc¢ao;

e a condigao de contorno dinamica que da a pressao do fluido na interface, a qual é
dada por
Par =D = THK, (1'2)

onde p, p, sao, respectivamente, as pressoes do fluido viscoso na interface e do ar
dentro do dedo viscoso, T é a tensao superficial entre os fluidos e k é a curvatura

da interface em um dado ponto da mesma.

Além disso, devemos satisfazer as condicoes de contorno nas laterais da célula de Hele-
Shaw.
Solugoes para este problema foram primeiramente obtidas por Saffman e Taylor [2]

e publicadas em 1958. Neste trabalho, os autores obtiveram solucoes exatas quando a
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tensao superficial foi desprezada, e estudaram os efeitos de tensao superficial nao-nula na
interface dos dedos.

Problemas de propagacao de interfaces entre fluidos viscosos na célula de Hele-Shaw
sao de grande interesse uma vez que eles possuem analogias matematicas com outros
importantes problemas, tais como o crescimento de cristais dendriticos e solidificacao
direcionada. Na préxima secao faremos um breve historico do que ja foi produzido em

relacao a problemas em sistemas de Hele-Shaw.

1.2 DINAMICA DE INTERFACES EM UMA CELULA DE HELE-SHAW

Um dos trabalhos mais influentes em Dinamica de Fluidos foi escrito pelo inglés Henry
Selby Hele-Shaw (1854-1941) [3] no final do século XIX. Nesse trabalho ele descreve sua
famosa célula, a qual seria utilizada, 50 anos depois, em diversas investigacoes cientificas.
A célula de Hele-Shaw, como mencionado anteriormente, consiste de duas placas planas

paralelas de vidro separadas por uma pequena distancia b entre elas (figura 1.2). Esse

L

A

b

—

Figura 1.2 Célula de Hele-Shaw

dispositivo ¢ utilizado no estudo de escoamentos de fluidos viscosos confinados em geome-
trias quase bidimensionais. Uma situagao muito importante ocorre quando o escoamento
é quase-estaciondrio (baixos numeros de Reynolds), pois a equagado de Navier-Stokes
reduz-se a uma relagao linear entre a velocidade e o gradiente de pressao, similar a Lei
de Darcy para escoamento de fluidos viscosos em meios porosos. Nessa situacao e em
face da condicao de incompressibilidade, o campo de pressao do escoamento obedece a
equacao de Laplace. Além disso, varios mecanismos de escoamento, tais como a tensao
superficial e forgas externas (sucgao ou injegao), podem ser considerados no problema.
O estudo do movimento de interfaces em células de Hele-Shaw vem atraindo consi-

deravelmente a atencao de pesquisadores nas ultimas décadas. Além de proporcionar
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analogias matematicas com outros importantes problemas de propagacgao de interfaces
discutidos na secao anterior, estes problemas sao relativamente faceis de serem investiga-
dos experimentalmente e matematicamente. Por isso, a célula de Hele-Shaw tornou-se o
“laboratério” de varios estudos sobre dinamica de interfaces entre fluidos viscosos.

Do ponto de vista tedrico, o problema de propagacao de interfaces em células de Hele-
Shaw é particularmente tratavel quando desprezamos a tensao superficial entre os fluidos.
Nesse caso, muitas solugoes exatas para escoamentos estacionarios ou dependentes do
tempo foram desenvolvidas. Como vimos, em 1958, Saffman e Taylor obtiveram a solucao
estacionaria para um dedo viscoso. Em seguida, os mesmos autores obtiveram solugoes
para uma bolha simétrica e para um dedo assimétrico [4] em 1959. Solugbes para uma
bolha foram mais tarde extendidas por S. Tanveer [5] em 1987 para incluir bolhas nao-
simétricas. Solugoes exatas para uma fileira periédica de bolhas foram desenvolvidas
por Burgess e Tanveer [6] em 1991. Solugoes exatas para dedos nao-simétricos em uma
célula inclinada em relacao ao eixo longitudinal da mesma foram obtidas por Brener,
Levine e Tu [7] em 1991. Uma propriedade de invariancia por rota¢ao para escoamentos
estacionérios foi descoberta por Tian e Vasconcelos [8] em 1993. Esta propriedade foi
usada por Vasconcelos para obter muitas novas solucoes, tais como solugoes periodicas
para multiplas de bolhas por célula unitaria [9] (as quais sdo o ponto de partida para esta
dissertagao), solugoes para miltiplos dedos viscosos [10,11], para dedos com um nimero
arbitrario de bolhas em seus topos [12], além de solucoes exatas em termos de integrais
elipticas para duas bolhas e para um dedo com uma bolha em seu topo [13], e solugoes
mais gerais para um nimero arbitrario de bolhas na célula [14].

Solugoes dependentes do tempo foram desenvolvidas por Saffman [4] em 1959 e desde
entao muitas solugoes na forma dos entao chamados “pélos dinamicos” foram desenvolvi-
das. Muitas dessas solucoes dependentes do tempo e com tensao superficial nula desenvol-
vem uma cuspide apds um tempo finito. Recentemente, Dawson e Mineev-Weinstein [15]
e Baker, Siegel e Tanveer [16] estudaram solugoes que permanecem regulares para todo
o tempo e aproximam-se, assintoticamente, das solugoes para multiplos dedos citadas
acima. Solugoes auto-similares para dedos viscosos em células com geometria de cantos
foram obtidas por M. Ben Amar [17,18] em 1991. Outras solugoes exatas dependentes do

tempo para escoamentos em uma célula de Hele-Shaw infinita na presenca de obstaculos
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foram obtidas recentemente por Cummings [19] em 1999, Richardson [20] em 2001 e Vas-
concelos [21] em 2007, e foram também estudadas numericamente por Bogoyavlenskiy e
Cotts [22].

Para problemas com tensao superficial nao-nula, torna-se mais dificil obter solugoes
exatas para o problema. H& uma soluc¢ao nao-trivial devido a Vasconcelos e Kadanoff [23]
publicada em 1991. Devido a esta dificuldade, os efeitos de pequenas quantidades de
tensao superficial tém sido intensamente estudados em conexao com o chamado problema
de selegao, o qual refere-se ao fato de que solugoes exatas quando tomamos a tensao
superficial nula sao degeneradas no sentido de que parametros fisicos da solucao nao
determinam a velocidade da interface. Este problema foi primeiramente notado por
Saffman e Taylor [2] em 1958, onde eles perceberam que dedos viscosos com largura
relativa igual a 0.5 sao obtidos para tensao superficial zero. No entanto, este problema
passou a ser entendido teoricamente devido a Kessler, Koplik e Levine [24], Pelcé [1] e
Tanveer [25].

Nesta dissertacao estamos interessados em obter solugoes exatas para arranjos periodicos
estacionarios de bolhas em uma célula de Hele-Shaw quando desprezamos a tensao su-
perficial entre os fluidos. As solugoes serao obtidas via técnicas de mapeamento conforme
e com o auxilio do teorema de invariancia por rotacao para escoamentos de Hele-Shaw
estaciondrios [8].

Esta dissertacao estd organizada da seguinte maneira: no proximo capitulo, faremos
uma introdugao ao problema de bolhas em uma célula de Hele-Shaw, onde consideraremos
o caso de uma tnica bolha na auséncia de tensao superficial. No capitulo 3, que representa
a parte central desta dissertagao, desenvolveremos uma formulagao bastante geral para o
problema de arranjos periddicos de bolhas em uma célula de Hele-Shaw, tanto para células
sem fronteiras como para células com geometria de canal. Essas solucoes representam
a familia mais geral de solugoes periddicas conhecidas até o momento. No capitulo 4
apresentaremos nossas conclusoes e algumas perspectivas de possiveis extensoes desse

trabalho.



CAPITULO 2

DINAMICA DE UMA BOLHA EM UMA CELULA DE
HELE-SHAW

2.1 ESCOAMENTO DE HELE-SHAW

Nessa secao, obteremos a equagao de movimento que descreve esse escoamento a par-
tir da equacao de Navier-Stokes para fluidos newtonianos incompressiveis. Considere o
escoamento de um fluido viscoso em uma célula de Hele-Shaw. Colocando a célula de Hele-
Shaw na horizontal (plano xy) de modo que os efeitos da gravidade sejam despreziveis, a

equacao de Navier-Stokes torna-se

v . . .
p(a—: +T-VT) = —Vp+ uV3F, com V-7=0, (2.1)

onde p é a pressao, p é a densidade, v é a velocidade e p é a viscosidade do fluido.

Considerando que o escoamento ¢é estacionario e paralelo as placas, ou seja,

ov
E =0 ) Uy = 07
reduzimos a equagao (2.1) a
0 0 op
p(vgga + vya—y)vgg =3 + uV3v, (2.2)
0 0 dp
p(Uwa—x + Uya—y)vy = —a—y + /LVQUy (23)
dp

Se o fluido viscoso escoa muito lentamente (ou seja, escoamento a baixissimo nimero

de Reynolds), podemos desprezar os termos inerciais em compara¢ao com os termos
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viscosos nas equagoes (2.2) e (2.3), ou seja, podemos fazer
0 0 5
p(vx% + vya—y)vx < uV=u,
0 0 5
p(v$% + vya—y)vy STAVAL

Com isso, obtemos as seguintes equagoes

Jp

0= _% + /’LV2U$ (2'5)
0
0= —a—z + uV3v,, (2.6)

as quais representam um escoamento de Stokes em 2 dimensoes.
Agora, se a distancia b entre as placas for muito pequena, vide figura 1.2, as derivadas
de v, e v, com respeito a x e y sao despreziveis em comparacao com suas derivadas em

relagao a z. Logo,

62
e as equagoes (2.5) e (2.6) reduzem-se a
op v,
% = U aZQ (28)
op 0%v
a_y - /’L aZQy‘ (29)

O escoamento deve satisfazer também a condicao de nao-deslizamento nas placas:

Ux‘z:O,b = Uy’z:O,b = 0. (2.10)

Da equagao (2.4) observa-se que a pressao independe de z, e portanto (2.8) e (2.9)
implicam que v, e v, devem ser polinomios de, no méximo, grau 2 em 2. Resolvendo as
equagoes (2.8) e (2.9), e aplicando as condigoes de contorno (2.10), obtemos

1 Op
Vg = ——
Y 2uox

1 Op

(22 — b2) vy = 30y

(22 — bz). (2.11)

Como vemos, a velocidade do fluido possui um perfil parabdlico, o chamado perfil de
Poiseuille, como mostra a figura 2.1.
Para tornar o problema bidimensional, devemos tomar o valor médio das componentes

da velocidade ao longo da direcao z transversal as placas. Sejam, entao, v, e v, os valores
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Figura 2.1 Perfil parabdlico do campo de velocidade do escoamento
médios de v, e v, ao longo da direcao transversal da célula de Hele-Shaw. Como resultado,

S b? Op o1t b2 Op
Up=— [ vyde = ——— Uy =— [ vydz=————, (2.12)
b Jo 124 0x b Jo 12 Oy

onde usamos (2.11).

obtemos

Somando vetorialmente as componentes da velocidade média, obtemos a seguinte
expressao
b -
v=——Vp. (2.13)
12p
A equagao (2.13) é conhecida como equacao de Hele-Shaw e é similar a lei de Darcy, que
descreve escoamentos através de meios porosos. Observemos que v e p dependem apenas
de z e y, portanto devemos considerar (2.13) uma equagao puramente bidimensional. Ela
descreve um escoamento potencial em duas dimensoes, onde o potencial de velocidade é
proporcional a pressao, ou seja
v = Vo, (2.14)

onde o potencial de velocidade ¢ é dado por

b2
¢:_EEM%W' (2.15)

Da condicao de incompressibilidade, V - ' = 0, temos que potencial de velocidade é uma
funcao harmonica, ou seja,

Vg =0. (2.16)

Além disso, o potencial ¢ deve satisfazer as condigoes de contorno especificas do problema

em questao.
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Nesta dissertacao, estamos interessados no problema do movimento de multiplas bo-
lhas em uma célula de Hele-Shaw, particularmente em uma célula com geometria de
canal. Nesse caso temos condicoes de contorno a serem satisfeitas tanto nas paredes
laterais do canal quanto na superficie livre da bolha. Para introduzir fisica e matema-
ticamente o problema de bolhas na célula de Hele-Shaw, vamos considerar na préxima
secao o caso mais simples de uma tnica bolha em um canal de Hele-Shaw, considerado
inicialmente por Saffman e Taylor [4] em 1959. O caso de multiplas bolhas, tema central

dessa dissertacao, sera discutido no préximo capitulo.

2.2 PROBLEMA DE UMA BOLHA EM UMA CELULA DE HELE-SHAW

2.2.1 Equagdes de movimento

Consideremos o problema de uma bolha movendo-se com velocidade constante U = Uz
em uma célula de Hele-Shaw retangular de largura 2a. A célula esta colocada na hori-
zontal (plano zy) de modo que a gravidade nao realiza trabalho sobre o fluido viscoso
contido nela. As laterais do canal estao em y = +a. O fluido viscoso que envolve a bolha
se move na direcao = e, muito longe da bolha, escoa com velocidade constante V = Vz,
com V < U. A bolha se move ao longo da linha central do canal e é simétrica em relacao a
mesma (figura 2.2). Desprezaremos tanto os efeitos de tensao superficial quanto os efeitos
tridimensionais devido as camadas de fluido entre a bolha e as placas, e o escoamento

sera, quase-estacionario.

y=a

=-a

Figura 2.2 Bolha simétrica em uma célula de Hele-Shaw com a geometria do canal

De acordo com a equagao (2.14), a velocidade ¥(z,y,t) do fluido na célula de Hele-
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Shaw serd dada por

7=V¢ em 9, (2.17)

onde o potencial de velocidade ¢(z,y,t) é dependente do tempo devido a perturbagao
causada no fluido pela movimentagao da bolha no canal.

Denotemos a interface da bolha por & e a regiao ocupada pelo fluido viscoso (exterior
a bolha) por 2. Para definir completamente o problema, especificaremos a seguir as
condigbes de contorno a serem satisfeitas por ¢ em €, em y = +a e em |z| — oo:

A pressao p na superficie da bolha é dada por

pO(xuyvt) —p(ZL’,y,t> :TKJ(I,y,t) em Cg?

onde pg é a pressao dentro da bolha, 7 é a tensao superficial e k é a curvatura da bolha.

Desprezando os efeitos de tensdo superficial (7 = 0), temos que

P = DPo-

Considerando a viscosidade do fluido (digamos ar) dentro da bolha como desprezivel,
temos que a pressao pg dentro da bolha sera constante. Logo, temos que a pressao do
fluido viscoso p é constante ao longo da superficie da bolha e igual a py. Por simplicidade,

facamos py = 0. Logo, obtemos
p(z,y,t) =0 em ¢ =— o¢(z,y,t)=0 em F. (2.18)

Por outro lado, a bolha é uma superficie material. Portanto, o campo de velocidade ¢ do

fluido viscoso deve satisfazer a condicao de contorno cinematica:
v-n=U-n em %,

onde n é o vetor normal exterior a superficie e U = Uz é a velocidade da bolha. Essa
condicao pode ser escrita como

dp

%—Uﬁ, em €. (2.19)

Temos ainda que a componente normal da velocidade do fluido é nula nas laterais do
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canal. Logo,
d¢
v, =—=0 em = +a. 2.20
Por fim, consideramos que longe da bolha o escoamento é uniforme. Logo, o potencial
serd dado por

o(z,y,t) ~ Vo quando |z| — oo. (2.21)

As equagoes (2.16),(2.18)—(2.21) especificam completamente o problema de uma bolha
movendo-se com velocidade constante em um canal de Hele-Shaw.

Uma vez definido o problema, passa a ser conveniente trabalharmos no referencial
em que a bolha estd em repouso. A vantagem de se fazer isso é que o escoamento no

referencial da bolha é estacionario. As coordenadas do novo referencial sao dadas por
r=x-Ut e y =y, (2.22)
e o novo potencial de velocidade sera
¢ =¢—Uz. (2.23)

Em particular, as velocidades transformam-se, é claro, segundo uma transformagao de

Galileu:

v, = % =v, — U, (2.24)
a !
vy = a—j = v,. (2.25)

. . ! . .
No referencial que se move com a bolha, o comportamento do potencial ¢ no infinito
sera,

¢ ~(V—-U)x quando |z'|— oo, (2.26)

como podemos verificar facilmente de (2.21) e (2.23).
Como no referencial das bolhas o escoamento é estaciondrio, é conveniente introduzir
~ / / / .
a fungao de corrente ¢ (z,y ) definida por

/

o o

B v, e oy =v,. (2.27)

Comparando as equagoes (2.24) e (2.25) com (2.27) vé-se imediatamente que a funcao de
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/ . ’ ~ ~ . . . ’ .
corrente 1) e o potencial ¢ sao fungoes harmonicamente conjugadas, isto é, satisfazem

as condigoes de Cauchy-Riemann:

99 Y L

/

or oy ¢ oy ox

Vamos agora determinar as condigoes de contorno a serem satisfeitas pela funcao de

corrente 1:
Como g—‘;’/ =0emy = =a, vide (2.20), segue que
¢’ o’ )
- =——7=0 em = *a, 2.28
9 o Y (2.28)
que implica que 1" é constante em y = 4a. Logo, as laterais do canal sdo linhas de

corrente. Por outro lado, sabemos da mecanica dos fluidos que a diferenca de intensidade
entre duas linhas de corrente é igual ao fluxo de fluido (vazao) entre elas, ou seja

vy =a) = (y :—a)z/ Uy -
Uma vez que a vazao de fluido é constante ao longo do canal, usaremos o fato de que
v, &~V — U longe da bolha. Portanto, obtemos

a

N / (V — U)dy =2a(V —U).

a

Aproveitando a simetria do problema, facamos entao a seguinte escolha
Y (y ==4a) =Fa(U -V), (2.29)

donde segue ainda que
vy =0)=0. (2.30)

Alternativamente, as condigoes de contorno (2.29) e (2.30) poderiam ter sido obtidas mais

facilmente se observarmos que no infinito a funcao de corrente deve satisfazer a condicao
! ! !
v =V -0y, |v]— o0, (2.31)

Assim, fazendo y' = +a seguem imediatamente as relacoes (2.29).

Como a bolha é obviamente fixa no seu referencial, segue que a sua interface também é
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uma linha de corrente. Em particular, a bolha faz parte da linha de corrente que coincide

com o eixo do canal y' = 0. Da condicio (2.30) segue entao que
Y =0 em %. (2.32)

Observe que no novo referencial, a bolha estd parada e o fluido escoa no sentido
contrario ao do escoamento original, isto é, da direita para a esquerda, com velocidade no

infinito (ou seja, muito longe da bolha) igual a U — V', como mostrado na figura 2.3. De

y

A

y=a

N
R

V><

y=-a

Figura 2.3 Escoamento no referencial que se move com a bolha.

acordo com as equagoes (2.18) e (2.23), segue ainda que na superficie da bolha o potencial

¢ deve satisfazer a seguinte condicdo de contorno:
¢ =—-Ux em %. (2.33)

Em resumo, temos que o problema formulado acima consiste em obter as fungoes

A~ . . ! ! . N . o o~
harmonicas conjugadas ¢ e 1 satisfazendo as seguintes condi¢oes de contorno:

’

$@.y)=—Us e ¢(@y)=0 em ¥ (2.34)
Y =FaU-V) em y =a (2.35)
¢~V -U)x e ¢ ~(V-U)y quando |z|— oo. (2.36)

Daqui por diante trabalharemos apenas no referencial que se move com a bolha e vamos
eliminar a notagao linha.
O problema de escoamentos potenciais em duas dimensoes pode ser também formu-

lado em termos do potencial complexo W (z) = ¢ + i), onde z = = + iy e as fungoes ¢ e
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1, como mencionado anteriormente, sao harmonicas conjugadas. O potencial complexo
W (z) deve ser uma funcao analitica em & e satisfazer as condigdes de contorno apropria-
das. Reescrevendo a seguir as condigoes de contorno (2.34)—(2.36) na forma do potencial

complexo, obtemos

W =-Ux em (2 (2:37)
ImW=Fa(U—-V) em y==a (2.38)
Wa(V-U):z quando |z| — oo, (2:39)

onde Im (Re) denota a parte imaginéria (real) da fungao.
Em particular, notamos para uso posterior que as componentes de velocidade v, e v,
do escoamento podem ser obtidas a partir da derivada de W (z):

dW (z)
dz

Uy — 10y = (2.40)

como pode ser facilmente verificado. O lado esquerdo da expressao anterior é conhecido

como velocidade complexa e serd denotado por
v(2) = v, — v, (2.41)

Podemos interpretar W (z) como sendo uma transformagao conforme da regido ocu-
pada pelo fluido viscoso no plano z para um dominio correspondente no plano W. A
simetria da bolha ajuda a reduzir a regiao do fluido no plano z a um dominio sim-
plesmente conexo, o qual corresponde a metade superior do canal ocupada pelo fluido.
Como efeito, o dominio correspondente no plano W também é simplesmente conexo. Os
respectivos dominios nos planos z e W sao mostrados na figura 2.4.

Para encontrarmos uma expressao para curva % representando a bolha, precisaremos

de um importante resultado o qual discutiremos a seguir.

2.2.2 O problema rotacionado

Nesta segao, demonstraremos o principio de invariancia sob rotagao para interfaces de
bolhas em escoamentos estacionarios de Hele-Shaw descoberto originalmente por Tian e

Vasconcelos em [8]. Adotaremos, contudo, o ponto de vista utilizado por Vasconcelos
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Ya
A |y=a v v=-a(U-V) . A

\4

X F A

B c D w=0 S} E y=-a(U-V)
(a) (b)

Figura 2.4 (a) Dominio simplesmente conexo no plano z; (b)Dominio correspondente no plano

w.

em [14].

Consideremos o problema de uma bolha movendo-se com velocidade U = UZ em
uma célula de Hele-Shaw infinita (ou seja, sem fronteiras), sendo a velocidade do fluido
no infinito dada por V. = Vz; figura 2.5(a). Como anteriormente, denotemos por € a
interface da bolha e Z a regiao do fluido exterior a €. Seja W(z) = ¢ + 1) o potencial
complexo do escoamento no referencial que se move com a bolha; figura 2.5(b). Como
nao hé fronteiras, as condigoes de contorno para W (z) dadas em (2.37)—(2.39) reduzem-se

a

W=-Ux em ¥ (2.42)

Wa(V—-U)z quando |z] — 0. (2.43)

Seréd conveniente reformular o problema acima em termos da fungao de Schwarz [26]
de ¥. Para tanto, vamos inicialmente definir a funcao de Schwarz de uma curva. Seja &
uma curva dada pela funcao F(x,y) = 0. A fungao de Schwarz de %, denotada por S(z),

¢é obtida resolvendo a equacao

para z em funcgao de z, ou seja,
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LAY Ay
D Vv D u-Vv

—
___/_/m | BB !
— 1 51—

(a) (b)

Figura 2.5 Problema (a) no referencial do laboratério, e (b) no referencial que se move com a
bolha.

A equagao (2.42) pode agora ser reescrita em termos da fun¢ao de Schwarz. Fazendo
r=(z+2)/2=[z+5(2)]/2

em (2.42), obtemos

Wi(z) = —%[z +S(2)] em %. (2.44)

Mas, por continuagao analitica, (2.44) também é valida em Z. Logo, temos que o poten-
cial complexo W (z) é dado por

W(z) = —%[z +S(2)] em 2. (2.45)

Consideremos agora o problema em que a velocidade da bolha gira de um angulo «
enquanto a bolha permanece inalterada, como mostra a figura 2.6(a). Seja W(z) = ¢+t
o potencial complexo para esse problema, o qual chamaremos de problema rotacionado.
Como a velocidade da bolha nesse caso é dada por U = U cos o T+ U sin « g, segue que a
condicdo de contorno para W (z) sobre € (no referencial que se move com a bolha) passa
a ser escrita como

W =—Uzcosa —Uysina em . (2.46)
Reescrevendo (2.46) em termos da fungao de Schwarz, temos que

W(z)=-U %S(Z) cos a + 2_275(2) sina| em %, (2.47)
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a qual torna-se

W(z)=—= [z 4+ 5(z)"*] em €. (2.48)
Novamente, por continuagao analitica, (2.48) é vélida em Z. Logo,

W(z) = —% [ze7* 4+ S(2)e*] em 2. (2.49)

Agora, usando (2.45) para eliminar S(z) em (2.49), temos que

W(z) = —% [zem + el (—%W(z) - z)} (2.50)

e obtemos como expressao final

W(z) = e“W(z) +iUzsina, para z€ 2, (2.51)
onde W (z) é calculado no referencial da bolha. A equacdo (2.51) é claramente analitica em
2, uma vez que por hipétese W também o é. Logo, a interface & é solucao do problema
rotacionado. No referencial da bolha, a velocidade complexa do fluido 9(z) = v, — 0,

sera dada por

=e"v(z) +iUsina para z€ 9, (2.52)

onde v(z) = v, — iv, é a velocidade complexa do fluido no problema nao rotacionado. A

velocidade do fluido no infinito para o problema rotacionado sera portanto

V(z) = eV —U) +iUsina, (2.53)
onde usamos a condi¢ao de contorno (2.43). Apesar de o problema ser formulado em uma
célula de Hele-Shaw infinita, a equagdo (2.51) permanece valida para outros dominios,
desde que as solugoes nesses casos possam ser estendidas para a célula de Hele-Shaw
infinita. Por exemplo, as solugoes no canal retangular podem ser estendidas para a célula
infinita através de sucessivas reflexdes em torno das laterais do canal.

Neste trabalho, daremos énfase ao caso especial em que o = 7/2. Nesse caso, a
equagao (2.51) torna-se

W(z) =i[W(z) + U], (254)
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Figura 2.6 Escoamento rotacionado: (a) Mudanga na diregao da velocidade e (b) escoamento
resultante no referencial da bolha.

e a velocidade complexa V(z) do fluido no infinito no referencial da bolha, serd

V(z) mi(V=U)+iU =iV, |z| — oo,
e suas componentes serao
Uy — iy =1V = 1, =0 e v,=-V,

ou seja, no referencial da bolha, o fluido escoa de cima para baixo, na dire¢ao y, com
velocidade V/, longe da bolha. Por outro lado, no referencial do laboratério a bolha se
move com velocidade U de baixo para cima na direcao y, enquanto que, longe da mesma,
o fluido se move com velocidade dada por V = U — V na direcdo y, também de baixo
para cima.

Consideremos o caso de uma bolha no canal mostrado na figura 2.3. Ao rotacionar
a velocidade da bolha de 90° (mantendo a bolha fixa), geramos o problema ilustrado na
figura 2.7(a). De acordo com a equagao (2.54) e as condigdes de contorno (2.37)—(2.39),
o potencial W(z) do problema rotacionado nesse caso esta sujeito as seguintes condicoes

de contorno

Re W =FaV em y=-+a (2.55)
W=-Uy em € (2.56)

W —iVz quando |z| — oc. (2.57)
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Figura 2.7 Problema rotacionado (a) no referencial do laboratério e (b) no referencial da
bolha.

No referencial do laboratério [figura 2.7(a)], a bolha se move com velocidade U, de
baixo para cima, na direcao y, e a velocidade do fluido viscoso no infinito é igual a
U — V na diregao y, no mesmo sentido que o da bolha. Ja no referencial da bolha [figura
2.7(b)], o fluido passa a escoar de cima para baixo, com velocidade V' longe da bolha. A
condigdo (2.55) mostra que as laterais do canal agora sdo equipotenciais do escoamento
no referencial da bolha. Além disso, note que, por construcao, a regiao ocupada pelo
fluido viscoso no problema rotacionado permanece a mesma.

Usando as condigoes de contorno (2.55)—(2.57) e as simetrias do problema, obtemos os
respectivos dominios do escoamento nos planos z e W, os quais sdo mostrados na figura
2.8.

Reescrevendo agora a equagao (2.54) na forma

z = —E[W(z) +iW(2)], (2.58)

notamos que basta encontrar W(z) e W(z) para resolver o problema no plano z. Solugoes

para W e W serao desenvolvidas na proxima subsecao.

2.2.3 Formulagao via transformacoes conformes

Apresentaremos agora uma formulagao matemética baseada em técnicas de mapeamento
conforme, a qual ajudara a construir solugoes para o nosso problema. Faremos uso da

transformagao de Schwarz-Christoffel, onde o interior de uma regiao poligonal (podendo
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Figura 2.8 (a) Dominio simplesmente conexo no plano z; (b) Dominio simplesmente conexo
no plano W.

essa ser degenerada) serd mapeado na metade superior de um plano complexo auxiliar (.

Suponha que z = z({) seja o mapeamento conforme da metade superior (incluindo o
eixo real) de um plano ¢ para o dominio do fluido no plano z. O eixo real de ¢ é mapeado
sobre as fronteiras da regiao do fluido no plano z, como é mostrado nas figuras 2.9(a) e
2.9(d). A imagem de % sobre o eixo real de ¢ é dada pelo intervalo ., o qual é definido
por

I = (v1, 10), (2.59)

onde vy e 1, sao parametros livres. Também definimos o parametro v, com v € ., tal
que ¢ = v é a imagem do ponto mais extremo da bolha na direcao transversal ao canal,
indicado pelo ponto D na figura 2.9(a). Diferentemente dos parametros vy e vy, v nao
¢ um parametro livre, mas é determinado pelas condicoes de contorno, como veremos
adiante. Faremos a escolha de parametros de maneira tal que: -1 <1y <7 <y < 1.

Sejam agora ®(¢) = W(z(¢)) e B(¢) = W(2(¢)) os respectivos mapeamentos da
metade superior (incluindo o eixo real) do plano ¢ sobre os dominios do fluido nos planos
W e W. O eixo real de ¢ também é mapeado sobre as fronteiras das regides do fluido nos
planos W e W; ver figuras 2.9(b), 2.9(c) e 2.9(d).

Segue da equacao (2.58) que z(() pode ser escrita como

1

A0) =~ 8(Q) + ()] (260)
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Figura 2.9 Geometria do escoamento: (a) no plano z, (b) no plano W, (c) no plano W e (d)

na metade superior do plano (.
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Das condigbes de contorno (2.37) e (2.56), vemos que as partes imaginarias de ¥(() e
®(¢) sao nulas na superficie da bolha, e a equagao (2.60) da origem as seguintes equagoes

paramétricas para a interface da bolha:

z(s) = —=Re O(s) (2.61)

y(s) = —=Re X(s), (2.62)

onde s € .Z.
Como j4 foi dito, nosso problema resume-se a encontrar as fungoes ®(¢) e X(¢). A

solugao exata do problema sera construida na préxima subsecao.

2.2.4 Solucao geral: Bolha de Taylor-Saffman

Nesta subsecao, apresentaremos as solugoes para os mapeamentos ®({) e X(¢) usando o
método de transformacoes conformes, mais especificamente a transformacao de Schwarz-
Christoffel. Depois, com auxilio das equagoes (2.61) e (2.62), determinaremos a expressao
para a interface da bolha.

Para encontrar ®((), vamos proceder de uma maneira mais simples e intuitiva: usemos
o fato de que a figura 2.9(b) pode representar um canal com escoamento uniforme no plano
W [figura 2.10(a)], cuja vazao é igual a a(U — V'), o qual, no plano ¢ [figura 2.9(d)], serd
transformado em um escoamento devido a uma fonte de intensidade a(U — V') localizada
em ¢ = 1 e a um sumidouro de intensidade —a(U — V') em ¢ = —1 [figura 2.10(b)];
ver [27]. Logo, ®({) devera ser a soma dos potenciais da fonte e do sumidouro. Por outro
lado, sabemos que o potencial de uma fonte (sumidouro) de intensidade [ou seja, vazao|
Q@ >0 (Q < 0) que injeta (suga) fluido uniformemente para todos os lados (ou seja, por
um angulo de 27) e estd localizada em ¢y, é dado por

Q

— In
21

w(¢) = (€ = Co)-

No entanto, a fonte no plano ( injeta fluido por um angulo de 7 e o sumidouro suga fluido
por angulo de 7, e portanto os potenciais desses sumidouro e fonte passam a ser dados
por

w(@©)= (¢~ )
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Logo, o potencial ®(¢) devido a fonte de vazao @ = a(U — V') em (y = 1 e ao sumidouro

de vazao Q = —a(U — V') em (p, = —1 sera dado por

(—1
o U-V)l .6
©=2w-vim |, (263
o qual ainda pode ser escrito como
2a 1
O(¢)=——(U — V) tanh " . (2.64)
T
Na equagdo (2.64), supomos que ®(0) = 0; caso contrario, deveremos acrescentar a

solugao uma constante aditiva real adequada. O mesmo resultado acima pode ser obtido

usando a técnica mostrada a seguir.

]
A

F E D C B¢

— Im

A
— —
— —
— —
/ AV4 AV4 \\I A .

G A A1B c D E Fi® Rec

(a) (b)

Figura 2.10 Representagoes do (a) escoamento uniforme no plano W e (b) escoamento devido
a fonte e ao sumidouro no plano (.

Usaremos agora a transformacao de Schwarz-Christoffel [28] para encontrar ((). A
partir das figuras 2.9(c) e 2.9(d), e com o auxilio da equagdo A.2 (ver Apéndice A),
identificamos: (; = —lea; =0; G =v1eay =7/2; 3 =7vea3 =2m (4 =1y e

ay =7/2; (s =1e as =0. Com isso, obtemos

¢ ¢ -7 :
S() = K dc’, 2.6
© /< N GRS (2.65)

onde o ponto ( serd escolhido de forma que 3((y) = 0. A constante K é determinada

pelas condigoes de contorno para 3(¢). O teorema de mapeamento de Riemann garante

que temos 3 graus de liberdade reais para serem usados no problema, dos quais ja usamos
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2, a saber ¢ = +1 sdo mapeados em W = 4o00. Com auxilio do terceiro grau de liberdade
poderiamos fixar um dos v’s ou fazer —1; = v, = v. No momento, prosseguiremos por
enquanto sem fazer uso desse tltimo grau de liberdade. Desse modo, nosso problema
passa a ter vy e v como parametros livres, embora apenas um deles seja realmente inde-
pendente (consideraremos U, V' e a fixos). Esse parametro independente estd fisicamente
relacionado com a area da bolha. Dados vy e 15, poderemos determinar v e K a partir
de condigoes de contorno do problema. Para determinar 7, devemos satisfazer a seguinte
condicao:

Y1) = X(), (2.66)

como podemos ver na figura 2.9(c), uma vez que a bolha é simétrica em relagdo ao eixo

central do canal. Em vista disso, e da equacao (2.65), obtemos a seguinte expressao

I
L+~ =0 = y:—l—l (2.67)
0

onde .
123 C

I, = dc,

) / (=N —mC—m)

Agora, calcularemos a constante K usando o fato de que a parte real de X(() salta

k=0,1. (2.68)

de —aV quando passamos por ( = 1 de F para G; ver figuras 2.9(c) e 2.9(d). Assim, da

equacao (2.65) podemos escrever que

—aV = K1 —1) im o 2
V= N =TT 6L0+/1_5 -0 (2.69)

Usando agora que
146 d
lim ¢
o0+ J1_5 (1 =)

= —irm (2.70)

obtemos

i2aV /(1 — v1)(1 — 1)
m(1—7)
Determinamos assim todas as constantes do problema, de modo que dado os parametros

K= — . (2.71)

11 e v podemos, em principio, usar (2.61), (2.62), (2.64) e (2.65) para obter a forma da
bolha. Esse procedimento sera repetido para o caso de multiplas bolhas no préximo
capitulo.

No caso do problema de uma bolha acima, podemos usar o terceiro grau de liberdade
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permitido pelo teorema de Riemann para conseguir uma solugao fechada (analitica) para o
problema. Usando o terceiro grau de liberdade facamos —v; = v = v, uma vez que, pela
simetria do problema, a bolha também é simétrica em relacao a um eixo perpendicular
ao eixo central do canal. Com isso, temos que v = 0. Logo, a equagao (2.65) pode ser

integrada exatamente e nos da

() = —g tan ! \/%, (2.72)

onde fizemos (o = —v em (2.65).
Das equagoes (2.61), (2.62), (2.64) e (2.72), obtemos as seguintes equagoes paramétricas

para a interface % da bolha

2a (U -V
z(s) = ?a(iU) tanh™' s (2.73)
2V, 12— 52
y(s) = —rtan™ 4/ T—, (2.74)
onde s € .Z.
Eliminando o parametro s em (2.73) e (2.74), obtemos a expressao
2a (U -V U
T = —a(iU) tanh™' 4 /02 — (1 — 12) tanQ[ga‘g]. (2.75)
De (2.74), temos por simetria que
UX
y(0) =X = v =sin z (2.76)

2aV

onde A é a meia-largura maxima da bolha. Substituindo a nova expressao para v em

(2.75), obtemos

xr =

20U-V) o \/ . (WU)\ U\ Uy

YA eog2 (124 2
i sin” (5 ) — cos (2av)tan (2aV)' (2.77)

A equagao (2.77) é a conhecida férmula obtida por Saffman e Taylor [4] em 1959 para
uma bolha em uma célula de Hele-Shaw. Podemos ainda, apds algumas manipulacoes,

reduzi-la a uma forma mais compacta:

). (279)
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Apenas em casos simples, como de uma bolha ou um dedo viscoso, consegue-se uma
solucao fechada para o problema. Em casos mais gerais, como no caso de multiplas
bolhas no qual temos interesse, a solucao fica dada em termos de integrais, como veremos

no proximo capitulo.

2.2.5 Caso especial da solugdo (U = 2V)

As solugoes (2.64) e (2.65) apresentam uma interessante propriedade de escala que sera
mostrada a seguir. Denotemos por ®;; e iy os respectivos potenciais ® e Y para um dado

valor de U. Entao, a partir das equagoes (2.64) e (2.72) obtemos as seguintes relagoes:

Oy = (% - 1) ®, (2.79)

Sy = 5, (2.80)

onde ¥, e Yy representam as solucoes para U = 2V. Vemos assim que as solugoes com
U = 2V podem ser reescaladas para gerar solugoes com qualquer U > V. Usando estas

propriedades, podemos reescrever a equacao (2.60) da seguinte forma

0(C) = —% [(% 1)y + 2'22] | (2.81)

Segue das equacoes (2.61), (2.62), (2.79)e (2.80) que

z0(s) = — (%) Re Bs(s) (2.82)

yu(s) = —%Re Yo (s). (2.83)

Por outro lado, para U = 2V, segue de (2.82) e (2.83) que

xo(s) = —%Re Dy(s) (2.84)
ya(s) = —LRe Ya(s). (2.85)

2V
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Combinando as equagoes (2.82),(2.83),(2.84) e (2.85), obtemos as seguintes relagoes:

- (1 _ %) 22(5) (2.86)

2V

Yu = 73/2(5)7 (287>

as quais ainda podem ser escritas como
zy(s) = (1 + p)aa(s) (2.88)
yu(s) = (1= p)ya(s), (2.89)

para s em ., e p definido por
=1- 2 (2.90)
p= U .9

Portanto, para V' < U < 2V ocorre uma reducao no comprimento da bolha ao longo
do eixo x e um aumento da largura da bolha ao longo de y. Para U > 2V ocorre o
contrario. Esta propriedade foi notada primeiramente por Millar [29] em 1992 no contexto
da solucao de Taylor e Saffman [2] para uma bolha simétrica no canal. Mais tarde, em
1994, Vasconcelos [9] mostrou que esta propriedade continua valendo para o caso de varias
bolhas no canal em uma célula de Hele-Shaw. Essa propriedade continua essencialmente
valida ainda no caso de arranjos periédicos de bolhas, o qual serd discutido no préximo

capitulo.



CAPITULO 3

MULTIPLAS BOLHAS EM UMA CELULA DE
HELE-SHAW

Neste capitulo, apresentaremos um problema mais geral que aquele mostrado no capitulo
anterior, onde consideraremos arranjos periédicos de bolhas movendo-se com velocidade
constante em uma célula de Hele-Shaw. O problema é formulado considerando a tensao
superficial desprezivel e as outras consideragoes simplificadoras utilizadas no capitulo
anterior. Além disso, as solugoes sao validas, em geral, para uma célula de Hele-Shaw
infinita. Na préxima segao, a titulo de introducao, vamos discutir qualitativamente as
solugoes obtidas por Vasconcelos [9] para o caso de arranjos periddicos de bolhas em um

canal. No restante do capitulo, apresentaremos a solucao mais geral para o problema.

3.1 SOLUCOES PERIODICAS NO CANAL

Primeiramente, considere o caso de uma fileira periddica de bolhas movendo-se com velo-
cidade U constante ao longo de uma célula de Hele-Shaw com geometria retangular [6,9],
como mostrado na figura 3.1(a). A fileira de bolhas ¢é formada por um grupo de N bolhas
simétricas em relagdo ao centro do canal (eixo x) e contidas em uma célula unitaria de
largura 2a que se repete a cada periodo 2L ao longo do canal ; vide figura 3.1(b). Além
disso, o arranjo é simétrico em relagao ao eixo transversal (eixo y) da célula unitéria.

O escoamento do fluido viscoso no exterior das bolhas é caracterizado pela velocidade
média V' com que o fluido atravessa o canal na direcao x. No referencial das bolhas, a

velocidade média do fluido na direcao = é, portanto, V' — U. Logo, podemos escrever

1 a
%/_avxdy:V—U. (3.1)

Note que na auséncia de bolhas, teriamos um escoamento uniforme com velocidade V' —U
ao longo do canal. Nessa formulacao, usaremos novamente o fato de que U < V.

Na figura 3.1(b) vemos que, devido a simetria do problema, podemos reduzir a célula

28
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2a

2L

(b) (c)

Figura 3.1 Solugoes periédicas no canal: (a) fileira de bolhas, (b) célula unitaria e (c) célula
unitaria reduzida.
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unitaria a apenas um quarto da mesma [por exemplo, o quarto superior direito, como
mostrado na figura 3.1(c)], de modo que o novo dominio seja simplesmente conexo. Como
vimos no capitulo anterior, isso sera importante para o tratamento analitico do problema.
Apés encontrar a solugao no dominio reduzido, a solugao para a célula unitaria poderd
ser obtida refletindo-se a solugao encontrada em relacao aos eixos x e y. Da mesma
forma, a solugao para todo o canal poderd ser obtida através de sucessivas reflexoes da
célula unitéria em relagao as suas equipotenciais (r = £nL, n = 1,3,5,...). Além disso,
podemos expandir essas solugoes para uma célula infinita simplesmente fazendo sucessivas
reflexdes do canal em torno das linhas de corrente y = +na.

Um outro problema possivel da mesma abordagem é o caso em que colunas de bolhas
simétricas em relagao a eixos paralelos ao eixo y movem-se ao longo de um canal de
largura a, com velocidade constante U, como mostrado na figura 3.2(a). As colunas
de bolhas se repetem a cada periodo 2L na direcao x. A célula unitaria do problema é
mostrada na figura 3.2(b). Da prépria figura 3.2(b), vemos que, tal como no caso anterior,
é possivel reduzir o dominio do fluido a um dominio simplesmente conexo [figura 3.2(c)].
Solugoes exatas para as duas situacoes mostradas nas figuras 3.1 e 3.2 foram obtidas por

Vasconcelos [9].

AY
A a
U
D
A y
U
— >
a D
a
U
)
X \ 4 = = X
\ 4 > <« Ll >
) L 2L 0 L

(a) (b) ()

Figura 3.2 Solugoes periddicas no canal: (a) colunas de bolhas, (b) célula unitéria e (c) célula
unitéria reduzida.

Os dois casos discutidos acima nos levam a uma formulagao mais geral do problema,
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a qual serd desenvolvida na proxima secao. Como veremos adiante, as duas situagoes
discutidas qualitativamente nesta secao sao apenas casos particulares da solugao mais

geral que apresentaremos a seguir.

3.2 SOLUCOES PERIODICAS: FORMULACAO GERAL DO PROBLEMA

3.2.1 Configuracao geométrica das solucoes

Considere um arranjo duplamente periddico de bolhas em uma célula de Hele-Shaw infi-
nita, como mostrado na figura 3.3(a). As bolhas movem-se com velocidade U constante na
direcao z, ao passo que consideramos que a velocidade média do fluido viscoso é V = Vz.
Como mencionado, as solugoes sao duplamente peridédicas, com periodo 2L na direcao
x e periodo 2a na direcao y. Além disso, consideremos que as bolhas possuem um dos
dois tipos de simetria citados na secao anterior: simetria em relacao a eixos longitudinais
(eixos paralelos ao eixo x) ou a eixos tranversais (eixos paralelos ao eixo y). A célula
unitaria do problema é mostrada na figura 3.3(b), e esta, em fun¢ao da simetria do pro-
blema, pode ser reduzida a um quarto da mesma; vide figura 3.3(c). Vamos nos referir a
esse dominio [figura 3.3(c)] como célula unitéria reduzida.

Vamos supor que, nao contando as bolhas de canto, ou seja, as bolhas cujos centroides
estao posicionados nos vértices da célula unitaria reduzida, haja n; bolhas no lado es-
querdo, ns bolhas no lado de baixo, ns bolhas no lado direito e ny bolhas no lado de cima
da célula unitaria reduzida; vide figura 3.3(c). Note que, por hipétese, as bolhas dos lados
de cima e de baixo sao simétricas em relacao a y = a e y = 0, respectivamente, enquanto
que as bolhas dos lados esquerdo e direito possuem simetria de reflexao em relagao aos
respectivos eixos © = 0 e x = L. Por sua vez, as bolhas de canto, em comparacgao as bo-
lhas ao longo dos lados da célula unitaria reduzida, sao especiais pelo fato de possuirem
os dois tipos de simetria. Em outras palavras, as bolhas de canto sao simétricas por
reflexao em torno dos seus centrdides. Para ajudar na contagem das bolhas de canto, é
conveniente introduzir varidveis indicadoras x; (j =1,...,4.), onde y;=1 se houver bolha
no j-ésimo canto e ;=0 caso contrdrio. Além disso, enumeraremos as bolhas de canto

no sentido anti-horario partindo da bolha de canto superior esquerda. Logo, o ntimero
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Figura 3.3 Solugoes periédicas de bolhas: (a) arranjos de bolhas, (b) célula unitédria e (c)
célula unitaria reduzida.
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total NV de bolhas na célula reduzida sera dado por
N =N, + N., (3.2)

onde N, é o nimero total de bolhas nos lados da célula unitaria reduzida,

4
Ne=> " ni, (3.3)
=1

ao passo que N, é o nimero total de bolhas nos cantos,

4
N.=) i (3-4)
=1

Agora partiremos para a formulacao matematica do problema, onde definiremos as
condigbes de contorno a serem satisfeitas pelo potencial complexo W (z) no referencial
que se move com as bolhas, uma vez que as solugoes encontradas nesse referencial sao

estaciondarias.

3.2.2 Formulagao matematica do problema

Considere a célula unitaria reduzida mostrada na figura 3.4. Denotemos por & o dominio
do fluido exterior as bolhas e por %ji, comi=1,..,4e7=0,..,n; ainterface da j-ésima
bolha que esta localizada no i-ésimo lado da regiao, onde j = 0 representa bolha de canto.
Entao, seguindo a regra de enumeracao utilizada para bolhas de canto, enumeremos todas
as bolhas no sentido anti-horario, partindo da bolha de canto superior esquerda, como
mostra a figura abaixo. Ao longo deste capitulo, vamos seguir a convencao de que o
superscrito i designa a aresta (ou canto) ao passo que o subscrito j enumera as bolhas
em um dado lado.

No referencial que se move com as bolhas, onde o escoamento é estacionéario, o poten-
cial complexo W (z) = ¢ + i) deve ser analitico em Z e satisfazer condigoes de contorno
apropriadas, como discutido a seguir.

Como os lados superior y = a e inferior y = 0 da célula reduzida sao obviamente

linhas de corrente do escoamento, tem-se que
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Figura 3.4 Célula unitaria reduzida do problema.

onde usamos a equacao (3.1). Lembramos que a velocidade V' foi definida como a veloci-
dade média com que o fluido viscoso atravessa a célula unitaria na diregao x. Por motivos

de conveniéncia, faremos as seguintes escolhas:

ImW=0 em y=0 (3-5)
ImW=—-a(U—-V) em y=a. (3.6)

Além disso, os lados esquerdo (y = 0) e direito (y = L) da célula reduzida sao equipo-

tenciais. Portanto, facamos

ReW =0 em 2=0 (3.7)
Re W =—-¢, em z=0L. (3.8)

onde ¢y é uma constante real positiva que pode ser obtida repetindo o procedimento de

Burgess e Tanveer [6], de modo que podemos mostrar que

UJ
¢0:L{U—v+a—L}, (3-9)

onde J é a area total ocupada pelas bolhas na célula unitaria reduzida. As condigoes de
contorno nos lados da célula reduzida sao mostrados na figura 3.5.

Supondo que a viscosidade do fluido dentro das bolhas e a tensao superficial sejam
despreziveis, poderemos considerar a pressao do fluido ao longo das interfaces das bolhas

como sendo constante. Assim, como discutido no capitulo 2, vide equacao (2.37), a
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Figura 3.5 Problema no referencial das bolhas.

condicao de contorno na superficie das bolhas seréa:
W=-Uz+¢;+i; em E}, (3.10)

onde ¢j- e wj- sao constantes reais. Em particular, alguns valores dessas constantes sao
fixados pelas condigoes (3.5)—(3.8), como discutido a seguir.

Como vemos, todas as bolhas no lado de cima da célula reduzida, incluindo as bolhas
de canto superiores, fazem parte da mesma linha de corrente, cujo valor é ¢ = —a(U —V),
e as bolhas do lado de baixo da célula reduzida, incluindo as bolhas de canto inferiores,

estao sobre a linha de corrente ¥ = 0. Segue entao que

W7 =0 e ¢j=0 (3-11)
Vl=—a(U—-V) e ¢j=—aU-V), (3.12)

para j = 0,1,...,n;. As constantes restantes, ou seja, ¥j e ¢? (j = 1,2,...,n;) dependem,
respectivamente, das posi¢oes das bolhas ao longo dos lados esquerdo e direito da célula
reduzida.

Por outro lado, todas as bolhas da esquerda (direita), incluindo as dos respectivos

cantos, sdo equipotenciais, com ¢ = 0 (¢ = —¢y), logo
¢pi=0 e ¢5=0 (3.13)
¢} =UL—¢o e ¢y=UL— gy, (3-14)

para j = 0,1,...,n;. As demais constantes, ou seja, ¢5 e ¢ (j = 1,2,...,n;) dependem,
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respectivamente, das posicoes das bolhas ao longo dos lados de baixo e de cima da célula
reduzida.

A partir das condigoes (3.5)—(3.14), vemos que o dominio do fluido no plano W' cor-
responde a um retangulo de altura a(U — V) e largura ¢y com n; + ng cortes horizontais

representando as bolhas nos lados esquerdo e direito da célula reduzida, como é mostrado

na figura 3.6.
M A -
4 @ @ 4 @ @ = > d)
N
r—
(0]
¢='¢0 D
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Figura 3.6 Dominio simplesmente conexo do escoamento no plano W.

3.2.3 O problema rotacionado

Como vimos no capitulo 2, também estamos interessados em encontrar a solucao para
o problema rotacionado, pois ela nos auxiliard na resolu¢ao do problema original. No
referencial do laboratério, giremos a velocidade das bolhas de um angulo de 90° sem
girar as bolhas. Desse modo, as bolhas passarao a se movem de baixo para cima com
velocidade constante U enquanto o fluido viscoso se move na mesma dire¢ao com uma
velocidade média constante V a ser determinada. No referencial das bolhas, o fluido escoa
de cima para baixo com velocidade U — V enquanto, obviamente, as bolhas permanecem
fixas; vide figura 3.7. Do capitulo 2, temos que o potencial do problema rotacionado no

referencial das bolhas é denotado por W (z) e definido como

W(z) =i[W(z)+Uz] onde ze€ 2. (3.15)

Das condigoes de contorno (3.5)—(3.10) para W(z) e da equagao (3.15), obtemos as
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Figura 3.7 Problema rotacionado no referencial das bolhas.

seguintes condigoes de contorno para o potencial rotacionado W (z):

Re W(z) =0 em y=0
Re W(z) = —aV em y=ua
ImW(2)=0 em z=0
Im W(2)=UL—¢y em z=1
W(z)=-Uy— Yi+idh em €.
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A partir das condi¢oes acima, vemos que o dominio do escoamento no plano W cor-

responde a um retangulo de altura UL — ¢ e largura al/ com ny 4+ n4 cortes horizontais

representando as bolhas nos lados de cima e de baixo da célula unitaria reduzida, como

¢ mostrado na figura 3.8.
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. L g @ L 4 @ L 4 L
\|/=UL-¢0-/
J
T —e
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Ve— E)'— aV H
9 —
X —4
K_/ )
A B c D E Fo d)

Figura 3.8 Dominio do escoamento rotacionado no plano W
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Note que, assim como discutido no capitulo 2, a regiao do escoamento nao ¢ alterada
apos a rotacao do escoamento. Podemos perceber também que as linhas de corrente em
y = 0 e y = a no problema nao rotacionado, agora passam a ser equipotenciais, enquanto
as equipotenciais x = 0 e x = L no problema original agora sao linhas de corrente.

Para determinar a velocidade média V, faremos uso do seguinte argumento: no refe-
rencial das bolhas, temos que o fluido escoa na direcao contraria ao eixo y com velocidade
média U — V e portanto, a vazio do fluido na regido reduzida é (U — f/)L. No entanto,
a vazao do fluido na célula reduzida também é dada pela diferenca de intensidade das
linhas de corrente em x = 0 e x = a, ou seja, das equagoes (3.18) e (3.19) tiramos que a

vazao do fluido também é dada por UL — ¢q. Igualando as vazoes,

(U-V)L=UL - ¢ (3.21)
obtemos que
V= %. (3.22)

Na proxima subsecgao, discutiremos a obtencao das solucoes para o problema formu-

lado acima por meio de transformagoes conformes.

3.2.4 Formulacao via transformacoes conformes

Seja z = z(() o mapeamento conforme da metade superior do plano ¢ [figura 3.9(d)] para
o dominio reduzido do fluido no plano z [figura 3.9(a)]. A fronteira do dominio no plano
z é mapeada sobre o eixo real no plano ¢ de modo que as imagens inversas das bolhas %ji

correspondem aos intervalos fji contidos sobre o eixo real de ¢ e definidos como

‘ﬂji = (V;jfla V;j)a j = 07 17 seey T, (323)

onde 1/;- sao parametros independentes. Alguns destes intervalos sao mostrados na figura
3.9(d).

Designaremos por 'yj, com 'y;» € fji, as imagens no plano ¢ dos pontos mais extremos
das bolhas de aresta em relagao aos respectivos eixos de simetria, ou seja, os pontos
Yy (k=1,2,3,4,5,6 e 7) nas figuras 3.9(b) e 3.9(c). Como mencionado no capitulo 2, os

parametros v;- sao determinados a partir de condigoes de contorno.
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Figura 3.9 Dominio do escoamento (a) no plano z, (b) no plano W, (c) no plano W e (d) no
plano ¢. Na figura (d), por economia de espago, identificamos apenas algumas bolhas de canto
e bolhas de lado.
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Em particular, escolhemos mapear o ponto ( = co em um ponto arbitrario no lado
superior da célula reduzida, colocado entre a primeira bolha de canto (4]} ) e a sua vizinha
(4,,). Ou seja, na figura 3.9(a) a imagem de ¢ = oo estd entre os pontos A e X. Sem
perda de generalidade, podemos usar os graus de liberdade do teorema de Riemann para
fazer

vpp=-1 e v3=1. (3.24)

O terceiro grau de liberdade pode ser usado para fixar o valor de um outro 1/;- qualquer,
porém nao faremos uso dele e consideraremos os 2N, + N, + 2 valores de V; restantes
como parametros livres, mesmo embora apenas 2N, + Nc+ 1 deles sejam independentes.
Fisicamente, estes parametros livres correspondem as N, posicoes das bolhas dos lados
(uma vez que as N, bolhas de canto ja possuem as posigoes dos seus centréides definidas),
as areas das N = N, + N, bolhas e ao semi-periodo L da célula unitéria. Nesse caso,
estamos considerando fixos a altura 2a da célula unitaria, a velocidade média V' do fluido
e a velocidade U das bolhas.

Sejam agora ®(¢) = W(2(¢)) e 2(¢) = W(2(¢)) os mapeamentos conformes da metade
superior do plano ¢ para as regioes ocupadas pelo fluido nos planos W e W, respecti-
vamente [ver figuras 3.9(b), 3.9(c) e 3.9(d)]. Segue da equagao (3.15) que z(¢) pode ser

escrito como

1

2(0) = =7 [®(6) +42(0)]. (3-25)

Das condigoes de contorno (3.10) e (3.20), vemos que as partes imaginarias das fungoes
®(¢) e X(¢) sao constantes nas interfaces das bolhas e, respectivamente, iguais a ¢§ e w;
Logo, segue da equagao (3.25) que as equagoes paramétricas que descrevem as interfaces

%} sao dadas por

zh(s) = —%Re O(s) + %@ (3.26)
Jils) = —-Re X(s) — T, (3.27)

onde s € I
Como vemos, agora nos basta encontrar as fungdes ®(¢) e X(¢) para solucionar o
problema. Como j& foi visto no capitulo 2, isso pode ser facilmente resolvido usando as

transformacoes de Schwarz-Christoffel. A solucao geral do problema sera construida ao
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longo das préximas subsecoes.
Antes construir essas solugoes, apresentaremos na proxima subsecao uma importante

propriedade das fungoes ®(¢) e 3((), que sera utilizada no desenvolvimento das mesmas.

3.2.5 Caso especial (U=2V)

Como ja foi discutido no capitulo anterior, solugoes com U = 2V sao especiais pelo fato
de poderem gerar outras solucoes com qualquer U > V. Até o momento tratamos V
como um parametro arbitrario, mas sem perda de generalidade, podemos fazer V = 1.
Agora, da figura 3.9(b), podemos notar que o comprimento do retangulo representando
o dominio W é proporcional a U — 1 (pois fizemos V = 1 e estamos considerando a fixo).
Desta forma, podemos obter o “mapa” W = ®((), para um dado valor de U, em fungao

do mapa P, para U = 2, através da seguinte expressao
Oy = (U —1)s. (3.28)

Da mesma forma, pela figura 3.9(c), vemos que a largura do retangulo representando o

dominio W independe de U, logo, podemos escrever

Yy = Y. (3.29)

Usando (3.28) e (3.29) em (3.25), obtemos a seguinte expressao

w(Q) =~ [(U = 1)@2(Q) +i55()]. (3.30)

Mas por outro lado, temos que (3.30) pode ser reescrita em termos da varidavel adimen-

sional p como segue,

0(C) = —3 [(1+ p)Ba(Q) +i(1 — 9)Da(0)]. (331
onde p é dado por
2
p=1-g (3-32)

Em particular, o meio-periodo Ly da célula unitaria pode ser obtido a partir da
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condigao de contorno (3.19) para X(¢) usando a propriedade (3.29). Temos entao que
ULy — ¢ = 2Ly — ¢,

onde ¢Y; representa a constante ¢y [vide (3.8)] para um dado valor de U > 1. Usando o

fato de que ¢ obedece a propriedade (3.28) [ver figura 3.9(b)], obtemos que

Ly = pdY + (1= p)Ls. (3-33)

As relacgoes para :1:; e y;- nas interfaces ‘5; sao obtidas como segue. Comparando as

partes real e imagindria de (3.31) quando ¢ = s as equagoes (3.26) e (3.27), obtemos que

xj.U(s) = —% [(1 + p) Re @5(s) — (1 —p) ;2] (3-34)
iu(s) = =5 [(L+ p)Re Ba(s) + (1= )] (3.35)

as quais apos algumas simples manipulacoes reduzem-se as seguintes equacoes:

5, (5) = (14 p) @5,(s) — poy, (3-36)

Y (8) = (1= p) 5, (5) = pi5,. (3-37)

As equagoes (3.36) e (3.37) reescalam as coordenadas das bolhas, além de efetivar uma
translagao. Notemos que quando p > 0 (ou seja, U > 2), ocorre um aumento no compri-
mento = das bolhas e uma redugao na largura y das mesmas. Para p < 0 (1 < U < 2),
observamos o contrario.

Nas proximas segoes e subsecoes, formularemos solugoes com U = 2 e V = 1, uma
vez que podemos reescald-las para obter solugoes com qualquer valor de U > 1, como foi
visto nessa subsecao.

Na préxima subsecao, discutiremos como a ocupacao da célula de Hele-Shaw pelas

bolhas influencia no movimento das mesmas.

3.2.6 Fracao de ocupacao da célula como funcao da velocidade das bolhas

Vimos na subsecao anterior que tanto a area da célula unitaria quanto as das bolhas
variam em fun¢ao da velocidade U das bolhas, como dado nas equagoes (3.33), (3.36) e

(3.37). Em vista dessas equagoes, podemos analisar quantitativamente como a ocupagao
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de um canal de Hele-Shaw pelas bolhas influencia na velocidade do grupo de bolhas.
Primeiramente, denotemos por I'y a fragao de ocupacao da célula unitaria reduzida,
definida como

Ju

Ty = — .38
U= oL (3-38)

onde Jy e Ly denotam, respectivamente, a area total ocupada pelas bolhas na célula
unitaria reduzida e o semi-periodo da célula unitaria, quando o grupo de bolhas se move
com velocidade constante U ao longo da célula. Como na subsegao anterior, faremos, sem
perda de generalidade, V = 1. Além disso, a velocidade das bolhas é sempre maior que
V', ou seja, U > 1. Analisando as equacoes (3.36) e (3.37), obtemos a seguinte expressao

para a area das bolhas em funcao da variavel p

Ju = (1= p?)Ja, (3-39)

onde J; representa a area ocupada pelas bolhas quando U = 2. Inserindo esta expressao

e (3.33) em (3.38), obtemos a fracao de ocupagao I'y de termos de p

_ (1= p*)J
alpdy + (1 — p)La]’

onde p é definido como em (3.32). Dividindo o numerador e o denominador por aLs,

I'y

(3-40)

temos que

(1—=p*)Ja/aLy
p (?—0> +(1=p)

onde ¢, de acordo com a equacao (3.9), ¢ dado por

¢8=L2(1+%),

I'y =

Y

CLLQ

e, portanto, I'y sera dado por

1—p?
Ny = ——, 41
V=TT, (3-41)
onde I'y é dado por
FQ == JQ/(ZLQ.
A equagao (3.41) em termos de U pode ser reescrita como
U-1
Ty =7 (3-42)

UeU —1)’
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onde € é uma constante dada por

1 1

+ . (3-43)

“Tun, 2

Portanto, se conhecemos a fragao de ocupacao da célula de Hele-Shaw para U = 2, sa-
beremos a mesma para qualquer valor de U > 1. O grafico de I'y em funcao de U é

ilustrado na figura 3.10.

0,4

=l
=3

frag&o de ocupagad)
=
™

=]
—_

A
velocidade das bolhas (U)

10

Figura 3.10 Grafico I'y x U para I'y = 0.3 .

Como vemos na figura 3.10, a fracao de ocupacao I'y possui um valor méaximo para
um dado valor de U. Tomando a derivada de I';; em relacao a U, obtemos que a fracao

de ocupacao maxima ocorre quando U é dado por

1
Uczl—l—\/l—g. (3.44)

Além disso, observamos que para € = 1, ou seja, I'; = 0.5, a equagao (3.42) reduz-se a
Iy = . (3-45)

Temos ainda que para I'; > 0.5 (¢ < 1) obtemos fra¢oes de ocupac¢io maxima maiores
que 1, o que nao ¢ fisicamente aceitavel. De fato, a fracao de ocupacgao diverge para

U= % > 1, se € < 1. Por outro lado, uma vez que 0 < I'; < 0.5, podemos perceber que

U.— 1 quando 'y — 0.5 (¢ — 1) (3.46)

U.— 2 quando Ty — 0 (¢ — o0). (3.47)
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Portanto, a méxima fragao de ocupacao da célula de Hele-Shaw ocorre, para um dado

0,8
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=}
31
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4 5 6 7 4 5 6 7
velocidade das bolhas (U) velocidade das bolhas (U)

(a) (b)

Figura 3.11 Comportamento de I';; para (a) I'os = 0.49 e (b) I's = 0.02

Observa-se das figuras dadas acima que podemos encontrar configuragoes de bolhas
que ocupam uma mesma fracao de area na célula, no entanto, movem-se com velocida-
des diferentes. Este fato estd diretamente relacionado com o formato das bolhas. Das
equagoes (3.36) e (3.37), como discutido na subsegao 3.2.6, vemos que para 1 < U < 2
as bolhas tendem a ser muito largas na direcao transversal do canal, o que dificulta a
mobilidade do grupo de bolhas. Por outro lado, quando U > 2, nota-se que as bolhas
tendem a ser mais estreitas na direcao transversal do canal, o que facilita a penetracao
das mesmas no fluido.

Na préoxima subsegao, desenvolveremos as solugoes para as fungdes ®(¢) e X(() e,

subsequentemente, as solugoes que descrevem as interfaces das bolhas.
3.2.7 Solucoes gerais

Aplicando a transformagao de Schwarz-Christoffel (ver Apéndice A) no dominio de W
[figura 3.9(b)], identificamos que se (}, = 1/;-, temos que oy = /2, enquanto que se (j, = ”y;-,

ap = 2m. Assim obtemos que ®(() serd dado por

o (- it
=1 7j=1
d—C =C 141 nat1 (3-48)

- T (c-m)”

i=0 j=0
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onde C' e v;'- sdo constantes a serem determinadas. Em (3.48), introduzimos, por con-

veniéncia, a seguinte notagao

1 _ 2 3 _ 4
Voni+1 = V21 Vopgp1 = V_q- (3-49)

Pelas mesmas razoes utilizadas acima, da figura 3.9(c) tiramos que X(¢) é dada por

T4

. lel(é —77) jl;[l(é — ;)

d_c =K 2n2+1 on1/2 2n4+1 _ (350>

IT (¢—v7)

i=0 Jj=0

onde K e 7;- sdo constantes a serem determinadas. Tal como em (3.49), é conveniente

introduzirmos a seguinte notagao

2 .3 4 1
Vonot1 = V15 Vopy41 — V_q- (3-51)

Tanto as constantes 'y;» quanto as constantes C' e K serao determinados a partir de
condigdes de contorno impostas a ®(¢) e X(¢). Antes de encontrar essas constantes, serd

conveniente expandir os numeradores nas equagoes (3.48) e (3.50) e reescrevé-las na forma

ni+ns &
4D kZO G
— = = : (3.52)
d¢ 2n1+1 2n3+1
1 (=)' (c—v))"”
i=0 =0
na+ng &
s kZ biC
=0
— = : (3-53)
dC 2no+1 2n4+1 1/2
=" T (c-v)"
= j=

onde os coeficientes ay e by sao constantes reais, com a,,+n; = bpyin, = 1. Para um
determinado conjunto de parametros V;-, poderemos determinar os coeficientes reais ay, e
b, como segue.

Para determinar os ag, utilizaremos o fato de que as bolhas dos lados esquerdo e
direito sao simétricas em relacao aos eixos x = 0 e x = L, respectivamente, logo o valor

do potencial ®({) deve ser o mesmo em cada um dos “extremos” das bolhas, ou seja

(I)(V;j—l) - q)(yéj)7 para 1= 17 3 e ] = ]-7 ey Ty (354)
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o que implica que

v 4o
/_ d_CdC_O para i=1,3 e j=1,...n;. (3-55)

¥
2j—1
Podemos reescrever a equagao (3.55) da seguinte forma

ni+ns

Z kak 0, para i1=1,3 e j=1,2,...,n,, (3.56)

onde as quantidades [ Zk sao definidas como

. V%j tk .
Ijk B /7, 2n1+1 1/2 2n3+1 12 dt’ para i = 17 3, (357)
S U O e 7 e U O L %4
=0 m=0

comj=1,...n,ek=0,1..n; +n3 Lembrando que a,,1,, = 1, vemos que a equacao
(3.56) nos da um sistema com ny + ng equagoes lineares e ny + ng incégnitas ay.

De modo andlogo, a funcao X(() deve satisfazer a seguinte condigao de contorno
Z(l/;j_l) =2V, para i=2,4 e j=1,..n, (3.58)

em fungao da simetria das bolhas dos lados superior e inferior. Integrando (3.53) e

aplicando a condigao (3.58), obtemos, assim como de (3.55), que

n2+n4

Z J;kbk =0, para =24 e j7=1,2,...,n,, (3-59)

onde, similarmente, as quantidades J;k sao definidas como

, Vai k
= t dt, vpara i =24, (3.60)
J i 2no+1 1/2 2n4+1 1/2
S D B 7 | ([ Y
=0 m=0

comj=1,..,nek=01,..ny+ny Como b,,.,, =1, aequagdo (3.59) representa
um sistema com ng + nyg equagoes lineares e no + ny incognitas b,. Portanto, dados
os 2N, + N. + 2 parametros 1/;-, poderemos resolver os sistemas de equagoes (3.56) e
(3.59), e calcularmos as constantes ay e bx. Apds tudo isso, ainda nos resta determinar
as constantes C' e K. Para obter C, usaremos o fato de que a parte imagindria de ®(()

varia de a (lembremos que estamos fazendo U =2 e V = 1) quando vamos de B para E
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[ver figura 3.9(b)], ou seja,
(@] = @|,. — ®|, = ia,
a qual implica que
B = B(C = v2,) — B = 1) = ia.

Yo

Lembrando que denotamos v?, por v temos que
1 2n1+1

l/ n
@’ @’ 2 1+1
e da figura 3.9(b) vemos que
1 nitl 1
Vong+1 Var—1
LD DL
1=1

pois as contribuigoes ao longo das bolhas sao nulas. Logo, temos que

ni+ns &
ni+1 n1+1 )1 Yo ot
Yool = B a (361)
2 2n1+1 12 2n3+1 /2 . 3-
=1 Voi_a _ Z1) H (t— 3)

Com a intengao de tornar as integrais em (3.61) reais, obtemos a seguinte expressao

ni+ns &
ni+1 ni+1 > agt

Va1 § : k=0
Z Q)’ 21 2 =C / ] 2n1+41 2na+1 dta
Vai—2

D T Je = e T fe =]

i=0 j=0
a qual podemos ainda reescrever como
ni+ns &
5
. . - k=0
1a = iC g dt.
/V'1 2n1+1 1/2 2n3+1 1/2
=1 212 H ’t _ VH H }t _ Vf}
i=0 j=0
Da dltima expressao obtemos que
ni+ns
> axt"
k=0
dt, (3.62)

1 1 nitl ’/211—1
C=a E
pi o 11/2 et 311/2
=1 21—2 H |t v; | H }t _ Vj}
i=0
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mostrando que C' é um nimero real positivo.
Para determinar a constante K, usaremos o fato de que a parte real de X(¢) varia de

a (pois fizemos V' = 1) quando vamos de A para F' [ver figura 3.9(c)]. Logo,

F
S, =%, -%|, =aq,
a qual podemos reescrever como
v
Z‘ Y =a
v
1 _ 4
Usando v_; = vy, 4, temos que
1/2 1/2
S0 =3
Vo1 Vony+1
Logo, temos que
na+ng k
V2 > bit
0 k=0
a = dt,
A 2no+1 9 1/2 2n4+1 4 1/2
b T (=) 1T (1= 0)
1=0 7=0
e, portanto, obtemos que
na+ng %
5 > bt
k=0

Yo
K 1= (—m)l/ ST dt, (3.63)

2n4+1
0

i=0 j=
donde vemos que K é um numero imaginario puro negativo. Por motivo de praticidade,
vamos retirar o fator de —i da expressao 3.63 e fazer a seguinte substituicao: K — —i K,

onde agora K é um numero real positivo dado por

na+n4
2 S byt”
-1 k=0
K= [ L (3.64)
e T -2 OT] - v
i=0 j=0

Isso completa a determinacdo das constante que entram nos mapas ®(¢) e ().
Assim, dados os valores dos parametros 1/;-, temos como determinar completamente as
fungoes ®(¢) e 3(() e, consequentemente, obter a solugao para as respectivas interfaces.

Uma vez determinados os mapeamentos ®(¢) e X(¢), podemos agora encontrar fa-
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cilmente as expressoes para as coordenadas x(s)} e y(s)} das interfaces das bolhas, sim-

plesmente fazendo uso das equagoes (3.26),(3.27) e das solugoes para ®(() e 3(¢). Logo,

temos que

. ni+ns &
C s ( 1) Z &kt
i — vt = k=0
ri(s) = X + 5 /,, ST P g dt, (3.65)
S VI
=0 m=
T S
I =8
yj(s) =Y+ o B 2 g dt, (3.66)
S | 2 72 R | (N 7
=0 m=0

ondesefji, parai=1,2,3,4e j=

para 1=1 =
para =2 =
para t1=3 =
para 1 =4 =

0,1,...,n;. As constantes a; e as sao dados por

ap=n1+ng+7+1 e ay=1;

ar=0 e as=ng+ng+7j+1;

a1:n3+j € OZQZO;

Oélzl € a2:n4—|—j.

Aqui, X ; é uma constante dada por

, . A C
X;’ = 5”;'—1(’/33‘—2)"‘(_

V%j—l
2

ni+ns
(=D | > axt”
k=0
dt +
2n1+1 2n3+1
SRV VR
1= j=
A n2+ngq %
(=17 X2 bet
k=0

K V%j—l
(5) /l 2na+1
b T I
1=0

onde, para ¢ = 2,4, temos que
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e para i = 1,3, tem-se

le:() e Xf:L (3.68)
e Y;Z ¢ uma contante dada por
1 e
Vi —1)" agt
Vi o — i (l/i ) + (g) 2t k=0 dt +
i = Y1V 9 ; 2n1+1 1/ 2natl 1/2
N § O e 7 e D O (%
i=0 j=0
(-1 "5 bt
i —1)P2 .t
& [ o di (3-69)
2 i 2no+1 1/2 2n4+1 1/2 ) .
CEI | RTEE
i=0 5=0
onde, para i = 1, 3,temos que
By =1 para =1,
6y =0 para =3,
e para i = 2,4, temos
Y?=0 e Y'=a (3.70)

Em particular, o semi-periodo L da célula unitaria é dado por

ni+ns

Z Cthk

k=0

3

c, [
L= (5)/112 20141

2n3+1
1/2 1/2
N R VR

dt +

=0 j=
na+ng &
K &2, [Y5n kZ:O bit
(5) Z/VQ 2n9+1 g 2natl 12 dt. (3.71)
=R VN
i=0 J=0

Os vérios fatores de -1 que aparecem nas expressoes (3.65), (3.66), (3.67) e (3.69)
surgem quando passamos de um intervalo f; para o préoximo, devido a mudanca de sinal
dos radicandos encontrados nessas expressoes. As expressoes de (3.65) a (3.70) formam
a solucao geral do problema.

Na préxima segao, reduziremos as expressoes obtidas acima para o caso de bolhas em

um canal de Hele-Shaw e apresentaremos alguns resultados para este caso.
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3.3 SOLUCOES PERIODICAS EM UM CANAL DE HELE-SHAW

Nesta se¢ao, discutiremos o caso particular de arranjos periddicos de bolhas movendo-se
em um canal de largura 2a, discutido qualitativamente no inicio do capitulo. As laterais
do canal estao em y = 4+a. As solugoes no canal sao caracterizadas por nao haver bolhas
na lateral superior da célula unitaria reduzida, ou seja, x; = x4 = nqg = 0. As solugdes
serao caracterizadas somente pelos nimeros de bolhas (ny,ns,n3) e pelos indicadores
(X2, X3). Em termos dos parametros 1/5», a condicao para que nao haja bolhas nos cantos
superiores implica que
vVii=ri=—1 e V=1 =1 (3.72)
Os dominios do fluido nos planos z, W e W séo ilustrados na figura 3.12. Fazendo
ny = 0 e usando a condigao (3.72) nas equagoes (3.48) e (3.50), obtemos

ni+ns

k
-0 = (373)
¢ 1/2 2t 1/2 218 1/2 373

@@= T =)™ IT (¢ =)
% bi.C*
dy —
i ="K ST , (3.74)
@-1)" 01 ¢-v)"?
1=0

s 1 .2 2 _ .3
onde utilizamos vy, | = v e vy, | = V7.
As constantes ay, e by sdo determinadas pelo procedimento discutido na secao anterior,

vide equagoes (3.56) e (3.59). Por exemplo, para C' e K temos

ni+n3

Z Cthk

k=0

2n1+1 2n3
R R | TR
,

1=

dt (3.75)

n2
V2 Zbktk
-1_ -1 k=0
K '=a /4 ST 0 dt. (3.76)
A (1— e T -2
i=0

paralU =2eV = 1.
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X
(b)
A
ImC
1 1 1 1 2 2 2 3 4 4
Vi=Vo=-1 Vi Y1 v, v Y2 Vi Vi Vi= Vo=t
¢ A B v, (¢} H Y5 | P Q Re

(d)

Figura 3.12 Dominios do escoamento (a) no plano z, (b) no plano W , (c) no plano W e (d)
no plano ¢. Novamente, apenas alguns intervalos foram colocados na figura (d) por motivo de
espago.
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Algumas solugbes para este caso estao ilustradas nas figuras 3.13-3.20, as quais re-
presentam configuracoes de bolhas com velocidade U = 2 em um escoamento cujo fluido
se move com velocidade média V' = 1 na direcao x, da esquerda para direita. As bolhas
contidas em uma célula unitdria possui uma meia-largura a = 1 (a qual, em alguns ca-
sos, sera considerada a largura da célula) e comprimento 2L. O valor do semi-periodo
L (ou do periodo 2L) e a fragao de ocupagcao I'y das células sao dados para cada figura.
Em algumas figuras indicaremos os eixos de simetria das bolhas, os quais corresponderao
as equipotenciais (linhas tracejadas verticais) e as linhas de corrente (linhas tracejadas
horizontais) que limitam a célula reduzida.

Na figura 3.13 explicitamos a solugao devido a Burgess e Tanveer [6] para uma tnica
bolha simétrica por célula unitaria. Essa bolha possui os dois tipos de simetria citados
neste capitulo, ou seja, ela é simétrica em relagao ao eixo central do canal e a um eixo

perpendicular ao primeiro.

1
0,8 E
0,6} ]
0,4 ]
0,2 E

O —
0,2 |
0,4 |
-0,6/- |
0,8 |

R | ‘ | 2

1
2L=2.117

Figura 3.13 Solugdo de Burgess e Tanveer, com v?; = 1} = -3, = -1 = —-§ = —0.8 ¢
2

Vi = —1/22 = —n=—-0.6.

Para obter a solucao da figura 3.13 fizemos as seguintes escolhas: n; = ng = 0 e
ny = 1 uma vez que queremos uma solucao com apenas uma bolha no lado inferior da
regiao reduzida; 3.12(a). Além disso, ndo havera bolhas de canto nessa solugao, o que
implica que v?; = 15 e v*; = 15. Como nos interessa uma solugao totalmente simétrica,

faremos as seguintes escolhas:

(3-77)
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2 2
Vi = —Vy = =1,

onde ¢ e n representam os valores usados nessa solu¢ao. Com essa escolha de parametros,

as equacoes 3.73 € 3.74 tornam-se

@ _ 1
L (R e (e DR
s ¢

N R SR
onde C' e K sao obtidos pelas equacoes 3.75 e 3.76.

Para 0 = 0.8 e n = 0.6 obtemos a metade superior da figura 3.13 com 2L = 2.12 e
'y = 5.14-1072, de modo que a figura é gerada através de uma reflexao em relacao a reta
y = 0. Observe que, como discutido na subsecao 3.2.4, os parametros independentes o
e n estao relacionados com o comprimento da célula unitaria 2. e com a area da bolha.
Como a bolha nesse caso esta localizada no centro da célula unitaria, nao é necessario
um terceiro parametro associado a sua posicao.

As bolhas mostradas nas figuras 3.14-3.17 correspondem as duas situagoes discuti-
das qualitativamente no comeco do capitulo, em que temos muiltiplas bolha por célula
unitaria. Primeiramente apresentaremos as solugoes em que as bolhas formam fileiras
periédicas ao longo do canal e depois discutiremos uma forma de obter solugoes para
colunas de bolhas, a partir de fileiras de bolhas, com o auxilio do teorema de invariancia

por rotacao.

0,81
0,6
0,4+
0,21

0,2l
-0,4F
-0,61
-0,8-

T
L
1

0

L=2.526

Figura 3.14 Fileira com niimero par de bolhas por célula unitéria, com v?;, = 13 = -3, =

—vg=—6=-0.9,v7 = —-087,v2 = -0.2, v3 = —0.17 e 3 = 0.5.
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Para obter a figura 3.14, fizemos no = 2 e n; = ng = 0, pois queremos bolhas apenas
no lado inferior da figura 3.12(a). Como nao queremos bolhas de canto inferiores, faremos,
por simplicidade, uso da condicao 3.77. Portanto, além de §, usaremos mais 4 parametros,
a saber V? (7 = 1,2,3,4). Os parametros dados na legenda da figura correspondem ao
quarto superior direito da figura, com L = 2.53 e I'y = 5.26 - 1072, Esta figura ilustra
uma fileira de bolhas com um ntmero par de bolhas que possuem simetria em relagao ao

eixo central do canal.

0,8
0,6
0,41

0,2~

0,2
0,4
0,6

-0,8

2

Figura 3.15 Fileira com nimero fmpar de bolhas por célula unitdria, com v?; = —v3, =

—vg=8-09, 13 =06, v = —0.56, v3 = —.02, v = —0.17 e v§ = 0.5.

Para obter a figura 3.15, fizemos ny = n3 = 0, ny = 2 pelos mesmos motivos que
na figura anterior. Desta vez usaremos a bolha de canto inferior esquerda. e com isso

faremos a seguinte escolha: v?;, = -3, = —13 = —§ # 1. Além disso, faremos uso

de mais 4 parametros, a saber 1/32 (j = 1,2,3,4). Temos entao um total 6 parametros
independentes correspondendo as 3 areas das bolhas, as posicoes das 2 bolhas de lado
e ao comprimento 2L da célula. Os parametros dados na figura 3.15 correspondem ao
quarto superior direito da figura, com L = 2.43 e I'y = 8.02 - 1072, Esta figura ilustra
uma fileira com ntmero impar de bolhas, também simétricas ao eixo central do canal.
Agora que apresentamos as solucoes do tipo fileiras de bolhas, vamos mostrar uma
maneira de obter solugoes do tipo colunas de bolhas a partir destas primeiras. Para isso,
basta lembrarmos que ao aplicarmos o teorema de invarancia por rotacao, o escoamento

(no referencial das bolhas) muda enquanto que o dominio do fluido permanece o mesmo.

Portanto, solugoes na forma de fileiras podem ser usadas para obter solucoes na forma
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de colunas, bastando apenas girarmos a célula unitaria com fileiras para formarmos uma
nova célula unitdaria com colunas. Além disso, para que o nova célula unitaria tenha
largura 2a (ou apenas a) deveremos reescalar as dimensoes da nova figura, isto é, z* e y*,
fazendo

z* — ax /L (3.78)

y* —ay /L. (3-79)

onde a e L sdo as dimensoes da célula reduzida original (nao rotacionada).

1 T T T

0,6

04 -

0,2 -

L 1 L 1 L 1
%. - 0 .
L=0.395

Figura 3.16 Colunas com numero par de bolhas por célula unitaria

Para obter a figura 3.16, utilizamos apenas a metade superior da célula unitaria 3.14,
giramos a figura de um angulo de 90° e fizemos a mudanca de escala usando as equagoes
3.78 e 3.79, onde usamos L = 2.526 (semi-periodo da figura 3.14) e estamos usando a = 1.
Com isso, obtemos uma configuracao com L = 0.395 e 'y = 5.26 - 1072

Para obter a figura 3.17, procedemos da mesma forma que na figura 3.16, girando de
90° a figura 3.15 e reescalando suas dimensoes como mostrado na figura anterior, agora
usando o fator de reescala L = 2.43. A nova figura tem L = 0.41 e I’y = 8.02 - 1072,

Apesar de termos procedido desta maneira, poderiamos ter obtido estas figuras assim
como 3.13-3.15. Para isso, deverfamos fazer no = 0 e ny # 0 ou n3 # 0 (se fizermos
ny # 0 e n3 # 0, poderemos obter uma configuracao onde teremos 2 colunas de bolhas
diferentes alternando-se ao longo do canal).

As solugoes apresentadas nas figuras 3.18-3.20 fazem parte de um novo conjunto de

solugoes periddicas no canal que nao eram conhecidas ainda.
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1 T T T T T
L i
1
0.8 | -
L 1
1
0,6 | —
04 -
L < >
0,2~ -
T e ____________
0,2 -
i | >
0,4 -
'0,6_ 1 =
3 1
1
0,8 | -
3 1
i 1 1 1 1
-0,4 0,2 0 0,2 0,4
L=0.41

Figura 3.17 Colunas com nimero impar de bolhas por célula unitaria

0,8

0,6

0,4

0,21

L=0.9

Figura 3.18 Bolhas em zig-zag, com v{ = —0.9, v4 = —0.4, 13 = 0.2, v3 =06 e 2, = 1} =
—3 =13 =—6=-0.1
-1= MW =70=—Y
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Na figura 3.18 apresentamos uma configuracao de bolhas em “zig-zag”, a qual foi
configurada da seguinte forma: n; = ng = 1, np = 0, de modo que temos apenas uma
bolha a esquerda e uma a direita. Como nao ha bolhas de canto, faremos uso de 3.77.
Além de § usamos mais 4 parametros, a saber 1/;- (j = 1,2 ei=1,3). Os parametros
dados na figura correspondem a regiao entre as equipotenciais, com L = 0.90 e I'y = 0.17.

Observe que, nesse caso, consideramos a largura do canal como sendo apenas a e nao 2a.

1

05" D ]
0 --------- -@-@--‘--9_9 ---------
_0’57 d) _
-1 | 1 |
1 0 1
L=1.79
Flgura 3. 19 Solugoes mistas, com v? = —1/31 =13 =6 =-08, v =05, v, = —0.48,

Vg =—0.1, v2 = —0.08, v} = 0.3, 12 = 0.32 ¢ 12 = 0.6.

Na figura 3.19 é ilustrada uma situagao onde as bolhas formam uma configuracao
mista, ou seja, elas nao formam simplesmente fileiras ou colunas. Para obter essa con-
figuracao, fizemos ny = 1, ny = 2, ng = 0, onde usamos 1 bolha no lado esquerdo, 2
no lado inferior e a bolha do canto inferior esquerdo. Usamos 8 parametros, a saber IJJ1
(J=1,2),v7 (j —1,0,2,3,4) e 6 = v*; = 15j. Os valores dados na figura correspondem
ao quarto superior direito da figura, com L = 1.79 e I'y = 8.18 - 1072

Na figura 3.20 apresentamos outra configuracao de bolhas, também do tipo mista.
Aqui fizemos ny = ny = ng = 2, ou seja, 2 bolhas a direita, 2 a esquerda e 2 no lado
inferior, e nenhuma bolha de canto. Usando 13 parametros, a saber V;- (i =1,2,3¢
Jj=1,2,3), 61, 62 e n (ver a legenda da figura), de modo a obtermos a metade superior
contida entre as equipotenciais (linhas tracejadas verticais), com L = 1.289 e I'y = 0.344.

Como vimos acima, obtemos solugoes validas em canais de Hele-Shaw. Na préxima

secao, apresentaremos solugoes validas em células de Hele-Shaw infinitas.
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1 T

0,5+ ! _|

W D

L=1.29
Figura 3.20 Solucdes mistas, com v{ = —0.97, v4 = —0.7, V% = —0.68, vf = —vi=-n=
—0.3, v, =13 = & = —0.25, v¥ = 0.2, v = —0.1, v3 = —0.08, V3, = 1 = 5 = 0.34,

v =0.37, v3 =05, v3 =0.53 e v = 0.9.
3.4 SOLUCOES EM UMA CELULA INFINITA

Nessa subsecao, serao ilustradas algumas configuragoes de bolhas validas apenas em
células de Hele-Shaw infinitas, ou seja, estas configuracoes de bolhas nao sao redutiveis

a um canal de Hele-Shaw, como mostram as figuras 3.21-3.22.

T T T T T
I=dee @ mmm e :— ---------------- O --d--
I
I
1

-1 -I_-e ----------------- I_ ---------------- O'-I-T__
-1 0 1
L=1.08
Figura 3.21 Solugio para célula de Hele-Shaw infinita, com v{ = —0.9, vd = 0.6, 12, =13 =

61=-05,vi=—-04,v3=-02, 13, =13 =86=0.1513=0,v3 =03, v =12evs =18

Na figura 3.21 fizemos n; = ny = n3 = ny = 1, onde usamos uma bolha em cada
lado e nenhuma de canto. Esta solugao depende de 10 parametros, a saber l/j- (j=1,2
ei=1,2,3,4), 0; e 05 (ver figura). Observe que temos 10 parametros dos quais apenas

9 sao independentes, pois, como mencionado na subsecao 3.2.4, nao usamos o terceiro
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grau de liberdade do teorema de Riemann. Estes parametros produzem o quarto superior

direito da célula unitaria, com L = 1.08 e 'y = 0.14.

e S =
o P > ]
S &
ok | ‘ o
¢ P ¢
e S >
1 1 ‘ 1 1
-1 0 1
L=1.28
Figura 3.22 Solucio para célula de Hele-Shaw infinita, com v!; = —1.1, v{ = 0.9, v} =
—vi=—m =—-06, 12, =1} =—np=—-0515=-03,0v2, =01, 1§ =02ev? =08

A figura 3.22 possui os seguintes parametros: ny = n3 = 1, no = ngy = 0, onde a
configuracao é formada pelas 4 bolhas de canto, além de 1 bolha a esquerda e uma a
direita. Além disso, esta solucio depende de 8 parametros, a saber v!, vi, 12, V3,
vg, vt m e my. Com isso, obtemos o quarto superior direito da célula unitdria, a qual
¢ limitada pelas linhas tracejadas mais exteriores da figura. Para esse caso, obtemos
L=128e Iy =0.24.

No préximo capitulo, apresentaremos nossas conlusoes e perspectivas.



CAPITULO 4

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Nesta dissertagao apresentamos solugoes exatas para o problema do movimento de ar-
ranjos duplamente periédicos de bolhas em uma célula de Hele-Shaw (em geral sem fron-
teiras), quando a tensdo superficial é desprezivel. Estas solugbes sao uma generalizagao
dos trabalhos de Vasconcelos [9] e de Burgess e Tanveer [6] e delas conseguimos gerar no-
vas solugoes tanto para uma célula infinita quanto para um canal de Hele-Shaw. Nossas
solugoes sao construidas através de técnicas de transformagoes conformes e estao dadas na
forma de integrais. Além disso, elas s@o a familia mais geral de solugoes periddicas esta-
cionarias conhecidas até o momento. Neste trabalho também apresentamos e discutimos
o comportamento da velocidade de um grupo de bolhas em uma célula de Hele-Shaw em
funcao da fragao de volume ocupado pelas bolhas na célula e encontramos uma expressao
analitica que descreve esse comportamento.

No momento, estamos tentando fazer alguma conexao deste nosso trabalho com resul-
tados relativos a experimentos com suspensoes de bolhas em células de Hele-Shaw. Apds
este trabalho, temos também como perspectiva tentar desenvolver solucoes dependentes

do tempo para escoamentos de Hele-Shaw.
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APENDICE A

TRANSFORMACAO DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL

Considere um poligono de N lados no plano complexo z cujos vértices sao os pontos
21, 22, 23, ..., 2y [figura A.1(a)]. Denotemos por (i, (2, (s, ..., (v, onde (1 < (o < (3 < ... <
(N, as respectivas imagens dos pontos z, 22, 23, ..., zy N0 eixo real de um plano ( [figura
A.1(b)]. Os angulos internos do poligono serao denotados por «;, onde i = 1,2,3,..., N,

como mostra a figura abaixo.

A Im¢

Figura A.1 (a) Regiao poligonal no plano z; (b) Dominio correspondente no plano (.

Estamos interessados na funcao z = z({) que mapeia os pontos ¢; (i = 1,2,3,...,N)
nos vértices z; (i = 1,2,3, ..., N) da regiao poligonal com os respectivos angulos internos
a; (1=1,2,3,..., N), e o semiplano superior do plano ¢ no interior da regiao do poligono.

A fungao z(() sera definida pela expressao

dz(g) =K(-G)" M(C—)F M -G) T - ) (A1)
da qual obtemos
: = ! 22 ! 3 ’ aN ’
A=K | (=)= =@ (=@ )T+ O (Ae)

¢o

A equagao (A.2) é denominada transformagao de Schwarz-Christoffel. O limite inferior
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de integracao (y pode ser escolhido arbitrariamente. As constantes K e C sao determi-
nadas apropriadamente pelas condigoes de contorno do problema. A constante C' esta
relacionada com a posicao do poligono no plano z, enquanto que a constante K fixa a
escala e a orientagao do poligono. Além disso, pelo teorema de Riemann nos é garantido
a escolha arbitréria de 3 dos ntimeros reais (; em (A.2). Por exemplo, podemos mapear 3
vértices arbitrarios z,,, z, € z, em ¢, = 1, (;, = —1 e ¢, = 0o. Frequentemente, a melhor
escolha desses 3 “graus de liberdade” dependera da geometria do problema.

A transformacao de Schwarz-Christoffel permanece ainda valida no caso de poligonos
“degenerados”, ou seja, poligonos tais que um dos vértices estd em z = oo. Por fim, se
algum dos vértices do poligono (digamos o j-ésimo vértice) é mapeado no eixo real do

25
s

plano ¢ em ¢; = £o00, poderemos omitir o fator correspondente (¢ — ;)= ~! na expressao

(A.2), de modo que esta expressao nao dependerd do angulo «;.
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