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RESUMO

Nesta dissertacao, investigaram-se os efeitos de caos causados por pequenas variagoes
de temperatura sobre as propriedades fisicas dos vidros de spins de Potts. Considerou-se
o modelo de Potts com ¢ estados, com interacoes de intercambio escolhidas ao acaso a par-
tir de uma funcao de distribuicao de probabilidades, e definido em uma rede hierarquica
tipo diamante com dimensao fractal dy, fator de escala b = 2 e p conexoes. O efeito de
pequenas variacoes de temperatura sobre as propriedades fisicas do sistema foi estudado
analisando-se a sensibilidade da sobreposi¢ao de configuragoes da magnetizagao local (o)
em estados de equilibrio na temperatura 7" e na temperatura 1"+ 07", mais precisamente
a sobreposigao da correlagao local ¢(T,0T) = (or orys) € seu desvio, Ag, com respeito
ao parametro de ordem de Edwards-Anderson local, gg4 = (02). Utilizou-se o método
do grupo de renormalizagao de Migdal-Kadanoff no espago real, combinado com um pro-
cedimento recursivo exato para calcular os valores locais da magnetizacao em redes de
dimensao fractal variavel. O desvio Agq foi calculado em diferentes temperaturas como
funcao do tamanho da rede e para interacoes escolhidas das distribuicoes de probabili-
dades bimodal e gaussiana. Para temperaturas bem abaixo da temperatura de transicao
encontrou-se que Ag aumenta significativamente com o tamanho da rede sinalizando um
comportamento cadtico com relacao a pequenas variagoes de temperatura. Este compor-
tamento cadtico foi observado no intervalo de temperatura onde se localiza um atrator
estranho no diagrama do fluxo de renormalizacao da distribuigao de probabilidades das
interacoes, o qual esta associado a fase condensada do modelo. Os histogramas da mag-
netizagao e do parametro de ordem locais nas configuragoes perturbada (em T'+07') e ndo
perturbada (em 7T') evidenciaram como essas configuragoes diferem consideravelmente no
intervalo de temperatura do atrator, enquanto para temperaturas fora desse intervalo,

sejam elas abaixo ou acima, tais diferencas se tornam quase imperceptiveis.

Palavras-chave: Caos, vidros de spins, modelo de Potts, grupo de renormalizacao,

redes hierarquicas.
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ABSTRACT

This dissertation investigated the effects of chaos caused by small temperature vari-
ations on the physical properties of Potts spin glasses. We considered the g-state Potts
model with exchange interactions chosen at random from a fixed probability distribution
function, and defined on a diamond hierarchical lattice with fractal dimension d; and the
scale factor b = 2. The effect of small temperature variations on the physical properties
of the system was studied by investigating the sensitivity of the overlap of configurations
of local magnetization (o7) in equilibrium states at temperature 7" and at tempera-
ture T 4 §T, more precisely the overlap of the local correlation ¢(7T,0T) = (o7 oris7)
and its deviation, Ag, with respect to the local order parameter of Edwards-Anderson,
qea = (02). We used the Migdal-Kadanoff real-space renormalization group method
combined with an ezact recursive procedure to calculate the local values of magnetiza-
tion in a lattice of varying fractal dimension. The deviation Ag has been calculated at
different temperatures as a function of lattice size and interactions selected from the bi-
modal and the Gaussian probability distribution functions. For temperatures well below
the transition temperature it was found that Aq increases significantly with the size of the
lattice signaling a chaotic behavior with respect to minor variations in temperature. This
chaotic behavior was observed in the temperature range where a strange attractor was
located in the diagram of the renormalization flow of the interaction probability distribu-
tion functions, which is associated with the condensed phase of the model. Histograms
of the local magnetization and order parameter configurations disturbed at 7"+ 07 and
undisturbed (at T') showed how these configurations differ considerably in the temper-
ature range of the attractor, while for temperatures outside this range, either below or

above, such differences become almost imperceptible.

Keywords: Chaos, spin glass, Potts model, real-space renormalization group, hierar-

chical lattices.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Nos anos sessenta, foram encontrados certos materiais metdlicos (Cu,Au) com im-
purezas magnéticas (Fe,Mn), como compostos de CuMn e AuFe [1], [2] que apresen-
tavam um comportamento magnético e térmico anomalo. Esse comportamento foi ex-
plicado pela presenca de interagoes competitivas entre os momentos magnéticos dos dois
materiais, resultantes da desordem na posicao dos atomos magnéticos na liga. Mais adi-
ante, tais materiais foram chamados vidros de spins. Na literatura podem encontrar-se
uma ampla revisao a respeito [3,4].

Os vidros de spins sao sistemas muito interessantes, pois apresentam propriedades
pouco comuns; por exemplo, sao sensiveis a pequenas variacoes de parametros externos
como temperatura e campo magnético, fenomeno que se conhece como caos estatico.

Estas propriedades tém atraido muita atencao desde sua descoberta nos anos 80, prin-
cipalmente o caos induzido por pequenas variagoes de temperatura, de grande interesse
por sua potencial aplicagdo em fendmenos de rejuvenescimento e efeitos de meméria [5, 6]
observados em vidros de spins. O caos em vidros de spins ¢é ainda hoje pouco compreen-
dido e motivo de debates. Alguns autores tém observado esse comportamento enquanto (7]
outros o desconhecem [8].

Em nosso trabalho, estudaremos as propriedades de caos induzido por temperatura
na fase vidro de spins do modelo de Potts com ¢ estados definido numa rede hierarquica
do tipo diamante com fator de escala b = 2, p conexoes e dimensao fractal dy, usando a
metodologia do grupo de renormalizacao no espago real. Neste primeiro capitulo, fazemos
uma pequena revisao bibliografica dos conceitos basicos utilizados dentro do presente
estudo, comecando pela defini¢ao de vidro de spins, e algumas das teorias mais relevantes
neste campo, a teoria de campo médio e a teoria de gotas. Depois, fazemos uma descri¢ao
do método do grupo de renormalizagao (GR) no espago real e nas redes hierarquicas tipo
diamante. Em seguida, nomeamos o cenario de caos induzido por temperatura de acordo
com os abordagens da teoria de campo médio e teoria de gotas.

No capitulo 2, estudamos o modelo de Potts e o definimos numa rede hierarquica
do tipo diamante. Além disso, aplicamos os conceitos do GR na rede de diamante para
depois apresentar o método recursivo exato que permite obter a magnetizagao local em

cada ponto da rede, com suas respectivas condicoes de contorno.
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O capitulo 3 é dedicado ao estudo das propriedades de caos induzido por temperatura.
Estas propriedades sao analisadas a partir da variacao de quantidades como magnetizacao,
parametro de ordem locais. Inicialmente estudamos o modelo de Potts para ¢ = 3 e depois
para ¢ = 4 estados, usando funcoes de distribuicao das interacoes entre spins na forma
bimodal e Gaussiana, respectivamente. Na tltima secao desse capitulo, comparamos esses
resultados.

No capitulo 4, apresentamos as conclusoes desse estudo, assim como as perspectivas

da sua continuidade.

1.1 VIDROS DE SPINS

Os vidros de spins sao sistemas magnéticos nos quais as interagoes entre os momentos
magnéticos estao em conflito umas com as outras devido a alguma desordem estrutural.
Assim, esses sistemas nao apresentam uma estrutura magnética ordenada com alguma
simetria de longo alcance, como no caso de um ferromagneto ou antiferromagneto; um
sistema vidro de spins combina dois fenomenos: a frustracdo e a competicao. A figura
1.1 mostra um exemplo simples de uma plaqueta frustrada do modelo Ising em uma
rede quadrada; os sinais + e — indicam acoplamentos de intercambio ferro e antiferro-
magnético, respectivamente; com um numero impar de ligagoes antiferromagnéticas nao
¢ possivel minimizar a energia de todas as ligacoes simultaneamente e, portanto, havera
uma competicao ou frustracao em alguma delas. Para um sistema com muitos graus de

liberdade, encontrar o estado fundamental nao é uma tarefa trivial.

_|_

Figura 1.1 Plaqueta frustrada do modelo Ising numa rede quadrada. As setas em vermelho
indicam os dois possiveis estados que nao atendem simultaneamente ao estado de minima energia
das ligagoes que participa.
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Este comportamento foi inicialmente observado em ligas magnéticas diluidas como
AuMn ou AuFe onde uma pequena quantidade de impurezas magnéticas (Mn, Fe) esté
aleatoriamente distribuida na rede de material ndo magnético hospedeiro (Au) [1,2]. O
nome vidros de spins se deve a Bryan Coles (1926-1997) e foi atribuido por duas razoes:
primeiro, os momentos magnéticos dos fons magnéticos parecem se congelar sem um
ordenamento periddico e segundo, a baixas temperaturas o calor especifico é linear com
a temperatura, como em um vidro convencional.

Experimentos realizados na época nao sugeriam a existéncia de uma transicao de fase
a aprtir do estado paramagnético, porém foi em meados dos anos 70 que medidas de
susceptibilidade ac a campos magnéticos pequenos indicaram a presenca de um pico de-
pendente da frequéncia de medicao, confirmando a transicao de um estado paramagnético
a fase vidro de spins [9].

Hoje em dia é um fato reconhecido que, no regime de altas temperaturas, um vidro
de spins se comporta como um paramagnético tipico; para T ~ T,, o sistema sofre uma
transicao a fase vidro de spins e para T" < T,, os spins se congelam em uma orientagao
aleatoria.

Por outro lado, a fase vidro de spins nao é somente prépria das ligas metdlicas
magnéticas diluidas, na atualidade uma grande variedade de materiais apresenta este com-
portamento - isolantes como Fu,Sr_,S [10], com x entre 0.1 € 0.5 e FeqsMng5TiO3 [11],
antiferromagnetos diluidos como Fe,Zn;_, F» para citar alguns exemplos [12] - o qual faz
vigente seu estudo e investigacao.

O modelo mais simples que reine frustracao e competicao é o modelo de Edwards-
Anderson [13]. Daqui em diante nos referiremos a este modelo como modelo EA. Neste
modelo, a interagao de intercambio entre os spins vetoriais classicos (5‘ ) da rede é aleatori-
amente ferromagnética ou antiferromagnética de acordo com uma fungao de distribuicao
de probabilidades simétrica, assim poderao ocorrer muitas plaquetas de spins frustradas.
Além disso, outro fato importante que supoe este modelo é a idéia de desordem temper-
ada para a distribuicao das interacoes decorrente da posicao fixa dos fons das impurezas
magnéticas, por sua vez resultante do rapido processo de resfriamento na preparacao da
liga metdlica.

Esse sistema pode ser estudado através do modelo de spins classicos no qual as ligacoes
entre pares de spins podem ser aleatoriamente positivas ou negativas, com a mesma

probabilidade, assim o hamiltoniano H do sistema seria dado por:

H=-Y J;5-5 (1.1)
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com a soma em (7, j) representando pares de sitios vizinhos mais préximos da rede cibica
em d dimensoes e J;; sendo o acoplamento entre spins, uma varidvel aleatéria de uma
distribuigao de probabilidades Gaussiana com média nula e largura J = 1.

Dada a nao periodicidade do congelamento magnético, foi necessario definir um novo
parametro de ordem que desse conta da ordem presente neste tipo de material. Este
parametro é conhecido como parametro de Edwards-Anderson; sua primeira versao esta

baseada no congelamento temporal

tt+7) =+ S {50 S ) | (1.2)

i

onde gl(t) e gi(tjtr) representam os spins na posicao i observados no tempo ¢ € no tempo
t + 7, respectivamente. (...), representa a média temporal e N o niimero de spins. Na
fase ordenada haverda uma grande probabilidade de que o spin num instante de tempo ¢
esteja no mesmo estado no instante de tempo t 4+ 7, entao ¢ # 0, enquanto na fase de
altas temperaturas esta probabilidade se anula e o sistema ¢é paramagnético com ¢ = 0.

A segunda versao estd baseada na média de ensemble associada com a média sobre a

- L[],

onde (...) representa a média no ensemble canénico das configuragoes de spins, dita

desordem,

média térmica, [...| representa a média sobre a desordem na distribuigao de interagoes
e 571 o valor do spin em cada sitio da rede. Esta quantidade é nao nula para um sistema
vidro de spins tipico em baixas temperaturas.

Em seguida, Sherrington - Kirkpatrick (SK) [14] investigaram a solugao em campo
médio do modelo EA considerando variaveis de spins de Ising, neste modelo o hamilto-
niano é dado por:

H = —% Z Jijoi0;, (1.4)

(4.3)
onde g; = +1 ¢é o spin de Ising do sitio i, ao contrario do modelo de EA. No modelo SK
se levam em conta as interagoes entre todos os pares de spins, as quais sao escolhidas
aleatoriamente de uma distribuicdo de probabilidades P(.J) com largura .J/v/N e valor
médio Jy/NN, portanto se obterda um diagrama de fases mais completo, podendo existir a

fase ferromagnética.
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No modelo SK o parametro de ordem corresponde a:

aftt+7) = = S (onlb)anlt + ), (15

i

na sua versao temporal, e a:

JEA = %Z [<‘7@'>2L, (1.6)

na versao da média de ensemble e média sobre a desordem.

Sherrington-Kirkpatrick se deram conta que era necessario calcular o valor médio da
energia livre F' ao invés do valor médio da funcao de particao Z para garantir que os
sistemas sao temperados, pois sao esses os que conduzem as propriedades esperadas para
um vidro de spins. Este modelo foi resolvido usando o método das réplicas [14-16],
onde, se introduzem n réplicas do sistema para calcular a média da energia livre sobre a

desordem congelada tal que:

—BF =[InZ] =lim ([Z"] — 1) /n, (1.7)

n—0

Esta relagao (1.7) é conhecida como truque das réplicas, que se baseia no fato que
Z"=explnInZ]~1+4+nlnZz, n — 0.

Assim, o modelo concordava com os resultados experimentais obtidos para a susceptibil-
idade, porém a entropia tendia a um valor negativo na medida em que a temperatura
aproximava-se a zero. de Almeida e Thouless [15] mostraram que a solugao SK ¢é instédvel
para baixas temperaturas sugerindo que a simetria entre as réplicas, considerada na
solucao SK, deveria de alguma maneira ser quebrada.

Uma solucao estavel com quebra de simetria entre as réplicas foi proposta por Parisi
[17], que é aceita como a solucao correta do problema SK. Na solucao de Parisi se supoe
que a sobreposicao entre duas réplicas depende somente da separacao dos indices definidos
num espaco de parametros apropriado. Como consequéncia o parametro de EA nao é
mais um ndimero mas, sim, uma funcdo ¢(x) com 0 < z < 1, onde x é a parametrizagao
da distancia entre réplicas. Uma das predicoes desta solucao é a existéncia de infinitos
estados fundamentais de equilibrio devido ao comportamento varidvel da funcdo ¢(z),
pois se ¢ varia continuamente deverao haver um numero infinito de estados.

Outro ponto de partida no estudo de sistemas tipo vidros de spins é o chamado modelo

de gotas (do inglés droplet model). O modelo de gotas esta baseado nas hipdteses de escala
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e produz diferentes conclusoes em relacao as do caso das teorias de campo médio. Fisher
e Huse [18] supuseram que pequenos agregados de spins no modelo Ising com tamanho
variavel, representam excitagoes do sistema. De acordo com esta teoria, aqueles agregados
conectados (clusters em inglés) com mais baixa energia, conhecidos como gotas, seriam
as excitagoes que dominam a fisica do sistema e portanto as quantidades de interesse.
De acordo com esta teoria uma gota de tamanho [ tem uma dimensao fractal dy > d — 1
(d-dimensdo da rede), energia livre ¢ = Y1’ e possui uma distribuicao de tamanho p(/)

que se comporta como
p(l) o< 177, (1.8)

onde 6 é conhecido como o expoente de gotas e T o coeficiente de rigidez do sistema
(stiffness coefficient em inglés). A principal conclusdao deste modelo é que abaixo da
temperatura de transigdo (em campo magnético zero) haverao apenas dois estados de
minima energia, j4 que se uma configuracao esta no estado fundamental, entao por in-
versao global de spins, a outra configuragao também estara no estado fundamental, como
o que acontece num ferromagneto homogeneo. Esta conclusao é contraditéria com os re-
sultados da teoria de campo médio, onde se esperam infinitos estados de energia minima.
Se o modelo de gotas ou a teoria de campo médio descrevem o comportamento de um
sistema real de vidro de spins continua sendo motivo de discussao.

As simulacoes numéricas tém sido uma ferramenta util para ajudar a esclarecer este
panorama mas o cenario continua sendo controverso. Simulacoes Monte Carlo em sistemas
vidros de spins em d = 2, 3,4 [19], mostraram que hd uma transicao de fase e que parece
estar dentro da teoria de campo médio, porém outros estudos [20] indicaram que as
predicoes do modelo de gotas sao mais apropriadas para descrever vidros de spins no
modelo Ising a baixas temperaturas no caso de redes ctbicas em 3d.

Por outro lado, dadas as limitagoes das simulacoes computacionais, nos tltimos anos
tem tomado importancia o estudo de modelos exatos de vidros de spins com interagoes
de alcance finito, pois apresentam uma série de aspectos nao encontrados nas teorias de
alcance infinito, como por exemplo, comprimento de correlacao, efeito do tamanho e das
condicoes de contorno etc. Alguns destes estudos foram feitos em redes de Bethe [21],
sob o modelo SK.

Outra linha de aproximacao no estudo de vidros de spins de curto alcance estéd for-
mulada dentro do esquema do grupo de renormalizacao de Migdal-Kadanoff. Southern e
Young [22] foram os primeiros a utilizar esta metodologia em vidros de spins no modelo
de Ising e encontraram a existéncia de uma dimensao critica inferior abaixo da qual nao

h& transicao; esta técnica tem despertado um recente interesse no estudo de expoentes
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de caos em vidros de spins, como serd visto mais adiante neste capitulo.

1.2 REDES HIERARQUICAS E O GRUPO DE RENORMALIZACAO DE MIGDAL-
KADANOFF (GRMK)

Uma rede hierarquica se constréi de forma recursiva, podendo ser gerada a partir de
uma célula basica de duas formas, por decoracao ou dizimacao. No caso de uma rede de
diamante gerada por decoracao, parte-se de dois pontos conectados entre si como na figura
1.2a, os quais correspondem a hierarquia de ordem zero; agora, na seguinte iteragao quatro
das ligacoes da hierarquia de ordem zero se agregam para formar a unidade na figura 1.2b
que corresponde a hierarquia de ordem 1. Seguindo um procedimento similar, ou seja,
substituindo cada ligacao na figura 1.2b por quatro ligagoes, obtém-se a unidade da figura
1.2¢ conhecida como hierarquia de ordem 2, e assim sucessivamente. O nome da rede de
diamante se deve a forma da figura 1.2b. O processo inverso a decoracgao é a dizimacao,
a qual se parte das redes de hierarquia maior e vao se reduzindo progressivamente até

alcangar hierarquia de ordem zero [23].

Figura 1.2 Rede hierarquica tipo diamante com duas conexoes p = 2 e fator de escala b = 2:
(a) hierarquia de ordem zero; (b) hierarquia de ordem 1; (c) hierarquia de ordem 2.

Estas redes sao redes fractais, possuem autosimilaridade ou invariancia por escala, ja
que qualquer sub-rede entre dois terminais é por sua vez uma rede hierarquica idéntica a
original, podendo ter dimensao nao inteira.

Se L é o tamanho caracteristico linear da rede e NN, estd associada ao volume (nimero

de ligagoes), entdo se observa que N, oc L% sendo d; a dimensao fractal definida no
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limite termodinamico como:
df = lim M. (1.9)
L—oo ln(L)

No caso de uma rede hierarquica diamante, cuja célula unitaria tem p conexoes e fator
de escala b, na h®™ hierarquia, L = b", o niimero de sitios no caminho mais curto que
une os dois sitios raizes, e N, = (bp)" o ntimero de ligagoes totais da rede. Desta forma
a dimensao fractal pode se escrever em termos de p e b como:

_ In(bp)"

In(p)
= 20 _ .
P e T )

(1.10)

A cada ponto na rede hierarquica se pode associar uma variavel de spin, onde as
conexoes representam as interagoes entre eles.

A invariancia de escala das redes hierdarquicas as faz especiais para o grupo de renor-
malizacao. O fato de que cada bloco nas redes hierdrquicas seja construido a partir de
uma célula bésica e cada um deles esteja conectado entre si por seus pontos raizes faz
com que, no processo de dizimacao dos sitios internos do bloco, as tnicas interagoes
possiveis sejam entre sitios primeiros vizinhos do bloco. Portanto, diferentemente de out-
ras redes nao hierdrquicas, com o processo de dizimacao a quantidade de interagoes no
hamiltoniano nao sera maior que as consideradas na rede original e a solugao serd exata.

Isto pode ser visto da figura 1.3 [24], na qual se apresentam dois esquemas do processo
de renormalizagdo de Migdal-Kadanoff [25] em uma rede hipercibica e em uma rede
hierarquica. Para que o dito processo seja exato, na rede hiperctbica s6 devem ser
consideradas as interagoes em uma direcao desprezando-se as outras ortogonais a ela,

enquanto nas redes hierarquicas se tem em conta todas as interacoes.
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Figura 1.3 Dois passos na iteragdo aproximada GRMK da rede hipercibica (esquerda) e a it-
eragao exata na correspondente rede hierdarquica (direita). As linhas ponteadas desprezadas
na aproximacao fazem com que a configuracao hipercibica seja equivalente a configuragao
hierarquica.

1.3 CAOS EM VIDROS DE SPINS

Uma das propriedades que apresentam os vidros de spins de Ising é o chamado caos
estdatico onde a orientacao dos spins em uma dada configuracao de equilibrio em 7" < T,
¢ extremamente sensivel a uma pequena perturbacao de parametros externos como a
temperatura [26-28|, campo magnético [29], ou perturbagoes nos préprios acoplamentos
[30].

O caos estatico é estudado a partir da sobreposicao das configuragoes de dois esta-
dos de equilibrio. Assim, considerando uma pequena perturbagao de temperatura 07
no sistema, haverda um comportamento cadtico se as configuragoes de equilibrio a dis-
tintas temperaturas T, e T + 0T, estao descorrelacionadas além de um comprimento de
sobreposicao [(T,07) ou também conhecida como [*. Aspelmeier et al [31] encontraram
que este comprimento é tao grande que muitas vezes somente é observado para determi-
nadas T" e dT onde a simulagao numérica é inacessivel.

O caos estatico tem sido estudado por diferentes modelos: teoria de campo médio,
teoria de gotas e usando a aproximagao do grupo de renormalizacao.

Segundo a hipdtese de caos dependente da temperatura, a sobreposicao entre qualquer
par de estados de equilibro é zero, isto é, ¢* = 0, portanto na teoria de campo médio

a probabilidade de observar uma sobreposigao P(¢*) entre configuragoes de equilibrio a
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diferentes temperaturas deveria ser uma funcao o de Dirac centrada em ¢* = 0,

P(q") = 0(q"), (1.11)

assim, havera caos quando ¢ = 0 e nao havera caos nos outros casos.
De acordo com Rizzo e Crisanti [32], uma forma de quantificar este efeito é considerar
a convergéncia a fungao delta da probabilidade Py(¢*) para um sistema de tamanho

finito, tendo em conta que para N grande
Pn(q") = exp [-NAF(q")], (1.12)

onde AF = AF(q¢*,T1,Ty) — [F(T1) + F(T»)] é a diferenga de densidade da energia livre
entre um sistema composto por duas réplicas a diferentes temperaturas (77, 75) com um
valor de sobreposi¢ao ¢* e a soma das densidades de energia livre a temperaturas T} e
T5. Esta quantidade mede o custo de manter duas replicas com certo valor de ¢ em
equilibrio, portanto é uma medida do caos. Quanto maior a quantidade AF(¢*,T1,T3),
maior o efeito de caos, da mesma forma, se AF(q*, T1,Tz) é pequena entao a convergéncia
de Py(q*) a fungao delta também é pequena e como consequéncia o efeito de caos somente
serd observavel para sistemas muito grandes.

O problema de caos induzido por temperatura em varios modelos de campo médio tem
sido investigado durante os ultimos anos. Alguns modelos com RSB (do inglés Replica
Symmetry Breaking) nao apresentam caos e outros sim como, por exemplo, o modelo
SK. Recentemente Rizzo e Crisanti [32], encontraram comportamento cadtico no modelo
SK mas de muito pouca intensidade, estes mesmos autores mostraram que seu efeito é
muito menor ao encontrado em modelos de campo médio definidos em redes aleatérias
com conectividade finita [33].

Por outro lado, a aproximacao de Migdal-Kadanoff aplicada ao caos em vidros de spins
tem a vantagem de que ¢é acessivel para grandes escalas de comprimento, e portanto é
possivel calcular diretamente o valor do comprimento de sobreposi¢ao. Dentro do modelo
de gotas, Banavar e Bray [26] fizeram um completo estudo sobre as propriedades de caos
da fase ordenada de vidros de spins Ising 3d no esquema do grupo de renormalizacao
de Migdal-Kadanoff; muitos autores, seguem esta abordagem com algumas pequenas
variagoes. Na continuagio, seguiremos a abordagem usada nas referencias [28,34]. Neste
sistema se parte de dois estados a baixas temperaturas com uma diferenca de energia

livre:

AF(T) = AE —TAS « Y1°, (1.13)
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onde [ é o tamanho caracteristico da gota quando vai do estado 1 ao estado 2 e T é o
coeficiente de rigidez dependente da temperatura. Introduzindo uma pequena variacao

de temperatura 67 no sistema

AF(T,6T) = AFE — (T +0T)AS
x Y1’ —TAS. (1.14)

De acordo com os argumentos de Banavar e Bray, a diferenca na entropia esta associada
com a superficie da gota entdo AS o< £1%/2 onde d, é a dimensdo fractal da superficie
da gota. Se ds/2 > 0 a diferenga AF(T,6T') se torna positiva

AF(T,0T) = T + 6T1%/2,

e, como conclusao, se segue que os estados de equilibrio entre T' e T'+ 0T deveriam variar

em uma escala de tamanho como

1(T,0T) o< 6T /(/2-9)
x 6T V¢, (1.15)

onde £ é o expoente de caos, enquanto a quantidade ¢(7,07") vai para zero com

d/2
m] : (1.16)

q(TaéT)Z{ 7

onde L é o tamanho da rede.

Assim, caos é a propriedade que ocorre quando 07 — 0 e L — oo, ou seja, haverd
caos quando, com pequenas variagoes de temperatura, o sistema fica descorrelacionado
além de um comprimento de sobreposicao (T, 0T).

Dentro dos estudos realizados no grupo de renormalizacao se encontrou a presenca de
caos na fase paramagnética, mas com menor intensidade que na fase vidro de spins. Para
esta ultima fase se obtiveram diferentes valores do expoente de caos para a temperatura
critica e para uma temperatura 7' < T, numa rede ciibica para o modelo de Ising com
d = 3 [35]. Além disso, foi determinada a dimensao critica acima da qual nao ha caos
induzido por temperatura.

Perturbacoes com campo magnético tém sido menos estudadas, mas hé indicios de
que seu expoente ¢é diferente daquele obtido por uma perturbagao por temperatura [36].

Da mesma forma que na teoria de campo médio a perturbacao por temperatura é menor
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que por campo magnético, porém a principal diferenca é que no grupo de renormalizacao
qualquer campo magnético destroi a fase vidro de spins, entao a perturbacao ¢é estudada
na fase paramagnética com campos proximos a zero, ao contrario da teoria de campo

médio onde o sistema ¢é estudado abaixo de um campo critico nao nulo.



CAPITULO 2

MODELO DE POTTS

2.1 MODELO DE POTTS

O modelo de Potts foi inicialmente proposto por Domb como uma generalizacao do
modelo de Ising (¢ = 2); no modelo de Potts original os spins se orientam no plano

apontando numa dire¢do ¢ (igualmente espagadas) e formando um angulo [37]:

2mn
0, = —, (2.1)
q
comn=1,2,3,...,¢g — 1, como na figura 2.1.
No caso mais geral, quando as interacoes entre os spins mais proximos s6 dependem

do angulo entre eles (modelo Z(q)), o hamiltoniano serd dado por:

H=-> J(b:,)), (2.2)

<i,7>

onde a funcao J ¢ periédica com periodo 27 e 0; ; = 0; — 0; representa o angulo entre dois
spins nos sitios i e j.
Em termos gerais, fala-se frequentemente do modelo de Potts planar e standard. No

modelo planar as interagoes entre os spins da rede sao da forma:
J (ei,j) = —€ COS(&L”J‘), (23)

enquanto no modelo de Potts standard ou simplesmente modelo de Potts as interagoes

entre spins dependem de uma fun¢ao mais geral em termos da funcao delta de Dirac:

J(0i;) = —€20(qi, q5)- (2.4)

O modelo de Potts ferromagnético corresponde a e; > 0 e o anti-ferromagnético a
€5 < 0. Se a interagao é antiferromagnética isto quer dizer que a configuracao de menor
energia € aquela em que um spin do par estd num estado diferente do outro, por exemplo,
para um modelo de Potts de trés estados e interagoes antiferromagnéticas, se em um par

A estd no estado 1, o spin em B pode ocupar os estados 2 ou 3.

13
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Figura 2.1 Configuragao de spins do modelo de Potts planar na rede quadrada com ¢ = 4,

b, = .

—¢— - —L» -+
4——4— s

O modelo de Potts ferromagnético tem sido amplamente estudado [37]. O sistema
é paramagnético para altas temperaturas e exibe um comportamento ferromagnético
para baixas temperaturas para ¢ > 2 com uma dimensao critica inferior igual a 1. Por
outro lado, o comportamento do modelo com acoplamentos antiferromagnéticos depende
fortemente da estrutura microscopica da rede e ha uma série de questoes em aberto;
frequentemente o modelo apresenta uma transicao de fase para temperaturas diferentes
de zero, com algumas excegoes (o modelo Potts numa rede triangular g. = 4 e numa rede
Kagomé ¢. = 3) [38,39)].

Nos ultimos 20 anos, muitos esforcos tém sido dedicados na compreensao do modelo
de Potts desordenado, em especial os vidros de spins de Potts. Estes sistemas sao inter-
essantes pois apresentam um comportamento critico muito amplo e tém caracteristicas
que podem ajudar a entender uma grande variedade de fenomenos. Certos cristais como
o hidrogénio orto-para, vidros de dipolos elétricos e vidros orientados sao alguns dos
sistemas que nao tém uma simetria tipo Ising, portanto um modelo de Potts aleatorio
é apropriado para descrever seu comportamento [40]. Por exemplo, o modelo de Potts
com =3 estados é um modelo para vidros orientados, cristais moleculares aleatoriamente
diluidos onde os momentos quadripolares se congelam em orientacoes aleatérias quando
o sistema é resfriado, devido aos efeitos de aleatoriedade e frustragao, tal como acontece

nos vidros de spins. Na teoria do campo médio com alcance infinito para ¢ = 3 existe
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uma temperatura finita de transicao para a fase vidro de spins.

O modelo ¢ > 4 parece estar conectado com os vidros estruturais de acordo com
as predicoes da teoria de campo médio. Este modelo tem um comportamento peculiar,
exibindo uma transi¢ao dinamica a uma temperatura Tp e uma transicao estatica a uma
temperatura Ty < Tp [41].

Os resultados apresentados até agora correspondem a interacoes de longo alcance,
porém ¢ interessante estudar o que acontece em modelos mais realistas de curto alcance.
Na literatura, pode-se encontrar uma extensa revisao a respeito; aqui se discutiremos
apenas os detalhes mais relevantes.

Varias metodologias sao utilizadas para analisar sistemas de Potts de curto alcance:
simulagoes de Monte Carlo, expansoes em séries e grupo de renormalizacao, sao as mais
utilizadas.

Em redes hiper cubicas a fase vidro de spins tem sido observada para o caso de ¢ = 3
estados em d = 2, 3, 4 dimensoes, a partir de simulagoes Monte Carlo, enquanto para
valores grandes de ¢ como ¢ = 10 nao ha evidéncia da transicao [42].

Em redes hierarquicas, mais precisamente em redes hierarquicas tipo diamante, o
modelo ferromagnético foi estudado sob o grupo de renormalizagao encontrando-se uma
solucdo exata para a magnetizagao local da rede [43]. Por outro lado, a fase vidro de spins
foi identificada para o modelo de Potts com interacoes aleatérias e ¢ = 2, 3, 4 estados,
utilizando varias distribuicoes para os acoplamentos: gaussiana, bimodal, exponencial
e uniforme [44]. Nesse trabalho, encontrou-se a dimensao critica inferior para a qual
acontece a transicao e seus respectivos valores de 7.

Recentemente, investigou-se o comportamento de vidros de Potts desordenados no
limite quando ¢ é muito grande. O modelo é definido numa rede hierdrquica diamante com
b = 2. O diagrama de fases indica a presenca de fases ferromagnéticas, paramagnéticas
e a fase vidro de spins para baixas temperaturas, este diagrama é similar ao encontrado
no modelo de Potts com ¢ = 3 em 2d [45].

No presente trabalho se estudara a solugao do modelo de Potts através do grupo de

renormalizacao em redes hierarquicas do tipo diamante.

2.2 GRUPO DE RENORMALIZACAO DE MIGDAL-KADANOFF (GRMK) EM
REDES HIERARQUICAS DIAMANTE

A seguir, serao apresentados o desenvolvimento matematico seguido ao se aplicar as
ideias do GRMK na rede de diamante tipo Potts. Como primeira medida, define-se o

modelo de Potts nas redes hierarquicas fazendo corresponder a cada sitio desta rede uma
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variavel de spin o que pode tomar os valores 0 = 0,1,2,3,...¢ — 1. Agora, dentro de uma
célula basica da rede hierdrquica cada spin o interage com os spins nos sitios raizes p, '
através das interacoes K;, L;, segundo o mostrado na figura 2.2. A conexao entre células

basicas serd através dos sitios raizes.

=

=@

Figura 2.2 Diagrama de renormalizacao de uma célula béasica da rede diamante com p conexodes
e fator de escala b = 2: (a) célula bésica original, (b) célula renormalizada.

Por outro lado, como foi dito no capitulo anterior, em termos gerais, o processo de
renormalizacao, consistira em dizimar ou reduzir a rede por um fator de escala b = 2 como
mostrado na figura 2.2, e encontrar uma relagao entre os acoplamentos originais K;, L;
e os acoplamentos renormalizados K’, comparando as funcoes de particao de cada um
destes sistemas. Esta equacao é conhecida como equacao de renormalizacao e serd obtida
a partir da renormalizacao de uma célula basica, pois cada célula basica ¢ semelhante as
demais células da rede.

Comecaremos definindo o hamiltoniano de interagao para uma célula basica com p

conexoes como na figura 2.2a:
H = —q Z Ji,jéo'z‘,O'j7 (25)
<iyj>

onde a soma em (i, j) representa a soma sobre todos os pares de vizinhos mais préximos,
Ji; € a constante de acoplamento entre spins (i, j) e a constante ¢ normaliza a energia

com respeito ao nimero de estados.
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O hamiltoniano adimensional sera:

H = _/BH =dq Z Ki,j(scn,aj; (26)

<,j>

com K, ; = J; j/kyT representando o acoplamento reduzido entre os spins, k; é a constante
de Boltzmann e T" a temperatura absoluta.

A fungao de particao sera:

Z = ZeXp [q Z Ki,jéai,aj] ) (27)

{o} <iyj>

onde {0;} representa a soma sobre todas as possiveis configuragoes dos estados dos spin
0;. Distinguindo entre os spins dos sitios raizes e suas interagoes com os spins internos

de acordo com a nomenclatura da figura 2.2, para uma célula basica se tem:

7 = ZZZHeXp{q (K gy + Li 66,4} - (2.8)

Woon {oi) =1

Fixando os valores dos spins dos sitios raizes, define-se a funcao de partigao restrita Z,, ,,

restando o traco de exp(H) sobre todas as varidveis internas de spin da rede:

P
Ly = Z H exp {q [Kido, v + Lid, u]}
o) =1
P

H Z exp {q [Kiéﬂmu’ + Liéﬂi,#]} : (2'9)

=1 {o;}

A equacao 2.9 pode ser analisada nos casos em que pu = ' ou pu # 1.

Caso 1: u =y

E@

{(g—1)+explqg(K; + L;)]} . (2.10)

Caso 2: u # 1/
P
H q—2)+exp (¢K;) +exp (¢L;)] . (2.11)
=1

Por outro lado, o processo de renormalizacao consistira em dizimar a célula basica como

na figura 2.2, neste caso sé héd dois sitios raizes u, g’ com uma sé interacao K’, de tal
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forma que o hamiltoniano efetivo sera:

H' = ¢K'§,, s + constante, (2.12)
com a correspondente funcao de partigao renormalizada:

AR Z exp [¢K'0,, s + constante] , (2.13)

B

e a funcao de particao restrita:

Z//w’ = Aexp [qK'6,,0] (2.14)
onde A = exp [constante]. Estimando os possiveis valores da funcao delta de Kronecker:
Caso 1: u=yu/
r /
Z .= AexplgK']. (2.15)

Caso 2: u # 1/
Z,l/l,,,u/ - A (2.16)

Como na renormalizacao a funcao de particao deve permanecer inalterada, comparando
2.15 € 2.16 com 2.10 e 2.11:

Caso 1: u =y
p

Aexp g = [[{(g—1) +explq (Ki + Ly)]} . (2.17)

i=1
Caso 2: pu # 1/
p
A= H (¢ —2) + exp (¢K;) + exp (qL;)] - (2.18)
i=1
Substituindo 2.18 em 2.17 chega-se a equacao de renormalizagao para as constantes de

acoplamento:

K—/leln{ q_1+exp[Q(Kl+Ll>] } (2‘19)

¢ = lq—2+exp(¢K;) + exp (qLy)

E de utilidade trabalhar com a quantidade conhecida como transmissividade térmica 46]:

Ji
1 —exp <_quT>

J; ’
1+(g—1)exp (_quT>

ti = (2.20)
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sendo . (—qF)
— eXp (—qhn;

ti, = , 2.21

K= T (= Dewp (—gK) (2:21)

1 —exp(—qL;)
tr, = , 2.22
14 (g 1) exp (—qLy) (2:22)

Finalmente se obtem a equacao para a transmissividade renormalizada substituindo 2.21,

2.22 em 2.19:

f:l [1 + (q B 1) tKitLi] - ?:1 [1 - tKitLi]
le [1 + (q - 1) tKitLi] + (q - 1) 15:1 [1 - tKitLir

e a expressao para os acoplamentos renormalizados em termos da transmissividade:

t =

(2-23)

1 1 -1t
K' = gln [-I—l(qft,)] , (2.24)
com . p”
" — exp (—¢K') (2.25)

T 14 (g—1)exp (—gK')’
2.3 DIAGRAMAS DO FLUXO DE RENORMALIZACAO

Como primeira instancia, definimos o fluxo de renormalizacao dentro de um espago de
parametros apropriado dado por a temperatura renormalizada e a variancia da transmis-
sividade. Este espago de parametros foi proposto inicialmente por Curado e Meunier [47] e
fornece informacao suficiente sobre a presenca de transicoes de fase e sobre a temperatura
critica a qual ocorre aquela transicao.

A temperatura renormalizada esta dada pelo desvio padrao da distribuicao de acopla-

mentos reduzidos (K ;) em cada passo de renormalizacdo,

1
T, = KgT = : (2.26)

\/[(Km‘ - [Kz‘,j]J)Q]J

e a variancia da transmissividade térmica definida no capitulo 2, como:

A= [(tw‘ - [tl}j]J)Z} ; (2:27)

J

onde [...]; representa a média sobre a desordem.

K;, e L; sao variaveis aleatérias que obedecem a uma funcao de distribuicao de prob-
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abilidades. Nesta dissertacao utilizamos as fungoes de distribuicoes bimodal e gaussiana,

dadas pelas seguintes equacoes:

e Distribuicao Delta-bimodal:

. 1
P(i,j) = 5 [0(Ji; —1)+6(Ji; +1)]. (2.28)
e Distribuicao Gaussiana:
. 1 1
P(Zvj) = \/%GZCP (_5‘]127]) : (2'29)

Assim, a cada passo da renormalizacao sao calculadas as quantidades T, e A as quais
indicam o fluxo da distribuicao renormalizada. Para um certo valor de temperatura inicial
o processo de renormalizacao faz com que a temperatura renormalizada flua para uma
das bacias de atracao dos pontos fixos estaveis das fases paramagnéticas e condensada.

Quando para certa temperatura inicial, se observa que o fluxo evolui para o ponto fixo
da fase condensada e para outra temperatura maior, evolui para a fase paramagnética,
se diz que hé uma transicao de fase, com temperatura critica estimada numericamente
quando se observa a mudanca de comportamento do fluxo. Isto pode ser visto claramente
na figura 2.3, onde ha mudanca na direcao do fluxo para temperaturas no intervalo
T = 3.34 —3.37, que corresponde ao intervalo onde ocorre a transigao de fase, fornecendo
assim uma estimativa para T7.

O fluxo de renormalizacao no modelo de Potts com ¢ = 3 e ¢ = 4 estados em redes tipo
diamante tem sido investigado pelos autores [48-50]. Eles encontraram que os valores da
dimensao fractal critica inferior (minima) para os quais se observa a transigao de fase no
modelo de Potts com ¢ = 3 e ¢ = 4 sao dy = 4.585 e dy = 5.08746, respectivamente.
Também, determinaram as temperaturas de transicao para varias dimensoes da rede e
distribuigoes bimodal, gaussiana e exponencial. Nossas simulagoes coincidem com aqueles
valores de T, obtidos por estes autores e sao apresentados na tabela 2.3 para as dimensoes

da rede de interesse, a seguir:
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0,100 —T=3.30

0,095 —T=3.33

0,090

. 0,085- ——T=3.38
\/\ ——T=3.39
0,080 - K{\

0,075

0,070 I ) I ) I ) I ) I )
2,6 2,8 3,0 3,2 3,4 3,6

Figura 2.3 Fluxo de renormalizacao do modelo com ¢ = 3 e distribuicdo bimodal numa rede
com dy =5, h =5 e 100 amostras.

Tabela 2.1 Valores de temperatura critica para o modelo de Potts com ¢ = 3 e ¢ = 4 estados
para distribuicoes dos acoplamentos bimodal e gaussiana.

I o] d | T |
Bimodal 3 5 3.34-3.37
Bimodal 4 15.32193 | 4.01-4.03
Gaussiana | 3 5 3.10-3.13
Gaussiana | 4 | 5.32193 | 3.75-3.77
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2.4 MAGNETIZACAO LOCAL

Uma das vantagens do estudo de redes hierarquicas é que elas permitem o calculo
exato de varidaveis locais, mais precisamente, nas redes hierarquicas diamante. Morgado
et al. [51] desenvolveram um método exato para o célculo de relagoes de recorréncia
que relacionam o valor da magnetizagao local de sitios internos de uma célula bésica
com a magnetizacao local de seus sitios raizes. Assim, partindo de uma rede com certa
hierarquia com constantes de acoplamento escolhidas a partir de uma distribuicao inicial,
renormalizando até a hierarquia 0, e estabelecendo as condig¢oes de contorno para os sitios
raizes da primeira geragao sera possivel determinar por recursao a magnetizagao local em
todos os pontos da rede. Este procedimento foi inicialmente aplicado no modelo Ising
ferromagnético [51] e depois estendido ao modelo de Potts com interagoes ferromagnéticas
[43] e aleatérias [49]. Na continuagao, apresentam-se brevemente detalhes desse método
o qual foi utilizado neste estudo para o calculo da magnetizagao em cada ponto da rede
tendo em conta interacoes aleatorias.

Inicialmente se analisara uma célula com p conexoes e parametro de rede b = 2 como
parte de uma rede de maior hierarquia, tal como esquematizado na figura 2.4. Neste
sistema se supora que o resto da rede interage com a célula através de dois campos h,

h' que atuam nos sitios raizes, p e p’ respectivamente, e também se levara em conta a

s ,/h/

interacao efetiva A entre os sitios raizes.

01

Figura 2.4 Sistema equivalente para o calculo da magnetizagao local.
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Assim, o hamiltoniano do sistema equivalente sera dado por:

p
—BH (11,0) = q Y [Kib, 0 + Liba, ] + Ay + W60+ hd0, (2.30)

i=1
onde se tem considerado um estado privilegiado u = 0, correspondente a quebra de
simetria devido a acao dos campos h,h’ sobre a rede.

A funcao de particao para o sistema equivalente sera:

Z = ) exp[-BH (u,0)]

{0}
p
— Z exp (A, ) exp (R'8,00) exp (hd,.0) Z exp [q Z (Kido, 0 + Liégw)] )
{n} {0} i=1

(2:31)

A funcao de particao restrita é dada por:

P
Zyge = exp (Adyur) exp ('6,,0) exp (hd o) Z eXp [q Z (Ko, + Li(sm,u)] . (2:32)
{o} i=1

Dai se tem dois casos, u = ' e p # i/,

Caso 1: u=
p
Zyy = €xXp (/\ + (h + h/)(S#,O) H o5, (2‘33)
i=1
com
¢ = (¢ — 1) +explq (K; + L;)] . (2.34)
Caso 2: pu # 1/
p
Zyw = exp (hléu’,() + hdu) H ¢5, (2.35)
i=1
com
¢h = (q—2) + exp (qK;) + exp (¢L;) - (2.36)

Substituindo estes valores na fungao de particao 2.31 e separando a soma nos termos em

que o=’ e p # 1/, fica:

q—1 D g—1 g—1 P
Z = exp (A4 (h+n)8u0) [T 01 + DD exp(Wouo+hopo) [J b, (237)
u=0 i=1 w'=0 u=0 i=1

’

BFEL
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onde usamos que 6, = 1 e d, = 0.
. RFEp ) ) ) R
Realizando a soma sobre os estados dos spins p e p', resulta apos algumas operagoes

algébricas que:

Z=[(qg—1)+exp(h +h)]exp(N\) @ + (¢ — 1) [exp (1) + exp (h) + (¢ — 2)] D2, (2.38)

com »
¢ =[] ¢l (2.39)
=1
(§
p .
oy = H @5, (2.40)
=1

Até agora se encontrou a funcao de particao para o sistema descrito pelo hamiltoniano de
interacao 2.30, em seguida se calcularao as relacoes de recorréncia da magnetizacao local
entre hierarquias sucessivas. Assim, dada a magnetizacao num sitio da rede definida no
modelo Potts [43] por:

05, 0) — 1
mg = q(00:,0) ’ (2.41)
q—1
e a funcao de correlagao:
Aoi,crj =dq <5o¢,07 50’j,0> - <5U7),U]’> ) (2'42)

é possivel determinar as quantidades médias:

(Ouno) = fi(h I N),
(Owo) = fa(h I N),
<5u’,u> = f3(h,H,2),
(O 00u0) = fa(h, W, A), (2.43)

como funcao das varidveis h, A, A\ e da mesma forma para as quantidades médias dos

sitios internos:

<5(770> =0 (h’7 hla )\> )
<6U,,u> = g2 (h7 hla )‘> )
<5o,u’> =93 (hv hl) /\) . (244)



2.4 MAGNETIZACAO LOCAL 25

Entao, invertendo as equagoes 2.43, isto é, encontrando os valores de h, h’, A em termos
das quantidades médias dadas por 2.43 e substituindo em 2.44 se obterao relagoes de
recorréncia para estas médias, (05,0), (0,u), (do,r) que sdo funcoes apenas das médias
das grandezas associada aos sitios raizes. Finalmente, as relacoes para a magnetizacao
no sitio o e a correlacao entre sitios dependerao somente de variaveis associadas aos de

spins nos sitios raizes:

me = Clmy/ + CQmu + CBA/L,/L’7 (245)
Ao,u = C4m,u’ + C5Au,u’7 (246)
Ao,u’ - Cﬁm,u, + C7A;L,;L’7 (247)

com os coeficientes C a serem determinados. De acordo com o indicado acima, se calcu-
larao inicialmente o conjunto de equacoes dadas por 2.43. Por definicao os valores médios

sao:

107

(Ou0) = Zon’ (2.48)
107

(O 0) = 7o (2.49)

Substituindo a equacao para a fungao de particao 2.38 em 2.48 e 2.49 e derivando resulta:
Z (60) = Prexp (A exp (B + h) + (¢ — 1) Paexp (h), (2-50)

Z (0w0) = Prexp (N exp (b +h) + (¢ — 1) Dyexp (1) (2.51)

Para o célculo das médias (6,/,00,.,0) € (0,7 ) se tem:

1 0°Z
(O ,000) = 750 (2.52)
com 2.38 se obtém:
Z (0 00,0) = Prexp (N)exp (b + h), (2.53)
e para (0,/ ,) parte-se de:
107
(O ) = 7N (2:54)
Substituindo 2.38:
Z (806, = ®yexp (V) [(g — 1)+ exp (h + b)) (255)

Agora, invertemos estas equacoes para obter expressoes de h, b/, A em fungao das médias



2.4 MAGNETIZACAO LOCAL 26

dos sitios raizes. Substituindo 2.53 em 2.55

A
exp (A) = YPEEEY (O ) — (0,00,0)) - (2.56)
(¢—1)
e 2.53 em 2.50,
A
exp (h) = N a ((01,0) — (u,00,1.0)) » (2:57)
(q—1) P,
e 2.53 em 2.51,
A

exp (h,l) = 5u’,05u,0>) ) (258)

(q — 1) D, <<6H/:0> - <
Por outro lado, para obter as quantidades 2.44 nos sitios internos, tendo em conta o

peso de Boltzmann:

_ exp (—pH)
P = T
e
(f( Zf (11, 0) exp [—BH (p, 0)], (2.59)
{uU}
tem-se:

1
<5oj,0> - Z Z 50]-,0 exXp

p
h%,o + h/(su’,() + A(Su”u/ + qz (Kiéamu’ + Lié%u)] , (2.60)

{M,/ﬂ,o’} =1
fazendo
Z 50] 0 eXp [ Z (K 50'1 w + L 60'1 M)] I (2‘61)
{o}
(05,0 fica:
1 / /
(00,0) = > exp [hdyu0 + oo + Aduuw] i (1, ), (2.62)

{wp'}

mas (1, ) pode se escrever como:

U S S | IR

o1= =0 O’p—O

p gq-1
- Z 00,0 €xXp [q (K05, 0 + Ljbo, )] H Z exp (¢ (Ko, v + Lido, )]

i=1 0;=0

(2.63)
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como 4y, 0 = 1 para o; =0

p
(s 1) = exp [q (K;00,0 + Lido, )l x [[ &' (1, )
iZ
e substituindo em 2.62:

p
Z <5gj,0> = Z exp (h5“’0 + hl%’,o + )\(5#/““) X exp [q (Kjéo,,u’ -+ Lj50,#)] H (;51 (/Ll, ,u) s

{u} ;;;

simplificando

p
Z (65,0) = Y _exp (W' + qK;) o + (h+qLj) 60 + Ay ] x [ [ ¢ (' 1),

{n} ;’#
fazendo
h; = h+qlL;, Wy = h' + qKj,

com » '

H ¢z (Iu/ 'u) _ f:l ¢z (Mla M)

L ’ 7 (s )

i#]
entao

f:l ¢Z (Nl7 M)

¢ (W) (264)

Z{(65,0) = Y _exp (W80 + hibuo + A )
{u}
O lado direito desta equagao é similar a fungao de partigao inicial para o sistema 2.31

que finalmente foi expressa como 2.38, entao 2.64 pode ser escrita como 2.38:

Z(50,0) = [(a—1)+exp (H, +hy)] expu)ﬁ +
,
Definindo: o
Y= S
e
&)2 — q)2

()’
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e substituindo-as em 2.65, resulta:

Z (05,0) = [(g—1) +exp (W + hy)] exp(A)®1+(g—1) [exp (h5) + exp (hy) + (q — 2)] s,

(2.66)
que pode ser rescrita como:
1 ’ ®1
Z (85,00 = (q—1) exp(A)———— +explq (K; + Ly)Jexp (A + h+ ) ——— +
¢1 (:U’ 7”) ¢1(/’L ) :u)
/ @2 q)Q
(¢ — 1) exp (h)exp (¢K;) ——— + (¢ — 1) exp (h) exp (¢L;) 57— +
"oy, ) VNG
Py
(¢ —1)(¢—2)— :
AV
Aplicando 2.53 com:
j = exp (¢Kj),
Bj = exp (¢Ly),
obtém-se:
) Z
Z(0s,0) = (q—1) exp()\)—; + A;Bj— (00,00u0) +
¢ ¢
D, , D,
+(¢—1)— exp(h)A; + (¢ — 1) exp(h) B;— +
! )
Py
+(g—1)(q—2)—- (2.67)
%)
Substituindo 2.55, 2.57, 2.24 em 2.65 e lembrando a equivaléncia h—h; e h'—h;:
z = Z <5u7u’> + 7 <5u’,0> -7 <5u’705u,0> +
Z(8,0) — Z (8,0 06,0) + (g — 1)(q — 2)®s, (2.68)
e 2.68 em 2.67 e fazendo algumas simplificagoes:
o1 + ¢
<5aj,0> = 1j 3 2 (q <5u’,05u,0> - <5M7M/>) +
P19
1
[(A; — 1) (Opwo) + (Bj — 1) (6,0) + 1], (2.69)

+=
z
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que em termos da funcao de correlagao 2.42 fica:

(8ay0) = (“ﬂ ' ¢;‘) B+ (A= 1) () + By — 1) B0) + 1.

¢le7 o

onde A; = exp (¢K;) e B; = exp (¢L;). Assim pode-se redefinir ¢l e ¢l como:

¢l = (qg— 1)+ A;B;,

¢ =(¢—2)+A4;+ By,

que conduzem a:

¢ — ¢h = (A4; — 1)(B; — 1).

Tendo em conta a equacao da magnetizacao local dada por 2.41 e 2.70:

q—1 1 ¢+ ¢}
_— : _— — — A/
( q )(m”+q—1) (cbiczﬁ%) ot

3l () o
3l (5

Finalmente, se obtém a expressao para a magnetizacao local:

1 1
m; = ¢_§<Aj — Dmy + (b—%.(Bj — 1)ym, +
¢ \A-1B-1
¢—1 ¢} e

e a magnetizacao total estard dada por:

m = N_Iij.
J

1

1

q—1

q——l)} !

)|

29

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2-75)

(2.76)

Para o célculo das fungoes de correlacao presentes na definicao da magnetizacao local,

parte-se da defini¢ao geral dada na equacgao 2.42:

Dpo; =4 <5u,05oj,0> - <5%Uj> ’

(2.77)
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onde se define:

1
<6 ,0603-,0> = E Z 5#70503‘70 eXp (_BH) ) (278)
{o}

que sendo expressa em termos de (6,,00,/.0) € (0,,0) fica:

(oot} = By | (5 =57 ) Guodes) + 57 Bl (279)
Da mesma forma se define <5u,0j>= como:
(Ono;) = % Y Ouo; exp (—BH), (2.80)
{o}
e
(5um) = B | (5= ) G+ 2 (281)
Assim 41 (1)
Ao, = Bj {((b—{ - ¢—j2> Ay + 7 m“} . (2.82)
Seguindo o mesmo procedimento para calcular A, :
Ao, =Aj {(% — %%) Ay + <q¢_§.1)mL] . (2.83)

Em suma, as equacgoes 2.75, 2.83, 2.82, formam um sistema de equagoes de recorréncia
acopladas conectando grandezas de hierarquias sucessivas.

Para se utilizar essas equagoes de recorréncia é necessario especificar as condicoes de
contorno ou condicoes iniciais, as quais podem ser obtidas uma vez a rede é completamente
renormalizada, ou seja, quando se tem somente uma ligacao K’ conectando os dois sitios

raizes. O hamiltoniano adimensional para este sistema é:
H=qK'S, . (2.84)
Se se escolhe um estado arbitrariamente, por exemplo p/ = 0:

Z =Y exp(gK'du0) = exp (¢K') + (¢ — 1), (285)

{mp'}
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exp (qK”)
exp (qK’) + (¢ — 1)

1 ! 1 !
(Ou0) = 7 D Suoexp (4K'8,0) = — (exp (¢K”)) =

{w.p'}
Da definicao da magnetizacao local 2.41 e substituindo 2.86:

I exp (¢K') —1
T exp(gK) 4+ (g —1)

Entao as condicoes de contorno do sistema ficam:

my = 1 (4 =0)

o €xXp (qK/) —1 I
T R e s

Para a fungao de correlacao se segue um calculo similar. Da defini¢ao 2.42:

Au,u’ =dq <5u,05u’,0> - <5mu’> .

Quando p' = 0:
A;w’ =q <5u70> - <5u70> =(¢—1) <-5u70>
Substituindo 2.86: )
exp (¢K')
exp (¢K') + (¢ — 1)

AM#/ = (q — ]_)

31

(2.86)

(2.89)

(2.90)



CAPITULO 3

PROPRIEDADES DE CAQOS

Este capitulo esta dedicado ao estudo dos efeitos causados por pequenas variagoes na
temperatura, 07", sobre propriedades de vidros de spins de Potts com ¢ estados.
Considera-se o modelo definido em uma rede hierarquica com h hierarquias, a temperatura
T com uma configuracao das interagoes (K, L;) entre spins escolhidas e fixadas a partir de
uma fungao de distribuigao de probabilidades (gaussiana ou bimodal), cada configuragao
correspondendo a uma realizacao da desordem, a qual denomina-se de uma amostra do
sistema. As magnetizacoes locais m; de uma dada amostra foram obtidas de forma
erata a partir das equagoes de recorréncia acopladas 2.75, 2.79 e 2.81 e da equacao de
renormalizacdo das interagoes 2.19 (ou 2.23), juntamente com as condi¢oes de contorno
estabelecidas na secao 2.3. De posse das magnetizacoes locais calcula-se o parametro de
ordem qg,4 de cada sitio. Para a mesma configuragao de interacoes mas, desta vez, com
uma temperatura T+ 07, calcula-se também a magnetizagao local, o parametro de ordem
EA e a sobreposicao do parametro de ordem ¢(7’,07") entre as duas configuragbes nas
temperaturas T e T'+ 6T. Na primeira secao, apresentamos os resultados para uma rede
hierdrquica com dimensao fractal d; = 5, para o modelo com ¢ = 3 e interagoes escolhidas
de uma distribui¢ao bimodal e gaussiana. Na secao 3.2, investigamos, também, o caso com
q = 4 estados, dy = 5.32193 ... e finalmente, na segao 3.3, comparamos esses resultados.
Os dados de interesse como magnetizacao, qpa e ¢(T,0T) foram obtidos a partir da
simulagao numérica de 100 amostras utilizando uma distribuicao inicial dos acoplamentos
bimodal e gaussiana em vérios intervalos de temperatura e com um §7 = 5 x 1072, Para
este valor de 67 = 5 x 1072 obtivemos valores razodveis das grandezas medidas, para 67
menores, as ditas quantidades eram muito pequenas. Devido as limitagoes computacionais
analisaram-se redes no maximo com h = 4, 5 hierarquias e dimensao fractal 5.321935. ..,
respectivamente. A escolha desses valores de ¢ e dy foi condicionada a existéncia de
transicao de fase paramagnética-vidros de spins no modelo de Potts, em temperaturas

finitas, como mostrado no capitulo 2.3.

32
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3.1 REDE DIAMANTE COM ¢ =3 ESTADOS E d; =5

Como primeira medida, comparou-se o comportamento da magnetizacao total m dada
pela equacao 2.76 do capitulo 2, e do parametro de ordem gg4, com suas configuracoes de
sobreposicao m(T+dT) e q(T, 0T) em fungao da temperatura para uma rede de diamante
com h = 5, df = 5. Para cada ponto, fixou-se uma dada configuracao de interacoes
nas temperaturas 7' e T + 07T, com 61T = 5 x 1072, escolhida de uma distribuicao dos

acoplamentos bimodal, finalmente tomando-se a média sobre 100 amostras.
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Figura 3.1 Comportamento do pardmetro de ordem em funcao da temperatura na configuracao
nio perturbada (qga) e perturbada (¢(T,6T)) do modelo com ¢ = 3, 6T = 5 x 1072 para a dis-
tribui¢ao bimodal numa rede com dy =5, h =5 e 100 amostras. Na insercao, a correspondente
curva de magnetizagao nas configuragoes nao perturbada m(7) e perturbada m(7 + 07T).

O resultado para o parametro de ordem ¢gg4 estd mostrado na figura 3.1, enquanto
a magnetizacao esta mostrada na inser¢cao. Como foi mencionado no capitulo 1, no
presente estudo estamos mais interessados no parametro de ordem, pois é uma varidavel

mais apropriada para analisar o comportamento dos vidros de spins.
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Na figura 3.1 se vé que o parametro de ordem tende a zero na fase paramagnética de
altas temperaturas e para temperaturas menores que a temperatura critica (7, = 3.34 —
3.37 conforme obtida no capitulo 2.3) é diferente de zero em uma propor¢ao muito maior
que para a magnetizagao (da ordem de 107!) tal como esperado para os vidros de spins;
estes valores do parametro de ordem nao foram normalizados tal como a magnetizagao
(equagao 2.42) por isso, para baixas temperaturas qea € ¢(T,0T) sao diferentes de zero.
Além disso, para baixas temperaturas (menores que 1.0) hd uma diferenga apreciavel entre
as configuragoes a uma temperatura 7' e a uma temperatura T+ 61" e é esta diferenca
que vai sinalizar ou nao a presenca de caos. Por outro lado, a curva da magnetizacao
apresenta um pequeno pico ao redor da temperatura de transicao ainda os valores da
magnetizacao sejam pequenos, da ordem de 1072. Porém, na média nao se observa
diferenga apreciavel entre os valores calculados para a configuragao nao perturbada m(7")
e perturbada m(T+0T") , nao podendo se obter muita informagcao sobre o comportamento
caotico do sistema.

Para analisar o comportamento caético estudou-se o desvio Aq do parametro de ordem

qEA:
Aq = d4dEA — Q(Ta 5T)7 (31)

onde ¢(T,0T) é a sobreposi¢ao dependente da temperatura definida como:

¢ = o(T0T) = | = S (D)), ma(T +0T)), | (32

=1

[...]; significa que a magnetizacao local, m;, a uma temperatura 7' e T+ 6T foram calcu-
ladas com a mesma realizagao de acoplamentos J.

Quando Agq cresce significativamente com o aumento do tamanho da rede se espera
um comportamento cadtico induzido pela temperatura. No caso contrario quando Ag
diminui ou permanece constante com aumentos do tamanho da rede se diz que o sistema
nao ¢ sensivel a pequenas variagoes de temperatura.

Na figura 3.2 mostram-se curvas da quantidade Ag em funcao da temperatura num
intervalo entre T'= 0.01 e T" = 1.0 para diferentes hierarquias (h = 2, h = 3, h = 5) 1;
delas se vé que ha um comportamento oscilante de Ag e predominantemente crescente
com respeito a h, caracteristicas comuns num sistema cadtico. Os valores maximos de Agq
ocorrem nas temperaturas T' = 0.2, 0.5 e 0.8 para h = 5, onde observa-se que as flutuagoes

de Agq crescem com o aumento da rede, e além disso, Ag cresce em uma propor¢ao maior

1O aumento de hierarquias na rede implica aumento de tamanho da rede portanto ao longo do texto
falaremos indistinguivelmente de uma ou da outra expressao.
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para baixas temperaturas; porém, em todos os casos, observa-se que Ag — 0 quando
T — 0.
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Figura 3.2 Comportamento de Ag médio em fungdo da temperatura do modelo com ¢ = 3,
8T = 5 x 1072 e distribuicdo bimodal numa rede com dy = 5, para diferentes hierarquias, a
média calculada sobre 100 amostras.

Na figura 3.3 a seguir, mostra-se Ag médio em funcao do tamanho da rede, para
valores de temperatura 7" = 0.2, 0.5 e 0.8 sinalizando, como anteriormente foi dito, um
comportamento cadtico. Na insercao as ditas curvas em escala logaritmica, claramente
crescem com o aumento do tamanho da rede. Este comportamento cadtico pode ser ex-
plicado pela presenca de um atrator estranho no diagrama de fluxo de renormalizacao
nesta regiao de baixas temperaturas. Este atrator foi inicialmente observado por Ba-
navar et al. [52] como oscilagoes do fluxo de renormalizacdo em dire¢do ao ponto fixo
da fase condensada. Mais recentemente Lima [50] investigou as propriedades deste atra-

tor, caracterizando-o como um atrator estranho estimando seu coeficiente de Lyapunov e
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considerando distribuigoes de probabilidades gaussiana, bimodal, exponencial e uniforme,

como distribuigoes iniciais no modelo de Potts com ¢ = 3, 4 estados.

-4
0,04 1 e
e
g
0,03 1 T "
¢’ 1
.8<
o 0.02- e -
< e
] In(H)
0,01 P
/V ©
] 8/
E/ —0—T=0.2
0,001 —0—T=0.5
T=0.8
| ! | ! | ! | ! | ! | ! |
2,0 2,5 3,0 35 4,0 45 5,0

Figura 3.3 Comportamento de Aq em funcdo da hierarquia do modelo com ¢ = 3, 61T =
5 x 1072 e distribuicdo bimodal numa rede com dy =5, h =5 e 100 amostras para T'= 0.2, 0.5
e 0.8 onde Aq é maximo. Na insercao, o mesmo grafico com escala logaritmica.

Para investigar o papel deste atrator sobre as propriedades cadticas verificou-se que
os valores de temperatura onde ocorrem sinais de comportamento cadtico estao situados
na regiao do atrator obtido em [49]. Na figura 3.4 apresentamos os pontos iniciais desse
fluxo no diagrama A x T,., definido no capitulo 2.3. Como a presente abordagem exige
uma quantidade apreciavel de memoéria RAM para se poder calcular todos os valores

exatos das interacoes renormalizadas, magnetizacoes e correlacoes locais?, ao contrério

2Por exemplo, para a rede com d ¢+ =5 (que corresponde a um numero de conexdes p = 16) e h =5,
foi utilizada uma memoria para os sitios, My = 1Gb, e uma memoria para as ligagoes, M; = 1Gb. Além
disso, se precisam também dos dados correspondentes ao sistema perturbado, isto dd um total de 4G de
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do método dos bancos de dados usado em [49], néo foi possivel reproduzir os resultados

obtidos nessa referéncia.
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Figura 3.4 Fluxo de renormalizacao do modelo com ¢ = 3 e distribuicdo bimodal numa rede
com dy =5, h =5 e 100 amostras e diferentes temperaturas iniciais. A direcao do fluxo ocorre

de direita para a esquerda a partir do ponto inicial.

Porém nossos dados sao suficientes para concluir que efetivamente os valores locais

calculados no intervalo de temperaturas (7" = 0.1 — T = 1.0) onde Ag aumenta com o

tamanho da rede, correspondem a regiao onde o fluxo de renormalizacao cai dentro do

atrator, tal como mostra a figura 3.4, onde se vé que as trajetérias do fluxo seguem um

comportamento erratico. Para temperaturas maiores que 7" = 1.0 e menores que 7' = 0.1

este comportamento erratico desaparece.

memoria RAM para um sistema com dy = 5 e h = 5 hierarquias, e 20Gb de meméria RAM na hierarquia

seguinte.
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Figura 3.5 Fluxos de renormalizacao do modelo com ¢ = 3 e distribuicao bimodal numa rede
com dy = 5. Os pontos azuis correspondem aos dados obtidos no presente estudo para h =5 e
uma temperatura inicial de T'= 0.8 e os pontos pretos, ao atrator observado por Lima, obtido
através do método dos reservatdrios com 100000 iteragoes.

Além disso, aqueles pontos do fluxo de renormalizacao obtidos coincidem com os
dados na referéncia [49], como mostrado na figura 3.5 para uma temperatura inicial de
T = 0.8. Em seguida, foi medida a grandeza Ag considerando temperaturas iniciais
cujo fluxo de renormalizacao se inicia fora do intervalo do atrator (com temperaturas
renormalizadas fora do intervalo T, ~ 0.15 e T, ~ 0.33), isto é, para uma temperatura
muito menor, 7" = 0.01, e para temperaturas maiores, uma delas menor que 7., T = 2.0,
e a outra maior que 1., T' = 5.0. A figura 3.6 mostra a comparacao entre estes valores
com o Agq calculado numa temperatura dentro do atrator, T = 0.2. Observa-se que
para temperaturas iniciais fora da regiao do atrator, tanto acima como abaixo, o Ag
diminui ou aumenta mas em uma propor¢ao muito pequena com aumentos do tamanho
da rede e nao ha evidéncia de caos, portanto indicando que o comportamento caodtico
estd diretamente relacionado com o atrator. Em escala logaritmica, como na insergao
da figura 3.6, acompanhamos este comportamento, Ag aumenta somente para as curva
com T = 0.2, 0.01, neste ultimo caso o aumento é muito pequeno comparado com aquele

observado em T = 0.2.
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Figura 3.6 Comportamento de Ag em fungdo da hierarquia do modelo com ¢ = 3, 0T =
5 x 1072, com uma distribuicdo bimodal numa rede com d ¢ = 5 e calculados para 100 amostras
nas temperaturas iniciais (a) 7 = 0.01; (b) 7" = 0.2; (¢) T =2.0; (d) T =50. T = 0.2
corresponde a uma temperatura na faixa do atrator estranho, enquanto que 7T, ~ 3.34 — 3.37.

Por outro lado é interessante ver como variam as propriedades locais do sistema em
temperaturas dentro e fora daquelas do atrator na configuracao perturbada e nao per-
turbada. Uma forma de estimar esta variacao em toda a rede é através da construcao de
histogramas em diferentes temperaturas. Por exemplo, um histograma da magnetizacao
nos dird quantos sitios na rede terao certo valor de magnetizacao e assim sera possivel
comparar direitamente estes valores para m(7T) e m(T + 6T"). Os histogramas apresenta-
dos aqui correspondem a uma sé amostra, pois nao se encontrou diferenca apreciavel nos
histogramas da média, como esperado, ja que a quantidade Aq mede a diferenca entre as

configuragoes amostra por amostra.
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Figura 3.7 Histogramas da magnetizacdo local do modelo com ¢ = 3, 67 = 5 x 1072 e

distribui¢ao bimodal numa rede com dy = 5, h = 5, uma amostra e diferentes temperaturas (a)
T =0.01; (b) T=0.2; (¢c) T =2.0; (d) T=5.0. T = 0.2 corresponde a uma temperatura na
faixa do atrator estranho, enquanto que T, ~ 3.34 — 3.37.

A figura 3.7 contém os histogramas da magnetizacao para T = 0.01, 0.2, 2.0 e 5.0,
como pode se ver os valores da magnetizacao local estao limitados entre —0.5 e 1.0 tal
como esperado para o modelo de Potts com ¢ = 3 estados. Para T = 0.01, conforme
mostra a figura 3.7a, a distribuicao da magnetizacao ao longo da rede ¢é irregular porém a
maior parte de sitios tomam os valores m; = —0.5, 0.2, 1.0 e nao ha muita diferenca entre
o histograma para uma amostra em T e T'+ 67T. Dentro da regiao do atrator, 7' = 0.2
a distribuicao da magnetizacao é um pouco mais irregular que o caso anterior, mas a
diferenca entre os dois histogramas a T e 0T é apreciavel, como apresentado na figura

3.7b. Em T = 2.0 < T, e fora do atrator na fase vidro de spins, como mostrado na figura
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3.7c, as magnetizagoes estao organizadas de uma forma mais regular tomando qualquer
valor entre m; = —0.5 e m; = 1.0. Finalmente, para T' = 5.0, figura 3.7d, os valores das
magnetizagoes locais sao préximos a zero caracterizando a fase paramagnética.

Além disso, para T = 0.2, o histograma da magnetizacao local do sistema pertur-
bado difere consideravelmente daquele do sistema nao perturbado, esta diferenca é quase
imperceptivel para as outras temperaturas, tanto para temperaturas menores como tem-

peraturas maiores que a temperatura critica.
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Figura 3.8 Histogramas do parametro de ordem local do modelo com ¢ =3, 6T =5 x 1072 ¢
distribuicao bimodal numa rede com dy = 5, h = 5, uma amostra e diferentes temperaturas (a)
T =0.01; (b) T=0.2; (c) T =2.0; (d) T=5.0. T = 0.2 corresponde a uma temperatura na
faixa do atrator estranho, enquanto que 7T, ~ 3.34 — 3.37.
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No caso dos histogramas para o parametro de ordem EA local e sua respectiva so-
breposicao ¢(T,dT), mostrados na figura 3.8, o comportamento é similar ao observado
para a magnetizagao. Em 3.8a vé-se que todos os valores de ¢ sao positivos e pouco
diferem entre si para T e T'+ 0T'. Para a figura 3.8b, ha uma evidente discrepancia entre
os valores obtidos para T e T + 6T. Isso também se manifesta pela presencga de valores
negativos indicando reversao de sinal para a magnetizacao quando 7" varia com T + 07T
Em 3.8c esse tltimo comportamento nao é observado. Para T' > T, a figura 3.8d estd de

acordo com a previsao da fase paramagnética.
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Figura 3.9 Perfil da magnetizacao local do modelo com g = 3, §T = 5 x 1072 e distribuicio
bimodal numa rede com dy = 5, h = 5, uma amostra e diferentes temperaturas. O ponto i = 0
corresponde ao sitio raiz superior u' e o ponto i = 1 ao sitio raiz inferior u. ((a) T'= 0.01; (b)
T=02;(c)T=20;(d) T=5.0. T =0.2 corresponde a uma temperatura na faixa do atrator
estranho, enquanto que T, ~ 3.34 — 3.37.
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Outra maneira de investigar as propriedades locais é escolher um dos caminhos mais
curtos que une os dois sitios raizes tomando, por exemplo, a magnetizacao local nestes
sitios. Esses diagramas representativos da magnetizacao sao conhecidos como perfis e sao
mostrados na figura 3.9, onde o eixo vertical representa o valor da magnetizacao e o eixo
horizontal a razao entre a posicao dentro da rede i e o ntimero de sitios do caminho, 2",
desta forma a posi¢ao 0 corresponde & magnetizacao no sitio superior da rede (¢') e o
ponto 1 ao sitio inferior (i), segundo a nomenclatura da figura 2.2 do capitulo 2. Tais
perfis apdiam os resultados obtidos anteriormente.

Quando a distribuicao inicial dos acoplamentos é gaussiana, o comportamento é simi-
lar ao observado com a distribuicao bimodal, ou seja, ha uma regiao onde Aq cresce para
certo intervalo de temperatura e fora desta regiao Aq¢ diminui. A regiao onde o atrator é
observado é a mesma que para uma distribuicao bimodal, tal como apresentado na figura
3.10, onde os valores obtidos nesta dissertagao concordam com os dados do atrator da

referéncia [49] para uma temperatura inicial 7' = 0.8.
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Figura 3.10 Fluxos de renormalizacao do modelo com g = 3 estados e distribuicao de interacoes
gaussiana numa rede com dy = 5. Os pontos vermelhos correspondem aos dados obtidos no
presente estudo para h = 5 e uma temperatura inicial de T'= 0.8 e os pontos pretos ao atrator
obtido por Lima, obtido através do método dos reservatoérios com 100000 iteracoes.
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Uma comparacao dos valores médios de Aq para as distribui¢oes bimodal e gaussiana
na tltima hierarquia (h = 5) naquelas temperaturas onde Ag aumenta com o tamanho

da rede é apresentada na tabela 3.1, a seguir:

Tabela 3.1 Valores médios de Ag obtidos para distribuigoes bimodal (B) e gaussiana (G) numa
rede com ¢ = 3, dy = 5, 100 amostras, 61" = 5 x 1072

H Temperatura Aqgp Aqa H
0.005 0.0061 £ 0.0003 0.0020 £ 0.0002
0.01 0.0021 £ 0.0002 0.1107 £ 0.0009
0.2 0.0402 £ 0.0006 0.0372 £ 0.0004
2.0 0.002 £ 0.001 0.001580 £ 0.000006
5.0 | (2.87295 4 0.00008)107° | (2.47416 + 0.00006)10~>

Como pode se ver o valor maximo de Aq ocorre para a distribuicao gaussiana a T =
0.01 ainda este valor esteja fora da regiao do atrator, porém esta pequena discrepancia
pode ser entendida devido as flutuacgoes no fluxo de renormalizacao proximas a regiao
do atrator cujo efeito é mais notério, dado o tamanho reduzido com o qual estamos
trabalhando (h = 5) em comparagao com o caso das 100000 iteragoes usadas na referéncia
[49]. Com excecao deste dado, em T' = 0.01, vemos que para todas as outras temperaturas
calculadas o valor médio de Agp é sempre maior que Agqg e, portanto, o efeito de caos
também é maior para a distribuicao bimodal que para a distribuicao gaussiana, de acordo
com o reportado na literatura para o modelo Ising [53].

Além disso, segundo estudos realizados no modelo de vidro de spins de Ising [54], ha
uma maior frustragao para aqueles sistemas com distribuicao inicial dos acoplamentos
bimodal do que para aqueles com distribuicao gaussiana, entao se nosso sistema se com-
porta desta maneira, poderia se dizer que o efeito de caos estaria também associado a
presenca de uma maior frustragao. Porém, torna-se necessério realizar estudos acerca da
degenerescéncia do estado fundamental do modelo de vidros de spins de Potts nas redes

hierdrquicas como realizado em [54] para se confirmar esse resultado.

3.2 REDE DIAMANTE COM ¢ =4 ESTADOS E d; = 5.321935

O procedimento anterior também foi usado para o modelo de Potts com ¢ = 4 estados,
porém com o maximo de h = 4 hierarquias, por limitagoes computacionais. Nesse caso,
a regiao de temperaturas onde se apresenta um comportamento cadtico coincide com a

regiao no caso de ¢ = 3, porém os valores de temperatura para os quais Ag é maior
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sao diferentes, segundo a figura 3.11 os méaximos se dao para as temperaturas 1T =
0.8, 0.4, 0.3.
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Figura 3.11 Comportamento de Ag em fungao da hierarquia do modelo com g = 4, §T =
5 x 1072 e distribuiciio bimodal numa rede com dy = 5.321935, h = 4 e 100 amostras para
T =0.8,0.4 e 0.3 onde Ag é maximo.

De acordo com a referéncia [50] para o modelo de Potts com ¢ = 4 estados e dy =
5.321935, também foi observado um atrator estranho num intervalo de temperaturas
renormalizadas T, € (0.1 — 0.6) tal como para o modelo de Potts com ¢ = 3 estados,
porém com sua forma um pouco diferente. Assim, podemos concluir que aquele aumento
no Aq esta relacionado diretamente com a presenca deste atrator estranho.

Também foram construidos histogramas da magnetizacao local para uma amostra,
como se apresenta na figura 3.12. Da mesma maneira que para o caso ¢ = 3 para
T = 0.01, fora do atrator, a magnetizacgao local esta distribuida irregularmente e apresenta

alguns picos em m = —0.33, 0, 0.33; para T' = 0.8 esta distribuicao ¢ mais irregular
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¢é as configuracoes com temperatura T e T + 01 sao diferentes como na figura 3.12b.
Em temperaturas numa regiao fora do atrator, 7' = 2.0 (figura 3.12c) por exemplo, a
distribuicao das magnetizac¢oes é mais uniforme e finalmente, em 7' = 5.0 (figura 3.12d),
estao centradas em zero. O comportamento para o parametro de ordem concorda também

com estes resultados.
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Figura 3.12 Histogramas da magnetizacao local do modelo com ¢ = 4, §7 = 5 x 1072 e
distribuicao bimodal numa rede com dy = 5.321935, h = 5, uma amostras e diferentes tem-
peraturas (a) 7= 0.01; (b) T'=10.8; (¢c) T =2.0; (d) T'=5.0. T = 0.8 corresponde a uma
temperatura na faixa do atrator estranho, enquanto que (7, ~ 4.01 — 4.03).

Na tabela 3.2 mostramos as diferencas entre um sistema com distribuicao distribuicao

gaussiana e bimodal.
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Tabela 3.2 Valores médios de Ag para distribuigbes bimodal (B) e gaussiana (G) numa rede
com q =4, dy = 5.321935, 6T = 5 x 1072 e 100 amostras.
H Temperatura \ Aqp \ Aqa H

0.01 (7.240.5)10~% 0.0109 £ 0.0002
0.8 | 0.00312 == 0.00009 0.00256 4 0.00002
2.0 | 0.00110 £ 0.00001 | 0.000971 = 0.000008
5.0 | (7.627 £0.004)107° | (6.433 £0.002)10~°

Da mesma forma que para o caso ¢ = 3, observa-se que o valor maximo de Agq
corresponde a uma rede com distribuicao gaussiana, porém dado que nosso sistema é
ainda muito pequeno, (h = 4), descartaremos este valor pois é possivel que corresponda
a flutuagoes do fluxo de renormalizacao proximas ao atrator. Seguindo a mesma linha de
analise que para o modelo com ¢ = 3 estados, vemos que nas demais temperaturas o Agq

¢ maior para a distribui¢ao bimodal.

3.3 COMPARACAO REDE DE DIAMANTE COM ¢ =3 E ¢ = 4 ESTADOS

Para se ter uma idéia geral da diferenca entre os dois modelos com ¢ = 3 e ¢ = 4
estados, ainda que as dimensdes das redes sejam diferentes (diferentes dimensdes frac-
tais), comparamos os valores de Ag na hierarquia de ordem 4, pois, dadas as limitagoes
computacionais esta foi a maxima hierarquia alcancada no caso ¢ = 4, tal como mostrado
na tabela 3.3.

Tabela 3.3 Valores de Ag para distribuigoes bimodal (B) e gaussiana (G) numa rede com ¢ = 3
eq=4.

| T | Ags(g=3) | Agg (¢ =3) | Agg(g=4) | Agg (g =14)
0.2 [ 0.0077 % 0.0002 0.0155 + 0.0001 0.00214 + 0.00005 | 0.0044 + 0.0001
0.8 | 0.0085 % 0.0002 0.00540 + 0.00005 | 0.00312 =+ 0.00009 | 0.00256 = 0.00002
2 |0.002 + 0.001 0.001510 = 0.000006 | 0.00110 £ 0.00001 | 0.000971 £ 0.000008
5 | (5.7586=0.0007)10~° | (4.951 £ 0.063)10~° | (7.627 £ 0.005)10~5 | (6.433 + 0.002)10~7

O sistema com g = 3 estados e distribuicao bimodal, apresenta maximos ao redor das
temperaturas 7' = 0.2 e T" = 0.8 que concordam com os resultados obtidos para h = 5,
porém, da figura 3.2 se vé que a variacao de Aq em h = 4 é menos abrupta que para
h =5, contudo o comportamento cadtico se mantém na mesma regiao, da mesma maneira

ocorre para a distribuicao gaussiana.
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Em geral, vemos que os sistemas com g = 3 estados tem um valor maior de Ag nas
duas distribuigoes que para o modelo ¢ = 4, exceto para 7" = 5.0 onde ha uma pequena

diferenga pois as quantidades sao préximas de zero (1079).



CAPITULO 4

CONCLUSOES

Na presente dissertagao, estudamos as propriedades de caos induzido por temperatura
em vidros de spins de Potts com ¢ estados, definido numa rede hierdrquica do tipo dia-
mante com fator de escala b = 2 e dimensao fractal dy. Consideramos duas distribuicoes
iniciais para os acoplamentos: bimodal e gaussiana. Usamos a metodologia do grupo de
renormalizacao para obter as temperaturas criticas as quais o sistema sofre uma transigao
de fase e comparamos nossos resultados com os obtidos em estudos prévios [44, 49, 50]
mediante o método dos reservatérios.

As magnetizacgoes locais em cada ponto da rede foram encontradas através de equagoes
de recorréncia que relacionam as magnetizacoes locais com as magnetizagoes dos sitios
raizes, e assim se estimou o valor da magnetizacao total e do parametro de ordem para
uma temperatura 1" e uma temperatura T + 07. Tal como o esperado, a magnetizacao
na fase vidros de spins para o modelo de Potts com ¢ = 3 e ¢ = 4 é préxima de zero, e o
parametro de ordem é nao nulo com uma queda na respectiva temperatura critica. Além
disso, qga € q(T,9T), a baixas temperaturas apresentam uma diferenca considerével.

Por outro lado, observamos que para baixas temperaturas a quantidade Aq aumenta
com o tamanho da rede para certo intervalo de temperaturas, indicando um comporta-
mento cadtico neste intervalo. Este comportamento cadtico foi explicado pela presenca
de um atrator estranho nos diagramas do fluxo de renormalizacao tal como o estudado
em redes tipo diamante nos modelos ¢ = 3,dy = 5 e ¢ = 4, df = 5.321935 nas re-
feréncias [44,49,50] mediante o método dos reservatérios e 100000 iteragoes e confirmado
em nosso estudo para redes pequenas de tamanho da rede h = 4, 5 muito menor que
o citado nas referéncias anteriores. Porém, encontramos uma pequena discrepancia nos
valores de Aq para a distribuicao gaussiana em T = 0.01 tanto no modelo ¢ = 3 como
q = 4, pois nesta temperatura, fora do atrator, se espera que Ag diminua caso contrario
ao que ocorre, mas esta diferenca se pode atribuir a pequenas flutuacoes no fluxo de
renormalizacao préximas a regiao do atrator.

Descartando aqueles dados no modelo ¢ = 3, 4 para a distribuicao gaussiana em
T = 0.01, vemos que para as todas as outras temperaturas o valor médio de Aq é maior,
e portanto o efeito de caos também ¢é maior para a distribuicao bimodal que para a

distribuicao gaussiana, de acordo com o reportado na literatura para o modelo Ising [53].

49
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Além disso, segundo estudos realizados no modelo de vidro de spins de Ising [54] hé
uma maior frustragao para aqueles sistemas com distribuicao inicial dos acoplamentos
bimodal do que para aqueles com distribuicao gaussiana, o qual pareceria apontar a que
no modelo de Potts, a intensidade do efeito de caos estaria também associado a presenca
de uma maior frustracao, neste caso dada pela distribuicao bimodal. Seguindo esta linha
de analise, se esperaria maior efeito cadtico na regiao do atrator no modelo com ¢ = 3 que
no modelo com ¢ = 4, pois o primeiro apresenta maior frustracao que o segundo (¢ = 4).

Finalmente, histogramas e perfis da magnetizacao local e do parametro de ordem
apdiam estes resultados, isto é, se observou uma diferenga consideravel nos valores de
magnetizagao e parametro de ordem locais entre o sistema nao perturbado com temper-
atura (7") e perturbado com (7'+ 07") para temperaturas na regiao do atrator; fora desta
regiao os dos histogramas a (T") e (T + 0T sdo quase indistinguiveis.

Como perspectiva futura, se propoe implementar algoritmos computacionais mais efi-
cientes que permitam trabalhar com um nimero maior de hierarquias para assim esclare-
cer o comportamento do sistema no modelo ¢ = 3, 4 nas proximidades de 1" = 0.01 na
distribuicao gaussiana. Outro ponto interessante para se estudar em sistemas cadticos, é

o comportamento da correlagao, o qual sera deixado como um proéximo estudo.



APENDICE A

GRUPO DE RENORMALIZACAO NO ESPACO REAL

Neste apéndice, vamos revisar alguns conceitos béasicos dentro da teoria do grupo de
renormalizacao.

Nao existe uma definicao exata do que é um grupo de renormalizagao, mas a idéia
em que estd baseado é no fato de que, na criticalidade, as propriedades de um sistema
permanecem invariantes sob uma transformacao de escala [55].

Um grupo de renormalizagao segue dois passos: agrupamento e renormalizagao [56].
O agrupamento consistird em dividir a rede em blocos (figura A.la) e designar um novo
sitio com um tunico valor de spin que represente todo o conjunto de spins do bloco tal
que a simetria das redes seja mantida.

Nao ha uma maneira tinica para escolher o valor dos spins transformados no agrupa-
mento, por exemplo, pode-se usar a transformacao da maioria onde se atribui o valor da
maioria dos spins ao bloco, ou tomar o valor médio dos spins, ou a dizimacao na qual
escolhe-se qualquer um spin do bloco e se assume que este representa o comportamento
de todos os demais spins (do bloco), pois se supoe que na criticalidade em média a ori-
entacao de um spin de um sitio do bloco é representativa da orientacao do conjunto de
spins do bloco. Se levarmos a cabo o processo de agrupamento numa rede quadrada em
2d como aquela da figura A.la, vemos que a nova rede sera reduzida por um fator b = 2
em cada uma das direcoes tal que conserve a simetria com a rede original, ou também, a
rede final haverd sido reduzida por um fator total de b% = 4 com respeito a rede original.

Em geral, ao fazer um agrupamento obtém-se uma rede de parametro ab:
a — a(b) = ab,

onde a é a separacao entre spins (parametro da rede) e b o tamanho do bloco (fator de
agrupamento). Por outro lado, se as distancias da rede se reescalam de tal forma que a
separacao entre os spins seja a, se consegue que o sistema depois do agrupamento seja
isomorfo com o sistema original, desta forma se diz que o sistema foi renormalizado. Se

R é uma distancia no espago real, a distancia reduzida r = R/a se transforma como:
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Figura A.1 Esquema de renormalizagao numa rede quadrada (a) rede inicial; (b) agrupamento;
(¢) renormalizagao.

tal como se apresenta na figura A.lc.

A.0.1 Teoria de blocos de Kadanoff

A teoria de blocos de Kadanoff esta baseada na idéia que a regularidade de uma
rede magnética pode se refletir nas estruturas de grande escala dos dominios ou ilhas
correlacionadas [56]. Por exemplo, considerando o modelo Ising numa rede quadrada em

2d de N spins, como a rede da figura A.la, com um hamiltoniano da forma:

K h &
H=—— S;S; — — Si, A

onde K = 8J e h = B, sendo J as constantes de acoplamento, .S; os spins na posi¢ao
1 e B o campo magnético. Seguindo o procedimento de agrupamento descrito acima na
figura A.1b, ou seja, partindo a rede em blocos de tamanho b com b >> 1 vemos que o

nimero de blocos n resultante é dado por:
, (A-2)

onde cada bloco tem b? spins. Alem disso, nomearemos a cada célula com o indice a
(=1,2,3,...n) a qual estd associado um momento magnético S,,.
Entao, se o sistema estd em uma temperatura perto da temperatura critica, as

seguintes suposicoes serao validas:
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e Cada momento no bloco S, se comportard como um momento de sitio S, isto é
para acima ou para baixo. Daqui se segue que o hamiltoniano dos blocos é igual
ao hamiltoniano dos sitios, mas com valores diferentes de acoplamentos ou campo
magnético. Na verdade, isso é uma aproximacao, pois para que os dois sistemas
sejam equivalentes (células e sitios) devem incluir-se no hamiltoniano de blocos
interacoes que nao estao presentes no hamiltoniano de sitios. Assim, se partimos de
um hamiltoniano s6 com interacoes entre primeiros vizinhos, depois do agrupamento
surgirao interagoes entre spins de diferentes células, desta forma é melhor considerar

o hamiltoniano inicial de spins o mais geral possivel.

e Dado que o hamiltoniano de sitios e blocos sao equivalentes, é de esperar que a
funcao de particao também o seja, portanto, o potencial de Gibbs se transforma
como

G(6.,h) = bG(0,, h), (A.3)

T

onde 0, = T=1= ¢ a temperatura reduzida que é uma varidvel mais apropriada pois
c

T
depende somente de T'.

e Finalmente, as relagoes entre 6., 6. e h., h. sao

0, = b0,
h = b°h, (A.g)

onde x, y estao relacionados com os parametros de escalamento por

(A.5)

SHRSESHEN

Lembremos que todos os expoentes criticos se podem expressar em termos de r e p.
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