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RESUMO

Nesta dissertação, investigaram-se os efeitos de caos causados por pequenas variações

de temperatura sobre as propriedades f́ısicas dos vidros de spins de Potts. Considerou-se

o modelo de Potts com q estados, com interações de intercâmbio escolhidas ao acaso a par-

tir de uma função de distribuição de probabilidades, e definido em uma rede hierárquica

tipo diamante com dimensão fractal df , fator de escala b = 2 e p conexões. O efeito de

pequenas variações de temperatura sobre as propriedades f́ısicas do sistema foi estudado

analisando-se a sensibilidade da sobreposição de configurações da magnetização local 〈σT 〉
em estados de equiĺıbrio na temperatura T e na temperatura T + δT , mais precisamente

a sobreposição da correlação local q(T, δT ) = 〈σT σT+δT 〉 e seu desvio, ∆q, com respeito

ao parâmetro de ordem de Edwards-Anderson local, qEA = 〈σ2
T 〉. Utilizou-se o método

do grupo de renormalização de Migdal-Kadanoff no espaço real, combinado com um pro-

cedimento recursivo exato para calcular os valores locais da magnetização em redes de

dimensão fractal variável. O desvio ∆q foi calculado em diferentes temperaturas como

função do tamanho da rede e para interações escolhidas das distribuições de probabili-

dades bimodal e gaussiana. Para temperaturas bem abaixo da temperatura de transição

encontrou-se que ∆q aumenta significativamente com o tamanho da rede sinalizando um

comportamento caótico com relação a pequenas variações de temperatura. Este compor-

tamento caótico foi observado no intervalo de temperatura onde se localiza um atrator

estranho no diagrama do fluxo de renormalização da distribuição de probabilidades das

interações, o qual está associado à fase condensada do modelo. Os histogramas da mag-

netização e do parâmetro de ordem locais nas configurações perturbada (em T+δT ) e não

perturbada (em T ) evidenciaram como essas configurações diferem consideravelmente no

intervalo de temperatura do atrator, enquanto para temperaturas fora desse intervalo,

sejam elas abaixo ou acima, tais diferenças se tornam quase impercept́ıveis.

Palavras-chave: Caos, vidros de spins, modelo de Potts, grupo de renormalização,

redes hierárquicas.
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ABSTRACT

This dissertation investigated the effects of chaos caused by small temperature vari-

ations on the physical properties of Potts spin glasses. We considered the q-state Potts

model with exchange interactions chosen at random from a fixed probability distribution

function, and defined on a diamond hierarchical lattice with fractal dimension df and the

scale factor b = 2. The effect of small temperature variations on the physical properties

of the system was studied by investigating the sensitivity of the overlap of configurations

of local magnetization 〈σT 〉 in equilibrium states at temperature T and at tempera-

ture T + δT , more precisely the overlap of the local correlation q(T, δT ) = 〈σT σT+δT 〉
and its deviation, ∆q, with respect to the local order parameter of Edwards-Anderson,

qEA = 〈σ2
T 〉. We used the Migdal-Kadanoff real-space renormalization group method

combined with an exact recursive procedure to calculate the local values of magnetiza-

tion in a lattice of varying fractal dimension. The deviation ∆q has been calculated at

different temperatures as a function of lattice size and interactions selected from the bi-

modal and the Gaussian probability distribution functions. For temperatures well below

the transition temperature it was found that ∆q increases significantly with the size of the

lattice signaling a chaotic behavior with respect to minor variations in temperature. This

chaotic behavior was observed in the temperature range where a strange attractor was

located in the diagram of the renormalization flow of the interaction probability distribu-

tion functions, which is associated with the condensed phase of the model. Histograms

of the local magnetization and order parameter configurations disturbed at T + δT and

undisturbed (at T ) showed how these configurations differ considerably in the temper-

ature range of the attractor, while for temperatures outside this range, either below or

above, such differences become almost imperceptible.

Keywords: Chaos, spin glass, Potts model, real-space renormalization group, hierar-

chical lattices.
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CAṔITULO 1

INTRODUÇÃO

Nos anos sessenta, foram encontrados certos materiais metálicos (Cu,Au) com im-

purezas magnéticas (Fe,Mn), como compostos de CuMn e AuFe [1], [2] que apresen-

tavam um comportamento magnético e térmico anômalo. Esse comportamento foi ex-

plicado pela presença de interações competitivas entre os momentos magnéticos dos dois

materiais, resultantes da desordem na posição dos átomos magnéticos na liga. Mais adi-

ante, tais materiais foram chamados vidros de spins. Na literatura podem encontrar-se

uma ampla revisão a respeito [3, 4].

Os vidros de spins são sistemas muito interessantes, pois apresentam propriedades

pouco comuns; por exemplo, são senśıveis a pequenas variações de parâmetros externos

como temperatura e campo magnético, fenômeno que se conhece como caos estático.

Estas propriedades têm atráıdo muita atenção desde sua descoberta nos anos 80, prin-

cipalmente o caos induzido por pequenas variações de temperatura, de grande interesse

por sua potencial aplicação em fenômenos de rejuvenescimento e efeitos de memória [5,6]

observados em vidros de spins. O caos em vidros de spins é ainda hoje pouco compreen-

dido e motivo de debates. Alguns autores têm observado esse comportamento enquanto [7]

outros o desconhecem [8].

Em nosso trabalho, estudaremos as propriedades de caos induzido por temperatura

na fase vidro de spins do modelo de Potts com q estados definido numa rede hierárquica

do tipo diamante com fator de escala b = 2, p conexões e dimensão fractal df , usando a

metodologia do grupo de renormalização no espaço real. Neste primeiro caṕıtulo, fazemos

uma pequena revisão bibliográfica dos conceitos básicos utilizados dentro do presente

estudo, começando pela definição de vidro de spins, e algumas das teorias mais relevantes

neste campo, a teoria de campo médio e a teoria de gotas. Depois, fazemos uma descrição

do método do grupo de renormalização (GR) no espaço real e nas redes hierárquicas tipo

diamante. Em seguida, nomeamos o cenário de caos induzido por temperatura de acordo

com os abordagens da teoria de campo médio e teoria de gotas.

No caṕıtulo 2, estudamos o modelo de Potts e o definimos numa rede hierárquica

do tipo diamante. Além disso, aplicamos os conceitos do GR na rede de diamante para

depois apresentar o método recursivo exato que permite obter a magnetização local em

cada ponto da rede, com suas respectivas condições de contorno.
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1.1 VIDROS DE SPINS 2

O caṕıtulo 3 é dedicado ao estudo das propriedades de caos induzido por temperatura.

Estas propriedades são analisadas a partir da variação de quantidades como magnetização,

parâmetro de ordem locais. Inicialmente estudamos o modelo de Potts para q = 3 e depois

para q = 4 estados, usando funções de distribuição das interações entre spins na forma

bimodal e Gaussiana, respectivamente. Na última seção desse caṕıtulo, comparamos esses

resultados.

No caṕıtulo 4, apresentamos as conclusões desse estudo, assim como as perspectivas

da sua continuidade.

1.1 VIDROS DE SPINS

Os vidros de spins são sistemas magnéticos nos quais as interações entre os momentos

magnéticos estão em conflito umas com as outras devido a alguma desordem estrutural.

Assim, esses sistemas não apresentam uma estrutura magnética ordenada com alguma

simetria de longo alcance, como no caso de um ferromagneto ou antiferromagneto; um

sistema vidro de spins combina dois fenômenos: a frustração e a competição. A figura

1.1 mostra um exemplo simples de uma plaqueta frustrada do modelo Ising em uma

rede quadrada; os sinais + e − indicam acoplamentos de intercâmbio ferro e antiferro-

magnético, respectivamente; com um número ı́mpar de ligações antiferromagnéticas não

é posśıvel minimizar a energia de todas as ligações simultaneamente e, portanto, haverá

uma competição ou frustração em alguma delas. Para um sistema com muitos graus de

liberdade, encontrar o estado fundamental não é uma tarefa trivial.

+

−

+

+

Figura 1.1 Plaqueta frustrada do modelo Ising numa rede quadrada. As setas em vermelho
indicam os dois posśıveis estados que não atendem simultaneamente ao estado de mı́nima energia
das ligações que participa.



1.1 VIDROS DE SPINS 3

Este comportamento foi inicialmente observado em ligas magnéticas dilúıdas como

AuMn ou AuFe onde uma pequena quantidade de impurezas magnéticas (Mn,Fe) está

aleatoriamente distribúıda na rede de material não magnético hospedeiro (Au) [1, 2]. O

nome vidros de spins se deve a Bryan Coles (1926-1997) e foi atribúıdo por duas razões:

primeiro, os momentos magnéticos dos ı́ons magnéticos parecem se congelar sem um

ordenamento periódico e segundo, a baixas temperaturas o calor espećıfico é linear com

a temperatura, como em um vidro convencional.

Experimentos realizados na época não sugeriam a existência de uma transição de fase

a aprtir do estado paramagnético, porém foi em meados dos anos 70 que medidas de

susceptibilidade ac a campos magnéticos pequenos indicaram a presença de um pico de-

pendente da frequência de medição, confirmando a transição de um estado paramagnético

à fase vidro de spins [9].

Hoje em dia é um fato reconhecido que, no regime de altas temperaturas, um vidro

de spins se comporta como um paramagnético t́ıpico; para T ∼ Tc, o sistema sofre uma

transição à fase vidro de spins e para T < Tc, os spins se congelam em uma orientação

aleatória.

Por outro lado, a fase vidro de spins não é somente própria das ligas metálicas

magnéticas dilúıdas, na atualidade uma grande variedade de materiais apresenta este com-

portamento - isolantes como EuxSr1−xS [10], com x entre 0.1 e 0.5 e Fe0.5Mn0.5T iO3 [11],

antiferromagnetos dilúıdos como FexZn1−xF2 para citar alguns exemplos [12] - o qual faz

vigente seu estudo e investigação.

O modelo mais simples que reúne frustração e competição é o modelo de Edwards-

Anderson [13]. Daqui em diante nos referiremos a este modelo como modelo EA. Neste

modelo, a interação de intercâmbio entre os spins vetoriais clássicos (~S) da rede é aleatori-

amente ferromagnética ou antiferromagnética de acordo com uma função de distribuição

de probabilidades simétrica, assim poderão ocorrer muitas plaquetas de spins frustradas.

Além disso, outro fato importante que supõe este modelo é a idéia de desordem temper-

ada para a distribuição das interações decorrente da posição fixa dos ı́ons das impurezas

magnéticas, por sua vez resultante do rápido processo de resfriamento na preparação da

liga metálica.

Esse sistema pode ser estudado através do modelo de spins clássicos no qual as ligações

entre pares de spins podem ser aleatoriamente positivas ou negativas, com a mesma

probabilidade, assim o hamiltoniano H do sistema seria dado por:

H = −
∑

〈i,j〉

Jij ~Si · ~Sj, (.)



1.1 VIDROS DE SPINS 4

com a soma em 〈i, j〉 representando pares de śıtios vizinhos mais próximos da rede cúbica

em d dimensões e Jij sendo o acoplamento entre spins, uma variável aleatória de uma

distribuição de probabilidades Gaussiana com média nula e largura J = 1.

Dada a não periodicidade do congelamento magnético, foi necessário definir um novo

parâmetro de ordem que desse conta da ordem presente neste tipo de material. Este

parâmetro é conhecido como parâmetro de Edwards-Anderson; sua primeira versão está

baseada no congelamento temporal

q(t, t+ τ) =
1

N

∑

i

〈

~Si(t) · ~Si(t+ τ)
〉

t
, (.)

onde ~Si(t) e ~Si(t+τ) representam os spins na posição i observados no tempo t e no tempo

t + τ , respectivamente. 〈...〉t representa a média temporal e N o número de spins. Na

fase ordenada haverá uma grande probabilidade de que o spin num instante de tempo t

esteja no mesmo estado no instante de tempo t + τ , então q 6= 0, enquanto na fase de

altas temperaturas esta probabilidade se anula e o sistema é paramagnético com q = 0.

A segunda versão está baseada na média de ensemble associada com a média sobre a

desordem,

q =
1

N

∑

i

[

〈~Si〉2
]

J
, (.)

onde 〈. . . 〉 representa a média no ensemble canônico das configurações de spins, dita

média térmica, [. . . ] representa a média sobre a desordem na distribuição de interações

e ~Si o valor do spin em cada śıtio da rede. Esta quantidade é não nula para um sistema

vidro de spins t́ıpico em baixas temperaturas.

Em seguida, Sherrington - Kirkpatrick (SK) [14] investigaram a solução em campo

médio do modelo EA considerando variáveis de spins de Ising, neste modelo o hamilto-

niano é dado por:

H = −1

2

∑

(i,j)

Jijσiσj, (.)

onde σi = ±1 é o spin de Ising do śıtio i, ao contrário do modelo de EA. No modelo SK

se levam em conta as interações entre todos os pares de spins, as quais são escolhidas

aleatoriamente de uma distribuição de probabilidades P (J) com largura J/
√
N e valor

médio J0/N , portanto se obterá um diagrama de fases mais completo, podendo existir a

fase ferromagnética.



1.1 VIDROS DE SPINS 5

No modelo SK o parâmetro de ordem corresponde a:

q(t, t+ τ) =
1

N

∑

i

〈σi(t)σi(t+ τ)〉t , (.)

na sua versão temporal, e a:

qEA =
1

N

∑

i

[

〈σi〉2
]

J
, (.)

na versão da média de ensemble e média sobre a desordem.

Sherrington-Kirkpatrick se deram conta que era necessário calcular o valor médio da

energia livre F ao invés do valor médio da função de partição Z para garantir que os

sistemas são temperados, pois são esses os que conduzem às propriedades esperadas para

um vidro de spins. Este modelo foi resolvido usando o método das réplicas [14–16],

onde, se introduzem n réplicas do sistema para calcular a média da energia livre sobre a

desordem congelada tal que:

−βF = [lnZ] = lim
n→0

([Zn] − 1) /n, (.)

Esta relação (.) é conhecida como truque das réplicas, que se baseia no fato que

Zn = exp[n lnZ] ≃ 1 + n lnZ, n→ 0.

Assim, o modelo concordava com os resultados experimentais obtidos para a susceptibil-

idade, porém a entropia tendia a um valor negativo na medida em que a temperatura

aproximava-se a zero. de Almeida e Thouless [15] mostraram que a solução SK é instável

para baixas temperaturas sugerindo que a simetria entre as réplicas, considerada na

solução SK, deveria de alguma maneira ser quebrada.

Uma solução estável com quebra de simetria entre as réplicas foi proposta por Parisi

[17], que é aceita como a solução correta do problema SK. Na solução de Parisi se supõe

que a sobreposição entre duas réplicas depende somente da separação dos ı́ndices definidos

num espaço de parâmetros apropriado. Como consequência o parâmetro de EA não é

mais um número mas, sim, uma função q(x) com 0 ≤ x ≤ 1, onde x é a parametrização

da distância entre réplicas. Uma das predições desta solução é a existência de infinitos

estados fundamentais de equiĺıbrio devido ao comportamento variável da função q(x),

pois se q varia continuamente deverão haver um número infinito de estados.

Outro ponto de partida no estudo de sistemas tipo vidros de spins é o chamado modelo

de gotas (do inglês droplet model). O modelo de gotas está baseado nas hipóteses de escala
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e produz diferentes conclusões em relação às do caso das teorias de campo médio. Fisher

e Huse [18] supuseram que pequenos agregados de spins no modelo Ising com tamanho

variável, representam excitações do sistema. De acordo com esta teoria, aqueles agregados

conectados (clusters em inglês) com mais baixa energia, conhecidos como gotas, seriam

as excitações que dominam a f́ısica do sistema e portanto as quantidades de interesse.

De acordo com esta teoria uma gota de tamanho l tem uma dimensão fractal ds > d− 1

(d-dimensão da rede), energia livre ǫl = Υlθ e possui uma distribuição de tamanho ρ(l)

que se comporta como

ρ(l) ∝ l−θ, (.)

onde θ é conhecido como o expoente de gotas e Υ o coeficiente de rigidez do sistema

(stiffness coefficient em inglês). A principal conclusão deste modelo é que abaixo da

temperatura de transição (em campo magnético zero) haverão apenas dois estados de

mı́nima energia, já que se uma configuração está no estado fundamental, então por in-

versão global de spins, a outra configuração também estará no estado fundamental, como

o que acontece num ferromagneto homogêneo. Esta conclusão é contraditória com os re-

sultados da teoria de campo médio, onde se esperam infinitos estados de energia mı́nima.

Se o modelo de gotas ou a teoria de campo médio descrevem o comportamento de um

sistema real de vidro de spins continua sendo motivo de discussão.

As simulações numéricas têm sido uma ferramenta útil para ajudar a esclarecer este

panorama mas o cenário continua sendo controverso. Simulações Monte Carlo em sistemas

vidros de spins em d = 2, 3, 4 [19], mostraram que há uma transição de fase e que parece

estar dentro da teoria de campo médio, porém outros estudos [20] indicaram que as

predições do modelo de gotas são mais apropriadas para descrever vidros de spins no

modelo Ising a baixas temperaturas no caso de redes cúbicas em 3d.

Por outro lado, dadas as limitações das simulações computacionais, nos últimos anos

tem tomado importância o estudo de modelos exatos de vidros de spins com interações

de alcance finito, pois apresentam uma série de aspectos não encontrados nas teorias de

alcance infinito, como por exemplo, comprimento de correlação, efeito do tamanho e das

condições de contorno etc. Alguns destes estudos foram feitos em redes de Bethe [21],

sob o modelo SK.

Outra linha de aproximação no estudo de vidros de spins de curto alcance está for-

mulada dentro do esquema do grupo de renormalização de Migdal-Kadanoff. Southern e

Young [22] foram os primeiros a utilizar esta metodologia em vidros de spins no modelo

de Ising e encontraram a existência de uma dimensão cŕıtica inferior abaixo da qual não

há transição; esta técnica tem despertado um recente interesse no estudo de expoentes
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de caos em vidros de spins, como será visto mais adiante neste caṕıtulo.

1.2 REDES HIERÁRQUICAS E O GRUPO DE RENORMALIZAÇÃO DEMIGDAL-

KADANOFF (GRMK)

Uma rede hierárquica se constrói de forma recursiva, podendo ser gerada a partir de

uma célula básica de duas formas, por decoração ou dizimação. No caso de uma rede de

diamante gerada por decoração, parte-se de dois pontos conectados entre si como na figura

1.2a, os quais correspondem à hierarquia de ordem zero; agora, na seguinte iteração quatro

das ligações da hierarquia de ordem zero se agregam para formar a unidade na figura 1.2b

que corresponde a hierarquia de ordem 1. Seguindo um procedimento similar, ou seja,

substituindo cada ligação na figura 1.2b por quatro ligações, obtém-se a unidade da figura

1.2c conhecida como hierarquia de ordem 2, e assim sucessivamente. O nome da rede de

diamante se deve à forma da figura 1.2b. O processo inverso à decoração é a dizimação,

a qual se parte das redes de hierarquia maior e vão se reduzindo progressivamente até

alcançar hierarquia de ordem zero [23].

Figura 1.2 Rede hierárquica tipo diamante com duas conexões p = 2 e fator de escala b = 2:
(a) hierarquia de ordem zero; (b) hierarquia de ordem 1; (c) hierarquia de ordem 2.

Estas redes são redes fractais, possuem autosimilaridade ou invariância por escala, já

que qualquer sub-rede entre dois terminais é por sua vez uma rede hierárquica idêntica à

original, podendo ter dimensão não inteira.

Se L é o tamanho caracteŕıstico linear da rede e Nb está associada ao volume (número

de ligações), então se observa que Nb ∝ Ldf , sendo df a dimensão fractal definida no
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limite termodinâmico como:

df = lim
L→∞

ln(Nb)

ln(L)
. (.)

No caso de uma rede hierárquica diamante, cuja célula unitária tem p conexões e fator

de escala b, na hésima hierarquia, L = bh, o número de śıtios no caminho mais curto que

une os dois śıtios ráızes, e Nb = (bp)h o número de ligações totais da rede. Desta forma

a dimensão fractal pode se escrever em termos de p e b como:

df =
ln(b p)n

ln bn
= 1 +

ln(p)

ln(b)
. (.)

A cada ponto na rede hierárquica se pode associar uma variável de spin, onde as

conexões representam as interações entre eles.

A invariância de escala das redes hierárquicas as faz especiais para o grupo de renor-

malização. O fato de que cada bloco nas redes hierárquicas seja constrúıdo a partir de

uma célula básica e cada um deles esteja conectado entre si por seus pontos ráızes faz

com que, no processo de dizimação dos śıtios internos do bloco, as únicas interações

posśıveis sejam entre śıtios primeiros vizinhos do bloco. Portanto, diferentemente de out-

ras redes não hierárquicas, com o processo de dizimação a quantidade de interações no

hamiltoniano não será maior que as consideradas na rede original e a solução será exata.

Isto pode ser visto da figura 1.3 [24], na qual se apresentam dois esquemas do processo

de renormalização de Migdal-Kadanoff [25] em uma rede hipercúbica e em uma rede

hierárquica. Para que o dito processo seja exato, na rede hipercúbica só devem ser

consideradas as interações em uma direção desprezando-se as outras ortogonais a ela,

enquanto nas redes hierárquicas se tem em conta todas as interações.
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Figura 1.3 Dois passos na iteração aproximada GRMK da rede hipercúbica (esquerda) e a it-
eração exata na correspondente rede hierárquica (direita). As linhas ponteadas desprezadas
na aproximação fazem com que a configuração hipercúbica seja equivalente à configuração
hierárquica.

1.3 CAOS EM VIDROS DE SPINS

Uma das propriedades que apresentam os vidros de spins de Ising é o chamado caos

estático onde a orientação dos spins em uma dada configuração de equiĺıbrio em T < Tc

é extremamente senśıvel a uma pequena perturbação de parâmetros externos como a

temperatura [26–28], campo magnético [29], ou perturbações nos próprios acoplamentos

[30].

O caos estático é estudado a partir da sobreposição das configurações de dois esta-

dos de equiĺıbrio. Assim, considerando uma pequena perturbação de temperatura δT

no sistema, haverá um comportamento caótico se as configurações de equiĺıbrio a dis-

tintas temperaturas T , e T + δT , estão descorrelacionadas além de um comprimento de

sobreposição l(T, δT ) ou também conhecida como l∗. Aspelmeier et al [31] encontraram

que este comprimento é tão grande que muitas vezes somente é observado para determi-

nadas T e δT onde a simulação numérica é inacesśıvel.

O caos estático tem sido estudado por diferentes modelos: teoria de campo médio,

teoria de gotas e usando a aproximação do grupo de renormalização.

Segundo a hipótese de caos dependente da temperatura, a sobreposição entre qualquer

par de estados de equilibro é zero, isto é, q∗ = 0, portanto na teoria de campo médio

a probabilidade de observar uma sobreposição P (q∗) entre configurações de equiĺıbrio a
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diferentes temperaturas deveria ser uma função δ de Dirac centrada em q∗ = 0,

P (q∗) = δ(q∗), (.)

assim, haverá caos quando q = 0 e não haverá caos nos outros casos.

De acordo com Rizzo e Crisanti [32], uma forma de quantificar este efeito é considerar

a convergência à função delta da probabilidade PN(q∗) para um sistema de tamanho

finito, tendo em conta que para N grande

PN(q∗) ≈ exp [−N∆F (q∗)] , (.)

onde ∆F = ∆F (q∗, T1, T2) − [F (T1) + F (T2)] é a diferença de densidade da energia livre

entre um sistema composto por duas réplicas a diferentes temperaturas (T1, T2) com um

valor de sobreposição q∗ e a soma das densidades de energia livre a temperaturas T1 e

T2. Esta quantidade mede o custo de manter duas replicas com certo valor de q em

equiĺıbrio, portanto é uma medida do caos. Quanto maior a quantidade ∆F (q∗, T1, T2),

maior o efeito de caos, da mesma forma, se ∆F (q∗, T1, T2) é pequena então a convergência

de PN(q∗) à função delta também é pequena e como consequência o efeito de caos somente

será observável para sistemas muito grandes.

O problema de caos induzido por temperatura em vários modelos de campo médio tem

sido investigado durante os últimos anos. Alguns modelos com RSB (do inglês Replica

Symmetry Breaking) não apresentam caos e outros sim como, por exemplo, o modelo

SK. Recentemente Rizzo e Crisanti [32], encontraram comportamento caótico no modelo

SK mas de muito pouca intensidade, estes mesmos autores mostraram que seu efeito é

muito menor ao encontrado em modelos de campo médio definidos em redes aleatórias

com conectividade finita [33].

Por outro lado, a aproximação de Migdal-Kadanoff aplicada ao caos em vidros de spins

tem a vantagem de que é acesśıvel para grandes escalas de comprimento, e portanto é

posśıvel calcular diretamente o valor do comprimento de sobreposição. Dentro do modelo

de gotas, Banavar e Bray [26] fizeram um completo estudo sobre as propriedades de caos

da fase ordenada de vidros de spins Ising 3d no esquema do grupo de renormalização

de Migdal-Kadanoff; muitos autores, seguem esta abordagem com algumas pequenas

variações. Na continuação, seguiremos a abordagem usada nas referencias [28,34]. Neste

sistema se parte de dois estados a baixas temperaturas com uma diferença de energia

livre:

∆F (T ) = ∆E − T∆S ∝ Υl θ, (.)
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onde l é o tamanho caracteŕıstico da gota quando vai do estado 1 ao estado 2 e Υ é o

coeficiente de rigidez dependente da temperatura. Introduzindo uma pequena variação

de temperatura δT no sistema

∆F (T, δT ) = ∆E − (T + δT )∆S

∝ Υl θ − δT∆S. (.)

De acordo com os argumentos de Banavar e Bray, a diferença na entropia está associada

com a superf́ıcie da gota então ∆S ∝ ±l ds/2 onde ds é a dimensão fractal da superf́ıcie

da gota. Se ds/2 > θ a diferença ∆F (T, δT ) se torna positiva

∆F (T, δT ) = Υl θ + δT l ds/2,

e, como conclusão, se segue que os estados de equiĺıbrio entre T e T + δT deveriam variar

em uma escala de tamanho como

l (T, δT ) ∝ δT−1/(ds/2−θ)

∝ δT−1/ξ, (.)

onde ξ é o expoente de caos, enquanto a quantidade q(T, δT ) vai para zero com

q(T, δT ) =

[

l (T, δT )

L

]d/2

, (.)

onde L é o tamanho da rede.

Assim, caos é a propriedade que ocorre quando δT → 0 e L → ∞, ou seja, haverá

caos quando, com pequenas variações de temperatura, o sistema fica descorrelacionado

além de um comprimento de sobreposição l(T, δT ).

Dentro dos estudos realizados no grupo de renormalização se encontrou a presença de

caos na fase paramagnética, mas com menor intensidade que na fase vidro de spins. Para

esta última fase se obtiveram diferentes valores do expoente de caos para a temperatura

cŕıtica e para uma temperatura T < Tc numa rede cúbica para o modelo de Ising com

d = 3 [35]. Além disso, foi determinada a dimensão cŕıtica acima da qual não há caos

induzido por temperatura.

Perturbações com campo magnético têm sido menos estudadas, mas há ind́ıcios de

que seu expoente é diferente daquele obtido por uma perturbação por temperatura [36].

Da mesma forma que na teoria de campo médio a perturbação por temperatura é menor
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que por campo magnético, porém a principal diferença é que no grupo de renormalização

qualquer campo magnético destrói a fase vidro de spins, então a perturbação é estudada

na fase paramagnética com campos próximos a zero, ao contrário da teoria de campo

médio onde o sistema é estudado abaixo de um campo cŕıtico não nulo.



CAṔITULO 2

MODELO DE POTTS

2.1 MODELO DE POTTS

O modelo de Potts foi inicialmente proposto por Domb como uma generalização do

modelo de Ising (q = 2); no modelo de Potts original os spins se orientam no plano

apontando numa direção q (igualmente espaçadas) e formando um ângulo [37]:

θn =
2πn

q
, (.)

com n = 1, 2, 3, ..., q − 1, como na figura 2.1.

No caso mais geral, quando as interações entre os spins mais próximos só dependem

do ângulo entre eles (modelo Z(q)), o hamiltoniano será dado por:

H = −
∑

<i,j>

J (θi,j) , (.)

onde a função J é periódica com peŕıodo 2π e θi,j = θi− θj representa o ângulo entre dois

spins nos śıtios i e j.

Em termos gerais, fala-se frequentemente do modelo de Potts planar e standard. No

modelo planar as interações entre os spins da rede são da forma:

J (θi,j) = −ǫ1 cos(θi,j), (.)

enquanto no modelo de Potts standard ou simplesmente modelo de Potts as interações

entre spins dependem de uma função mais geral em termos da função delta de Dirac:

J (θi,j) = −ǫ2δ(qi, qj). (.)

O modelo de Potts ferromagnético corresponde a ǫ2 > 0 e o anti-ferromagnético a

ǫ2 < 0. Se a interação é antiferromagnética isto quer dizer que a configuração de menor

energia é aquela em que um spin do par está num estado diferente do outro, por exemplo,

para um modelo de Potts de três estados e interações antiferromagnéticas, se em um par

A está no estado 1, o spin em B pode ocupar os estados 2 ou 3.

13
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Figura 2.1 Configuração de spins do modelo de Potts planar na rede quadrada com q = 4,
θn = πn

2 .

O modelo de Potts ferromagnético tem sido amplamente estudado [37]. O sistema

é paramagnético para altas temperaturas e exibe um comportamento ferromagnético

para baixas temperaturas para q ≥ 2 com uma dimensão cŕıtica inferior igual a 1. Por

outro lado, o comportamento do modelo com acoplamentos antiferromagnéticos depende

fortemente da estrutura microscópica da rede e há uma série de questões em aberto;

frequentemente o modelo apresenta uma transição de fase para temperaturas diferentes

de zero, com algumas exceções (o modelo Potts numa rede triangular qc = 4 e numa rede

Kagomé qc = 3) [38,39].

Nos últimos 20 anos, muitos esforços têm sido dedicados na compreensão do modelo

de Potts desordenado, em especial os vidros de spins de Potts. Estes sistemas são inter-

essantes pois apresentam um comportamento cŕıtico muito amplo e têm caracteŕısticas

que podem ajudar a entender uma grande variedade de fenômenos. Certos cristais como

o hidrogênio orto-para, vidros de dipolos elétricos e vidros orientados são alguns dos

sistemas que não têm uma simetria tipo Ising, portanto um modelo de Potts aleatório

é apropriado para descrever seu comportamento [40]. Por exemplo, o modelo de Potts

com q=3 estados é um modelo para vidros orientados, cristais moleculares aleatoriamente

dilúıdos onde os momentos quadripolares se congelam em orientações aleatórias quando

o sistema é resfriado, devido aos efeitos de aleatoriedade e frustração, tal como acontece

nos vidros de spins. Na teoria do campo médio com alcance infinito para q = 3 existe
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uma temperatura finita de transição para a fase vidro de spins.

O modelo q > 4 parece estar conectado com os vidros estruturais de acordo com

as predições da teoria de campo médio. Este modelo tem um comportamento peculiar,

exibindo uma transição dinâmica a uma temperatura TD e uma transição estática a uma

temperatura T0 < TD [41].

Os resultados apresentados até agora correspondem a interações de longo alcance,

porém é interessante estudar o que acontece em modelos mais realistas de curto alcance.

Na literatura, pode-se encontrar uma extensa revisão a respeito; aqui se discutiremos

apenas os detalhes mais relevantes.

Várias metodologias são utilizadas para analisar sistemas de Potts de curto alcance:

simulações de Monte Carlo, expansões em séries e grupo de renormalização, são as mais

utilizadas.

Em redes hiper cúbicas a fase vidro de spins tem sido observada para o caso de q = 3

estados em d = 2, 3, 4 dimensões, a partir de simulações Monte Carlo, enquanto para

valores grandes de q como q = 10 não há evidência da transição [42].

Em redes hierárquicas, mais precisamente em redes hierárquicas tipo diamante, o

modelo ferromagnético foi estudado sob o grupo de renormalização encontrando-se uma

solução exata para a magnetização local da rede [43]. Por outro lado, a fase vidro de spins

foi identificada para o modelo de Potts com interações aleatórias e q = 2, 3, 4 estados,

utilizando várias distribuições para os acoplamentos: gaussiana, bimodal, exponencial

e uniforme [44]. Nesse trabalho, encontrou-se a dimensão cŕıtica inferior para a qual

acontece a transição e seus respectivos valores de Tc.

Recentemente, investigou-se o comportamento de vidros de Potts desordenados no

limite quando q é muito grande. O modelo é definido numa rede hierárquica diamante com

b = 2. O diagrama de fases indica a presença de fases ferromagnéticas, paramagnéticas

e a fase vidro de spins para baixas temperaturas, este diagrama é similar ao encontrado

no modelo de Potts com q = 3 em 2d [45].

No presente trabalho se estudará a solução do modelo de Potts através do grupo de

renormalização em redes hierárquicas do tipo diamante.

2.2 GRUPO DE RENORMALIZAÇÃO DE MIGDAL-KADANOFF (GRMK) EM

REDES HIERÁRQUICAS DIAMANTE

A seguir, serão apresentados o desenvolvimento matemático seguido ao se aplicar as

ideias do GRMK na rede de diamante tipo Potts. Como primeira medida, define-se o

modelo de Potts nas redes hierárquicas fazendo corresponder a cada śıtio desta rede uma
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variável de spin σ que pode tomar os valores σ = 0, 1, 2, 3, ...q− 1. Agora, dentro de uma

célula básica da rede hierárquica cada spin σ interage com os spins nos śıtios ráızes µ, µ′

através das interações Ki, Li, segundo o mostrado na figura 2.2. A conexão entre células

básicas será através dos śıtios ráızes.

σ1 σp

µ

µ′

K1 Kp

L1 Lp

K ′

µ

µ′

Figura 2.2 Diagrama de renormalização de uma célula básica da rede diamante com p conexões
e fator de escala b = 2: (a) célula básica original, (b) célula renormalizada.

Por outro lado, como foi dito no caṕıtulo anterior, em termos gerais, o processo de

renormalização, consistirá em dizimar ou reduzir a rede por um fator de escala b = 2 como

mostrado na figura 2.2, e encontrar uma relação entre os acoplamentos originais Ki, Li

e os acoplamentos renormalizados K ′, comparando as funções de partição de cada um

destes sistemas. Esta equação é conhecida como equação de renormalização e será obtida

a partir da renormalização de uma célula básica, pois cada célula básica é semelhante às

demais células da rede.

Começaremos definindo o hamiltoniano de interação para uma célula básica com p

conexões como na figura 2.2a:

H = −q
∑

<i,j>

Ji,jδσi,σj
, (.)

onde a soma em 〈i, j〉 representa a soma sobre todos os pares de vizinhos mais próximos,

Ji,j é a constante de acoplamento entre spins 〈i, j〉 e a constante q normaliza a energia

com respeito ao número de estados.
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O hamiltoniano adimensional será:

H̄ = −βH = q
∑

<i,j>

Ki,jδσi,σj
, (.)

com Ki,j = Ji,j/kbT representando o acoplamento reduzido entre os spins, kb é a constante

de Boltzmann e T a temperatura absoluta.

A função de partição será:

Z =
∑

{σ}

exp

[

q
∑

<i,j>

Ki,jδσi,σj

]

, (.)

onde {σi} representa a soma sobre todas as posśıveis configurações dos estados dos spin

σi. Distinguindo entre os spins dos śıtios ráızes e suas interações com os spins internos

de acordo com a nomenclatura da figura 2.2, para uma célula básica se tem:

Z =
∑

µ′

∑

µ

∑

{σi}

p
∏

i=1

exp {q [Ki δσi,µ′ + Li δσi,µ]} . (.)

Fixando os valores dos spins dos śıtios ráızes, define-se a função de partição restrita Zµ,µ′ ,

restando o traço de exp(H̄) sobre todas as variáveis internas de spin da rede:

Zµ,µ′ =
∑

{σi}

p
∏

i=1

exp {q [Kiδσi,µ′ + Liδσi,µ]}

=

p
∏

i=1

∑

{σi}

exp {q [Kiδσi,µ′ + Liδσi,µ]} . (.)

A equação . pode ser analisada nos casos em que µ = µ′ ou µ 6= µ′.

Caso 1: µ = µ′

Zµ,µ =

p
∏

i=1

{(q − 1) + exp [q (Ki + Li)]} . (.)

Caso 2: µ 6= µ′

Zµ,µ′ =

p
∏

i=1

[(q − 2) + exp (qKi) + exp (qLi)] . (.)

Por outro lado, o processo de renormalização consistirá em dizimar a célula básica como

na figura 2.2, neste caso só há dois śıtios ráızes µ, µ′ com uma só interação K ′, de tal
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forma que o hamiltoniano efetivo será:

H̄ ′ = qK ′δµ,µ′ + constante, (.)

com a correspondente função de partição renormalizada:

Z ′ =
∑

µ,µ′

exp [qK ′δµ,µ′ + constante] , (.)

e a função de partição restrita:

Z ′
µ,µ′ = A exp [qK ′δµ,µ′ ] , (.)

onde A = exp [constante]. Estimando os posśıveis valores da função delta de Kronecker:

Caso 1: µ = µ′

Z ′
µ,µ = A exp [qK ′] . (.)

Caso 2: µ 6= µ′

Z ′
µ,µ′ = A. (.)

Como na renormalização a função de partição deve permanecer inalterada, comparando

. e . com . e .:

Caso 1: µ = µ′

A exp [qK ′] =

p
∏

i=1

{(q − 1) + exp [q (Ki + Li)]} . (.)

Caso 2: µ 6= µ′

A =

p
∏

i=1

[(q − 2) + exp (qKi) + exp (qLi)] . (.)

Substituindo . em . chega-se à equação de renormalização para as constantes de

acoplamento:

K ′ =
1

q

p
∑

i=1

ln

{

q − 1 + exp [q (Ki + Li)]

q − 2 + exp (qKi) + exp (qLi)

}

. (.)

É de utilidade trabalhar com a quantidade conhecida como transmissividade térmica [46]:

ti =

1 − exp

(

−q Ji
kBT

)

1 + (q − 1) exp

(

−q Ji
kBT

) , (.)
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sendo

tKi
=

1 − exp (−qKi)

1 + (q − 1) exp (−qKi)
, (.)

e

tLi
=

1 − exp (−qLi)

1 + (q − 1) exp (−qLi)
, (.)

Finalmente se obtem a equação para a transmissividade renormalizada substituindo .,

. em .:

t′ =

∏p
i=1 [1 + (q − 1) tKi

tLi
] −∏p

i=1 [1 − tKi
tLi

]
∏p

i=1 [1 + (q − 1) tKi
tLi

] + (q − 1)
∏p

i=1 [1 − tKi
tLi

]
, (.)

e a expressão para os acoplamentos renormalizados em termos da transmissividade:

K ′ =
1

q
ln

[

1 + (q − 1)t′

1 − t′

]

, (.)

com

t′ =
1 − exp (−qK ′)

1 + (q − 1) exp (−qK ′)
. (.)

2.3 DIAGRAMAS DO FLUXO DE RENORMALIZAÇÃO

Como primeira instância, definimos o fluxo de renormalização dentro de um espaço de

parâmetros apropriado dado por a temperatura renormalizada e a variância da transmis-

sividade. Este espaço de parâmetros foi proposto inicialmente por Curado e Meunier [47] e

fornece informação suficiente sobre a presença de transições de fase e sobre a temperatura

cŕıtica à qual ocorre aquela transição.

A temperatura renormalizada está dada pelo desvio padrão da distribuição de acopla-

mentos reduzidos (Ki,j) em cada passo de renormalização,

Tr = KBT =
1

√

[

(

Ki,j − [Ki,j]J
)2
]

J

, (.)

e a variância da transmissividade térmica definida no caṕıtulo 2, como:

∆ =
[

(

ti,j − [ti,j]J
)2
]

J
, (.)

onde [. . . ]J representa a média sobre a desordem.

Ki, e Li são variáveis aleatórias que obedecem a uma função de distribuição de prob-
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abilidades. Nesta dissertação utilizamos as funções de distribuições bimodal e gaussiana,

dadas pelas seguintes equações:

• Distribuição Delta-bimodal:

P (i, j) =
1

2
[δ(Ji,j − 1) + δ(Ji,j + 1)] . (.)

• Distribuição Gaussiana:

P (i, j) =
1√
2π
exp

(

−1

2
J2
i,j

)

. (.)

Assim, a cada passo da renormalização são calculadas as quantidades Tr e ∆ as quais

indicam o fluxo da distribuição renormalizada. Para um certo valor de temperatura inicial

o processo de renormalização faz com que a temperatura renormalizada flua para uma

das bacias de atração dos pontos fixos estáveis das fases paramagnéticas e condensada.

Quando para certa temperatura inicial, se observa que o fluxo evolui para o ponto fixo

da fase condensada e para outra temperatura maior, evolui para a fase paramagnética,

se diz que há uma transição de fase, com temperatura cŕıtica estimada numericamente

quando se observa a mudança de comportamento do fluxo. Isto pode ser visto claramente

na figura 2.3, onde há mudança na direção do fluxo para temperaturas no intervalo

T = 3.34−3.37, que corresponde ao intervalo onde ocorre a transição de fase, fornecendo

assim uma estimativa para Tf .

O fluxo de renormalização no modelo de Potts com q = 3 e q = 4 estados em redes tipo

diamante tem sido investigado pelos autores [48–50]. Eles encontraram que os valores da

dimensão fractal cŕıtica inferior (mı́nima) para os quais se observa a transição de fase no

modelo de Potts com q = 3 e q = 4 são df = 4.585 e df = 5.08746, respectivamente.

Também, determinaram as temperaturas de transição para várias dimensões da rede e

distribuições bimodal, gaussiana e exponencial. Nossas simulações coincidem com aqueles

valores de Tc obtidos por estes autores e são apresentados na tabela 2.3 para as dimensões

da rede de interesse, a seguir:
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Figura 2.3 Fluxo de renormalização do modelo com q = 3 e distribuição bimodal numa rede
com df = 5, h = 5 e 100 amostras.

Tabela 2.1 Valores de temperatura cŕıtica para o modelo de Potts com q = 3 e q = 4 estados
para distribuições dos acoplamentos bimodal e gaussiana.

q df Tc

Bimodal 3 5 3.34-3.37
Bimodal 4 5.32193 4.01-4.03
Gaussiana 3 5 3.10-3.13
Gaussiana 4 5.32193 3.75-3.77
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2.4 MAGNETIZAÇÃO LOCAL

Uma das vantagens do estudo de redes hierárquicas é que elas permitem o cálculo

exato de variáveis locais, mais precisamente, nas redes hierárquicas diamante. Morgado

et al. [51] desenvolveram um método exato para o cálculo de relações de recorrência

que relacionam o valor da magnetização local de śıtios internos de uma célula básica

com a magnetização local de seus śıtios ráızes. Assim, partindo de uma rede com certa

hierarquia com constantes de acoplamento escolhidas a partir de uma distribuição inicial,

renormalizando até a hierarquia 0, e estabelecendo as condições de contorno para os śıtios

ráızes da primeira geração será posśıvel determinar por recursão a magnetização local em

todos os pontos da rede. Este procedimento foi inicialmente aplicado no modelo Ising

ferromagnético [51] e depois estendido ao modelo de Potts com interações ferromagnéticas

[43] e aleatórias [49]. Na continuação, apresentam-se brevemente detalhes desse método

o qual foi utilizado neste estudo para o cálculo da magnetização em cada ponto da rede

tendo em conta interações aleatórias.

Inicialmente se analisará uma célula com p conexões e parâmetro de rede b = 2 como

parte de uma rede de maior hierarquia, tal como esquematizado na figura 2.4. Neste

sistema se suporá que o resto da rede interage com a célula através de dois campos h,

h′ que atuam nos śıtios ráızes, µ e µ′ respectivamente, e também se levará em conta a

interação efetiva λ entre os śıtios ráızes.

σ1 σp

µ

µ′

λ

h′

h

Figura 2.4 Sistema equivalente para o cálculo da magnetização local.
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Assim, o hamiltoniano do sistema equivalente será dado por:

−βH (µ, σ) = q

p
∑

i=1

[Kiδσi,µ′ + Liδσi,µ] + λδµ,µ′ + h′δµ′,0 + hδµ,0, (.)

onde se tem considerado um estado privilegiado µ = 0, correspondente à quebra de

simetria devido à ação dos campos h,h′ sobre a rede.

A função de partição para o sistema equivalente será:

Z =
∑

{µ,σ}

exp [−βH (µ, σ)]

=
∑

{µ}

exp (λδµ,µ′) exp (h′δµ′,0) exp (hδµ,0)
∑

{σ}

exp

[

q

p
∑

i=1

(Kiδσi,µ′ + Liδσi,µ)

]

.

(.)

A função de partição restrita é dada por:

Zµ,µ′ = exp (λδµ,µ′) exp (h′δµ′,0) exp (hδµ,0)
∑

{σ}

exp

[

q

p
∑

i=1

(Kiδσi,µ′ + Liδσi,µ)

]

. (.)

Dáı se tem dois casos, µ = µ′ e µ 6= µ′,

Caso 1: µ = µ′

Zµ,µ = exp (λ+ (h+ h′)δµ,0)

p
∏

i=1

φi
1, (.)

com

φi
1 = (q − 1) + exp [q (Ki + Li)] . (.)

Caso 2: µ 6= µ′

Zµ,µ′ = exp (h′δµ′,0 + hδµ,0)

p
∏

i=1

φi
2, (.)

com

φi
2 = (q − 2) + exp (qKi) + exp (qLi) . (.)

Substituindo estes valores na função de partição . e separando a soma nos termos em

que µ = µ′ e µ 6= µ′, fica:

Z =

q−1
∑

µ=0

exp
(

λ+ (h+ h′µ)δµ,0
)

p
∏

i=1

φi
1 +

q−1
∑

µ′=0

q−1
∑

µ=0
µ 6=µ′

exp (h′δµ′,0 + hδµ,0)

p
∏

i=1

φi
2, (.)
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onde usamos que δµ,µ = 1 e δµ,µ′

∣

∣

∣

µ 6=µ′

= 0.

Realizando a soma sobre os estados dos spins µ e µ′, resulta após algumas operações

algébricas que:

Z = [(q − 1) + exp (h′ + h)] exp (λ) Φ1 + (q − 1) [exp (h′) + exp (h) + (q − 2)] Φ2, (.)

com

Φ1 =

p
∏

i=1

φi
1, (.)

e

Φ2 =

p
∏

i=1

φi
2. (.)

Até agora se encontrou a função de partição para o sistema descrito pelo hamiltoniano de

interação ., em seguida se calcularão as relações de recorrência da magnetização local

entre hierarquias sucessivas. Assim, dada a magnetização num śıtio da rede definida no

modelo Potts [43] por:

mi =
q 〈δσi,0〉 − 1

q − 1
, (.)

e a função de correlação:

∆σi,σj
= q

〈

δσi,0, δσj ,0

〉

−
〈

δσi,σj

〉

, (.)

é posśıvel determinar as quantidades médias:

〈δµ,0〉 = f1 (h, h′, λ) ,

〈δµ′,0〉 = f2 (h, h′, λ) ,

〈δµ′,µ〉 = f3 (h, h′, λ) ,

〈δµ′,0δµ,0〉 = f4 (h, h′, λ) , (.)

como função das variáveis h, h′, λ e da mesma forma para as quantidades médias dos

śıtios internos:

〈δσ,0〉 = g1 (h, h′, λ) ,

〈δσ,µ〉 = g2 (h, h′, λ) ,

〈δσ,µ′〉 = g3 (h, h′, λ) . (.)
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Então, invertendo as equações ., isto é, encontrando os valores de h, h′, λ em termos

das quantidades médias dadas por . e substituindo em . se obterão relações de

recorrência para estas médias, 〈δσ,0〉, 〈δσ,µ〉, 〈δσ,µ′〉 que são funções apenas das médias

das grandezas associada aos śıtios ráızes. Finalmente, as relações para a magnetização

no śıtio σ e a correlação entre śıtios dependerão somente de variáveis associadas aos de

spins nos śıtios ráızes:

mσ = C1mµ′ + C2mµ + C3∆µ,µ′ , (.)

∆σ,µ = C4mµ′ + C5∆µ,µ′ , (.)

∆σ,µ′ = C6mµ + C7∆µ,µ′ , (.)

com os coeficientes Cj a serem determinados. De acordo com o indicado acima, se calcu-

larão inicialmente o conjunto de equações dadas por .. Por definição os valores médios

são:

〈δµ,0〉 =
1

Z

∂Z

∂h
, (.)

〈δµ′,0〉 =
1

Z

∂Z

∂h′
. (.)

Substituindo a equação para a função de partição . em . e . e derivando resulta:

Z 〈δµ,0〉 = Φ1 exp (λ) exp (h′ + h) + (q − 1) Φ2 exp (h) , (.)

Z 〈δµ′,0〉 = Φ1 exp (λ) exp (h′ + h) + (q − 1) Φ2 exp (h′) . (.)

Para o cálculo das médias 〈δµ′,0δµ,0〉 e 〈δµ′,µ〉 se tem:

〈δµ′,0δµ,0〉 =
1

Z

∂2Z

∂h′∂h
, (.)

com . se obtêm:

Z 〈δµ′,0δµ,0〉 = Φ1 exp (λ) exp (h′ + h) , (.)

e para 〈δµ′,µ〉 parte-se de:

〈δµ′,µ〉 =
1

Z

∂Z

∂λ
. (.)

Substituindo .:

Z 〈δµ′δµ〉 = Φ1 exp (λ) [(q − 1) + exp (h+ h′)] . (.)

Agora, invertemos estas equações para obter expressões de h, h′, λ em função das médias
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dos śıtios ráızes. Substituindo . em .

exp (λ) =
Z

(q − 1) Φ1

(〈δµ′,µ〉 − 〈δµ′,0δµ,0〉) , (.)

e . em .,

exp (h) =
Z

(q − 1) Φ2

(〈δµ,0〉 − 〈δµ′,0δµ,0〉) , (.)

e . em .,

exp (h′) =
Z

(q − 1) Φ2

(〈δµ′,0〉 − 〈δµ′,0δµ,0〉) , (.)

Por outro lado, para obter as quantidades . nos śıtios internos, tendo em conta o

peso de Boltzmann:

P =
exp (−βH)

Z

e

〈f (µ, σ)〉 =
1

Z

∑

{µ,σ}

f (µ, σ) exp [−βH (µ, σ)] , (.)

tem-se:

〈

δσj ,0

〉

=
1

Z

∑

{µ,µ′,σ}

δσj ,0 exp

[

hδµ,0 + h′δµ′,0 + λδµ,µ′ + q

p
∑

i=1

(Kiδσi,µ′ + Liδσi,µ)

]

, (.)

fazendo

ψj(µ
′, µ) =

∑

{σ}

δσj ,0 exp

[

q

p
∑

i=1

(Kiδσi,µ′ + Liδσi,µ)

]

, (.)

〈

δσj ,0

〉

fica:
〈

δσj ,0

〉

=
1

Z

∑

{µ,µ′}

exp [hδµ,0 + h′δµ′,0 + λδµ,µ′ ]ψj(µ
′, µ), (.)

mas ψj(µ
′, µ) pode se escrever como:

ψj(µ
′, µ) =

q−1
∑

σ1=0

...

q−1
∑

σp=0

δσj ,0

p
∏

i=1

exp [q (Kiδσi,µ′ + Liδσi,µ)] =

=

q−1
∑

σj=0

δσj ,0 exp
[

q
(

Kjδσj ,µ′ + Ljδσj ,µ

)]

p
∏

i=1

i 6=j

q−1
∑

σi=0

exp [q (Kiδσi,µ′ + Liδσi,µ)] ,

(.)
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como δσj ,0 = 1 para σj = 0

ψj(µ
′, µ) = exp [q (Kjδ0,µ′ + Ljδ0,µ)] ×

p
∏

i=1

i 6=j

φi (µ′, µ) ,

e substituindo em .:

Z
〈

δσj ,0

〉

=
∑

{µ}

exp (hδµ,0 + h′δµ′,0 + λδµ′,µ) × exp [q (Kjδ0,µ′ + Ljδ0,µ)]

p
∏

i=1

i 6=j

φi (µ′, µ) ,

simplificando

Z
〈

δσj ,0

〉

=
∑

{µ}

exp [(h′ + qKj) δµ′,0 + (h+ qLj) δµ,0 + λδµ′,µ] ×
p
∏

i=1

i 6=j

φi (µ′, µ) ,

fazendo

hj = h+ qLj, h′j = h′ + qKj,

com
p
∏

i=1

i 6=j

φi (µ′, µ) =

∏p
i=1 φ

i (µ′, µ)

φj (µ′, µ)
,

então

Z
〈

δσj ,0

〉

=
∑

{µ}

exp
(

h′jδµ′,0 + hjδµ,0 + λδµ′,µ

)

×
∏p

i=1 φ
i (µ′, µ)

φj (µ′, µ)
, (.)

O lado direito desta equação é similar à função de partição inicial para o sistema .

que finalmente foi expressa como ., então . pode ser escrita como .:

Z
〈

δσj ,0

〉

=
[

(q − 1) + exp
(

h′j + hj
)]

exp(λ)
Φ1

φj (µ′, µ)
+

+(q − 1)
[

exp
(

h′j
)

+ exp (hj) + (q − 2)
] Φ2

φj (µ′, µ)
, (.)

Definindo:

Φ̃1 =
Φ1

φj(µ′, µ)
,

e

Φ̃2 =
Φ2

φj(µ′, µ)
,



2.4 MAGNETIZAÇÃO LOCAL 28

e substituindo-as em ., resulta:

Z
〈

δσj ,0

〉

=
[

(q − 1) + exp
(

h′j + hj
)]

exp(λ)Φ̃1+(q−1)
[

exp
(

h′j
)

+ exp (hj) + (q − 2)
]

Φ̃2,

(.)

que pode ser rescrita como:

Z
〈

δσj ,0

〉

= (q − 1) exp(λ)
Φ1

φj
1(µ

′, µ)
+ exp [q (Kj + Lj)] exp (h′ + h+ λ)

Φ1

φj
1(µ

′, µ)
+

(q − 1) exp (h′) exp (qKj)
Φ2

φj
2(µ

′, µ)
+ (q − 1) exp (h) exp (qLj)

Φ2

φj
2(µ

′, µ)
+

(q − 1)(q − 2)
Φ2

φj
2(µ

′, µ)
.

Aplicando . com:

Aj = exp (qKj) ,

Bj = exp (qLj) ,

obtém-se:

Z
〈

δσj ,0

〉

= (q − 1) exp(λ)
Φ1

φj
1

+ AjBj
Z

φj
1

〈δµ′,0δµ,0〉 +

+(q − 1)
Φ2

φj
2

exp(h′)Aj + (q − 1) exp(h)Bj
Φ2

φj
2

+

+(q − 1)(q − 2)
Φ2

φj
2

. (.)

Substituindo ., ., . em . e lembrando a equivalência h→hj e h′→hj′ :

Z = Z 〈δµ,µ′〉 + Z 〈δµ′,0〉 − Z 〈δµ′,0δµ,0〉 +

Z 〈δµ,0〉 − Z 〈δµ′,0δµ,0〉 + (q − 1)(q − 2)Φ2, (.)

e . em . e fazendo algumas simplificações:

〈

δσj ,0

〉

=

(

φj
1 + φj

2

φj
1φ

j
2

)

(q 〈δµ′,0δµ,0〉 − 〈δµ,µ′〉) +

+
1

φj
2

[(Aj − 1) 〈δµ′,0〉 + (Bj − 1) 〈δµ,0〉 + 1] , (.)
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que em termos da função de correlação . fica:

〈

δσj ,0

〉

=

(

φj
1 + φj

2

φj
1φ

j
2

)

∆µ′,µ +
1

φj
2

[(Aj − 1) 〈δµ′,0〉 + Bj − 1) 〈δµ,0〉 + 1] , (.)

onde Aj = exp (qKj) e Bj = exp (qLj). Assim pode-se redefinir φj
1 e φj

2 como:

φj
1 = (q − 1) + AjBj, (.)

φj
2 = (q − 2) + Aj + Bj, (.)

que conduzem a:

φj
1 − φj

2 = (Aj − 1)(Bj − 1). (.)

Tendo em conta a equação da magnetização local dada por . e .:

(

q − 1

q

)(

mj +
1

q − 1

)

=

(

φj
1 + φj

2

φj
1φ

j
2

)

∆µ′,µ +

+
1

φj
2

[

(Aj − 1)

(

q − 1

q

)(

mµ′ +
1

q − 1

)]

+

+
1

φj
2

[

(Bj − 1)

(

q − 1

q

)(

mµ +
1

q − 1

)]

. (.)

Finalmente, se obtém a expressão para a magnetização local:

mj =
1

φj
2

(Aj − 1)mµ′ +
1

φj
2

(Bj − 1)mµ +

(

q

q − 1

)

(Aj − 1)(Bj − 1)

φj
1φ

j
2

∆µ′,µ, (.)

e a magnetização total estará dada por:

m = N−1
∑

j

mj. (.)

Para o cálculo das funções de correlação presentes na definição da magnetização local,

parte-se da definição geral dada na equação .:

∆µ,σj
= q

〈

δµ,0δσj ,0

〉

−
〈

δµ,σj

〉

, (.)
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onde se define:
〈

δµ,0δσj ,0

〉

=
1

Z

∑

{σ}

δµ,0δσj ,0 exp (−βH) , (.)

que sendo expressa em termos de 〈δµ,0δµ′,0〉 e 〈δµ,0〉 fica:

〈

δµ,0δσj ,0

〉

= Bj

[(

Aj

φj
1

− 1

φj
2

)

〈δµ,0δµ′,0〉 +
1

φj
2

〈δµ,0〉
]

. (.)

Da mesma forma se define
〈

δµ,σj

〉

, como:

〈

δµ,σj

〉

=
1

Z

∑

{σ}

δµ,σj
exp (−βH) , (.)

e
〈

δµ,σj

〉

= Bj

[(

Aj

φj
1

− 1

φj
2

)

〈δµ′,µ〉 +
1

φj
2

]

. (.)

Assim

∆µ,σj
= Bj

[(

Aj

φj
1

− 1

φj
2

)

∆µ′,µ +
(q − 1)

φj
2

mµ

]

. (.)

Seguindo o mesmo procedimento para calcular ∆µ′,σj
:

∆µ′,σj
= Aj

[(

Bj

φj
1

− 1

φj
2

)

∆µ′,µ +
(q − 1)

φj
2

m′
µ

]

. (.)

Em suma, as equações ., ., ., formam um sistema de equações de recorrência

acopladas conectando grandezas de hierarquias sucessivas.

Para se utilizar essas equações de recorrência é necessário especificar as condições de

contorno ou condições iniciais, as quais podem ser obtidas uma vez a rede é completamente

renormalizada, ou seja, quando se tem somente uma ligação K ′ conectando os dois śıtios

ráızes. O hamiltoniano adimensional para este sistema é:

H̄ = qK ′δµ,µ′ . (.)

Se se escolhe um estado arbitrariamente, por exemplo µ′ = 0:

Z =
∑

{µ,µ′}

exp (qK ′δµ,0) = exp (qK ′) + (q − 1) , (.)
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e

〈δµ,0〉 =
1

Z

∑

{µ,µ′}

δµ,0 exp (qK ′δµ,0) =
1

Z
(exp (qK ′)) =

exp (qK ′)

exp (qK ′) + (q − 1)
. (.)

Da definição da magnetização local . e substituindo .:

mµ =
exp (qK ′) − 1

exp (qK ′) + (q − 1)
. (.)

Então as condições de contorno do sistema ficam:

mµ′ = 1 (µ′ = 0)

mµ =
exp (qK ′) − 1

exp (qK ′) + (q − 1)
(µ′ 6= 0) . (.)

Para a função de correlação se segue um cálculo similar. Da definição .:

∆µ,µ′ = q 〈δµ,0δµ′,0〉 − 〈δµ,µ′〉 .

Quando µ′ = 0:

∆µ,µ′ = q 〈δµ,0〉 − 〈δµ,0〉 = (q − 1) 〈.δµ,0〉 (.)

Substituindo .:

∆µ,µ′ = (q − 1)
exp (qK ′)

exp (qK ′) + (q − 1)
. (.)



CAṔITULO 3

PROPRIEDADES DE CAOS

Este caṕıtulo está dedicado ao estudo dos efeitos causados por pequenas variações na

temperatura, δT , sobre propriedades de vidros de spins de Potts com q estados.

Considera-se o modelo definido em uma rede hierárquica com h hierarquias, à temperatura

T com uma configuração das interações (Ki, Li) entre spins escolhidas e fixadas a partir de

uma função de distribuição de probabilidades (gaussiana ou bimodal), cada configuração

correspondendo a uma realização da desordem, a qual denomina-se de uma amostra do

sistema. As magnetizações locais mj de uma dada amostra foram obtidas de forma

exata a partir das equações de recorrência acopladas ., . e . e da equação de

renormalização das interações . (ou .), juntamente com as condições de contorno

estabelecidas na seção 2.3. De posse das magnetizações locais calcula-se o parâmetro de

ordem qEA de cada śıtio. Para a mesma configuração de interações mas, desta vez, com

uma temperatura T+δT , calcula-se também a magnetização local, o parâmetro de ordem

EA e a sobreposição do parâmetro de ordem q(T, δT ) entre as duas configurações nas

temperaturas T e T + δT . Na primeira seção, apresentamos os resultados para uma rede

hierárquica com dimensão fractal df = 5, para o modelo com q = 3 e interações escolhidas

de uma distribuição bimodal e gaussiana. Na seção 3.2, investigamos, também, o caso com

q = 4 estados, df = 5.32193 . . . e finalmente, na seção 3.3, comparamos esses resultados.

Os dados de interesse como magnetização, qEA e q(T, δT ) foram obtidos a partir da

simulação numérica de 100 amostras utilizando uma distribuição inicial dos acoplamentos

bimodal e gaussiana em vários intervalos de temperatura e com um δT = 5× 10−2. Para

este valor de δT = 5× 10−2 obtivemos valores razoáveis das grandezas medidas, para δT

menores, as ditas quantidades eram muito pequenas. Devido às limitações computacionais

analisaram-se redes no máximo com h = 4, 5 hierarquias e dimensão fractal 5.321935 . . . ,

respectivamente. A escolha desses valores de q e df foi condicionada à existência de

transição de fase paramagnética-vidros de spins no modelo de Potts, em temperaturas

finitas, como mostrado no caṕıtulo 2.3.

32
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3.1 REDE DIAMANTE COM q = 3 ESTADOS E df = 5

Como primeira medida, comparou-se o comportamento da magnetização total m dada

pela equação . do caṕıtulo 2, e do parâmetro de ordem qEA, com suas configurações de

sobreposição m(T+δT ) e q(T, δT ) em função da temperatura para uma rede de diamante

com h = 5, df = 5. Para cada ponto, fixou-se uma dada configuração de interações

nas temperaturas T e T + δT , com δT = 5 × 10−2, escolhida de uma distribuição dos

acoplamentos bimodal, finalmente tomando-se a média sobre 100 amostras.
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Figura 3.1 Comportamento do parâmetro de ordem em função da temperatura na configuração
não perturbada (qEA) e perturbada (q(T, δT )) do modelo com q = 3, δT = 5× 10−2 para a dis-
tribuição bimodal numa rede com df = 5, h = 5 e 100 amostras. Na inserção, a correspondente
curva de magnetização nas configurações não perturbada m(T ) e perturbada m(T + δT ).

O resultado para o parâmetro de ordem qEA está mostrado na figura 3.1, enquanto

a magnetização está mostrada na inserção. Como foi mencionado no caṕıtulo 1, no

presente estudo estamos mais interessados no parâmetro de ordem, pois é uma variável

mais apropriada para analisar o comportamento dos vidros de spins.
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Na figura 3.1 se vê que o parâmetro de ordem tende a zero na fase paramagnética de

altas temperaturas e para temperaturas menores que a temperatura cŕıtica (Tc = 3.34 −
3.37 conforme obtida no caṕıtulo 2.3) é diferente de zero em uma proporção muito maior

que para a magnetização (da ordem de 10−1) tal como esperado para os vidros de spins;

estes valores do parâmetro de ordem não foram normalizados tal como a magnetização

(equação .) por isso, para baixas temperaturas qEA e q(T, δT ) são diferentes de zero.

Além disso, para baixas temperaturas (menores que 1.0) há uma diferença apreciável entre

as configurações a uma temperatura T e a uma temperatura T + δT e é esta diferença

que vai sinalizar ou não a presença de caos. Por outro lado, a curva da magnetização

apresenta um pequeno pico ao redor da temperatura de transição ainda os valores da

magnetização sejam pequenos, da ordem de ±10−3. Porém, na média não se observa

diferença apreciável entre os valores calculados para a configuração não perturbada m(T )

e perturbada m(T+δT ) , não podendo se obter muita informação sobre o comportamento

caótico do sistema.

Para analisar o comportamento caótico estudou-se o desvio ∆q do parâmetro de ordem

qEA:

∆q = qEA − q(T, δT ), (.)

onde q(T, δT ) é a sobreposição dependente da temperatura definida como:

q∗ = q(T, δT ) =

[

1

N

N
∑

i=1

〈mi(T )〉J 〈mi(T + δT )〉J

]

, (.)

[...]J significa que a magnetização local, mi, a uma temperatura T e T + δT foram calcu-

ladas com a mesma realização de acoplamentos J .

Quando ∆q cresce significativamente com o aumento do tamanho da rede se espera

um comportamento caótico induzido pela temperatura. No caso contrário quando ∆q

diminui ou permanece constante com aumentos do tamanho da rede se diz que o sistema

não é senśıvel a pequenas variações de temperatura.

Na figura 3.2 mostram-se curvas da quantidade ∆q em função da temperatura num

intervalo entre T = 0.01 e T = 1.0 para diferentes hierarquias (h = 2, h = 3, h = 5) 1;

delas se vê que há um comportamento oscilante de ∆q e predominantemente crescente

com respeito a h, caracteŕısticas comuns num sistema caótico. Os valores máximos de ∆q

ocorrem nas temperaturas T = 0.2, 0.5 e 0.8 para h = 5, onde observa-se que as flutuações

de ∆q crescem com o aumento da rede, e além disso, ∆q cresce em uma proporção maior

1O aumento de hierarquias na rede implica aumento de tamanho da rede portanto ao longo do texto
falaremos indistinguivelmente de uma ou da outra expressão.
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para baixas temperaturas; porém, em todos os casos, observa-se que ∆q → 0 quando

T → 0.

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,000

0,005

0,010

0,015

0,020

0,025

0,030

0,035

0,040

0,045
 h=2
 h=3
 h=4
 h=5

 

 

q

T

Figura 3.2 Comportamento de ∆q médio em função da temperatura do modelo com q = 3,
δT = 5 × 10−2 e distribuição bimodal numa rede com df = 5, para diferentes hierarquias, a
média calculada sobre 100 amostras.

Na figura 3.3 a seguir, mostra-se ∆q médio em função do tamanho da rede, para

valores de temperatura T = 0.2, 0.5 e 0.8 sinalizando, como anteriormente foi dito, um

comportamento caótico. Na inserção as ditas curvas em escala logaŕıtmica, claramente

crescem com o aumento do tamanho da rede. Este comportamento caótico pode ser ex-

plicado pela presença de um atrator estranho no diagrama de fluxo de renormalização

nesta região de baixas temperaturas. Este atrator foi inicialmente observado por Ba-

navar et al. [52] como oscilações do fluxo de renormalização em direção ao ponto fixo

da fase condensada. Mais recentemente Lima [50] investigou as propriedades deste atra-

tor, caracterizando-o como um atrator estranho estimando seu coeficiente de Lyapunov e
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considerando distribuições de probabilidades gaussiana, bimodal, exponencial e uniforme,

como distribuições iniciais no modelo de Potts com q = 3, 4 estados.

2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0

0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

 T=0.2
 T=0.5
 T=0.8

 

 

q

H

e1
e-8

e-7

e-6

e-5

e-4
  l

n(
q)

ln(H)

Figura 3.3 Comportamento de ∆q em função da hierarquia do modelo com q = 3, δT =
5× 10−2 e distribuição bimodal numa rede com df = 5, h = 5 e 100 amostras para T = 0.2, 0.5
e 0.8 onde ∆q é máximo. Na inserção, o mesmo gráfico com escala logaŕıtmica.

Para investigar o papel deste atrator sobre as propriedades caóticas verificou-se que

os valores de temperatura onde ocorrem sinais de comportamento caótico estão situados

na região do atrator obtido em [49]. Na figura 3.4 apresentamos os pontos iniciais desse

fluxo no diagrama ∆ × Tr, definido no caṕıtulo 2.3. Como a presente abordagem exige

uma quantidade apreciável de memória RAM para se poder calcular todos os valores

exatos das interações renormalizadas, magnetizações e correlações locais2, ao contrário

2Por exemplo, para a rede com df = 5 (que corresponde a um número de conexões p = 16) e h = 5,
foi utilizada uma memória para os śıtios, Ms = 1Gb, e uma memoria para as ligações, Ml = 1Gb. Além
disso, se precisam também dos dados correspondentes ao sistema perturbado, isto dá um total de 4G de
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do método dos bancos de dados usado em [49], não foi posśıvel reproduzir os resultados

obtidos nessa referência.
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Figura 3.4 Fluxo de renormalização do modelo com q = 3 e distribuição bimodal numa rede
com df = 5, h = 5 e 100 amostras e diferentes temperaturas iniciais. A direção do fluxo ocorre
de direita para a esquerda a partir do ponto inicial.

Porém nossos dados são suficientes para concluir que efetivamente os valores locais

calculados no intervalo de temperaturas (T = 0.1 − T = 1.0) onde ∆q aumenta com o

tamanho da rede, correspondem à região onde o fluxo de renormalização cai dentro do

atrator, tal como mostra a figura 3.4, onde se vê que as trajetórias do fluxo seguem um

comportamento errático. Para temperaturas maiores que T = 1.0 e menores que T = 0.1

este comportamento errático desaparece.

memória RAM para um sistema com df = 5 e h = 5 hierarquias, e 20Gb de memória RAM na hierarquia
seguinte.
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Figura 3.5 Fluxos de renormalização do modelo com q = 3 e distribuição bimodal numa rede
com df = 5. Os pontos azuis correspondem aos dados obtidos no presente estudo para h = 5 e
uma temperatura inicial de T = 0.8 e os pontos pretos, ao atrator observado por Lima, obtido
através do método dos reservatórios com 100000 iterações.

Além disso, aqueles pontos do fluxo de renormalização obtidos coincidem com os

dados na referência [49], como mostrado na figura 3.5 para uma temperatura inicial de

T = 0.8. Em seguida, foi medida a grandeza ∆q considerando temperaturas iniciais

cujo fluxo de renormalização se inicia fora do intervalo do atrator (com temperaturas

renormalizadas fora do intervalo Tr ∼ 0.15 e Tr ∼ 0.33), isto é, para uma temperatura

muito menor, T = 0.01, e para temperaturas maiores, uma delas menor que Tc, T = 2.0,

e a outra maior que Tc, T = 5.0. A figura 3.6 mostra a comparação entre estes valores

com o ∆q calculado numa temperatura dentro do atrator, T = 0.2. Observa-se que

para temperaturas iniciais fora da região do atrator, tanto acima como abaixo, o ∆q

diminui ou aumenta mas em uma proporção muito pequena com aumentos do tamanho

da rede e não há evidência de caos, portanto indicando que o comportamento caótico

está diretamente relacionado com o atrator. Em escala logaŕıtmica, como na inserção

da figura 3.6, acompanhamos este comportamento, ∆q aumenta somente para as curva

com T = 0.2, 0.01, neste último caso o aumento é muito pequeno comparado com aquele

observado em T = 0.2.
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Figura 3.6 Comportamento de ∆q em função da hierarquia do modelo com q = 3, δT =
5× 10−2, com uma distribuição bimodal numa rede com df = 5 e calculados para 100 amostras
nas temperaturas iniciais (a) T = 0.01; (b) T = 0.2; (c) T = 2.0 ; (d) T = 5.0. T = 0.2
corresponde a uma temperatura na faixa do atrator estranho, enquanto que Tc ≈ 3.34− 3.37.

Por outro lado é interessante ver como variam as propriedades locais do sistema em

temperaturas dentro e fora daquelas do atrator na configuração perturbada e não per-

turbada. Uma forma de estimar esta variação em toda a rede é através da construção de

histogramas em diferentes temperaturas. Por exemplo, um histograma da magnetização

nos dirá quantos śıtios na rede terão certo valor de magnetização e assim será posśıvel

comparar direitamente estes valores para m(T ) e m(T + δT ). Os histogramas apresenta-

dos aqui correspondem a uma só amostra, pois não se encontrou diferença apreciável nos

histogramas da média, como esperado, já que a quantidade ∆q mede a diferença entre as

configurações amostra por amostra.
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Figura 3.7 Histogramas da magnetização local do modelo com q = 3, δT = 5 × 10−2 e
distribuição bimodal numa rede com df = 5, h = 5, uma amostra e diferentes temperaturas (a)
T = 0.01; (b) T = 0.2; (c) T = 2.0 ; (d) T = 5.0. T = 0.2 corresponde a uma temperatura na
faixa do atrator estranho, enquanto que Tc ≈ 3.34− 3.37.

A figura 3.7 contém os histogramas da magnetização para T = 0.01, 0.2, 2.0 e 5.0,

como pode se ver os valores da magnetização local estão limitados entre −0.5 e 1.0 tal

como esperado para o modelo de Potts com q = 3 estados. Para T = 0.01, conforme

mostra a figura 3.7a, a distribuição da magnetização ao longo da rede é irregular porém a

maior parte de śıtios tomam os valores mj = −0.5, 0.2, 1.0 e não há muita diferença entre

o histograma para uma amostra em T e T + δT . Dentro da região do atrator, T = 0.2

a distribuição da magnetização é um pouco mais irregular que o caso anterior, mas a

diferença entre os dois histogramas a T e δT é apreciável, como apresentado na figura

3.7b. Em T = 2.0 < Tc e fora do atrator na fase vidro de spins, como mostrado na figura
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3.7c, as magnetizações estão organizadas de uma forma mais regular tomando qualquer

valor entre mj = −0.5 e mj = 1.0. Finalmente, para T = 5.0, figura 3.7d, os valores das

magnetizações locais são próximos a zero caracterizando a fase paramagnética.

Além disso, para T = 0.2, o histograma da magnetização local do sistema pertur-

bado difere consideravelmente daquele do sistema não perturbado, esta diferença é quase

impercept́ıvel para as outras temperaturas, tanto para temperaturas menores como tem-

peraturas maiores que a temperatura cŕıtica.
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Figura 3.8 Histogramas do parâmetro de ordem local do modelo com q = 3, δT = 5× 10−2 e
distribuição bimodal numa rede com df = 5, h = 5, uma amostra e diferentes temperaturas (a)
T = 0.01; (b) T = 0.2; (c) T = 2.0 ; (d) T = 5.0. T = 0.2 corresponde a uma temperatura na
faixa do atrator estranho, enquanto que Tc ≈ 3.34− 3.37.
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No caso dos histogramas para o parâmetro de ordem EA local e sua respectiva so-

breposição q(T, dT ), mostrados na figura 3.8, o comportamento é similar ao observado

para a magnetização. Em 3.8a vê-se que todos os valores de q são positivos e pouco

diferem entre si para T e T + δT . Para a figura 3.8b, há uma evidente discrepância entre

os valores obtidos para T e T + δT . Isso também se manifesta pela presença de valores

negativos indicando reversão de sinal para a magnetização quando T varia com T + δT .

Em 3.8c esse último comportamento não é observado. Para T > Tc, a figura 3.8d está de

acordo com a previsão da fase paramagnética.
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Figura 3.9 Perfil da magnetização local do modelo com q = 3, δT = 5 × 10−2 e distribuição
bimodal numa rede com df = 5, h = 5, uma amostra e diferentes temperaturas. O ponto i = 0
corresponde ao śıtio raiz superior µ′ e o ponto i = 1 ao śıtio raiz inferior µ. ((a) T = 0.01; (b)
T = 0.2; (c) T = 2.0 ; (d) T = 5.0. T = 0.2 corresponde a uma temperatura na faixa do atrator
estranho, enquanto que Tc ≈ 3.34− 3.37.
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Outra maneira de investigar as propriedades locais é escolher um dos caminhos mais

curtos que une os dois śıtios ráızes tomando, por exemplo, a magnetização local nestes

śıtios. Esses diagramas representativos da magnetização são conhecidos como perfis e são

mostrados na figura 3.9, onde o eixo vertical representa o valor da magnetização e o eixo

horizontal a razão entre a posição dentro da rede i e o número de śıtios do caminho, 2h,

desta forma a posição 0 corresponde à magnetização no śıtio superior da rede (µ′) e o

ponto 1 ao śıtio inferior (µ), segundo a nomenclatura da figura 2.2 do caṕıtulo 2. Tais

perfis apóiam os resultados obtidos anteriormente.

Quando a distribuição inicial dos acoplamentos é gaussiana, o comportamento é simi-

lar ao observado com a distribuição bimodal, ou seja, há uma região onde ∆q cresce para

certo intervalo de temperatura e fora desta região ∆q diminui. A região onde o atrator é

observado é a mesma que para uma distribuição bimodal, tal como apresentado na figura

3.10, onde os valores obtidos nesta dissertação concordam com os dados do atrator da

referência [49] para uma temperatura inicial T = 0.8.
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Figura 3.10 Fluxos de renormalização do modelo com q = 3 estados e distribuição de interações
gaussiana numa rede com df = 5. Os pontos vermelhos correspondem aos dados obtidos no
presente estudo para h = 5 e uma temperatura inicial de T = 0.8 e os pontos pretos ao atrator
obtido por Lima, obtido através do método dos reservatórios com 100000 iterações.
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Uma comparação dos valores médios de ∆q para as distribuições bimodal e gaussiana

na última hierarquia (h = 5) naquelas temperaturas onde ∆q aumenta com o tamanho

da rede é apresentada na tabela 3.1, a seguir:

Tabela 3.1 Valores médios de ∆q obtidos para distribuições bimodal (B) e gaussiana (G) numa
rede com q = 3, df = 5, 100 amostras, δT = 5× 10−2.

Temperatura ∆qB ∆qG

0.005 0.0061 ± 0.0003 0.0020 ± 0.0002
0.01 0.0021 ± 0.0002 0.1107 ± 0.0009
0.2 0.0402 ± 0.0006 0.0372 ± 0.0004
2.0 0.002 ± 0.001 0.001580 ± 0.000006
5.0 (2.87295 ± 0.00008)10−5 (2.47416 ± 0.00006)10−5

Como pode se ver o valor máximo de ∆q ocorre para a distribuição gaussiana a T =

0.01 ainda este valor esteja fora da região do atrator, porém esta pequena discrepância

pode ser entendida devido às flutuações no fluxo de renormalização próximas à região

do atrator cujo efeito é mais notório, dado o tamanho reduzido com o qual estamos

trabalhando (h = 5) em comparação com o caso das 100000 iterações usadas na referência

[49]. Com exceção deste dado, em T = 0.01, vemos que para todas as outras temperaturas

calculadas o valor médio de ∆qB é sempre maior que ∆qG e, portanto, o efeito de caos

também é maior para a distribuição bimodal que para a distribuição gaussiana, de acordo

com o reportado na literatura para o modelo Ising [53].

Além disso, segundo estudos realizados no modelo de vidro de spins de Ising [54], há

uma maior frustração para aqueles sistemas com distribuição inicial dos acoplamentos

bimodal do que para aqueles com distribuição gaussiana, então se nosso sistema se com-

porta desta maneira, poderia se dizer que o efeito de caos estaria também associado à

presença de uma maior frustração. Porém, torna-se necessário realizar estudos acerca da

degenerescência do estado fundamental do modelo de vidros de spins de Potts nas redes

hierárquicas como realizado em [54] para se confirmar esse resultado.

3.2 REDE DIAMANTE COM q = 4 ESTADOS E df = 5.321935

O procedimento anterior também foi usado para o modelo de Potts com q = 4 estados,

porém com o máximo de h = 4 hierarquias, por limitações computacionais. Nesse caso,

a região de temperaturas onde se apresenta um comportamento caótico coincide com a

região no caso de q = 3, porém os valores de temperatura para os quais ∆q é maior
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são diferentes, segundo a figura 3.11 os máximos se dão para as temperaturas T =

0.8, 0.4, 0.3.
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Figura 3.11 Comportamento de ∆q em função da hierarquia do modelo com q = 4, δT =
5 × 10−2 e distribuição bimodal numa rede com df = 5.321935, h = 4 e 100 amostras para
T = 0.8, 0.4 e 0.3 onde ∆q é máximo.

De acordo com a referência [50] para o modelo de Potts com q = 4 estados e df =

5.321935, também foi observado um atrator estranho num intervalo de temperaturas

renormalizadas Tr ∈ (0.1 − 0.6) tal como para o modelo de Potts com q = 3 estados,

porém com sua forma um pouco diferente. Assim, podemos concluir que aquele aumento

no ∆q está relacionado diretamente com a presença deste atrator estranho.

Também foram constrúıdos histogramas da magnetização local para uma amostra,

como se apresenta na figura 3.12. Da mesma maneira que para o caso q = 3 para

T = 0.01, fora do atrator, a magnetização local está distribúıda irregularmente e apresenta

alguns picos em m = −0.33, 0, 0.33; para T = 0.8 esta distribuição é mais irregular
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é as configurações com temperatura T e T + δT são diferentes como na figura 3.12b.

Em temperaturas numa região fora do atrator, T = 2.0 (figura 3.12c) por exemplo, a

distribuição das magnetizações é mais uniforme e finalmente, em T = 5.0 (figura 3.12d),

estão centradas em zero. O comportamento para o parâmetro de ordem concorda também

com estes resultados.
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Figura 3.12 Histogramas da magnetização local do modelo com q = 4, δT = 5 × 10−2 e
distribuição bimodal numa rede com df = 5.321935, h = 5, uma amostras e diferentes tem-
peraturas (a) T = 0.01; (b) T = 0.8; (c) T = 2.0 ; (d) T = 5.0. T = 0.8 corresponde a uma
temperatura na faixa do atrator estranho, enquanto que (Tc ∼ 4.01− 4.03).

Na tabela 3.2 mostramos as diferenças entre um sistema com distribuição distribuição

gaussiana e bimodal.
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Tabela 3.2 Valores médios de ∆q para distribuições bimodal (B) e gaussiana (G) numa rede
com q = 4, df = 5.321935, δT = 5× 10−2 e 100 amostras.

Temperatura ∆qB ∆qG

0.01 (7.2 ± 0.5)10−20 0.0109 ± 0.0002
0.8 0.00312 ± 0.00009 0.00256 ± 0.00002
2.0 0.00110 ± 0.00001 0.000971 ± 0.000008
5.0 (7.627 ± 0.004)10−5 (6.433 ± 0.002)10−5

Da mesma forma que para o caso q = 3, observa-se que o valor máximo de ∆q

corresponde a uma rede com distribuição gaussiana, porém dado que nosso sistema é

ainda muito pequeno, (h = 4), descartaremos este valor pois é posśıvel que corresponda

a flutuações do fluxo de renormalização próximas ao atrator. Seguindo a mesma linha de

análise que para o modelo com q = 3 estados, vemos que nas demais temperaturas o ∆q

é maior para a distribuição bimodal.

3.3 COMPARAÇÃO REDE DE DIAMANTE COM q = 3 E q = 4 ESTADOS

Para se ter uma idéia geral da diferença entre os dois modelos com q = 3 e q = 4

estados, ainda que as dimensões das redes sejam diferentes (diferentes dimensões frac-

tais), comparamos os valores de ∆q na hierarquia de ordem 4, pois, dadas as limitações

computacionais esta foi a máxima hierarquia alcançada no caso q = 4, tal como mostrado

na tabela 3.3.

Tabela 3.3 Valores de ∆q para distribuições bimodal (B) e gaussiana (G) numa rede com q = 3
e q = 4.

T ∆qB (q = 3) ∆qG (q = 3) ∆qB (q = 4) ∆qG (q = 4)

0.2 0.0077 ± 0.0002 0.0155 ± 0.0001 0.00214 ± 0.00005 0.0044 ± 0.0001

0.8 0.0085 ± 0.0002 0.00540 ± 0.00005 0.00312 ± 0.00009 0.00256 ± 0.00002

2 0.002 ± 0.001 0.001510 ± 0.000006 0.00110 ± 0.00001 0.000971 ± 0.000008

5 (5.7586±0.0007)10−5 (4.951± 0.063)10−5 (7.627± 0.005)10−5 (6.433± 0.002)10−5

O sistema com q = 3 estados e distribuição bimodal, apresenta máximos ao redor das

temperaturas T = 0.2 e T = 0.8 que concordam com os resultados obtidos para h = 5,

porém, da figura 3.2 se vê que a variação de ∆q em h = 4 é menos abrupta que para

h = 5, contudo o comportamento caótico se mantém na mesma região, da mesma maneira

ocorre para a distribuição gaussiana.
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Em geral, vemos que os sistemas com q = 3 estados tem um valor maior de ∆q nas

duas distribuições que para o modelo q = 4, exceto para T = 5.0 onde há uma pequena

diferença pois as quantidades são próximas de zero (10−5).



CAṔITULO 4

CONCLUSÕES

Na presente dissertação, estudamos as propriedades de caos induzido por temperatura

em vidros de spins de Potts com q estados, definido numa rede hierárquica do tipo dia-

mante com fator de escala b = 2 e dimensão fractal df . Consideramos duas distribuições

iniciais para os acoplamentos: bimodal e gaussiana. Usamos a metodologia do grupo de

renormalização para obter as temperaturas cŕıticas às quais o sistema sofre uma transição

de fase e comparamos nossos resultados com os obtidos em estudos prévios [44, 49, 50]

mediante o método dos reservatórios.

As magnetizações locais em cada ponto da rede foram encontradas através de equações

de recorrência que relacionam as magnetizações locais com as magnetizações dos śıtios

ráızes, e assim se estimou o valor da magnetização total e do parâmetro de ordem para

uma temperatura T e uma temperatura T + δT . Tal como o esperado, a magnetização

na fase vidros de spins para o modelo de Potts com q = 3 e q = 4 é próxima de zero, e o

parâmetro de ordem é não nulo com uma queda na respectiva temperatura cŕıtica. Além

disso, qEA e q(T, δT ), a baixas temperaturas apresentam uma diferença considerável.

Por outro lado, observamos que para baixas temperaturas a quantidade ∆q aumenta

com o tamanho da rede para certo intervalo de temperaturas, indicando um comporta-

mento caótico neste intervalo. Este comportamento caótico foi explicado pela presença

de um atrator estranho nos diagramas do fluxo de renormalização tal como o estudado

em redes tipo diamante nos modelos q = 3, df = 5 e q = 4, df = 5.321935 nas re-

ferências [44,49,50] mediante o método dos reservatórios e 100000 iterações e confirmado

em nosso estudo para redes pequenas de tamanho da rede h = 4, 5 muito menor que

o citado nas referências anteriores. Porém, encontramos uma pequena discrepância nos

valores de ∆q para a distribuição gaussiana em T = 0.01 tanto no modelo q = 3 como

q = 4, pois nesta temperatura, fora do atrator, se espera que ∆q diminua caso contrário

ao que ocorre, mas esta diferença se pode atribuir a pequenas flutuações no fluxo de

renormalização próximas à região do atrator.

Descartando aqueles dados no modelo q = 3, 4 para a distribuição gaussiana em

T = 0.01, vemos que para as todas as outras temperaturas o valor médio de ∆q é maior,

e portanto o efeito de caos também é maior para a distribuição bimodal que para a

distribuição gaussiana, de acordo com o reportado na literatura para o modelo Ising [53].

49



CONCLUSÕES 50

Além disso, segundo estudos realizados no modelo de vidro de spins de Ising [54] há

uma maior frustração para aqueles sistemas com distribuição inicial dos acoplamentos

bimodal do que para aqueles com distribuição gaussiana, o qual pareceria apontar a que

no modelo de Potts, a intensidade do efeito de caos estaria também associado à presença

de uma maior frustração, neste caso dada pela distribuição bimodal. Seguindo esta linha

de análise, se esperaria maior efeito caótico na região do atrator no modelo com q = 3 que

no modelo com q = 4, pois o primeiro apresenta maior frustração que o segundo (q = 4).

Finalmente, histogramas e perfis da magnetização local e do parâmetro de ordem

apóiam estes resultados, isto é, se observou uma diferença considerável nos valores de

magnetização e parâmetro de ordem locais entre o sistema não perturbado com temper-

atura (T ) e perturbado com (T + δT ) para temperaturas na região do atrator; fora desta

região os dos histogramas a (T ) e (T + δT ) são quase indistingúıveis.

Como perspectiva futura, se propõe implementar algoritmos computacionais mais efi-

cientes que permitam trabalhar com um número maior de hierarquias para assim esclare-

cer o comportamento do sistema no modelo q = 3, 4 nas proximidades de T = 0.01 na

distribuição gaussiana. Outro ponto interessante para se estudar em sistemas caóticos, é

o comportamento da correlação, o qual será deixado como um próximo estudo.



APÊNDICE A

GRUPO DE RENORMALIZAÇÃO NO ESPAÇO REAL

Neste apêndice, vamos revisar alguns conceitos básicos dentro da teoria do grupo de

renormalização.

Não existe uma definição exata do que é um grupo de renormalização, mas a idéia

em que está baseado é no fato de que, na criticalidade, as propriedades de um sistema

permanecem invariantes sob uma transformação de escala [55].

Um grupo de renormalização segue dois passos: agrupamento e renormalização [56].

O agrupamento consistirá em dividir a rede em blocos (figura A.1a) e designar um novo

śıtio com um único valor de spin que represente todo o conjunto de spins do bloco tal

que a simetria das redes seja mantida.

Não há uma maneira única para escolher o valor dos spins transformados no agrupa-

mento, por exemplo, pode-se usar a transformação da maioria onde se atribui o valor da

maioria dos spins ao bloco, ou tomar o valor médio dos spins, ou a dizimação na qual

escolhe-se qualquer um spin do bloco e se assume que este representa o comportamento

de todos os demais spins (do bloco), pois se supõe que na criticalidade em média a ori-

entação de um spin de um śıtio do bloco é representativa da orientação do conjunto de

spins do bloco. Se levarmos a cabo o processo de agrupamento numa rede quadrada em

2d como aquela da figura A.1a, vemos que a nova rede será reduzida por um fator b = 2

em cada uma das direções tal que conserve a simetria com a rede original, ou também, a

rede final haverá sido reduzida por um fator total de bd = 4 com respeito à rede original.

Em geral, ao fazer um agrupamento obtém-se uma rede de parâmetro ab:

a→ a(b) = ab,

onde a é a separação entre spins (parâmetro da rede) e b o tamanho do bloco (fator de

agrupamento). Por outro lado, se as distâncias da rede se reescalam de tal forma que a

separação entre os spins seja a, se consegue que o sistema depois do agrupamento seja

isomorfo com o sistema original, desta forma se diz que o sistema foi renormalizado. Se

R é uma distância no espaço real, a distância reduzida r = R/a se transforma como:

r → r(b) =
R

a(b)
= b−1r,

51



GRUPO DE RENORMALIZAÇÃO NO ESPAÇO REAL 52

(a)

b a

(b)

a(b)

(c)

Figura A.1 Esquema de renormalização numa rede quadrada (a) rede inicial; (b) agrupamento;
(c) renormalização.

tal como se apresenta na figura A.1c.

A.0.1 Teoria de blocos de Kadanoff

A teoria de blocos de Kadanoff está baseada na idéia que a regularidade de uma

rede magnética pode se refletir nas estruturas de grande escala dos domı́nios ou ilhas

correlacionadas [56]. Por exemplo, considerando o modelo Ising numa rede quadrada em

2d de N spins, como a rede da figura A.1a, com um hamiltoniano da forma:

H = −K
β

∑

〈i,j〉

SiSj −
h

β

N
∑

i=1

Si, (A.)

onde K = βJ e h = βB, sendo J as constantes de acoplamento, Si os spins na posição

i e B o campo magnético. Seguindo o procedimento de agrupamento descrito acima na

figura A.1b, ou seja, partindo a rede em blocos de tamanho b com b >> 1 vemos que o

número de blocos n resultante é dado por:

n =
N

bd
, (A.)

onde cada bloco tem bd spins. Alem disso, nomearemos a cada célula com o ı́ndice α

(α = 1, 2, 3, ...n) à qual está associado um momento magnético S̃α.

Então, se o sistema está em uma temperatura perto da temperatura cŕıtica, as

seguintes suposições serão válidas:



GRUPO DE RENORMALIZAÇÃO NO ESPAÇO REAL 53

• Cada momento no bloco S̃α se comportará como um momento de śıtio Sj, isto é

para acima ou para baixo. Daqui se segue que o hamiltoniano dos blocos é igual

ao hamiltoniano dos śıtios, mas com valores diferentes de acoplamentos ou campo

magnético. Na verdade, isso é uma aproximação, pois para que os dois sistemas

sejam equivalentes (células e śıtios) devem incluir-se no hamiltoniano de blocos

interações que não estão presentes no hamiltoniano de śıtios. Assim, se partimos de

um hamiltoniano só com interações entre primeiros vizinhos, depois do agrupamento

surgirão interações entre spins de diferentes células, desta forma é melhor considerar

o hamiltoniano inicial de spins o mais geral posśıvel.

• Dado que o hamiltoniano de śıtios e blocos são equivalentes, é de esperar que a

função de partição também o seja, portanto, o potencial de Gibbs se transforma

como

G(θ̃c, h̃) = bdG(θc, h), (A.)

onde θc = T−Tc

Tc
é a temperatura reduzida que é uma variável mais apropriada pois

depende somente de T .

• Finalmente, as relações entre θ̃c, θc e h̃c, hc são

θ̃c = byθc

h̃ = bxh, (A.)

onde x, y estão relacionados com os parâmetros de escalamento por

r =
y

d

p =
x

d
. (A.)

Lembremos que todos os expoentes cŕıticos se podem expressar em termos de r e p.
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 55
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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