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Resumo

Investigamos nesta dissertacdo a introdug¢@o de uma barreira dindmica em diferentes
sistemas fisicos cadticos, a fim de analisar a influéncia que esta barreira causa na dindmica e
topologia destes sistemas. A barreira principal deste estudo € a barreira denominada Toro
Robusto, que nada mais € do que uma curva invariante no espaco de fases em meio a
estruturas de ressonancia, mares de caos, etc. A barreira Toro Robusto bloqueia a difusdo
cadtica no espago de fases associado ao sistema fisico, e causa também uma estabilizagdo em
sua vizinhanca linear. Introduziremos Toros Robustos em vdrios tipos de sistemas dindmicos,
como por exemplo, em uma Hamiltoniana “Toy Model” a fim de entender o seu efeito no
processo de reconexdo ou “overlap” de ressonancias isdcronas. Toros Robustos quebrando a
dimerizacao de cadeias de ressonancia também foram estudados no mapa padrdo “nao-twist”.
O bloqueio da difusdo de Arnold no mapa padrio acoplado também foi mostrado, assim
como, a introducdo de Toros Robustos em sistemas utilizados em fisica de plasmas, como
meio de controle de caos em plasma confinado em Tokamak. Outra barreira apresentada aqui
¢ a barreira do tipo “meander” que surge através do processo de reconexao de ressonancias no
espaco de fases. Introduziremos um novo mapa discreto que chamamos de Mapa padrdo
“ndo-twist” labirintico, que apresenta multiplas regides de barreiras “meanders” por todo o

espaco de fases.



Abstract

We investigated in this work the introduction of a dynamical barrier in different
chaotic physical systems in order to analyze the influence that it causes in the topology and in
the dynamics of them. The main barrier studied here is called Robust Tori which is an
invariant curve in the phase space permeated by resonance structures and chaotic seas. The
Robust Torus barrier blocks the chaotic diffusion in the phase space of the associated physical
system, and it also causes a linear stabilization in its neighborhood. Robust Tori will be
introduced in several types of dynamic systems, such as in a Toy Model Hamiltonian in order
to understand their effect on the reconnection process or overlap of isochronous resonances.
The breakdown of resonance dimerization by Robust Tori was also studied using the non-
twist standard map. The blocking of Arnold diffusion in the coupled standard map was also
shown, as well as the introduction of Robust Tori in relevant models for plasma physics as a
tool for controlling chaos in confined plasmas in Tokamaks. Another barrier, which is
presented here, is the meander barrier that emerges through the reconnection process of
resonances in phase space. We will also introduce a new discrete map, which we call
labyrinthic standard non-twist map that shows multiple regions of meanders barriers around

the phase space.
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CAPITULO 1 - Introduciio 1

1. Introducao

Nos ultimos anos o interesse de vdrias dreas do conhecimento tem se voltado para a
questdo do aparecimento de comportamento cadtico nas solugdes de problemas que
anteriormente pareciam simples e sem relevancia cientifica. Na verdade apesar da palavra
caos ter sido acrescentada ao vocabuldrio cientifico a relativamente pouco tempo, seu
conteudo e existéncia ja eram conhecidos no século passado pelo matematico francés Henri
Poincaré [1.1]. Poincaré conseguiu demonstrar que sistemas muito simples, como uma
particula movendo-se em uma superficie bidimensional, poderiam apresentar movimentos
altamente complexos e instdveis. A instabilidade deste novo tipo de movimento vislumbrado
por Poincaré era tdo intensa que duas trajetérias que comecassem muito proximas se
afastariam uma da outra de forma exponencialmente rdpida. Na prética este tipo de
instabilidade leva a imprevisibilidade do comportamento do sistema para tempos longos. Isso
acaba ocorrendo porque qualquer erro ou incerteza que tenhamos sobre as condi¢des iniciais
acaba se propagando rapidamente de tal forma que, depois de certo intervalo de tempo, nio
possamos mais dizer qual o estado do sistema. Esta perda rdpida de informacdo é oque

caracteriza oque chamamos de caos deterministico [1.2].
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1.1 Equacoes de Hamilton

Considere um sistema cldssico com N graus de liberdade e ¢,(i =1....,N) sendo as

coordenadas de posicdo das particulas do sistema. Na formulacdo cldssica (Newtoniana)
descrita acima, as equagdes que governam a evolugdo temporal do sistema constituem um

conjunto de equagdes diferenciais ordindrias de segunda ordem para as posicoes ¢, .

Na formula¢cdo Hamiltoniana da mecanica cldssica o estado do sistema é caracterizado

ndo somente pelas posi¢cdes ¢g;, mas também pelos seus momenta p,, ou seja, € determinado
. d
pelas coordenadas no espago de fases de dimensdo 2N com N-cordenadas q =(q,,...,q,) €

N
N-momenta p = (p,,...,py). A evolucdo temporal do sistema € governada por um conjunto

de 2N equacgdes diferenciais ordinérias de primeira ordem no tempo ¢:

dg; _oH dp, _ OH

L T N 1.1
dt  dp, dt 9, ( ) (D
conhecidas como equagdes de Hamilton, e governadas somente por uma equagdo escalar:

H =H(q, p,t) conhecida como fun¢do de Hamilton, ou Hamiltoniana. As varidveis p, e g,
sdo respectivamente os momenta e as posicdes das particulas e o tempo ¢t € uma varidvel
independente. Qualquer par de varidveis p e g cuja evolugdo temporal € dada por uma

equacdo da forma (1.1), é dito par candnico.

As equagdes de Hamilton (1.1) com condigdes iniciais ¢ =(g\”,....q\') e
' =(p,..., py) no instante =0 tém solugdo tnica:
D =q,,q0 s q®, p® . p©)
q q;\1,4, dy > D Py 1.2)

p; (1) = p, (t,ql(o),...,q,(\?),pfo),...,p,(\?))

com (i=1,...,N).
Geometricamente, as trajetdrias (1.2) podem ser interpretadas como um fluxo de um

fluido de dimensdo 2N no espaco de fases. O campo de velocidade v deste fluxo €
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- . . . .

V=(q,sqy>P;»Py). Veremos abaixo que este fluxo preserva algumas integrais de

movimento que sdo muito importantes para a constru¢cao de mapas discretos.

1.2 Integrais de movimento

Uma fun¢do F = F(q, p,t) é chamada de integral de movimento se ela ndo muda seus

valores iniciais durante a evolucdo temporal do sistema. As integrais de movimento (ou
constantes de movimento) sdo muito importantes para o estudo de evolugdo dos sistemas
Hamiltonianos. Usando as equacdes Hamiltonianas (1.1) a integral de movimento pode ser

formalmente escrita como

daF _F

o= P HE=0 (1.3)

Onde a notagdo {F,®} define os parénteses de Poisson
L OF 0& JF 0P
{F,cb}zz[—————j (1.4)

Se a Hamiltoniana H ndo apresenta dependéncia explicita no tempo ¢ (sistemas
autbnomos), ou seja, H =H(q,,....qy,P\»-»Py). Segue-se da equagdo (1.3) que
(dH /dr)=0. Visto que (0H/0dt)=0 ¢ {H,H}=0, entdo a energia do sistema é uma

integral de movimento, H = E = constante, € o sistema € dito conservativo.

Sistemas Hamiltonianos que apresentam dependéncia explicita no tempo, porém, esta
dependéncia em ¢ ¢ uma dependéncia periddica, também sdo considerados sistemas

autdnomos, pois a cada periodo T a energia total do sistema retorna ao mesmo valor inicial:
H =H i (@5 Qy> Pysees Py -1 0) = H 1 (Gy5es Gy s Pysees Py »1(0) +T) , entdo a energia de
um sistema Hamiltoniano com dependéncia temporal periddica continua sendo uma integral

de movimento [2.1].

Outra propriedade de fluxos Hamiltonianos vem da sua similaridade com um “fluido
incompressivel”: um volume arbitrdrio de um elemento do fluido € mantido constante durante

0 movimento, ou seja,
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— (=0 (1.5)

€ satisfeito para as equagdes candnicas (1.1) com uma Hamiltoniana arbitraria H = H(q, p,t)

q com dependéncia temporal periddica, para sistemas conservativos. A

A
50 . o -
® propriedade (1.5) de fluxos Hamiltonianos nos leva a conservagido de

qualquer volume fechado Q(r) do espaco de fases, ou seja,

3(0) >p V= qul...qudpl...de = const
Q(r)
(1.6)

Isto € a base do “Teorema de Liouville” que diz que a forma de () pode ser
deformada durante o movimento, mas o volume encerrado permanece constante. Da equacio

(1.6) segue que o Jacobiano da transformagéo do estado inicial P, =(q\”,....q¢, p” ... p)

para o estado final de coordenadas P = (g, (t),....q (£), p,(?),...., py (2)) é:

e 10(g, (1), 0, (1), P, (D),cc. p (D)
94" g O P

=1 (1.7)

A propriedade de sistemas Hamiltonianos dada pelo Teorema de Liouville (1.6) e (1.7)
constitui uma das invariantes de movimento. Pode-se existir tantas invariantes de movimento

quantos graus de liberdade existir no sistema.

A transformagdo P, — P ¢é chamada de mapeamento simplético, pois ela conserva as

estruturas simpléticas (estruturas de volume €(¢)) do sistema juntamente com a propriedade

(1.7) [2.1]. Qualquer mapeamento discreto resultante de sistemas Hamiltonianos

conservativos sdo mapeamentos simpléticos [2.16].

1.3 Variaveis de Angulo-Acdo e Seccio de Poincaré
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Considere um sistema Hamiltoniano autdbnomo de dois graus de liberdade. Se este

sistema for integrdvel, a sua Hamiltoniana H pode, em principio, ser escrita nas varidveis de

acdo-angulo (/,,1,,6,,6,) naforma
H(,,l,)=E ou H(,,1,,6)=E (1.8)

Sendo a energia E a primeira integral de movimento do sistema e a dimensio do espago de
fases € reduzida de quatro para duas ou trés. A existéncia de uma segunda integral confina a
dindmica em um toro bidimensional. Sobre o toro, o movimento angular pode ser

parametrizado pelas freqii€ncias associadas a cada grau de liberdade (@,,®,):

6, =awt+6, e 0, =w,t+06, (1.9)

inicial inicial

Sendo que as freqiiéncias podem possuir dependéncia funcional das varidveis de acdo:
@, ,=w,(,,1,). A dindmica sobre o toro pode ser descrita assumindo-se que um dos pares

de varidveis acdo-angulo, digamos (/,,6,), descreva uma secdo transversal do toro, sendo /; 0
raio da secdo e 6; o angulo que descreve seu arco. O par restante (/,,6,) descreve o anel

formado pelo toro. Esta dindmica pode ser vista na Figura 1.1.

Figura 1.1 — Toro bidimensional e suas coordenadas (1,,1,,6,,6,) .

Define-se entdo a Sec¢do de Poincaré sobre o toro como sendo o conjunto de

intersec¢des do fluxo Hamiltoniano com a sec¢@o (/,6,) realizada a cada volta completa do

fluxo ao redor do anel, que se dd ao tempo (27/@,) assim como mostra a Figura 1.2.
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Figura 1.2 — Visualizacdo esquemcdtica de uma Seccdo de Poincaré: sucessivas intersecgoes

de uma orbita com uma superficie pré-definida.

1.4 Dinamica de sistemas nao perturbados

Fixada a energia E, por meio de (1.8) podemos escrever I, =1,(E,1I,). Dessa forma, a

evolucdo discreta do fluxo Hamiltoniano sobre a sec¢do pode ser descrita por meio do

seguinte mapa

I. =1
n+l n (1 10)
6 = 911 + a(1n+l)

n+l

para o qual a(/)=27(w, / w,) é chamado niimero de rotagdo e o indice n define a evolucio
temporal do fluxo a cada interseccdo. Se o nimero de rotacdo «(/) é uma funcio
monotdnica, o sistema (1.10) € definido na literatura como mapa “twist” [2.2]. Se a([) for

uma func¢io ndo monotdnica, 0 mapeamento € dito “ndo-twist” e serd discutido em detalhes no

préximo capitulo.

Para freqiiéncias comensurdveis, ou seja, (@, / @,)=(r/s)com r e s inteiros, o fluxo
retorna ao seu valor inicial a cada s itera¢des resultando num ponto fixo de periodo s para
(1.10), este toro € chamado de roro racional. A seccdo circular € entdo marcada sempre no
mesmo conjunto de s pontos, e € preenchida por 6rbitas periddicas. No caso das freqii€ncias
incomensurdveis, ou seja, (@, /a®,) =irracional, no limite n — oo, o fluxo Hamiltoniano
cobre o toro densamente resultando numa seccfo circular preenchida. Este toro é chamado
toro irracional, e é preenchido por uma unica Orbita aberta. As situagdes acima ficam mais

claras olhando-se para a figura 1.3 para os dois casos (a) Toro racional e (b) Toro irracional.
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4
4
7 »
3,10

(a) (b)

Figura 1.3 — llustracdo para diferenciar (a) Toro racional com (r/s)=(2/7) (b) Toro

irracional sendo densamente preenchido pelo fluxo Hamiltoniano.

Essas caracteristicas do fluxo sobre a sec¢@o sdo freqiilentemente utilizadas como forte
indicio numérico de integrabilidade (ou ndo) de sistemas com dois graus de liberdade. A
comensurabilidade das freqiiéncias desempenha um papel fundamental na teoria de

perturbagdes de sistemas integraveis que veremos na secao seguinte.

1.5 Dinamica de sistemas perturbados

Podemos considerar agora a perturbacdo do sistema integravel (1.8) por meio da

adi¢do de uma fungdo periddica das varidveis de angulos (6,,6,):
H,1,,6,,6,)=H,1,,1,)+eH,,,1,,6,,6,) (1.11)

onde Hy é chamada Hamiltoniana ndo perturbada, H; é chamada Hamiltoniana perturbada e o
parametro ¢ controla a amplitude da perturbagdo. Assume-se que a parte perturbativa

¢H,(,,1,,6,,6,) deve ser pequena comparada a H(/,,1,), portanto o parametro ¢ << /

[2.3].

Existe um teorema chamado teorema da perturbagcdo de Poincaré-Birkhoff [2.2] que
afirma que, quando perturbamos um sistema integravel os toros racionais, antes cobertos por
orbitas periddicas, sdo gradativamente substituidos por um ndmero finito e par de Orbitas
periddicas, metade estdvel e metade instidvel. Esta idéia fica mais evidente quando se olha

para a ilustragdo da figura 1.4 abaixo:
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2,7
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Figura 1.4 — (a) Ressondncia (r/s)=(2/5), mostrando as primeiras sete intersecgoes de
uma trajetoria qualquer com uma secgdo de Poincaré: a curva que se forma, se ligarmos os
pontos, estd contida num toro racional. (b) Apos a introducdo do termo perturbativo, a
mesma curva que se formaria se ligdssemos os pontos em (a), foi perturbada, dando origem a

cinco pontos estdveis (pontos elipticos) e cinco pontos instdveis (pontos hiperbdlicos).

Uma perturbacdo que destréi um toro racional também modifica toda a vizinhanca
deste toro, destruindo também os toros irracionais muito proximos. Surge entdo uma questao
importante: se todo toro irracional tem um toro racional préximo dele, e se todo toro racional
destruido leva consigo uma vizinhanca de toros irracionais, serd que alguns toros irracionais
sobrevivem a perturbacdo ou serd que sdo todos destruidos e o movimento € totalmente
alterado? Para responder esta pergunta € necessario entender o significado de toro destruido:
antes de ligar a perturbagdo, uma 6rbita passeia pelo espaco de fases e fura sucessivamente a
secdo de Poincaré de tal forma que os pontos na secdo caem sobre uma curva assim como foi
visto na figura 1.3. A propagacdo deste circulo pelo espaco de fases gera o toro. Dizer que, ao
ligar a perturbagdo, o toro € destruido, quer dizer que a trajetéria ndo se propaga mais sobre
esta superficie toroidal, mas ocupa um pequeno volume em torno do antigo toro, como
ilustrado na figura 1.5 abaixo. A seqii€ncia de intersec¢des forma agora um padrdo irregular,

ou seja, um padrao cadtico.

Figura 1.5 — Exemplo de segcdo de Poincaré mostrando orbitas sobre toros e orbitas cadticas.
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Sabemos que sé os toros irracionais t&ém chance de sobreviver, jd que os racionais se
quebram de acordo com o teorema de Poincaré-Birkhoff, porém, qual a porcentagem de toros
irracionais que sobrevivem a perturbacdo? A resposta a essa questdo é dada pelo teorema
KAM (Kolmogorov, Arnold e Moser) [2.2]. Esse teorema garante que a maioria dos toros
irracionais sobrevive para uma pequena perturbacdo e na medida em que a intensidade da
perturbacdo aumenta mais e mais toros irracionais sdo destruidos dando lugar a Orbitas
cadticas, até que o ultimo toro irracional é também destruido. Neste momento, cessa a
validade do teorema KAM. A discuss@o pode ser estendida para a teoria dos niimeros,
discutiremos brevemente a respeito no Capitulo 3 desta dissertacdo. Mais detalhes podem ser
encontrados nos trabalhos de Berry [2.4] e Keating [2.5]. A intencdo desta dissertacdo de
mestrado € introduzir barreiras dindmicas em diferentes sistemas fisicos cadticos, a fim de
analisar a influéncias que estas barreiras causam na dinadmica destes sistemas. A barreira
principal deste estudo € a barreira denominada Toro Robusto, que nada mais é que uma curva
estdvel (curva invariante) no espaco de fases em meio a cadeias de ressonincia, mares de
caos, estruturas perturbadas etc. A barreira Toro Robusto bloqueia a difusdo cadtica no espaco
de fases associado ao sistema fisico, e causa também uma estabilizacdo em sua vizinhanga
linear sendo de grande importdncia para sistemas que modelam a dindmica de linhas de

campo magnéticas em plasmas confinados em Tokamaks [4.15, 4.24, 4.25, 4.46, 4.48].

Outra barreira apresentada aqui € a barreira do tipo “meander” que surge através do
processo de reconexdo de ressondncias no espago de fases. Introduziremos um novo mapa
discreto que chamamos de mapa padrdo “ndo-twist” labirintico, que apresenta mdltiplas

regides de barreiras “meanders” por todo o espago de fases [3.10].

Esta dissertagdo divide-se em cinco capitulos. No capitulo 2 faremos uma abordagem
sobre a obtencdo de mapas discretos para sistemas Hamiltonianos que é uma ferramenta
poderosa para o estudo de sistemas dindmicos, pois trabalhar com mapas discretos significa
diminuir o tempo computacional gasto com integradores numéricos. Abordaremos o conceito
de mapas estroboscépicos que foram introduzidos pelo matematico Henri Poincaré [1.1] e que

substituem a dindmica de um sistema continuo por um sistema discreto.

No capitulo 3 abordaremos sobre as curvas “meanders” que surgem através do
processo de reconexdo (ou overlap) de cadeias de ressondncia, processo este que ocorre
apenas em mapas ‘“nao-twist” e em Hamiltonianas que ndo satisfazem a condi¢do de nao-

degenerescéncia. Estas curvas “meanders” formadas por este processo jogam o papel de
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barreiras (totais ou parciais) para o transporte cadtico no espago de fases. Ao final do capitulo
3 introduziremos uma modificacio do mapa padrio “ndo-twist” que denominamos mapa
D
padrdo “ndo-twist” labirintico, que apresenta multiplos processos de reconexdo de cadeias,
portanto apresenta multiplas barreiras de transporte, sendo de grande importancia para

sistemas modelados com caracteristicas ‘“nao-twist”.

As barreiras do tipo Toros Robustos sdo estudadas no capitulo 4, barreiras estas
formadas em sistemas Hamiltonianos, que se mantém intactas a perturbagdes genéricas,
constituindo assim uma eficiente barreira que bloqueia totalmente o transporte cadtico no
espaco de fases. Aplicaremos Toros Robustos em vdrios tipos de sistemas dindmicos, como
por exemplo, em uma Hamiltoniana Toy Model a fim de entender o seu efeito no processo de
reconexdo (“overlap”) de ressonéncias isécronas. Toros Robustos quebrando a dimerizacio de
cadeias de ressondncia também serdo estudados no mapa padrdo “ndo-twist”. O bloqueio da
difusdao de Arnold no mapa padrdao acoplado também serd mostrado neste capitulo, assim
como, a aplicacdo de Toros Robustos em sistemas utilizados em fisica de plasmas, como meio

de controle de caos em plasmas confinados em Tokamaks.

As conclusdes sobre este trabalho assim como as consideragdes finais e expectativas

futuras encontram-se no capitulo 5.
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2. Mapeamento discreto para sistemas

Hamiltonianos

A obtencdo de mapas discretos para sistemas Hamiltonianos é uma ferramenta
poderosa para o estudo de sistemas dinamicos. Trabalhar com mapas discretos significa

diminuir o tempo computacional gasto com integradores numéricos.

Mapas estroboscdpicos introduzidos pelo matematico Henri Poincaré substituem
a dindmica de um sistema continuo por um sistema discreto. Eles nos permitem
visualizar a dindmica do sistema em certas se¢des (se¢des de Poincaré) do espacgo de
fases e entdo nos mostram o comportamento global do sistema. Muitos conceitos e
sistemas continuos se tornam mais claros quando sdo formulados através de mapas de

Poincaré.
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2.1 Método de discretizacao de fluxos por funcoes delta

O estudo do fluxo Hamiltoniano continuo por meio de sec¢des de Poincaré
implica necessariamente num processo de discretizagdao temporal dessa dindmica. Essa
discretizacdo pode ser construida de forma numérica ou, em certos casos, de forma
analitica. Um dos exemplos mais ilustrativos de discretizagdo analitica de sistemas
Hamiltonianos é a obteng@o de mapas simpléticos para sistemas regulares influenciados
por perturbagdes temporalmente periddicas [2.3, 2.7, 2.8, 2.9]. A perturbacdo H; de um
Hamiltoniana para esse tipo de influéncia pode ser escrita na forma abaixo, na qual a

perturbagdo depende de uma soma de fungdes delta,

27 & 2
H,(1,6,1) ~ F(I,G)Eﬂ 3 §(t—k§) @1

k=—oco
Entdo as equac¢des do movimento perturbado para a Hamiltoniana
H(I1,6,t)=H,(I)+¢€H,(1,6,1) (2.2)
sdo as seguintes:

* df@ oH OJH oH > 27
G or o g D )kzz_m =k

}_g__aH_ oH

> 27
=—=———=-—L=¢f(1,0 ot—k—
i~ ag Cag TTUOL Sk

2.3)

Onde a(I)=(dH,/ddl) é o chamado niimero de rotagdo que mencionamos na se¢ao

2.4, e as funcdes f{(1,0) e g(1,6) sdo as denominadas fungdes de perturbacdo.

O Teorema de Liouville’s nos diz que para sistemas conservativos o volume de

uma estrutura no espaco de fases é conservado com o decorrer do tempo, assim como

foi visto no capitulo 2, algebricamente este fato é descrito por V.V=0, que quer dizer
que a divergéncia do vetor velocidade € nula. Esta condi¢do para um fluxo nos garante

L 0f(,6) _ 9g(.6)
oo 28

que

Com a adi¢@o da perturbagado do tipo (2.1) num sistema integravel Hy formou-se
o sistema perturbado (2.2). Portanto o mapa “twist” dado pela equacdo (2.10) serd

modificado para a forma geral:
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In+1 = In +éf(ln+l’9n)

2.4)
0.,=0 +ol,)+el

6,)

n+l?

Um exemplo deste tipo de discretizacdo pode ser visto no Mapa Padrdo (ou
mapa de Chirikov-Taylor) que mapeia a dindmica de um ‘rotor chutado’ ou ‘kicked

rotor’ em inglés. A Hamiltoniana que dd origem ao Mapa padrao € a seguinte,

2 oo
H(I1,6.1)= % +ecos(@) D 8 —n) (2.5)

n=—oco

Sendo suas equagdes de movimento

.,
R @9
S =esin@) Y St -k
Z in( )kz; ( Q)

Portanto suas fungdes de perturbacido sdo: f(/,0)=sin(d) e g(I,6)=0, e o mapa
discreto associado se torna:
=1, +é&sin(8,)

1
n+l 2.7)
6 = 911 + In+1

n+l

O mapa acima foi utilizado por Chirikov [2.3] e Greene [2.6] para o estudo de transi¢do

entre dindmica regular e cadtica por meio do parametro de perturbacio e.

O método de discretizagdo por meio de funcdes delta é utilizado por varios
autores, porém este método nos dd uma aproximacao do fluxo continuo por meio de um
fluxo discreto. Esta aproximagdo € bastante precisa como podemos ver nas publicacdes
de Mendonga [2.9], Abdullaev et al. [2.10] e Da Silva et al. [2.11, 2.12, 2.13 ¢ 2.14]. O
livro de S. Abdullaev citado na referéncia [2.15] traz mais detalhes sobre este tipo de

discretizagdo.
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3. Reconexao, Curvas ‘“Meanders” e Mapa
Padrao “Nao-Twist” Labirintico

Neste capitulo discutiremos sobre as curvas “meanders” que surgem através do
processo de reconexdo (ou “overlap”) de cadeias de ressonancia. Este processo ocorre
apenas em mapas ‘“ndo-twist” e em Hamiltonianas que nado satisfazem a condicdo de
ndo-degenerescéncia. As curvas “meanders” formadas por este processo jogam o papel
de barreiras para o transporte cadtico no espaco de fases. Em seguida, introduziremos
uma modificacdo do mapa padrio “ndo-twist” que denominamos mapa padrdo “ndo-
twist” labirintico. Esse mapa labirintico proposto por nds apresenta multiplos processos
de reconex@o de cadeias, portanto apresenta multiplas barreiras de transporte, sendo de

grande importancia para sistemas modelados com caracteristicas “nao-twist”.
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3.1 O mapa padrao “nao-twist”

A Hamiltoniana que da origem ao mapa padrdo “nédo-twist” é a seguinte:

3 )
H(x,y,1) :a(y—y?J—%cos(Zﬂx)Zé'(t—n) (3.1)

n=—oco

onde a e b sdo pardmetros do sistema. Como a perturbagdo contém um somatério de
funcdes delta podemos aplicar o método de discretizagc@o definido no capitulo anterior.

As equagdes de movimento sdo dadas por,

o (3.2)
Y — psinw) Y 8- n)

dt fdt

Que apds discretizadas nos ddo o mapa padrdo “ndo-twist” introduzido na referéncia

[3.1]

2
xn+1 = xn + a(l_ yn+l)

. (3.3)
yn+1 = yn _bSIH(zmn)

onde a e b sdo nimeros reais. A aplicacdo do tipo ‘padrdo’ apresentada aqui € definida sobre
um cilindro {(x, y)} onde x € o angulo longitudinal no cilindro, com periodo igual 4 /. A varidvel

¥, que pertence aos reais, € a altura do cilindro.

Chamamos de ponto fixo, todo o conjunto (x, y) de pontos que faz as iteracdes
do mapa discreto (3.3) sempre retornarem ao seu valor inicial:
'xn+1 = xn (34)
yn+1 = yn

Estes pontos fixos sdo definidos em instiveis e estdveis em sistemas
conservativos, como este que estamos estudando, os inicos pontos instiveis e estaveis

do sistema s@o caracterizados por:

Ponto fixo estdvel = Ponto onde as curvas em sua vizinhanga se contorcem em forma de

elipses.

Ponto fixo instdvel = Ponto onde as curvas em sua vizinhanca se contorcem em forma

de hipérboles.
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O ponto fixo instdvel apresenta duas direcdes,

'\ chamadas de variedades, assim como estd presente na

ilustracdo ao lado, uma variedade é chamada variedade
instavel (vermelha) e a outra variedade é chamada

variedade estdvel (verde). A juncdo das variedades

instdveis e estiveis do ponto fixo hiperbdlico ¢é
denominada separatriz, e seu formato no espago de fases lembra o formato do nimero
oito. Sistemas dissipativos, apresentam outros tipos de pontos fixos, porém, este tipo de
sistema ndo serd abordado nesta dissertacdo de mestrado. Mais detalhes sobre sistemas

dindmicos podem ser encontrados na referencia [2.2].
O mapa discreto da equagéo (3.3) ndo obedece a condigdo “twist” [2.2]:

o
xn+l + 0 (35)

dy,

1

a condicdo “twist” acima garante que a freqii€éncia dos toros invariantes, que sdo as
curvas x=constante, varia monotonicamente com a variavel y [3.1]. Por outro lado, uma
violagdo local da condigdo “twist”, implica na existéncia de um toro com uma
freqii€ncia mdxima ou com uma freqii€ncia minima, o chamado “toro shearless” ou, em
portugués, “toro sem cisalhamento” [3.7]. Discutiremos um pouco mais de sua

importancia na dindmica do espaco de fases ao final desta secao.

Mapas que ndo obedecem a condi¢do “twist” da equacgdo (3.5) s@o chamados
mapas “ndo-twist”, um dos mais simples e mais estudados presentes na literatura é o

mapa padrdo “ndo-twist” da equagdo (3.3).

Mapas ‘“ndo-twist” descrevem vdrios tipos de sistemas fisicos como, por
exemplo, linhas de campo magnéticas em plasmas de fusio confinados em tokamaks
[3.2, 3.3]. Além de sua importincia fisica, mapas “nao-twist” s@o matematicamente
interessantes, pois teoremas importantes como o teorema KAM e o teorema de
Poincaré-Birkhoff ndo sdo satisfeitos em torno da regido onde a equacgdo (3.5) se anula
[3.5, 3.6 e 3.7], no caso do mapa padrao “nao-twist” a condicdo (3.5) é violada ao redor

de uma curva chamada curva ndo monotonica [3.8, 3.9].

A figura 3.1 mostra a reconexdo das separatrizes das duas cadeias, ou seja, as
duas separatrizes se tornam uma. Encontramos na figura 3.1(a) duas cadeias cada uma

com um ponto hiperbélico e um ponto eliptico. Conforme diminuimos a, as cadeias vao
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se aproximando até o momento da reconexdo (ou “overlap”), em seguida as duas
cadeias se tornam dimerizadas (ou reconectadas) como mostra a figura 3.1(b). Estas
cadeias dimerizadas apresentam curvas que circulam todas as ilhas, estas curvas sdo
chamadas “curvas meanders” e serdo a base para a formacgdo de barreiras ao transporte
no espaco de fases quando aumentarmos o padrio caético do sistema [3.6]. Diminuindo
o valor do parametro de controle a, os pontos fixos com os mesmos valores de x e com
valores opostos de y coincidem, isto é, os pontos fixos coalescem (colisao entre um
ponto hiperbélico e um eliptico), e isto define uma bifurcag¢do no espago de fases, assim
como mostra a figura 3.1(c). Por fim, ndo hd mais cadeias centrais de ilhas para a < I,

as duas cadeias se aniquilaram e a situacdo € mostrada na figura 3.1(d).

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.1 — Processo de reconexdo-colisdo no mapa padrdo “ndo-twist” para (a)

a=1.05668, b=0.055 (b) a=1.04, b=0.055 (c¢) a=1, b=0.055 (d) a=0,98, b=0,055

2

Outro regime caracteristico do mapa padrdo “ndo-twist” € encontrado com a

variag@o dos dois pardmetros a e b. A figura 3.2(a) mostra o mapa para a=0.4 e b=0.5.
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Com a mudanca de a e b, surgem grandes regides onde o caos domina acima e abaixo
de curvas invariantes (curvas “meanders”) restantes apds a reconexdo relatada nos

comentdrios da figura 3.1. Nas regides cadticas encontram-se imersas algumas ilhas.

Com a=0.4 aumentamos b para b=0.89, um pouco menor do que o necessirio
para romper a dltima curva “meander” como mostra a figura 3.2(b), o caos domina a

maior parte do espaco de fases, porém algumas ilhas ainda podem ser observadas.

O valor critico de b foi encontrado aproximadamente para b=0.899 relatado na
referéncia [3.4], entretanto, como ha dois pardmetros que controlam o sistema, este
valor critico de b estd associado a um valor critico de a. A tltima curva “meander” a ser
destruida é uma curva diferenciada, da-se a ela o nome de Toro Shearless ou Curva
Shearless, como ja definida anteriormente, o toro shearless s6 existe para alguns pares
de parametros a e b [3.5]. Na verdade os pares de pardmetros criticos que ddo origem ao
toro shearless seguem um comportamento fractal [3.6], oque resulta em infinitos valores
criticos dos pardmetros. Mais detalhes numéricos e analiticos podem ser encontrados

nas referencias [3.5], [3.6] e [3.7].

Variando ainda mais a e b, podemos obter a figura 3.2(c) que mostra, apds a
quebra da curva shearless, uma regido central de concentracdo de pontos remanescentes.
A zona central desaparece com o aumento de b e a diminui¢do de a, como mostra a
figura 3.2(d). Aparentemente o caos domina uniformemente o espago de fases, porém
estudos de outros autores [3.4] apontam a existéncia de estruturas remanescentes do toro
shearless destruido que separa (ndo totalmente) os pontos inicialmente acima e abaixo

desta zona.

(a) (b)
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(c) (d)

Figura 3.2 — Modelos de comportamento do mapa padrdo “ndo-twist” para (a) a=0.4,

b=0.5 (b) a=0. 4, b=0.89 (c¢) a=0,3978873577, b=1 (d) a=0,3060671983, b=1,3

3.2 O mapa padrao ‘“nao-twist’”’ labirintico

Vamos agora introduzir outra perturbacdo na Hamiltoniana (3.1) com uma

modificacdo especial no argumento do cosseno.

3 oo oo
H(x,y,t)=a y—y? —%cos(Zﬂx)Zé‘(r—n)—ﬂz%cos(?ﬂmc)z&(t—n) (3.6)

n=—oo n=—oo

As equagdes de movimento sdo dadas por,

oo o (3.7
% =—bsin(27mx) Y 8(t —n) —bsin(n2mx) D 5(t —n)

n=—co n=—oo
Apds a discretizagdo do sistema acima introduzimos um mapa com
caracteristicas interessantes do ponto de vista dinamico e talvez, de futuras aplicacdes.
O mapa abaixo € denominado mapa padrdo “ndo-twist” labirintico:
x . =x +al—-y2)
n+l = “n Vs

‘ - (3.8)
Yput =Y, —bsin(27x,) —bsin(n27x,)

onde os pardmetros a, b # sdo nimeros reais. A aplica¢do do tipo ‘padrdo’ apresentada aqui €
definida sobre um cilindro {(x, y)} onde x € o dngulo longitudinal no cilindro, com periodo igual

a 1. A varidvel y, que pertence aos reais, € a altura do cilindro.
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O novo parametro # juntamente com a nova perturbacgio adicionada, introduz um efeito
topolégico diferente e interessante. Ele € o responsédvel pela multiplicacdo do nimero de pontos

fixos das cadeias de ilha principais.

04 T T T 04 T T T

03 03

(a)

-0.3 -0,3

0.4 T T T T 0.4 T T T T
0,0 0,2 04 0,6 08 1,0 0,0 0.2 04 06 08 1,0

(© (d)

Figura 3.3 — Bifurcagées do mapa padrdo “ndo-twist” labirintico com a=1.006 e

b=0.001 para (a) n=1I (b) =2 (c) n=3 (d) n=4

A figura 3.3 mostra o espago de fases para o mapa padrdo “ndo-twist” labirintico da
equagdo (3.8) para diferentes valores do pardmetro #. A figura 3.3(a) mostra a dindmica do
conhecido mapa padrio “ndo-twist”, visto que #=1. As duas cadeias estdo dimerizadas com um
ponto hiperbdlico e um ponto eliptico cada uma, dividindo a mesma separatriz. A figura 3.3(b)
mostra a primeira bifurca¢do causada pelo novo pardmetro #, os pontos fixos localizados no
meio do eixo x bifurcam. O ponto fixo eliptico da cadeia de cima se bifurca em um hiperbdlico e
dois elipticos e o inverso acontece para a cadeia de baixo, o ponto fixo hiperbélico bifurca em
um eliptico e dois hiperbdlicos. O nimero de pontos fixos elipticos em cada estrutura € igual ao

valor do pardmetro #, o mesmo acontece para o nimero de pontos fixos hiperbélicos.
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Conforme aumentamos o pardmetro 7, os mesmos tipos de bifurcacdes vao
acontecendo, sempre para os pontos fixos localizados no meio do eixo x, assim como podemos

ver nas figuras 3.3(c) e 3.3(d).

3.3 Reconexao e Curvas “Meanders’” no Mapa Padrao
“Nao-Twist” Labirintico

Como j4 abordado na se¢do 3.1 a reconexdo de cadeias de ilhas, que acontecem apenas
.~ M 9 ~ . (3 2 : 3
em mapas “ndo-twist”, ddao origem a curvas “meanders” que podem ser vistas circulando as

ilhas das cadeias dimerizadas.

Para a figura 3.4 a baixo, foram fixados os valores =4 e a=1.006. Como podemos ver
na figura 3.4(a) existem duas estruturas diferentes. Aumentando o pardmetro responsavel pela
amplitude da perturbacdo b, estas duas estruturas comeg¢am a se aproximar e entdo na figura
3.4(b) ocorre a primeira reconexdo e também algumas curvas “meanders” em azul causadas por
ela. A figura 3.4(c) mostra a segunda reconexdo e as curvas “meanders” em vermelho
resultantes. O mesmo ocorre para a figura 3.4(d), a dltima reconexdo acontece e algumas curvas

“meanders” em verde sao mostradas.

Olhando para a estrutura das diferentes curvas “meanders”, C. Simd na referéncia [3.8]
prop0s para elas o nome ‘curvas labirinticas’. Fazendo referéncia a caminhos formados em um
labirinto onde as paredes deste labirinto seriam as variedades dos pontos hiperbélicos. O mapa
da equacdo (3.8) pode apresentar varias curvas labirinticas dai vem a inspirag¢@o para o nome do

sistema discreto: Mapa Padrdo “Ndo-Twist” Labirintico.

Na figura 3.4 o parametro b foi aumentado suavemente somente para o propdsito de
mostrar a formagdo das curvas “meanders”, e o caos ao redor dos pontos fixos hiperbdlicos é

muito fraco para ser notado.

Podemos perceber que o nimero de regides com curvas “meanders” € igual 4 (»-1). No
caso da figura 3.4(d), portanto, existem trés regides com cores diferentes representando trés

diferentes regides com curvas “meanders”, visto que o pardmetro usado foi #=4.
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(a) (b)

0,20 4 -

(©) (d)

Figura 3.4 — “Meanders” causadas por reconexdes no mapa padrdo “ndo-twist”

labirintico com n=4 e a=1.006 para (a) b=0.001 (b) b=0.002 (c) b=0.003 (d) b=0.004

Os autores A. Wurm, A. Apte e P.J. Morrison mostraram na referéncia [3.9] que a
regido das “meanders” contém pontos fixos que podem sofrer reconexdo e colisdo, eles
provaram numérica e analiticamente que os processos de reconexdo acontecem localmente
dentro da regido das “meanders” e chamaram estas reconexdes de ‘reconexdo de ordem dois’.
Conforme aumentamos a estocasticidade do sistema outras reconexdes vao ocorrendo nas
mesmas estruturas ‘“meanders” e a ordem vai aumentando também, ‘reconexido de ordem trés’,
‘reconexdo de ordem quatro’, e assim sucessivamente. Estas reconexdes das curvas “meanders”
fazem com que elas adquiram uma aparéncia rugosa, e para elas dd-se o nome de ‘curvas

“meanders” aninhadas’.

Como podemos ver, existem duas estruturas na figura 3.5(a), duas cadeias ainda ndo
reconectadas. Na figura 3.5(b) acontece a primeira reconexao e na figura 3.5(c) a segunda assim
como foi mostrado na discussdo sobre as figuras 3.4. A figura 3.5(d) mostra o cendrio
intermedidrio antes da ultima reconexdo e finalmente na figura 3.5(e) a terceira e ultima

reconexdo acontece. Agora existem trés regides com curvas “meanders” e conforme
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aumentamos o pardmetro de perturbacdo b, estas curvas “meanders” se tornam curvas
“meanders” aninhadas e estas curvas agora fazem o papel de barreiras de transporte dividindo
(completamente ou parcialmente) trés regides diferentes no espaco de fases assim como mostra
a figura 3.5(f). Cada regido com curvas “meanders” aninhadas tem suas proprias caracteristicas,
por exemplo, as “meanders” criadas pela primeira reconexd@o (curvas em azul na figura 3.4(d))
s@o as primeiras a se quebrarem com o aumento do parametro b, enquanto que as “meanders”

nas outras duas regides (curvas em verde e vermelho na figura 3.4(d)) continuam existindo.

(a)

(©)

(e)

04

03

04

0,0

04 T T T

0,3

0.4 T T T T
0,0 0,2 04 0,6 08 1,0

(b)

(d)
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Figura 3.5 — Caos criando curvas “meanders” aninhadas no mapa padrdo “ndo-twist”
labirintico com n=4 e a=1.006 para (a) b=0.001 (b) b=0.002 (c) b=0.003 (d) b=0.004 (e)
b=0.015 (f) b=0.028

O parametro # na equagdo (3.8) introduz tantas barreiras quanto se deseja e esta € a
principal importancia do mapa padrdo “ndo-twist” labirintico. A criagdo de barreiras para o
transporte é um assunto importante para varios problemas fisicos como, por exemplo, em fisica

de plasmas como mostram as referéncias [2.11, 2.12, 2.13 e 2.14].

Uma vez que as curvas “meanders” fazem o papel de uma barreira para o transporte
entre duas (ou mais) regides diferentes no espaco de fases, estudar as suas destruicdes € de

interesse pratico consideravel.

Para entender o comportamento das curvas “meanders” criadas pela nova perturbacio,
vamos considerar trés caixas e dar 100 condig¢des iniciais dentro delas, em seguida,
aumentaremos o parametro de perturbagdo b e vamos analisar quantas das 100 condic¢des
iniciais atingem as suas linhas de referéncia. Estas caixas mencionadas e suas linhas de
referéncia tém a cor de suas respectivas regides de “meanders” assim como mostra a figura
3.6(a). A figura 3.6(b) mostra o comportamento das “meanders” na regido azul que sdo as
primeiras a aparecerem e as primeiras a serem quebradas. As “meanders” da regido verde
mostradas na figura 3.6(c) sdo as ultimas a serem formadas, porém elas sdo quebradas logo apds
a quebra das azuis. A regido de “meanders” que chama mais a atencdo € a regido vermelha
mostrada na figura 3.6(d), as ‘“meanders” presentes ali rodeiam o toro shearless que
comentamos anteriormente. A existéncia do toro shearless tem um comportamento aperiddico,
ele existe somente para alguns conjuntos de parimetros de perturbagdo (a, b). Como nds
mantivemos o parametro a fixo, e variamos apenas o parametro b, o transporte apresentado na
figura 3.6(d) tem uma aparéncia oscilatéria. Apds certo valor de b, o toro shearless é totalmente
destruido abrindo caminho para as condi¢des iniciais da caixa vermelha atingirem a sua

respectiva linha de referéncia.
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Figura 3.6 — Andlise da quebra das curvas “meanders” aninhadas do mapa padrdo
“ndo-twist” labirintico (a) Cendrio usado para o estudo, com um valor de b fixo. As
regioes das diferentes “meanders” estdo marcadas com cores, e suas respectivas linhas
de referéncia também. (b) Comportamento das “meanders” na regido azul. (c)
Comportamento das “meanders” na regido verde. (d) Comportamento das “meanders”

na regido vermelha.

Neste capitulo sugerimos uma forma de multiplicar o nimero de barreiras para o
transporte por meio da adi¢@o de uma perturbacio extra no sistema. O estudo realizado aqui € de
extrema importdncia para sistemas fisicos modelados por mapas ‘“ndo-twist”’, como por

exemplo, mapas que descrevem perturbagdes ressonantes em Tokamaks.

Existe um dispositivo chamado limitador magnético ergddico que é uma simplificacio
de um enrolamento helicoidal ressonante, que perturba superficies racionais criando ilhas
magnéticas na regido periférica da coluna de plasma. Se o perfil de densidade de corrente de
plasma usado for ndo-monoténico, as ilhas magnéticas vdo se dimerizar (ou reconectar)
formando uma barreira interna de transporte, oque € de suma importancia visto que barreiras

localizadas na regido periférica minimizam o contato plasma-parede que danifica a cdmara e
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reduz a eficiéncia do confinamento magnético, mais detalhes sobre esse assunto podem ser

encontrados no ANEXO A desta dissertacao.

A estratégia adotada para a criacdo do mapa padrio “ndo-twist” labirintico foi utilizada
por nés em um mapa que descreve a acdo do limitador magnético ergddico em superficies
magnéticas em equilibrio no tokamak TCA-BR localizado na USP - Sdo Paulo, a fim de
aumentar o nimero de barreiras para o transporte cadtico, os resultados estdo presentes no

ANEXO B desta dissertagao.
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4. Controle de Dinamica Caotica com Toros

Robustos

Denominamos Toros Robustos, barreiras formadas em sistemas Hamiltonianos,
que se mantém intactas a perturbacdes genéricas, constituindo assim uma eficiente

barreira para o transporte cadtico.

Neste capitulo abordaremos sobre as barreiras do tipo Toro Robusto, e sobre o

seu efeito em diferentes tipos de Hamiltonianas e mapas discretos.

Foram aplicados Toros Robustos em uma Hamiltoniana “Toy Model” a fim de
entender o seu efeito no processo de reconexdao (ou “overlap”) de ressonancias
isécronas. Toros Robustos quebrando a dimerizacdo de cadeias também foram
estudados no mapa padrao “ndo-twist”. O bloqueio da difusdo de Arnold no mapa
padrdo acoplado também serd mostrado neste capitulo, assim como, a aplicagdo de
Toros Robustos em sistemas utilizados em fisica de plasmas, como meio de controle de

caos em plasmas confinados em Tokamaks.
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4.1 Barreiras do tipo Toro Robusto

Considere uma Hamiltoniana de 1 grau e meio de liberdade do tipo
H(x,y,t) = H,(x)+&H,(x,y,1) 4.1)

Onde H, ¢ a Hamiltoniana ndo perturbada, H, € a perturbacdo e € € o

parametro que controla a amplitude da perturbagcdo. Se multiplicarmos H;(x,y,t) por um

polindmio ou uma func¢do qualquer P(x), que tenha raizes reais,
H(x,y,t)=H,(x)+&P(x)H (x,y,t) 4.2

alguns valores de x far@io com que a fungdo P(x)=0, neste momento toda a
perturbagdo do sistema ird zerar, entdo toda a dinamica Hamiltoniana para estes valores

de x, ird se resumir 4 dindmica da Hamiltoniana de equilibrio H(x). A dindmica de

7z

equilibrio € composta por toros invariantes, assim como foi mostrado no capitulo 1
desta dissertacdo. Estes toros especiais com x=constante se mantém invariantes mesmo
sob a acdo de perturbacdes no sistema e formam barreiras para o transporte. Para estes

toros invariantes damos o nome Toros Robustos (TR) [4.12, 4.24, 4.25, 4.26].

4.2 Interferéncias de Toros Robustos no processo de

“overlap” (ou reconexao) de ressonancias isécronas

Ressonancias isocronas [4.1] constituem o mais adequado protétipo para
investigar o “overlap” (ou reconexdo) de ressonancias. Em sistemas dindmicos
genéricos as ressonancias vém associadas ao caos e quando falamos em “overlap”
normalmente estamos falando em intera¢des de ressonancias mergulhadas em um mar

de caos.

As ressonancias sdo identificadas, no espaco de fases do sistema, através da
visualizacdo de separatrizes que delimitam o movimento de libracdo e o de rotagdo. As
separatrizes também sdo indicadas por ilhas e quando elas estdo longes umas das outras,
suas topologias sdo semelhantes a da dindmica de um péndulo. Quando algum
parametro de controle é variado, as separatrizes se quebram (split) e cada ressonéncia

experimenta a presenga da outra, e entdo o “overlap” acontece. Esta interacdo, também
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as vezes é chamada de reconexdo [4.2]. O “overlap” ocorre quando as divisdes das
separatrizes estdo suficientemente perto de tal maneira que ndo hd qualquer toro
invariante na regido de interacdo entre elas. Este cendrio estd bem relatado por Chirikov
[4.3], mas ndo nos permite visualizar e compreender os detalhes da superposicdo das

ressonancias.

Em um contexto complementar, foi desenvolvido um cendrio Hamiltoniano
integravel, com ressondncias de mesma ordem, onde o “overlap” pode ocorrer sem
qualquer interferéncia de caos [4.1]. A condi¢do necessdria para ocorrer esta
configuragdo € introduzir um termo ‘“ndo-twist” no sistema a fim de permitir a
ocorréncia de, pelo menos, duas ressondncias, mas sem quebrar a integrabilidade do
sistema. Estas sdo as ressondncias isocronas. O efeito “ndo-twist” para o fluxo
Hamiltoniano [4.4, 4.5] €, naturalmente, manifestado no nimero de rotacdo ou no fator
de seguranca no ambito da fisica dos plasmas [4.6], mais detalhes podem ser
encontrados no ANEXO A desta dissertagdo. Para sistemas discretos, existem também
alguns estudos correlacionados sobre mapas ‘“nao-twist” a idéia de ressonéncias

isocronas [4.8-4.11].

O resultado topolégico apdés o “overlap” das ressondncias pode variar
dependendo da quantidade de ressonancias que participam do processo, apesar de
alguns padrdes aparecem com freqii€ncia, um exemplo disso € o tema abordado no
capitulo 3 desta dissertacdo. Além da quantidade de ressonancias, apresentamos outro
agente, que pode interferir na topologia do “overlap”, é o chamado Toro Robusto (TR)
[4.12]. Este tipo de toro se mantém intacto aos efeitos das perturbacdes genéricas e
constitui uma eficiente barreira de transporte [4.13]. Neste sentido, gostariamos de
apresentar nesta se¢do um novo cendrio para o “overlap” de ressonancias quando trés

ressonancias isdcronas e dois toros robustos participam deste processo.

A Hamiltoniana ‘toy model’ usada neste estudo foi obtida usando-se o

formalismo da forma normal de Birkhoff-Gustavson [4.14].
H,J,,6,.,0,)=H,J,,J,)+aH,(J,,J,.0)+PH,J,,J,,6,) 4.3)

Onde a Hamiltoniana ndo perturbada € um polindmio quartico em J;,

H,(J,.J,)= {Jz —%(411 —ef+ i(4]1 _ c)“} (4.4)
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A Hamiltoniana de perturbagdo acompanhada do pardmetro de perturbago a se resume

a seguinte equacio,
H,(J,,J,.,6) = [b(4-]1 _C)2 _a](4-]1 )2(-]2 =J )1/2 005(91) 4.5)

E finalmente, a Hamiltoniana de perturbagdo acompanhada do pardmetro de perturbacdo

f é dada por,
H,(J,,J,,0,)=[b(4J, —c) —all4J,)’ (7, = J,)"* cos(8,) (4.6)

Os resultados apresentados nesta secdo, assim como os detalhes sobre a

obtencdo da Hamiltoniana (4.3) foram publicados por nés na referéncia [4.15].

3H,
3,

Calculando-se a condicdo de ressonéncia 61,0 = =0, podemos determinar a

posicdo das cadeias de ilhas. A cadeia de cima se posicionard em, J, = , a cadeia

c++a
4

. As

. c . . . ) c—+a
do meio em J, :Z, e finalmente a cadeia de baixo estard em, J, = 2

Hamiltonianas de perturba¢do apresentam os parametros de amplitude de perturbacdo o

e f, e elas estdo acompanhadas da fung@o que gera os dois toros robustos (entre chaves).

Toros robustos irdo aparecer para valores onde [b(4J | —c)2 —a]=0. Portanto

teremos dois Toros Robustos no espago de fases, o TR superior posicionado em

c++alb c—+alb

J, =——— e o TR inferior posicionado em J, = ———.
4 4

Observamos a partir destas equacdes que o pardmetro b muda a posi¢do dos
Toros Robustos, enquanto que as posi¢cdes das ressondncias ndo sdo afetadas por ele.
Esta caracteristica faz com que o pardmetro b seja relevante a fim de realizar a interacdo
entre os Toros Robustos com as estruturas de ressonancia. Nao estamos interessados em
criar caos no sistema, pois o interesse € estudar o “overlap” das ressonancias, portanto,
vamos considerar J, como uma constante de movimento. Como o sistema € globalmente
integravel, porque €, € uma variavel ciclica e J,=constate, J, entdo pode desempenhar o
papel de uma Hamiltoniana reduzida J>= J (J;,0;, Energia=constante) com 6, fazendo o

papel do tempo candnico. Neste caso, as equacdes de movimento se resumirao 4,
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O espago de fase deste sistema integrivel pode ser explorado através da
integracdo numérica do conjunto de equacdes acima (4.7). Usando a Hamiltoniana
reduzida, cada condig¢@o inicial sobre o espaco de fase corresponde a um toro com J,
especifico e uma energia global constante. Ressaltamos que para quebrar a
integrabilidade do sistema € suficiente introduzir qualquer perturbacdo que dependa
explicitamente de 6, e que ndo tenha valores constantes de J». Apresentamos a baixo os

célculos numéricos para diferentes configuracdes geométricas.

Para investigar o efeito do Toro Robusto no “overlap” das ressonancias,
devemos fixar o conjunto de parimetros da Hamiltoniana apresentada na equagéo (4.3)
e nés vamos utilizar a e b como parametros ajustaveis para o desenvolvimento de nosso
estudo. Escolhemos por a=4.0, ¢=16.0, Energia=100.0 e trés valores de b para
investigar a dinamica: b=0.17, que corresponde a dois Toros Robustos externos e muito
distantes das trés cadeias de ressonincia; b=0.70 onde os Toros Robustos continuam
externos, porém agora muito proximos as cadeias de ressonincia e b=2.0 onde os Toros
Robustos estdo intercalados entre as cadeias de ressondncia. O pardmetro o controla a
amplitude da perturbag@o, o que implica em um aumento ou diminui¢do da largura das
separatrizes, ou as ilhas, de modo que a separatriz de uma cadeia pode alcancar a de
outra cadeia e dar inicio ao “overlap” (ou reconexao) de ressonancias. Ressaltamos que
esse tipo de “overlap” de ressonéncias integraveis nao cria qualquer camada cadtica na
vizinhanga de uma separatriz, como descrito por Chirikov, mas um rearranjo topolégico
envolvendo toros invariantes surgird. Este processo de reconexdo com a presenca de
Toros Robustos cria um novo e diferente cendrio dos que sdo normalmente discutidos
na literatura. A separatriz pode também interagir com um Toro Robusto, dependendo do

parametro b, e gerar uma estrutura geométrica muito rica.

(1) Caso b=0.17, com Toros Robustos externos as cadeias e longe delas.
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Figura 4.1 — Caso b=0.17, com Toros Robustos externos e distantes das cadeias. (a)
Trés ressondncias isécronas ndo interagindo entre si. (b) Trés ressondncias isocronas
proximas interagindo. (c) Trés ressondncias isécronas apos o “overlap” (ou
reconexdo). (d) Trés ressondncias isocronas apos a reconexdo e depois de uma

bifurcacdo.

As quatro figuras acima ilustram a dindmica da Hamiltoniana (4.3). Para
a:].0x10'4, na Figura 4.1(a), observa-se trés cadeias de ressonincia que ndo estio
interagindo. O eixo de @, foi ampliado até 4z para guiar os olhos. Para a=2.0x10",
Figura 4.1(b), as separatrizes das duas cadeias superiores estdo praticamente em contato
e uma reconexao global vai comegar. Para a=8.0x1/ 0” na Figura 4.1(c), as trés cadeias
jé se reconectaram, agora, o sistema apresenta um cendrio dindmico muito interessante.
A variedade que emanava do ponto fixo hiperbdlico da separatriz superior agora faz
uma volta envolvendo o ponto fixo eliptico da separatriz intermedidria. Por outro lado, a

variedade que emanava da separatriz intermedidria agora faz duas voltas, formando um
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contorno parecido com o nimero oito, envolvendo os pontos fixos elipticos de ambas
separatrizes, superior e inferior. Este ciclo parecido com o niimero oito € contornado
pela variedade, que emana do separatriz inferior. Este € o rearranjo topoldgico apds a
reconexdo das trés ressondncias integraveis sem a influéncia dos Toros Robustos para
perturbacdes moderadas. Para a=2.0x1 0, Figura 4.1(d), uma bifurcacdo de forquilha
supercritica invertida ocorre envolvendo os tré€s pontos fixos do contorno que se parece
com o ndmero oito, os dois pontos fixos elipticos se chocam com o ponto fixo
hiperbdlico, resultando em um tnico ponto fixo eliptico e toros de libragdo. A
configuragdo geométrica final neste caso apresenta apenas duas cadeias de ilhas de
ressonancia, enquanto a terceira desapareceu apds o processo de “overlap” e apds

também a bifurcacdo citada anteriormente.

(2) Caso b=0.7, com Toros Robustos externos e préoximos as cadeias de ressonancia.
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Figura 4.2 — Caso b=0.7, com Toros Robustos (EM VERMELHO) externos e proximos
ds cadeias. (a) Trés ressondncias isocronas ndo interagindo entre si e um ponto

hiperbolico HI. (b) Trés ressondncias isocronas proximas interagindo e interagindo
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também com os dois Toros Robustos. (c) Trés ressondncias isocronas e a bifurca¢do em
0;=2n gerando dois pontos hiperbolicos H2 e H3 e um ponto eliptico El. (d) Nova

configuracdo topologica.

Para a=2.0x1 0'4, na Figura 4.2(a), as trés cadeias ndo estdo interagindo ainda e
os dois Toros Robustos estdo proximos das separatrizes externas. Para a=4.0x1 0” na
Figura 4.2(b), as larguras das ilhas sdo suficientemente grandes para a ocorréncia do
processo de reconexio, mas com uma topologia completamente diferente. E visivel que
os Toros Robustos limitam o crescimento das cadeias de ilhas, as curvas de libracdo
perto dos Toros Robustos sdo achatadas. A medida que o processo de “overlap” comega
observamos o alongamento das ilhas, mas os Toros Robustos impdem uma limitagéo a
este alongamento. O ponto fixo hiperbdlico da cadeia superior interage com Toro
Robusto e uma bifurcacdo de forquilha subcritica ocorre, gerando dois outros pontos
fixos hiperbdlicos e um ponto fixo eliptico, definindo uma pequena ilha. Este ponto fixo
eliptico permanece em 8~z pra sempre enquanto os dois pontos fixos hiperbdlicos vio
"caminhar" ao longo do Toro Robusto conforme a amplitude da perturbacio aumenta.
As variedades do ponto fixo hiperbdlico da cadeia intermedidria novamente fazem um
loop parecido com o nimero oito envolvendo os pontos fixos elipticos das separatrizes
externas. As variedades que emanam do ponto fixo hiperbdlico inferior, inicialmente,
fazem um laco envolvendo o ponto fixo eliptico da cadeia intermedidria e chega até o
ponto fixo hiperbdlico que nasceu em cima do Toro Robusto superior. Em um momento
seguinte, para a=8,0x10 na Figura 4.2(c), o ponto fixo hiperbélico da separatriz
inferior também interage com o Toro Robusto inferior e uma bifurcagdo semelhante a
anterior ocorre sobre ele. Outra bifurcacdo ocorre eliminando o lago parecido com o
nimero oito. Para a=2.0x10", na Figura 4.2(d), observa-se a configuracdo final com o
mesmo ndmero de cadeias de ilhas do inicio do processo. Os Toros Robustos também
desempenham o papel das separatrizes nesta configuracio. Este rearranjo topolégico

corresponde 4 um novo cendrio para o “overlap” de ressonancias.

(3) Caso b=2.0, com Toros Robustos intercalados as cadeias de ressonincia.
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Figura 4.3 — Caso b=2.0, com Toros Robustos (EM VERMELHO) intercalados ds
cadeias. (a) Trés ressondncias isocronas ndo interagindo entre si e um ponto
hiperbolico HI. (b) Trés ressondncias isocronas proximas interagindo e interagindo
também com os dois Toros Robustos. (c¢) Trés ressondncias isocronas e a bifurcacdo em
0;=2n gerando dois pontos hiperbolicos H2 e H3 e um ponto eliptico El. (d) Nova

configuracdo topologica.

Na Figura 4.3(a), para a=1.0xI 0, a ressondncia superior externa estd muito
préxima do Toro Robusto superior, mas eles nido estdo interagindo ainda. Para
a=2.0x10", na Figura 4.3(b), observa-se que a interag@o entre a separatriz superior com
o Toro Robusto superior jd comegou, os toros de libracdo também sdo achatados devido
a4 presenca do Toro Robusto e uma bifurcacdo similar & bifurcacdo de forquilha
subcritica ocorreu a partir do contato do ponto fixo hiperbélico (identificado pelo H1 na
figura 4.3(a)) com o Toro Robusto. Dois pontos fixos hiperbdlicos e um ponto fixo
eliptico surgiram, introduzindo uma nova ilha pequena abaixo do Toro Robusto

superior. E importante ressaltar que a partir do inicio da interagdo entre as cadeias de

ilhas com o Toro Robusto, este se torna também separatriz das novas ilhas formadas.
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Para a=3.0x10, na Figura 4.3(c), outras bifurcacdes andlogas ocorrem sobre o Toro
Robusto e outra ilha menor foi introduzida na regido da cadeia de ressonancia
intermedidria. Com o aumento da amplitude da perturbagdo, as ilhas externas sdo
esticadas, porém, as ilhas da cadeia intermedidria sdo completamente limitadas pelos
Toros Robustos. Ainda na regido intermedidria, veremos que ambas as novas ilhas sdo
ampliadas e cada uma vai em direcdo a outra. Para a=4.0x10", na Figura 4.3(d), os
pontos fixos elipticos destas novas ilhas se bifurcam com o ponto fixo hiperbélico em
0,=2r através de uma bifurcagdo de forquilha supercritica invertida e a configuracio
topoldgica final € a mesma que a apresentada na Figura 4.2(d). Mesmo as Figuras 4.2(d)

e 4.3(d) sendo totalmente semelhantes, os processos para o qual essas configuracdes

foram obtidas sdo bem diferentes.

2.0x10° 3,4x10*

3,2x10°

1,8x10°

3,0x10°*
5
1,6x10 2.8x10%

1,4x10° 2,6x10*

. 2,4x10°
1,2x10°

} o 2210°
1,0x10 2,0x10%

8,0x10°* 1,8x10™
6.0x10°* 52 1,6x10°*
,0x

50 1,4x10% 42

1.2x10°*

4,0x10°*

2,0x10*

ol
1,570 1,0x107 7,850

(a) 04 H1 4,710 (b) 0, ’ 4710 45

Figura 4.4 — Diagramas de bifurcacdo em trés dimensdes para: (a) Toros Robustos
proximos ds cadeias de ressondncia mostrando a bifurcagdo da Figura 4.2 (b) Toros

Robustos intercalados ds cadeias de ressondncia mostrando a bifurcag¢do da Figura 4.3

Na Figura 4.4 apresentamos o diagrama de bifurcagio com o ponto fixo
hiperbdlico original, identificado por H1 e os outros, que nasceram apds a bifurcacio,
identificados por E1, H2 e H3. Na Figura 4.4(a) e 4.4(b) seguimos o comportamento
dos pontos fixos envolvidos no processo de bifurcacdo de forquilha subcritica causado
pelo Toro Robusto superior, onde observamos que o ponto fixo eliptico E1 permanece
em #;=27 enquanto os pontos fixos H2 e H3 se movem sobre o Toro Robusto. A

presenga dos Toros Robustos durante a reconex@o das ilhas também produz um novo

cenario para o “overlap” de ressonancias.
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Nessa sec@o 4.1, nés utilizamos uma Hamiltoniana “toy model” desenvolvida
por uma expansio da forma normal ressonante em torno de um ponto fixo estavel, a fim
de estudar o “overlap” de ressonancias integraveis [4.15]. De acordo com o critério de
Chirikov, uma cadeia de ilhas de ressonancia pode experimentar a presenca de outra
ressonancia quando a distancia entre elas ¢ da mesma ordem da soma das semi-larguras
das separatrizes correspondentes [4.3]. Mas antes do exato contato entre as ilhas, as
separatrizes se contorcem num processo conhecido como ‘splitting’ e o espago entre as
ilhas é preenchido pelo caos homoclinico. Entdo o senso de Chirikov para o “overlap”
de ressonincias estd associado em um contexto ndo-integravel (caos). A tnica maneira
de estudar o “overlap” de ressonancias em um contexto integravel Hamiltoniano é ter
um nimero de rotagdo ndo-monotdnico, para a Hamiltoniana nio perturbada e adicionar
uma perturbacdo periddica ao sistema. Esta técnica produz naturalmente muitas, ou pelo
menos duas, cadeias de ressonancia is6cronas de modo a permitir que o processo de
“overlap” possa ser observado em um sistema globalmente integravel. Neste estudo,
apresentamos trés cadeias de ressonancia controladas pelo mesmo parametro de

perturbacdo.

Escolhemos duas perturbacdes nos angulos 6, e 6, perturbagdes essas que t€m
um forma algébrica comum com um pré-fator quadratico na agdo J; e como o intuito foi
estudar o sistema integravel, nés tomamos J> como uma constante de movimento
eliminando o termo em 6,. As raizes reais do pré-fator citado acima definem os valores
das posicdes dos Toros Robustos onde o conjunto das perturbagdes ¢ algebricamente
nulo. Assim, o sistema que estudamos tem trés ressonancias is6cronas, dois Toros
Robustos, uma organizacdo ndo-monotOnica para o ndmero de rotagdo e uma

perturbacao periddica integravel.

Quando os Toros Robustos estdo distantes da regido das ressonéncias, o padrio
obtido € o usual, porém, o padrdo topolégico obtido para a reconexdo das ressonancias

com a participagdo dos Toros Robustos € totalmente novo para o nosso conhecimento.

O nosso interesse ¢ também dar uma contribuicdo para a drea de fisica de
plasmas, porque este conceito de Toros Robustos pode ser adaptado nas abordagens
Hamiltonianas utilizadas para o confinamento de plasmas em Tokamaks, a aplicacdo

dos Toros Robustos em sistemas como este pode ser encontrada ao final deste capitulo.
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4.3 Quebrando a reconexao de cadeias com Toros

Robustos

A posicdo dos Toros Robustos tem uma influéncia direta no processo de
reconexdo das cadeias de ressonéncia. Para ilustrar esta influéncia, adicionaremos dois
Toros Robustos na Hamiltoniana que da origem ao mapa padrido “ndo-twist” [3.1] da

equacdo (3.1), e obteremos entdo,

H(x,y,t)=a(y—%]—(y2 —c)%cos(Zﬂx)ié'(t—n) (4.8)

n=—oo

Onde a e b sdo parametros do sistema.

Podemos perceber que a perturbagdo é anulada quando a funcdo entre parénteses

se torna (y® —c¢)=0, portanto, teremos dois Toros Robustos, um TR superior na

posicdo y = ++c e um TR inferior na posicdo y =—+/c . Fica claro que o pardmetro ¢

controla a posi¢do dos Toros Robustos e deve sempre ser um nimero positivo.

Como a perturbagdo contém um somatério de fungdes delta podemos aplicar o
método de discretizacdo definido no capitulo 2. As equacdes de movimento sdo dadas

por,

e all-y?)- b(lj cos(2) 3. 8t —n)
dt T =
J . (4.9)
7y =—b(y* —c)sin2m) Y 8t —n)
t n=—co
Que apos discretizadas nos ddo o mapa padrio “nio-twist” com a adicdo de dois Toros

Robustos,

xn+l = xn + a(l - yj+1 ) - b(mj COS(27Dcn )
a (4.10)

Yout = Yo —b(y1, —c)sin(27x, )

Onde a e b sdo numeros reais, x tem modulo I e pertence ao dominio de interesse x € (0, 1). A

variavel y € (-o0, ®).
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Figura 4.5 — Toros Robustos (EM VERMELHO) quebrando a reconexdo de
ressondncias, valores fixados: a=1.06 e b=0.2 para (a) c=1.00 (b) c=0.81 (c) c=0.64
(d) c=0.49 (e) c=0.36 (f) c=0.25 (g) c=0.16

A figura 4.5(a) apresenta duas cadeias que se reconectaram, o caos toma conta
de quase todo o espaco de fases e as curvas “meanders”, produtos da reconexdo, ja estdo
aninhadas e aparentemente sofreram outras reconexdes internas, assim como
enfatizamos no capitulo 3 desta dissertacdo. Podemos notar também algumas ilhas
imersas no mar de caos e algumas curvas invariantes proximas as regides dos Toros
Robustos. Na figura 4.5(b), conforme aproximamos os Toros Robustos das cadeias
dimerizadas, pode-se verificar o aumento de curvas invariantes nas regides proximas

aos Toros Robustos, o caos agora estd concentrado na regido central do espago de fases.

O efeito de estabilizacdo causado pelos Toros Robustos é uma das caracteristicas
mais marcantes desta barreira dindmica, pois além do bloqueio das trajetdrias cadticas,
os Toros Robustos também estabilizam a dindmica em sua vizinhanga linear, este
assunto serd de suma importancia na aplicacdo das barreiras robustas em mapas

relevantes em confinamento de plasmas, abordado ao final deste capitulo.

Conforme trazemos os Toros Robustos para mais perto das cadeias, figura 4.5(c)
e 4.5(d), o tamanho da regido compreendida pelo mar de caos vai diminuindo e as
curvas “meanders” aninhadas vdo se tornando mais estaveis. O efeito da aproximacédo
dos Toros Robustos fica ainda mais evidente nas figuras 4.5(e), 4.5(f) e 4.5(g), onde as
curvas “meanders” desaparecem e as ressonancias comeg¢am a se distanciar, o mar de
caos também desaparece e ao final do processo todas as trajetdrias do espago de fases se

resumem a curvas invariantes e ilhas de estabilidade.

O estudo mostrado nesta se¢cdo aponta o efeito da posi¢do dos Toros Robustos na
dindmica do sistema. Cadeias antes dimerizadas, sdo separadas devido ao efeito de

estabilizacdo dos Toros Robustos.

4.4 Bloqueando a difusao de Arnold com Toros

Robustos
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Todos os efeitos previamente descritos para sistemas autbnomos com ndmero de
graus de liberdade menor ou igual a dois s@o encontrados em sistemas com mais de dois
graus de liberdade também. Camadas estocasticas (ou cadticas) no espaco de fases
existem proximas das ressondncias. As espessuras destas camadas se expandem
conforme aumentamos o parametro de perturbag¢do, levando as ressonincias ao
“overlap”, criando movimento através das camadas e acarretando o aparecimento de
grandes mares de caos no espago de fases. Quando aumentamos o nimero de graus de
liberdade do sistema, um novo comportamento fisico entdo acontece: o movimento

através das camadas de ressonancia, chamada Difusdo de Arnold [4.3].

Difusdo de Arnold: Para sistemas autdnomos com trés ou mais graus de
liberdade (ou sistemas nao-autdénomos com dois ou mais graus de liberdade), camadas
estocdsticas proximas ds ressonancias nio estdo mais separadas por curvas invariantes,
ou curvas KAM. Para dois graus de liberdade, uma superficie KAM de dimensio dois
divide o “volume” de energia tridimensional no espago de fases em um conjunto de
volumes fechados, cada um deles limitados por superficies KAM assim como pode ser
visto na figura 4.6(a). Para trés graus de liberdade, a “superficie” KAM néo divide o
“volume” de energia de cinco dimensdes em conjuntos de “volumes” fechados, assim
como linhas ndo separam um volume tridimensional em regides distintas, ilustrado na

figura 4.6(b) [2.2].

Superficies KAM
Superficies KAM

[

A\ 4

/

Figura 4.6 — llustracdo para a Difusdo de Arnold (a) A superficie de energia

Y

(a) \ (b)

bidimensional (plano) é dividida por linhas em um conjunto de dreas limitadas. (b) a
“superficie” de energia tri-dimensional (volume) ndo é dividida em regioes limitadas

por linhas.
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Para N>2 graus de liberdade, a “superficie” KAM N-dimensional ndo divide o
“volume” de energia (2N-1)-dimensional em regides distintas. Entdo para N>2, em um
caso genérico, todas as camadas estocdsticas das superficies de energia do espago de

fases estdo conectadas 4 uma tnica e complexa rede: a feia de Arnold [2.2].

Teia de Arnold: E uma teia que permeia todo o espaco de fases, intersectando ou
repousando infinitesimalmente perto de cada ponto. Para uma condig¢@o inicial dentro da
rede, o movimento estocdstico subseqiiente vai eventualmente intersectar toda regido
finita da superficie de energia do espago de fases, mesmo no limite da amplitude de

perturbacdo e—0. Este movimento € a difusdao de Arnold.

A fusdo de trajetorias cadticas em uma unica teia foi provada por Arnold para
uma Hamiltoniana ndo linear especifica, e pode ser encontrada na referéncia [4.16].
Uma prova geral da existéncia de uma tnica teia ainda ndo foi dada, mas muitos

exemplos computacionais sdo conhecidos.

O “overlap” de ressondncias d4 inicio a camadas de ressonincias espessas, com
movimentos estocdsticos ocorrendo através das camadas em sistemas de dois graus de
liberdade. A caracteristica da difusdo de Arnold é a presenca de movimentos
estocdsticos ao longo das camadas de ressondncia. Um resumo de cilculos numéricos

sobre a difusdo de Arnold pode ser encontrado no capitulo 6 da referéncia [4.3].

Muitos mapas interessantes podem ser localmente aproximados pelo mapa
padréo [2.15], o mapa padrio, como ja descrito no capitulo 2 desta dissertagdo, tem sido
muito util para o estudo de caos Hamiltoniano e suas estruturas dindmicas sdo muito
bem conhecidas [2.2] e por esta razdo tem havido nos ultimos tempos, interesse no
estudo da difusdo de Arnold em mapeamentos que se aproximam do mapa padrao [4.17-

4.19].

O mapa padrdo € descrito pelas equacdes:

I

n+l

=1 -~ sin278)
o @4.11)

6

n+l

= 611 + In+1

Onde « é a amplitude da perturbacio, 0 tem mddulo I e as varidveis 6 e [ pertencem ao
dominio de interesse (0, ). Na figura 4.7, iteramos um nimero de condi¢Ges iniciais no mapa
da equagdo (4.11), com x=0.75. O espaco de fases consiste de regides estocdsticas (cadticas)

separadas por trajetdrias regulares nas curvas KAM. As curvas KAM consistem em dois tipos:
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libragdo em torno de pontos fixos e rotagdo, conhecidas como curvas invariantes, assim como

apresentado na secdo 4.2 desta dissertacao.

Curvas KAM

Figura 4.7 — O mapa padrdo para k=0.75. A chave mostra a regido entre a cadeia
primdria com uma ilha (I=0) e a cadeia secunddria com duas ilhas (I=0.5), que contém

curvas KAM e cadeias de outras ordens.

Um espaco de fases de quatro dimensdes pode ser produzido através do
acoplamento de dois mapas padrio com um termo de acoplamento, assim como
osciladores acoplados [4.20]. A Hamiltoniana acoplada da equacdo abaixo foi
introduzida primeiramente por Froeschle nas referéncias [4.20-4.22] como um modelo

para o estudo da evolucdo temporal de galaxias elipticas.

(hH?  a?’
2 2

HI',1%,0',6%,1) = +

(4.12)

27)?

k=—oc0

K 1 K, 2 b 1 2 N _
+[( cos(276 )+—(27[)2 cos(276 )JF(M)2 cos(27(8' + 6 ))JZé(t k)

A Hamiltoniana acima apds discretizada nos d4 o mapa padrio acoplado:
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I =1+ 5 sen2126') + L sen2n(6! +62))
27 27

1
611 +1

= eli + IrlH—l
(4.13)

12, = 1 + 52 gen226%) + L sen2 (6! +6)
27 27

2
611 +1

2 2
_611 +In+1

Onde x; e x, sdo as amplitudes das perturbagdes, o pardmetro b tem o seu valor
associado ao acoplamento, 8 tem mddulo 1 e as varidveis 8 e [ pertencem ao dominio de
interesse (0, I). Estudaremos casos onde x; < k. = 0.9716 onde as curvas KAM (ou curvas
invariantes) separam o espaco de fase, pois as amplitudes das perturbagdes x; possuem valores

abaixo do valor critico k. que quebra todas as curvas invariantes do espaco de fases [2.6, 4.23].

As curvas KAM unidimensionais do mapa (4.11) que antes bloqueavam a difusio das
trajetdrias, ndo fazem o mesmo efeito agora no mapa acoplado (4.13). Se desativarmos o
parametro de acoplamento b, a dindmica retorna a mesma do mapa padrio (4.11). Para b # 0, as
trajetérias cadticas podem caminhar de uma regido limitada por curvas KAM para outras

regides através da difusdo de Arnold.

()

(©) (d)

Figura 4.8 — Iteracdes do mapa (4.13) para x;=1,=0.75 e b=0.025 com condi¢do inicial em
(1,0,,1,0,)=(0.5, 0.3, 0.4, 0.2) s@o projetadas no plano (I,,0;) para (a) 1 < n <2x10° (b)
2x10° <£n<4x10° (¢) 4x10° <n <6x10° (d) 6x10° < n<8x10°
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Um exemplo de difusdo de Arnold é mostrado na figura 4.8. As figuras 4.8(a-d)
mostram os pontos (I;,0;) para 1<n<8x10° sucessivamente onde n representa o
nimero de iteragdes do mapa. Pode-se observar na figura 4.8(a) que uma 6rbita iniciada
na camada estocdstica proxima da ressondncia secundaria permanece na vizinhanga das
“curvas” KAM. A figura 4.8(b) apresenta a trajetoria iniciada em 4.8(a) escapando para
outra camada estocdstica proxima a ressondncia primaria. As figuras 4.8(b) e (c)
mostram a continuagdo da trajetéria iniciada na camada estocdstica proxima a
ressonancia secunddria, caminhando para outras regides estocdsticas e ‘pulando’ as
curvas KAM. O efeito mostrado nestas figuras condiz com a ocorréncia da difusdo de
Arnold [4.17]. Vamos introduzir agora, os Toros Robustos no mapa padrao acoplado.
Adicionaremos pré-fatores polinomiais que criam Toros Robustos em todos os planos
do sistema. A Hamiltoniana da equagdo (4.12) serd modificada para a seguinte forma:

ahr a?

H',1%,6',6%,1)=
2 2

+

+ ((41(411 —c)* —a)

2

k=—oc0

(2’;‘) cos(276") + (d(41° = ¢)* —a) (2’:;)2 cos(2m92)j S ol —k)+ (4.14)

+ ((61(411 —o) —a) d(4I* =)’ - a) (21’)2 cos(27(8" + 92))] S 8(c—k)
T

k=—oc0

A Hamiltoniana acima apds discretizada nos dd o mapa padrdo acoplado com Toros

Robustos:

n+l

I, =I,+(d(41), —c) —a);‘—lsenenem
T

+(d@1),, —c) —a)d@I} —c)’ - a)%sen(Zﬂ'(éﬁ +67))

0., =6 +1', +2d(41",, — )~ cos(278) ) +
()
+2d(41),, —c)d4I} —c)* —a) ( b)2 cos(2z(8) +67))
T

n+l

1%, =12 +(d(412, - ¢)* —a) 2 sen(276%) +
27
n+l

+(d(41}, —c)* —a)d(41} —c)’ —a)%sen(zx(eg +67))

62

n+l

=@+ 12, +2d(41%, —c) (’(i cos(2787) +
T

n+l 2

+2d(412, —c)(d(AI! —c)? —a)( b cos2(8! +62))

" )’ 4.15)
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Onde «x; e x, sdo as amplitudes das perturbacdes, o parametro b tem o seu valor
associado ao acoplamento, 6 tem mddulo 1 e as varidveis 0 e I pertencem ao dominio de
interesse (0, 1). Os parametros a, ¢ e d controlam a posi¢do dos dois toros robustos em ambos 0s

planos (I;, ;) e (I, 0,).

2

A primeira perturbagdo referente ao primeiro mapa € acompanhada do pré-fator

(d(41' —¢)* —a), quando este pré-fator zerar dois toros robustos aparecerdo nas posicdes:

[ 2dex 2\Jda
8d

. O mesmo acontece com a perturbagdo referente ao segundo mapa, dois

2de +2+da

toros robustos aparecerdo nas posicoes: [ * = T . O termo que acopla os dois mapas,
também € acompanhado de um pré-fator polinomial, porém agora, o pré-fator é uma
combinagdo dos dois anteriores: (d(41' —c¢)* —a)(d(41* —¢)* —a). Isso significa dizer que
nas posicdes dos toros robustos tanto no plano (1;, 6 ;) quanto no plano (I, ,), o acoplamento
serd desligado. Trabalharemos entdo com um mapa quadri-dimensional que se torna bi-

dimensional na posi¢@o dos toros robustos.

10 . s 10 s
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08 i 08 i
07 1 07 i
0,64 B 0,64 B
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Figura 4.9 — Iteracoes do mapa acoplado com toros robustos (EM VERMELHO) da
equagdo (4.15) para 1,=0.09, k,=0.005, a=2.1, c=1.9, d=10 com condig¢do inicial em
(1;,0,,15,0,)=(0.5, 0.3, 0.4, 0.2) sdo projetadas nos planos (1;,0;) e (1,,6) para:

(a) b=1x10’ no Plano (1,,0,) (b) b=1x10’ no Plano (I,6,) (c) b=9x10° no Plano (I,,0,) (d)
b=9x10° no Plano (1,,0,) (¢) b=2x10" no Plano (1,,0;) (f) b=2x10° no Plano (I,,0,) (g)
b=5x10° no Plano (I,,0;) (h) b=5x10° no Plano (I.,6,) (i) b=8x10’ no Plano (1,,0;) (j)

b=8x10° no Plano (I.,6,)
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As figuras acima mostram o efeito dos toros robustos nos dois planos (1,,6;) e
(I5,0,) para diferentes valores do parametro de acoplamento . Como se pode notar, a trajetéria
iniciada no mesmo local da figura 4.9, na regido estocdstica proxima a cadeia secunddria, ndo
consegue escapar para a outra regido estocdstica da ressondncia primdria. Conforme as
trajetérias cadticas se aproximam dos Toros Robustos, elas vdo se estabilizando, gracas ao
efeito de estabilidade criada pela barreira robusta, efeito este que foi comentado na segdo
anterior. Os Toros Robustos estdo bloqueando a difusdo de Arnold. Tanto no plano (1,,60;)
quanto no plano (1,,0,), a trajetdria fica confinada entre os dois Toros Robustos em vermelho.
Os Toros Robustos bloqueiam a difusdo mesmo em mapas discretos. Imaginava-se no inicio
deste estudo que uma trajetéria discreta conforme iterada pularia a barreira robusta e escaparia
para a outra regido estocastica, ao contrario do fluxo do sistema continuo da Hamiltoniana
(4.14) que sempre ficara presa entre as barreiras. Porém este estudo nos mostrou o contrrio, os
Toros Robustos bloqueiam qualquer tipo de difusdo, tanto em sistemas continuos (fluxos
Hamiltonianos) quanto em mapeamentos discretos, pois os toros robustos estabilizam a

dindmica em seu entorno.
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Figura 4.10 — Iteracées do mapa acoplado com toros robustos (EM VERMELHO) da
equagdo (4.15) para 1,=0.09, k,=0.005, a=2.1, c=1.9, d=10 com condig¢do inicial em
(1,,0,,1,,0,)=(0.5, 0.3, 0.4, 0.2) sdo projetadas no plano (1, I,).

Analisando o espago de fases no plano (/;, I;) podemos constatar que a trajetdria
iniciada em (I;, 1,)=(0.5, 0.4) se mantém presa no quadrado delimitado pelos quatro toros
robustos (dois para cada I,) criados pela adi¢do dos pré-fatores nas perturbacdes e pelo pré-fator
adicionado no acoplamento, mostrando mais uma vez o bloqueio da difusdo de Arnold no mapa

padrao acoplado com toros robustos.
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4.5 Aplicacoes de Toros Robustos no Mapa do
Limitador Magnético Ergédico (LME).

A fim de dar uma fun¢ido mais palpavel para o efeito dos Toros Robustos em sistemas
Hamiltonianos, decidimos incluir estas barreiras em um sistema dinidmico relevante para a fisica
de plasmas, com a colabora¢do dos professores Dr. Iberé Luiz Caldas da USP — Sao Paulo e
Dra. Marisa Roberto do ITA — Sdo José dos Campos. Decidimos modificar uma Hamiltoniana
criada para demonstrar o efeito de anéis de limitadores magnéticos ergddicos (LME) criando
perturbagdes ressonantes em superficies magnéticas em tokamaks. Primeiramente introduzimos
dois toros robustos na Hamiltoniana do LME a fim de estudar o efeito do aprisionamento de
ressondncias dimerizadas. Logo apds, introduzimos um toro robusto préximo da posi¢cdo
referente & parede do tokamak, com o intuito de estudar o efeito deste toro robusto na dindmica
das linhas de campo magnéticas. Por dltimo, vamos mostrar o estudo do transporte realizado

para o mesmo sistema com toro robusto e sem toro robusto.

Os detalhes sobre a obtencdo da Hamiltoniana do LME utilizada aqui, podem ser
encontrados no ANEXO A desta dissertacdo, assim como mais detalhes sobre termos técnicos

utilizados em fisica de plasmas de fusdo.

Muitas técnicas tedricas e experimentais foram desenvolvidas para a produgdo de
barreiras de transporte a fim de aumentar o tempo de confinamento para as particulas confinadas
magneticamente em tokamaks [4.27-4.30]. Estas técnicas para se introduzir barreiras de
transporte de fato introduzem curvas invariantes no espago de fases associado [4.31]. Conceitos
dindmicos tém sido aplicados para interpretar a melhoria do confinamento observado em vérios
experimentos [4.32-4.34]. Do ponto de vista experimental, em tokamaks, barreiras de transporte
utilizadas para aumentar o confinamento do plasma podem ser criadas através da geracdo de

cisalhamento magnético negativo, ou em inglés, negative magnetic shear [4.35-4.37].

Propomos nesta secdo que o transporte radial pode ser bloqueado através da criacdo de
barreiras, chamadas toros robustos (TR) [4.4, 4.12, 4.15], que permanecem intactas sob a acdo
de qualquer perturbagdo genérica. Na verdade, do ponto de vista tedrico, esta nova barreira
constitui uma barreira intransponivel. As posi¢des destas barreiras podem ser controladas por

um parametro.

Vamos desenvolver a nossa estratégia de constru¢do de um sistema Hamiltoniano quase
integravel que descreve a dindmica local de linhas de campo magnéticas na regido periférica de
um tokamak, a fim de evitar interagdes plasma-parede. A partir desta Hamiltoniana vamos obter
um novo mapa simplético para descrever a dindmica das linhas de campo magnéticas em uma

secdo poloidal no interior do tokamak.
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Nossa motivagdo vem de wuma abordagem tedrica, onde o equilibrio
magnetohidrodindmico do plasma € associado a uma Hamiltoniana integravel e é descrito por
uma solugd@o analitica da equagdo ndo-linear de Grad-Schliiter-Shafranov [4.38], vélida para
uma aproximacdo para tokamaks de grande razdo de aspecto [4.55]. A parte perturbativa do
sistema vem de uma perturbagdo externa usando anéis de ressondncia magnética ergddica,
denominados limitadores magnéticos ergddicos (LME) [4.39, 2.15] introduzidos a fim de
quebrar a integrabilidade das linhas de campo no interior do tokamak [4.40-4.42]. Isto é
conseguido através da adi¢do na Hamiltoniana ndo perturbada de um conjunto de func¢des delta
de perturbacdo onde cada delta estd centrado a um anel de LME. Devido a caracteristica

impulsiva desta perturbacio é possivel descrever a dindmica das linhas de campo através de um

mapa discreto.

Dependendo se o fator de seguranca correspondente, € monotdnico ou ndo-monotdnico
[4.43-4.45], o sistema é classificada como “twist” ou “ndo-twist”’, respectivamente [3.1]. No
caso “nado-twist”, ressonancias isocronas [4.1, 4.14, 3.7] vao surgir no espago de fase associado
e desempenham um papel muito importante sobre as propriedades de transporte classico, pois
sua natureza ndao-KAM ajudard na formacdo de “stickness” (ou aprisionamento de trajetorias)
[4.40], devido a existéncia de curvas que circundam as ressonancias apds a sua reconexao, as ja

mencionadas curvas “meanders” [3.6], abordadas no capitulo 3 desta dissertagao.

Além dessas barreiras “meanders”, para melhorar o confinamento do plasma descrito
por este sistema, nés sugerimos que a reducdo do transporte também pode ser alcangada através
da criacdo de uma barreira invariante dentro da coluna de plasma, barreiras invariantes
chamadas Toros Robustos (TR). Estes TR aparecerdo quando as perturbagdes forem
multiplicadas por um fator polinomial com raizes reais de tal maneira que estas perturbagdes sdo
algebricamente nulas sobre os valores dessas raizes, independentemente do valor do parametro
de perturbacdo. Isto significa que as posi¢cdes do TR sdo teoricamente controladas pelos valores

dessas raizes e todas as perturbac¢des, com o mesmo pré-fator se anulam nestes locais.

Em seguida, aplicaremos esta estratégia para o mencionado sistema Hamiltoniano quase
integravel (que descrevem a dindmica local de linhas de campo magnéticas proximas a parede
do tokamak) e também obteremos um mapa analitico das equagdes de linhas de campo, tanto

para um modo ressonante quanto para dois modos ressonantes.

A geometria toroidal do tokamak conduz naturalmente a introducdo de varidveis de

angulo e acdo (J,?9). E convenientemente decompor a fungio Hamiltoniana em dois termos,
um chamado Hamiltoniana ndo-perturbada H (J), e outro chamado Hamiltoniana de
perturbagdo H,(J,d) de tal forma que H(J,¥,t)=H,(J)+&H (J,J,t), com o parimetro

de perturbacio ¢ relacionado com a corrente elétrica aplicada sobre os anéis de LME.
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A dinamica pode ser compreendida olhando para a secdo de Poincaré (SP), um plano

transversal a direcdo toroidal. Sucessivas intersec¢des com a SP permitem introduzir o nimero

de rotagdo, a(J) =0H ,(J)/dJ que é o angulo associado a dindmica discreta na SP.

Devido a simetria toroidal, a Hamiltoniana de equilibrio Hy, ndo depende do angulo ¢
toroidal, que escolheremos como o tempo candnico . Define-se a se¢do de Poincaré em um
valor fixo do angulo ¢. A Hamiltoniana ndo perturbada H, é dada em termos da acdo candnica
J, associada com o fluxo toroidal normalizado, ¢ ¢ é o angulo poloidal canonicamente

conjugado com J. Por outro lado, a Hamiltoniana de perturbacdo é uma fungio de (J,d,1), e

serd representada por meio de uma série de Fourier acompanhada do somatério de uma funcéo

delta.

A fim de introduzir uma aproximagdo quase-integravel para o confinamento do plasma

na presenca de anéis de LME, consideramos a seguinte fungdo Hamiltoniana:

H(AJ,¥,t)= H,(AJ) +pBH,(AJ,¥,t)+1H, (AT, ¥,1) (4.16)

Onde H,(AJ) corresponde a Hamiltoniana nao perturbada, H,(AJ,9,t) corresponde

a perturbagdo que gera o modo ressonante principal e H,(AJ,%,t) corresponde a perturbagio

que gera o modo ressonante secunddrio. Os pardmetros £ e 7 sdo as amplitudes da primeira e da

segunda perturbacdo respectivamente, e estao ligados a corrente que atravessa os anéis do LME.

H,(AJ,8,1) = P(AJ)[cos(m ) | Zm: 5(: _]z\l_ﬂ-kj (4.17)
k=00 r

[

H,(AJ,8.1) = P(AT)[cos((m + D)3 +nt) ] i 5[r - zzv_ﬂkj (4.18)

O modo ressonante (n: m) é determinado pela helicidade que se deseja obter ao criar os
anéis de LME, colocados em secg¢des poloidais da cdmara do tokamak, N, é o nimero de anéis
de LME espacados igualmente ao redor do tordide. Escolhemos neste estudo por m=3 e n=1, o
que cria uma ressondncia principal (/:3) e uma ressondncia secundéria (/:4), e o nimero de

anéis de EML é Nr=4.

A fung¢do P(AJ) é a funcgdo que gera os Toros Robustos como ja comentado nas segdes
anteriores. Toros Robustos aparecerdo nas posi¢des em que a fungdo P(AJ) se anula, e neste

estudo vamos utilizar duas funcdes diferentes para estudar dois tipos de situagdes.
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Na verdade, a equagdo (4.17) e (4.18) correspondem a uma aproximagao local em torno

de uma superficie magnética com acdo J* onde AJ =J —J , pois quando se perturba o
equilibrio de linhas de campo magnéticas com anéis de LME, muitos modos de ressonancia
aparecem, além do modo principal ressonante escolhido (/:3). Essa aproximagdo nos permite
compreender a fisica fundamental que estd ocorrendo, o que pode ser camuflada pelo mar

cadtico se considerarmos muitos outros modos de ressonancia.

4.5.1 Sistema com Um Modo Ressonante e Dois Toros

Robustos

A fim de estudar o efeito de dois toros robustos no aprisionamento de duas ressonancias
dimerizadas, vamos considerar apenas um modo ressonante na Hamiltoniana (4.16). Os
resultados reproduzidos aqui nesta se¢do, bem como mais detalhes sobre o estudo foram

publicados por nés na referéncia [4.24].

Para se criar duas cadeias de ressondncias que se reconectem, a Hamiltoniana ndo

perturbada precisa ser uma funcfo cubica na acdo [3.1]. Consideraremos entdo a seguinte

fungdo para H (AJ):
H, (AJ):%AJz—%Aﬁ (4.19)

onde a é um parametro que mede o carater ndo-pendular das ressonéncias e ele estd relacionado
com o fator de seguranca em instalacdes experimentais do tokamak TCA-BR localizado na
Universidade Estadual de Sdo Paulo (USP). Para os fins deste trabalho, o ¢ um pouco maior do

que o utilizado nos experimentos.

A Hamiltoniana “n@o-twist” com apenas um modo ressonante se torna:

H(AJ,9.1) = %AJZ —%Aﬁ + P(AJ)[cos(m) ] i é‘(r—jzv—ﬂk] (4.20)
k=—c0 r

N6s consideramos P(AJ) =1 o que recupera a abordagem usual sem TR e também o caso

P(AJ)=(AJ?> —a), que cria dois TR no espago de fases nas posi¢des AJ =F*+a. O
parametro a controla a posi¢do dos dois TR. Vamos discretizar o sistema conforme o método
descrito no capitulo 2. Primeiramente retomaremos a dinamica usual sem toros robustos, ou

seja, P(AJ) =1. Entdo o mapa discreto associado se torna
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AJ ., =AJ, + pmsin(md, ;)
v, =0 +2—”(AJk —a’AJ,f)mod(ZJZ') 421
NV‘

As figuras 4.11(a-c) abaixo correspondem ao mapa usual sem toros robustos da equacdo
(4.21) e mostram duas cadeias de ilhas is6cronas néo interagindo em (a), se reconectando em (b)
e dimerizadas em (c) conforme o parimetro de controle f € aumentado. Devido ao
comportamento ndo-KAM das ilhas is6cronas, o mar cadtico ndo € visivel na escala das figuras,
embora este mapa seja ndo-integravel. Por outro lado, na figura 4.11(d), uma perturbacdo muito
forte € aplicada a fim de mostrar a mudanca da escala do espago de fase, podemos observar que

tanto o mar de caos quanto as curvas invariantes ndo sao limitadas por Toros Robustos.

AJ(10%)
AJ(10%)

0,5

(a)

AJ(10%)
AJ(10%)

S bbb O L oA w s oo

(©) ()

Figura 4.11 — Mapa sem Toros Robustos da equacdo (4.21). (@) f = 2.0x 1 0°: duas
ressondncias isocronas independentes. (b) f = 0.5 x 1 0% o processo de reconexdo é
iniciado. (c¢) f =1.0 x 107: as cadeias de ilhas estdo dimerizadas (d) p=4.0x 107: nem

0 caos nem as curvas invariantes estdo limitados por Toros Robustos.
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Agora, vamos considerar a Hamiltoniana da equagdo (4.20) com o pré-fator polinomial

P(AJ) = (AJ? —a), o mapa discreto associado é

AJ,, =AJ, + Bmsin(mB ) (AJ,, —a)

o ) (4.22)
B, =0 + N—(AJk+1 —a A ) +2PA],, cos(md,)mod(27)

r

Considerando o mapa dado pela equagdo (4.22), observamos o nascimento de duas retas
(em vermelho) correspondentes aos Toros Robustos citados anteriormente. Olhando para a

2

Hamiltoniana da equagdo (4.20), observamos que a perturbacdo € nula algebricamente nos
valores de 4J em que o polindmio P(AJ)=(AJ> —a) zera. Na Figura 4.12(a) abaixo,

observamos também duas cadeias de ilhas isécronas distantes umas das outras, enquanto que na
Figura 4.12(b) elas estdo se reconectando e na Figura 4.12(c) as cadeias estdo dimerizadas e sdo
cortadas pelo TR superior, efeito causado pelas bifurcagdes mostradas na secdo 4.2 desta
dissertacdo. Isto significa que, neste caso com os Toros Robustos, as linhas de campo
magnéticas vdo parar na barreira infinita e a parede do tokamak ndo sera atingida. A Figura
4.12(d) corresponde a uma amplitude de perturbacdo muito forte apenas para colocar em
evidéncia o papel dos Toros Robustos no sistema quando o mar cadético é mais amplo do que
nas outras figuras de 4.12. Podemos observar que as linhas do campo magnéticas sdo rebatidas
por ambos os Toros Robustos e permanecem confinadas na regido limitada por estes TR. Em
menor escala algumas ilhas pequenas predem as linhas do campo magnéticas, porque na

vizinhanga dessas ilhas existe algum “stickness”. Em todas as figuras de 4.12, foi utilizado

a=8.1x10".
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AJ(107)
AJ(107)

(© (d)

Figura 4.12 — Mapa com Toros Robustos (EM VERMELHO) da equacdo (4.22). (a) f =
3.0 x 10°: duas ressondncias isécronas independentes e dois Toros Robustos. (b) f =
84x107: 0 processo de reconexdo é iniciado. (c) f =4.9 x 1 0" as cadeias de ilhas
estdo dimerizadas e limitadas pelos Toros Robustos (d)  =20: o caos e as curvas

invariantes estdo limitados por Toros Robustos.

Na abordagem apresentada nesta secdo, o sistema tem apenas um modo de ressonancia
de natureza ndo-KAM. Mesmo que a dindmica das linhas de campo magnéticas, dentro da
camara do tokamak, apresente muitas instabilidades criando dificuldades para a realizagdo
experimental do TR, o conceito que os TR trazem certamente melhora as estratégias tedricas
para o confinamento de plasmas, pois 0 nosso mapa tem todos os ingredientes ndo-lineares da

dindmica dos mapas geralmente utilizados e tem também as barreiras robustas.

Estamos sugerindo um método tedérico para criar barreiras de transporte (Toros
Robustos) para evitar a interagdo plasma-parede e por fim, supomos que o nosso mapa descreve
um efeito que pode aumentar significativamente o tempo de confinamento de plasma para a

fusdo termonuclear controlada.

4.5.2 Sistema com Dois Modos Ressonantes ¢ Um Toro

Robusto

Aplicamos agora um toro robusto préximo da posi¢ao referente a parede do tokamak,
com o intuito de estudar o efeito deste toro robusto na dindmica das linhas de campo
magnéticas. Os resultados e mais detalhes sobre o estudo apresentado nesta se¢do podem ser

encontrados na referéncia [4.25]
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Vamos considerar aqui duas Hamiltonianas ndo perturbadas, uma Hamiltoniana que cria

um cendrio “twist”:

NT
H,(A])= EAJ (4.23)
E outra que cria um cendrio “ndo-twist”:

1L o a, s

A fim de entender o efeito das barreiras robustas em ambas as topologias.

Para aumentar o mar de caos no sistema, vamos adicionar outro modo ressonante.
Entdo, teremos o modo ressonante principal (/:3) e o modo secundério (/:4). A Hamiltoniana

entdo € descrita por

H(AJ,U,t)=H, (AJ)+,BP(AJ)[cos(m19)]i 5[r—]2\7—7[kj+

k=—co r

B (4.25)
+P(AD)[cos((m+1)d+nt) 1) 5(r—12\’—7[k]

k=—co

r

A fungdo P(4J) em (4.25), é o polindmio que nos permite introduzir o Toro Robusto.
Para P(4J)=1 retomamos a Hamiltoniana usual, sem RT e para P(4J)=(4J-a), introduzimos um
Toro Robusto na posi¢do 4J=a. Ressaltamos que, para uma fungdo polinomial genérica, é
possivel ter um nimero de Toro Robusto igual ao niimero de raizes reais deste polindmio.
Assim, este procedimento permite-nos construir uma Hamiltoniana para estudar as alteracdes da
topologia das linhas de campo magnéticas na borda do plasma devida a presenca de uma

barreira infinita chamada Toro Robusto, perto da parede do tokamak.

Como a dependéncia temporal das equagdes de Hamilton estd na forma de chutes delta
periddicos, podemos definir varidveis discretizadas e deduzir um mapa discreto. Inicialmente, o

mapa “ndo-twist” sem Toro Robusto é,

A, =AJ, + Pm sin(md,,,)+n(m+1)sin[(m+1)J, +nt, ]

B = Do+ (A~ @ ATy mod 2) @26
27
t](+l t]( +
m

Por outro lado, para os fins desta se¢do, o mapa “ndo-twist” com dois modos de ressonéncia e

um RT é dado como,
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A =AM, + (AT, —a){ fmsin(m? ) +n (m+1) sin[(m + 1), +nt,,,1}

27

B =0, (M =@ AT2)+ feos(md,) 417 cosllm + 1), +t,,,] mod(27) 4.27)

Para as simulacdes numéricas dos mapas apresentados em (4.26) e (4.27), optamos por
m=3 e n=1, que introduz os modos de ressonancia (/:3) e (1:4). A constante o que aparece na
Hamiltoniana ndo perturbada é a=0 para a dindmica “twist” e a=160.15 para a dinamica ‘“nao-
twist”, valor muito préximo do utilizado experimentalmente no TCA-BR, como ji foi dito

anteriormente.

A(107%)
AJ(107)

(a) (b)

Figura 4.13 — Secdes de Poincaré para os modos ressonantes (1:3) e (1:4) com a=0 para: (a)

Mapa “Twist” da equagéo (4.26) sem Toro Robusto com 8 =-5.0x10"" e 1 =2.3x107". (b)
Mapa “Twist” da equagéo (4.27) com Toro Robusto (EM VERMELHO) com f8=-7.0x10" e

7=3.2x10".

Na figura 4.13(a), apresentamos o caso “twist” e podemos vemos a cadeia de ilhas
dominante (/:3) e a ressonédncia secundaria (/:4) mergulhadas em linhas de campo magnéticas
calticas e vdrias outras ressondncias menores. Nesta configuragdo, as linhas de campo
magnéticas podem escapar em direcdo a parede do tokamak ao longo do mar cadético em torno
da cadeia de ilhas quebrada (/:3). Por outro lado, na figura 4.13(b) podemos ver as alteracdes de
estabilizacdo introduzidas na configuracdo das linhas de campo magnéticas pelo Toro Robusto,
cuja posicdo € AJ=a=3, indicado na cor vermelha. Note que o mar cadtico perto do Toro
Robusto, ao redor da ilha (1:3), € suprimido na figura 4.13(b) e o entorno de A4J/=3 é mais
estivel que o da figura 4.13(a). Para AJ=a, a Hamiltoniana perturbada em (4.25) ¢é

algebricamente nula, independentemente dos valores de f e 7. N6s também podemos ver que a

primeira equagdo do mapa (4.27), torna-se, AJ,,, =AJ, definindo entdo o Toro Robusto,



CAPITULO 4 - Controle de Dinimica Caética com Toros Robustos 58

portanto, por uma exigéncia de continuidade, as perturbagdes sdo gradualmente mais fracas na

vizinhanga linear do Toro Robusto do que longe dele.

Ressaltamos que a presenga do Toro Robusto introduz um efeito local, que € visto
através da regularizagcdo da dindmica na sua vizinhanga, e em regides distantes do Toro Robusto
o mar cadtico continua a existir. Como podemos ver na figura 4.13(b) o Toro Robusto aprisiona
todas as linhas do campo magnéticas no interior da borda do plasma evitando choques com a

parede do tokamak ao contrario do caso da figura 4.13(a).

A(107%)
AJ(107)

(a) (b)

Figura 4.14 — Secoes de Poincaré para os modos ressonantes (1:3) e (1:4) para: (a) Mapa
“ndo-twist” da equagdo (4.26) sem Toro Robusto com [f = —1.5x107* en = 6.9x107°. (b)
Mapa “ndo-twist” da equagdo (4.27) com Toro Robusto (EM VERMELHO) com
B=-50x10" e p=2.3x10"".

Para o equilibrio “ndo-twist” ha ressonancias isdcronas no espago de fase. Na figura
4.14(a), as duas ressonancias isdcronas (1:3) ja estdo dimerizadas e separadas por uma grande
quantidade de curvas “meanders” [3.1]. Essas curvas invariantes cercam os dois conjuntos de
ilhas sobreviventes (/:3) e elas s6 existem em mapas “ndo-twist” (para ser mais precisa dentro
da regido shearless, como comentado no capitulo 3 desta dissertagdo). Esta regido aprisiona as

linhas de campo magnéticas por um longo tempo e dificulta a difusdo radial.

Na figura 4.14(b) o Toro Robusto é indicado em vermelho na posi¢cdo AJ=a=3 e as
alteracdes introduzidas na configuracdo magnética sio visiveis. Continuamos a ter duas cadeias
de ilhas (1:3) e (1:4), mas agora um rearranjo topoldgico interessante ocorreu: o mar cadtico
que havia perto da ressonancia superior (/:4), na figura 4.14(a), foi suprimido pela presenga do
Toro Robusto. As superficies magnéticas proximas ao Toro Robusto permanecem como curvas
invariantes, enquanto do outro lado das curvas “meanders”, hd uma destruicdo significativa das

superficies magnéticas em torno da ressonancia inferior (/:4). A rigidez do Toro Robusto e o
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efeito de estabilizacd@o local na sua vizinhanga s@o os principais resultados que abordamos nesta

secao.

E interessante ressaltar que diferentes mapas Hamiltonianos governam o caso “twist” e
0 caso “ndo-twist”, e entdo, nés ndo mantemos 0s mesmos pardmetros para ambos 0OS Casos.
Para o caso “ndo-twist”, vamos fixar as curvas “meanders”, que aparecem na figura 4.14(a) sem
Toro Robusto, como referéncia. Para o caso “twist”, a estratégia foi diferente, pois as curvas
“meanders” ndo existem. Comecamos com a figura 4.13(a), sem Toro Robusto, que mostra o
caos na vizinhanca de ambas as ressonancias (1:3) e (1:4), mas ainda com algumas estruturas
regulares. Em seguida, no caso com Toro Robusto, escolhemos os pardmetros a fim de ter um

mar cadtico similar em torno da ressonancia (1:4).

A(10%)
AJ(10%)

(a) (b)

Figura 4.15 — Secoes de Poincaré para os modos ressonantes (1:3) e (1:4) para o Mapa “nédo-
twist” da equagdo (4.27) com Toro Robusto, = —5.0x107 ¢ n= 2.3x107 para (a) AJ=1,5 ¢
(b) AJ=3.5.

Outra evidéncia do efeito da posi¢cdo do Toro Robusto, determinado pelo pardmetro a, é
mostrado na figura 4.15. Na figura 4.15(a) escolhemos a posi¢do do Toro Robusto, 4/=1,5=a,
perto da cadeia de ilhas dimerizada (1:3), e, na figura 4.15(b) escolhemos a posi¢do do Toro
Robusto, 4J=3,5=a, préximo a cadeia de ilhas superior (/:4) com os mesmos parimetros da

figura 4.14(b).

Na figura 4.15(a) as ilhas da ressonincia (/:4) estdo parcialmente destruidas de tal
forma que as linhas do campo magnéticas podem deixar o plasma e atingir a parede do tokamak.
Na figura 4.15(b) as ilhas da ressonéncia (/:4) sdo também parcialmente destruidas, mas as
linhas de campo magnéticas ndo podem alcancar a parede tokamak devido a presenga do Toro
Robusto e também devido as curvas estabilizadas em suas proximidades. Comparando essas

configuragdes com a mostrada na figura 4.14(b) vemos que a posi¢do do Toro Robusto em
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AJ=3 também mantém as linhas do campo magnéticas presas em uma regido interior do

tokamak, perto da ressonéncia (1:4).

Nesta secdo foi apresentado um mapa simplético que descreve algumas alteracdes das
linhas de campo magnéticas no interior do tokamak, devido a presenca de um Toro Robusto na
borda do plasma. O mapa descreve o equilibrio toroidal de linhas do campo magnéticas

perturbadas por ressonéncias criadas por anéis de limitadore magnético ergddico.

Teoricamente, o Toro Robusto mostrou ser uma barreira de transportes eficiente que
impede as linhas de campo magnéticas de alcangar a parede do tokamak, evitando interagdes
plasma-parede. As instabilidades na sua vizinhanca também sdo reduzidas, bem como a
destrui¢cdo de curvas invariantes. Sugerimos que uma possivel implementagdo experimental de
um Toro Robusto em tokamaks requer um controle ativo no interior do tokamak por outro
conjunto de anéis de LME, devido ao fato que um Toro Robusto corresponde a uma superficie
3D ao longo da direcdo toroidal, que permanece intacta no meio de muitas superficies

magnéticas quebradas.

Por exemplo, podemos considerar um conjunto de anéis LME, a fim de criar uma
ressondncia (n:m) na regido periférica do plasma a partir da aplicagdo de um campo magnético
positivo. Em seguida, consideramos outro conjunto de anéis de LME, a fim de criar a mesma
ressonancia (n:m) na mesma posi¢do da primeira, mas a partir da aplicagdio de um campo
magnético negativo. A superposicdo das duas perturbagdes ressonantes idénticas, mas com o
campos magnéticos opostos, pode criar uma superficie invariante magnética, semelhante ao

Toro Robusto.

4.5.3 Efeito de Toro Robusto no Transporte Dindmico

No presente secdo vamos qualificar a fracdo de trajetérias que chegam a uma regido
especifica do espaco de fase, conforme um pardmetro de controle € variado usando os dois
mapas simpléticos apresentados anteriormente: um “twist” e outro “ndo-twist”. Os dois mapas
foram estudados com e sem Toro Robusto. Nés comparamos os padrdes obtidos e vamos
identificar o efeito do Toro Robusto sobre o transporte dindmico. Vamos mostramos que o
efeito das barreiras “meanders”, perde importancia no bloqueio do transporte radial quando o
Toro Robusto estd presente. Mais detalhes sobre este estudo podem ser encontrados na

referéncia [4.46].
Vamos dividir nosso estudo em quatro andlises:

(i) caso “ndo-twist” sem Toro Robusto, Eq. (4.26) com a = 160,15;
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(ii) caso “ndo-twist” com um Toro Robusto, Eq. (4.27) com a = 160,15;
(iii) caso “twist” sem Toro Robusto, Eq. (4.26) com o = 0;

(iv) caso “twist” com um Toro Robusto, Eq. (4.27) com a = 0.

AL‘ T T T T T T T | 4 r - - T T T T T T

Figura 4.16 — Secoes de Poincaré para os modos ressonantes (1:3) e (1:4) para (a) Mapa
“ndo-twist” da equagdo (4.26) sem Toro Robusto com f§=-1.3x10" e 7 =1.15x107", a
linha azul existe apenas para guiar os olhos e ndo é um Toro Robusto. (b) Mapa “ndo-twist” da

equagdo (4.27) com Toro Robusto (EM VERMELHO) com f8 =—4.0x107 e 7 =9.2x107".

A figura 4.16(a) corresponde ao caso (i), onde duas ressondncias isocronas (/:3), ja
estdo dimerizadas e separadas por curvas “meanders”. Essas curvas invariantes cercam os dois
conjuntos de ilhas sobreviventes (/:3) e existem apenas nos mapas ‘“ndo-twist”. As curvas
“meanders” estdo localizadas na regido shearless e em abordagens de confinamento de plasma,
esta regido aprisiona as linhas de campo magnéticas por um longo tempo o que dificulta a
difusdo radial, de tal forma que uma barreira de transporte interna (BTI) acontece devido a um

forte efeito de “stickness”. [4.47].

A figura 4.16(b) corresponde ao caso (ii), o Toro Robusto é indicado na cor vermelha
na posi¢do 4J=3=a, e as alteracdes introduzidas na dindmica sdo visiveis. Continuamos a ter as
duas cadeias de ilhas (/:3) e (1:4), mas agora, como ja relatado anteriormente, um rearranjo
topolégico interessante ocorreu, o mar cadtico que se encontrava na vizinhanca da ressonancia
superior (1:4), na figura 4.16(a), foi suprimido, devido a presenca do Toro Robusto. A dindmica
perto do Toro Robusto é mantida integravel e no outro lado da regido de “meanders” ainda ha
uma destrui¢do significativa das curvas invariantes em torno da ressonancia inferior (/:4),

mostrando um mar cadtico.
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(b)

Figura 4.17 — Secoes de Poincaré para os modos ressonantes (1:3) e (1:4) com a=0 para (a)
Mapa “Twist” da equagio (4.26) sem Toro Robusto com 8 =-6.0x10"" ¢ 7 =2.99x107*, a
linha azul existe apenas para guiar os olhos e nao é um Toro Robusto. (b) Mapa “Twist” da

equagdo (4.27) com Toro Robusto (EM VERMELHO) com [ = -7.5x107 e n= 8.2x107°.

A figura 4.17(a) corresponde ao caso (iii) e observamos a cadeia de ilhas dominante
(1:3) e a ressonancia secunddria (/:4) mergulhadas em um mar caético com vdrias outras
estruturas menores. Nesta configuragao, as barreiras sao de fato as estruturas de ilhas, que serdo
destruidas, conforme os pardmetros de perturbag¢do sdo aumentados. Por outro lado, na figura
4.17(b), que corresponde ao caso (iv), podemos ver as alteracdes de estabilizacdo introduzidas
pelo Toro Robusto, que € indicado na cor vermelha em 4J=a=3. Note que, para os parametros
utilizados para tracar a figura 4.17(b), o mar cadtico perto do Toro Robusto, ao redor da
ressonancia (/:3), € suprimido e os arredores 4J=3 ficam mais estdveis que os da figura 4.17(a)

oque comprova o efeito de estabilizacdo local do Toro Robusto.

Vamos agora apresentar o transporte de um conjunto de condig¢des iniciais dadas dentro
de pequenas caixas vermelhas nas figuras 4.16 e 4.17, com e sem Toro Robusto, em fun¢do do
parAmetro de perturbacdo f. Iteramos 110 condicdes iniciais dentro do quadrado vermelho e
variamos o pardmetro de perturbacdo S, a fim de investigar quantas condi¢des iniciais alcangam
a posicdo A4J=3 (em azul), apds 2500 iteracdes dos mapas das equacdes (4.26) e (4.27). Esta
pequena quantidade de iteragdes recolhidas ndo leva a qualquer perda de generalidade, porque
temos a inten¢do de investigar o efeito de barreiras ou rigidez no transporte, o que poderia ser

negligenciado, se tivéssemos tomado uma grande quantidade de iteragoes.
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Figura 4.18 — Porcentagem de condigdes iniciais que atingem a posi¢do AJ=3 apds 2500
iteracoes (a) Mapa “ndo-twist” da equagdo (4.26) sem Toro Robusto. (b) Mapa “ndo-twist” da
equacdo (4.27) com Toro Robusto. (c¢) Mapa “Twist” da equagdo (4.26) sem Toro Robusto. (d)

Mapa “Twist” da equagdo (4.27) com Toro Robusto.

Para os casos “ndo-twist”, as curvas “meanders” desempenham o papel de barreiras
parciais e interferem de maneira diferente sobre o transporte em funcdo da presenga do Toro
Robusto. Quando o sistema ndo tem um Toro Robusto, caso (i), as trajetérias chegam a linha de
referéncia (em azul) apds a destruicdo das curvas “meanders”. No entanto, como foi mostrado
em [4.26], este tipo de curva permeia um toro especial chamado toro shearless, e a existéncia
deste toro especial tém um comportamento descontinuo, ele desaparece para alguns valores de
f, mas ele existe em muitos outros valores intercalados de . Assim, para o caso (i), sem Toro
Robusto, as flutuagdes observadas na figura 4.18(a) mostram exatamente a sensibilidade das
curvas “meanders” e a existéncia (ou ndo) do toro shearless para diferentes valores da
perturbagdo, enquanto que para o caso (ii) com um Toro Robusto, na figura 4.18(b), as
trajetérias chegam a linha de referéncia, que é de fato o Toro Robusto, somente apds a

destrui¢do do modo de ressonancia (1:4). Portanto, neste caso, a destruicdo ou a existéncia de
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curvas “meanders” ou toro shearless ndo € uma condi¢do suficiente para as Orbitas consideradas
alcancarem a posicao de referéncia. Para o caso “twist”, as pequenas caixas nas figuras 4.17(a) e
4.17(b) estdo acima da ressonancia (/:4), portanto, vamos investigar o efeito do Toro Robusto,
na vizinhanca do modo de ressondncia (/:3). As figuras 4.18(c) e 4.18(d) correspondem aos
casos (iii) e (iv), respectivamente, e observamos um comportamento semelhante nas taxas de
transporte, mas com uma pequena nuance. No caso sem Toro Robusto, figura 4.18(c), como as
estruturas estdo sendo destruidas, o transporte aumenta, mas as trajetérias ainda encontrar
algumas regides com um “stickness” suave. No caso com Toro Robusto, figura 4.18(d), como as
estruturas de ressondncia estdo sendo destruidas, o transporte aumenta abruptamente e

observamos um ‘“‘stickness” suave somente em torno do Toro Robusto.

Mostramos aqui nesta se¢do o comportamento de duas barreiras de transporte diferentes,
uma formada pelo processo de reconex@o de ressondncias isécronas, as curvas ‘“meanders”
permeando o toro shearless, e outra formada pelo desaparecimento da perturbacdo em uma
determinada regido, através da introdu¢do de um Toro Robusto. Em nossa abordagem o Toro
Robusto € mais forte que as barreiras “meanders” e que o toro shearless, devido ao efeito
estabilizador que ele induz em sua vizinhanca. O Toro Robusto desempenha uma notdvel
influéncia sobre o transporte dindmico, este € o motivo que torna este tipo de barreira robusta

relevante para as abordagens Hamiltonianas de plasma de fusao.

4.6 Toros Robustos em um Modelo Hamiltoniano de

Duas Ondas

Com a colaborag@o do Dr. Francisco Alberto Marcus aluno da USP — Sao Paulo e do
Dr. Iberé€ Luiz Caldas, nds realizamos um estudo sobre um sistema Hamiltoniano perturbado por
duas ondas com nidmeros de onda particulares que podem apresentar Toros Robustos. Quando
existirem Toros Robustos, qualquer trajetéria no espago de fase que passa perto deles é
bloqueada por curvas invariantes emergentes, que impedem o transporte cadtico. Os resultados
presentes nesta se¢do indicam que a solucdo particula para o modelo Hamiltoniano de duas
ondas preserva todos os Toros Robustos do sistema bloqueando o transporte radial. Mais

detalhes sobre o estudo podem ser encontrados na referéncia [4.48]

z

O efeito das barreiras de transporte em sistemas Hamiltonianos € um assunto de
interesse global em diferentes ramos da fisica [4.49, 4.50, 2.2]. W. Horton introduziu um tipo de
modelo Hamiltoniano com duas ondas, relevante para o transporte de particulas em fisica de

plasmas na referéncia [4.51]. A Hamiltoniana descreve ondas de deriva, originadas por derivas

de particulas proporcionais & E A B em plasmas ndo-uniformes, se propagando em um campo
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magnético toroidal e em um campo elétrico radial. O modelo tem sido explorado para descrever
conjuntos de estocasticidade para particulas de testes impulsionadas por essas ondas de deriva
em tokamaks. O modelo tem sido aplicado em vdrios trabalhos como, por exemplo, investigar a
influéncia do equilibrio de campos elétricos e magnéticos sobre o transporte radial e também

para analisar resultados obtidos em experimentos [4.52, 4.53, 4.54].

Como o intuito desta secdo é apresentar uma solugdo particular que conserva os Toros
Robustos no modelo, a obten¢do da Hamiltonian de duas ondas ndo serd amplamente discutida
aqui, porém, podem-se encontrar os detalhes da sua obtencdo assim como mais detalhes sobre

sua aplicacdo em plasmas de fusdo na referéncia [4.54].

Observamos que este modelo pode apresentar infinitos Toros Robustos (RT), que
correspondem a barreiras dindmicas que podem aparecer em sistemas Hamiltonianos [4.12,
4.24,4.25, 4.26]. Nesta se¢do, nés iniciaremos com uma Hamiltoniana com apenas uma onda,
a fim de salientar a abundancia de TR no sistema e depois disso com a adicdo de outra onda
esses TR se quebram iniciando um transporte radial andmalo no espago de fases. Nosso objetivo
neste trabalho € apresentar uma solugdo particular para esta Hamiltoniana de duas ondas que
impede a quebra do TR, mesmo se adicionarmos muitas ondas na perturbacdo. Este é um fato
importante, pois a criacdo de barreiras em sistemas Hamiltonianos tem sido considerada um

assunto importante em varias dreas da fisica, especialmente no confinamento de plasmas em

tokamaks [4.50, 4.54, 4.40, 4.55].

Vamos considerar uma Hamiltoniana H que consiste de um termo integravel H, mais
uma perturbagdo H, na forma: H(q, p,t)=H,(q)+&H,(q, p,t) onde ¢ é o pardmetro de

perturbacdo, g é a posicdo das particulas e p € o seu momento associado.

No modelo atual, nds identificamos o espaco de fases (g, p) como sendo o espaco fisico
(x, ¥), onde x e y sdo as coordenadas radiais e poloidais respectivamente (usadas geralmente
para tokamaks de grande razdo de aspecto), que descrevem a posicdo das particulas dentro do

plasma [4.51]. Assim, a Hamiltoniana nas varidveis candnicas x’ e y’ é

H(x',y',0)=Hy(x')+ D A, sin(k,,x")cos(k,, y'-@,1) (4.28)

onde os A, descrevem as amplitudes das ondas, k,,, k,, sdo os nimeros de ondas e w, sdo as

freqiiéncias das ondas.

A fim de criar uma forma adimensional para a Hamiltoniana acima, realizamos uma
transformacdo candnica mediada pela fungdo geradora, F(x,y",t)=x(y'-u,.t), onde

OF (x,y',1) ,
y=—"—="=Y
0x

, aF(x,y',t):x . oF (x,y",1)

—u t, x= =—xu,. Assim, o modelo
dy' ot



CAPITULO 4 - Controle de Dinimica Caética com Toros Robustos 66

oF (x,y’,t)
o

Hamiltoniano adimensional com duas ondas é dado por H (x, y,t) = H(x",y",t) +

e se transforma em

H(x,y,t)=H,(x)—u,x+ A, sin(k ,x) cos(ky1 y)+ A, sin(k ,x) cos(ky2 (y—ut)) (429

onde u=(a,/k,)— (@ /k,) ¢ a diferenca das velocidades de fase entre as duas ondas,

u, =(@,/k,) €avelocidade de fase da primeira onda, A; € A, s@o as amplitudes da primeira e

da segunda onda respectivamente, (ky;, ky;) sdo os nimeros de onda para a primeira onda e (kx.,
kyz) sdo os niimeros de onda para a segunda onda. A Hamiltoniana da equagdo (4.29) representa
uma particula sob a acdo de uma onda transversal se propagando na dire¢do y e oscilante na

diregdo x.

Consideramos também a abordagem da referencia [4.51] para a Hamiltoniana ndo

perturbada, nés vamos tomd-la como uma fun¢do monotdnica H ,(x) = & x. Este perfil para H,

cria apenas regides “twists” no espaco de fases [4.52]. Este tipo de H, tem sido utilizado para

simular o movimento de uma particula de teste no meio de um plasma com um campo elétrico

constante aplicado cuja variagdo ao longo do eixo x é E, = dH ,(x)/dx, e desempenha o papel

de componente radial do campo elétrico.

Inicialmente, tomamos apenas uma onda (A,=0) na Hamiltoniana da equacgéo (4.29) e

obtemos
H(x,y,t)=(a—u)x+A sin(k, x)cos(k,y) (4.30)

Cujas equagdes e movimento sao

x=Ak, sin(k, x)sin(k,, y) wsn)

y=(@—1,)+ Ak, cos(k,x)cos(k,, y)

Podemos notar que quando sin(k ,x) =0, a perturbacdo na equagio (4.30) € nula, mesmo para

A;#0 o que € a condicdo necessdria para ter Toros Robustos. Na equacdo (4.31), observamos

também que o movimento na dire¢do x desaparece e temos x=constante para qualquer tempo

e - nw o
levando a infinitos Toros Robustos nas posi¢des x = ——, para todos os n inteiros. No entanto,

x1

na dire¢do y a dindmica ndo é constante, como é mostrado na figura 4.17, abaixo.
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Figura 4.19 — Espaco de fases para a Hamiltoniana da equacdo (4.30) com apenas uma onda

A,=0 e a=0.76.

Vale a pena salientar que se cos(k,, y) =0 a Hamiltoniana perturbada desaparece, mas

o movimento na dire¢do x e y continuam existindo. Os Toros Robustos s6 irdo aparecer quando
a Hamiltoniana perturbada desaparecer, bem como, pelo menos, uma das equagdes de

movimento.

Na figura 4.19, que mostra o espaco de fase para uma onda, podemos observar que as
ilhas se parecem com células achatadas por linhas retas (em preto). Estas linhas sdo as barreiras
Toros Robustos. Como estamos interessados em analisar o transporte ao longo da direcdo x,
interpretado como o transporte radial [4.53, 4.54], a criagdo de barreiras robusta em posicdes

onde x=constante ird interferir significativamente no transporte dindmico.

Como a Hamiltoniana da equag@o (4.30) apresenta apenas uma onda, o sistema ¢é
globalmente integrdvel. No entanto, quando acrescentamos outra onda, a integrabilidade do

sistema serd quebrada e o caos serd observado em torno dos pontos fixos hiperbdlicos. Por

exemplo, com a mencionada H,(x) = & x, a equagio (4.29) se torna:
H(x,y,t) =(¢—u)x+ A sin(k, x)cos(k,,y)+ A, sin(k,,x) cos(k,,(y —ut)) (4.32)

e podemos observar que, quando sin(k x) =0=sin(k ,x), a perturbacdo desaparece. As
novas equagdes de movimento s@o

x= Ak, sin(k, x)sin(k, y) + Ak, sin(k ,x)sin(k , (y —ut))
(4.33)

).1 =(a—u,)+ Ak, cos(k,x)cos(k,,y)+ A,k , cos(k ,x)cos(k,,(y—ut))
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Notamos que o movimento na dire¢do x pode desaparecer se os nimeros de onda

obedecerem a condi¢do k , =m.k ,. Se m é um nimero inteiro, todos os Toros Robustos

aparecerdo como no caso integravel, mas se m é um ndmero ndo inteiro, apenas alguns Toros

Robustos sobreviverdo. No primeiro caso, havera linhas com x=constante em todas as posicdes

nzxt n, 7w L. . .
=k1_ =—2— para qualquer n, e n, inteiros e os Toros Robustos continuario intactos

kx2

xl1
mesmo com a adi¢do da segunda onda o que nos permite esperar que o transporte radial seja

bloqueado.

(a) (b)

Figura 4.20 — Espaco de fases para a Hamiltoniana com duas ondas da equagdo (4.32) com (a)

k., #mk_, sem Toros Robustos. (b) k , = mk ,, com minteiro (com Toros Robustos).

Na figura 4.20, as condig¢des iniciais foram dadas nos intervalos x € [0.78, 0.94] ey €
[0.0, 2], e para cada regido de condicdes iniciais nés atribuimos cores. Apresentamos a seguir

duas situacdes diferentes para o modelo de ondas da equagdo (4.32), o caso conhecido [4.49,

4.50, 2.2, 4.51] kx1 ;tm.kx2 e também o caso que mantém os Toros Robustos intactos

k ,=mk _, com m inteiro. A adicdo da segunda onda quebra a integrabilidade do sistema e

entdo o caos pode preencher o espaco de fases. As particulas podem se mover ao longo da
coordenada radial x e poloidal y criando uma teia cadtica pelo espago de fases, como € mostrado
na figura 4.20(a), onde as cores estdo misturadas. Observamos que ndo existem barreiras para o

transporte radial desenvolvido pelas particulas. Por outro lado, a figura 4.20(b) mostra o mapa

de Poincaré para o caso especifico apresentado aqui: k , = m.k , para todo m inteiro. Toros

X
Robustos, as linhas retas (em preto), estdo de novo intactos mesmo ap6s a adicdo da segunda
onda e ndo ha nenhum escape radial de trajetérias ao longo do espago de fases, pois as cores se
matem em seus devidos lugares e ndo ha mistura de azul, verde e vermelho. Como ja era

esperado, os Toros Robustos estdo bloqueando a difusdo radial.
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O caos no espaco de fases ocorre quando acrescentamos uma segunda onda e vamos
investigar entdo a taxa do transporte dinamico através do célculo do coeficiente de difusdo

radial local das 6rbitas [4.57]. Nés consideramos a equagdo abaixo [4.50]:

N 2
L D Lx, (1) - x,(0)] (4.34)

D=
2tN ‘S

onde N=7000 é o numero total das condicdes iniciais distribuidas uniformemente através de
uma grade com x:[0.50; 1.25] e y:[0; 2x] e t=150 é, de fato, o nimero de iteragdes para cada
condicdo inicial. Para cada valor do nimero de onda k,, estimamos o coeficiente de difusio

radial D.
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Figura 4.21 — Comparacaes entre (a) Coeficiente de difusdo radial. (b) Porcentagem de Toros

Robustos restantes apds a adi¢do da segunda onda.

A figura 4.21(a) mostra a dependéncia do coeficiente de difuso radial com o nimero de
onda k,,. Foram utilizados nas simulagdes numéricas os seguintes parametros k,;=20; k,;=3.
Como podemos ver os valores mais baixos da difusdo ocorrem para k,,=m.k,;=20 para m=1 e
para k,=m.k,;=40 para m=2. O coeficiente de difusdo radial vai para zero quando k,=m.k,;
para todos m inteiro, porém, ndo é zero, mas pequeno para k,=m.k,; para m nao-inteiro.
O comportamento do coeficiente de difusdo radial é explicado na figura 4.21(b), que mostra a
porcentagem de Toros Robustos que permanecem intactos apds a adi¢do da segunda onda no
sistema, considerando um montante inicial de 40 Toros Robustos no espaco de fases. Para os

numeros de onda k,;=20 e k,,=40 todos os Toros Robustos continuam existindo, porque estes
nimeros de onda satisfazem a solucdo particular apresentada aqui: k , =m.k , para todo m
inteiro. No entanto, podemos observar que umas parcelas de Toros Robustos também continuam

existindo quando m é um nao-inteiro. A existéncia de Toros Robustos afeta diretamente a

difusdo das particulas na direcdo radial. Para a solug@o particular aqui introduzida, o coeficiente
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de difusdo radial € zero, pois todos os Toros Robustos sdo preservados no sistema. No entanto,
para alguns valores intermedidrios de k,, alguns percentuais de Toros Robustos ainda

permanecem intactos, diminuindo o transporte radial.

Ressaltamos que a solucdo particular para duas ondas pode ser prorrogada para muitas
ondas e a Hamiltoniana ndo perturbada H, ndo tem influéncia na formagao dos Toros Robustos
ao longo da direcdo x. Cada sistema descrito pelo modelo Hamiltoniano de ondas dado na

equacdo (4.28), apresenta barreiras Toros Robustos. Se a solugdo particular,

ka =mk,,, para todo m inteiro estd satisfeita, essas barreiras se mantém intactas sob a
n

adi¢@o de outras ondas e agem diretamente no transporte radial das particulas.

Estudos anteriores [4.49, 4.50] tém mostrado a importancia de diminuir o transporte
radial induzido por ondas de deriva para melhorar o confinamento de plasmas em tokamaks.
Também € relatado que Hamiltonianas similares a apresentada nesta secdo t€m sido utilizadas
para estudar o transporte de particulas, mas poucos trabalhos apenas foram dedicados a
controlar o caos nesses sistemas [4.52, 4.58]. Mesmo que ndo exista uma forma eficaz de
controlar os nimeros de onda das ondas de deriva em tokamaks, nem para medir o nimero de
onda radial k,,, a nossa contribui¢do mostra uma dire¢do para se bloquear o transporte radial

com a solugdo particular apresentada aqui para o modelo Hamiltoniano de duas ondas.
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5. Conclusao

Estudamos neste trabalho barreiras dinamicas que dificultam ou bloqueiam o
transporte cadtico no espago de fases. Primeiramente falamos sobre as curvas
“meanders” que surgem através do processo de reconexdo (ou “overlap”) de cadeias de
ressonancia. Este processo ocorre apenas em mapas ‘“ndo-twist” e em Hamiltonianas
que ndo satisfazem a condicio de ndo-degenerescéncia. As curvas “meanders” formadas
por este processo jogam o papel de barreiras para o transporte cadtico no espaco de
fases. Introduzimos uma modificacdo do mapa padrido “ndo-twist” que denominamos
mapa padrdo “ndo-twist” labirintico. Esse mapa labirintico proposto por nds apresenta
multiplos processos de reconexdo de cadeias, portanto apresenta multiplas barreiras de
transporte, sendo de grande importincia para sistemas modelados com caracteristicas

“nao-twist”.

A barreira principal apresentada nesta dissertagdo € a barreira denominada Toro
Robusto, barreira esta formada em sistemas Hamiltonianos, que se mantém intacta a
perturbagdes genéricas, constituindo assim uma eficiente barreira para o transporte
cadtico no espacgo de fases. Falamos sobre as barreiras do tipo Toro Robusto, e sobre o
seu efeito em diferentes tipos de Hamiltonianas e mapas discretos. Optamos por
trabalhar com mapas discretos, pois a discretizagdo de sistemas Hamiltonianos é uma
ferramenta poderosa para o estudo de sistemas dinamicos. Trabalhar com mapas

discretos significa diminuir o tempo computacional gasto com integradores numéricos.

Foram introduzidos Toros Robustos em uma Hamiltoniana Toy Model a fim de
entender o seu efeito no processo de reconexdo (ou “overlap”) de ressonancias
isécronas. Quando os Toros Robustos estdo distantes da regido das ressondncias, o
padrio obtido € o usual, porém o padrido topoldgico obtido para a reconexdo das
ressonancias com a participacdo dos Toros Robustos € totalmente novo para o nosso
conhecimento. O nosso interesse foi também dar uma contribuicio para a drea de fisica

de plasmas, porque este conceito de Toros Robustos pode ser adaptado nas abordagens

Hamiltonianas utilizadas para o confinamento de plasmas em Tokamaks.

Toros Robustos quebrando a reconexio de cadeias também foram estudados no
mapa padrdo “ndo-twist”, o estudo mostrado aponta o efeito da posicdo dos Toros
Robustos na dindmica do sistema. Como os Toros Robustos causam estabilidade em

suas vizinhancas, cadeias antes dimerizadas, sdo separadas devido a este efeito.
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O bloqueio da difusdo de Arnold no mapa padrio acoplado também foi mostrado

nesta dissertagdo.

A fim de dar uma func¢do mais palpdvel para o efeito dos Toros Robustos em
sistemas Hamiltonianos, decidimos incluir estas barreiras em um sistema dindmico
relevante para a fisica de plasmas. Com a colaboracdo dos professores Dr. Iberé Luiz
Caldas da USP - Sdo Paulo e Dra. Marisa Roberto do ITA — Sdo José dos Campos, que
trabalham com caos em sistemas aplicados a fusdo nuclear em Tokamaks, decidimos
modificar uma Hamiltoniana utilizada para demonstrar o efeito de anéis de limitadores
magnéticos ergddicos (LME) criando perturbacdes ressonantes em superficies
magnéticas em Tokamaks. Primeiramente introduzidos dois toros robustos na
Hamiltoniana do LME a fim de estudar o efeito do aprisionamento de ressonancias
dimerizadas. Logo apés, introduzimos apenas um toro robusto préximo da posi¢do
referente a parede do tokamak, com o intuito de estudar o efeito deste toro robusto na
dindmica das linhas de campo magnéticas. Por ultimo, mostramos o estudo do

transporte realizado para 0 mesmo sistema com toro robusto e sem toro robusto.

Com a colaboragao do Dr. Francisco Alberto Marcus aluno da USP — Sao Paulo
e do Dr. Iberé Luiz Caldas, nds realizamos um estudo sobre um sistema Hamiltoniano
perturbado por duas ondas com nidmeros de onda particulares que apresentam Toros
Robustos. Os resultados presentes nesta parte do trabalho indicam que a solucdo
particular para o modelo Hamiltoniano de duas ondas preserva todos os Toros Robustos

bloqueando o transporte radial.

Uma préxima etapa do trabalho seria a aplicacdo de toros robustos num mapa
dissipativo para entender o efeito que a presenca de toros robustos causa no sistema
quando estruturas dissipativas estdo envolvidas, como por exemplo, atratores pontuais,
repulsores e atratores cadticos, a principio esta estratégia seria aplicada ao mapa padrdo
dissipativo. O efeito de toros robustos em sistemas que apresentam crises de fronteira
também pode ser estudado, visto que os toros robustos causam uma estabilidade em sua
vizinhanga linear e quando posicionados préximos ao evento de crise, podem quebrar,

ou atrasar este evento.
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ANEXO A - Func¢ao Hamiltoniana para o
Limitador Magnético Ergodico (LME)

Funcionamento de um Tokamak:

Um Tokamak usa o principio da superposicdo de dois tipos bdsicos de campos
magnéticos: um campo magnético toroidal causado por bobinas montadas em torno do
toro em se¢des poloidais, e o campo magnético poloidal causada pela prépria corrente
de plasma que é produzida através da acdo de um solendide. A superposicdo desses

campos bésicos produz linhas de campo magnéticas helicoidais.

A forca causada pelo gradiente de pressdo dentro da coluna de plasma causa a
sua expansdo e ¢é equilibrada devido a for¢a de Lorentz. A figura abaixo ilustra estes

efeitos.

Tokamak
Solendide
—
NED -
—— =
/ - — //,——'"/
/ N\
h
N\=\\\
- L - A I'. o
[ == \
| =4 7
I\. i | /
== Anéis externos gque
geram o campo vertical
Cotrente de plasma Flasma Anéis externos gque
geram o campo toroidal

Linhas helicoidais
de campo magnético

Figura 1 — Esquema de um Tokamak.
Funcionamento do Limitador Magnético Ergodico (LME):

Para perturbar as superficies em equilibrio dentro da coluna de plasma, sugere-se
usar um Enrolamento Helicoidal Ressonante (EHR). O EHR consiste em um par de
condutores carregando, cada um, uma corrente de perturbacdo em direcdes opostas,
enrolados de maneira adequada em torno do Tokamak. Os condutores devem fechar-se
sobre si ap6s realizarem my voltas toroidais e ny poloidais. Os valores de my e ny sdo

referentes a superficie magnética com g = mp/ny em que se deseja produzir uma
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ressonancia perturbativa principal. O valor ¢ acima é o chamado fator de seguranca e

ele estd ligado a média da helicidade das linhas de campo dentro do tokamak.

SN

Enrolamento (1,4): 4
voltas toroidais e 1
volta poloidal.

Figura 2 — Visdo esquemdtica de um Enrolamento Helicoidal Ressonante com

(ng,my)=(1,4) em um Tokamak.

Foi proposto por F. Karger [4.41] e W. Engelhardt [4.42], a idéia do limitador
magnético ergdédico (LME). O LME consiste em anéis, representando fatias de um
Enrolamento Helicoidal Ressonante (EHR), envolvendo “poloidalmente” o Tokamak.
Sendo assim cada anel deve possuir pares de condutores, orientados na direcdo toroidal
e cada par carregando uma corrente em sentidos opostos. O LME consiste em pedacos
de um enrolamento helicoidal ressonante feito ao redor do tokamak em que a lei de

enrolamento nos dd o modo principal (my,np) que ird ressonar a superficie de equilibrio.

Geomelric axis

Figura 3 — Visdo esquemdtica de um anel de LME em um Tokamak.
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Este dispositivo cria uma regido de linhas de campo magnéticas cadticas na
regido periférica da coluna de plasma e reduz a temperatura do plasma na regifo, este

efeito faz padronizar a deposicdo de energia térmica nas paredes da camara [4.41, 4.42].

Derivacio da funcao Hamiltoniana que descreve o efeito de anéis de

LME:

Em uma aproximacdo as particulas do plasma seguem as linhas do campo
magnéticas, assim, podemos usar as equacdes de Hamilton para descrever esta dindmica

em uma camara toroidal.

24

¢

Figura 4 — Visdo esquemdtica de um Tokamak e suas coordenadas toroidais e

cilindricas.

A configuracdo do campo magnético de equilibrio apresenta simetria espacial
a " A . " 3 ~
entdo podemos adotar a coordenada @ como o tempo "candnico” do sistema, entdo o

formalismo de Hamilton € aplicdvel para se estudar as linhas de campo magnéticas.

O campo magnético de equilibrio foi derivado, analiticamente, a partir de uma
funcdo de fluxo poloidal obtida através da resolucao das equagdes de Grad-Shafranov
usando o sistema de coordenadas polares - toroidais [4.13]. O campo produzido pelos
anéis do Limitador Magnético Ergddico foi obtido por meio de um potencial magnético
escalar representado pelas mesmas coordenadas do campo magnético de equilibrio.
Encontramos esse potencial magnético escalar com a resolugdo de equagdes de Laplace
para a regido sem corrente elétrica [4.55]. A Hamiltoniana de linhas de campo que

descreve o sistema €:

H(J,z?,t):HO(J)+%H1 (J,ﬂ,t)i 5[t—jzv—7[kj (D

0 k=—co r
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O somatério de funcdo delta representa o efeito de cada anel de LME com

comprimento finito /, que normalmente € uma pequena fracdo da circunferéncia toroidal
total ZJZ'R(; , esse efeito € centrado em cada posi¢do de anel. N, € o numero de anéis de

LME igualmente espacados ao redor do tordide.

Ainda seguindo a referencia [4.55], considera-se a Hamiltoniana perturbada
como uma fungdo periddica em ambas as varidveis t e J, entdo representa-se a

perturbagdo por meio de uma série de Fourier. O modelo resultante é entdo:

2my +oo
H(J.,8.0=H,(J)+€&)Y H, (J)cos(md—nt) ). 5[; _zzv_ﬂkj (2)
m=0 k=—c0 r

Onde H, sdo os coeficientes de Fourier e a amplitude da perturbagdo é expressa da

seguinte forma:

l I
=2 Zh
€ (27:16(; J[ I, ] )

Seu valor é muito pequeno porque nos Tokamaks temos [ << 27R, € I, <<1,, onde I, é

a corrente elétrica que passa através de anéis EML e I, é a corrente elétrica da bobina
produzindo o campo toroidal de equilibrio. Os detalhes desta derivagdo podem ser

encontrados na referéncia [4.55].

A fim de estudar o comportamento do sistema nas imediagdes de uma dnica
ressonancia principal, vamos usar uma Hamiltoniano local. Se escolhermos a partir da
série de Fourier o termo responsavel pela ressonéncia (mg,n9), 0 modelo Hamiltoniano

se torna,

H(J,8t)=H,(J)+&H,,(J)cos(m,z—n,t) i t —ZZV—”kJ 4)

k=—eo v
Ap6s expandir a Hamiltoniana de equilibrio Hy(J) em torno da superficie J=J teremos

dH

d*H
H=H 6(J )+ —2~ 0
0(Jo) dJ

1 d’H,
+_
2 dJ?

1
6 dJ’

(A7) +

J=J,

(A7) +

J=Jy

J=J,

®)
- 27
+&H ,,(J ) cos(myd—nyt) Y. 8| t— v kj

k=—oco0 .
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Onde AJ =J-J,

O primeiro termo da equagdo (5) pode ser eliminado, ele ndo faz nenhuma

contribuicdo para as equacdes de Hamilton, pois seu valor é constante.

O préximo passo agora é eliminar a dependéncia explicita temporal da
perturbagdo que gera o primeiro modo ressonante (argumento do cosseno), faremos isso

através de uma transformacdo candnica usando a seguinte funcdo geratriz:

G(A', B,1) = (19— {ﬂtnmu
m

A relagdo entra as novas e as velhas coordenadas e entre a nova e a velha funcdo

Hamiltoniana €,

A'=AJ

§= 19—[&} ©6)
1y

H'=H-"CAJ
my

Depois de feita a transformag@o candnica e ap6s definindo:

d*H 1d’H ,
= d 20 EE d 30 Kl E“C:Hm()(‘]()) (7)
J J=J, J J=J,
A Hamiltoniana se torna
H'(AJ',¢,1) = %M'z—¥N'3+K1 cos(m,%%') Z J[I —Izv—ﬂ-kj (8)
k=—c0 r

Depois de dividir as parcelas da equacgdo (9) por M, obtemos,

H(A.I',z?',t)=%M'2—%M'3+,Bcos(moﬂ')z z—lzv—”kj )
fe=—co r

Onde a=W/M e f=K/M .

Se adicionarmos outro modo ressonante ((my+1), ng) aumentaremos o caos no

sistema acima e a Hamiltoniana entdo se torna:
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H(AJ', 9 1) = %A]‘z—%A]‘3+ﬁcos(mo19') 3 t—}zv—ﬂkj+
K=o ;

(10)

k=—o0 r

+1ncos((m, +1)F+n,t) i 5[t - ]2\[—7[ kj

Salientamos que a Hamiltoniana nio perturbada estd ligada ao perfil de
densidade de corrente toroidal. A apresentada acima H ,(AJ') :lAJ '2—%AJ P¢ do

tipo “ndo-twist”, quando o parametro a € igual a zero a Hamiltoniana ndo perturbada

1 .
H,(AJ") = EAJ'2 se torna “twist”.
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ANEXO B - Multiplicacao de Barreiras no Mapa
do Limitador Magnético Ergodico (LME)

Muitas técnicas foram desenvolvidas para a producdo de barreiras de transporte
a fim de aumentar o tempo de confinamento para as particulas confinadas
magneticamente em tokamaks [4.27-4.30]. Estas técnicas para se aplicar barreiras de
transporte introduzem curvas invariantes no espaco de fases associado [4.31]. Conceitos
dindmicos tém sido aplicados para interpretar a melhoria do confinamento observado
em vdarios experimentos [4.32-4.34]. Do ponto de vista experimental, em tokamaks,
barreiras de transporte utilizadas para aumentar o confinamento do plasma podem ser
criadas através da geragdo de cisalhamento magnético negativo, ou em ingl€s, “negative

magnetic shear” [4.35-4.37].

Vamos utilizar o sistema quase integridvel Hamiltoniano que descreve a
dinamica local de linhas de campo magnéticas na regido periférica de um Tokamak. A
partir desta Hamiltoniana vamos obter um novo mapa simplético para descrever a
dindmica das linhas de campo magnético em uma se¢do poloidal no interior do

Tokamak.

Nossa motivagdo vem de uma abordagem tedrica, onde o equilibrio
magnetohidrodindmico do plasma, associado a uma Hamiltoniana integravel, é descrito
por uma solu¢do analitica da equagdo de Grad-Schliiter-Shafranov nao-linear [4.55],
valida para a aproximag¢do para um Tokamak de grande razdo de aspecto. Uma
perturbagdo externa usando anéis de ressondncia magnética, denominados limitadores
magnéticos ergddicos (LME) [4.41, 4.42], € introduzida a fim de quebrar a
integrabilidade das linhas de campo magnéticas no interior do tokamak [2.11-2.14].
Isto é atingido através da adi¢cdo de um conjunto de fungbes delta de perturbagdo
centrada em cada anel de EML. Devido a caracteristica impulsiva desta perturbagdo €

possivel descrever a dindmica das linhas de campo através de um mapa discreto.

Dependendo se o perfil de freqiiéncia da corrente elétrica toroidal € monot6nico
ou ndo-monotdénico, o sistema € classificado como “twist” ou ‘“nao-twist”,
respectivamente [4.55]. No caso de “ndo-twist”, ressondncias is6cronas [4.1] vao surgir
no espago de fase associado que desempenha um papel muito importante sobre as

propriedades de transporte cldssico, pois sua natureza ndo-KAM ajudard na formacdo de
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“stickness” [4.40] quando o sistema € nao-integrivel, devido a existéncia de curvas que

circulam as ressonéncias apds a sua reconexdo, chamadas Curvas “Meandering” [3.6].

Vamos aqui aplicar a estratégia de multiplicacdo de barreiras proposta no
capitulo 3 desta dissertacio em um mapa que descreve as linhas de campo magnéticas
na regido periférica de um Tokamak sendo perturbadas por quatro anéis de LME, o
mapa que descreve a acdo dos anéis de LME num Tokamak com perfil de freqiiéncia de

corrente toroidal ndo-monotdnico € o seguinte,

A=A, +xmsin(m?,,,)+ I~((m +1) sin[(m+1)&,,, +nt,,]

27
Len =1 +W

O mapa acima foi introduzido na literatura através da referencia [4.40] e ele foi
usado para evidenciar a formagdo de uma barreira interna de transporte através do

processo de reconexdo de ressonancias na regido periférica do Tokamak.

O mapa das equagdes (2) € o mapa com a introdu¢do da nova perturbacio

discutida no capitulo 3.

A, =AJ, +xnsin(m?,,,)+nxn sin(pmd,,,) + I~((m +1) sin[(m + 1), +nt,,,]

27
L =1 +W

Como podemos ver o mapa acima tem trés perturbacdes, a primeira
caracterizada por sin(md,,,) € a perturbacdo principal criada pelos anéis de EML, a
segunda caracterizada por sin(7mdv,,,) € a nova perturbacdo que vai criar 0 novo

cendrio mencionado de multiplicacdo de barreiras, podemos ver (teoricamente) esta
nova perturbagdo como um novo conjunto de novos anéis de EML construidos para
perturbar uma ressondncia multipla da principal, entdo teremos dois conjuntos de anéis

de EML trabalhando juntos. A perturbagdo caracterizada por sin[(m+1)d,,, +nt, ]

existe apenas para aumentar o padrdo cadtico do sistema.
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(a) (b)

Figura 1 — (a) Mapa discreto para as linhas de campo magnéticas em um Tokamak

com anéis de LME mostrando a formag¢do de UMA regido de barreira interna de

transporte (EM VERMELHO) da equagdo (1) com k=-9x10" and K =3.6820x10°
(b) Mapa discreto para um Tokamak com dois conjuntos de anéis de LME para a

equacdo (2) mostrando a formacdo de DUAS regides de barreiras internas de

transporte (EM VERMELHO) com Kk = —2x107 and I;' =1.1506x10"°

Na figura 1(a), temos duas cadeias de ilhas (1:3) dimerizadas e podemos
observar a formacdo de uma regido de barreira interna de transporte indicada na cor
vermelha, esta regido contém curvas “meanders” aninhadas e servem como barreiras
para o transporte caético criando “stickness” no espaco de fases [4.40]. Neste caso
temos apenas uma barreira de transporte. Na figura 1(b) observamos o cendrio da
multiplicacdo de barreiras, a adicio de um multiplo da perturbacio principal cria tantas
barreiras, quanto queiramos. No caso da figura 1(b) consideramos #=3 e como
mencionado no capitulo 3, (r-1) barreiras de transporte serdo criadas no espaco de fase
associado, ou seja, duas regides com barreiras para o transporte cadtico foram criadas ao

invés de apenas uma.
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Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

