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.. it may happen that small differences
in the initial conditions produce
very great ones in the final phenomena.

(Henri Poincaré, 1854 - 1912)



Resumo

No decorrer das tltimas décadas, muitos métodos de sincronismo para sistemas cadticos tém
sido propostos visando aplicacoes em comunicagoes. No entanto, suas performances nao tém
se mostrado satisfatérias quando submetidos a condi¢oes nao ideais de canais de transmissao.
Neste trabalho considera-se um sistema mestre-escravo de tempo discreto baseado no mo-
delo de sincronismo de Wu e Chua. Mostra-se que é possivel atingir o sincronismo, mesmo
quando ha limitagao de largura de banda imposta pelo canal de comunicacao, por meio da
introducao de um filtro digital que limita o espectro de poténcia na malha de realimentacgao
responsavel pela geracao do sinal que sera transmitido. Ademais, demonstra-se analitica-
mente que a presenca do filtro digital introduzido no sistema de comunicacao nao interfere
no seu sincronismo. Também sao mostrados resultados de simulagoes computacionais que
relacionam os parametros do filtro digital introduzido no sistema de comunicagao, como or-
dem e frequéncia de corte, com o maior expoente de Lyapunov do sistema transmissor, que

determina se o sinal transmitido sera cadtico ou periddico.
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Abstract

Many synchronization methods for chaotic systems have been proposed over the past decades
seeking for applications in communications. However, they have not satisfactorily performed
when submitted to non-ideal communication channels. In this work, a discrete-time master-
slave system based on Wu and Chua’s synchronization model is considered. It is shown
that it is possible to achieve synchronization under bandwidth limitations imposed by the
communication channel by applying a digital filter in the feedback loop responsible for the
generation of the chaotic signal that will be transmitted. Furthermore, an analytical demon-
stration is presented showing that synchronization is not affected by the presence of the
digital filter introduced in the communication system. Results of computational simulations
relating the filter’s parameters, such as its order and cut-off frequency, to the maximum
Lyapunov exponent of the transmitter system, which determines if the transmitted signal is

chaotic or periodic, are also shown.
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Capitulo 1

Introducao

Muito se tém escrito sobre as potenciais aplicagoes de sincronizacao cadtica em sistemas
de comunicacao [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7] desde o importante trabalho de Pecora e Carroll [§].
Grande parte da motivagao pelo uso de comunicagoes cadticas vem da intencao pela qual
tanto modulagoes digitais quanto analdgicas teriam as mesmas propriedades que técnicas
como espalhamento espectral [9].

Embora sinais cadticos apresentem caracteristicas inerentes a banda larga, isto se torna
um problema quando o canal de comunicagao impoe limitagoes em largura de banda. Devido
a nao linearidade do receptor, todas as componentes espectrais que chegam a ele serao afe-
tadas caso alguma componente espectral seja perturbada durante a comunicacao. Pequenas
alteragoes em ganho e em fase podem comprometer o sincronismo [10, 5].

Muitos artigos abordaram este problema procurando eliminar as distor¢oes do canal de
comunicagao por meio de técnicas de inversao de canal [11, 12, 13]. Obtiveram-se resultados
razoaveis apenas quando os filtros dos canais sao representados por filtros de baixa ordem.

De forma independente, Rulkov e Tsmiring [5] e Eisencraft e Gerken [14] propuseram um
método para sincronizar o transmissor e o receptor utilizando-se sinais cadticos limitados em
banda, em que a idéia principal consiste em aplicar um mesmo filtro tanto no transmissor
quanto no receptor a fim de contornar os prejuizos provocados pelos canais.

Neste trabalho estende-se este método para sistemas dinamicos de tempo discreto [15,
16, 7, 17]. A motivagao para esta abordagem envolve a facilidade de se utilizar processadores

digitais de sinais (DSPs) ou microcontroladores com a finalidade de implementar este sistema.
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O objetivo deste trabalho de mestrado é estudar sistema de comunicacao que transmite
sinais caoticos de tempo discreto por um canal de comunicacao que apresenta limitacao
em banda. A este sistema, é possivel associar mapas que gerem sinais cadticos, que serao
combinados com a mensagem que se deseja transmitir, tornando sua presenca no canal de
comunicacao dificil de ser percebida.

No capitulo 2 sao apresentados conceitos que descrevem sistemas dinamicos e sinais
cadticos, necessarios para facilitar o entendimento deste texto. E apresentado o mapa de
Hénon, utilizado neste trabalho, aborda-se o modelo de sincronismo proposto por Wu e Chua
[1] e mostra-se um exemplo de funcionamento deste modelo de sincronismo.

No capitulo 3 é descrito o sistema de comunicacao estudado neste trabalho. Mostra-se
que o modelo funciona adequadamente sob condigoes ideais e mostram-se os problemas que
surgem quando o sistema é submetido a canais que apresentam limitacao em banda.

No capitulo 4 apresenta-se uma solucao para o problema de limitacao de banda em
canais de comunicagao, que consiste basicamente na inser¢ao de um filtro FIR tanto no
transmissor quanto no receptor a fim de limitar o espectro do sinal transmitido, e é realizada
analise tedrica sobre a influéncia deste filtro nas condicoes de sincronismo do sistema de
comunicagao.

Por fim, no capitulo 5 sao descritas as conclusoes deste trabalho e apresentam-se linhas
de pesquisa passiveis de serem seguidas como forma de continuidade ao trabalho apresentado
neste texto.

Seguem-se, entao, as referéncias bibliograficas e trés apéndices: o primeiro contém o artigo
publicado, em 2009, no periddico Mathematical Problems in Engineering, o segundo contém

1" Experimental

o abstract referente ao trabalho apresentado em formato de poster no 1
Chaos and Complexity Conference, em Lille em junho de 2010, e o terceiro contém o extended
abstract referente ao trabalho aceito para apresentacao em formato de poster no Dynamics

Days South America 2010, que ocorrera em julho de 2010 em Sao José dos Campos.



Capitulo 2

Sinais Caoticos de Tempo Discreto e

Sincronismo

Este capitulo tem como objetivo apresentar defini¢oes, para tempo discreto, sobre os con-
ceitos utilizados ao longo deste trabalho, reservando-se a Secao 2.1 para explorar este assunto.

Na Secao 2.2 apresenta-se o mapa de Hénon, que serd bastante utilizado ao longo dos
capitulos 3 e 4.

Na Secao 2.3 apresenta-se o modelo de sincronismo proposto por Wu e Chua [1] para
sistemas de tempo continuo. Neste trabalho sera utilizada uma extensao deste modelo para
aplicacoes em tempo discreto.

Por fim, na secao 2.4 mostra-se por meio de simulacao computacional que o mapa de

Hénon pode ser utilizado no modelo de sincronismo de Wu e Chua.

2.1 Definicoes Basicas

Nesta secao sao apresentadas algumas definicoes e nomenclaturas basicas com o objetivo
de formalizar os conceitos que serao utilizados ao longo deste trabalho. Estas definicoes
baseiam-se nas referéncias [18] e [19].

Define-se formalmente um sinal como sendo uma funcao que contém informacgoes sobre
um fenomeno fisico [20]. Diz-se que um sinal ¢ unidimensional quando ele for representado
por uma funcao de apenas uma variavel. Sinais representados por func¢oes de duas ou mais

variaveis sao chamados de sinais multidimensionais.

3
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Um sistema dinamico consiste de um conjunto de possiveis estados combinados com
uma regra que define o estado atual em fungao dos estados passados [18]. Se a regra for
aplicada em instantes discretos de tempo, diz-se que o sistema dinamico é de tempo discreto,
podendo-se chamé-lo também de mapa.

Seja f(-) uma fun¢do cujo dominio U C R™ é igual ao contra-dominio. O sistema
x[n + 1] = f(x[n]), com n € N, x[0] € U representa um sistema dindmico de tempo discreto
ou mapa [21]. Uma drbita ou sinal x[n] corresponde & iteragao de f(-) a partir da condicao
inicial x[0] por n passos de tempo. Uma solucdo a do sistema x[n+ 1] = f(x[n]) é dita ponto
fizo do mapa se f(a) = a e, portanto, x,(c) = a, Yn € IN. Uma solucao é dita periddica se
ela é formada por uma sucessao de pontos que se repetem periodicamente, com o passar do
tempo. O periodo da orbita é determinada pelo niimero de pontos distintos que a forma.

Este sistema apresenta dependéncia sensivel as condi¢oes iniciais se ha um nimero € > 0,
tal que para qualquer condicao inicial xq¢ e para qualquer nimero § > 0, existe pelo menos
um ponto xp com ||xp — Xol| < 4, tal que ||f¥(xg) — f*(xq)|| > € [19].

Esta defini¢ao de sensibilidade as condigoes iniciais nao exige que a érbita de xg se afaste
da orbita de x¢ em todas as iteracoes . Ela exige somente que o k-ésimo ponto da érbita de
X esteja afastado de do k-ésimo ponto da drbita de xg por uma distancia e.

E possivel avaliar a sensibilidade as condic¢oes iniciais, tanto para sistemas de tempo
discreto quanto para sistemas de tempo continuo, por meio do calculo dos expoentes de
Lyapunov, descrito a seguir.

Em sistemas discretos m-dimensionais existem m expoentes de Lyapunov associados a
cada érbita, definidos da seguinte forma [18]:

Seja f(-) um mapa em R™, diferenciavel, e seja J, = Df"(x0) o jacobiano de f"(-)
calculado em xg. Para £ = 1,2,...,m, seja 7} o comprimento do k-ésimo maior eixo do
elipséide J, N para uma oOrbita com condigao inicial xg em que N é uma esfera de raio
unitario em torno de x¢. Entao r}} mede a contracao ou expansao proxima a érbita de xq

durante as primeiras n iteracoes. O k-ésimo nuimero de Lyapunov de xq¢ é dado por

3=

Ly = lim (r7)

n—oo

(2.1)

se o limite existir. Neste caso, o k-ésimo expoente de Lyapunov de xq¢ é hy = In(Lg).

A notacao J,N representa o produto entre os vetores que descrevem a esfera N e o



2.1 Definicoes Basicas 5

jacobiano J,. Esta definicao assegura que, para uma certa érbita, os nimeros e expoentes
de Lyapunov obedecem Ly > Ly > ... > L,, e hy > hy > ... > h,, respectivamente.

Um método para o calculo numérico dos expoentes de Lyapunov de um mapa é mostrado
a seguir [18].

Para a érbita x,(x[0]) do sistema x[n + 1] = f(x[n]) obtém-se pela regra da cadeia,
J.N = Df(x,,_1)--- Df(xq) N, (2.2)

podendo-se computar uma iteracao de cada vez. Comeca-se com uma base ortonormal

{w? wi ..., w?} para R™, e computam-se os vetores zi,zs, . . . , Zp:

z, = Df(xo)W?, ..., 2z, = Df(xq)W? (2.3)

m-
Embora estes vetores estejam sobre o elipséide Df (xq) N, eles nao sao necessariamente or-

togonais. Pode-se contornar esta situacao criando-se um novo conjunto de vetores ortogonais

{wi,w},..., w1} que gera um elipséide com o mesmo volume de Df(x¢)N. Consegue-se

isto utilizando-se o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, que define

Yy = 2

vy = 2 Z2'Z/1y
2 = 22— 570
[l ]?

ys = 2 23'y1y 23'y2y
3 = B 5 g T T a2
[ ]? 14212

Zm " U1 Zm " Ym—1
Ym = Fm o oYl e Y (2.4)
" 7 [Ym— [ 7
Define-se, entao, {w} = yi,...,w. = y,,} como a nova base ortogonal e, em seguida,

aplica-se o jacobiano Df(x;) ao préximo ponto da érbita e ortogonaliza-se novamente o

conjunto
7, = Df(x1)wi, ..., 2, = Df(x;)wk (2.5)
a fim de se conseguir um conjunto ortogonal {w?,..., w2, }.
Repetindo-se estes passos por n vezes obtém-se o conjunto de vetores {w?, ..., wl} que

fornecem os semi-eixos maiores do elipséide J, N.
A expansao ou contracao ' na i-ésima diregao apés n iteragoes é aproximada pela norma
. 1, . . . . .
do vetor wi'. Assim |w||# é a aproximagao do i-ésimo maior expoente de Lyapunov depois

de n passos.
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A fim de eliminar o problema de niimeros muito grandes ou muito pequenos, deve-se al-
terar este algoritmo de forma a se normalizar a base ortogonal a cada passo [18]. Denotando-

se os m vetores obtidos na aplicagao de ortogonalizacao de Gram-Schmidt a

z; = Df(x;)wy, ..., z, = Df(x;)w), (2.6)
G+1 i j+1 yi Tt . j+1
por {yi" ,...,y.} e fazendo-se w] = H ;H”, tornam-se unitdrios os vetores w; .
Yi

. +1 ~ ~ . ~ -, .
Assim, ||y?*"|| mede a expansdo ou contracio durante um passo na direcio do i-ésimo
maior eixo do elipséide. Portanto, a expansao nesta direcao apds n passos sera dada por

e ly?H| ... |lyi, e a expressao

_ In(lly? ) + - - + In(llyz 1D
n

hi (2.7)

é conveniente para se estimar o i-ésimo maior expoente de Lyapunov apds n iteragoes.

A seguir, apresenta-se uma defini¢ao para sinal cadtico [18].

Diz-se que um sinal é cadtico se este for deterministico, aperiddico, limitado em ampli-
tude e apresentar dependéncia sensivel as condigoes iniciais, que pode ser caracterizada pela

verificagdo de pelo menos um expoente de Lyapunov positivo (h > 0).

2.2 Mapa Utilizado

Em 1975, Michel Hénon mostrou que muitos dos fenomenos presentes nos mapas de equagoes
diferenciais de Poincaré também poderiam ser encontrados em um mapa quadratico bidi-
mensional de tempo discreto, o que facilita a sua simulagdo computacional [18].

A versao do mapa de Hénon utilizada neste trabalho é definida pelo sistema de equagoes

de diferencas
rin+1] =1—azi[n]+ zan
o+ th) +al] -
zaln+ 1] = Bxy[n]
em que x1[n] e wa[n] correspondem ao estado atual do sistema, e z1[n + 1] e xa[n + 1]

representam o novo estado deste sistema, atingido apds uma iteracao. Os parametros « e (3

sao mantidos constantes durante as iteragoes do mapa.
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2.3 Sincronismo de Wu e Chua

De forma diferente a abordagem de Pecora e Carroll [8], que utiliza expoentes de Lyapunov
condicionados para verificar a estabilidade do receptor e, por conseguinte, a possibilidade de
sincronismo, Wu e Chua [1] propoem que as equagoes do transmissor, em termos de x, e as
do receptor, em termos de y, sejam escritas de forma que a dinamica do erro de sincronismo
seja simples o bastante a ponto de permitir a verificacao direta de sua convergéncia para

zero[22]. Essas equacOes sdo assim escritas

x[n+1] = Ax[n]+ b+ f(x[n]) (2.9)
yl[n+1] = Ay[n]+ b+ f(x[n]) (2.10)
em que n € N, {x[n],yln]} < RE x[n] = [un],22ln],... oxn]]",
y[n| = [yl[n],yg[n],...,yK[n]]T. A matriz real Agy g e o vetor bgy; sao constantes. A

fungao f(-), R — RX é nao-linear. K representa o nimero de equacdes que definem o
sistema a ser estudado.

Em outras palavras, as Equagoes (2.9) e (2.10) mostram que deve-se separar a parte
linear da parte nao linear das equacoes do sistema cujo sincronismo se deseja estudar.

O sistema descrito pela Equagao (2.9), referente ao transmissor, é auténomo e recebe o
nome de mestre. J4 o sistema descrito pela Equacao (2.10), referente ao receptor, depende
de x[n], e por isso recebe o nome de escravo [22].

A dindmica do erro de sincronismo entre os dois sistemas e[n| = y[n] — x[n] é dada por
e[n + 1] = Ae[n] (2.11)

Adotando-se a condigao inicial e[0] = y[0] — x[0], tem-se que
e[n| = A"e[0] (2.12)
Diz-se que os sistemas atingem o sincronismo quando e[n] — 0 conforme n aumenta.
Conseqiientemente, mestre e escravo sincronizarao se os autovalores \; de A satisfizerem a

condigao [23]

Nl <1 ;5 1<i<K (2.13)

pois, como e[n| é escrito como uma combinacao linear de termos do tipo ¢; A, com ¢; cons-

tante, entao, se todo |\;| < 1, tem-se que e[n] — 0 para n — oo [19]. Assim, se for
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possivel escrever um sistema no formato da Equagao (2.9) e cujos autovalores da matriz
A satisfagam a condigao (2.13), configurar um sistema escravo que se sincronize com ele

torna-se uma tarefa simples.

2.4 Exemplo de Sincronismo com o Mapa de Hénon

E possivel escrever o mapa bidimensional de Hénon na forma matricial apresentada na

Equagao (2.9), obtendo-se

0 1 1 —ax?[n]
x[n+ 1] = x[n] + + : (2.14)
g 0 0 0
S——— —— —m———
A b f(x[n])

Neste caso, os autovalores de A sao

Ao = +4/0, (2.15)

e assim, para que a condi¢do (2.13) seja satisfeita, 3 deve assumir, em mdédulo, valores
inferiores a 1, ou seja,

0< |8 <1, (2.16)

permitindo, desta forma, que o mapa de Hénon seja implementado conforme o modelo de
sincronismo proposto por Wu e Chua [1].

A fim de realizar simulagoes computacionais para testar o sincronismo, implementou-se
no Matlab dois sistemas, x[n] e y[n], com os parametros o = 1.4 e # = 0.3, e atribuiram-se
condicoes iniciais diferentes a cada sistema.

Para o sistema mestre, x[n], as condi¢oes iniciais foram

1[0l =10
10 , (2.17)
enquanto que para o sistema escrevo, y[n], as condigdes iniciais foram
0] =0.5
l0 (2.18)

Apo6s algumas iteragoes dos sistemas o sincronismo foi atingido. Na Figura 2.1 sao

mostradas as evolugoes temporais de cada componente dos sistemas e um grafico ilustrando
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a dinamica do erro de sincronismo. A linha cheia, nas Figuras 2.1 (a) e (b) identifica a

componente do sistema x[n] e a linha tracejada identifica a componente do sistema y|[n].

()

x, (), y, ()

20

Figura 2.1: Constatacao do sincronismo entre dois sistemas implementados com o mapa de
Hénon bidimensional: (a) evolugao temporal das componentes z[n| (linha cheia) e y;[n]
(linha tracejada); (b)evolugdo temporal das componentes xz[n| (linha cheia) e y,[n] (linha

tracejada); (c¢) dinamica do erro de sincronismo entre os dois sistemas

Deve-se ressaltar que embora se tenha atingido o sincronismo com sucesso para os valores
de a e 3 usados na simulacao apresentada neste capitulo, e que além de existirem outras
combinagoes de valores de parametros para as quais a condicao de existéncia do sincronismo
seja satisfeita, nada se pode afirmar quanto as propriedades do sinal gerado pelos mapas de
Hénon com « e 3 quaisquer; ou seja, podem haver casos em que os sistemas sincronizam,

mas o sinal gerado pelo mapa nao é cadtico. Isto é discutido com mais detalhes no proximo

capitulo.



Capitulo 3

Sistema de Comunicacao baseado em

Sincronismo de Sinais Caoticos

Neste capitulo é apresentado o modelo de sistema de comunicacao baseado no sincronismo
de Wu e Chua [1], descrito na Segao 2.3.

A fim de tornar mais intuitivo o entendimento do sistema de comunicacao proposto,
apresenta-se um exemplo utilizando-se mensagem analégica do tipo sendide.

Na Secao 3.1 descreve-se o sistema de comunicagao estudado neste trabalho e determina-
se analiticamente a condigao de existéncia de sincronismo entre transmissor e receptor.

Na Secao 3.2 é apresentado um exemplo de funcionamento deste sistema utilizando o
mapa bidimensional de Hénon.

Por fim, na secao 3.3 sao apresentados os problemas que surgem quando o canal de
comunicagao utilizado ¢ limitado em banda, ou seja, quando atua sobre o sinal transmitido

como um filtro passa-baixas, por exemplo.

3.1 Descricao do Sistema

Utilizando o método de sincronismo apresentado na Sec¢ao 2.3, Wu e Chua [1] propuseram
um sistema de transmissao de informacao utilizando sinais caéticos que oferece erro nulo sob
condicgoes ideais. Na Figura 3.1 ¢ ilustrada a versao de tempo discreto deste sistema.

Neste modelo, representa-se o canal de comunicacao por um sistema linear com resposta

em frequéncia Ho(w). O sinal m[n] contendo a informagao que se deseja transmitir é com-

10
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Figura 3.1: Diagrama de blocos do sistema de comunicagao proposto.
binado com a componente x1[n] do vetor x[n| por meio da fungao de codificagao
s[n] = c(z1[n], m[n]), (3.1)

de forma a possibilitar que a mensagem seja decodificada utilizando-se uma funcao inversa
m[n] = d(x1[n], s[n]) = d(x1[n], c(x1, m[n])). (3.2)

As equagbes que governam o sistema de comunicagao como um todo assumem a mesma

forma das Equacoes (2.9) e (2.10), sendo a tnica diferenga os argumentos de f(-):
x[n+1] = Ax[n]+ b+ £(s[n]) (3.3)
yln+1] = Ay[n]+b+f(r[n]) (3.4)
em que 7[n] representa o sinal entregue pelo canal de comunicagao ao receptor, isto é,
r[n] = s[n] * he[n], (3.5)
sendo que h. representa a resposta impulsiva do canal e “x” representa a operacao de con-

volucgao linear.

Em principio, escolhendo-se ¢(-,-) e d(-, ), deve-se buscar

s[n] ~ z1[n] (3.6)
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para todos os m[n| admissiveis, uma vez que s[n] é realimentado no sistema do transmissor
em vez de xq[n]. Dessa forma, a condi¢do (3.6) impde que a dinamica do sistema nao
seja alterada de forma significativa e, conseqlientemente, o sistema continue gerando sinais
cadticos. Além disso, se comunicacao segura for desejada, a condi¢ao (3.6) garante que a
presenga da mensagem m(n| nao seja imediatamente percebida a partir da observac¢do do
sinal s[n].

Para um canal ideal, isto é, Ho(w) = 1 e s[n| = r[n], pode-se escrever as Equagoes (3.3)

e (3.4) como

x[n+1] = Ax[n]+b+£(s[n]) (3.7)
yn+1] = Ay[n]+ b+ f(s[n]) (3.8)
Mais uma vez, a dinamica do erro é dada pela Equacao (2.11) e, caso a condigao (2.13)

seja satisfeita, entdo y[n] — x[n] e, particularmente, y;[n] — x1[n]. Assim, utilizando a

Equacao (3.2), tem-se que
m'[n] = d(y1[n], s[n]) — d(z1[n], s[n]) = mn]. (3.9)

Portanto quando os parametros do receptor e do transmissor sao iguais e utiliza-se um
canal de comunicacao ideal, a recuperacao da mensagem enviada torna-se possivel no receptor

sem que haja degradagao da mesma, exceto por um curto transiente de sincronismo [22].

3.2 Exemplo de aplicacao

Implementado-se neste sistema de comunicacao o mapa bidimensional de Hénon com os
parametros o = 1.4 e § = 0.3, usualmente encontrados na literatura [18], pode-se escrever

suas equagoes na forma da Equagao (2.9):

0 1 1 —1.422%[n|
x[n+1] = x[n] + + : (3.10)
0.3 0 0 0
— N—— N ~ -
A b f(x[n])

Neste caso, os autovalores de A sao

A2 = £0.3 & £0.5477 (3.11)
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satisfazendo, assim, a condigao (2.13) e permitindo, desta forma, a concepgao do sistema de
comunicagao ilustrado na Figura 3.1.
Com o objetivo de se realizar simulagbes computacionais, este sistema de comunicagao

foi implementado no Matlab utilizando-se a mensagem analdgica
m(n) = sin(0.2mn), (3.12)

adotando-se

s(n) = ¢(x1(n),m(n)) = z1(n) + 0.001m(n), (3.13)

de forma que a mensagem recuperada seja definida por
m'(n) = d(y1(n), r(n)) = 1000(r(n) — y1m(n)). (3.14)

Nas Figuras 3.2 e 3.3 sao mostrados nos dominios do tempo e da frequéncia os sinais
envolvidos na simulagao realizada. As densidades espectrais de poténcia dos sinais estao
normalizadas em relacao aos seus respectivos maximos.

Observando-se o sinal da Figura 3.2(d) é possivel perceber que, uma vez estabelecido o
sincronismo entre transmissor e receptor, a mensagem ¢é recuperada sem erro. Na Figura
3.3(b) é possivel observar o espalhamento espectral provocado pelo sinal cadtico gerado no
transmissor.

E vélido ressaltar que, ao se observar os sinais transmitidos, tanto no dominio do tempo

quanto no dominio da frequéncia, ndo é possivel se perceber a presenca da mensagem m(n).

3.3 Problemas que surgem com a limitacao de banda

No entanto ha algumas questoes a serem consideradas ao se trabalhar com este modelo de
sistema de comunica¢do. Embora tenha sido mostrado pela condi¢ao (2.16) que a possibi-
lidade de sincronismo entre transmissor e receptor depende unicamente do parametro (5 do
mapa bidimensional de Hénon, deve-se realizar a escolha do parametro a de forma que o
mapa gere um sinal cadtico.

Outro problema que surge ao se trabalhar com este modelo de sistema de comunicacao

é a deterioracao da mensagem transmitida quando o canal de comunicacao nao é ideal, isto
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m(n) = sin(0.2m)
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Figura 3.2: Simulagao do sistema de comunicacao ilustrado na Figura 3.1 para canal ideal:
(a) mensagem m(m); (b) sinal cadtico s(n) transmitido; (c) sinal cadtico r(n) recebido; (d)

mensagem m’(n) recuperada.

é, Ho(w) # 1, Vw. Neste caso, r(n) # s(n) nas Equagoes (3.3) e (3.4), e o sincronismo é
afetado de forma que m/(n) - m(n).

A fim de exemplificar esta situacao, considera-se o canal de comunica¢do H¢(w) como
sendo um filtro passa-baixas com resposta impulsiva finita (filtro do tipo FIR) de ordem
N¢e = 200, com frequéncia de corte w. = 0.87.

Nas Figuras 3.4 e 3.5 sao mostrados nos dominios do tempo e da frequéncia os sinais
envolvidos na simulacao realizada para este caso. A resposta em frequéncia do canal esta
representada pela linha tracejada nas Figuras 3.5(b) e (c).

Embora apenas cerca de 20% do espectro de frequéncia do sinal transmitido seja afetado,
compromete-se toda a mensagem m(n), como ilustrado na Figura 3.4(d), especialmente apés
observar-se a mudanca na escala utilizada em comparacao com as figuras anteriores.

No proximo capitulo é apresentada uma solucao para a questao do uso de canais de
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m(n) = sin(0.2m)
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Figura 3.3: Representacao normalizada da densidade espectral de poténcia dos sinais da

Figura 3.2: (a) mensagem; (b) sinal transmitido; (c) sinal recebido; (d) mensagem recuper-

ada.

comunicac¢ao limitados em banda, em que é proposta a insercao de um filtro FIR na malha

de realimentagao tanto do transmissor, quanto do receptor, com a finalidade de limitar a

banda do sinal cadtico gerado, e assim, obter menor interferéncia do canal sobre o sinal

transmitido.



3.3 Problemas que surgem com a limitagao de banda 16

m(n) = sin(0.21m)
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Figura 3.4: Simulagao do sistema de comunicacao ilustrado na Figura 3.1 para canal passa-
baixas com frequéncia de corte w. = 0.87: (a) mensagem m(m); (b) sinal cadtico s(n)
transmitido; (c¢) sinal caético r(n) recebido; (d) mensagem m/(n) recuperada. Deve-se prestar

especial atencao a mudanca de escala deste grafico em relacao aos anteriores.



3.3 Problemas que surgem com a limitagao de banda

17

@)

(b)

©

(d)

(M(e)|

IS(w)l

IR()|

IM* ()]

m(n) = sin(0.2mm)

0.5

Figura 3.5: Representacao normalizada da densidade espectral de poténcia dos sinais ilustra-

dos na Figura 3.4: (a) mensagem; (b) sinal transmitido e resposta em frequéncia do canal

(linha tracejada); (c) sinal recebido e resposta em frequéncia do canal (linha tracejada); (d)

mensagern recuperada.



Capitulo 4

Resolvendo o problema de banda

limitada

Conforme foi visto no capitulo 3, o sinal que efetivamente chega ao receptor quando o
canal de comunicacao possui limitacao em banda costuma ser completamente diferente do
sinal enviado pelo transmissor, fazendo com que a recuperacao da mensagem original fique
comprometida.

Na secao 4.1 é apresentada uma solucao para o problema de limitacao de banda, que
consiste da insercao de um filtro FIR na malha de realimentagao do transmissor e do re-
ceptor a fim de adequar a banda do sinal cadtico gerado a banda de passagem do canal de
comunicagao [5, 14]. Pretende-se, com isso, reduzir ou anular a interferéncia do canal sobre
o sinal transmitido.

Na secao 4.2 é apresentado estudo analitico sobre as condicoes que permitem a exis-
téncia de sincronismo entre transmissor e receptor com filtro FIR inserido na malha de
realimentacao de cada um destes subsistemas, demonstrando-se que a presenca do filtro nao
interfere no sincronismo.

Por fim, na secao 4.3 sao apresentados resultados de simulagdes computacionais sobre a
variagao do maior expoente de Lyapunov do sistema transmissor em funcao da variacao da

ordem e da frequéncia de corte do filtro FIR inserido no transmissor e receptor.

18
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4.1 Solucao Proposta

Uma forma de combater a degradagao em sinais provocada pela limitagao de banda de um
canal no sistema de comunicagao representado na Figura 3.1 é inserir um filtro Hg(w) na
malha de realimentacao tanto do transmissor quanto do receptor, a fim de adequar a banda
do sinal transmitido a banda de passagem do canal.

Na Figura 4.1 é mostrado o diagrama de blocos que representa o sistema de comunicacao

proposto [22].

Canal

X1l Yi+1nl

x1[n] b yi[n]

i

y Y A Y

= xlnl 2| N (] 5l Ml N /]

—{ ] L4 | N N — <] L4 ] N N
Transmissor Receptor

Figura 4.1: Diagrama de blocos do sistema de comunicagao proposto para canais limitados

em banda.

Considerando-se que o filtro Hg(w) é do tipo FIR de ordem Ng, pode-se expressar sua

saida zx1[n] pela equacao de diferengas
Tri1[n] = boz1[n] + byxi[n — 1) + ... + bygz1[n — Ngl, (4.1)

em que by, by, ..., by, representam os coeficientes deste filtro.

Consequentemente, os sistemas de equagoes que descrevem o transmissor e o receptor
passam a ser compostos por K + 1 equacgoes de diferencas, sendo K o nimero de equagoes
que definem o transmissor e o receptor do sistema de comunicacao apresentado na Figura

3.1.



4.2 Andalise Tedrica 20

Analisando-se a Figura 4.1 é possivel verificar que se Hg(w) = 1, para todo w, entao
o sistema sincronizara conforme demonstrado na se¢ao 3.1, pois xx41[n] = x1[n]. Porém,
para Hg(w) # 1, tem-se que a componente do mapa que serd combinada com a amostra da
mensagem a ser transmitida, e que posteriormente sera realimentada na etapa de geragao de
sinal cadtico do transmissor passa a ser Tx1[n|.

Torna-se, entao, necessaria a anélise da influéncia que a insercao do filtro Hg(w) exercera
sobre as caracteristicas do sinal transmitido e sobre o sincronismo do sistema de comunicagao.
Em outras palavras, é preciso avaliar se a presenca do filtro Hg(w) pode comprometer o
sincronismo do sistema de comunicacao, e quais combinacoes de ordem e frequéncia de corte
deste filtro permitem que o sinal zx . 1[n] seja cadtico.

Estas andlises sao realizadas, respectivamente, nas segoes 4.2 e 4.3.

4.2 Analise Teorica

O objetivo desta secao é estudar analiticamente o sincronismo de um sistema de comunicagoes
baseado no mapa de Hénon descrito pelo sistema de equagdes (2.8) quando os filtros Hg(w)
sao inseridos nas malhas de realimentagao do transmissor e do receptor.

Para isso, inicialmente foram estudados filtros FIR de ordens 1 a 4. Com posse dos
resultados obtidos, pode-se estender a analise para um filtro de ordem Ng.

Conforme visto na se¢ao 4.1, o sinal de saida do filtro Hg(w) é dado pela equagao de
diferencas (4.1). Assim, pode-se reescrever o sistema de equagoes que descrevem o transmis-

SOr Como

ri[n] =1 — axiln — 1] + xa[n — 1]
xo[n] = Bri[n — 1] . (4.2)

x3[n] = box1[n] + bizy[n — 1] + bewy[n — 2] + ... + bygz1[n — Ng]

A fim de se escrever x3[n| de forma a representd-lo apenas em fun¢ao de amostras refe-
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rentes ao instante n — 1, definem-se as equagoes auxiliares

( xy4[n] = x1[n — 1]

x5[n] = x4[n — 1]

\ zyln] = xzn_1[n — 1]
em que

N = Ng+2 (4.4)

representa o numero de equagoes de diferencas que descrevem o novo mapa formado com a
insercao dos filtros Hg(w) no transmissor e no receptor.
Reescrevendo 3[n] em fungao de amostras referentes ao instante n — 1, e reescrevendo-se

o sistema de equagoes (4.2) na forma matricial apresentada na Equagao (2.9), tem-se:

x1[n] 0 1 00 0 0 z1[n — 1] 1 —axin —1]

xa[n] g 0 0 0 0 0 xo[n — 1] 0 0

x3[n] by by 0 by bng—1 bng z3[n — 1] bo —boari[n — 1]

xyn] | = | 1 0 0 0 0 zyin—1] |+ 0 | + 0

xs[n] 0 0 0 1 0 0 x5[n — 1] 0 0

_:EN[n]_ 000 0 - 1 0 _IN[n—l]_ | 0] i 0 |
T A A £(x[n—1))

(4.5)

Ao se calcular os autovalores da matriz A, obtém-se:

A2 = +73
As,..n = 0

(4.6)

Este resultado é de grande importancia pois mostra que os autovalores nao nulos sao
os mesmos encontrados no mapa bidimensional de Hénon, definidos pela Equacao (2.15),
e assim, o sincronismo do sistema de comunicagao depende somente do parametro 3 deste
mapa.

Logo, a ordem e o tipo dos filtros FIR, Hg(w), inseridos no transmissor e no receptor

do sistema de comunicacao nao interfere nas condigoes de sincronismo. Porém nada se pode
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afirmar quanto as caracteristicas do sinal xx1[n], referente a saida do filtro presente no
transmissor.

Em outras palavras, embora a presenca dos filtros Hg(w) nao interfira no sincronismo do
sistema de comunicacao, nao ha nenhuma garantia de que o sinal xx,1[n| serd cadtico. A
principio, este sinal pode ser cadtico, peridédico ou pode divergir para o infinito.

Na secao 4.3 sao apresentados resultados experimentais referentes a variacao do maior
expoente de Lyapunov do mapa definido pelo transmissor em fun¢ao da variagao da ordem
e da frequéncia de corte do filtro Hg(w), o que torna possivel determinar quais combinagoes

de parametros deste filtro permitem que o sinal xx1[n| seja cadtico.

4.3 Simulacoes Computacionais

Conforme apontado na segao 4.2, o sincronismo do sistema de comunicagao nao ¢ afetado
pela presenga dos filtros Hg(w), inseridos no transmissor e no receptor, porém nada se pode
afirmar a respeito das caracteristicas do sinal zx 1[n], referente a saida do filtro inserido no
transmissor.

A fim de analisar como os parametros de um filtro FIR, passa-baixas, linear e invariante
no tempo influenciam as caracteristicas do sinal xx1[n|, implementou-se, no transmissor, o
mapa de Hénon com parametros a = 1.4 ¢ 3 = 0.3, usualmente encontrados na literatura
[18].

Realizaram-se, entao, simulagoes computacionais a fim de avaliar a variacdo do maior
expoente de Lyapunov h do mapa definido pelo transmissor em funcao da ordem N e da
frequéncia de corte w, de um filtro H(w) do tipo FIR, passa-baixas, linear e invariante no
tempo, obtendo-se assim os gréaficos apresentados na Figura 4.2.

Nesta figura, o eixo vertical apresenta os valores do maior expoente de Lyapunov do
sistema transmissor, enquanto que o eixo horizontal apresenta os valores normalizados da
frequéncia de corte dos filtros utilizados durante a simulacao, em que o seu valor maximo,
we/m™ = 1, representa a metade da frequéncia de amostragem que deve ser utilizada no
sistema de comunicacao.

E importante ressaltar que quando nao hé expoente de Lyapunov associado a uma

frequéncia de corte, isto indica que o mapa divergiu para o infinito, e portanto, nao sera
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Figura 4.2: Variacao do maior expoente de Lyapunov h do sistema transmissor, com
parametros usuais do Mapa de Hénon, em funcao da ordem N e da frequéncia de corte

w. de um filtro FIR, passa-baixas.

possivel estabelecer comunicacao entre transmissor e receptor para estes casos.

Analisando-se a Figura 4.2, é possivel perceber que torna-se cada vez mais dificil obter
expoente de Lyapunov positivo conforme se aumenta a ordem do filtro utilizado. Em outras
palavras, torna-se cada vez mais dificil obter um sinal cadtico para se utilizar no sistema de
comunicagao.

Outra observacao importante é que, embora filtros com frequéncia de corte w., = m, ou
we/m = 1, como mostrado no eixo horizontal da Figura 4.2, representem filtros que nao
cortam nenhuma componente espectral de sinais que passem por eles, sendo por este motivo
chamados de filtros passa-tudo, a sua presenca no sistema de comunicacao nao torna este

sistema equivalente a um sistema sem filtro.
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Embora este tipo de filtro nao corte componentes espectrais de sinais, ele provoca atraso
de fase nos sinais que passam por ele. Em outras palavras, o sinal de saida é igual ao sinal
de entrada, porém atrasado em relacao a este ultimo. Pelo fato de o modelo de sistema
de comunicacao aqui estudado ser altamente nao linear, sua dinamica também pode ser
drasticamente afetada por este tipo de filtro.

A partir destas observacoes, questionou-se a possibilidade de existir outro valor do
parametro «, referente ao mapa de Hénon, que permitisse a geracao de sinais cadticos na
presenca de filtros de ordens mais altas.

Para responder a esta questao, fizeram-se novas simulagoes mantendo-se o parametro
6 = 0.3, fixando-se a ordem N do filtro e a frequéncia de corte w,, e avaliando-se o maior
expoente de Lyapunov do sistema transmissor apenas em funcao do parametro a do mapa
de Hénon.

Pelo fato de os expoentes de Lyapunov calculados encontrarem-se na ordem de grandeza
de 1072, a 6rbita utilizada para o calculo de cada expoente foi segmentada em cinco partes
iguais, e calculou-se entao a média e o desvio padrao dos novos expoentes de Lyapunov
obtidos para cada um destes segmentos.

Com isso tornou-se possivel a verificacao de quais valores de o permitem que o sinal
gerado seja sempre cadtico, mesmo com expoente de Lyapunov pequeno.

Na Figura 4.3 sao mostrados os resultados obtidos para as simulagoes em que se fixou
a ordem do filtro em N = 20 e testaram-se trés valores de frequéncia de corte: w. = 0.3,
we = 0.571m e w, = 0.87.

A linha central representa a média dos expoentes de Lyapunov h calculados para cada
valor de «, e as linhas superior e inferior delimitam a faixa de erro do calculo de h, definida
pelo desvio padrao.

Diante deste resultado, optou-se pelo valor de o = 0.9 para dar procedéncia as simulacoes.
Portanto agora tem-se um par de parametros referentes ao mapa de Hénon que nao neces-
sariamente ird gerar sinais cadticos na auséncia do filtro Hg(w), mas que certamente ird
gerar sinais cadticos para um filtro FIR, passa-baixas, de ordem N = 20 e frequéncia de
corte w, = 0.3, por exemplo.

O passo seguinte foi refazer o experimento de avaliar o maior expoente de Lyapunov do
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Figura 4.3: Variacao do maior expoente de Lyapunov h do sistema transmissor em fungao
do parametro a do mapa de Hénon, mantendo-se o parametro 5 = 0.3 e a ordem do filtro

N = 20 para valores de frequéncia de corte: (a) w. = 0.37; (b) w. = 0.57; (¢) w. = 0.87.
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Figura 4.4: Variacao do maior expoente de Lyapunov h do sistema transmissor, com o
parametro a = 0.9, em funcao da ordem N e da frequéncia de corte w. de um filtro FIR,

passa-baixas, com ordem (a) N =10 a N =40; (b) N =50 a N = 100.

sistema transmissor em func¢ao da variacao da ordem e da frequéncia de corte do filtro inserido
no sistema de comunicacao, a fim de verificar para quais outros filtros FIR, passa-baixas é
possivel obter sinais cadticos.

Na Figura 4.4 sao mostrados os resultados obtidos para filtros de ordens N = 10 a
N = 100. Novamente o eixo horizontal apresenta valores normalizados de frequéncia de
corte. E novamente os valores de expoentes de Lyapunov calculados encontram-se na ordem
de grandeza de 1072,

Porém é importante observar que nao hé valor de frequéncia de corte que provocou a
divergéncia do mapa implementado no transmissor, ou seja, sempre serd possivel estabelecer
comunicagao entre transmissor e receptor, embora nem sempre seja possivel gerar sinais
cadticos.

Na Figura 4.5 sao mostrados separadamente os graficos presentes na Figura 4.4, porém
adicionando-se uma faixa de erro aos expoentes de Lyapunov calculados.

Embora ja seja possivel avaliar para quais valores de frequéncia de corte e ordem de
filtros FIR, passa-baixas, sempre serao obtidos sinais cadticos, optou-se por gerar a Figura
4.6, em que as cores clara e escura sao associadas, respectivamente a expoentes de Lyapunov

positivos e negativos.
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Figura 4.5: Gréficos da Figura 4.4 com faixa de erro definida pelo desvio padrao o do maior
expoente de Lyapunov para filtros FIR, passa-baixas, com ordens: (a)N = 10; (b)N = 20;
(c)N = 30; (d)N = 40; (e)N = 50; (f)N = 60.
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Figura 4.5: Graficos da Figura 4.4 com faixa de erro definida pelo desvio padrao o do maior

expoente de Lyapunov para filtros FIR, passa-baixas, com ordens: (g) N = 80; (h)N = 100.

Mais precisamente, as cores estao associadas ao resultado da diferencga entre a média dos
expoentes de Lyapunov calculados para uma determinada frequéncia de corte e seu desvio
padrao para esta mesma frequéncia de corte.

Desta forma é possivel mostrar, em uma mesma figura, todos os filtros utilizados nas
simulagoes, tornando-se mais facil a comparacao entre os filtros.

Analisando-se a Figura 4.6, percebe-se que é possivel obter sinais cadticos mesmo ao se
utilizar filtros de ordens altas, como N = 80 ou N = 100, e para largas faixas de frequéncia
de corte.

A fim de verificar a validade dos resultados obtidos, implementou-se um sistema de
comunicacao com os parametros a = 0.9 e # = 0.3, referentes ao mapa de Hénon, e inseriram-
se filtros de ordem N = 30 e com frequéncia de corte w, = 0.47 no transmissor e no receptor.

Para estes parametros de filtro espera-se observar a transmissao de um sinal cadtico pois,
conforme ilustrado na Figura 4.6, a frequéncia de corte escolhida esta contida na regiao
de cor mais clara, indicando que o maior expoente de Lyapunov do sistema transmissor é
positivo.

Nesta simulacao considerou-se o canal de comunicacao como sendo um filtro FIR, passa-
baixas de ordem N = 50 e frequéncia de corte w, = 0.87.

Nas Figuras 4.7 e 4.8 sao mostrados nos dominios do tempo e da frequéncia os sinais
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Figura 4.6: Representagao em duas cores da Figura 4.5. Expoentes de Lyapunov positivos e

negativos sao representados pelas cores clara e escura, respectivamente.

envolvidos na simulacao realizada para este primeiro caso.

As respostas em frequéncia do canal de comunicacao e do filtro inserido no transmissor
e receptor estdo representadas nas Figuras 4.8 (b) e (c) pelas linhas tracedajas vermelha e
rosa, respectivamente, em que é possivel verificar que a frequéncia de corte do filtro é inferior
a frequéncia de corte do canal de comunicagao.

E possivel verificar na Figura 4.7 (b) que o sinal transmitido é aperiddico e limitado,
indicando que ele seja cadtico. Uma vez que a frequéncia de corte escolhida para o filtro é
inferior a frequéncia de corte do canal de comunicacao, o sinal entregue ao receptor é idéntico
ao sinal transmitido, como pode ser verificado na Figura 4.7 (c).

Apés o sincronismo ter se estabelecido entre receptor e transmissor, pode-se verificar que
a mensagem original é perfeitamente recuperada, conforme ilustrado na Figura 4.7 (d).

Observando-se a Figura 4.8 pode-se verificar que as densidades espectrais de poténcia dos
sinais transmitido e recebido sao iguais, assim como as densidades espectrais de poténcia das

mensagens original e recuperada.
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Também testaram-se ordens de filtros e frequéncias de corte para os quais os sinais
gerados tornam-se periddicos. Para os sinais mostrados nas Figuras 4.9 e 4.10 utilizou-se um
filtro FIR, passa-baixas, de ordem N = 30 e frequéncia de corte w. = 0.37 no sistema de
comunicacao, e manteve-se o canal com as caracteristicas utilizadas na simulagao anterior.

As respostas em frequéncia do canal de comunicacao e do filtro inserido no transmissor
e receptor estao representadas nas Figuras 4.10 (b) e (c¢) pelas linhas tracedajas vermelha e
rosa, respectivamente, em que também é possivel verificar que a frequéncia de corte do filtro
¢ inferior a frequéncia de corte do canal de comunicacao.

Pode-se verificar na Figura 4.9 (b) que o sinal transmitido torna-se periédico apds decorrer
algum tempo. Porém, uma vez que a frequéncia de corte escolhida para o filtro ¢ inferior a
frequéncia de corte do canal de comunicacao, o sinal entregue ao receptor também ¢ idéntico
ao sinal transmitido, como pode ser verificado na Figura 4.9 (c).

Apdés o sincronismo ter se estabelecido entre receptor e transmissor, pode-se verificar que
a mensagem original também ¢é perfeitamente recuperada, conforme ilustrado na Figura 4.9
(d).

Ao se observar a Figura 4.10 é possivel verificar que as densidades espectrais de poténcia
dos sinais transmitido e recebido sao iguais, assim como as densidades espectrais de poténcia
das mensagens original e recuperada.

Portanto, apds simulacoes com diferentes filtros e apds andlise das Figuras 4.7 a 4.10,
pode-se validar os resultados apresentados na Figura 4.6.

Logo, pode-se também concluir que é possivel encontrar parametros do mapa de Hénon
que possibilitem a geracao de sinais cadticos na presenca de filtros no sistema de comunicacao.
Ou de forma mais ousada, uma vez especificado o filtro FIR a ser utilizado no sistema de

comunicagao, ¢ possivel encontrar um parametro a 6timo para a aplicacao desejada.



4.3 Simulacoes Computacionais 31

m(n) = sin(0.21tn)

T T T T T T T
T in R R S e SRR S R e o R o S R
(a) % 0* 7777777 \77 | RIRIRIRIAY AN | 0 777\ 7777777 I
ol T [ T I i A I
0 50 100 150 200 250 300 350 400
1 T T T T T T T
0§ op—t -V PP
ol I [ [ T [T i T [T
0 50 100 150 200 250 300 350 400
1 T T T T T T T
© € o[V R
ol [ R T [T i T [T
0 50 100 150 200 250 300 350 400
1 T T T T T T T
’E : [ : [ : : 3
d) = O k TR AR ARt AT AT AT AT T T e AT e AR AR A A A A AT AT ATATAT AT AR ATATE '
E | | 0 | | 0 0
ol I [ T I i I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400
n

Figura 4.7: Simulacao do sistema de comunicagao ilustrado na Figura 4.1 para canal limitado
em banda: (a) mensagem m(m); (b) sinal cadtico s(n) transmitido; (c) sinal cadtico r(n) re-
cebido; (d) mensagem m/(n) recuperada. Nesta simulagao o filtro FIR, passa-baixas utilizado
no sistema de comunicacao possui ordem N = 30 e frequéncia de corte w, = 0.47, enquanto
que o canal é considerado um filtro FIR, passa-baixas de ordem N = 50 e frequéncia de corte

w, = 0.87.
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Figura 4.8: Representacao normalizada da densidade espectral de poténcia dos sinais ilustra-

dos na Figura 4.7: (a) mensagem; (b) sinal transmitido; (c) sinal recebido; (d) mensagem

recuperada. As linhas tracejadas vermelha e rosa representam, respectivamente, as respostas

em frequéncia do canal de comunicacao e do filtro inserido no transmissor e receptor.
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Figura 4.9: Simulagao do sistema de comunicacao ilustrado na Figura 4.1 para canal limitado

em banda: (a) mensagem m(m); (b) sinal periédico s(n) transmitido; (c) sinal periédico

r(n) recebido; (d) mensagem m/(n) recuperada. Nesta simulagao o filtro FIR, passa-baixas

utilizado no sistema de comunicagao possui ordem N = 30 e frequéncia de corte w. = 0.3,

enquanto que o canal é considerado um filtro FIR, passa-baixas de ordem N = 50 e frequéncia

de corte w, = 0.87.
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Figura 4.10: Representacao normalizada da densidade espectral de poténcia dos sinais

ilustrados na Figura 4.9: (a) mensagem; (b) sinal transmitido; (c) sinal recebido; (d) men-

sagem recuperada. As linhas tracejadas vermelha e rosa representam, respectivamente, as

respostas em frequéncia do canal de comunicagao e do filtro inserido no transmissor e recep-

tor.



Capitulo 5

Conclusoes

No capitulo 2, observou-se que satisfazer a condicao de existéncia de sincronismo nao garante
que o sinal gerado pelo mapa implementado na malha de realimentacao dos subsistemas
transmissor e receptor sera cadtico. Este assunto foi explorado mais detalhadamente no
capitulo 4.

No capitulo 3, verificou-se que o fato de sinais cadticos serem sinais de banda larga
faz com que se tornem muito sensiveis as perdas e atenuacoes provocadas pelo canal de
comunicagao, que podem comprometer completamente a recuperacao da mensagem original.
Verificou-se também que uma solucao potencial para este problema é a implementacao de
um filtro passa-baixas na malha de realimentacao dos subsistemas transmissor e receptor,
que limitam a banda do sinal cadtico gerado, adequando-a a banda de passagem permitida
pelo canal de comunicagao.

No capitulo 4, concluiu-se, apés estudo analitico da relagao entre o filtro FIR inserido na
malha de realimentagao dos subsistemas transmissor e receptor e a condic¢ao (2.13), referente
a possibilidade de sincronismo entre estes subsistemas, que a presenca do filtro FIR nao
interfere no sincronismo, o que, em principio, permite o uso de qualquer tipo de filtro FIR
(embora este trabalho tenha explorado apenas filtros do tipo passa-baixas).

Uma interpretagao cuidadosa da Equagao (4.5) revela que o mapa iterado no transmissor
tem suas dimensoes modificadas de acordo com a ordem do filtro inserido na malha de
realimentacao deste subsistema. Portanto, o custo computacional referente a simulagoes

envolvendo este subsistema cresce proporcionalmente a ordem do filtro escolhido para anélise.
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Realizaram-se simulagoes computacionais a fim de avaliar a variagao do maior expoente
de Lyapunov do sistema transmissor em funcao da ordem e da frequéncia de corte do filtro
FIR utilizado, verificando-se que para os parametros usuais do mapa de Hénon, torna-se
cada vez mais dificil gerar sinais cadticos na presenca de filtros FIR conforme aumenta-se a
ordem destes filtros.

Verificou-se, também, que é possivel encontrar parametros do mapa de Hénon que permi-
tam a geracao de sinais cadticos na presenca de filtros inseridos no transmissor e receptor do
sistema de comunicagao. Com isso, a partir da especificacao do filtro FIR que se deseja uti-
lizar no sistema de comunicacao torna-se possivel encontrar parametros do mapa de Hénon
que melhor se adequem a aplicagao desejada.

Apés ter-se encontrado um parametro o do mapa de Hénon que permitisse a obtencao
de sinais cadticos na presenca de um filtro FIR de ordem N = 20, filtros de ordens maiores
foram testados e percebeu-se que também era possivel obter sinais cadticos, e para faixas
mais largas de frequéncia de corte do que as permitidas com a utilizacao de parametros
usuais do mapa de Hénon.

Algumas pesquisas que podem ser feitas a partir dos resultados apresentados neste tra-
balho sao: explorar outros tipos de filtros FIR a serem inseridos no sistema de comunicagao;
explorar se filtros de resposta impulsiva infinita (IIR) interferem no sincronismo do sistema
de comunicagao; explorar como estes filtros interferem nas caracteristicas do sinal gerado
no transmissor; comparar sistemas utilizando filtros FIR com sistemas utilizando filtros IIR
quanto ao tempo necessario para atingir o sincronismo e facilidade de projeto de filtros IIR
a serem utilizados no sistema de comunicac¢ao e investigar a robustez do sistema quanto a

interferéncia de ruido branco.
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1. Introduction

Since Pecora and Carroll’s seminal work [1], much has been written about the potential
usefulness of chaotic synchronization in communication systems (e.g., [2-8]). Much of the
impetus for chaotic communications has been the rationale whereby both analog and digital
chaotic modulations would have the same properties as conventional spread spectrum
techniques [9].

The inherent wideband character of chaotic signals, however, becomes a problem
when the communication channel imposes bandwidth limitations. Because of the receiver’s
nonlinear nature, if any spectral component is amiss, all spectral components at the receiver
become affected. Even minute gain or phase changes are enough to fully hinder synchronism
[6, 10].

Many papers have approached the problem by trying to eliminate channel distortion
via channel inversion [11-13]. Reasonable results have only been attained when the
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channel filters are represented by low-order filters. Furthermore, these methods usually
unrealistically assume perfect channel frequency response knowledge at the receiver [6].

Rulkov and Tsimring [6] and Eisencraft and Gerken [14] independently proposed a
method for synchronizing transmitter and receiver using chaotic signals under bandwidth
limitations. The basic idea is to employ an identical filter at both the transmitter and the
receiver so as to circumvent channel impairments. An analog circuit implementation was
proposed by [6].

Here we extend this method to discrete-time dynamical systems [8, 15-17]. Much of
the interest in this approach lies in the ease of employing Digital Signal Processors (DSPs)
or microcontrollers for their implementation. These solutions have become ubiquitous in
present day technology.

This paper is organized as follows. In Section 2, the Wu and Chua [4] synchronization
method is extended to discrete-time systems. This is followed by the description of an allied
communication system whose performance under bandwidth limitation is simulated. Means
for overcoming the former limitations are proposed in Section 3. Finally our main conclusions
are summed up in Section 4.

2. Wu and Chua’s Synchronization of Discrete-Time Chaotic Systems

Wu and Chua’s paper [4] addresses chaotic system synchronization differently from Pecora
and Carroll’s [1] seminal paper. Instead of using conditional Lyapunov exponents to check
the asymptotic stability of the slave system and hence the possibility of synchronism, Wu
and Chua propose that the master and slave equations be written in such a way that the
dynamics of the synchronization error is simple enough to permit the direct verification of its
convergence to zero.

In this section we adapt their method for discrete-time master-slave systems.

Consider two discrete-time systems defined by

x(n+1) = Ax(n) + b + f(x(n)), (2.1)

y(n+1) = Ay(n) + b + f(x(n)), (2.2)

where n € N, {x(n),y(n)} c RK, x(n) = [x1(n),x2(n),. ..,xK(n)]T, y(n) = [yi(n),
yz(n),...,yK(n)]T. The real Agxx matrix and vector bg,; are constants. The function £(-),
RK — RK is nonlinear.

The system described by (2.1) is autonomous and is called master. The one described
by (2.2) depends on x(n) and is called slave.

The synchronization error dynamics between the two systems e(n) = y(n) — x(n), in
this case, is given by

e(n+1) = Ae(n). (2.3)

They are said completely synchronized if e(n) — 0 as n grows. Consequently, master and slave
synchronize completely if the eigenvalues \; of A satisfy [18]

<1, 1<i<K. (2.4)
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Figure 1: Block Diagram of Wu and Chua’s [4] proposal adapted to discrete-time systems.

Hence, if a system can be written as in (2.1) with A satisfying condition (2.4), it is easy
to set up a slave system that synchronizes with it.

Using this synchronization method, Wu and Chua [4] proposed an information
transmission system using chaotic signals that lead to no errors when channel conditions
are ideal. The discrete-time version of this system is shown in Figure 1.

Here we consider that f(-) depends solely on the component x; (1) of x(n), and that it
can be written as

f(x(n)) = [f(x1(1)); 0;0;...;0]". (25)

The communication channel is represented by a linear system with frequency response
He (a)) .

In this scheme, the information signal m(#n) is coded using the x1 (1) component of the
state vector x via a coding function

s(n) = c(x1(n), m(n)), (2.6)
so that the information signal can be decoded using the inverse function
m(n) = d(x1(n),s(n)) = d(xi(n), c(x1(n), m(n))). (2.7)

The equations governing the global system have the same form as (2.1) and (2.2). The
only changes are the arguments of f(-):

x(n+1) = Ax(n) + b + f(s(n)),
(2.8)
y(n+1) =Ay(n) +b + £f(r(n)),
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m(n) = sin(0.27rn)
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Figure 2: Simulations of the communication system shown in Figure 1 for an ideal channel: (a) message
m(n); (b) transmitted signal s(n); (c) received signal r(n) = s(n); (d) recovered message m’(n).

where r(n) is the signal that the channel delivers to the receiver, that is,
r(n) = s(n) * h.(n), (2.9)

"1
*

h¢(n) is the impulse response of the channel and “*” represents linear convolution.
In principle, when choosing c(:,-) and d(-, -) one must seek to satisfy

s(n) = x1(n) (2.10)

for all admissible m(n) because

(i) s(n) is fed back in lieu of xj(n) at the transmitter. Condition (2.10) imposes that
the dynamics is not significantly changed and consequently the system continues
to generate chaotic signals;

(ii) also if secure communication is desired, condition (2.10) ensures that m(n) is not
immediately apparent from s(n).

For an ideal channel, thatis, H.(w) = 1 and s(n) = r(n), (2.8) become

x(n+1) = Ax(n) + b + f(s(n)),
(2.11)
y(n+1) = Ay(n) + b + f(s(n)).
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Figure 3: Normalized representation of the signals from Figure 2 in the frequency domain: (a) message;
(b) transmitted signal; (c) received signal; (d) recovered message.

Once more, the synchronization error dynamics is given by (2.3) and if condition (2.4)
holds, then y(n) — x(n) and, in particular, y1(n) — x1(n). Hence, using (2.7),

m'(n) = d(y1(n),s(n)) — d(x1(n),s(n)) = m(n). (212)

Therefore when transmitter and receiver parameters are perfectly matched over an
ideal channel, the message is recovered at the receiver without degradation except for a
synchronization transient.

To exemplify, consider the three-dimensional generalization of the Hénon map [19,
20]:

xi(n+1) = —ax%(n) +x3(n) +1,
x3(n+1) =-bxy(n), (2.13)

x3(n+1) = bxi(n) + x2(n).

It can be immediately written in the form of (2.1)

0 01 1 —ax2(n)
x(n+1)=|-b 0 0|x(n)+ |O| + 0 . (2.14)
b 10 0 0

A b £(x(n))
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Figure 4: Demodulation error |m(t) — m'(t)| for the simulated systems.

Taking a = 1.07 and b = 0.3 [19], simulations show that, for almost all initial conditions

in the unity sphere, (2.13) generates chaotic orbits whose largest Lyapunov exponent is h; =
0.23.

In this case, the eigenvalues of A are

A1 = 0.4084 + 0.4477i,
> = 0.4084 — 0.4477i, (2.15)
A3 = —0.8169,

ensuring the satisfaction of the stability condition in (2.4). This allows assembling the
communications system depicted in Figure 1.
In the simulations we chose

s(n) = c(x1(n), m(n)) = x1(n) + 0.0lm(n), (2.16)
so that
m'(n) = d(y1(n),r(n)) = 100(r(n) - y1(n)). (2.17)
Furthermore, the transmitted message was taken as

m(n) = sin(0.27rn). (2.18)
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Figure 5: Simulations of the communication system shown in Figure 1 for an LP FIR channel with cutoff

frequency at w. = 0.8: (a) message m(n); (b) transmitted signal s(n); (c) received signal r(n); (d)

recovered message m’'(n). Note that the scale used in (d) is different from the previous ones.

m(n) = sin(0.2orn) — LP channel with w, = 0.8
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Figure 6: Normalized representation of the spectral components absolute value of signals in Figure 5:
(a) message; (b) transmitted signal and amplitude frequency response of the channel (dashed line); (c)

received signal; (d) recovered message.
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Figure 7: Proposed discrete-time communication system for bandlimited channels.

m(n) = sin(0.2orn) — LP channel with w, = 0.8
and system with ws = 0.7
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Figure 8: Simulations of the proposed communication system for an LP FIR channel with cutoff frequency
at w, = 0.8, and LP FIR feedback filter Hg(w) with cutoff frequency at ws = 0.7: (a) message m(n); (b)
transmitted signal s(n); (c) received signal r(n); (d) recovered message m'(n).

Figures 2 and 3 illustrate a realization of the involved signals both in the time and in
the frequency domains for an ideal channel. The spectra are normalized relatively to their
maximum value.

Perfect recovery of the message once the synchronization is reached can be clearly seen
in Figure 2(d) and the spectral spreading due to the chaotic signal modulation is shown in
Figure 3(b). Note that the presence of m(n) in the transmitted signal is not apparent neither
in the time nor in the frequency domain.
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The demodulation error |m(n) — m'(n)| for the ideal channel case is shown by the
dashed line in Figure 4. It quickly falls and remains at the numerical precision level of the
computer simulation.

This situation changes completely when the channel is not ideal, thatis, H.(w) # 1, Yw.
In this case, r(n) #s(n) in (2.8) and the synchronism is affected so that m'(n) - m(n). As
an illustrative example, consider that H.(w) is a linear-phase Low Pass (LP) Finite Impulse
Response (FIR) filter of order N¢ = 50 with cutoff frequency at w,. = 0.8 [21]. Figures 5 and
6 show a realization of the signals involved in this case. The amplitude frequency response
|Hc(w)| is shown by the dashed line in Figure 6(b). Just about 20% of the spectrum of the
transmitted signal is affected, yet the message is completely lost as seen in Figures 5(d) and
6(d). Note that the bandwidth associated with the original message m(n), concentrated at
0.2sr, is practically unaffected.

The error in obtaining ' (n) in this case is shown by the solid thinner line in Figure 4.

This example shows that the system in Figure 1 fails when channel conditions are
not ideal. This makes its use impractical, in the same way as it happens with its continuous
counterpart, as pointed out by [6, 14].

A mean to circumvent these difficulties is to adjust the spectrum of the transmitted
chaotic signal so that it becomes less vulnerable in the presence of a given channel. This idea,
proposed for continuous time systems in [6, 14], is extended for the discrete-time case in the
next section.

3. Synchronizing Discrete-Time Systems in Band-Limited Channels

A way to combat the harmful effects of a bandlimited channel on the communication system
of Figure 1 is to insert a filter Hs(w) in the feedback loops of both the transmitter and the
receiver so that the total transmitted signal power is contained within the channel bandwidth.
A block diagram of the proposed system is shown in Figure 7.
Considering that the filter Hg(w) is an FIR filter of order N, its output xx.1 (7)) can be
expressed as

xk+1(n) = c1x1(n) + c2x1(n = 1) + - + cng1x1(n — Ns), (3.1)

where ¢y, ¢, ..., cNge1 are the filter coefficients.

Consequently, the dimensions of the difference equation systems that describes the
master and the slave subsystems now are of order K + N instead of K.

As an example, consider that the channel Hc(w) is an LP FIR filter of order N¢ = 50
and with cutoff frequency at w. = 0.8, as in the previous section. To combat the channel
effects, we used linear-phase LP FIR filters Hs(w) with cutoff frequency at w, = 0.77r of order
N = 30. Figures 8 and 9 show a realization of the signals involved.

The information signal is unaffected by these filters and the message is fully recovered
as can be seen from Figures 8(d) and 9(d). The transient time is larger than that of the
previous examples due to the additional filtering effects.

The demodulation error in this case is shown by the thicker solid line in Figure 4. After
the synchronization transient, the mean error is about 1%.

An important question that must be addressed is whether the generated signals remain
chaotic with the introduction of the feedback filter.
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Figure 9: Normalized representation of signals in Figure 8 in the frequency domain: (a) message; (b)
transmitted signal and frequency response of the channel (dashed line); (c) received signal; (d) recovered

message.
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Figure 10: (a) Transmitted signals s(n) for two slightly different initial conditions; (b) absolute value of the
difference between the signals in (a).
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In the example, the transmitted signal s(n) shown in Figure 8(b) presents aperiodic
behavior and sensitivity to initial conditions. This last property is illustrated in Figure 10
where signals generated using two slightly different initial conditions diverge from one
another, which is evidence of chaotic signal behavior.

In a more general framework, analysis shows that when we write the system equations
asin (2.8) including the feedback filter, the K+ N eigenvalues of A do not depend on the filter
coefficients so that synchronism remains unaffected. However, the conditions for the signals
to remain chaotic require further investigation. For low-order filters, inadequate coefficient
choices may transform an unstable fixed point of the original system into a stable one and
thereby destroy the chaotic attractor. These results are the subject of current investigation
and lie beyond our intended scope.

4. Conclusions

In this paper, we proposed a discrete-time communication system using chaotic signals
for bandlimited channels. Our system is based on the one proposed by [6, 14] who
have developed their ideas within a continuous-time framework. Using discrete-time
systems based on difference equations makes their implementation quite natural via today’s
ubiquitously available DSPs and microcontrollers.

We have shown numerical examples based on a three-dimensional generalization of
the Hénon map and on linear-phase FIR filters.

It is important to note that introducing filters into feedback loops can change the
dynamics of both the master and the slave systems in relevant ways. The conditions on
filter coefficients for which the systems remain chaotic signal generators have the status of
a nontrivial open problem. Work is in progress to simulate the use of this system to transmit
digital messages and to assess its symbol error rate performance for different channels and
feedback filter bandwidths.
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Since Pecora and Carroll’s seminal work [1], much has
been written about the potential usefulness of chaotic syn-
chronization in communication systems (e.g., [2]). Much of
the impetus for chaotic communications has been the ratio-
nale whereby both analog and digital chaotic modulations
would have the same properties as conventional spread spec-
trum techniques [2].

The inherent wideband characteristic of chaotic signals,
however, becomes a problem when the communication chan-
nel imposes bandwidth limitations. Because of the receiver’s
nonlinear nature, if any spectral component is amiss, all
spectral components at the receiver become affected. Even
minute gain or phase changes are enough to fully hinder syn-
chronism [3].

Rulkov and Tsimiring [3] and Eisencraft and Gerken [4]
independently proposed a method for synchronizing trans-
mitter and receiver using chaotic signals under bandwidth
limitations. The basic idea is to apply an identical filter on
both the transmitter and the receiver subsystems in order to
circumvent channel impairments. In [5] we have extended
this method to discrete-time dynamical systems. Much of the
interest in this approach lies in the ease of employing Digital
Signal Processors (DSPs) or microcontrollers for their imple-
mentation. The proposed scheme is shown in Figure 1.

In this scheme, the information signal m(n) is coded us-
ing the x4 1 component of the transmitter state vector x via
a coding function s(n) = c¢(xk4+1,m(n)), so that the in-
formation signal can be decoded using the inverse function
m(n) = d (i1, 5(n)) = d (w1, ¢ (2r 1, m(n))).

If the channel frequency response H¢ (w) and the filters in
the feedback loop Hg(w) are identity systems, i.e., Ho(w) =
Hgs(w) = 1, for every w, we have shown in [5] that transmit-
ter and receiver synchronize and m’(n) — m(n) provided
that all the eigenvalues of the matrix A are inside the unit
circle. However, if Ho(w) is a lowpass or highpass filter

Channel

m'(n)

2
-c(xm,m) G
Xgs1(n) Yi1(n)
4 —s
L2 "\

’—E -

Figure 1 — Discrete-time communication system for bandlimited
channels proposed in [5].

Receiver

Transmitter

with cut-off frequency w. we still can attain synchronization
and recover m(n) in the receiver if the cut-off frequency w;
of Hg(w) is chosen adequately so that the frequency band
affected by Hc(w) is previously attenuated. Figures 2 and
3 show examples of transmitted and received signals in the
time and frequency domain, respectively when the Hénon
map [5] is used.

Although this approach has worked satisfactorily, numer-
ical experiments have shown that depending on the filters
employed, the generated signals can cease to be chaotic or
diverge. It has also remained to formally prove that transmit-
ter and receiver synchronizes independently of the chosen
H S (w) .

In the present paper we provide an analytical demonstra-
tion that synchronization is not affected when identical, lin-
ear, time-invariant, Finite Impulse Response (FIR) filters [5]
are included in both the transmitter and receiver subsystems.
Furthermore, we numerically investigate for which filter’s or-
ders and cut-off frequencies it is possible to obtain chaotic
signals. One of our preliminary results is shown in Figure 4.
In this figure, we show how the maximum Lyapunov expo-
nent h of the transmitter system varies with the cut-off fre-
quency w. when Hg(w) is a lowpass Nth-order FIR filter.
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Figure 3 — Examples of transmitted and received signals in fre-
quency domain for a lowpass channel with w. = 0.87 and
ws = 0.7m: (a) message m(n); (b) transmitted signal s(n) and
frequency response of the channel (dashed line); (c) received
signal r(n); (d) recovered message m’(n) [5].

As chaos is characterized by & > 0, we can easily see for
which values of these parameters we have chaotic signals.
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Figure 4 — Preliminary analysis on the variation of the max-
imum Lyapunov exponent & when Hgs(w) is a lowpass Nth-
order FIR filter with cut-off frequency w..
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