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RESUMO

Solucgao espectral para modelos bidimensionais da equagao

linear de Boltzmann

Neste trabalho, estuda-se uma abordagem de cardter analitico para
problemas bidimensionais de transporte de néutrons que sao descritos pela equagao
linear de Boltzmann. Neste sentido, aplica-se o método ADO, método Analitico
de Ordenadas Discretas, para resolver as equacoes unidimensionais nodais, obtidas
a partir da integracao da formulacao bidimensional. Nesta derivacao, necessita-
se de equagoes auxiliares para os fluxos desconhecidos no contorno. Assim, duas
propostas sao apresentadas: na primeira, relagoes entre o fluxo integrado e o fluxo
desconhecido sao introduzidas e na segunda, os termos desconhecidos sao tratados
como fonte do problema. Resultados numéricos sao apresentados e comparados com

resultados existentes na literatura.
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ABSTRACT

Spectral solution for two dimensional models of linear

Boltzmann Equation

In this work, an analytical approach for two dimensional transport pro-
blems, describeb by the linear Boltzmann Equation, is proposed. In this sense, the
ADO method, Analytical Discrete Ordinates, is applied to solve the one dimensional
equations obtained by the application of a nodal scheme. In this derivation, auxiliary
equations are needed for the unknown fluxes at the boundary. So two proposals
are presented: first, relations between the integrated flux and the unknown flux
are introduced and the second, the unknown terms are treated as source of the
problem. Numerical results are presented and compared with available results in

the literature.



1 INTRODUCAO

A equacao de Boltzmann descreve matematicamente varios fenomenos
da teoria de transporte [15, 23, 24, 55] e tem sido o foco de interesse de muitos
pesquisadores nesses tltimos anos, estando esse campo cientifico em desenvolvimento
intensivo. A importancia destes estudos deve-se, principalmente, as suas numerosas

aplicagoes, dentre as quais podemos citar:

e reatores nucleares [32], protecao radiolégica e medicina nuclear [87];

e aplicagoes em nanotecnologia, relacionada, por exemplo, a micro-méa-

quinas [37, 47] e a micro-fluidos [82];

e estudo de fenémenos da transpiracao térmica [57], existentes em es-
coamentos internos produzidos por um gradiente de temperatura ou

pressao, que aplicam-se em sistemas micro-elétricos-mecanicos [34, 61];

e estimativa de propriedades térmicas de materiais semi-transparentes

(como, por exemplo, secagem de ceramica e vidro) [83];

e estudos aerodinamicos [33] e equipamentos de vacuo [63].

Originalmente, a Equacao de Boltzmann (BE: Boltzmann Equation)
foi introduzida por Ludwig Boltzmann, no final do século XIX, no estudo da teoria
cinética de gases [16]. Ela é uma equagao integro-diferencial e fornece uma descri¢ao
quantitativa da distribuigao espacial, direcional, energética e temporal de particulas
em meios materiais [38]. Um estudo detalhado sobre a derivacao e propriedades da
BE, ou sua forma linearizada, encontra-se, por exemplo, nos livros de Cercignani
[21, 24] e Duderstadt [31], bem como aspectos sobre a existéncia e estrutura da

solugao geral da equagao [22].
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Devido a dificuldade de se obter uma solucao exata para a BE (o método
proposto por Case, em 1960, denominado método de expansao em autofuncoes sin-
gulares [20], ou método de Case, como passou a ser conhecido, pode ser utilizado ape-
nas para problemas de transporte idealizados), durante as tltimas décadas muitos

métodos tém sido propostos, principalmente para o tratamento numérico da Equagao

de Boltzmann [56, 62, 77, 78].

No contexto dos métodos deterministicos, que buscam uma solugao
exata para a equagao aproximada, cita-se o método de ordenadas discretas. A
versao original do método de ordenadas discretas foi introduzida por Wick [84], para
solugao de problemas de transporte de néutrons, e Chandrasekhar [26], em estudos de
transferéncia radiativa, e tem como base a aproximacao da integral angular do termo
de espalhamento da equagao de transporte por uma quadratura numérica, reduzindo

a equacao integro-diferencial em um sistema de equacgoes diferenciais ordinarias.

O método de ordenadas discretas tem recebido crescente atencao, na
comunidade cientifica, e tem sido amplamente utilizado para resolver problemas
unidimensionais e multidimensionais da teoria de transporte [1, 28, 42, 46, 54, 77],
devido a sua boa precisao, sua relativa facilidade de aplicacao a meio ab-
sorvedor, emissor e espalhador [58; 78], bem como sua eficiente integragao com
outros métodos, tais como os métodos de diferencas finitas [35, 79] e de elementos
finitos [41]. Mais recentemente, cita-se a aplicacao de métodos nodais para resolver
problemas de transporte em ordenadas discretas. Os métodos nodais convencionais
resolvem numericamente as equagoes em ordenadas discretas integradas transver-
salmente em uma das varidveis, usando aproximagoes por polinomios de baixo grau
para o termo de fuga transversal e para os termos de fonte por espalha-
mento [44]. Recentes avangos na classe de métodos nodais, aplicados a problemas de

transporte multidimensionais em ordenadas discretas, encontram-se nos trabalhos

de Lawrence [51], Azmy [3, 4], Barros [13, 14] e Hauser [44, 45].
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Uma dificuldade numérica inerente ao método de ordenadas discretas
proposto por Chandrasekhar, consiste na determinagao dos autovalores, obtidos pela
solucao de equagoes caracteristicas. Buscando contornar essa dificuldade, novas for-
mulagoes ao método tém sido propostas, como por exemplo, o método DISORT
(Discrete Ordinate Radiative Transfer) [77] e a versao analitica do Método de Orde-
nadas Discretas (ADO: Analytical Discrete Ordinates). O método ADO, proposto
por Barichello e Siewert [9], para a solugao de problemas de transporte em geometria
plana, apresenta algumas caracteristicas que o tornam bastante atrativo do ponto
de vista computacional, como por exemplo, possibilita o uso de um esquema de
quadratura mais arbitrario, do tipo half-range; as constantes de separacao sao obti-
das pela resolucao de um problema de autovalor e a solugao também ¢é analitica na

variavel espacial.

O Método ADO tem-se mostrado uma ferramenta muito 1til na resolu-

¢ao de vérios problemas da Dinamica de Gases Rarefeitos [86], como por exemplo:

fluxo de Poiseuille em canal plano descrito pelo modelo BGK [10];

e problema de salto de temperatura descrito segundo o modelo BGK [11]

e segundo o modelo CLF [6];

e fluxo de Poiseuille e o problema “Creep” Térmico, também descritos

pelo modelo BGK, em geometria cilindrica [65];

e fluxo de Poiseuille, “Creep” Térmico, Couette [68] e salto de tempera-

tura [72], descritos segundo o modelo CES ;

e fluxo de Poiseuille e “Creep” Térmico descritos pelo modelo S, com
condigoes de contorno de Cercignani-Lampis [67] e problemas de fluxo

associados a diferentes condiges de contorno [48, 49];

e fluxo de Poiseuille e “Creep” Térmico com o modelo S [81];
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e fluxo de Couette para mistura de dois gases num canal plano, com o

modelo BGK [66];

e problemas de misturas de gases baseados no modelo McCormack [39,

73, 74, 75);

e outros problemas relacionados a LBE, associada a expansoes

polinomiais [69, 70, 71];

e solugao unificada de problemas classsicos de gases rarefeitos baseados
no modelo BGK [7], em modelos com freqiiéncia de colisao varidvel
[18, 19], no modelo Gross-Jackson [43, 59, 60] e, inclusive o trabalho
desenvolvido na fase inicial do projeto de doutorado abordando estes

problemas unidimensionais, descritos pelo Modelo S [17].

Devido a eficiéencia do método ADQO, evidenciada na solugao dos proble-
mas citados acima, onde foram obtidas solucoes precisas, analiticas na variavel espa-
cial, de facil implementacao e de rapida obtencao de resultados numéricos, busca-se,
a partir desse trabalho, estender a aplicacao do método a problemas multidimen-

sionais.

A relevancia desse estudo ressalta-se pela ampla aplicabilidade dos
problemas multidimensionais e pelo grande interesse existente em abordagens de
carater analitico voltadas a estes problemas, visto que, devido as dificuldades in-
trinsecas da prépria BE [25], na literatura encontra-se em geral solugoes numéricas
[13, 35, 36, 55, 79] para os mesmos. Além disso, mesmo existindo cédigos numéricos
para a solucao desses problemas, a determinacao de solugoes analiticas ¢ importante
também do ponto de vista computacional, pois busca-se reduzir o tempo de execugao

dos programas e pode vir a ser 1til como validacao de parte de um coédigo numérico.

Na abordagem de problemas multidimensionais, observa-se que o estudo

das quadraturas multidimensionais conhecidas [53] motivou a iniciar-se trabalhando
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com a equacao linear de Boltzmann [24, 31, 85] voltada & aplicagoes de transporte
de néutrons e radiagao. Nesta classe de aplicagoes, encontram-se os problemas de
penetragao profunda ou de ”fonte fixa” [29], onde a interagao das particulas com o
meio material nao produz mais particulas do que absorve, isto é, meios materiais
nao-multiplicativos. Estes tipos de problemas sao os que pretende-se, inicialmente,
abordar nesse trabalho, visto que sao considerados cldssicos na literatura e fornecem
resultados que servirao para validacao da aplicabilidade do método ADO a proble-

mas bidimensionais de transporte.

Ressalta-se que este é o primeiro trabalho de aplicacao do método ADO

a este tipo de problema bidimensional em geometria cartesiana.

Assim, no capitulo 2, apresenta-se a equacao bidimensional de trans-
porte de neutrons. A definicdo do problema, com as equagoes em ordenadas discre-
tas e esquemas de quadratura, é apresentada no capitulo 3; a aplicacao do método
ADO, para resolver as equagoes unidimensionais obtidas, considerando-se aproxima-
¢oes para o fluxo desconhecido na fronteira pelo fluxo integrado, é apresentada no
capitulo 4 e a solucao, para o problema em que os termos desconhecidos sao consi-
derados como termos fonte do problema, no capitulo 5. Os resultados numéricos sao
apresentados e comentados no capitulo 6 e finalmente algumas consideracoes finais

sao apresentadas no capitulo 7.



2 EQUACAO LINEAR DE BOLTZMANN

Na teoria de transporte, os problemas de migracao de particulas neu-
tras num meio material sao modelados matematicamente pela equacao linear de
Boltzmann, que pode ser deduzida a partir de um balanco de particulas realizado

no espago fase do problema [31, 85].

Mais especificamente, os problemas que aqui pretende-se abordar, sao
descritos pela chamada equacao de transporte de néutrons derivada da equagao
linear de Boltzmann ao serem inseridos um conjunto apropriado de segoes de choque,
que representam as probabilidades de sua interagao, juntamente com a geometria

dos materiais no sistema.

Dessa forma, inicia-se esse estudo pela descricao da equacao linear de
Boltzmann para problemas bidimensionais de transporte de néutrons, apresentando-

se nesse capitulo a formulagao matematica da equacao e a definicao de suas variaveis.

2.1 Equacao de transporte de néutrons bidimensional

Seguindo Lewis e Miller [53], considera-se a equagao de transporte in-
dependente do tempo em um meio nao-multiplicador, a um grupo de energia, dada
por

[Q.V + 0,(r)]T(r, Q) = Q(r, Q) + /SdQ’aS(r, Q-Q)U(r,Q), (2.1)

onde ¥(r,€2) ¢é o fluxo angular de néutrons e representa o nimero de néutrons es-
perado, por unidade de volume dV e por unidade de angulo sélido df2, em torno da
posi¢ao r = (x,¥, z) e direcao de movimento € (u,w) (conforme figura 2.1); o,(r) é a
secao de choque macroscépica total e o,(r, Q- Q) é a secio de choque diferencial de
espalhamento, que descreve a distribuicao dos néutrons na posicao r, com direcao

de movimento inicial ©, que sdo emitidos por espalhamento, na direcao final €.
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A integral da equagao (2.1) é avaliada sobre todas as diregoes €2 na esfera
unitaria S. O termo Q(r,€2) representa a fonte externa do problema e V denota o

operador gradiente. Assim, em geometria cartesiana

o) o) 0
QVY(r,Q) = ,u%\lf(r, Q)+ 'r]a—y\lf(r, Q)+ £E‘I/(r, Q). (2.2)
0
s
o~ o 02

dV = dx dy dz

Figura 2.1: Elemento de volume e de angulo sélido

Na figura (2.2), apresenta-se o sistema de coordenadas cartesianas para

a variavel espacial r e para a variavel angular €.



2.1 Equacao de transporte de néutrons bidimensional 8

Figura 2.2: Sistema de coordenadas cartesianas, espaciais e angulares, em trés di-
mensoes

Assim as ordenadas da variavel angular ficam definidas por

p = cosb (2.3)
n = (1—pu*)"?cosw (2.4)
¢ =(1—p?)?%sen w (2.5)

Associadas a equagao (2.1), existem véarias formulagoes para as condigoes
de contorno. Cita-se, por exemplo, as condi¢oes de contorno prescritas, onde o fluxo

angular incidente na fronteira do dominio é conhecido

U(r,, 2.) = f(r,, Q.), (2.6)
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onde r,, representa um ponto no contorno, {2, representa a direcao de incidéncia do
fluxo nesse ponto e f(ry, £2,) procura descrever a condicao prescrita conhecida. Um
caso particular desta condicao de contorno ocorre quando o fluxo angular incidente
¢ igual a zero, conhecido como condigao de contorno do tipo vacuo, que serao as

abordadas neste trabalho.

Por apresentar muitas vantagens computacionais, uma expansao em
termos de polinomios de Legendre é comumente utilizada para representar a secao de
choque diferencial na equagao (2.1). Assim, a partir da equagao (2.1), considerando-

se o termo de fonte

q(r, Q) = Q(r, Q)+/Sd9'as(r,n’-9)qf(r, Q) (2.7)

e expandindo-se o fluxo angular em harmonicos esféricos [53]

U, =3 3 (@), (2.8)
onde
or(r) = / 4 Vi ()0 (r, Q). (2.9)

e representando a se¢ao de choque diferencial em termos da expansao em polinomios

de Legendre [53]

[e.9]

(r Q) =) 20+ Doa(r)P(R - Q), (2.10)
=0

pode-se escrever a equagao (2.7) na forma

) l

q(r, Q) = Q(r, Q)+/SdQ Z 214+ Doa(r)P(Q-2) Y~ > Vi ()¢ (r). (2.11)

=0 m=-—I
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Lembra-se aqui, que os harmonicos esféricos sao definidos por

Yim(Q) = G P (p)e™, (2.12)

onde tém-se os coeficientes

(20 + 1)(I — m)!

Cim = , 2.13
: (I +m)! (2.13)
as fungoes associadas de Legendre
m m m/2 am

P (p) = (=1)"(1 = ) JB(M) (2.14)

e que Y} (€2) denota o conjugado complexo de Yy, (£2).

Usando-se o teorema da adi¢ao dos polinémios de Legendre
1 !

B Q) =—— ) V. (Q)V,.(Q 2.15
(6 0) = 5y 3 V(@ (215)

e a defini¢do dos coeficientes ¢;"(r), dada pela equagao (2.9), pode-se reescrever a

equagao (2.11), obtendo-se

q(r,Q) = Q(r, Q) +Z Z oa(r /dQ’ng(Q’)qJ(r, ), (2.16)

=0 m=-—1

ou de forma semelhante, utilizando a equagao (2.9),

q(r,2) = Q(r, Q) —1—2 Z Q)og(r)o(r). (2.17)

=0 m=—1
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Ainda seguindo Lewis e Miller [53], observa-se que esta expansao, em
termos gerais dos harmonicos esféricos, somente é necessaria quando se aborda pro-
blemas tridimensionais de transporte. Para problemas unidimensionais e bidimen-
sionais, as simetrias impostas geometricamente no fluxo angular, podem ser uti-
lizadas para reduzir o nimero de momentos angulares. Observando-se que em geo-
metria cartesiana, para problemas bidimensionais, o fluxo angular ¢ uma funcao par

no angulo w

U(r, p,w) =V(r, pu, —w), (2.18)

considerando-se o sistema de coordenadas mostrado na figura (2.2), pode-se simpli-

ficar a expansao em harmonicos esféricos, pois desta forma é possivel expressar

Yin(82) = Y5, () + Y0, (92), (2.19)
onde

£,(Q) = C/2 P (p)cos (mw) (2.20)

Yo () = G2 P ()sen(mw). (2.21)

Substituindo-se a equagao (2.19), juntamente com as equagoes (2.20) e

(2.21), em (2.9), mostra-se que

¢WH—AMT%KﬂWnQ) (2.22)
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Além disso, usando-se o fato de que

Yi-m(Q) = (=1)"Y}7,,(Q), (2.23)

pode-se concluir que
V(@) = (=1)"Y)7,,(€2) (2.24)
¢ " (1) = (=1)" " (82). (2.25)

Assim, substituindo-se a equagao (2.19), na equagao (2.16) ou equagao

(2.17) e utilizando-se as expressoes (2.22) - (2.25), obtém-se

q(r, Q) = Q(r, Q) + > Y (2= 0m0) Y (R)ou(r) /S dQ'Yie ()W (r, Q). (2.26)

=0 m=0

A partir da expressdo obtida na equacdo (2.26) e da definigao
de Q.VVU(r,Q), expressa na equagao (2.2), escreve-se entao a equagao (2.1), para

problemas bidimensionais, em geometria cartesiana na forma

SN2 b)Y (@) () /S A YV () U (2,4, Q).
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Particularmente, para fonte de espalhamento isotrépica, caso em que

L =0, obtém-se

0 0
/,L—\I/({E,y,g) + Ul \I/(Z)L’,y,Q) + O-t<x7y) \I}<J;’y7ﬂ) - Q(ZE,y,Q) +
Ox dy (2.29)

Js(:p,y)/\ll(z,y, Q) dQ'.
S

A partir da solugao da equagao (2.28), com condigoes de contorno apro-
priadas, obtém-se entdo o fluxo angular de néutrons ¥(r,2). Como em muitas
aplicagoes as diregoes de movimento dos néutrons nao assumem tanta relevancia,
pode-se determinar, a partir do fluxo angular obtido, outras quantidades de interes-

se, como por exemplo, o fluxo escalar e a fuga de néutrons.

Seguindo-se a referéncia [53], define-se

o(z,y) = /S\I’(:c, y, ) A (2.29)

como sendo o fluxo escalar de néutrons e

J(z,y) =n.J(r)

= n./\l/(x,y,Q')Q de’,

(2.30)

:/ U(z,y, Q) |n.Q| 4,
n.2>0

é a corrente parcial de néutrons, nimero esperado de particulas atravessando, por
unidade de area, na superficie. Na equagao (2.30), n é um vetor normal unitério
apontando para o exterior da superficie e J(r) é a corrente de néutrons. A quan-

tidade J(z,y) também é comumente denominada por fuga de néutrons [13, 44],
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denominacao que adota-se neste trabalho, por ser a utilizada nas referéncias que

servirao de comparacao com os resultados obtidos.

Obtida a equagao que modela problemas bidimensionais de transporte
de néutrons, com fonte de espalhamento isotrépica, no proximo capitulo apresenta-se
a formulacao em ordenadas discretas da equacao (2.28), das condigdes de contorno

associadas e das quantidades de interesse.



3 O PROBLEMA BIDIMENSIONAL EM ORDENADAS
DISCRETAS

Os problemas de transporte de néutrons bidimensionais, que serao neste
trabalho abordados, sao modelados pela equacao descrita no capitulo anterior.
O objetivo desse trabalho é desenvolver uma abordagem analitica para a solucao

desses problemas em ordenadas discretas.

Assim, nesse capitulo, inicialmente apresenta-se a formulagao do proble-
ma que serd abordado, bem como as equagoes em ordenadas discretas. Aplicando-se
uma integracao em relacao a uma das variaveis espaciais, base dos métodos nodais,
obtém-se as equacoes unidimensionais em ordenadas discretas. Como quadraturas
multidimensionais sao necessarias nas discretizagoes da variavel angular, algumas

consideragoes sobre a quadratura utilizada sao apresentadas.

3.1 Formulacao do problema

O problema de transporte de néutrons, que pretende-se abordar, definido
numa placa homogénea de dimensoes 2a x 2b, com uma fonte isotrépica de néutrons

na regiao (—as, as) X (—bs, bs), é modelado matematicamente pela equagao (2.28)

onde x € [—a,a], y € [-b,b] e 2 = Q(p,w).

15
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Considerando-se condi¢oes de contorno do tipo vacuo, escreve-se

U(—a,y, Q) =0, (3.2)
U(a,y, Q) =0, (3.3)
U(z,—b,,) =0, (3.4)
U(z,b,Q,) =0, (3.5)

para as direcoes €2, que indicam as direcoes de incidéncia do fluxo em cada fronteira.

A figura (3.1) representa geometricamente a situagao.

A Vicuo

b

by
r———T ——-
| |
I I

Viacuo : Q : Viacuo
-a -asl :as a

I I
L___1 1

_b s

-b

Vicuo

Figura 3.1: Dominio de definicao do problema
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3.2 Equacoes em ordenadas discretas

Definido matematicamente o problema pela equagao (3.1), juntamente
com as condigbes de contorno dadas pelas equagoes (3.2) — (3.5), busca-se entao

escrever essas equagoes em ordenadas discretas.

Na abordagem de problemas multidimensionais, pelo método de orde-
nadas discretas, a escolha do conjunto de quadratura angular é arbitraria, embora
restricoes, nas direcoes €2,, e nos pesos da quadratura w,,, possam aparecer do desejo
de preservar-se simetria ou outras propriedades [55]. Conjuntos de dire¢oes e pesos
que sao completamente simétricos (isto é, que sao invariantes apds qualquer rotacao
de 90%) tém sido mais comumente utilizados na abordagem de problemas multidi-
mensionais. Diferentes conjuntos de quadraturas tém sido tabulados, por exemplo,

por Lee [52], Lathrop e Carlson [50].

Como a base do método consiste na substituicao do termo integral
por uma formula de quadratura angular, para escrever as equacoes em ordenadas
discretas utiliza-se, nesse trabalho, uma quadratura multidimensional com sime-
tria de nivel LQy (Level Symetric Quadrature) [53]. Nessa quadratura, o con-
junto {fin, M, &}, que descreve as dire¢oes .y, (tn, M, &n), € formado pelos pontos

(fns M, €1 ) na esfera unitaria

o+ + & =1 (3.6)

e os pesos sao normalizados de forma que tenhamos em cada octante

> wp=1. (3.7)
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Estes conjuntos de quadratura, também denominados conjuntos de
quadraturas simétricas Sy, utilizam o mesmo conjunto de N/2 valores positivos
das direcoes cossenos em relacao a cada um dos eixos. Assim, numa quadratura Sy,

existem
N(N +2)

< (3.8)

ordenadas por octante ou N (N +2) ordenadas em toda esfera unitaria. As condigdes
nivel simétricas resultam numa propriedade muito desejada: em geometria carte-
siana, se a dimensionalidade do problema ¢ diminuida, o mesmo conjunto de orde-

nadas e pesos pode ser utilizado para problemas bidimensionais ou unidimensionais.

Para problemas bidimensionais, conforme discutido no capitulo ante-
rior, a simetria apresentada por ¥(z,y,2) em torno do plano formado por quais-
quer dois eixos ortogonais, reduz para quatro o nimero de octantes sobre os quais
a dependéncia angular de ¥(x,y,€2) deve ser determinada. Assim, seguindo-se a
referéncia [53], define-se o eixo polar e o angulo azimutal a partir do eixo y. A in-
tegral da equagao (3.1) é entao avaliada apenas na semiesfera formada pelos quatro
octantes nos quais 2.k > 0, onde k = (0,0, 1) é o vetor unitario na dire¢ao do eixo z.
Assim as diregoes discretas ficam definidas por Q,, = (fm, ), param =1,.... M,

onde
N(N +2)

M =
2

(3.9)

representa o numero de diregoes, nos quatro quadrantes, para a respectiva

aproximagao Sy e os pesos ficam definidos por

(3.10)

£)
I
e
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A relacao das ordenadas pi,,,n, e a distribuicao dos pesos w, para
aproximagoes Sy, com N = 2.4,6,8, 12,16, conforme [53], sdo reproduzidos,

respectivamente, na tabela (A.1) e na figura (A.1) do Anexo A deste trabalho.

A partir da definicao desse esquema de quadratura, escreve-se entao a

equagao (3.1), em ordenadas discretas, na forma

0 0 Os -
Mm%q](xa Y, Qm>+nma_y\1](xa Y, Qm)—{—dt\lf(l‘, Y, Qm) = Q(Ia y)_{'z ; wkqj(xv Y, Qk)

(3.11)
param=1,..., M.

Diferentemente de [53], que trabalha com a equagdo em ordenadas dis-
cretas na forma dada pela equagao (3.11), ressalta-se que pela aplicagdo do método
ADO, procura-se escrever o conjunto {wy, Q}, m = 1,..., M, dos pesos e diregoes
da quadratura Sy, de forma que €2,,, param = 1, ..., M /2, represente as diregoes de
entrada de fluxo numa fronteira fixada e €,,4a1/2, para m = 1,..., M/2, represente
as direcoes de saida. Como consequéncia desse procedimento, trabalhar-se-a com
dois conjuntos de equagoes, cada um deles com M/2 equagdes e a soma do lado

direito da equagao (3.11) serd escrita entao na forma

M/2
> wi[U(z,y, Q) + Uz, y, Qegaryo)]. (3.12)
k=1

A ordenagao do conjunto das direc¢oes, nesta quadratura bidimensional,
é relevante para a aplicacao do método ADO, conforme ficard mais evidente na
solugao dos problemas, pois define se é mais conveniente desenvolver uma formulagao
do problema unidimensional na variavel espacial = ou na variavel y. Esta escolha

pode ser determinada pela geometria do problema, onde, por exemplo, seria mais
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significativo determinar o fluxo angular de néutrons em relacao a x em uma regiao
retangular em que a fosse muito maior que b. Estas duas formulagoes sao apresen-

tadas a seguir.

Propoe-se entao, inicialmente, a ordenacao das direcoes de forma que
para m = 1,..., M /2, tenhamos pu,, > 0 e para m = (M/2 + 1),..., M, tenhamos

tm < 0, como mostrado na figura (3.2), para a aproximagao Sjy.

F N
b
9 3
m
TN 7‘1
—H2 —Mq M P2
10 11 “n, 5\ 4
12 —n, I3

Figura 3.2: Ordenagao das diregoes para o caso N=4, considerando p € [0, 1]

Escreve-se entao a equagao (3.1) em ordenadas discretas, na forma

0 0
Mm%\p<$v Y, Qm) + Uma—y‘l’(% Y, Qm) + O't\I/(l’, Y, Qm) =

M/2
Os
k=1
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e
0 0
—/Lm%q](l', y7 Qer%) + ner% a_yq](x7 y7 Qer%) + O-t\Il(xv y? Qer%)
M/2
s
Qe.y) + 7 D wn[¥(w,y, ) + W(w,y, )], (3.14)
k=1
para m = 1,..., M/2, onde w, sdo os pesos e €2, = (p,,n,) sdo as diregoes da
quadratura.

As condigoes de contorno, expressas pelas equagoes (3.2) — (3.5), sao

entao escritas como

\II(—a, Y, Qm) = O)

param =1,..., M/2;

\Ij( aayagm) = Oa

para m = (M/2+1),..., M;

U(z,—b, Q) =0,

param=1,...M/4 e m=(M/2+1),...,3M/4;

U(z, b,Q,,) =0,

param = (M/4+1),..,M/2 e m= (3M/4+1),...

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

Se uma outra ordenacao é agora proposta, uma forma diferente de es-

crever a equagao (3.1) é obtida. Considerando-se a ordenagao das diregoes de forma
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que para m = 1,..., M/2, tenhamos n > 0 e para m = (M /2 + 1), ..., M, tenhamos
n < 0 (como mostrado na figura (3.3), para a aproximagao Sy), escreve-se a equagao

(3.1) em ordenadas discretas, para m = 1,..., M /2, na forma

0 0
pon G V@ ) 1 W, ) + 0¥,y D) =

M/2
Os
k=1

0 0
ﬂm+%%qj(xvya Qm-f-%) - nma_yqj(xvya Qm-f—%) + Ut\p(ajv?J?Qm-i-%) =

M2

Qa,y) + 75 D wn[W(ar,, ) + Wy, Q)] (3:20)
k=1

/]

3
n
4'7\5 z/i'l
—p2 u1%l‘1 I‘Z’
e .

10 7] “n, 3 7

F N
Moy
1

12 —n, 9

Figura 3.3: Ordenacao das diregoes para o caso N=4, considerando n € [0, 1]
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As condigoes de contorno, expressas pelas equagoes (3.2) — (3.5), para

esta formulacao, sao escritas como

U(z,—b,€,) =0, (3.21)
param =1,..., M/2;

U(z, b,€,) =0, (3.22)
param = (M/2+ 1), ..., M;

\IJ(_a7y7 Qm) = 07 (323)

param=1,...M/4 e m=(M/2+1),...,3M/4;

\Il( a,y, Qm) = O, (324)

param = (M/4+1),...M/2 e m= (3M/4+1),...,M.

Observa-se que a forma das equagoes (3.13) e (3.14), tendo em vista
a aplicagao do método ADO, sugerem a formulacao de um problema unidimensional
na variavel espacial z, enquanto as equagoes (3.19) e (3.20), um problema unidi-
mensional na variavel y. Estas formulacoes sao apresentadas na préoxima secao e sao

chamadas de equacoes nodais integradas.

3.3 Equacoes nodais integradas

A integracao das equacoes em ordenadas discretas em uma das variaveis

espaciais é a base dos métodos nodais [4, 5, 51]. Dessa forma, para obter-se equagoes
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unidimensionais, na varidvel z, integra-se as equagoes (3.13) e (3.14) em relagao a

€ [—b,b], obtendo-se

d .
im0 (2, ) + g—b[\IJ(x, b, ) — Uz, —b, )] + 00T, (2, D) =
” M/2
Qy(x) + Zs Z wk’[\ljy(xv Qk) + \Ify(x, Qk+%)]a (3-25)
k=1

M2
s
th]y(xv Qm-s-%) = Qy(x) + 1 Z wk[\lly(x, Qk) + \I/y(x, Qk-ﬂ‘g)] (3-26)
k=1

para m = 1,..., M/2 e onde considera-se

1

U, (z,Q,,) = %

/b U(z,y, Q) dy, (3.27)

como sendo o fluxo angular médio, ou fluxo integrado e

b
Q) = 3 [ Q) (3.28)

As quantidades de interesse sao também discretizadas em relacao a

variavel angular. Assim, da equagao (2.29), obtém-se para o fluxo escalar

M/2
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e, a partir da equagao (2.30), escreve-se a expressao para a fuga de néutrons na

forma

1 M/2
Jo =5 > mwply (z, Q). (3.30)

k=1

Realiza-se agora, procedimento analogo para obter-se as equacoes in-
tegradas nodais dependentes de y, integrando-se as equacgoes (3.19) e (3.20) em

relacdo a = € [—a, a] e obtendo-se

d m
nmaiwﬁyA%M'%%;ﬁWadhﬂm)—qﬂ—%yA%0]+0N%Qn9m)=

M/2
Zwk (1, Q) + Val(y, Q)] (3.31)

d Mm+%
—Um@\l’x(?/, Qm-f—%) + 2 [\D<a7 Y, Qm-q-%) - \IJ(_a7 Y, Qm-i-%)] +
M/2
01V (Y, R a0) = Z WiV (y, Q) + Waly, Qa0)] (3.32)

para m = 1,..., M /2 e onde considera-se

V. (y, Q) = _a/ U(z,y, Q) de, (3.33)

@.0) = 5. | Qv (3:34)
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A partir da equagao (2.29), obtém-se entao para o fluxo escalar

| M2
Zwk (Y, Q) + Vo (y, Qiiny2)] (3.35)

e, a partir da equagao (2.30), a fuga de néutrons é determinada por

M/2

anwk\lf (y, Q). (3.36)

Obtidas as equagbes nodais (3.25), (3.26), unidimensionais na
variavel x e (3.31) e (3.32), unidimensionais na variavel y, observa-se que definigoes
para os fluxos desconhecidos no contorno sao necessarias para continuar-se na busca
de solugoes para essas equagoes e, consequentemente, para as quantidades de inte-
resse desejadas. Assim, no proximo capitulo, relagoes entre o fluxo angular médio e
o fluxo desconhecido nas fronteiras sao incluidas e desenvolve-se entao a solugao pelo
método ADO para as equagoes unidimensionais obtidas. Apds, no capitulo 5, é pro-
posto uma outra forma de aproximacao para os fluxos desconhecidos no contorno,

considerados entao como termos de fonte do problema.



4 FLUXOS NOS CONTORNOS: APROXIMACAO
PELO FLUXO INTEGRADO

Na determinacao das equagoes unidimensionais, no capitulo anterior,
equacoes auxiliares sao necessarias para expressar os fluxos desconhecidos no con-
torno. Nesse capitulo, serao introduzidas aproximagoes pelo fluxo médio integrado.

Apds, procura-se a solugao dessas equacoes pelo método de ordenadas discretas.

O método de ordenadas discretas tem sido muito utilizado para a solucao
de problemas de transporte [36, 42, 79]. Desde o trabalho reprentativo de Chan-
drasekhar, na década de 40, muitas formulagoes tém sido propostas ao método,
tornando-o uma ferramenta eficiente e precisa na solugao desses problemas. Em par-
ticular, neste trabalho, pretende-se utilizar a versao analitica do Método Analitico
de Ordenadas Discretas (ADO) [9], a fim de obter-se solugoes para as equagoes

formuladas no capitulo anterior.

Assim, na préxima secao, define-se as equacoes unidimensionais em
relacao a cada uma das variaveis, substituindo-se os termos conhecidos no contorno
e usando-se aproximacoes para os demais; depois, na secao 4.2 aplica-se o0 método
ADO para determinar a solucao das equagoes integradas unidimensionais, na variavel
x e as quantidades de interesse relacionadas. Na secao 4.3, aborda-se entao a solucao
para o caso de escolher-se trabalhar com as equacgoes em y. Estes desenvolvimentos
sao apresentados e resolvidos separadamente, pois a solucao de cada um deles nao

envolve acoplamento com as equagoes relacionadas ao outro problema.

27
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4.1 Aproximacao pelo fluxo médio integrado

Nas equagoes (3.25) e (3.26), obtidas anteriormente

d m
im0 (2, ) + T (2, b, Q) — U (@, —b, )] + 010 (2, D) =

2b

oMy

Qy(x) + f;wk[%(%ﬂw + 0y (2, Q)] (41)
d m+%
_Umﬁqjy(% Q)+ 2% [V (z, b, Qm+%) — W(z, =, Qm+%)] +
M2
Os

o (. ) = Q) + 2D w0 (0. ) + W 0.2 )], (42)

k=1

para m = 1,...M /2, observa-se, a partir das equagoes (3.21) e (3.22), que existem

termos avaliados no contorno que sao conhecidos

U(x,—b,Q,,) =0 (4.3)

param=1,...M/4dem=(M/2+1),...,3M/4 e

U(z,b, Q) =0 (4.4)

param = (M/4+1),...,M/2em=(3M/4+1),..., M.

Seguindo idéia similar a usada em problemas de transferéncia de

calor [27], os termos desconhecidos serao aproximados pelo fluxo médio integrado,

U(x,b,Qp) =~ kUy(x, ) (4.5)
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param=1,...M/4dem=(M/2+1),....3M/4, e

U(z, —b, Q) = kY, (z, 2), (4.6)

param = (M/4+1),...M/2em = (3M/4+1),..., M, onde k; e ko sdo parametros

estimados a priori, cuja influéncia deve ser analisada na solucao do problema.

Ressalta-se que diferentemente de outros métodos nodais [2, 13, 44, 29],
que propoem aproximacoes constantes ou exponenciais para os termos avaliados no
contorno, introduzindo-os na parte nao-homogénea do problema, aqui a utilizagao
das relagoes (4.5) e (4.6), permite que estes termos sejam abordados na solu¢ao do
problema homogéneo sem acrescentar complicagdes na solucao pelo método ADO,

simplificando assim também a implementagao computacional.

Substituindo-se as expressoes (4.3) — (4.6) nas equagoes (4.1) e (4.2),
obtém-se um sistema de equacoes nodais unidimensionais em ordenadas discretas,

param =1,..., M /4

d
Mma\yy@a Q) + K Vy (2, Q) = Q(), (4.7)
d
Hopp 4 M a\lly(ac, Qm+%) + K9y (2, Qm+%) = Q(z), (4.8)
d
~Hn Uy (2, Q1) + Konnrp2 Wy (2, ) = Q(2), (4.9)

d
T Hp g M E\Py(% Qm-q-%) + Kintanya ¥y, Qm-&-iﬂ) = Q(z), (4.10)
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onde define-se
Q) = Q@) + == > wilWy (@, Q) + Uy (2, )] (4.11)

%, m=1,..M/4 e m=(M/2+1),....3M/4

= (M/4+1),.M/2 ¢ m=(3M/A+1),.., M.
Associadas as equagdes (4.7) — (4.10), obtém-se as condigoes de contorno

integrando-se em y € [—b, b] as equagoes (3.15) e (3.16), obtendo-se assim

U, (—a, Q) =0, (4.12)

param =1, ..., M /2;

U, (a,,) =0, (4.13)

param = (M/2+1),..., M.

Agora, procedimento analogo é desenvolvido considerando-se entao as

equagoes integradas dependentes de y, (3.31) e (3.32), param = 1,..., M/2

d m
gy W 0 ) V(0 ) = W=, )] + 000y, ) =

M/2
Zwk ) + Wy Q)] (414)
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/"Lm—‘,—M

d
_nmdylp (yu Q +%) + : [\Ij(a’y7 Qm-&-%) - \Ij(_amya Qm—i—%)] +
M/2
Vo (y, Qpps) = Zwk oy ) + Woly, Q)] (4.15)

Observa-se que nas equagoes (4.14) e (4.15), aparecem termos avaliados

no contorno que sao conhecidos (3.23)-(3.24),

\IJ(_GH Y, Qm) = 07 (416)

param=1,...M/4dem=(M/2+1),...3M/4 e

\Il(aay79m) = 07 (417)

param = (M/4+1),...,M/2em= (3M/4+1),..., M.

Utiliza-se o fluxo médio integrado, definido na equacao (3.33), para

aproximar os termos desconhecidos

U(a,y, V) = 1Yy, Q) (4.18)

param=1,...M/4dem = (M/2+1),...,3M/4,

U(—a,y, Q) =12V (y, Qn), (4.19)

param = (M/4+1),...,M/2em = (3M/441), ..., M, onde novamente os parametros

Y1 € Yo serao estimados a priori.
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Substituindo as expressoes (4.16) — (4.19) nas equagdes (4.14) e (4.15),
obtém-se entao as equagoes nodais unidimensionais para o problema definido na

variavel espacial y

d
gy Vo0 )+ LWy, ) = Q1), (4.20)
d
nm+% d_yq]x(ya Qer%) + Lm+M/4\IIm<y7 Qer%) = Q(y), (421)
d
_nmd—y%(% Qi) + Lingnrg2 Vo (y, Q) = Qy), (4.22)
d

sendo m = 1, ..., M /4, onde define-se

M2
Qy) = Quly) + 5 D wnl Wy, ) + Wl )] (4:24)
k=1

at+712“’“, m=1,...M/4 e m=(M/2+1),...3M/4
a

o= T = (M4 1), MJ2 e m= (M4 1), . M.
a

As condigbes de contorno associadas as equagoes (4.20) — (4.23), sao

obtidas integrando-se as equagoes (3.21) e (3.22) em relagao a x, no intervalo [—a, al.
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Obtém-se assim

U, (=b, Q) =0, (4.25)

param =1,..., M/2;

U, (b, Q) =0, (4.26)

param = (M/2+1),..., M.

Estando definidas as equagoes nodais unidimensionais e suas condi¢oes
de contorno, tanto para o problema formulado na variavel espacial z, quanto na

variavel y, busca-se entao a solucao dessas equagoes.

4.2 Solucao do problema unidimensional em x pelo

método ADO

Nesta secao, utilizando-se o método analitico de ordenadas discretas,
apresenta-se a solucao do problema associado as equacoes integradas unidimensio-

nais, na variavel x .

Inicialmente, obtém-se a solugao homogénea do problema, através da
resolucao de um problema de autovalores. Apds, a solucao particular é definida
e aplicando-se as condigoes de contorno, determina-se os coeficientes desejados da
solugao homogénea, ficando a solugao geral, para o problema na variavel espacial z,

completamente definida.
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4.2.1 Solugao homogénea

Considerando-se as equagoes homogéneas associadas

¢oes (4.7) — (4.10), busca-se solugoes da forma expoencial

h _ —xz/v
U2, Q) = D(v, Q) e/,

34

as equa-

(4.27)

onde, em analogia com a teoria de equacoes diferenciais, v é chamado de autovalor

e (v, Q,,), de autofuncao [20].

Substituindo a equagdo (4.27) nas equagoes (4.7) — (4.10) e

multiplicando-as por e*/*, para m = 1, ..., M /4, obtém-se

(1, ,) + K ®(v, Q) = O,
1%

/‘Lm—i-%
- @(y,ﬂm+%)+Km+%<b(y,ﬂm+%):Qm,

@QD(V, Qm—&-%) + Km+%<l>(y, ﬂm+A4) = Qma

v 2

/‘LW],«kM
Ld(v, Qm+%) + Km+¥®(y, Qm_i_%) = Qm,

v

onde considera-se

M/2
g

Qm=7 ; W[ (v, D) + (v, @y a0)].

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)
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A solugao homogénea das equagoes (4.28) — (4.31) depende entao ba-
sicamente de se determinar os autovalores v e as autofungoes ®(v,€2,,). Assim,

considerando-se

Uv, Q) = (v, Q) + O(v, Qm+%) (4.33)

V(, Q) = 0(v, Q) — O(1,Q,,, ), (4.34)

2

inicialmente, soma-se a equagao (4.28) com a (4.30), a (4.29) com a (4.31) e observando-

se que

para todo m = 1, ..., M/2, obtém-se

M/2
Lo, o,
— V(1 Q) + Ko U1, Q) = 2 ; wplU (v, ), (4.36)
1! M/2
m O.s
———;MM V (v, Qinrja) + Km+% U(v, Qunirrja) = 9 Z wiU (v, Q) (4.37)
k=1

onde considera-se as diregdes m = 1, ..., M /4.

A partir das equagoes (4.36) e (4.37), obtém-se

M/2
Vo,

Vv, Q) = MiKm U, ) = 5 S wU (v, ), (4.38)
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M/2

1% vo
Vv, Q = K U(v, Q2 i) — ® Uy, ). 4.39
(v, m+%) T m+M (v, m+%) 2Mm+% ;wk (v, Q) ( )

Agora diminuindo a equagao (4.30) da (4.28) e a (4.31) da (4.29),

obtém-se
U0, ) + Koy Vv, ) = 0 (4.40)
v
e
lum—‘,- 1
— ” U(V Qm+M/4) + K +M V(l/, Qm_’_%) = 0. (441)

Finalmente, substituindo-se a equagao (4.38) na equagao (4.40) e a

equagao (4.39) na equagao (4.41), obtém-se

M/2
—K2 U, Q) = 5 Ko > wn U, @) = A U, ), (4.42)

i, 2 —

1 M/2
K2 U, Q) — K,n Zwk v, ) = AU, 0),
Hoy M 4 202 p? M
4
(4.43)
param = 1,..., M /4, onde

P (4.44)
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Avaliando-se as equagoes (4.42) e (4.43) em m =1,...,M/4 e consi-
derando-se o vetor U, de dimensao M /2 x 1, com componentes U (v, €2,,), obtém-se

o problema de autovalor

D—A] U =AU, (4.45)

onde D e A sao matrizes de ordem M /2 x M /2. A matriz D é definida por

K? K2 K}
D = diag{ —L, =2, .. M2 (4.46)
1 M2 /“LM/Q
e A tem componentes da forma
.. W; Og Kz ..
a(i,j) = —]2 el i,j=1,...,M/2

Resolvido o problema de autovalor (4.45), obtém-se entao {\;, U;},
para j = 1,..,M/2, que sdo os respectivos autovalores e autovetores do
problema (4.45) e determina-se assim, a partir das equagoes (4.33) e (4.34), as

autofungoes

D0 Q) = 3 (U0, ) + V(15,2 (4.47)

D R a0) = 5 U0 D) = Vg, ) (4.48)

N | —

param =1,..., M/2.

Observa-se que A; sao os autovalores associados ao problema (4.45).

A fim de diferencia-los dos autovalores v;, associados as autofungoes da solugao
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homogénea, conforme especificado na equagao (4.27), considera-se aqui v; como
constantes de separacao, nomenclatura usualmente utilizada em teoria de transporte.
Assim as constantes de separagio v}, sdo obtidas a partir da equacdo (4.44) e como
elas ocorrem aos pares £ v;, toma-se somente os valores positivos e escreve-se a

solugao homogénea das equagoes (4.7)— (4.10), seguindo-se referéncia [40], na forma

M/2

\I’Z,y(fa Q) = ZAM(I)(,/]" Qm)e—(fﬁ—ak—l)/l/j + By ;®(v;,Q, %)e_(ak—x)/l/j7 (4.49)
j=1

+

M2
Uy, Q) = Z Ap ;@ (v, Qm+%)e_(x_ak‘l)/yj + By ® (v, Qe D,
j=1

(4.50)

param = 1,..,M/2, x € [ax_1,a;], com —a < a1 < a; < a, onde k representa
o nimero de intervalos que pretende-se dividir o dominio [—a,a| e Ay ; e By ; sao

coeficientes que precisam ser determinados.

Ressalta-se aqui, que mesmo partindo-se de um problema definido em
M direcoes ordenadas discretas, deriva-se e resolve-se um problema de autovalor de

ordem M /2, uma importante propriedade associada ao método ADO.

4.2.2 Solugao particular

Buscando-se uma solucdo particular para as equagoes (4.7) — (4.10) e

observando-se que a fonte (), (), definida por

0,(x) bs/b, x € [—as,as]

0, —a<xr<—as; ou a;, <z <a
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é constante em relagao a varidvel x, no intervalo [—as, as] propoe-se uma solucao

particular dependente apenas da direcao €2,

TP(€) = Con, (4.51)

Yy
param=1,..., M.

Substituindo-se a eq. (4.51) nas equagoes (4.7) — (4.10), obtém-se
b M
KnC = = ; wiCr = by /D, (4.52)

para m = 1,.., M, © € [—as, a4, que define um sistema de M equagoes, possi-
bilitando assim determinar-se os termos C,, que definem a solucao particular do

problema.

Determinada a solugcao particular, apresenta-se na préxima secao a
forma da solucao geral do problema unidimensional definido na variavel z, para
depois prosseguir-se na determinacao dos coeficientes da solugao homogénea que,

neste ponto, ainda estao indeterminados.

4.2.3 Solucgao geral do problema unidimensional na variavel x

A solucao do problema, definido pelas equagoes (4.7) — (4.10) e associ-

adas as condigoes de contorno (4.12) e (4.13), pode ser escrita na forma

Uy (2, Q) = Uh(z, Q) + V2 (2, Q). (4.53)
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Considerando-se que o problema abordado possui uma fonte no inter-
valo [—as, a,, divide-se o dominio [—a, a] em trés subintervalos, considerando entao

k=1,2,3, que definem

a0, a1] = [—a, —as], (4.54)
a1, as] = [—as, as], (4.55)
[as, as] = |as, a) (4.56)

e que permitem entao escrever a solucao geral, em cada uma dessas regioes, a partir

das equagoes (4.49), (4.50) e (4.51), para m = 1,..., M/2, na forma

M/2
ZA (g, Q)™ 4 Bi®(1, Qpan )el I (457)

M)/2
Uy (2, 2, 00) ZA (1), Qa0 )e TV 4 B (), Qe (4.58)

quando z € [—a, —as), aqui considerada regiao 1;

M/2
Z(J (v, Qe CH 4 D0 (v, Q)o@ 4 C, (459)

Uy(2, Qya0) = 3 iy, Qa0 )e™ % 4 D0 (g, y)e ™ =/ 4 €,

(4.60)



4.2 Solugao do problema unidimensional na variavel x 41

quando z € [—as, ag|, considerada regiao 2, e

M/2
Uy (2, Q) = Y B 0(v), Qp)e 7 4 Fjd(vy, Qo )e @0 (4.61)
j=1

M/2
Uy (@, R, 00) = Y By, Q) O 4 Fid (v, Q)e @0 (4.62)
j=1

para x € [as, a], considerada regido 3.

4.2.4 Determinacao dos coeficientes da solugcao homogénea

Para que as solugoes (4.57) — (4.62) estejam completamente definidas,
necessita-se determinar os coeficientes da solu¢ao homogénea: A;, B;, C;,D;,E;,Fj,
j = 1,...,M/2. Aplicando-se, respectivamente, as condigoes de contorno (4.12) e
(4.13)

U, (—a,,) =0, (4.63)

para as diregoes (Q,,, tais que m = 1,..., M /2,

U, (a, ) = 0, (4.64)

para as diregoes €2,,, tais que m = (M /2 4+ 1), ..., M, nas equagoes (4.57) e (4.62),

obtém-se param = 1,..., M /2

M/2
D Ap® (v, Q) + Br®(vg, Qa0 )o” 07 = 0 (4.65)
k=1
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e
M2
D By, Qo )e OO 4 Fd (1, Q) = 0, (4.66)
k=1
Outras 2M equacgoes sao obtidas considerando-se condigoes de con-
tinuidade nas fronteiras * = —a, e © = a,. Assim, impoem-se a condicao de que

o fluxo emergente de uma regiao, seja igual ao incidente na outra. A partir dessas

condigoes de continuidade, obtém-se, para m =1, ..., M /2

M/2
D Bk, Q) [Ape™ T — O] + B(wy, Q) [By — Dye /] = Cp, (4.67)
k=1

M2
Z (I)(Vk, Qm)[Bk . Dk672as/7/k] —I—(I)(l/k, Qm+%)[14ke*(aias)/'/k _ Ok] = Cm+%, (4.68)

k=1

M/2
> Ok Q) [Ex — Cre /] 4 D(vg, Q a0) [Fre™ 79 — D) = Cpoy (4.69)

k=1

M/2
> (v, Q) [Fre™ )" — D] + B(1y, Q. 20)[Ey — Cpe /) = C,, s, (4.70)

k=1

que juntamente com as equagoes (4.65) e (4.66) definem um sistema de ordem
3M x 3M, que apds resolvido determinam os 3M coeficientes da solugao homogénea,

ficando as solugoes (4.57) — (4.62) completamente definidas.

Determinada entao a solucao geral do problema unidimensional definido
na varidvel x, pode-se avaliar assim as quantidades de interesse: ¢(z), fluxo escalar

definido na equacao (3.29) e a fuga de néutrons J,, expressa na equagao (3.30).
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Lembra-se aqui que a determinacao de uma solucao para o problema
em y, apresentada na préxima se¢ao, nesse ponto nao €é necessaria para a definicao
da solucao do problema dependente na variavel espacial z, que no momento ja estéa
completamente definida. Nota-se assim, que nesta abordagem, os dois problemas

sao desacoplados.

4.3 Solucao do problema unidimensional em y pelo método

ADO

Para determinar agora a solucao das equacoes unidimensionais integradas

em y, segue-se os mesmos procedimentos desenvolvidos na secao anterior.

4.3.1 Solucao homogénea

Buscando-se solucao para as equagoes homogéneas associadas as equagoes

(4.20) — (4.23), propoe-se

Uy, Q) = B(v, Q) eV (4.71)

Substituindo a equagdo (4.71) nas equagoes (4.20) — (4.23) e

multiplicando-as por e¥/, para m = 1, ..., M /4, obtém-se

M/2
Mim Os
=01, ) + L (v, Q) = kz wi[@ (v, ) + O,y u)] (4.72)
=1
M/2
_nm+M/4 g

14

(ID(V, Qm—&—%) + Lm_i_%(l)(y? Qm—&-%) - ZS Z wd@(u, ﬂk) + (I)(V> Qk—{-%)}?
k=1
(4.73)
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M/2

nm O-S
T, Q) + Ly w (v, R ) = D wi[®(, Q) + (v, w)], (4.74)

k=1
T/m—‘,—M g M/2
D =~ O(v, Qm+%) + Lm+%q)(’/> Qm+3TM> = ZS Zwk[(l?(u, Q) + (v, Qk+%)]
k=1

(4.75)

Agora somando a equacao (4.72) com a (4.74), a (4.73) com a (4.75) e

observando-se que

Hm = fpq M (4.76)

para todo m = 1, ..., M/2, obtém-se

M/2

m US
_’77 V¥, Q) + Ly U, ) = ;wk[q)(y, Q) + B, Q)] (477)
n " o M/2
_ m:r V¥, Q) + Lypns U, Q) = D w @, ) + O(v, Q)]
k=1
(4.78)
onde considera-se m = 1, ..., M /4,
U, Q) = (v, ) + (1,2, 20) (4.79)
€
Vv, Q) = (v, Q) — (1, Q. a1). (4.80)

m+ 5
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A partir das equagoes (4.77) e (4.78), com m = 1, ..., M /4, obtém-se

M/2
14 Vo
Viv,Q,,) = —L,, Uv,Q,,) — - wiU (v, Q4), 4.81
(v, ) o (v ) = 5 o ; (v, ) (4.81)
M/2
v VO,
V(V, Qm+¥) = nm+M Lm_’_% U(V, Qm+1§11) - 5 nm+M Z ’wkU(l/, Qk) (4 82)

Agora diminuindo a equacao (4.74) da (4.72) e a (4.75) da (4.73),
obtém-se , param = 1,..., M /4

—’77’” U(v, Q) + Lo Vv, Q) = 0 (4.83)
T/m-‘,—%
B U(V,Qm_‘_%)—l—[/m_i_% V(V,Qm+%):(). (4.84)

Substituindo a equagao (4.81) na equagao (4.83) e a equagao (4.82) na

equacao (4.84), obtém-se

M/2
1 s
L U, Q) — 5o Ly S wy Ur, Q) = A U1, ), (4.85)
1 M/2
Os
L2 U, m) — 5L o > wp U(v, Q) = A U(v, Q,),(4.86)
nm+% ! ’ 2 nm+% R

param = 1,..., M /4, onde
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A= —. (4.87)

Avaliando as equagoes (4.85) e (4.86) em m = 1,..,M/4 e con-
siderando o vetor U, de dimensao M /2 x 1, com componentes U (v, €2,,), obtém-se

o problema de autovalor

D - A] U = AU, (4.88)

onde D e A s@o matrizes de ordem M /2 x M /2. A matriz D ¢ definida por

2

L2 L2 LM

D = diag —, —2, ... , (4.89)
mon 77%

e A tem componentes da forma

.. W; Og Lz ..
a(i,j) = JQTa i,j=1,..,M/2.

Resolvido o problema de autovalor (4.88), obtém-se {\;, U;},
para j = 1,..., M /2, que sao os respectivos autovalores e autovetores do problema e

determina-se, a partir das equagoes (4.79) e (4.80), as autofungdes

(v, Q) = —2 : (4.90)

(4.91)
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para m = 1,..., M/2 e da equagao (4.87), as constantes de separagao v;.

4.3.2 Solucgao geral do problema unidimensional em y

Analogo ao que foi desenvolvido na secao anterior para o problema
unidimensional na variavel x, encontra-se uma solucao particular constante em cada

direcao €2,,

U2(Q,,) = Dy, (4.92)

T

para m = 1,...., M, y € [—bs,bs] e a solucdo do problema, definido pelas equagoes

(4.20) — (4.23) e associadas as condigdes de contorno (4.25), (4.26), escrita na forma

Vo (y, ) = Vi (y, Q) + W (y, Qi) (4.93)
fica entao definida por
M2
Wy, Q) = Y A0 (v, R )e WO 4 By (v, Q,, ac )eb 0, (4.94)
j=1
M/2

2

\ijﬂ(yv Qm+%) - Z qu)(”j? Qer M )ei(erb)/Vj + qu)<yj7 Qm)e(bSer)/Vja (495)
j=1

para y € [—b, —bs];
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M/2
ZC (v, Qe VI 4 D;b(vy, Q,, a)e” T 4D, (4.96)
M/2
U, ( ZC B(v), Qe V4 Db (v, Qe B 4D

(4.97)

para y € [_bS7 bs] €

M/2

Q) =Y Ei0(vy, Q)e W 4 b (v, Q, par)em OV (4.98)
=1

M2

U, (y ZE (g, Qe )e” VT (0, Qi )e”OOM (4.99)
para y € [bs, b].

Os coeficientes da solugao homogénea sao entao determinados pelo uso

de condigoes de contorno e de continuidade como desenvolvido na se¢ao anterior.

Neste momento, tem-se resolvido entao pelo método ADO, desacoplada-
mente, as duas equagoes unidimensionais nodais. Resultados numéricos aplicados
a problemas testes, descritos por essas formulagoes, serao apresentados no capi-
tulo 6, considerando-se a proposta descrita neste capitulo, de aproximacao dos fluxos
desconhecidos no contorno, pelo fluxo médio integrado, como sendo a primeira abor-

dagem.
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Aqui, lembra-se que na abordagem desenvolvida nesse capitulo, empre-
gou-se a relacao de proporcionalidade entre o fluxo desconhecido no contorno com

o fluxo integrado através dos parametros k;, j = 1,2, nas equagoes (4.5) e (4.6)

U(z,b, Q) ~ kU, (z, Q) (4.100)

param=1,...M/4dem = (M/2+1),...,3M/4,

U(z, —b, ) ~ ka0, (2, ), (4.101)

ou v;, j = 1,2, nas equacoes (4.18) e (4.19)

V(a,y, Qm) ~ 1Y (y, Q) (4.102)

param=1,...M/4dem = (M/2+1),...,3M/4,

V(—a,y, Q) ~ 12V.(y, Qm), (4.103)

aqui considerados arbitrarios e definidos a priori na resolucao das equagoes.
O proximo passo, no desenvolvimento do trabalho, é propor uma abordagem onde
esses parametros possam ser determinados juntamente com a solug¢ao do problema.

Essa nova abordagem ¢é entao proposta e desenvolvida no préximo capitulo.



5 FLUXOS NOS CONTORNOS: APROXIMACAO
COMO TERMO DE FONTE

Com o objetivo de nao realizar-se estimativas a priori, como as uti-
lizadas nas equagoes (4.100) — (4.103), uma nova abordagem é proposta, buscando-
se agora a determinacao desses parameétros juntamente com a solucao do problema.
Ressalta-se aqui, que diferentemente da abordagem anterior, serd considerada a
possibilidade da dependéncia direcional desses parameétros. Além disso, esta nova
proposta nao utiliza aproximacoes pelo fluxo integrado e, dessa forma, as relagoes
para os fluxos desconhecidos sao introduzidas no termo nao-homogéneo do proble-
ma. Condicoes auxiliares serao necessarias para a determinacao desses parametros,
introduzindo um acoplamento das equagoes unidimensionais nodais em x, com as
equacoes unidimensionais nodais em y. Dessa forma, inicia-se entao esse capitulo
reformulando-se as equagoes nodais integradas, obtidas na secao 3.3 e, logo apds,

apresenta-se o desenvolvimento da solucao dessa nova formulacao.

5.1 Equacgoes nodais integradas

Partindo-se das equagOes (3.25) e (3.26), integradas em relagao

ayec [_b7 b]

20
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,umd \Ify(I,Qm+M> + 2b2 [\I/( , b, Qm+n1) — \I/(CL’, b, Qm+1v1)] +
M/2
Os
Ut\I]y<I> Qm+%) = Qy(x) + 1 Zwk[q]y@v Qk) + \I’y@a Qk+%)]a (5‘2)
k=1

para m = 1,...,M/2 e considerando-se as condigoes de contorno (3.17) e (3.18),
observa-se que nas equagoes (5.1) e (5.2), aparecem termos avaliados no contorno

que sao conhecidos

U(z,b, ) =0 (5.3)

param = (M/4+1),...M/2em= 3M/4+1),...M e

U(x,—b,Q,,) =0, (5.4)

param=1,...M/4dem = (M/2+1),....3M/4.

Para as outras M /2 diregdes em que o fluxo é desconhecido em cada
fronteira, propoe-se que sejam aproximados por uma constante k(2), dependente

da direcao. Assim, escreve-se

U(z, —b, Q) ~ ki (5.5)

param = (M/4+4+1),...M/2em=(3M/4+1),.... M,
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U(z,b, Q) = ki (5.6)

param=1,...M/4em = (M/2+1),...,3M/4.

Como comentado anteriormente, o desenvolvimento da solucao envolvera
um acoplamento das equacoes unidimensionais nodais, assim, utilizar-se-a, em al-
guns termos, subscritos y para especificar que relacionam-se ao problema integrado
em y, como por exemplo, fi,,, que representa a ordenada (i, na ordenagao escolhida
para desenvolver-se um problema unidimensional em x (ordenagao apresentada na

figura (3.2), para N = 4).

Substituindo-se as expressoes (5.4) — (5.6) nas equagoes (5.1) e (5.2),
obtém-se para m = 1,..., M /4

d

,uyma\lfy(x, Q) + 0V, (z, Q) = Qn(x), (5.7)

d
lu’y,m—i-% E\Py(m? Qm-&-%) + O-t\ij<'r7 Qm—l—%) = Qm—}-%(‘r)ﬂ (58)

d
_Mymaqjy(L Qm+%) —i—O't‘IJy(L Qm_i_%) = Qm+%(:ﬂ), (5.9)

d
THyma M E\Py(l’v Qm-i-%”) + 0y (x, Qm-q-%) = Qm-s-iﬂ(x)» (5.10)
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definindo-se, param = 1,.... M/dem = M/2+1,...,3M/4

eparam=DM/4+1,.. . M/2em=3M/4+1,...M

M/2
Qu(w) = Qy(x) + m"ym + 2 Zwyk (2, ) + Wy (2, 2 a0 )].

53

(5.11)

(5.12)

Associada as equagoes (5.7) — (5.10), tém-se as seguintes condigoes de

contorno
Uy(—a,,) = 0, m=1,..,M/2,
U,(a, 2, = 0, m=(M/2+1),., M
As quantidades de interesse continuam sendo o fluxo escalar

B(r) = =3 w0y (, ) + Uy (2, Dy a1j2)]

e a fuga de néutrons

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)
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Analogamente, abordando-se agora a formulacao para o problema na

variavel espacial y, parte-se das equagoes (3.31) e (3.32)

d xm
%md—‘l’:c(y, Qm) + /;a [\I](a’ Y, Qm) - \Ij(_a’ Y, Qm)] + O't\llsc(ya Qm) =
o M/2
Qe(y)+ 7 kzka[%(y, Q) + Valy, Qypar)], (5.17)
=1

lu:r,er
—Uxmd—\llx(y, Qer%) 5 =W (a,y, 2, 1) —V(=a,y, 2, u)] +
M/2
Os
k=1

para m = 1,..., M /2. Nas equagdes (5.17) e (5.18), aparecem termos avaliados no

contorno que sao conhecidos (3.23) e (3.24),

qf(—a’y,ﬂm) = 07 (519)

param=1,...M/4dem=(M/2+1),...3M/4 e

‘IJ(CI,, Y, Qm) = 07 (520)

param = (M/4+1),...,M/2em = (3M/4+1),..., M.

Os termos desconhecidos serao aproximados por

V(2w Yy, Q) & K, (5.21)
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onde x,, = —a ou x,, = a.

95

Substituindo-se as expressoes (5.19) — (5.21) nas equagoes (5.17) e

(5.18), obtém-se

nxmdiy%@,n)mw ) = Q).

d
77I7m+% d_ylpx(ya Qm+%) + O-t\Ijx(yv Qm+%) = Qm+M/4(y)7

d
_nxmd_yqlm@a Qm-ﬁ-%) + thjz(% Qm+%) = Qm-ﬁ-M/Q(y)?

d
_nx,m+% d_ylpl“@/’ Qer%) + Ut\px(% Qer%) = Qm+3M/4(y)a

para m = 1,..., M /4, onde define-se

M/2
Hmﬂmm O-S

Qum(y) = Qu(y) — o 1

param=1,..M/4dem=M/2+1,..,.3M/4 e

M/2

Qnly) = Quly) + =22 4 = Zwyk o0, ) + Va(y, Dy ),

+ Wy [V (y, Qi) + Vo (y, QH%)]7

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)
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param = M/4+1,..., M/2em=3M/4+1,.... M.
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Associada as equagoes (5.22) — (5.25), tém-se as seguintes condigoes de

contorno
U, (=b,Q,) = 0, m=1,..,M/2
U, (6,92, = 0, m=(M/2+1),..., M.
Avalia-se entao, as quantidades de interesse
| M2
oy) = ; ; Wark[ W (y, Q) + Valy, Rsno)]
e

M2
1
Jy = 3 kz_; Nk Wk Vo (Y, ).

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

Para estas equacoes unidimensionais nodais, busca-se entao solugoes

através da aplicagao do método ADO, primeiramente para as equagoes unidimen-

sionais nodais em x e, na se¢ao seguinte, para as equacoes unidimensionais nodais

em y. A obtencao das solucgoes segue o desenvolvimento apresentado no capitulo an-

terior, assim os procedimentos descritos a seguir sao mais resumidos, destacando-se

mais a forma das equacoes resultantes nesta nova abordagem.
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5.2 Solucao do problema unidimensional em z pelo

método ADO

A solugdo geral das equagdes (5.7) — (5.10), escrita na forma

Uy (2, Q) = Uh(z, Q) + V0 (2, D), (5.32)

¢ abordada nessa secao, iniciando-se pela determinacao da solu¢ao homogénea

(2, Q) e descrevendo-se depois a forma da solugio particular W (z, Q).

5.2.1 Solucao homogénea

Propondo-se solucoes do tipo exponenciais para \IJZ(iL‘, Q,,), obtém-se o

seguinte conjunto de M equacoes

—/‘5—’” S, ) + 0@y (0, Q) = Q, (5.33)
)
Hym
y’y* 2P, (1,02 yar) + 0Py (1,2, ) = Q, (5.34)
Yy

onde m =1,..., M/2 e @ é definido pela expressao

_ Us Zwyk I/ Qk + o (V Qk+A{)]. (535)

A partir da soma e da subtracao dessas equacoes, obtém-se, respecti-

vamente
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M/2
Vo VyOs
Vy(v, Q) = th(Vv Q) — 2y Zwkay(’/7 ), (5.36)
Hym, Hym 1
) M/2
o} 050y
—— Uy (v, Q) — wyr Uy(v, Qp) = Ay Uy(v, ), (5.37)
om 2 g, ;
param = 1,..., M /2, onde
1
A= (5.38)

Avaliando-se as equagoes (5.37) em  m = 1,..., M /2 e considerando-se
o vetor Uy, de dimensao M /2x 1, com componentes U, (v, Q,,), obtém-se o problema

de autovalor

D, —A, U, =)\U,, (5.39)

onde D, e A, sdo matrizes de ordem M/2 x M/2. A matriz D, é definida por

2 2 2 2
D, :dmg{%,a_;,% o } (5.40)

t
2
:uyl /“LyQ :uy3 /“Ly,M/Z
e A, tem componentes da forma

S e Ot G =1, M2, (5.41)

a(i,j) =
2 :uyi
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Resolvido o problema de autovalor (5.39), obtém-se entao {\,;, Uy;},
para j = 1,..., M /2, que sdo os respectivos autovalores e autovetores do problema e

determina-se assim as autofuncoes

D, (v, Q) = | v\ hims (5.42)

(5.43)

param =1, ..., M/2.

As constantes de separacgao v, sdo obtidas a partir da equacao (5.38) e

como elas ocorrem aos pares £ v,;, toma-se somente os valores positivos e escreve-se

a solugdo homogénea das equagoes (5.7) — (5.10) na forma

M/2
(2, ZAW@ vy Q)o T  Bdy (v, @, an )o@ (5.44)

M2
\Ijh (2,2, ZAZ/J(I) vj, Q2 —) (a+x)/yyj+Byj(I)y(’/j’Qm)ei(aix)/yy% (5.45)

para m = 1,..., M/2, onde os coeficientes A,; e B,; precisam ser determinados.
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5.2.2 Solucao particular

Seguindo-se [8, 64] e busca-se aqui uma solugdo particular para as

equagoes (5.7) — (5.10) em termos das autofunc¢oes do problema homogéneo, na

forma
M/2
WD (2, Q) = ) Ay (2) (Vg Qun) + By () @ (15, Q4 21) (5.46)
7j=1
(§]
M/2
WP (2, Q) = A (@)D (v, R a0) + By (2) o (v, Qun), (5.47)
J=1
onde

o M2

Ai(z) = Ny:él/j) /_a;wya[Q(Ta Q) Py (v, Qo) +

Q(T, Qagary2) @y (vj, Qaiagye)] €@/ uidr, (5.48)
1 o M/2
Bj (55) = N (l/) / Zwya[Q(Ta Qa)q)y(yja QOH-M/Q) +
g\ z =1
QT, Qs 1ij2) Oy (v, Q)] =T Midr, (5.49)
M/2

Ny(vy) = wye piye [®2(v;, Q) — ) (v, Q). (5.50)
j=1
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Observa-se que, para o problema formulado, agora a fonte é dependente

também da direcao

)
km m
Qy(z) — 2%1’ . om=1,..,M/4
Emym
Qy(z) + =2 m=(M/4+1),..,M/2
Q(z, Q) = k,,%’ym
Qylw) — =57, m=(M/2+1),...,3M/4
km m
Qy(x) + 2%’ S m=3M/4+1,.., M.

onde Q,(z) foi definida em (3.28).

Ressalta-se que, neste ponto, os parametros k,,, m = 1,..., M, ainda
estao indefinidos. Dessa forma, as expressoes obtidas para a solugao homogénea,
apresentadas em (5.44) e (5.45), e para a solugao particular, em (5.46) e (5.47),
nao estao completamente definidas, pois os coeficientes da solugao homogénea A, ;
e By, precisam ser determinados, bem como as aproximacoes k,,, presentes na
solugao particular, para j = 1,...,M/2 e k = 1,..., M. Assim, neste ponto, tém-se

2M constantes desconhecidas.

Como as condigoes de contorno (5.13) e (5.14) fornecem M condigoes,
outras M sao necessarias para que estes M termos sejam determinados. Aborda-se
essa questao na ultima secao desse capitulo, apds a apresentacao da forma da solucao

das equagoes unidimensionais nodais na variavel y, obtida na proxima seccgao.
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5.3 Solucao do problema unidimensional em y pelo método

ADO

Nesta se¢ao, mantém-se o mesmo desenvolvimento anterior, iniciando-se
pela determinacgio da solugao homogénea W’ (y, €,,,) e descrevendo-se depois a forma
da solugdo particular WP(y,€2,,), que compdoem a solugdo geral das

equagoes (5.22) — (5.25), que pode ser escrita na forma

U, (y, Q) = ¥y, Q) + V2 (y, Q). (5.51)
5.3.1 Solucao homogénea

Propondo-se solugoes exponenciais para o fluxo integrado

\Dx(y7 Qm)h = (I)x(y7 Qm) 6_y/Vz’ (552)

substitui-se a equacdo (5.52) na versao homogénea das equagoes (5.22) — (5.25),

obtém-se param = 1,..., M /2

M/2
_n;m O, (v, Q) + 010, (v, Q) = UZ 3 wak[@a (v, ) + Bu(v, 2 w)], (5.53)
r k=1
— - M/2
’Vx =P, (v, Qm+%) + 01D, (v, Qm+%) =7 kz; Wk [Py (v, Q) + P (v, Qk+%)]'

(5.54)
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Somando-se a equagao (5.53) com a (5.54), para m = 1,...,M/2,

obtém-se
M2
xrm O'S

—”yx Valv, ) + 01U (v, ) = ; WUy (v, Q). (5.55)
Agora diminuindo a equagao (5.54) da (5.53), para m = 1,...,M/2

obtém-se
g (0, Q) + 0 Vi(v, Q) = 0. (5.56)

Vg

Substituindo-se V,,(v, 2,,,), obtido da equagao (5.55), na equagao (5.56),

obtém-se

o? 0504 u
77; Uulr, ) = 5725 wor Us (0, ) = Ao U1, ), (5.57)
Tm Tm 1

param = 1,..., M /2, onde

Ao = (5.58)

Avaliando-se as equagoes (5.57) em m = 1, ..., M/2 e considerando-se o
vetor U,, de dimensao M/2 x 1, com componentes U, (v, §2,,), obtém-se o problema

de autovalor
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onde D, e A, sao matrizes de ordem M /2 x M /2. A matriz D, é definida por

2 2 2 2
= diag Ut U; ,U—t, o QJt (5.60)
,r]zl N2 7]x3 77x,M/2

e A, tem componentes da forma

Wyj Os O

L, =1,...,M/2. 5.61
277; ) Za] ) ) / ( )

ali, j) =

Resolvido o problema de autovalor (5.59), obtém-se entao {\;;, Uy;},
para j = 1,...,M/2, que sdo os respectivos autovalores e autovetores do proble-
ma, ficando assim determinadas as constanstes de separacao v,; e as autofuncoes

D, (v, ), m=1,.... M.

Escreve-se a solu¢ao homogénea das equagoes (5.22) — (5.25) na forma

M/2

U (y, Q ZAWCD (v, Q)™ T/ 4 B (1, Qa0 (5.62)
M/2

Uh(y, 0 ZAW@ (Vs Qyan Yo~ OH0 4 B, (1), Q)™ O3, (5,63)

para m = 1, ..., M/2, onde os coeficientes A,; e B,; ainda sao indeterminados.

5.3.2 Solucao particular

Considera-se entao a solucao particular para as equagoes (5.22) — (5.25)
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na forma
M/2
WP (y, Q) = D A (1)@ (v, D) + B, (1) @2 (v, R, 00) (5.64)
j=1
e
M/2
\Ilg(y7 Qer%) = Z Aj(y>q)z<yj> Qm+%) + Bj (y)q)x(yj7 Qm)u (565)
j=1

onde os coeficientes A;(y), B,(y) e Ny(v;), possuem expressoes andlogas as anteri-

ormente definidas nas equagoes (5.48) — (5.50).

Observa-se que, para o problema formulado, a fonte é definida por

QY 2m) = Qu(y) + Ko,

(5.66)
onde Q,(y) foi definida em (3.34) e
Ko ”m;;m, (5.67)
param=1,...M/4dem = (M/2+1),...,3M/4,
Ko “mﬁm (5.68)

param = (M/4+1),...,M/2em = (3M/4+1),..
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Observa-se aqui também, que as expressoes para a solucao homogénea,
apresentadas em (5.62) e (5.63), e para a solugdo particular, em (5.64) e (5.65), nao
estao completamente definidas. Os coeficientes da solugao homogeénea A,; e B,;,
bem como as aproximagoes k., presentes na solugao particular, para j = 1, ..., M/2

e k=1,..., M, necessitam ser determinados.

Das condigoes de contorno (5.28) e (5.29), tém-se M condigoes, ou-
tras M serao entao necessarias para que também estes outros M termos sejam
determinados. Na proxima secao, entao apresenta-se as condigoes auxiliares e a

determinacao desses termos.

5.4 Determinacao dos coeficientes da solucao homogénea e

dos parametros das aproximacoes

Das condicoes de contornos associadas as equacoes unidimensionais
nodais em z, (5.13) e (5.14), e das condigoes de contornos associadas as equagoes uni-

dimensionais nodais em y, (5.28) e (5.29), tém-se 2M condi¢oes prescritas

Uy(~a, Q) = 0, m=1,..,M/2 (5.69)
U,(a,,) =0 m=(M/2+1),..M (5.70)
U (b, Q) = 0, m=1,.. M/2 (5.71)

U, (0,Q,) = 0, m=(M/2+1),..., M. (5.72)
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As aproximagoes propostas

U (2, Yy Xin) = ko, (5.73)

(20, Y, ) & Koy (5.74)

considerando-se €2, como as direcoes de saida do fluxo em cada fronteira, sugerem
que nos pontos (a,b), (a, —b), (—a,b) e (—a, —b) os fluxos sejam iguais nas mesmas
diregoes €2, de saida. Observando-se, por exemplo, o caso em que r = a e y = b.
A representagao dessas duas fronteiras e das diregoes €2, para m = 1, ..., M /4, da

quadratura Sy, é apresentada na figura 5.1.

Qg

Q0
Qxl

¥l

Figura 5.1: Diregoes de saida do fluxo, para m = 1, ..., M /4, da quadratura S,
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Substituindo-se entao x = a, na equagao (5.73) e y = b, na equagao

(5.74), tem-se

U(a,b, Do) ~ kny (5.75)

U(a,b, Qym) = K, (5.76)
para diregoes m = 1, ..., M /4.
Como para m = 1, ..., M /4 os fluxos devem ser iguais
U(a,b, Q) = V(a,b, Q) (5.77)
segue-se que, nessas mesmas diregoes
km = K- (5.78)

De forma semelhante, analisando-se os outros pontos da fronteira, conclui-

se que a igualdade obtida na equagao (5.78), é valida para m =1, ..., M.

Para obter-se condigbes auxiliares, exige-se que a aproximacao (5.73),
nas diregoes em que o fluxo é desconhecido, satisfaca entao a expressao para o fluxo

integrado no contorno r = —a

U, (y, Q) = _a/ U(—a,y, Q) dz = Ky, (5.79)
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e também em © = a

1 a
U, (y, Q) = —&/ U(a,y, Q) dz = Ky, (5.80)

Da mesma forma, agora exigindo-se que a aproximagao (5.74), nas

diregoes em que o fluxo é desconhecido no contorno y = —b, satisfaca
1 /b
U, (2, ) = 2—b/ Uz, —b, ) dy = ko, (5.81)
—b

e também no contorno y = b

b

1
U, (z, Q) = % /b\I/(a:,b, Q) dy = kp,. (5.82)

Para o caso representado na figura 5.1, comm = 1, ..., M /4, das equagoes

(5.80) e (5.82), obtém -se

1 a

U,.(b,Q,,) = 2—/ U(a,b, Q) dz = K, (5.83)
a —a
1

Uy (a, ) = 2—6/ W(a, b, Q) dy = k. (5.84)
—b

Como ky, = K, m = 1,..., M /4, segue-se que

U, (b, Q) = U, (a, Q). (5.85)
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A equagao (5.85) define entao M /4 condigbes auxiliares. Outras 3M /4
equacoes sao obtidas por raciocinio andlogo ao desenvolvido para o caso em que
xr =aey = b Assim para determinacao dos coeficientes da solugao homogénea

do problema em z, A,; e B,;, dos coeficientes da solugao homogénea do problema

yis
emy, A, e B,; e dos parametros k; = vy;, para j = 1, ...M utiliza-se as 3M condigoes

definidas por

U, (—a, Q) =0, (5.86)
U, (@, Qi) =0, (5.87)
U, (=b,Q,) = 0, (5.88)
Vo (b, Quyrrp) = 0, (5.89)

considerando-se m = 1,..., M/2 e

U, (0,92,,) = V,(a,Q,), (5.90)

Vo (=0, Qisnya) = Vy(—a, Qumynya), (5.91)
Vo (=b, Qrisnya) = Yy(—a, Qpisna), (5.92)
Vo0, Qiniya) = Yyl—a, Quming2), (5.93)

para m=1,..., M/4.
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Substituindo-se entao, nas equagoes (5.86) — (5.93), as solugoes gerais
(5.32) e (5.51), obtém-se um sistema de 3M equagoes. Resolvido esse sistema,
a solucao geral das equagoes unidimensionais nodais ficam entao completamente
definidas. Os aspectos computacionais dessa solu¢ao, bem como do capitulo anterior,
sao apresentados a seguir, juntamente com os resultados numéricos obtidos através

da solucao de problemas testes.



6 RESULTADOS NUMERICOS

Nos capitulos anteriores, duas abordagens, ambas baseadas na aplicagao
do método ADOQO, foram definidas para soluc¢ao da equagao de transporte de néutrons
bidimensional (3.1), associada as condigoes de contorno (3.2) — (3.5). Aqui, apresenta-

se os resultados numéricos para essas duas formulacoes.

Inicialmente, descreve-se entao, de forma geral, os procedimentos com-
putacionais utilizados para obtencao dos resultados numéricos. Como eles sao os
mesmos para as duas abordagens, utiliza-se nessa descricao, como referéncia, as
equacoes da secao 4.2. Logo apds, divide-se a apresentagao dos resultados em
duas secoes: uma para os resultados numéricos obtidos pela abordagem descrita
no capitulo 4, onde aproximou-se o fluxo desconhecido no contorno pelo fluxo inte-
grado, que trataremos como sendo a primeira abordagem; na outra, apresenta-se os
resultados obtidos pela aplicacao da abordagem definida no capitulo 5, onde o fluxo
desconhecido no contorno é considerado constante em cada direcao, considerado

entao como a segunda abordagem.

Dois problemas testes serao considerados, a fim de se validar a aplicagao

do método ADO na solugao das duas abordagens propostas:

e PROBLEMA 1: a placa é quadrada, com a = b = 20cm e existe uma
fonte unitaria, @ = 1.0, no intervalo [—1.0,1.0] x [-1.0,1.0]. O valor

!¢ para a secao de choque

da secao de choque total é o = 1.0cm™
de espalhamento, utiliza-se o, = 0.1cm™!, 0.5cm™! e 0.99cm~!. Este
problema foi abordado por Biasotto [44] e os resultados sao utilizados

para comparagao com os aqui obtidos.

e PROBLEMA 2: este problema foi abordado por Tsai e Loyalka [80]
e apresenta resultados para o fluxo escalar de néutrons. Considera-se

aqui @ = b = 1.0 como sendo as dimensoes da placa , uma fonte também
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unitdria encontra-se no intervalo [—0.52,0.52] x [—0.52,0.52] e o valor
da secao de choque total é oy = 1.0. Resultados serao gerados para trés

valores da secao de choque de espalhamento: o, = 0.5, 0.1 e 0.05.

As quantidades de interesse que deseja-se avaliar sao fuga de néutrons,

para o problema 1 e fluxo escalar para o problema 2.

6.1 Descricao geral

A definicdo do esquema de quadratura é o primeiro procedimento em
uma solucao em ordenadas discretas. Como comentado anteriormente, quadraturas
de nivel simétrica tém sido muito utilizadas na discretizacao angular de problemas
bidimensionais de transporte, assim seguiu-se a Ref. [53] e adotou-se trabalhar com

a quadratura Sy, ja apresentada no Anexo A deste trabalho.

Tendo definido o esquema de quadratura e desenvolvendo-se a imple-
mentacao da solu¢ao em ordenadas discretas em FORTRAN, resolve-se o problema
de autovalor associado a cada equac¢ao nodal unidimensional, (4.45) para o problema
em z, usando-se a subroutina RG, do pacote mateméatico EISPACK [76], obtendo-
se assim os autovalores A e os autovetores U. A seguir, determina-se as cons-
tantes de separagao v;, j = 1,..., M/2, pela Eq. (4.44) e as autofungoes ®(v;, Q,,,),
pela Eq. (4.47), param = 1,..., M/2 e pela Eq. (4.48), param = (M/2+1),..., M.

Para que a solucao em ordenadas discretas, descrita pelas equacoes
(4.57) — (4.62), esteja completamente definida, resolve-se o sistema linear definido
nas Eqs. (4.65) — (4.70), para se determinar os coeficientes A;, B;, C;, D;, Ej;, Fj,
j=1,...,M/2, da solu¢do homogénea, usando-se as subroutinas DGECO e DGESL
do pacote matematico LINPACK [30].

Pode-se entao avaliar as quantidades de interesse: fluxo escalar, definido

pela Eq. (3.29) e fuga de néutrons, dada na Eq. (3.30).
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A solucao geral das equacoes nodais unidimensionais em y, definida
pelas equagoes (4.94) — (4.99,) bem como a solucao geral das equagdes definidas no
capitulo 5, sao obtidas desenvolvendo-se os mesmos procedimentos aqui descritos.

Assim, apresenta-se a partir de agora os resultados numéricos obtidos.

6.2 Primeira abordagem: aproximacgao pelo fluxo médio

Apresenta-se aqui, resultados obtidos a partir da formulacao matemaética
desenvolvida no capitulo 4. Nessa abordagem, o valor dos parametros ki, ks, uti-
lizados nas aproximagoes (4.5) e (4.6) e y1 e 9, nas aproximagoes (4.18) e (4.19) sdo
estimados a priori. Feita a estimativa, aspectos computacionais, como condiciona-
mento do sistema, convergéncia ou obtencao de autovalores reais, foram observados

para avaliar-se a consisténcia da estimativa realizada.

Os resultados numeéricos para o problema 1 e para o problema 2 sao

apresentados, respectivamente, nas duas subsecoes seguintes.

6.2.1 Resultados numéricos para o problema 1

Nesse problema, a quantidade de interesse avaliada é a fuga de néutrons,

avaliada pela equagao (3.30), resolvido o problema na varidvel x

1 M/2
Jo= 3 ; i, (z, Q) (6.1)

e pela equagao (3.36)

M2
1
Ty =3 Z newr Ve (y, Q) (6.2)

k=1

ao resolver-se o problema dependente de y.
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Em analogia a nomenclatura utilizada por alguns autores [13, 44|, avalia-
se a quantidade

substituindo-se = a na equagao (6.1) e y = b na equacao (6.2). Usualmente, em
teoria de transporte, J, e J,, sao chamadas de fugas parciais e J como fuga de
néutrons, nomenclatura que adota-se entao a partir daqui. O termo Jy indica assim

a fuga de néutrons avaliada para uma aproximacgao Sy.

Assim, inicialmente, apresenta-se nas tabelas (6.1) — (6.6) resultados
para a fuga de néutrons Jy, obtidos variando-se a aproximacao Sy, as secoes de

choque de espalhamento e os valores dos parametros, onde utiliza-se sempre k; = 74,

ko = 7s.

Analisando-se estes resultados, observa-se a concordancia de dois a trés
digitos entre os resultados para uma mesma secao de choque de espalhamento, a
medida que N aumenta, se 0 < k; < 1, 7 = 1,2. Esta mesma convergéncia nao
se mantém para k; > 1, j = 1,2, conforme se observa na tabelas (6.4) — (6.6),

levando-nos a considerar que obtém-se melhor convergéncia ao estimar-se k; < 1.

Considerando que o coeficiente de absorcao é determinado por

Oq = 0y — O, (6.4)

nota-se também, que para todos os casos indicados nas tabelas (6.1) — (6.6), com
excecao do problema de baixa absor¢ao (o5 = 0.99 e portanto o, = 0.01), obtém-
se resultados que concordam em pelo menos um digito, para uma mesma secao de
choque de espalhamento o, independente da escolha dos parametros k, novamente

quando escolhe-se k; < 1.



Tabela 6.1: Fuga de néutrons Jy, problema 1, k; = ks = 0.1

6.2.1 Resultados para o problema 1, na primeira formulacao

Sy o,=0.1 =05 o,=099
Sy 0.1379(-10) 0.4155(-9) 0.9036(-2)
Ss 0.2633(-10) 0.4867(-9) 0.9060(-2)
Sy 0.3144(-10) 0.5125(-9) 0.9072(-2)
S1p  0.3226(-10) 0.5138(-9) 0.9082(-2)
Sig 0.3225(-10) 0.5137(-9)  0.9085(-2)

Tabela 6.2: Fuga de néutrons Jy, problema 1, k; = ko = 0.5

Sy 0,=01 =05 0,=0.99
Sy 0.1273(-10) 0. 3763( 9) 0.4117(-2)
Se  0.2483(-10) 0.4475(-9) 0.4182(-2)
Sy 0.2995(-10) 0.4743(-9)  0.4215(-2)
Sp2 0.3093(-10) 0.4771(-9) 0.4240(-2)
Sig 0.3097(-10) 0.4775(-9) 0.4251(-2)

Tabela 6.3:

= 0.1, ks =05

Fuga de néutrons Jy, problema 1, k;

Sy 0,=0.1 =05 o0,=099
Sy 0.1326(-10)  0.3955(-9) 0.5991(-2)
Se  0.2558(-10) 0.4668(-9) 0.6050(-2)
Ss 0.3069(-10) 0.4931(-9) 0.6079(-2)
Sio 0.3159(-10) 0.4952(-9) 0.6102(-2)
Sie 0.3161(-10) 0.4953(-9) 0.6111(-2)
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Tabela 6.4: Fuga de néutrons Jy, problema 1, ky = ky = 2.0

Sy 0,=01 o0,=05 o,=0.99
Sy 0.9426(-11) 0.2604(-9) 0.4803(-3)
Se  0.1994(-10) 0.3284(-9) 0.5046(-3)
S5 0.2499(-10) 0.3573(-9) 0.5168(-3)
S12 0.2650(-10) 0.3646(-9) 0.5264(-3)
Sie 0.2676(-10) 0.3667(-9) 0.5306(-3)

Tabela 6.5: Fuga de néutrons Jy, problema 1, k; = ko = 20.0

Sy o, =0.1 o, =0.5 os = 0.99

Sy 0.2602(-12) 0.4253(-11)  0.1074(-7)
Sg  0.1485(-11) 0.1270(-10) 0.1749(-7)
Ss 0.3055(-11) 0.2105(-10)  0.2223(-7)
S1p 0.5014(-11) 0.2993(-10) 0.2646(-7)
Sie 0.6138(-11) 0.3469(-10) 0.2849(-7)

Tabela 6.6: Fuga de néutrons Jy, problema 1, k; = 10.0, k5 = 20.0

Sn o, =0.1 o, =0.5 o, = 0.99

Sy 0.1029(-11) 0.1607(-10) 0.1001(-6)
Sg  0.3779(-11) 0.3448(-10) 0.1373(-6)
S5 0.6288(-11) 0.4837(-10) 0.1602(-6)
S12 0.8567(-11) 0.5972(-10) 0.1794(-6)
Sis 0.9639(-11) 0.6500(-10) 0.1882(-6)




6.2.1 Resultados para o problema 1, na primeira formulagao 78

Com a finalidade de compararmos os resultados com outros existentes
na literatura, segue-se a referéncia [44] e calcula-se a fuga de néutrons na regiao
[16,20] x [16,20], definida por

In = Jy + J, (6.5)

onde J, e J, sao agora definidos, respectivamente por

1 20
L=y Y e [ w0y (6.6)
2 16
ni.Q2;>0
e
1 20
Jy == Z ukwk/ U(z,20,€)d. (6.7)
2 16
n2.2; >0

onde n; é um vetor unitario apontando na direcao de saida do fluxo na fronteira
T = a e ny é um vetor unitario apontando na direcao de saida do fluxo na fronteira

y = b. Usando-se as aproximacoes para os fluxos desconhecidos nos contornos

U(x,20, ) ~ kiU, (, ), (6.9)

a partir das equagoes (6.6) e (6.7), obtém-se, respectivamente

M/4

20
v
1= 3 Y [0+ 00l 01
1 16
e
M/4

k 20
k=1

16
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Assim apresenta-se nas tabelas (6.7) — (6.10), os resultados obtidos para
a fuga de néutrons, avaliados a partir das equagoes (6.10) — (6.11), comparando-se
com outros resultados apresentados na literatura. Inicialmente, nas tabelas (6.7) e
(6.8), compara-se os resultados obtidos por Hauser [44], que aplica o método LTSy,
baseado no uso da transformada de Laplace, para resolver as equagoes nodais uni-
dimensionais em ordenadas discretas. Por utilizar um método de diagonalizagao
de matrizes e aproximacoes para os fluxos desconhecidos no contorno por com-
binacao linear de autovetores e expoenciais dos respectivos autovalores, denominou-
o LTSN2D — Diag. Posteriormente, utilizando aproximacoes por exponenciais,

denomina-o LT SN2D — DiagFExp.



80

6.2.1 Resultados para o problema 1, na primeira formulacao

Tabela 6.7: Fuga de néutrons Jy, problema 1, o5, = 0.5

Método ADO

LTS,,2D-DiagExp

JIn
0.1267(-10)
0.3167(-11)
0.1267(-11)
0.1399(-10)
0.3498(-11)
0.1399(-11)
0.1442(-10)
0.3605(-11)
0.1442(-11)
0.1438(-10)
0.3596(-11)
0.1438(-11)
0.1436(-10)
0.3592(-11)
0.1437(-11)

ko
1.0(-3)
2.5(-4)
1.0(-4)
1.0(-3)
2.5(-4)
1.0(-4)
1.0(-3)
2.5(-4)
1.0(-4)
1.0(-3)
2.5(-4)
1.0(-4)
1.0(-3)
2.5(-4)
1.0(-4)

ky
1.0(-3)
2.5(-4)
1.0(-4)
1.0(-3)
2.5(-4)
1.0(-4)
1.0(-3)
2.5(-4)
1.0(-4)
1.0(-3)
2.5(-4)
1.0(-4)
1.0(-3)
2.5(-4)
1.0(-4)

JIn
0.2497(-11)
0.1422(-10)
0.3597(-11)
0.2147(-11)
0.9122(-11)
0.3410(-11)
0.1489(-11)
0.2883(-11)
0.1863(-11)
0.1417(-11)
0.2735(-11)
0.1825(-11)

Oq

Lfl
1/p(A)

Oq

L—l
1/p(A)

Oq

Lfl
1/p(A)

Oq

L—l
1/p(A)

12

16

0.3141(-5)

LTS42D — Diag
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Tabela 6.8: Fuga de néutrons Jy, problema 1, o5 = 0.99

LTS,2D-DiagExp Método ADO

N A JIN ky ko JIn
o 0.1177(-1) 0.05 0.05 0.4464(-2)
4 L 0.3531(-1)  0.15 0.15 0.1084(-2)
1/p(A) 0.1208(-1) 0.50 0.50 0.1875(-1)
o 0.5478(-2) 0.05 0.05 0.4403(-2)
6 Lt 0.5289(-2) 0.15 0.15 0.1073(-2)
1/p(A) 0.6777(-2) 0.50 0.50 0.1877(-1)
o 0.4145(-2) 0.05 0.05 0.4371(-2)
8 L! 0.4530(-2) 0.15 0.15 0.1068(-2)
1/p(A) 0.4429(-2) 0.50 0.50 0.1877(-1)
Ta 0.4141(-2)  0.05 0.05 0.4347(-2)
12 L 0.4257(-2)  0.15 0.15 0.1063(-2)
1/p(A) 0.4330(-2) 0.50 0.50 0.1877(-1)
0.05 0.05 0.4335(-2)
16 0.15 0.15 0.1061(-2)
0.50 0.50 0.1876(-1)

LTS2D — Diag 0.2467(-3)

Observa-se nos resultados apresentados por Hauser, que para diferentes
escolhas dos parametros A\, no método LT'S,2D — DiagExp, método que referencia
como o mais eficiente no desenvolvimento do seu trabalho, os resultados obtidos
para a fuga de neéutrons, apresentam concordancia de até dois digitos. Pelo método
ADO, essa concordancia pode chegar até trés digitos, para cada valor do parametro
k. Além disso, nao encontra-se aqui problemas de condicionamento das matrizes

do sistema; mesmo para o caso de baixa absor¢ao, com o, = 0.99, em que Hauser
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referencia obter um mal condicionamento para matrizes, aqui mesmo para diferentes
ordens de quadratura e estimativas de parametro, o condicionamento mantém-se

bom.

O tempo computacional de obtencao dos resultados entre os métodos
LTS, 2D — DiagFExp, LTS,2D — Diag e ADO, também ¢é bastante significativo.
Enquanto pelo método ADO, obtém-se o resultado numérico para a fuga de néutrons,
em um computador Pentium(R)4 480MB, para N = 16 em menos de dois segun-
dos, para N = 12, maior ordem de quadratura resolvida pelo método LT'SN2D —
DiagExp, o tempo é de 86739.85 segundos e para o método LT Ss2D — Diag, o
tempo computacional é de 5337.03 segundos [44], num computador Pentium III

128MB, usando o software matematico Maple.

Nas tabelas (6.9) e (6.10), os resultados sdo comparados também com

outros autores, citados por Hauser [44].

Tabela 6.9: Fuga de néutrons Jy, problema 1, 0, = 0.5, N =4

Método ADO ky = ko = 3.75(—4) 0.4751(-11
ky = ko = 1.0(—4) 0.1267(-11

Método Parametros Fuga de néutrons Jy

LN(8G4) [Mello,2000] 0.1178(-11)
LTS42D [Zabadal, 1994] 0.4700(-11)
SGF — ExpN(4G4) [Mello, 2000] A =0, 0.1280(-11)
SGF — ExpN(4G4) [Mello, 2000] A=L1 0.1369(-11)
SGF — ExpN(4G4) [Mello, 2000] A=1/p(A) 0.1340(-11)
LTS,2D — DiagFExp [Hauser, 2002] X = o, 0.2497(-11)

(-11)

(-11)
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Tabela 6.10: Fuga de néutrons .Jy, problema 1, 0, =0.99, N =4

Método Parametros Fuga de néutrons Jy

LN(4G4) [Mello,2000] 0.4154(-2)
LTS,2D [Zabadal, 1994] 0.4800(-2)
CCN(4G4) [Mello,2000] 0.1143(-1)
SGF — ExpN(2G4) [Mello, 2000] =0, 0.4181(-2)
SGF — ExpN(2G4) [Mello, 2000] A=L""1 0.4212(-2)
SGF — ExpN(2G4) [Mello, 2000] A=1/p(A) 0.4229(-2)
LTS42D — DiagExp [Hauser, 2002] X =g, 0.1177(-1)
Método ADO ki = ke = 1.62(—1) 0.1143(-1)

ki = ko = 5.5(—2) 0.4858(-2)

Mostra-se, assim, nessas tabelas, que é possivel escolher valores para
os parametros k;, i = 1,2, de forma que se obtenha concordancia de pelo menos
um digito com o resultado apresentado pelos autores e para diferentes métodos de
solugao, inclusive com os que utilizam aproximagoes exponenciais para os termos

desconhecidos no contorno.

6.2.2 Resultados numéricos para o problema 2

Apresenta-se agora, a partir da tabela (6.11), resultados para o fluxo
escalar de néutrons ¢(z) definido na equagao (3.29), obtidos resolvendo-se o pro-
blema 2. Como avalia-se apenas ¢(z), nota-se que a solugao do problema unidimen-

sional definido na variavel y nao é necessaria.

Nas tabelas (6.11) — (6.16), para diferentes ordens da quadratura Sy e
diferentes secoes de choque de espalhamento, tém-se resultados para o fluxo escalar

nos pontos z = 0.1,0.5,0.7,0.9.
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Como no problema 1, aqui também obtém-se concordancia de pelo
menos um digito entre os resultados, para uma mesma seccao de choque de es-
palhamento, usando-se valores k; < 1.0, conforme mostra-se, para o caso em que

os = 0.5, nas tabelas (6.11) — (6.14).

Tabela 6.11: Fluxo escalar ¢(x), problema 2, o, = 0.5, k; = ko = 0.01

N =01 2=05 2=07 =09
2 04639 0.3578 0.2707  0.1997
4 0.5376 0.3878 0.2690 0.1837
6 05454 03911 0.2620 0.1758
8 0.5505 0.3923 0.2571  0.1719
12 0.5526  0.3932  0.2522  0.1695
16 0.5457  0.3883  0.2452  0.1655

Tabela 6.12: Fluxo escalar ¢(zx), problema 2, o5 = 0.5, k1 = ko = 0.5

N 2=01 z2z=05 =07 =09
2 0.4204 0.3140 0.2271  0.1602
4 04736 0.3354 0.2211  0.1449
6 04828 0.3378 0.2149  0.1393
8 04860 0.3390 0.2109  0.1369
12 0.4870 0.3402 0.2073  0.1359
16 0.4868 0.3411  0.2057  0.1359
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Tabela 6.13: Fluxo escalar ¢(zx), problema 2, o4 = 0.5, k1 = ko = 0.8

N zz=01 x2z=05 z2z=07 zz=09

2 03979 0.2917  0.2052  0.1408
4 04448 0.3104 0.1986  0.1273
6 04522 0.3127 0.1931  0.1230
8 0.4549 0.3140 0.1897 0.1213
12 0.4559 0.3155 0.1868  0.1208
16 0.4554 0.3165 0.1855  0.1210

Tabela 6.14: Fluxo escalar ¢(x), problema 2, o5 = 0.5, ky = ko = 2.0

N z2=01 2z=05 2z=07 2=09
2 03281 0.2254 0.1417 0.8686(-
4 0.3605 0.2409 0.1382 0.8215(-
6 0.3650 0.2441 0.1355 0.8159(-
8 0.3668 0.2461 0.1341 0.8174(-

(_

(_

1
1
1
1
12 0.3675  0.2482  0.1329 0.8244(-1

)
)
)
)
)
16 0.3677 0.2494 0.1325 0.8295(-1)

1

Apos essa observagao, fixa-se arbitrariamente ki = ko = 0.5 para gerar

mais resultados, agora variando-se o valor da secgao de choque de espalhamento.
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Tabela 6.15: Fluxo escalar ¢(zx), problema 2, o4 = 0.1, k; = ko = 0.5

N =01 zz=05 =07 =09
2 03079 0.2212  0.1511  0.1026
4 03412 0.2312  0.1398  0.0869
6 0.3470 0.2324 0.1338 0.0823
8§ 0.3490 0.2332 0.1302  0.0803
12 0.3494  0.2342  0.1269  0.0794
16 0.3492 0.2350 0.1255 0.0794

Tabela 6.16: Fluxo escalar ¢(x), problema 2, o, = 0.05, k1 = ko = 0.5

N =01 =05 2=07 =09
2 0.2982 0.2133 0.1447 0.0978
4 03299 0.2226 0.1332  0.0823
6 03354 02236 0.1273 0.0778
8 03373 0.2244 0.1237  0.0758
1203377 0.2254  0.1205  0.07530
16 0.3374 0.2262 0.1190  0.0750

Considerando-se ainda k; = ko = 0.5 e N = 4, 8,16, apresenta-se nas
figuras (6.1) e (6.2), os resultados obtidos para o fluxo escalar. Observa-se que os
resultados sao apresentados no intervalo 0 < z < 1.0, pois os resultados no intervalo

—1.0 < x < 0, sao simétricos aos apresentados.
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Figura 6.1: Fluxo escalar ¢(x), avaliados por diferentes ordens de quadratura, para

o problema 2, com o, = 0.5
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Figura 6.2: Fluxo escalar ¢(x), avaliados por diferentes ordens de quadratura, para

o problema 2, com o, = 0.9

Observa-se, na solucao do problema 2, que os resultados para os fluxos
escalares obtidos pelo método ADO, mostrados nas tabelas (6.11) — (6.16),também
apresentam convergéncia, coincidindo em trés ou quatro digitos, para uma mesma
secao de choque de espalhamento. A convergéncia também é observada nas figuras
(6.1) e (6.2), onde observa-se a aproximagao das solugdes a medida que se aumenta

o nimero da quadratura Sy.

Para finalizar esta segdo, nas tabelas (6.17) — (6.19), dispoe-se os re-

sultados para o fluxo escalar, comparando-se os resultados aqui obtidos [12] com os
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resultados apresentados por Tsai e Loyalka [80]. Nas figuras (6.3) — (6.5), retine-

se os resultados destas tabelas, realizando-se a mesma comparacao, para N = 16,

os = 0.5 e variando os parametros k;.

Tabela 6.17: Fluxo escalar ¢(x), em x=0.5, para o problema 2

o, [80] TWOTRAN-II[80] METODO ADO
N=5,709, 11, 15 N =4, 8, 16 N =2 4,6,8,12, 16

k=01 k=025 k=035

0.359604 0.337412 0.3490  0.3350  0.3263

0.358422 0.337707 0.3768  0.3600  0.3497

0.50 0.357414 0.339794 0.3799  0.3627  0.3523
0.356678 0.3810  0.3638  0.3534

0.355885 0.3820 0.3649  0.3545

0.3827  0.3657  0.3554

0.258802 0.239483 0.2381 0.2315  0.2273

0.259150 0.241676 0.2503  0.2427  0.2380

0.10 0.259131 0.244032 0.2515  0.2439  0.2391
0.259030 0.2521  0.2445  0.2398

0.258906 0.2530  0.2455  0.2408

0.2537  0.2462  0.2416

0.250097 0.231102 0.2290  0.2229  0.2190

0.250569 0.233421 0.2402  0.2332  0.2288

0.05 0.250636 0.235787 0.2413  0.2343  0.2299
0.250591 0.2419  0.2349  0.2305

0.250529 0.2427  0.2358  0.2315

0.2434  0.2366  0.2323
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Tabela 6.18: Fluxo escalar ¢(z), em = = 0.7, para o problema 2

o, [80] TWOTRAN-II[80] METODO ADO
N=5,79,11, 15 N =4, 8, 16 N =2 46,8, 12, 16

k=09 k=20 k=25

0.149801 0.157320 0.1986 0.1417 0.1230

0.139050 0.139581 0.1920 0.1382 0.1215

0.50 0.138539 0.133426 0.1867 0.1356 0.1199
0.138460 0.1835 0.1341 0.1190

0.137048 0.1808 0.1329 0.1184

0.1796 0.1326 0.1182

0.093601 0.100591 0.1355 0.1020 0.0903

0.083932 0.085131 0.1249 0.0954 0.0857

0.10 0.083759 0.078914 0.1198 0.0925 0.0836
0.083911 0.1168 0.0909 0.0824

0.082774 0.1142 0.0896 0.0816

0.1131 0.0892 0.0813

0.088990 0.095914 0.1300 0.0983 0.0872

0.079448 0.080662 0.1193 0.0916 0.0824

0.05 0.079013 0.074448 0.1143 0.0887 0.0803
0.079469 0.1113 0.0871 0.0791

0.078362 0.1087 0.0858 0.0783

0.1076  0.0853 0.0783
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Tabela 6.19: Fluxo escalar ¢(z), em x = 0.98, para o problema 2

o, [80] TWOTRAN-II[80] METODO ADO
N=5,79,11, 15 N =4, 8, 16 N =2 46,8, 12, 16

k=25 k=35 k=40

0.054250 0.045536 0.0573 0.0385 0.0318

0.053812 0.048085 0.0566 0.0423 0.0370

0.50 0.053558 0.052366 0.0575 0.0443 0.0394
0.053442 0.0583 0.0455 0.0407

0.053413 0.0593 0.0467 0.0420

0.0598 0.0473 0.0426

0.032577 0.025670 0.0397 0.0274 0.0229

0.032669 0.028969 0.0380 0.0295 0.0263

0.10 0.032655 0.032432 0.0386 0.0310 0.0280
0.032637 0.0392 0.0318 0.0290

0.032622 0.0399 0.0327 0.0299

0.0402 0.0331 0.0303

0.030823 0.023777 0.0381 0.0264 0.0220

0.030952 0.027299 0.0363 0.0283 0.0252

0.05 0.030956 0.030798 0.0369 0.0298 0.0269
0.030945 0.0375 0.0306 0.0279

0.030931 0.0382 0.0314 0.0287

0.0385 0.0318 0.0291

91



6.2.2 Resultados para problema 2, na primeira formulagao 92

0.40

—m— Ref. [80]
—e— ADO

0,35 .

0,30 5

0.25 4

0,20 5

Fluxo escalar

0,15 5

0,10 5

0,05 u

Figura 6.3: Fluxo escalar ¢(x) - Método ADO e [80] - para o problema 2, com
0o =05, k1 = ky = 0.35, N = 16
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Figura 6.4: Fluxo escalar ¢(x) - Método ADO e [80] - para o problema 2, com
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Figura 6.5: Fluxo escalar ¢(x) - Método ADO e [80] - para o problema 2, com
0'520.5, kl :kg :25, N =16

A partir da analise dos resultados para o fluxo escalar, apresentados

nas tabelas (6.17) — (6.19), pode-se enumerar algumas observagoes:

e 0s resultados obtidos pelo método ADO mantém dois a trés digitos de
concordancia, para um mesmo valor de k,,, m=1,2 e secao de choque
de espalhamento o,. Para diferentes estimativas de k,,, nota-se que os

resultados, obtidos pelo método ADO, ainda concordam em um digito;
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e ¢ possivel determinar valores dos parametros k1, ko, de modo a obter-se

concordancia de dois a trés digitos entre resultados obtidos pelo método

ADO e Ref. [80];

e para valores de z, que distanciam-se da fonte, conforme se observa
também nas figuras 6.3 — 6.5, melhores resultados sao obtidos quando
se utiliza k,, > 1.0. Esta observagao pode ser um indicativo que talvez
se deva trabalhar com parametros que sejam dependentes da varidvel

espacial.

As caracteristicas relacionadas ao tempo computacional e condiciona-

mento do sistema mantém-se como ja comentado na se¢ao anterior.

A seguir, apresenta-se os resultados numéricos obtidos pela implementacao

da segunda abordagem, proposta no capitulo 5.

6.3 Segunda abordagem: aproximagao como termo de

fonte

Procura-se agora determinar os resultados para os mesmos casos resolvi-
dos na secao anterior. Assim, também aqui divide-se a apresentacao dos resultados
em duas subsecoes: uma com os resultados para o problema 1 e a outra, para o

problema 2.

6.3.1 Resultados numéricos para o problema 1

Na tabela (6.20), apresenta-se resultados para a fuga de néutrons, ava-
liados pelas equagoes (6.1), (6.2) e (6.3), para o problema 1, obtidos variando-se
apenas a aproximacao Sy e as secoes de choque de espalhamento, visto que os

valores dos parametros k;, x;, j = 1,...,M, sao determinados juntamente com a
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solugdo do problema. Observa-se, na tabela (6.20), que aumentando-se a ordem da
quadratura, obtém -se concordancia de até trés digitos entre os resultados para uma

mesma secao de choque de espalhamento.

Tabela 6.20: Fuga de néutrons Jy, problema 1

Sy 0,=01 =05 0,=099
Sy 0.1408(-10) 0. 4306( 9) 0.1581(-1)
Se  0.2673(-10) 0.4984(-9) 0.1563(-1)
Sy 0.3183(-10) 0.5286(-9) 0.1817(-2)
Sip 0.3261(-10) 0.5292(-9) 0.2179(-1)
Sie 0.3258(-10) 0.5292(-9) 0.2039(-1)

6.3.2 Resultados numéricos para o problema 2

Resultados numéricos sao apresentados para o fluxo escalar em z a
partir da tabela (6.21), obtidos resolvendo-se o problema 2, para diferentes segoes

de choque e ordem de quadratura.

Tabela 6.21: Fluxo escalar ¢(z), problema 2, com o4 = 0.5

N =01 =05 =07 =098

2 04649 0.3588 0.2717  0.1758
4 0.5334 0.3890 0.2702  0.1567
6 05469 0.3924 0.2632  0.1492
8 0.5521 0.3936  0.2582  0.1458
12 0.5541 0.3945 0.2534  0.1441
16 0.5542  0.3952 0.2511  0.1439
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Tabela 6.22: Fluxo escalar ¢(z), problema 2, com o, = 0.1

N =01 z=05 =07 =098
2 03275 0.2427 0.1741 0.1082
4 0.3682 0.2557 0.1634 0.8961(
6 0.3766 0.2570 0.1563 0.8392(
8 0.3798 0.2576  0.1518 0.8149(-1
12 0.3811 0.2584  0.1475 0.8040(-1
16 0.3811 0.2591  0.1455 0.8039(-1

Tabela 6.23: Fluxo escalar ¢(x), problema 2, com o, = 0.05

N x2=01 2z=05 =07 z=0.98

2 03162 0.2332 0.1662 0.1028

4 0.3548 0.2451 0.1551 0.8449(-1)

6 0.3628 0.2463 0.1481 0.7899(-1)

8 0.3659 0.2469 0.1437 0.7666(-1)
(1)
(1)

12 0.3670 0.2476  0.1394  0.7564(-
16 0.3669 0.2483  0.1374  0.7564(-1

Ao final da apresentagao desses resultados, comparando-se os resultados
obtidos para a fuga de néutrons da tabela (6.20), com os das tabelas (6.1) — (6.3),
observa-se que, para alguns casos, consegue-se concordancia de pelo menos um digito

entre os resultados das duas abordagens, com exce¢ao do caso de baixa absorc¢ao.

Comparando-se as tabelas (6.21) — (6.23) com as (6.11) — (6.16), também
se observa essa concordancia de pelo menos um digito entre os resultados obtidos

nas duas abordagens para o fluxo escalar.
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Embora o tipo de estimativa proposto ainda necessite ser melhorado
e o uso da solugao particular (5.46) — (5.49), talvez necessite ser corrigido para o
caso de autovalores repetidos, que ocorrem nesta segunda abordagem, a partir dos
resultados apresentados nesta se¢ao, comprovou-se a possibilidade de se propor uma
abordagem onde os parametros que aproximam os fluxos desconhecidos no contorno
nao necessitem ser estimados no inicio da solucao do problema: evidenciou-se aqui
que a convergencia do método se mantém, pois os resultados ainda apresentam
concordancia de um a trés digitos. Além disso, essa nova abordagem nao gera com-
plicacoes computacionais na implementacao, nem aumenta a ordem de condiciona-
mento do sistema, servindo de base para novas formulagoes, conforme discute-se nas

consideragoes finais.

Para concluir este capitulo, salienta-se que o tempo computacional
necessario para se obter os resultados aqui gerados, para fluxo escalar e fuga de
néutrons, também nessa abordagem, considerando-se cada secao de choque ou or-
dem de quadratura, nao é superior a dois segundos, demonstrando novamente a

eficiencia do método ADO.



7 CONSIDERACOES FINAIS

Observa-se, ao final deste trabalho, que a aplicagao do método ADO,
juntamente com o uso de equacoes nodais, tém-se mostrado uma boa alternativa na
abordagem de problemas bidimensionais de transporte de particulas, descritos pela

equacao linear de Boltzmann.

Estudos preliminares com o método ADQO, evidenciaram uma impor-
tante contribuicao do método quanto a reducao da ordem de problemas de autovalo-
res. Nesse trabalho, isto também ficou evidenciado, pois o uso de quadraturas nivel
simétricas, associado a solugao das equagoes nodais unidimensionais pelo método
ADO, propiciou a resolugao de problemas de autovalores com metade da ordem
do problema original, ou seja, obteve-se problemas de autovalor de ordem M /2
para quadraturas de ordem N, com um total de M direcoes. Além disso, obteve-se
aqui problemas bem condicionados e o método habilita a trabalhar com autovalores
repetidos, pois podem ser obtidas solugoes linearmente independentes, mesmo nesses

Casos.

O trabalho computacional é simples e facil de ser implementado, pois
evita-se aqui o uso de esquemas iterativos, comumente utilizados na obtencao de
solugoes de problemas de transporte, gerando também resultados com satisfatoria
convergencia, conforme mostrado nas tabelas do capitulo anterior. A reducao da
ordem do problema de autovalor e a nao utilizagao de esquemas iterativos, con-
tribuiram consideravelmente para que o tempo computacional de execucao das im-
plementacoes dos problemas, fosse muito inferior ao comumente referenciado na

literatura [13, 44, 80], ficando sempre em torno de no maximo dois segundos.

Estas caracteristicas comprovaram-se nas duas abordagens desenvolvi-
das neste trabalho: ao se aproximar o fluxo desconhecido no contorno pelo fluxo

médio integrado, abordagem desenvolvida no capitulo 4, o desenvolvimento da solucao
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mostrou-se facil de ser implementado, gerou resultados com 6tima rapidez computa-
cional, boa convergéncia e satisfatéria precisao (obtém-se de 1 a 3 digitos de con-
cordancia com resultados existentes na literatura, desenvolvidos por outros métodos
e outros autores). Nessa proposta, mostrou-se ainda a possibilidade de se resolver
problemas desacoplados nas equagoes nodais unidimensionais em ordenadas discre-

tas.

A formulagao proposta no capitulo 5, também mostrou-se adequada aos
objetivos propostos: evitar a estimativa a priori dos parametros das aproximagoes
e investigar a possibilidade de sua determinacao juntamente com a solugao do pro-
blema, servindo entao de base para trabalhos futuros, onde pretende-se continuar o
estudo, ainda hoje relevante no meio cientifico, de equagoes auxiliares na aplicacao

de métodos nodais.

A principio, neste trabalho, ao considerarmos os fluxos desconhecidos
constantes em cada diregao, conforme as Eqgs. (5.6) e (5.21), obteve-se entdo, na
formulagao do problema, termos nao-homogéneos independentes da variavel espacial,
considerados como termos fontes do problema. Mas a forma das solugoes particulares
utilizadas, descritas nas Egs. (5.46) e (5.47), permite a abordagem de termos fontes
mais gerais. Assim, na tentativa de aprimorar a abordagem aqui definida na busca
de resultados com maior precisao, se comparados com os existentes na literatura,
como proposta para trabalhos futuros, pode-se utilizar, por exemplo, aproximagoes
para os termos desconhecido no contorno do tipo exponencial, como proposto na
Ref. [13]

U (2, Y, Q) = Kpp(x) €777 (7.1)

onde y,, representa uma fronteira, €2,,, as diregdes (t,,nm) para o qual o fluxo é

desconhecido e p é a constante de decaimento, que deve ser estimada a priori.

Observa-se também que um estudo sobre os efeitos de raio [53] nao foi

abordado nesse trabalho, mas que esse aspecto pode vir a ser enfocado em trabalhos
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futuros, visto que o método ADO permite avancar na ordem de quadratura utilizada,

um dos principais meios utilizados para mitiga-los.

Considera-se entao que os objetivos desse trabalho foram atingidos,
pois obteve-se solugoes pelo método ADO para as duas abordagens do problema
bidimensional de transporte de particulas, como se desejava, obtendo-se resulta-
dos numéricos com boa convergéncia e conseguiu-se investigar a determinacao dos
parametros das aproximacoes, incentivo para a continuidade do trabalho, como pro-

posto anteriormente.



ANEXO A QUADRATURA ANGULAR COM
SIMETRIA DE NIVEL

As quadraturas com simetria de nivel sao largamente utilizadas em di-
versas aplicagdes. Caracterizam-se por utilizarem o mesmo conjunto de N/2 valores
positivos das direcoes cossenos em relagao a cada um dos trés eixos e sao invariantes

em rotacoes de 90° sobre qualquer eixo.

Para uma aproximagao Sy, existem N (NN +2)/8 ordenadas por octante

ou N(N +2) em toda esfera unitdria.

Apresenta-se assim, na tabela (A.1), o conjunto de quadratura angular
com simetria de nivel, descrito por Lewis e Miller [53], utilizado na implementacao
dos problemas resolvidos e na figura (A.1), a distribuicdo dos pesos em cada qua-

drante, relacionada as respectivas diregoes.

102



Tabela A.1: Conjunto de Quadraturas de Simetria de Nivel Sy

Nivel

n

Hn

Wn,

So

Sy

Se

Ss

Ste

W N =

=W N =

S U W N =

O 1 O Ui W N

1/V3

0.3500212
0.8688903

0.2666355
0.6815076
0.9261808

0.2182179
0.5773503
0.7867958
0.9511897

0.1672126
0.4595476
0.6280191
0.7600210
0.8722706
0.9716377

0.1389568
0.3922893
0.5370966
0.6504264
0.7467506
0.8319966
0.9092855
0.9805009

1

0.3333333

0.1761263
0.1572071

0.1209877
0.0907407
0.0925926

0.0707626
0.0558811
0.0373377
0.0505819
0.0258513

0.0489872
0.0413296
0.0212326
0.0256207
0.0360486
0.0144589
0.0344958
0.0085179
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Figura A.1: Configuracao das ordenadas discretas para um quadrante, ilustrando

ordenadas com o mesmo peso w,y,
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