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Resumo

Esta tese propoe uma formulagao para o Problema de Sequenciamento em Projeto com
Restrigao de Recursos (PSPRR) que considera os tempos de processamento como fungoes
nao lineares das quantidades de recursos aplicadas e que incorpora dois tipos adicionais
de restricoes de precedéncia: a previsao de atividades que nao podem ser executadas
simultaneamente e a consideragao da existéncia de tempo de espera ao final de algumas
atividades. Aproximagcoes lineares usando multiplos segmentos de retas sao propostas para
reformular o problema como um Problema de Programacao Linear Inteira Mista. Embora
o tratamento seja desenvolvido visando recursos continuos, ele também ¢é aplicavel a pro-
blemas com recursos discretos. Estuda-se o Método de Decomposicao de Benders como
ferramenta para solugoes computacionais. Testes computacionais e exemplos ilustrativos

modelados segundo a abordagem proposta sao apresentados.

Palavras Chaves: Programagao Nao Linear, Programacao Linear Inteira Mista, Restricao

de Recurso, Sequenciamento.
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Abstract

This thesis proposes a formulation for the Resource Constrained Project Scheduling Pro-
blem (RCPSP) that considers processing time varying nonlinearly with the amount of
resource applied and that incorporates two additional types of precedence constraints:
the prediction of activities that can not be executed simultaneously and the existence
of waiting time after the end of some activities. Linear approximations using arbitrary
numbers of line segments are used to reformulate the problem as a Mixed Linear Pro-
gramming Problem. Although the treatment is initially aimed to continuous resources,
it presents itself as an effective treatment for problems with discrete resources. Benders
Decomposition Method is studied as a tool for computation solutions. Computational

tests and illustrative examples modeled with the proposed approach are presented.

Keywords: Nonlinear Program, Linear Mixed Program, Resource Constrained, Schedu-

ling.
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Capitulo 1

Introducao

A otimizacao do sequenciamento de atividades e da alocagdao de recursos é uma area
da administracao de projetos bastante atual e que desperta relevante interesse tanto no
meio cientifico quanto em diversos setores industriais (Moumene e Ferland [47], Peteghem
e Vanhoucke [51], Chen e Askin [12]). Uma das razdes por este ser um assunto tao
motivador é a possibilidade da reducao dos custos de realizacao de projetos. Outra razao
é a dificuldade na otimizacao de problemas reais, encontrados no ambito empresarial, que
se caracterizam por serem complexos e, consequentemente, dificeis de serem analisados
(Oguz e Bala [49], Garey e Johnson [25]). Esse obstaculo, ao contréario do que se imagina,
¢ um verdadeiro estimulo para a busca de técnicas matematicas modernas, que possam

auxiliar na implementacao e resolugao desses tipos de problemas.

Com o advento da modelagem matematica, diferentes técnicas podem ser aplicadas em
problemas praticos, conseguindo extrair do contexto real parametros necessarios para

transformé-los em problemas tipicos da Pesquisa Operacional.

Dessa forma, cada vez mais, uma vasta variedade de programas matematicos tem sido
proposta para tentar solucionar os problemas de alocacao de recursos e otimizar o sequen-

ciamento das atividades, levando ao desenvolvimento de softwares dedicados.

Como regra geral, os problemas de alocagao de recursos e sequenciamento de atividades
tém sido modelados como problemas lineares de otimizagao envolvendo variaveis continuas

e variaveis inteiras. Por estar inserida nesse contexto, a Programacao Linear Inteira Mista
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é uma abordagem da Programacao Matematica propicia para a resolucao desta classe
de problemas, sendo consistente o suficiente para gerar bons resultados praticos. Uma
grande vantagem da utilizagdo dessa técnica, segundo Pfaffenberger e Walker [52], é a
capacidade de representar matematicamente as constantes e as variaveis dos problemas
reais, permitindo obter solugbes 6timas préticas. Segundo Valls et al. [61], tanto técnicas

deterministicas quanto métodos heuristicos tém sido bastante utilizados para este fim.

1.1 Motivacao do estudo

Muitas técnicas e métodos utilizados como ferramentas para o sequenciamento de ati-
vidades nao levam em consideracao as restricoes operacionais associadas a alocacao de
recursos (Demeulemeester e Herroelen [22]). Isso é discutido mais detalhadamente, por

exemplo, por Chen et al. [13] e Glimisoglu e Tiitek[30].

Por outro lado, mesmo as técnicas que consideram as restri¢oes operacionais, desconside-
ram algumas restricoes relevantes e, ao mesmo tempo, impoem algumas mais restritivas
do que as que ocorrem nos problemas praticos. Por exemplo, boa parte dos trabalhos
considera fixa a priori a quantidade de recurso alocada para executar uma atividade,
fazendo com que o tempo para realiza-la seja fixo, como nos trabalhos de Artigues et
al. [2], Deblaere et al. [21], Brucker e Knust [9] e Carlier e Néron [11]. Isso afeta a
determinacao do tempo 6timo de realizagao de todo o procedimento, ou seja, de todo o

conjunto de atividades.

Outro aspecto que é abordado de forma limitada sao as restricoes que representam as
relagoes de precedéncia entre as atividades. Tais restrigcoes sao consideradas, na maioria
dos modelos atuais, em um ntmero de possibilidades menor do que a pratica exige, como

pode ser visto nos trabalhos de Artigues et al. [2] e Deblaere et al.[21].

O presente estudo pretende reduzir estas limitagoes, expandindo o nimero de possibili-
dades para as relagoes de precedéncia e tratando o tempo de processamento de cada
atividade como funcao da quantidade de recurso alocada, sendo ambos variaveis a serem

otimizadas.
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1.2 Objetivo

Esta tese tem o objetivo de estudar problemas de sequenciamento de atividades que com-
partilham recursos durante o processo de execucao, visando obter modelos mais completos
que levem em consideracao alguns aspectos praticos ainda ausentes na literatura dis-
ponivel. Estes aspectos devem ser introduzidos de tal forma que o problema matematico
obtido continue segundo a formulagao de um Problema de Programacao Linear Inteira
Mista.

O problema a ser analisado trata da determinacao da alternativa 6tima de alocagao de
recursos para uma sequéncia de atividades, respeitadas as quantidades disponiveis de cada

tipo de recurso e os limites minimos e maximos admitidos por cada atividade.

Dando prosseguimento ao estudo preliminar ja realizado em Vieira [62], outro aspecto
importante considerado ¢é o tratamento das relacoes nao lineares entre as quantidades de

recurso utilizadas e os tempos de execugao de cada atividade do projeto.

Além disso, sao incorporadas na formulacao do Problema de Sequenciamento em Pro-
jeto com Restrigao de Recursos (PSPRR) restri¢oes adicionais de precedéncia entre as
atividades. Um tipo de restri¢ao incorporado considera a existéncia de atividades que
nao tém nenhuma relacao de precedéncia pré estabelacida, mas que nao podem ser re-
alizadas simultaneamente. Este tipo de relacao acontece, por exemplo, em atividades
nao correlacionadas, mas que devem ser realizadas em um mesmo local, havendo a im-
possibilidade da execugao simultanea. O outro tipo de restricao incorporado considera
a possibilidade de existir intervalos minimos entre o final de uma atividade e o inicio de
uma atividade seguinte. Este intervalo de tempo ocorre, por exemplo, apds a aplicacao
de pintura. Um detalhe importante é que este tempo minimo de espera nao implica na
interrupgao do trabalho de uma equipe que, durante este periodo, pode estar executando

outra atividade.

Exemplos do problema de otimizacao, modelados segundo a abordagem proposta, sao
resolvidos com a aplicacao de técnicas computacionais apropriadas, desenvolvidas em

parte pela autora da presente tese, cujos resultados sao apresentados e discutidos.
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1.3 Contribuicao cientifica

De acordo com a pesquisa bibliogréfica realizada, o presente estudo modela matematica-
mente um Problema de Sequenciamento em Projeto com Restri¢ao de Recursos (PSPRR)
mais amplo do que os modelos atualmente disponiveis na literatura. Em primeiro lugar,
diferente da grande parte dos estudos anteriores sobre a otimizacao do sequenciamento
de atividades com recursos compartilhados, o presente estudo trata as quantidades de
recursos alocadas e os tempos de execucao como varidaveis de otimizacao. Em segundo
lugar, por considerar a possibilidade de atividades que nao podem ser realizadas simul-
taneamente, mas sem nenhuma precedéncia estabelecida a priori. Finalmente, porque

considera a existéncia de tempo de espera entre atividades sequenciadas a priori.

O problema, inicialmente formulado como um Problema de Programacao Matemética Nao
Linear, é reformulado como um Problema de Programacao Linear Inteira Mista, através
de uma técnica de aproximacgao por miltiplos segmentos de reta proposta nesta tese. Isto

favorece a obtencao de solucoes através de técnicas computacionais bastante difundidas.

1.4 Contribuicao tecnolégica

Problemas praticos da industria de transformagao mecanica e de outros setores industriais
poderao se beneficiar do presente estudo sobre a modelagem e otimizacao do sequencia-
mento de atividades com recursos compartilhados, levando a procedimentos mais eficientes

e mais atrativos, nao apenas no ambito da industria nacional, mas também mundial.

1.5 Organizacao do trabalho

Além desta introducao, a presente tese é constituida por mais seis capitulos.

No Capitulo 2, apresentam-se os conceitos fundamentais relacionados a administracao
de projetos e ao problema de alocacao de recursos, além de técnicas utilizadas para a

representacao e métodos de resolucao dos problemas estudados.
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Descrigoes dos principais modelos matematicos disponiveis na literatura sao feitas no
Capitulo 3.

O Capitulo 4 contém a modelagem proposta para o Problema de Sequenciamento em
Projeto com Restricao de Recursos (PSPRR). Todos os argumentos e desenvolvimen-
tos matematicos relevantes sao apresentados neste Capitulo. O tratamento de recursos

continuos e de recursos discretos é considerado separadamente, em secoes especificas.

O Capitulo 5 é dedicado as técnicas computacionais para a solucao do Problema de
Programacao Linear Inteira Mista obtido, destacando-se um estudo sobre a aplicacao do

Método de Decomposicao de Benders.

Alguns exemplos praticos de aplicacao com resultados sao apresentados e discutidos no

Capitulo 6.

Finalmente, o trabalho é concluido no Capitulo 7, onde sao apresentadas as principais

conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Contexto de estudo e fundamentos

2.1 Introducao

Segundo Kolisch [39], o planejamento e o controle de grandes projetos sao problemas
complexos e importantes que fazem parte das organizacoes atuais. Nesse contexto, a
utilizagao de técnicas de administracao de projetos se tornam cada vez mais necessarias

para lidar com tais problemas.

No final dos anos 50 e inicio dos anos 60, o desenvolvimento de técnicas de planejamento,
tais como a Avaliacao de Projeto e Técnica de Revisao - Program Fvaluation and Review
Technique (PERT) e o Método do Caminho Critico - Critical Path Method (CPM), tornou
possivel determinar o sequenciamento das atividades para minimizar o tempo total de
duracao dos projetos. Porém, tais técnicas consideram que os recursos necessarios para

executar as atividades nao sdo um fator de restricdo (Demeulemeester e Herroelen [22]).

Na pratica, entretanto, a execugao dos projetos requer a utilizacao de varios recursos, os
quais, frequentemente, estao disponiveis em quantidades limitadas e influenciam direta-
mente nos objetivos do planejamento, no tempo de execugao e no sequenciamento das
atividades. Desse modo, segundo Demeulemeester e Herroelen [22], esfor¢os em pesquisas

comecaram a expandir tais ferramentas, incluindo os problemas de alocacao de recursos.

Este capitulo contextualiza o problema estudado, apresentando conceitos fundamentais
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inerentes a administragao de projetos.

2.2 Administracao de projetos

Segundo Steiner [60], um projeto é definido como uma organizacao de pessoas dedicadas a
um propodsito ou objetivo especifico. Os projetos geralmente envolvem empreendimentos
de grande porte, caros, unicos e de alto risco, que tém que ser finalizados dentro de
um prazo definido, utilizando uma certa quantidade de recurso e atendendo a um nivel

desejado de desempenho.

Um projeto é composto por um conjunto de atividades simultaneas e sequenciais que visam
a obtengao de um resultado especifico (Williams [66]). Segundo Anthony e Govindarajan
[1], os projetos podem incluir a construgao de uma obra de engenharia, a produgao de
um determinado produto importante, o desenvolvimento e a comercializacao de um novo

produto, trabalhos de pesquisa, a instalacao de sistemas de informagoes e muitos outros.

Atualmente o conceito de projeto vem sendo empregado com bastante frequéncia no co-
tidiano empresarial. Isso se deve por varias razoes, principalmente no que se refere ao
ponto de vista da competitividade. Pois a racionalizacao da utilizacao dos recursos e um
melhor desempenho na execucao das atividades de um projeto levam, consequentemente,

a melhores resultados financeiros para as empresas.

O conceito de administracao de projetos surgiu no comego da década de 60, nos Esta-
dos Unidos. De acordo com Hax e Candea [31], a administracao de projetos provia a

flexibilidade e a agilidade necessarias para melhorar o desempenho organizacional.

Segundo Pich et al. [53], administrar um projeto significa, sucintamente, planejar, exe-
cutar e monitorar as atividades que o compoem. No planejamento sao estabelecidos os
objetivos, as atividades a serem realizadas e a sequéncia de execucao dessas atividades,
com base nos recursos necessarios e disponiveis. O monitoramento implica o acompanha-

mento do progresso do projeto.

As atividades sao definidas, por Willis [67], como tarefas ou operagoes que necessitam

de um certo nimero de unidades de tempo e/ou recursos para serem executadas. Na
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pratica, muitas dessas atividades requerem varios tipos de recursos, que geralmente estao

em quantidade limitada.

Os recursos sao todas as pessoas, matérias-primas e equipamentos primordiais para a
execucao dessas atividades. Segundo Patterson et al. [50], os recursos utilizados em um

determinado projeto podem ser classificados em trés categorias:

e renovavel: é limitado em quantidade e pode ser reutilizado ao longo do projeto.
Dentre esse tipo de recurso estao, segundo Heilmann [32], maquinas e mao-de-obra.
Trabalhos considerando este tipo de recurso podem ser encontrados em Artigues et
al. [2], Brucker e Knust [9] e Carlier e Néron [11];

e nao renovavel: quando a quantidade total do recurso analisado é limitada para o
projeto como um todo, nao havendo renovacao durante o tempo. A utilizagao desse
recurso, ao longo do projeto, implica na reducao de sua disponibilidade. Como
exemplo, Slowinski [59] cita matéria-prima e capital financeiro. Tais autores podem

ser referéncia quando a utilizacao de recursos refere-se aos nao renovaveis;

e duplamente restrito: quando o recurso considerado ¢ limitado duplamente, ou seja,
na soma total e no projeto como um todo. Segundo Kolisch e Sprecher [40], o capital
financeiro pode representar um recurso desta categoria se, tanto o orcamento do
projeto, quanto a utilizacao do dinheiro ao longo do tempo, estiverem limitados.
Trabalhos com recursos duplamente restritos podem ser encontrados em Weglarz
[63].

O processo de planejamento de tempo em um projeto pode apresentar uma série de difi-
culdades que emergem durante o periodo de execucgao das atividades, como por exemplo,
a escassez de recursos em determinados momentos e recursos ociosos em outros. Essas
situagoes podem gerar prejuizos e uma adequada redistribuicao desses recursos pode mini-
mizar esses problemas. Esses fatos salientam que a administracao de recursos é essencial

na administracao de projetos.

De acordo com Hax e Candea [31], a administracdo de projetos proporciona intimeros
beneficios a um empreendimento, como, por exemplo, a antecipacao das situacoes desfa-
voraveis que poderao ser encontradas para que agoes preventivas e corretivas possam ser

tomadas antes que essas situagoes se consolidem. Isso prova, segundo Kerzner [37], que
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a crescente utilizacao das técnicas de administracao de projetos representa um indicio do

continuo desenvolvimento das organizacoes.

Apesar dessas técnicas assumirem implicitamente que os recursos apropriados estarao
disponiveis quando necessarios, Giimiisoglu e Tiitek [30] afirmam que isso pode nao ocorrer

na pratica.

Esse fato vem impulsionando pesquisadores e administradores a desenvolverem uma con-
sideravel quantidade de trabalhos, relacionados com o problema de alocagao de recursos

limitados ao longo da execucgao do projeto.

2.2.1 O Problema de alocacao de recursos

Alocar um recurso significa designa-lo para a execucao de uma atividade por um deter-

minado periodo de tempo.

Em um processo de alocacao de recursos, podem ocorrer duas situacoes:

e a oferta ser maior do que a demanda, e neste caso, os recursos nao sao fatores

limitantes na implementacao do projeto;

e a demanda ser maior do que a oferta em uma ou mais unidades de tempo.

Na segunda situagao, segundo Davis [18], podem ocorrer trés tipos importantes de pro-

blemas:

e problema de nivelamento de recursos: neste caso, ha necessidade de reduzir a va-

riacao nos perfis de demanda;

e problema de compressao de projetos: sendo necessario reduzir a duragao do projeto,

e para isto, ter que adicionar recursos ao menor custo;

e problema de sequenciamento em projeto com restrigao de recursos: é necessario gerar
uma combinacao das datas de inicio das atividades, de modo que as quantidades de

recursos disponiveis nao sejam ultrapassadas em nem um periodo de tempo.
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O problema estudado aqui é o Problema de Sequenciamento em Projeto com Restricao de
Recursos (PSPRR) - Resource Constrained Project Scheduling Problem (RCPSP) definido

CcOomo segue.

2.2.2 O Problema de Sequenciamento em Projeto com Restrigao
de Recursos (PSPRR)

De acordo Demeulemeester e Herroelen [22], um dos problemas de alocagao de recursos
de maior relevancia é o problema de determinar a melhor sequéncia para a execugao das
atividades de maneira que os recursos sejam alocados de forma eficiente. Este problema,
segundo Boctor [8], foi introduzido por Kelley [36] e Wiest [64] e é conhecido na literatura
como Problema de Sequenciamento em Projeto com Restrigado de Recursos (PSPRR) -
Resource Constrained Project Scheduling Problem (RCPSP). O PSPRR consiste no se-
quenciamento das atividades do projeto e na alocagao de recursos para a execucao dessas
atividades, de maneira que o tempo total de duragao do projeto seja minimizado. O
sequenciamento das atividades deve atender as relagoes tecnolégicas de execucao, que
sao definidas previamente pelas restricoes de precedéncia. Por outro lado, a alocacao de
recursos durante a execucao das atividades deve ser feita de maneira que nao exceda as
quantidades disponiveis de recursos em cada intervalo de tempo e durante todo o horizonte

de execucao do projeto.

O PSPRR ¢é um problema importante e desafiador para os profissionais responsaveis pela
gestao dos projetos como também para os pesquisadores de dreas afins (Oguz e Bala [49]).
Uma das razoes de sua importancia é por este ser um problema comum a um grande
nimero de situacoes reais de tomada de decisao, tais como os problemas que surgem nas
distribuicoes de processos em redes de computadores e na administracao de projetos na
construcao civil. Desafiador, do ponto de vista tedrico, por pertencer a classe NP-dificil

dos problemas de otimizagao combinatéria (Garey e Johnson [25]).

As se¢oes seguintes apresentam as principais defini¢oes do Diagrama de Gantt, da Teoria
dos Grafos e da Programacao Matematica. Essas trés ferramentas matematicas serao

utilizadas posteriormente para representar os problemas aqui estudados.
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2.3 Diagrama de Gantt

Um modo recorrente para representar graficamente uma proposicao para a execugao de
projeto, vigentes na maioria dos softwares, é o Diagrama de Gantt (também conhecido

como Diagrama de Barras).

O Diagrama de Gantt representa as atividades de um projeto através de linhas horizon-
tais (ou barras ou setas) em uma sequéncia que corresponde & ordem em que elas serao
executadas. O comprimento da linha é proporcional ao tempo de execugao da atividade

correspondente (Wisniewski e Klein [68]).

Dentre as vantagem do Diagrama de Gantt advém a representacao grafica da sequéncia
e duracao das atividades que sao facilmente interpretadas. Essa é, provavelmente, uma
das mais compreensiveis representagoes de sequenciamento de projetos. No entanto, as

relagoes de precedéncia entre as atividades nao sao nitidamente identificadas.

A primeira etapa da elaboracao do diagrama consiste no levantamento de todas as ativida-
des que compoem o projeto, bem como os tempos de execugao e as relagoes de precedéncia

entre elas.

A tabela 2.1 exemplifica um conjunto de atividades necessarias para a realizacao de um
projeto. Para cada atividade s@o dados os tempos de execugao (em semanas) e as relagoes

de precedéncias.

A etapa seguinte consiste em ordenar essas atividades, ou seja, estabelecer uma sequéncia
de execucao entre elas. Isso pode ser realizado através do langamento das atividades no

diagrama. A figura 2.1 mostra o diagrama do exemplo em questao.

Observa-se no Diagrama de Gantt que, se o intervalo de tempo entre as atividades com
relagoes de precedéncia for nulo, todas as atividades do projeto podem ser executadas em

17 semanas.
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Atividade | Tempo de | Atividades
Execucao | Precedentes
1 2 -
2 1
3 4 1
4 1 3,6
D 1 1
6 2 5
7 3 2.4
8 1 7
9 2 8

Tabela 2.1: Dados de um projeto

Atividade

Figura 2.1: Diagrama de Gantt

2.4 Teoria dos Grafos

Segundo Gondran e Minoux [29], a linguagem dos grafos torna possivel representar um de-
terminado problema de uma maneira mais simples e objetiva. Problemas de roteirizagao,
transporte e de administracao de projetos sao exemplos classicos de aplicacao do grafo.
A defini¢ao de um grafo pode ser associada ao problema que se deseja representar. Existe
na literatura especializada varias obras de diversos autores dedicadas a Teoria dos Grafos

(TG). Cita-se, por exemplo, os livros do Boaventura Netto [7] e Gondran e Minoux [29].
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Baseada nos livros citados ([7] e [29]), esta se¢@o apresenta as defini¢bes e os conceitos

necessarios para a modelagem, pela Teoria dos Grafos, do problema estudado.

2.4.1 Definicoes basicas

Define-se aqui um grafo G(N, E') como uma estrutura matemética composta por:

e N: conjunto dos n elementos discretos denominados vértices ou nés. N pode ser

escrito entao :

N={1,..n}

onde |[N| =n é a ordem do grafo.

e FE: conjunto dos pares ordenados (i, j) denominados arcos:

E={(i,j):ie N,je N}

Assim definido, o grafo G(N, FE) ¢é dito orientado e, no arco (i,7) do G(N,E), i é a
extremidade inicial e j a extremidade final. Note aqui que (7, ) # (j,) e (4, j) define uma

relacao de precedéncia entre i e 7, que pode ser representado por 7 < j.

2.4.2 Representacao grafica de um grafo

Em um grafo G(N, E), os n vértices de N sao representados por circulos e os arcos (i, )

de E sao representados por setas, saindo de i e chegando em j.

Dessa forma, o exemplo do projeto dado pela tabela 2.1, pode ser também representado

através de um grafo G(N, E) mostrado pela figura 2.2.

Neste grafo, bem como nos problemas aqui considerados, as atividades sao definidas pelo
conjunto N U {s} U {t}, onde s = 0 e t = n + 1 s@o atividades ficticias e representam,

respectivamente, o inicio e o término do projeto:

NU{stu{t} =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
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Figura 2.2: Grafo G(N, F) de representagao de um projeto

As relacoes de precedéncia entre as atividades do projeto sao definidas pelo conjunto E

de pares de atividades:
E ={(0,1),(1,2),(1,3),(1,5),(2,7),(3,4),(4,7),(5,6),(6,4),(7,8),(8,9),(9,10) }

Dessa forma, note que ao representar um problema por um grafo, as atividades de um
determinado projeto, bem como suas respectivas relagoes de precedéncias, ficam bem

definidas e podem ser facilmente visualizadas.

Segundo Goldbarg e Luna [28], o grafo representado pela figura 2.2 é conhecido por rede
orientada por tarefas ou rede PERT e pode ser representado por um modelo matematico

COmo segue:

minimizar z = t,41 — to (2.1)
sujeitoa  t; > t;+p; V (i,5) € E (2.2)
t; >0 i=01,...,n+1 (2.3)

O problema escrito dessa forma nao é um problema de fluxo em rede, mas seu dual o é. A
formulacao dual da rede PERT é denominada rede orientada por eventos e é exemplificada

pela figura 2.3.

Nesta rede, o no representa o inicio ou o término de uma atividade. No modelo primal, os
valores da duracao das atividades estao nos nés e no modelo dual, os valores da duragao

das atividades estao nos arcos.
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Figura 2.3: Rede orientada por eventos

Esse problema pode ser representado por um modelo matematico como segue:

maximizar Z Dilij (2.4)
(i,))eE
sujeito a Z Yii — Z vi; < -1 i=0 (2.5)
(lp)eE (i,j)eE
(lp)erE (i,J)EE
(lp)er (i,J)EE
yij 20 V(ij)e E (2.8)

Note que o ntimero de arcos da rede orientada por eventos é igual ao niimero de nods da
rede orientada por tarefas, excluindo os nés inicial e final. Os tempos do modelo primal
correspondem ao nimero de nés da rede dual. Na rede orientada por eventos, o problema
de determinar o maior tempo mais cedo se reduz a encontrar o caminho mais longo entre
os nés extremos da rede, considerando o comprimento de cada arco (7, j) igual a duragao

da atividade a ele associada.

2.4.3 Caminho critico e atividades criticas

Em um projeto, geralmente existem algumas atividades que podem ser iniciadas em de-
terminadas datas, dentro de intervalos de tempo bem definidos, sem afetar a data de

conclusao do projeto; ja outras atividades devem ser iniciadas num instante especifico,
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pois qualquer data posterior a esse instante significaria um aumento na data de conclusao
do projeto. As atividades que possuem uma data precisa para serem inicializadas sao

denominadas de atividades criticas.

Todo projeto, segundo Roy [57], possui ao menos uma sequéncia, do seu inicio ao seu
término, de atividades criticas. Esta sequéncia de atividades é denominada caminho

critico.

Para a determinacgao do caminho critico, calcula-se, para cada atividade, a data mais cedo
e a data mais tarde para a sua execucao, de maneira que a data de término do projeto seja
minima. As atividades cuja diferenca entre as suas datas mais cedo e mais tarde é nula,
sao as atividades criticas. Assim, em outras palavras, qualquer atraso na execucao de uma

atividade critica implica um atraso na conclusao do projeto como um todo (Wisniewski
e Klein [68]).

Observa-se que um mesmo grafo pode possuir varios caminhos criticos.

2.5 Programacao Matematica

A modelagem por Programagdo Matematica (PM) considera que os fatores relevantes
ao problema de decisao possam ser quantificados. Esses fatores incluem as variaveis
controlaveis ou de decisao, as restricoes sobre as varidveis e o objetivo para definir uma
solugao. Isso permite representa-los através de simbolos matematicos e relaciona-los por

meio de funcoes matematicas.

Dentre os tipos de modelo de Programagao Matematica estd o modelo de otimizacao.
Esse modelo nao permite flexibilidade na escolha da alternativa, pois é estruturado para
selecionar apenas uma, que sera considerada 6tima, segundo o critério pré-estabelecido.
Esse critério integra a estrutura do modelo, que encontra a melhor solugao para o problema
através de uma andlise matematica. Essa andlise é processada por métodos sistematicos

de solucao, denominados algoritmos.

Os modelos de otimizacao consideram que as variaveis de decisao possam assumir muitos

valores ou variar dentro de grandes intervalos. A solucao 6tima obtida é entao utilizada
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como apoio ao processo de tomada de decisao.

2.5.1 Programacao Linear

Os modelos de Programagao Linear (PL) s@o um tipo especial de modelos de otimizagao.

De acordo com Minoux [46], a Programagao Linear considera os problemas de planeja-

mento onde todas as relagoes sao lineares tanto nas restrigoes como na fungao objetivo.

Segundo Goldbarg e Luna [28], as caracteristicas dos modelos de Programagao Linear sao:

e Proporcionalidade: a quantidade de recurso consumido por uma dada atividade deve

ser proporcional ao nivel dessa atividade na solucao final do problema. O custo de

cada atividade também é proporcional ao nivel de operacao da atividade;

e Nao negatividade: deve ser sempre possivel desenvolver dada atividade em qualquer

nivel nao negativo e qualquer proporcao de um dado recurso deve sempre poder ser

utilizado;

e Aditividade: o custo total é igual a soma das parcelas associadas a cada atividade;

e Separabilidade: o custo ou o consumo de recursos, especifico das operacoes de cada

atividade, pode ser identificado de forma separada.

O modelo de Programacao Linear é definido da seguinte maneira por Goldbarg e Luna

28]

n

minimizar z = E Cjx;

J=1

n
sujeito a E ;T

j=1

n

E aijxj

=1

Ly

Lj

sz i:1,2,...,p

=0b i1=p+1,p+2, ...

>0 Jy7=12....q
€eR j=q+1,q+2,...

(2.9)

(2.10)

(2.11)
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onde:

z: denota o valor da medida de desempenho global;

e z;: denota o nivel de atividade j;

e ¢;: denota o incremento em z que resulta de cada incremento unitario no nivel de

atividade j;

e b;: denota a quantidade do recurso ¢ que se encontra disponivel para alocacao nas

atividades;

e a;;: denota a quantidade do recurso 7 consumido por unidade da atividade j.

Segundo Hillier e Lieberman [33], a Programagao Linear é bastante utilizada no trata-
mento de problemas de alocacao de recursos limitados na execugao de atividades competi-
tivas. Consequentemente, existem muitos algoritmos ou classes de algoritmos para resolver
problemas de Programacao Linear. Um dos mais importantes é o método Simplex que

serd abordado posteriormente, neste capitulo.

2.5.2 Programacgao Linear Inteira Mista

O método de Programacgao Matemadtica escolhido para solucionar a complexidade dos
problemas abordados neste estudo serd a Programacgao Linear Inteira Mista (PLIM).
De acordo com Goldbarg e Luna [28], esse método apresenta grande aplicabilidade e

capacidade de retratar a realidade.

O problema geral de Programagao Linear Inteira Mista considera que algumas variaveis
estdo restritas a assumirem valores inteiros e outras valores continuos (Goldbarg e Luna

[28]).
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2.6 Solucao dos Problemas de Programacao Matema-

tica

Segundo Minoux [46], a busca por métodos de solugao eficazes para os problemas de
Programacao Matematica tem recebido grande atencao durante muitos anos. O desen-
volvimento destes métodos, juntamente com o progresso computacional, tem contribuido

para a obtencao eficiente de solucoes desses problemas.

Os métodos de solugao dos problemas de Programacao Matematica podem ser classifica-
dos de diferentes formas, de acordo com alguns critérios. Uma das classificacoes desses
métodos se refere a garantia ou nao da obtencao de solucoes 6timas para o problema. Os
métodos que garantem a obtencao de solugoes 6timas, na auséncia de erros de arredonda-
mento, sao denominados métodos exatos. Ja os métodos em que esta garantia nao existe,

sao denominados métodos heuristicos.

Os métodos exatos, quando as variaveis sao continuas, utilizam conceitos do Calculo Dife-
rencial, tais como continuidade, diferenciabilidade, suavidade ou convexidade das funcgoes.
Ja quando os problemas de Programacao Matematica possuem apenas variaveis inteiras,
os métodos exatos podem se basear em enumeragoes inteligentes, para as quais, a cada
iteragao, uma parte do dominio de definicao do problema é descartada da investigacao

futura. Este é o caso da Programagao Dinamica e do algoritmo Branch and Bound (Cunha

[15]).

Os métodos heuristicos se baseiam em regras de transicao deterministicas e probabilisticas,
sendo bastante utilizados em problemas para os quais nao se dispoe de algoritmos exatos
eficientes, como, por exemplo, problemas com descontinuidade nas fungoes envolvidas ou
em suas derivadas, problemas em que as func¢oes ou os dominios nao sao convexos ou em

alguns problemas combinatérios (Cunha [15]).

2.6.1 O método Simplex

Um dos métodos exatos, notavelmente eficiente, que é usado rotineiramente para resolver

problemas de Programagao Linear é o método Simplex.
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A idéia basica do método Simplex consiste em resolver repetidamente o sistema de
equacoes lineares a fim de obter uma sequéncia de solugoes bésicas viaveis para o pro-
blema. Cada uma dessas solucoes é melhor do que a sua predecessora. Esse processo se

repete até que seja obtida uma solugao (basica vidvel) 6tima.

Além de encontrar a solugao 6tima, segundo Hillier e Lieberman [33], o método Simplex
também fornece outras informagoes valiosas para analises adicionais do modelo. Como

por exemplo, para a andlise de sensibilidade e para a teoria da dualidade.

A analise de sensibilidade é importante para investigar o efeito do método Simplex sobre
a solugao 6tima, caso os parametros do problema possam assumir outros valores possiveis.
Dessa forma, o objetivo da andlise de sensibilidade é identificar estes parametros, parti-
cularmente sensiveis, para que se possa analisar cuidadosamente o desempenho da solucao

correspondente aos valores utilizados.

A teoria da dualidade foi uma das mais importantes descobertas no inicio do desenvol-
vimento da Programacao Linear. Esta descoberta revelou que todo o problema de Pro-
gramacao Linear tem associado a ele outro problema de Programacao Linear chamado
de dual. As relacoes entre o problema dual e o problema original, denominado primal,
provam ser extremamente uteis de diversas maneiras. Uma delas é que, caso o problema
primal requera mais esforco computacional do que o dual, pode-se resolver o dual no lugar

do primal.

O Simplex, portanto, é um método que resolve grande parte dos problemas de Pro-
gramacao Linear. Entretanto, alguns destes tipos de problemas, que possuem formulacoes
préprias, podem ser resolvidos muito mais eficientemente através de versoes especificas
do método Simplex, as quais exploram suas estruturas especiais. Estas versoes podem
reduzir de maneira significante o tempo computacional requerido para grandes proble-
mas e, as vezes, fazem com que problemas enormes se tornem vidveis de serem resolvidos
pelo computador. Segundo Hillier e Lieberman [33], isto é particularmente verdade para

problemas de transporte, problemas de alocagao e sequenciamento.
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2.6.2 Método de Decomposicao de Benders

Segundo Belfiore et al. [4], os modelos de Programagao Linear Inteira Mista de grande
porte, devido ao grande niimero de variaveis inteiras, sao de dificil resolucao. Para contor-

nar essa dificuldade, uma alternativa seria a implementacao do Método de Decomposicao
de Benders.

Benders [5], em 1962, propds um método exato de decomposigao que pode ser utilizado
para resolver problemas de Programacao Linear Inteira Mista. Nessa abordagem, Benders
define um algoritmo que divide o problema original em dois mais simples, o problema

mestre e o subproblema.

O problema mestre é uma versao relaxada do problema original com um conjunto de
variaveis inteiras, enquanto que o subproblema ¢é o problema original com os valores das

variaveis inteiras temporariamente fixados.

O algoritmo resolve cada um dos dois problemas, mestre e subproblema, de forma iterativa,

baseando-se na aplicacao dos seguintes conceitos:

e Projecao:

Considere um problema descrito como:

i 2.14
jmin - f(z,y) (2.14)
sujeito a  g(x,y) > 0 (2.15)

que envolve a otimizagao sobre o espago das variaveis x e .

A projecao sobre o espaco das varidveis y é definida como:

min - Q(y) (2.16)
onde:
Qy) = min  f(z,y) (2.17)

sujeito a  g(z,y) > 0 (2.18)
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e Dualidade:

Segundo Hilllier e Lieberman [33], define-se dualidade através do par de problemas

de Programacao Linear abaixo:

Problema primal:

min 'z (2.19)
x>0
sujeitoa Az > b (2.20)
Problema dual:
max u’b (2.21)
u>0
sujeitoa u’A < cF (2.22)

Pelo teorema da dualidade, se um dos problemas (primal ou dual) tem uma solugao
otima finita entao o outro também tem solucao finita e os valores das respectivas

funcoes objetivo sao iguais.

Por outro lado, se um dos problemas ¢ ilimitado o outro nao tem solucao viavel.

e Pontos extremos e raios extremos:

Considere o politopo convexo C' = {u : Au = b,u > 0}, onde A é uma matriz de
dimensao m X n, com posto igual a m, e b é um vetor de dimensao m. Um politopo

convexo limitado é denominado de poliedro.

Um ponto extremo do politopo C' ou do poliedro é qualquer ponto u € C que nao

pode ser expresso como uma combinacao convexa de outros pontos p € C, com
p# u.
Todo ponto extremo ou vértice de um politopo corresponde a uma solucao basica
viavel.
Se o politopo for ilimitado, existe uma direcao extrema ou vetor v > 0 que é deno-
minado de raio extremo.

e Relaxacao:

A relaxacao é uma forma de resolver problemas de grande porte, onde o nimero de

pontos extremos e raios extremos ¢ muito grande. Neste processo, o problema passa
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a nao considerar todas as restri¢oes inicialmente definidas. Dessa forma, o dominio

do problema original ¢ um subconjunto do dominio do problema relaxado.

Com base nesses conceitos, considere o seguinte problema de Programacao Linear Inteira
Mista descrito de acordo com (2.14) e (2.15):

: T T

d 2.23

setoapazo C Y (2:23)
sujeitoa Ax+ By > b (2.24)

Utilizando o conceito de projecao, o problema completo de minimizagao, parametrizado

pelas variaveis y, pode ser escrito da seguinte forma:

. T
Jnin - dy+ Qy) (2.25)

Fixando os valores das varidveis y, Q(y) é definido como:

Qy) = m>151 'z (2.26)
sujeitoa Az > b— By (2.27)

Este problema de Programacao Linear é denominado subproblema de Benders.

Pelo teorema da dualidade, tem-se o subproblema dual dado por:

Q(y) = max u'(b— By) (2.28)
sujeito a  ufA < (2.29)

Onde, u” é um vetor que representa as varidveis duais.
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O conjunto de restri¢oes (2.29) define uma regiao viavel para o problema que nao depende

de y. Esta regiao é um politopo convexo independente de y, C' = {u : uT A < ¢, u > 0}.

Este politopo podera ser limitado, supondo ser um poliedro com p pontos extremos,
w!'(p =1,...,P), ou um politopo convexo nao limitado com p pontos extremos, wu] (p =

1,...,P), e s raios extremos, vl (s =1,...,9).

De acordo com Minoux [46], para aplicar a técnica de particionamento sugerida acima, as
variaveis y nao podem ser escolhidas arbitrariamente. Sendo necessario pelo menos que o
subproblema primal @(y) tenha um conjunto de solugdes nao vazio e, consequentemente,

o subproblema dual seja limitado.
Para expressar essa condigao, utiliza-se o teorema de Farkas e Minkowski [46]:

Q(y) tem uma solucao = > 0 se e somente se u? (b — Bjj) < 0 para todo u para o qual
ul'A <0.

Analogamente:

e se vl (b— By) > 0, para algum s, entdo a solucao do subproblema dual ¢ ilimitada
e, consequentemente pelo teorema da dualidade, o subproblema primal nao possui

solugao viavel. Ocorrendo o mesmo para o problema original, com o valor de y dado;

e se vl (b— By) <0, para todo s, entao o subproblema dual tem solugdao 6tima finita

e o subproblema primal também possui solucao finita.

Dessa forma, todo valor de y deve satisfazer a condicao:

vI'(b— By) <0 para (s=1,...,5) (2.30)

O problema completo de minimizacao pode entao ser escrito usando o teorema da duali-

dade:

in [d" T(b— By):uTA <" 2.31
Jmin - [dy + max {u” (b= By) s utA < 7] (2.31)
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Como a solucao 6tima de um problema de programacao linear corresponde a um vértice
da regiao viavel, o subproblema dual pode ser resolvido por enumeragao e escrito de uma

maneira diferente:

Q(y) = max ug(b — By) para (p=1,...,P) (2.32)

u>0
Dessa forma, o problema linear pode ser reescrito como:
i g "(b—B =1,...,P 2.
Join |y + max {u, (b= By)}| para (p=1,... P) (2.33)
Assumindo que os valores de y devem satisfazer a condicao (2.30) e adicionando e definindo

a varidvel auxiliar o como o menor limite superior de Q(y), o problema inicial geral passa

a ser equivalente ao problema linear inteiro misto denominado de problema mestre:

i 2.34

nin, b0 (2.34)

sujeito a  dly + ﬂg(b — By) <y para (p=1,...,P) (2.35)

vI(b—By) <0 para (s=1,...,5) (2.36)

Yo > 0 (2.37)

Onde, 1o é uma variavel escalar maior ou igual a cada dTy—i-ug(b—By), parap=1,..., P,

e, consequentemente, maior ou igual ao maior valor deles. Como a funcao objetivo do
problema mestre, (2.34), é minimizar o, pelo menos uma restrigao (2.35) estard ativa na

solugao étima.

Assim, as restrigoes (2.35) do problema mestre definem a fungao de Q(y) do problema
original. Logo, o problema mestre, escrito em funcao das variaveis y e yg, também é

equivalente ao subproblema e os valores das fungoes objetivo coincidem na solugao 6tima.

O conjunto de restri¢oes (2.35) e (2.36) pode ter grandes dimensdes. Entretanto, segundo

Minoux [46], o nimero de restri¢oes ativas na solugao 6tima nunca excede m + 1, onde
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m é o numero de varidveis y. Portanto, utilizando o principio da programagao linear
generalizada (geracao de restri¢oes), o problema mestre pode ser resolvido considerando
explicitamente um nimero relativamente pequeno dessas restricoes. O problema formado
a partir de um subconjunto das restricoes do problema mestre é denominado problema
mestre relaxado. O procedimento de geracao de restrigoes para o problema mestre rela-

xado consiste no algoritmo Simplex aplicado ao subproblema dual Q(y).

Resumidamente, o algoritmo de Benders baseia-se nos seguintes passos:

e Passo 1)

Inicialmente, atribui-se valores arbitrarios para as variaveis y.

e Passo 2)

Para testar a viabilidade dos valores de y, resolve-se o subproblema dual, substi-

tuindo tais valores em Q(y).

e Passo 3)

Se o subproblema dual possuir solugao 6tima limitada, com os valores de y, acha-se

ﬂg. Neste caso, duas situacoes podem ocorrer:

— a restricao d'y + ﬂg(b — By) < gy, é atendidada para os atuais valores de y e
Yo do problema mestre relaxado. Consequentemente, (¢, 4y) é solugdo para o

problema mestre e o algoritmo termina;

— a restricao d'y + ﬁg(b — By) < yo nao é atendidada para os atuais valores de
y e yo do problema mestre relaxado. Consequentemente, (¥, ) nao é solugao
para o problema mestre. Dessa forma, adiciona-se uma restricao do tipo d%y +
ﬂZ(b—By) < yo ao problema mestre relaxado, com os valores de ug encontrados

no subproblema dual.

Se o subproblema dual possuir solucio ilimitada, com os valores de y, acha-se v7,
tal que o1 (b — By) > 0. Dessa forma, a restrigao vl (b — By) < 0 nao é valida
para o atual valor de y do problema mestre relaxado. Consequentemente, (7, o)
nao é solugao para o problema mestre. Dessa forma, deve-se adicionar a restrigao
o7 (b — By) < 0 ao problema mestre relaxado, com os valores de v! encontrados no

subproblema dual.

Cada nova restricao adicionada ao problema mestre relaxado é denominada de corte
de Benders.
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e Passo 4)

Resolve-se o problema mestre relaxado com as restricoes adicionais definidas pelo

passo anterior.

Com a determinagao dos novos valores das variaveis y, retorna-se ao passo 2.

Dessa forma, cada iteragao do Método de Benders consiste em resolver o problema mestre
relaxado e obter a solugao 6tima para y. Esta solugao encontrada no problema mestre
relaxado é enviada ao subproblema dual, que gera um novo ponto extremo ou um novo

raio extremo para o problema.

Conclui-se, portanto, que, por se tratar de um problema com um nimero menor de
restricoes do que o problema mestre, o problema mestre relaxado é um limite inferior
para a fungao objetivo do problema original. Ja o subproblema, desde que tenha solugao
viavel para um determinado valor de y, representa um limite superior para o problema

completo de programacao linear inteira mista.

Assim, cada iteragao do método visa diminuir o valor do gap, ou seja, a diferenca entre
os dois limites. Ao final do processo, os limites, superior e inferior, convergirao para a

solugao 6tima do problema original de Programacao Inteira Mista, caso exista.

2.7 Solucao dos Problemas de Sequenciamento em

Projeto com Restricao de Recursos

Durante quatro décadas, desde os pioneiros trabalhos de Kelley e Walker [36] e Wiest [64],
até os dias atuais, muitos pesquisadores tem se dedicado a investigacao dos Problemas de

Sequenciamento em Projeto com Restrigao de Recursos (Oguz e Bala [49]).

A Otimizacao Combinatoria estuda problemas que sao caracterizados por um ntmero
finito de solugoes possiveis. Embora, em principio, a solugao 6tima para um problema
finito possa ser encontrada por simples enumeracao, na pratica esta tarefa é frequente-
mente impossivel, especialmente para problemas de tamanho realistico, onde o niimero

de solugoes possiveis pode ser extremamente alto (Blazewicz et al. [6]).
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Devido a complexidade dos PSPRR, muitos autores desenvolveram procedimentos heuris-
ticos para solucioné-los, como explicita Valls et al. [61]. Os estudos mais antigos nesssa
linha apareceram na década de 60, realizados por Wiest [65] e Fendly [23]. Desde entao
muitos outros surgiram, como os propostos por Boctor [8], Oguz e Bala [49] e Kolisch e
Sprecher [40]. Oguz e Bala [49], por exemplo, propdem um algoritmo de busca usando
sub-gradientes e técnicas de busca n-dimensionais. Estes métodos de busca encontram

um minimo local, e nao conseguem garantir um minimo global.

Para superar algumas das desvantagens dos métodos de busca, tem sido frequentemente
utilizadas heuristicas como o Simulated Annealing, os algoritmos Genéticos e o Busca

Tabu. Nesse campo, Icmeli e Erenguc [34] apresentam um algoritmo Busca Tabu.

Segundo Kolisch [39], grande parte das heuristicas existentes emprega regras de priori-
dades para sequenciar as atividades, as quais permitem solucionar conflitos de recursos
através da execucao de atividades com mais alta prioridade, no tempo mais cedo de dis-
ponibilidade do recurso restrito. Mas, embora tenham sido elaboradas muitas regras de
prioridade, de acordo com Boctor [8], nao hé regras que dominem outras ou sejam execu-
tadas com o desempenho constantemente melhor do que de outras regras. Os softwares
comerciais de administracao de projetos, como por exemplo Primavera, empregam, usu-
almente, regras simples de prioridade para resolverem os problemas de sequenciamento.
Além disso, sistemas comerciais permitem ao usuario definir suas proprias regras. Conse-
quentemente, os gerentes devem saber sob quais condicoes a aplicabilidade das regras de

prioridade gerara bons resultados.

Uma revisao mais completa da literatura e a compreensao das heuristicas podem ser vistas

em Davis e Patterson [17].

Ja autores como Schrage [58], Fisher [24], Christofides et al. [14] e Kolisch et al. [41],
apresentam o desenvolvimento de algoritmos exatos para os PSPRR. Dentre os quais,
destacam-se os procedimentos baseados na técnica Branch and Bound, afirma Brucker et
al. [10]. De acordo com Oguz e Bala [49], Pritsker et al. [56] formularam o primeiro mo-
delo de Programacao Inteira. Nos procedimentos exatos, um dos maiores inconvenientes
é que o numero de variaveis do modelo cresce muito rapidamente com o tamanho do
problema. No entanto, numerosas abordagens para resolver certas versoes dos problemas
de sequenciamento tém sido desenvolvidas por diversos autores. Dentre os mais compe-

titivos, segundo Valls et al. [61], estao os propostos por Brucker et al. [10] e Mingozzi et
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al. [45]. Entretanto, segundo Klein e Scholl [38], somente problemas de pequena e média

instancias, entre trinta atividades, sao resolvidos de maneira satisfatoria.

2.8 Comentarios

Grande parte dos problemas em administracao de projetos esta relacionada a atribuicao e
distribuicao de recursos limitados entre as diversas atividades que compoem um projeto.
Na pratica, normalmente, as quantidades disponiveis dos recursos necessarios nao sao su-
ficientes para executar todas essas atividades nos seus menores tempos de processamento.
Neste caso, deve-se determinar a melhor sequéncia de execucao das atividades de tal ma-
neira que os recursos disponiveis sejam alocados de forma 6tima, ou seja, minimizando o

tempo total de execugao e considerando as limitagoes de recursos.

Os diagramas, grafos e modelos sao ferramentas matematicas indispensaveis para uma boa
representacao e compreensao dos problemas reais. A utilizacao dessas ferramentas, bem
como de um método capaz de resolver tais problemas, torna possivel garantir a tomada

de decisao que maximize a eficiéncia da execucao de todo o projeto.



Capitulo 3

O Problema de Sequenciamento em

Projeto com Restricao de Recursos

3.1 Introducao

Devido a importancia dos modelos matematicos, principalmente no contexto estudado,
as proximas secoes deste capitulo apresentam alguns problemas relevantes da literatura,

modelados pela Programacao Matematica.

3.2 Modelos para o Problema de Sequenciamento em

Projeto com Restricao de Recursos

Varios modelos de Programagao Matemaética sao propostos para o Problema de Sequenci-
amento em Projeto com Restricao de Recursos (PSPRR) - Resource Constrained Project
Scheduling Problem (RCPSP), como por exemplo em, Artigues et al. [2], Balas [3], Debla-
ere et al. [21], Brucker e Knust [9], Carlier e Néron [11], Mingozzi et al. [45], Christofides
et al. [14], Oguz e Bala [49] e Klein e Scholl [38].

Este problema é constituido, genericamente, por um conjunto de atividades, N = {1,2,...,

n}, e de recursos renovaveis, R = {1,...,m}. Cada tipo de recurso k € R esta disponivel

30
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em uma quantidade constante de Rj unidades. Cada atividade i € N necessita de uma
quantidade constante g;, de unidades do recurso k para ser executada. A atividade i é
executada em p; unidades de tempo sem ser interrompida, ou seja, a restricao de nao
preempcao deve ser respeitada. Os valores de Ry, gix € p; sdo nao negativos. As relagoes
de precedéncias sao definidas entre as atividades. O objetivo é determinar a data de inicio

t; para cada atividade ¢ do projeto, tal que:

e a quantidade de cada tipo de recurso utilizada, durante um determinado periodo de

execucao, seja menor ou igual a quantidade total disponivel deste recurso;
e todas as relagoes de precedéncia sejam satisfeitas;

e 0 makespan Cp.x = max) ; C; seja minimizado, onde C; = t; + p; é a data de

conclusao (término) da atividade i.

A seguir serao apresentados alguns conceitos e modelos de Programacao Matematica

propostos na literatura para variacoes do PSPRR.

3.2.1 Artigues et al.

Artigues et al. [2] propoem uma formulagdo para o Problema de Sequenciamento em
Projeto com Restrigao de Recursos (PSPRR), a qual, segundo os préprios autores, é uma

extensao do modelo matematico classico do problema de sequenciamento do Job Shop:

Dados do problema:

e N={1,...,n} é o conjunto das atividades i do projeto;

e R={1,...,r} é o conjunto dos k recursos renovaveis.

Cada recurso k € R tem uma capacidade finita Ry.

Cada atividade i € N requer uma quantidade nao negativa ¢;, do recurso k € R para ser

executada e tem a duracao de p; unidades de tempo.



3.2.1 - ARTIGUES et al. 32

As restricoes de precedéncia entre as atividades do projeto sao modeladas por um conjunto
de arcos E, tal que se (i,j) € E, significa que a atividade j tem que comegar depois que

a execucao da atividade 7 for finalizada.

Variaveis de decisao:

o t ={ty,...,t,}, onde t; é a data de inicio da atividade 7.

A dificuldade do PSPRR resulta da restrigao de limitacao de recursos, impedindo que
algumas atividades, que necessitam do mesmo recurso, comecem a ser executadas simul-
taneamente. Essa restricao pode ser especificada definindo que uma unidade de recurso
dada nao pode ser alocada, ao mesmo tempo, para mais de uma atividade. Assim, em
uma solugao viavel, uma unidade do recurso alocada para uma atividade ¢ tem que ser

transferida diretamente, apds a sua execucao, para uma unica atividade j.

Desse modo, desde que todas as unidades do mesmo recurso sejam equivalentes, deve-se
saber o numero de unidades transferidas diretamente de uma atividade para outra. Assim,

definem-se duas outras variaveis de decisao do problema como sendo:

® fijk, o numero de unidades do recurso k transferidas diretamente da atividade ¢ para

a atividade j;

e y;;, uma variavel bindria, fixada em 1, se a atividade j é restringida a comecar depois

da completa execucao da atividade i, e igual a 0, caso contrario.

Além disso, s =0 et =n+ 1 sao duas atividades ficticias tal que gg. = @ = R, Vk € R
eps=p:=0.

My e M5 sao dois nimeros inteiros grandes arbitrarios.
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Modelo:

minimizar  C),uz (3.1)
sujeito a Coae > ti+p;i VieN (3.2)
gy = 1 ¥ (i,j) € E (33)
> fik = am VieNU{s},YkeR (3.6)
JENU{t}
> fuk = aie VieNU{th,VkeR (3.7)
1ENU{s}
t;, >0 Vie N (3.8)
fije >0 Vie NU{s},Vje NU{t},VkeR (3.9)
vi; € {0,1} Vie NU{s},Vje NU{t} (3.10)

A funcao objetivo (3.1) é o critério de otimizagao do problema, ou seja, é minimizar o
makespan. As restri¢oes (3.2) dao a expressao do makespan. As restrigoes (3.3) garantem
as relagoes de precedéncia entre as atividades do projeto. As restrigoes (3.4) sdo restrigoes
disjuntivas que impedem que duas atividades, relacionadas através de uma unidade de
recurso, sejam executadas simultaneamente. As restrigoes (3.5) descrevem a relagao entre
as variaveis fi;, e v;;, que implica em y;; = 0, fi;x = 0,V k € R. As restri¢bes (3.6) e (3.7)
expressam que o fluxo do recurso k que entra e que sai de uma atividade deve ser igual
a capacidade requerida desse recurso (propriedade de conservacao do fluxo). O dominio

das varidveis t;, f;jx € yi; é representado pelas restricoes (3.8), (3.9) e (3.10).

3.2.2 Balas

A formulagao apresentada por Artigues et al. [2], baseada no conceito do grafo disjuntivo
do problema do Job Shop, foi inspirada nas idéias propostas por Balas [3], em 1967. Nesse
contexto, Balas [3] afirmou que se hd somente uma maquina de cada tipo, duas atividades,
1 e J, que necessitam da mesma maquina, nao podem ser executadas simultaneamente.

Para evitar essa possibilidade, o par de arcos disjuntivos, (i,7),(j,4), é adicionado ao
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grafo original do problema, criando, assim, o grafo disjuntivo. Considerando a selecao
de exatamente um arco de cada par dos arcos disjuntivos, juntamente com o conjunto
de arcos fixos, que representam as relagoes de precedéncia entre as atividades do projeto,
pode-se propor uma solucao viavel para o problema original. O problema passa a ser
entao selecionar o conjunto de arcos disjuntivos, tal que o tempo total de execucao do
projeto seja minimizado. Posteriormente, essa idéia foi generalizada para os Problemas de
Sequenciamento em Projeto com Restricao de Recursos. Porém, nestes casos, raramente a
quantidade de recursos disponivel é igual a uma unidade e duas atividades, que necessitam
de um mesmo recurso, nao sao, necessariamente, incompativeis. KEssas condigoes, no
entanto, modificam a complexidade do problema original, bem como a implementacao de

algoritmos de solucao.

3.2.3 Deblaere et al.

Deblaere et al. [21], assim como Artigues et al. [2], consideram as restrigoes relativas ao
fluxo de recursos. Porém, as restri¢ao de fluxo (3.6) e (3.7), apresentadas por Artigues
et al. [2], sdo substituidas formalmente por outras quatro, na formulagdo proposta por
Deblaere et al. [21]:

> fur =R VEER (3.11)
JENU{t}

Z fz-jkzq,;k ViEN,VkZGR (3.12)
JENU{t}

> fuk=am VIENVEER (3.13)
1ENU{s}

Z Juk = By VEER (3.14)
1ENU{s}

As restrigoes (3.11) e (3.14) garantem que, para todo o tipo de recurso k € R, o somatério
de todo o fluxo que sai da atividade inicial s é igual ao somatorio de todo o fluxo que
chega na atividade final . Ambos os somatorios sao iguais a quantidade total do recurso

disponivel, Rj.

J& as restrigoes (3.12) e (3.13) expressam que, para todo o tipo de recurso k € R e para
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toda atividade i, tal que 7 # s e i # t, o somatério do fluxo que entra nessa atividade deve
ser igual ao somatério do fluxo que sai (propriedade de conservacao do fluxo). Ambos
os somatoérios devem ser iguais a quantidade de recurso necessaria para executar essa

ativiadade.

Dessa forma, irao existir no problema, além das relacoes de precedéncia originais, outras

relacoes de precedéncia impostas pelo fluxo de recursos.

3.2.4 Brucker e Knust

A formulagao de Brucker e Knust [9] considera que o horizonte de planejamento pode ser
dividido em sucessivos intervalos de tempo e que as atividades de um projeto podem ser
particionadas. As partes de atividades diferentes podem ser executadas silmultaneamente
ou sequencialmente dentro de um mesmo intervalo de tempo, desde que nao ultrapasse
a sua duracao. Porém, as partes de uma mesma atividade, desde que estejam dentro
de um mesmo intervalo, sé podem ser executadas sequencialmente. O tempo total de
processamento e a quantidade disponivel e necessaria de recurso para a execucao de cada
atividade sao definidos anteriormente no projeto. Janelas de tempo, com as datas de inicio
e término para as atividades serem processadas, também sao dados. O problema consiste
em determinar quais as partes das atividades que poderao ser executadas simultaneamente
dentro de um mesmo intervalo, obedecendo as restrigoes de recursos e precedéncia e

minimizando o tempo total do projeto.

Brucker e Knust [9] propoem uma maneira de calcular o limite inferior para o Problema de
Sequenciamento em Projetos com Restrigdo de Recursos (PSPRR) baseada na formulagao

de Programacao Linear proposta por Mingozzi et al. [45].

Na formulagao feita por Mingozzi et al. [45], a execugdo das atividades que compdem
um projeto pode ser interrompida, ou seja, a condigao de preempcao é permitida. As

restricoes de precedéncia sao parcialmente relaxadas e tratadas como disjuncao.

O método de célculo do limite inferior é do tipo destrutivo, ou seja, tenta-se encontrar o
limite inferior pelo caminho inverso. Sendo 7" um valor inicial para o limite superior, tenta-
se provar a inexisténcia de um sequenciamento preemptivo com o makespan Cee < T.

Comprovando a inviabilidade do problema preemptivo, 7'+ 1 serd o valor do limite inferior
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para o PSPRR.

Brucker e Knust [9] e Mingozzi et al. [45] associam uma variavel artificial a cada subcon-
junto de atividades que podem ser executadas simultaneamente sem violar as restri¢oes de

recurso e precedéncia. Isso permite a formulacao de Programacao Linear para o problema.

Dados:

n denota o nimero de atividades do projeto;

o [} = {[t1,ta],...,[ti_1,t:]} é o conjunto dos [ = {1,..., L} sucessivos intervalos de

tempo de comprimento igual a t; — t;_1;

e N, é um subconjunto j = {1,...,n;} de atividades que podem ser executadas
simultaneamente no intervalo [ = {1,..., L}, ndao havendo restrigdes de precedéncia

ou disjuncoes entre elas e respeitando as restricoes de recursos;

e N; é o conjunto de todos os subconjuntos vidveis N; que podem ser executados no

mesmo intervalo I;.

A cada subconjunto N;; é associado um vetor de incidécia a!' € {0,1} definido por:

0 caso contrario.

jl:{l se i € Ny,
Variaveis de decisao:
e u;, variavel artificial para [ = {1,..., L};

e p;;, nimero de unidades de tempo para que todas as atividades do subconjunto Ny

sejam executadas simultaneamente.
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Modelo:
L
minimizar Zul (3.15)
=1
L n .
sujeito a ZZaglpﬂ > i Vi=1,...,n (3.16)
I=1 j=1
ng
—Zpﬂ—l—ulZ—tl—i—tl_l \V/lzl,,L (317)
j=1
pi >0 Vi=1,...,LYj=1,....n  (3.18)
w >0 Vi=1,...,L (3.19)

As restrigoes (3.16) garantem que todas as atividades i serdo executadas em pelo menos
p; unidades de tempo. Ou seja, todas as atividades serao executadas completamente. As
restrigoes (3.17) asseguram que o tempo da execugao das atividades sequenciadas dentro
do intervalo I; nao excede o comprimento desse intervalo. As restrigdes (3.18) e (3.19)

definem o dominio das variaveis.

Uma solucao ird existir para a viabilidade do problema preemptivo se e somente se a
Programacao Linear tiver uma solugao étima de valor igual zero, com todos os valores
das variaveis artificiais uv; também iguais a zero. Se o valor 6timo da fungao objetivo for
maior do que zero, o problema preemptivo serd inviavel e o valor da funcao objetivo mais

um sera o limite inferior para o PSPRR.

3.2.5 Carlier e Néron

Carlier e Néron [11], assim como Brucker e Knust [9], propéem um método destrutivo

para calcular o valor do limite inferior para o PSPRR.

Esse método possibilita provar que nao existe nenhuma solucao viavel com o valor do
makespan menor ou igual a um dado valor do limite superior. Assim, o limite superior,

acrescentado de uma unidade, passa a ser o limite inferior do makespan.

A formulagao de Carlier e Néron [11] também considera que o horizonte de planejamento



3.2.5 - CARLIER E NERON

38

pode ser dividido em sucessivos intervalos de tempo e que as atividades de um projeto

podem ser particionadas. As partes das atividades sao executadas em intervalos conse-

cutivos de tempo. A quantidade total de recurso disponivel, bem como os tempos de

processamento e as quantidades de recurso para cada atividade, sao valores definidos no

inicio do projeto.

A seguir sera apresentado o modelo proposto por Carlier e Néron [11] que é semelhante

ao do Brucker e Knust [9]:

Dados do problema:

e 1 denota o nimero de atividades do projeto;

o [} ={[t1,ta],...,[ti_1,t:]} é o conjunto dos | = {1,..., L} sucessivos intervalos de

tempo de comprimento igual a t; — t;_1;

e h={1,...,H} é o conjunto dos Limites Lineares Inferiores (LLI).

Variaveis de decisao:

e t;, data de inicio de cada intervalo [;

e p;;, tempo de processamento da parte da i-ésima atividade executada no intervalo

de tempo I;.

Modelo:

minimizar ;4

sujeito a

LL[h(P117P217-~-

IN

A

v

~+
=

Di

liv1 — 1
tiv1 — 1
0

=0

Vi=1,...,n (3.21)

Vi=1,...n¥i=1,.. L (322
Vi=1,...,L,¥h=1,....H (3.23)
Vi=1l,..nVi=1,. .. L (3.24)
St <t3<...<tr41 ( )

(3.26)

outras restrigoes lineares
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A fungdo objetivo (3.20) é minimizar a data de término do projeto. De acordo com a
restrigao (3.21), todas as atividades sdo executadas completamente, ou seja, o somatério
de todas as partes executadas da atividade ¢ ¢é igual ao tempo total de processamento
dessa atividade. A restri¢do (3.22) considera que o tempo de processamento da parte da
i-ésima atividade, executada dentro do intervalo [t;,#;41], ndo pode ser maior do que o
tamanho deste intervalo. A restri¢ao (3.23) define que o intervalo [, de tamanho t;,1 — t;,

determina um LLI para o problema.

Analisando o modelo proposto, a restrigao (3.21) estabelece que o somatério de todas as
partes que compoem uma atividade 7 é igual a p;, tempo total de execucao dessa atividade.
Esse tempo de processamento esta relacionado com a quantidade de recurso utilizada para
a execucao da atividade ¢, nao variando durante o processo. Assim, conclui-se que tanto
a quantidade total de recurso disponivel quanto a quantidade de recurso alocada a cada

atividade sao definidas no inicio da formulagao do problema.

Como descrito anteriormente, Calier e Néron [11] propoem que, caso exista o valor étimo
obtido na resolucao do modelo, este serd um limite inferior para o valor do makespan do
PSPRR.

3.2.6 Christofides et al.

Segundo Christofides et al. [14], se ndo houvesse a restri¢ao relativa ao recurso em um
problema de sequenciamento, este poderia ser resolvido por técnicas como PERT/CPM.
Porém, a introducao dessa restricao muda o problema, aumentado o seu grau de di-
ficuldade, sendo necessaria a utilizagao de técnicas de Programacao Matematica mais

elaboradas.

O Problema de Sequenciamento em Projeto com Restricao de Recursos pode ser formu-

lado, de acordo com Christofides et al. [14], como:

minimizar ¢, + 1 (3.27)
sujeitoa  t;—t; > p; ¥V (i,j) € E (3.28)
daw <R Vi=1,..LVk=1,.. K (3.29)

N,
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onde:

n: denota o nimero de atividades do projeto;

t;: denota a data de inicio da i-ésima atividade;

E={@Gj):i=0,1,...,n,5=1,...,n+1, i # j, i < j}: representa o conjunto

de indexadores de pares de atividades cuja precedéncia é pré-estabelecida;

p;: denota o tempo de execucao da i-ésima atividade;

¢irx: denota a quantidade do recurso k utilizada na i-ésima atividade;

e N, é o conjunto de atividades processadas no intervalo [ = {1,..., L};

r: denota os diferentes tipos de recursos renovaveis presentes no projeto;

Ry: denota a quantidade maxima disponivel do k-ésimo recurso.

Esses autores assumem que o tempo de execugao de cada atividade é conhecido e inde-
pende do momento em que a atividade é realizada. As quantidades de recursos também
sao constantes conhecidas. O mesmo ocorre com a quantidade total disponivel de cada
tipo de recurso. Finalmente, os tempos de setup sao insignificantes ou sao incluidos nos

tempos de execucao.

Posteriormente, devido as limitagoes computacionais do modelo anterior, Christofides et

al. [14] apresentam ainda uma formulac¢do de Programacao Inteira para o problema:

L
minimizar Z 1Y (3.30)
=1
L
sujeito a Zyil =1 Vi=1,...,n (3.31)
=1
L
Silyp—va) >p V(ij)€EE (3.32)

Sar( DY) SR Vhk=1...nVIi=1..L (333)

ya € {0,1} (3.34)
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onde:

{ 1 se a atividade ¢ comeca no intervalo [,
Y =

0 caso contrario .

A funcao objetivo (3.30) é minimizar o tempo total de execugao do projeto. As restrigoes
(3.31) indicam que cada atividade deve comegar somente uma vez. As restri¢oes (3.32)
garantem que as relagoes de precedéncia entre duas atividades sejam respeitadas e as res-
trigoes (3.33) garantem que as limitagoes referentes as quantidades de recursos utilizadas

sejam respeitadas.

Uma formulacao de Programacgao Linear é proposta para o problema inteiro original,
relaxando as restrigoes de integralidade (3.34) e adicionando, posteriormente, novas res-
trigoes na respectiva formulagao linear relaxada (planos de corte). Outras relaxagoes
também sdo propostas para as restrigoes (3.33) da formulagao inteira, com a introdugao

de multiplicadores de Lagrange (relaxacao Lagrangeana).

3.2.7 Oguz e Bala

Oguz e Bala [49] propoem uma formulac¢ao para o PSPRR bem préxima da apresentada
por Christofides et al. [14]. Porém, acrescentam a cada restri¢ao, limites inferiores e

superiores para as datas de execucao das atividades.

Tal formulagao também ¢é modificada por uma equivalente, a fim de reduzir o nimero

total de varidveis do problema.

3.2.8 Klein e Scholl

Klein e Scholl [38] apresentam alguns conceitos para limites inferiores do PSPRR, baseados
em aproximagoes feitas por Christofides et al. [14], Mingozzi et al. [45] e Brucker et al.
[10]. Klein e Scholl [38] consideram uma reformulagdo do PSPRR baseada em todos
os subconjuntos viaveis de atividades, ou seja, todas as combinacoes de atividades, as

quais podem ser executadas simultaneamente, sem violar as restrigoes de precedéncias
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e recursos. Essa reformulagao relaxa a restricao de nao preempcao, permitindo que a
execucao das atividades seja interrompida. Desde que o nimero de subconjuntos vidveis
cresga exponencialmente com o nimero de atividades, o esforgo computacional é muito

grande, embora a qualidade dos limites obtidos seja satisfatéria.

3.3 Contribuicoes complementares

Os problemas estudados pelos autores citados na se¢ao 3.2 deste Capitulo consideram, de
maneira semelhante, que tanto o valor do tempo de processamento de cada atividade do
projeto, bem como da quantidade de recurso utilizada na sua execugao, sao constantes
conhecidas a priori. Como constata Konstantinidis [42], essas condigoes sao usuais em

muitos outros trabalhos e publicacoes.

Por outro lado, segundo Poder et al. [55], em muitas aplicagbes concretas, as quantidades
de recursos consumidas e, consequentemente, os tempos de execucao das atividades sao

raramente constantes.

Dessa forma, o modelo proposto a seguir para o PSPRR, bem os casos gerais apresentados
em Dauzere-Perés et al. [16], Poder et al. [55] e Pinedo [54], consideram o tempo de
execugao da atividade ¢ como sendo uma varidvel continua, ou seja, podendo variar em

funcao da quantidade de recurso alocada.

Dauzere-Perés et al. [16] definem o tempo de execucao da atividade 7 utilizando o recurso
k como sendo p;r. Cada atividade pode utilizar mais de um tipo de recurso e o maior
tempo de execucao definird o tempo total de conclusao de uma atividade. Ou seja, P; é

o tempo total de execucao da atividade ¢, onde P; = max p;.

Em Poder et al. [55], cada atividade ¢ é particionada e composta por uma sequéncia
de n consecutivos intervalos iy, is,...,%7,. Cada intervalo da atividade ¢ é definido por
um tempo de execucao minimo, p, um tempo de execucao maximo, p, e uma funcao que

representa a relagao entre a quantidade de recurso alocada e o tempo, R(t).

Pinedo [54] considera que o tempo de execucao de uma atividade é uma fungao linear da

quantidade de recurso alocada. Ou seja, quanto mais recurso alocado, menor sera o tempo



3.3 - CONTRIBUIGOES COMPLEMENTARES 43

de execucao da atividade. Ele considera ainda que existem, para cada atividade, um tempo
de execucao minimo, p;; € um tempo de execugao maximo, p,. Ambos correspondem,
respectivamente, a uma quantidade de recurso alocada maxima, g;, e a uma quantidade de
recurso alocada minima, q,- O coeficiente de reducao do tempo de execucao da atividade

1 em funcao da quantidade de recurso alocada é definido por a;, onde:

Alguns dos conceitos e defini¢oes considerados a seguir podem ser fundamentados a partir
dos exemplos apresentados anteriormente em Dauzere-Perés et al. [16], Poder et al. [55]
e Pinedo [54]. Porém, o contexto de aplicagdo de tais conceitos e definigdes passa a ser
bastante especifico. Pois, a formulagao proposta se refere especificamente ao Problema de

Sequenciamento em Projeto com Restrigao de Recursos (PSPRR).

A nova formulagao proposta generaliza o problema estudado por Artigues et al. [2],

considerando adicionalmente:

e as restrigoes apresentadas em Deblaere et al. [21];

e a determinacao dos melhores tempos de execucao das atividades em funcao da

alocacao dos recursos disponiveis.

Essa relacao é nao linear, ou seja, o tempo de execugao, p;r, de uma atividade ¢ é inver-

samente proporcional ao aumento da quantidade, g;, de recurso k alocada.

Em Vieira [62], uma relagao nao linear entre o tempo de execucao e a quantidade de
recurso alocada para cada atividade foi linearizada, aproximando-se a curva por uma
secante unica. No entanto, este procedimento gera imprecisoes relevantes ao problema,

fornecendo solugoes muitas vezes bastante diferentes da solucao étima exata.
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3.4 Conclusao

Os problemas de sequenciamento classificados como PSPRR sao problemas relevantes da
literatura que motivam diversos autores. Devido, porém, a complexidade e dificuldade de
resolucao de tais problemas, muitas variagoes da formulagao original podem ser observa-

das.

Balas [3] introduz uma abordagem diferente, considerando que as atividades, que inicial-
mente poderiam ser executadas simultaneamente, nao podem ser realizadas plenamente
em paralelo, mesmo que nao existam relagoes de precedéncia entre elas. Isso porque tais
atividades compartilham o mesmo recurso. Essa abordagem foi considerada em muitas

outras formulagbes, como por exemplo, a apresentada por Artigues et al. [2].

A formulagdo proposta por Artigues et al. [2] considera ainda o PSPRR como um pro-

blema de fluxo. O que também pode ser constatado em Deblaere et al. [21].

Brucker e Knust [9], assim como, Carlier e Néron [11], Mingozzi et al. [45], Christofides
et al. [14], Oguz e Bala [49] e Klein e Scholl [38] modificam a formulagdo do problema

original relaxando algumas restricoes.

Brucker e Knust [9], Carlier e Néron [11], Klein e Scholl [38] também propoem o célculo

de limites inferiores para o PSPRR.

No entanto, apesar das caracteristicas particulares apresentadas para cada formulacao
do PSPRR, os autores, inseridos neste contexto, consideram, de maneira semelhante,
que tanto o valor do tempo de processamento de cada atividade do projeto, bem como
da quantidade de recurso utilizada na sua execugao, sao constantes dadas do problema.
Porém, o tempo de execucao deve variar em funcao da quantidade de recurso alocada

para a realizacao da atividade.

3.5 Contribuicao da tese

No intuito de explorar a relagao entre o tempo de processamento e a quantidade de recurso

alocada para cada atividade do projeto, no préoximo capitulo é apresentada uma nova
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formulagao para o PSPRR. Essa formulacao é baseada no modelo proposto por Artigues
et al. [2], onde o problema de sequenciamento é também, como descrito anteriormente, um
problema de fluxo de recurso. Porém, tanto o tempo de processamento como a quantidade
de recurso alocada nao serao mais dados do problema. Agora, esses parametros passam

a ser tratados como variaveis continuas de otimizagao.

Nesta pesquisa, para as fungoes nao lineares que relacionam o tempo de execugcao com
a quantidade de recurso sao propostas aproximacoes lineares envolvendo um ntimero ar-
bitrario de segmentos de retas, capazes de fornecer solugoes subdétimas tao préoximas da

solugao étima quanto se queira.

Outros tipos de restricao de precedéncia, além daquelas presentes na literatura citada,

sao incorporados ao problema, conforme sera explicado no Capitulo 4.

Um aspecto relevante e complementar do presente estudo é a sua aplicabilidade a pro-
blemas com recursos discretos. Neste caso, obtém-se solugoes relaxadas. Essas solugoes,
aparentemente, podem ser computacionalmente mais faceis de serem obtidas e, se necessa-
rio, podem ser facilmente ajustadas a posteriori para atenderem ao quesito de recurso

discreto no tempo.



Capitulo 4

Uma formulacao estendida para o
Problema de Sequenciamento em

Projeto com Restricao de Recursos

4.1 Introducao

phi Os problemas estudados neste trabalho consistem em definir temporalmente quais as
quantidades de cada tipo de recurso devem ser utilizadas para realizar cada uma das ati-
vidades do projeto, de maneira que o objetivo do planejamento seja atingido, obedecendo
a sequencia tecnologica de execucao. Exemplos de projetos sao construcoes de fabricas,
pontes, estradas e prédios, manutencoes em equipamentos e aeronaves, desenvolvimento
de softwares e experimentos de pesquisa, entre muitos outros. Na construcao de uma
ponte, por exemplo, a compra de material, contratacao de mao de obra e as diversas
etapas que compoem a construcao, como preparacao do terreno, fundacao, estruturas de
pilares, vigas e lajes, pavimentacao, sao algumas das atividades do projeto. Essas ati-
vidades téem uma duracao prevista e para serem executadas estao sujeitas a relacoes de
precedéncia. Isto é, certas atividades sé podem ser realizadas apds outras terem sido
completadas. Ao serem executadas, as atividades consomem recursos, como maquinas e
mao de obra. O objetivo desta classe de problemas ¢ realizar as atividades de forma a
minimizar a data de entrega do projeto, obedecendo as relagoes de precedéncia entre as

atividades e a disponibilidade de recursos. Outro exemplo de projeto pode ser visto em

46
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Gemmill e Edwards [26] que estudam o problema de manutengao de aeronaves de carga
em uma base da forca aérea americana. A manutencao destas aeronaves envolve uma
grande quantidade de atividades, como desmontar e inspecionar quase todos os sistemas.
O problema consiste em encontrar a melhor sequéncia para completar as atividades de
forma que a aeronave retorne da manutengao o mais rapido possivel. Outros exemplos

também podem ser encontrados em Neumann et al. [48].

Para esses problemas, a decisao do administrador do projeto consiste em definir as quan-
tidades de cada tipo de recurso que devem ser utilizadas para executar cada uma dessas
atividades. Note que as consequéncias desta decisao influenciara diretamente no tempo

total de execucao do projeto.

O tempo de execucao de cada atividade do projeto é escrito em funcao da quantidade de

recursos alocados para a realizagao da atividade.

A fim de explorar essa relagdo no contexto dos Problemas de Sequenciamento em Projeto
com Restrigao de Recursos (PSPRR), a segao 4.2 apresenta a formulagao nao linear do
PSPRR para um tipo de recurso. A secao 4.3 contém toda a argumentacao e o desenvol-
vimento para uma reformulacao linear aproximada do PSPRR. A formulacao do PSPRR
como um problema de Programacao Linear Inteira Mista com um unico tipo de recurso
continuo esta na secao 4.4. A utilidade da aplicagdo do procedimento em problemas com
recursos discretos é discutida na secao 4.7. A secao 4.8 apresenta a formulagao nao li-
near do PSPRR para muiltiplos de recursos. A utilizacao de mais de um tipo de recurso
continuo e discreto no problema de Programacao Linear Inteira Mista estao na secao
4.9 e na secao 4.10, respectivamente. Finalmente, a secao 4.11 apresenta as principais

conclusoes sobre o trabalho.

4.2 Formulacao nao linear do PSPRR com um unico

tipo de recurso

Considere o problema de realizar em tempo minimo uma sequéncia de n atividades que
necessitam compartilhar um mesmo recurso R, sendo que o tempo de realizacao de uma

atividade varia de forma nao linear com a quantidade de recurso aplicada.



4.2 - FORMULAGAO NAO LINEAR DO PSPRR CcOM UM UNICO TIPO DE RECURSO 48

No contexto da teoria da otimizacao, trata-se de um problema nao linear de sequencia-
mento de atividades, para o qual se pretende minimizar o tempo total de execucao, através

da alocacao étima dos recursos. Matematicamente, o problema pode ser formulado como:

minimizar  t,41 (4.1)
sujeito a tn+1 - tz’ — Pi — 62 > 0 1= O, ceesn (42)
(tj —ti —pi — 0iTij)yi; = 0 vV (i,j)e E (4.4)
0< fij <Mayy; V(i,j)e E (4.5)
n+1
> foj = R (4.6)
j=1
n+1
Zfij—xi = gz izl,...7ﬂ (47)
j=1
Zfij—xj = gj j:l,...,n (48)
i=0
D finy1 = R (4.9)
i=0
Yij ty < 1 V(i,j)e E—~{EyU Er} (4.10)
Yij Ty = 1 V(i,j) € EoU E; (4.11)
Yij € {0, 1} A (Z,j) € FE (413)
t; > 0 i=0,1,...,n+1 (4.14)
0< z <q;—gq, i=1...,n (4.15)

onde:

e t;: denota a data de inicio da i-ésima atividade;
e n: denota o nimero de atividades do projeto;

e 0 e n+ 1: denotam duas atividades ficticias que representam, respectivamente, o

inicio e o término do projeto;

e t,.1: denota a data de término do projeto, correspondente a data de inicio de
uma atividade artificial, com indice n + 1, a qual é precedida por todas as demais

atividades;
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e ¢;: denota a quantidade de recurso utilizada na execucao da i-ésima atividade;

® g eq;: denotam, respectivamente, a quantidade minima e a quantidade maxima de

recurso permitida que pode ser utilizada na execucao da i-ésima atividade;

e p;: denota o tempo de execucao da i-ésima atividade;

1 se a i-ésima atividade precede a j-ésima atividade;
® Yij = ..
0 caso contrario;

e fi;: denota a quantidade de recurso que sera transferida da i-ésima atividade para

a j-ésima atividade;

e 1;: denota a quantidade do recurso que sera alocada para acelerar a execucao da

1-ésima atividade;
e ¢;: representa fator de proporcionalidade;
e M,: representa uma constante positiva com valor suficientemente grande;

e R: denota a quantidade disponivel do recurso utilizado. Esta quantidade deve ser
no minimo igual ao valor da quantidade minima de recurso permitida na execugao

da i-ésima atividade, ou seja, R > max 4

e £E={(i,j):i=0,1,...,n,5=1,....n+1, ¢ # j, i < j}: representa o conjunto

de indexadores de pares de atividades (todo o conjunto disjuntivo);

e By={(i,7):i=0,1,...,n,5=1,...,n+1, i # j, i < j}: representa o conjunto de

indexadores de pares de atividades que nao podem ser executadas simultaneamente;

o 1 ={(i,j):i=0,1,....,n,5=1,....,n+1, i # j, i < j}: representa o conjunto

de indexadores de pares de atividades cuja precedéncia é pré-estabelecida;

e );: denota o tempo de repouso minimo associado a atividade i, ou seja, corresponde
ao tempo minimo de espera que deve ser obedecido apds o término da execucao da

atividade ¢;

1 se(i,7) € EyU By,

® Tij = -
0 caso contrario;

Note que 9; é um parametro de entrada do modelo que sera diferente de zero somente para

aquelas atividades que necessitem de um tempo minimo de espera apds a sua execugao
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(por exemplo, tempo de cura de um material aplicado). Ou seja, entre duas atividades
sequenciadas a priori (a iltima sé pode ser iniciada apds o término completo da primeira).
Por outro lado, se existir fluxo de recurso entre duas atividades, que nao sao sequenciadas
a priori, o d; nao devera ser considerado. Dessa forma, o valor da constante r;; sera
ativo para o primeiro caso, onde as atividades sao sequenciais, e inativo para o segundo
caso, onde hé fluxo de recurso entre elas, embora as atividades nao sejam necessariamente

sequenciais.

A fungao objetivo (4.1) indica a minimizacao da data de finalizacdo do projeto (t,41).
As restrigoes (4.2) impoem que a atividade artificial (de indice n + 1) deve suceder todas
as demais atividades (yi,4+1 = 1,4 = 0,1,...,n). As restri¢oes (4.3) definem o tempo de
execugao de cada atividade do projeto como uma fungao nao linear da quantidade de
recurso alocada. As restrigoes (4.4) estabelecem a precedéncia da atividade i em relagao
a atividade j. Elas serao ativadas quando y;; = 1 e inativas quando y;; = 0. Por sua
vez as restrigdes (4.5) estabelecem limites para o fluxo de recurso entre a atividade i e
a atividade j. Note que, se y;; = 0, necessariamente deve-se ter f;; = 0. As restricoes
(4.6) estabelecem que a somatdéria dos fluxos de recurso que saem da atividade inicial é
igual a quantidade total disponivel desse recurso. As restrigoes (4.7) e (4.8) expressam
que a quantidade de recurso que entra em uma atividade deve ser igual a quantidade
de recurso que sai da mesma, ou seja, garante a continuidade de fluxo. As restrigoes
(4.9) garantem que a quantidade total de recurso que chega na atividade final é igual
a quantidade total disponivel desse recurso. As restri¢oes (4.10) e (4.11) impossibilitam
que a variavel y;; e a varidvel y;; sejam simultaneamente iguais a um. Adicionalmente, as
restrigoes (4.10) definem uma relacao disjuntiva entre duas atividades e as restri¢oes (4.11)
definem a sequéncia entre duas atividades. As restrigoes (4.12) garantem a precedéncia
estabelecida a priori. As restrigoes (4.13) definem o dominio das varidveis y;;. Finalmente,
as restrigoes (4.14) e (4.15) estabelecem, respectivamente, a positividade das datas de
inicio das atividades e os limites minimo (¢ ) e méximo (g;) para a quantidade de recurso.
Note que o problema possui nao linearidade nas restrigoes (4.3) e (4.4). As restrigoes
(4.4), conforme serd mostrado adiante, serdo manipuladas no presente trabalho de acordo
com procedimento ja consagrado na literatura (ver por exemplo, Artigues et al. [2]).
Por outro lado, as restrigoes (4.3), foco do presente trabalho, receberdo um tratamento

original, cujo desenvolvimento sera apresentado a seguir.
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4.3 Manipulacao das curvas de tempo de processa-

mento das atividades

Na presente pesquisa, considera-se o tempo de execu¢ao de uma atividade (p;) inversa-
mente proporcional a quantidade de recurso alocada (g¢;), conforme ilustrado na figura

4.1, obedecendo a equagcao:

pi(q:) = @i/ qi, i € [q,,4,];

onde, «; representa um fator de proporcionalidade, correspondente a atividade ¢, sendo (gz)

e (g;) as quantidades minima e méxima admissiveis de recurso para executar a atividade.

Tempo de processamento

P

Quantidade de recurso

Figura 4.1: Gréfico da fungao nao linear p;(g;)

4.3.1 Aproximacao linear por um segmento de reta

Uma forma simples de aproximacao linear para a func¢ao p;(¢;), adotada em Vieira [62],

consiste em substitui-la pela reta secante, conforme mostrado na figura 4.2.
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A linha mostrada na figura 4.2 tem a equacao:

Di = P; — Q%

com:
pi —p,
a; = — 9
0< T S qz - qiu
com:

e D,: o tempo de execugao da atividade 7, quando a quantidade de recurso q, ¢ alocada;

® p;: otempo de execugao da atividade 7, quando a quantidade de recurso g, é alocada.

Note que a; representa o fator de reducao do tempo de processamento em relacao a x;, que
por sua vez representa a quantidade de recurso alocada para a execucao da atividade 1,
além da quantidade minima q, - Os valores de p; e P correspondem, respectivamente, ao
maximo e ao minimo tempo possivel para a alocacao do recurso na execucao da atividade

1.

Conforme ja comentado, essa aproximacao gera algumas dificuldades, como por exemplo,
uma discrepancia muito grande entre o tempo de execucao aproximado e o real, o que

altera significativamente a solucao étima obtida.

4.3.2 Aproximacao linear por um nimero arbitrario de segmen-

tos de reta

Com o objetivo de controlar os erros de aproximagao e melhorar a precisao dos resultados,

na presente pesquisa propoe-se uma aproximacao linear através de um nimero arbitrario
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Tempo de processamento

Quantidade de recurso

Figura 4.2: Gréfico da aproximacao linear por um segmento de reta

de segmentos de reta, tal que as aproximacoes dos tempos de execucao sejam suficiente-
mente proximas dos seus valores exatos. Para compreender o procedimento, considere,
como na figura 4.3, uma aproximacao através de trés segmentos de reta: o primeiro para

o intervalo [gi, gi1], o segundo para o intervalo [g;1, ¢ia] € 0 terceiro para o intervalo [g;2, G;].

Tempo de processamento

Quantidade de recurso

Figura 4.3: Aproximagao por trés segmentos de reta
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Observe que o tempo calculado pelas aproximacoes lineares sera sempre maior ou igual
ao valor exato. Assim, a solucao 6tima aproximada serd sempre viavel para o problema
original. Note ainda que, com a aproximacao da figura 4.3, a diferenca entre os tempos
de processamento aproximado e real fica bastante reduzida em relacao a figura 4.2. Note

também que a aproximacao por trés segmentos é apenas uma exemplificacao.

Para compreender a segmentacao arbitraria da curva nao linear de tempo de processa-

mento como fungao dos recursos alocados considere agora a figura 4.4.

Na figura 4.4 representa-se um segmento arbitrario aproximando a curva sobre o intervalo

arbitrério ¢; € [gous G-

Tempo de processamento

Quantidade de recurso

Figura 4.4: Segmentacao arbitraria da curva do tempo de processamento

Neste caso, o segmento indicado na figura 4.4 possui como equacao:

Pi = Diw — Qiwdi,

CO1:
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o Pivw — Piw+1

Qi 3

Fiw+1 — Giw

0 <2 < Gwt+1 — Giw

Note que ¢ € giws1 correspondem a menor quantidade e a maior quantidade de recurso
para o intervalo considerado, respectivamente. Por sua vez, p;, € Di,+1 correspondem,
respectivamente, ao maior tempo e ao menor tempo de processamento para o intervalo

considerado.

4.3.3 Aproximacao linear por varios segmentos de reta aplicada
ao PSPRR

A aplicacao da aproximacao da curva de recursos alocados ao Problema de Sequencia-
mento em Projeto com Restricio de Recurso (PSPRR) é feita estendendo-se cada seg-
mento sobre todo o intervalo do problema ¢; € [Giw, ¢iw+1]. Para compreender a estratégia,

considere inicialmente uma aproximacao por dois segmentos como mostrado na figura 4.5.

Note que, a reta suporte de cada segmento esta estendida sobre todo o intervalo de
pertinéncia, ou seja, ¢; € [¢iw, iws1]. Assim, o primeiro segmento estendido tem a seguinte

representacao matematica:

Pi = Di1 — @175,

COo1ml:

0<2; <G —q = @3 — G,
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Tempo de processamento

Pi

Piz
Pis

Quantidade de recurso

Figura 4.5: Aproximacao da curva do tempo de processamento por dois segmentos

Por sua vez, para o segundo segmento estendido temos:

Pi = Pi2 — Qi2%;,

CcOom:

0<2; <G —q = @3 — G,

A idéia é incorporar a aproximagao por dois segmentos no problema de otimizacao através
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das desigualdades:

pi =pi1 —anr;, 0<x; < g3 — g, (4.16)

Pi = Di2 — %, 0 <2 < iz — ga (4.17)

Note que o intervalo estabelecido para z;, para ambas as aproximacoes, corresponde a
4 < ¢ <G Observe que o menor valor de p; satisfazendo a ambas as desigualdades,

estard sobre o primeiro segmento se ¢; € [¢;1,¢i2] e estard sobre o segundo segmento se

¢ € g2, Gis)-

Nao é dificil observar que, para o problema de otimizagao cujo objetivo é minimizar o
tempo necessario para realizacao das atividades, o valor de p; deverd ser o menor valor
satisfazendo as desigualdades (4.16) e (4.17). Portanto, na solu¢ao 6tima, o valor de p;
estard de acordo com a equagao (4.16), no caso de ¢; 6timo pertencer ao primeiro intervalo,

ou de acordo com a equagao (4.17), no caso de ¢; 6timo pertencer ao segundo intervalo.

Este raciocinio pode ser estendido a um ntmero arbitrario de segmentos, levando as

seguintes desigualdades:

Pi 2 Pi1 — n®;
Di = Pi2 — Qi2;

Di 2 Piwi — QiwiTi

onde, w’ denota o nimero de segmentos adotados para a aproximacao do tempo de pro-

cessamento da atividade <.
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4.4 Formulacao do PSPRR como um problema de

Programacao Linear Inteira Mista com um tinico

tipo recurso continuo

Aplicando a segmentagao multipla para cada atividade do projeto, podemos reescrever o

PSPRR como o seguinte problema de programacao linear inteira mista:

minimizar ¢,41

sujeito a thy1 —ti —pi — 05
Y23
tj =t — pi — 0irij — Muys;
fiz — May;

n+1
> foj

j=1

n+1

> fij - i
=1
n
> fi =
i=0
n
ZfinJrl
i=0

Yij + Yji
Yij + Yji
Yij
Yij

AV AVARNV]

IN

e {0,1}

1=1,...,n
1=1,....n
i,j) € E
(i.j) € E
1=1,...,n
]:17' 7n

V(i,j) e E—{ EyU Ei}
Y(i,7) € EoU Ey

v (i,j) € Er

vV (i,j) € E
1=0,1,...,n+1

1=1,...,n

V(i,j)e E

onde t;, n, t,.1, 4, Gi» Pi> Yij fij, i, Mo, R, Ey, Ey, 6; e r;; sao como definidos no modelo

da secao 4.2 e:
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e w': denota o niimero de segmentos para aproximar o tempo de processamento da

1-ésima atividade;

e M: representa uma constante positiva com valor suficientemente grande.

Note também que, de acordo com as restrigoes (4.20), o tempo de processamento de cada
atividade do projeto agora ¢é definido como uma fungao linear da quantidade de recurso
alocada e o valor étimo de p; serd fornecido pelo segmento de reta apropriado. Observe
também que as restrigdes nao lineares (4.4), apresentadas na formulacao original, foram
substituidas pelas restrigoess lineares (4.21), de acordo com as manipilagoes apresentadas

em Artigues et al. [2].

4.5 Uma estimativa pratica para o valor do parametro

M,y

Na literatura, ver Artigues et al. [2], o parametro M; tem sido adotado arbitrariarmente

grande, sem referéncias praticas sobre o mesmo.

Com o intuito de estabelecer valores mais justos para M; e, além disso, introduzir uma
forma automatica de atribuir um valor para M;, nao suscetivel de equivocos, propoe-se

que ele seja adotado como:

n

M= (5 +8)

i=1

onde p, representa o tempo maximo de execugao da atividade 7. Trata-se de uma atri-

buicao valida para o parametro Mj.
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4.6 Uma estimativa pratica para o valor do parametro

M,

Na literatura, ver Artigues et al. [2], o pardametro M, também tem sido adotado arbitra-

riarmente grande, sem referéncias praticas sobre o mesmo.

Com o mesmo intuito de estabelecer valores vélidos, mais realistas, para M, propoe-se

que ele seja adotado como:

My = 1;;,

onde, l;; = l;; = mm{@,qj}, ou seja, l;; representa o menor entre os limites superiores

para os fluxos f;; e f;;. Novamente, pode-se perceber a validade do valor adotado.

4.7 Formulacao do PSPRR como um problema de
Programacao Linear Inteira Mista com um tinico

tipo de recurso discreto

Embora a formulagao acima tenha sido desenvolvida para problemas com recurso continuo
(podendo assumir qualquer valor real dentro dos intervalos de validade), ela pode também
ser utilizada para obter solugbes relaxadas de problemas com recurso discreto (podendo

assumir apenas valores inteiros).

Para isso deve-se inicialmente modelar o problema considerando o tempo de execucgao de
cada atividade como uma func¢ao continua do recurso. Em seguida, cada funcao deve ser
linearizada através de varios segmentos de reta. A principio, parece interessante adotar
um segmento de reta para cada unidade inteira de recurso. Desta maneira, espera-se a ob-
tencao de solugoes relaxadas que, ou ja sao naturalmente inteiras apesar da relaxagao, ou
podem migrar para solugoes com recursos inteiros através de pequenos ajustes realizados
a posteriori. Esses ajustes consistem, inicialmente, nas aproximagoes (arredondamentos)

que deverao ser feitas nos valores obtidos das variaveis x;;, a partir da solucao relaxada,
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tornando-os valores inteiros.

Posteriormente, recalcula-se os respectivos tempos de processamento e as relativas datas
de inicio de cada atividade do projeto, obedecendo a sequéncia tecnologica de execucao
definida previamente pela solucao relaxada. Em outras palavras, as solugoes relaxadas

sao tratadas a posteriori.

A idéia de tratar recurso discreto através de funcoes continuas pode ser interessante nos
problemas de otimizacao inteira mista. Por exemplo, na aplicagao do método de Benders,
a redugao no numero de variaveis discretas, ainda que aumentando o ntimero de variaveis

continuas, a principio, facilita a obtengao de solugoes étimas.

De fato, no caso do problema de sequenciamento com recursos discretos, uma abordagem
relaxada terd como varidveis inteiras somente as variaveis bindrias (y;;). Todas as demais
sao continuas. Considerando o método de resolucao proposto, o Método de Decomposicao
de Benders, esta forma de resolver o problema torna-se mais atrativa, uma vez que o
problema mestre, que é o que determina o tempo de resolu¢ao do método, fica com um
nimero menor de varidveis inteiras, aliviando o tempo de resolucao do problema como

um todo.

Assim, a formulagao proposta se aplica principalmente no tratamento de recursos continuos,
embora também possa ser aplicada no tratamento de recursos discretos. KEssa carac-
teristica a torna bastante genérica, embora exista na literatura proposicoes para o caso
de recursos discretos, como por exemplo as propostas por Artigues et al. [2] e Deblaere et
al. [21]. Mas, nao temos conhecimento, na literatura, de proposicoes feitas para recursos
continuos, no contexto do PSPRR, considerando o tempo de processamento e as quan-
tidades de recursos variaveis do problema. Pois, tanto em trabalhos apresentados pelos
autores citados acima como em Brucker e Knust [9], Carlier e Néron [11] e Christofides
et al. [14], a duragdo das atividades e a quantidade de recursos utilizada sao dados do

problema.
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4.8 Formulacao nao linear do PSPRR com varios ti-

pos de recursos

Podemos reescrever o modelo de Programacao nao linear do PSPRR, proposto na secao

4.2, considerando agora varios tipos de recursos renovaveis:

minimizar  t,41 (4.34)
sujeito a tn+1 — ti — Pi — 51’ > 0 1= O, o, n (435)
, = wlan) i=1,... 4.
pi maxdi(qix)  1=1,....n (4.36)
(tj —ti —pi = irij)yi; = 0 V(i,j)e E (4.37)
0< fije < May; V(i,j)€ E.VkER (4.38)
n+1
> fox = Rk VEeR (4.39)
j=1

n+1
S fik—m = g, i=1,...,n,VkeER (4.40)

j=1
Zfijk_-rjk = 4 j=1....,n,VkEkeER (4.41)

i=0
> fimiie = R VkeR (4.42)

i=0

vijty < 1 V(i,j)€ E—{EoU Ei} (4.43)
yij i = 1 V(i,j) € EyU By (4.44)
Yij € {0, 1} v (Z,]) € F (4.46)
t, > 0 i=0,1,...,n+1 (4.47)
0< zp <qp—gq, =1...,n,VEER (4.48)

Os parametros ¢;, n, tni1, Giks s Tiks Piks Yijs fijhs Tiks Qi Ma, Ry, B, Eo, En, b;, i s80

definidos como anteriormente, na secao 4.2, e os parametros:

e R =1{1,...,k}: denota o conjunto dos diferentes tipos de recursos renovéveis.

e R;: denota a quantidade disponivel do k-ésimo recurso.

Note que o raciocinio utilizado para o desenvolvimento do modelo com apenas um tipo
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de recurso agora é generalizado para um modelo que engloba a utilizacao de mais de um

tipo de recurso no Problema de Sequenciamento em Projeto com Restricao de Recursos
(PSPRR).

4.9 Formulacao do PSPRR como um problema de
Programacao Linear Inteira Mista com varios ti-

pos de recursos continuos

Podemos também reescrever o modelo de Programacao Linear Inteira Mista para o PS-

PRR considerando agora varios tipos de recursos renovaveis:

minimizar 41 (4.49)
sujeito a thy1 —ti—pi—6; > 0 i=1,...,n (4.50)
Di > Diwik — GiwirTik t=1,...,n,VkER (4.51)
tj —t; —PDi — (51'7”1‘]‘ — Mlyij > —M1 A (’L,j) c F (452)
fise — Lijrys; <0 V(i,j)e EVEER (4.53)
n+1
> fojg = B VkeR (4.54)
j=1

n+1
S fik - = g, i=1,....,n,VkeR (4.55)

j=1
> fik - = 4, j=1,....nYkeR (4.56)

i=0
me-uk = Ry VkeR (4.57)

i=0

Yig +yi <1 V(i,j)e E—{EU Ei}  (4.58)
Yij + ¥ = 1 V(i,j) € EoU Ey (4.59)
Yij = 1 A4 (’L,j) S El (460)
yi; € {0,1} vV (i,5) € E (4.61)
t; > 0 i=0,1,...,n+1 (4.62)
0< @ix <Qip— g, i=1,...,n,VkeR (4.63)
fijg =0 VY (i,j)e ENEkER (4.64)
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onde tia n, tn-i—la gik’ Qika Dis Yij, fijk’a Lik, lijk7 R7 EOa E17 51'7 Tijy ik, w;g € Ml sao como

definidos no modelo da secao 4.4 e:

e R={1,...,k}: denota o conjunto dos diferentes tipos de recursos renovaveis.

e R;: denota a quantidade disponivel do k-ésimo recurso.

Note que, de acordo com as restrigoes (4.51), o tempo de processamento de cada ativi-
dade do projeto agora ¢é definido como uma fungao linear da quantidade de cada tipo de
recurso alocada e o valor étimo de p; sera fornecido pelo segmento de reta apropriado,

considerando os tipos de recursos utilizados na execucgao de cada atividade.

Observe que a definicao do valor de M; leva em consideragao agora os tipos de recursos.

Dessa forma, p;, = max p;;, representa o maior tempo de execugao da atividade ¢ entre
k

todos os tempos méaximos de execucao de cada atividade (quando elas sdo executadas com

a quantidade minima permitida do k- ésimo recurso).

O mesmo ocorre para o valor de My que passa a ser definido como M, = [;;, onde
7 )
Lijk = L = min{qy,, ij}, ou seja, l;;, representa o menor entre os limites superiores para

os fluxos fiji e fjik-

4.10 Formulacao do PSPRR como um problema de
Programacao Linear Inteira Mista com varios

tipos de recursos discretos

Embora a formulacao acima tenha sido desenvolvida para problemas com véarios tipos de
recursos continuos (podendo assumir qualquer valor real dentro dos intervalos de validade),
ela pode também ser utilizada para obter solugoes relaxadas de problemas com varios tipos

de recursos discretos (podendo assumir apenas valores inteiros).

Para isso, similarmente ao descrito na segao 4.7, deve-se inicialmente modelar o problema
considerando o tempo de execucao de cada atividade como uma fun¢ao continua de cada

tipo de recurso utilizado. Em seguida, cada fungao deve ser linearizada através de varios



4.11 - CONCLUSAO 65

segmentos de reta. Esse procedimento é feito para cada atividade associada a cada tipo

de recurso utilizado na sua execugao.

Assim, a formulacao originalmente proposta também pode ser estendida para o tratamento

de problemas com varios tipos de recursos, tanto continuos como discretos.

4.11 Conclusao

Este capitulo abordou a solugao do Problema de Sequenciamento em Projeto com Res-
tricdo de Recurso (PSPRR) nao linear que considera como varidveis continuas tanto o

tempo de execucgao das atividades quanto as quantidades de recurso alocadas.

Aproximacgoes por multiplos segmentos lineares foram utilizadas para representar o tempo
de processamento de cada atividade como fung¢ao linear da quantidade de recurso alocada.
Com auxilio de desigualdades lineares, estas aproximacoes tornaram possivel reformular

o problema original como um problema de Programacao Linear Inteira Mista.

Embora o procedimento tenha sido desenvolvido para recursos continuos, ele pode também
ser aplicado para obter solugoes relaxadas de problemas com recursos discretos. Neste
caso, a solucao pode ser facilmente ajustada a posteriori, se necessario, para resgatar a
caracteristica discreta dos recursos. A relaxacao do problema reduz substancialmente o
numero de variaveis inteiras, o que pode ser uma grande vantagem do ponto de vista

computacional.

A aproximacao por segmentos de reta foi proposta para relagoes entre o tempo de pro-
cessamento e a quantidade de recurso alocada do tipo hiperbdlica (pix = ur/qix). No
entanto, o procedimento é perfeitamente aplicavel a outras formas de nao linearidade do
tipo:

pit = ir(qir)
onde ¢ (.) pode ser qualquer func¢do continua, monotonica e convexa no dominio g, €



Capitulo 5

Aplicacao do Método de
Decomposicao de Benders ao

problema estudado

5.1 Introducao

A formulagao proposta para o Problema de Sequenciamento em Projeto com Restricao de
Recursos (PSPRR), no Capitulo 4, evidencia a relagao nao linear entre o tempo de proces-
samento de cada atividade do projeto e a quantidade de recurso alocada para sua execucao.
A linearizacao desta relacao, também proposta no Capitulo 4, considera o niimero de seg-
mentos de reta definido conforme a precisao necessaria do projeto. Entende-se que esta
¢ uma contribuicao importante, nao sé para a formulacao do problema estudado, como
também para outros problemas de sequenciamento. Assim, a definicao do tempo de pro-
cessamento como funcao linear da quantidade de recurso alocada para cada atividade

pode tornar a modelagem e a resolugao de problemas praticos mais realistas.

A introducao no modelo da relagao linear por partes entre o tempo de processamento e a
quantidade de recurso alocada através de novas restrigoes e, consequentemente, de outras
variaveis aumentam a dimensao do problema formulado. Além disso, problemas que a-
presentam uma estrutura especial, como os Problemas de Sequenciamento em Projeto com

Restrigao de Recursos (PSPRR), podem ser explorados com a utiliza¢ao de procedimentos

66
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computacionais de resolugao (Luenberger [44]). Tais procedimentos englobam os métodos
matematicos de decomposi¢ao. Como ja conhecido da literatura, de acordo com Lasdon
[43] e Minoux [46], o principio da decomposi¢ao fornece uma maneira eficaz de explorar
essa estrutura para resolver problemas envolvendo um niimero de variaveis suficientemente

grande e que sao mais dificeis de serem resolvidos pelos métodos convencionais.

Dentre os métodos de decomposicao, destaca-se aqui o Método de Decomposicao de Ben-
ders. O interesse neste Método deve-se, principalmente, ao fato deste ser aplicado para
resolver problemas de Programacao Linear Inteira Mista, como é o caso. Pois, com a
utilizagao deste Método, tais problemas sao decompostos em dois, essencialmente dis-
tintos, e resolvidos separadamente. Frequentemente, torna-se interessante, ao aplicar o
M¢étodo de Benders na resolucao de problemas, decompo-lo em um problema com somente
variaveis continuas (subproblema) e o outro com variaveis inteiras e, eventualmente, ou-
tras variaveis continuas (problema mestre). Isso possibilita, muitas vezes, um melhor
desempenho computacional na obtencao da solucao de alguns problemas, como pode ser
verificado no trabalho pioneiro de Geoffrion [27] e, por exemplo, nos trabalhos de Carvalho
[20] e Camargo et al. [19].

Adicionalmente, a busca por um método alternativo que decompoe o PSPRR em dois
niveis de decisao, um relacionado a alocacao de recursos e outro ao sequenciamento das
atividades, abre uma nova frente de pesquisa onde técnicas ja desenvolvidas separada-

mente possam ser utilizadas.

A associacao entre a modelagem e o método de resolucao pode resultar em uma valiosa fer-
ramenta para o processo de tomada de decisao. O aprimoramento e a aplicabilidade dessa
ferramenta poderao ser de grande importancia no tratamento de significativos PSPRR,

inseridos no contexto da administracao de projetos.

Dando continuidade a pesquisa, este Capitulo propoe a aplicacao do Método de Decom-
posicao de Benders ao PSPRR. Este Método também serd implementado computacional-

mente e utilizado na resolugao de exemplos.
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5.2 O Método de Decomposicao de Benders aplicado
ao Problema de Sequenciamento em Projeto com

Restrigao de Recursos (PSPRR)

Como apresentado no Capitulo 4, seja o problema (P) definido como:

minimizar ¢, (5.1)
sujeito a tn+1 — ti — Pi — 6,’ > 0 1= 1, o, n (52)
Di > Piwik — QiwikTik 1= 1) sy nav keR (53)
tj —ti —pi — 0iryj — Miyy; > —M; V(i,j) e E (5.4)
Jigk = lijkyi; < 0 V(i,j) € E.NEkER (5.5)
n+1
> foix = R VEeR (5.6)
j=1

n+1
Zfijk_xik = 4, i=1,....n,VEER (5.7)

j=1
> ik —wE = a4, j=1,...,nVkeR (5.8)

=0
Zfin-Hk = Ry VEeR (5.9)

=0

Yij T Yji = 1 V(’L,]) € Fyu Ey (5.11)
Yij € {Oa 1} v (17.7) € E (513)
t;, > 0 1=0,1,...,n+1 (5.14)
0< @ik <Qip—q,, t=1,....,n,VkeR (5.15)
fijk > 0 v (Z,j) € EEVEeR (516)
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Considere o poliedro X = {(z,p, f,t)} que satisfaz as restri¢oes (5.2), (5.3), (5.6), (5.7),
(5.8), (5.9), (5.14), (5.15) e (5.16), isto &

X ={(z, P, f,1)} ={

tn+1_tl_pz_5l >0 i=1,...,n
Di Z Piwik — QiuwikTik 'Lzl,,?’L,VkGR
n+1
> fox = R VkeER
j=1
n+1
S for— = g, i=1,..nVkeR
7=1
n
=0
> fiswe = Ry VhER
1=0
t; > 0 1=0,1,...,n+1
0< 2 quk_gzk 1=1,....,.n,VEER
Jij =2 0 V(i,j)e EVEER

}

Observe que a definicao deste poliedro nao inclue as varidveis bindrias, y;;. Assim, o

problema (P) pode entao ser reescrito como:

(x7$§gex Lt (5.17)
sujeito a  t; —t; —p; — 0ri; — Myyy; > —My YV (i,j) € E (5.18)
fise — Lijeyi; <0 V(i,j)e EENkER (5.19)

yij vy <1 V(i,j)e E—{ EyU Ei} (5.20)

vty =1  V(i,j)€BUE (5.21)

i = 1 Y (4,5) € B (5.22)

vi; € {0,1} V (i,j) € E (5.23)

Considere agora um conjuto de vetores definido como:
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Y =A
Yig +yj <1 V(i,j)e E—{ EyU Ei}
Yij +y; = 1 YV (i,j) € By UE;

yij = 1 Y (i,7) € By

yij € {0,1} V(i,j) € E

}

O problema (P) fica entao:

min thi1
(x7p7f7t) EX

(5.24)

sujeito a t; —t; +p;+ 01 — Mi(1—wyi;) <0 YV (i,j) € E (5.25)
fir—liwy; <0 Y (i,j)€ ENkER (5.26)

vij €Y (5.27)

IN

Fixando um vetor qualquer ¢ € ), define-se o problema:

Q)= min  t, (5.28)

(z,p,fit)EX
sujeito a  t; —t; +p; + 0;rij — Mi(1 —g;;) <0 V(i,5) € E (5.29)

Fir—lgriiy <0 ¥ Y (i,5) € EYkeR (5.30)

IN

Este problema de minimizag¢ao, com y fixado, é denominado de subproblema de Benders.

Dessa forma, de acordo com Geoffrion [27], utilizando o conceito de projegao, o problema
completo de minimizacao (P) parametrizado pelas varidveis y é equivalente ao problema
(P’) definido como:

min Q(y) sujeitoay e YNV

onde V ¢ dado por:

V={y:3x,p, f,t) € X,t; —t; +pi + i — Mi(1 —yi;) SO0V (4,5) € E, fijr — lijryi; <0V (4,7) €
EYkeR)
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A teoria da dualidade, ver [27], mostra que V pode ser descrito da seguinte forma:

V=_{y: (@ pn}ige)z{z(l’j)EE[ —ti+pitirii—Mi(1-yij)]. Ulw"’Z(z J)EE > kerfijk—lijeyijl-vaijn} < 0}

Onde, v1;; > 0 e vy, > 0, sao os raios extremos do politopo definido pelo problema.

Dessa forma, para garantir a viabilidade do problema (P), todo o valor de y deve satisfazer

a condicao:

min { Z [ti —tj + pi + Giriy — Ma(1 — yig)] vy + Z Z[fijk — lijryij]-vaijr} <0

z,p,f,t)EX
(=pPOeX eE (i.)EE kER

Geoffrion [27] também afirma que técnicas de dualizagdo podem ser aplicadas em Q(y),
desde que sua fungao objetivo seja convexa e possua restri¢coes lineares, como é o caso.
Dessa forma, Q(y) passa a ser denominado de subproblema dual e pode ser representado

COo1mo:

Q) =max{ min {tui1+ Y [t 4pitoimy—Mi(1=g)]ang+ Y Y [fik—linbi)uzie )}

>0
u20 " (z.p,ft)EX (id)eE (.4)€E kER

COomM Uisj Z Oe U245k Z 0.

Assumindo que os valores de y devem satisfazer a condicao de viabilidade e adicionando
a variavel auxiliar gy, o problema inicial geral passa a ser equivalente ao problema linear

inteiro misto denominado de problema mestre:

min
vey Yo
sujeito a
ml? X{tn+1 + Z t +pz +57n7,j Ml( yzj ulz] + Z Z fzgk 'ijyzj UQUk} S Yo
(z,p,fit)e (if)eE (i) B keR
3 bty < =ty b Y Sl bl < 0
(i,j)EE (i,j)EE" KER
yo = 0

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)
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Para (c=1,...,C) e (s =1,...,5). Sendo C o niimero maximo de restri¢des do tipo
(5.32) e S o nimero maximo de restri¢oes do tipo (5.33). C' e S sdo valores grandes e nao

conhecidos a priori.

As restrigoes (5.32) representam o corte I de Benders, que sera gerado quando o subproble-

ma dual tiver solugao 6tima.

As restrigoes (5.33) representam o corte II de Benders, que sera gerado quando o subpro-

blema dual tiver solucao ilimitada.

5.3 Interpretacao do Método de Benders pela Teoria

dos Grafos

Utilizando os conceitos da Teoria dos Grafos expostos na segao 2.4, define-se aqui o grafo
disjuntivo G(N, E') associado ao PSPRR, onde as atividades i sdo os vértices e os elementos

de F sao os arcos.

O subproblema de Benders gerado ao fixar § € ) é também representado por um grafo
conjuntivo G(N, Ej), onde todas as relacoes de precedéncia entre as atividades do projeto

estao definidas.

Uma solucao do problema mestre, por sua vez, estabelece a fixacao das varidveis y;;, e,
consequentemente, estd relacionada com a topologia do grafo. Dessa forma, ao resolver
o problema mestre, um outro vetor y € Y ¢é definido, fixando as varidveis ¥;; = 1, existe
o arco (i,7) em G(N, Ej), ou y;; = 0, caso contrario. Assim, uma nova topologia para
o grafo ¢ definida, estabelecendo novas relagoes de precedéncia e possibilidades de fluxo
de recursos. Posteriormente, resolve-se, novamente, o subproblema até que se encontre o

vetor ¢ 6timo e, consequentemente, os valores das demais variaveis.



5.4 - ESTUDO DA INVIABILIDADE DO SUBPROBLEMA 73

5.4 Estudo da inviabilidade do subproblema

Supondo um problema (P) que possui solugao viavel, inicia-se o Método fixando um vetor
y € Y qualquer. Para as componentes de g, tais que g;; = 1, existe o arco (4, j) que liga a
atividade 7 a atividade j. Esse arco define a relagao de precedéncia entre essas atividades,
determinando que a atividade ¢ deve ser executada antes da atividade j, o que permite
que recursos utilizados na execucao da atividade ¢ podem ser utilizados na execucao da
atividade j. Similarmente, para os valores de 7;; = 0, nao existe relacao de precedéncia
entre a atividade ¢ e a atividade j e, consequentemente, nao se pode garantir que as
atividades nao serao executadas simultaneamente, o que impossibilita a reutilizacao dos

recursos de ¢ em j e torna nulo o fluxo de recurso entre elas.

Portanto, com g fixado, todas as relagoes de precedéncia entre as atividades estao esta-
belecidas, definindo todas as possibilidades de fluxo de recurso entre elas. Com isso, a
resolucao do subproblema consiste em definir as quantidades de recurso que irao fluir entre

as atividades, de tal maneira que a data de término da atividade n 4 1 seja minimizada.

Se o subproblema for viavel, para ¥, tem-se em sua solucao étima, a data de inicio de exe-
cucao, a quantidade de recurso alocada e o tempo de processamento para cada atividade

do projeto.

Por outro lado, se (P) possui solugao vidvel, entdao a inviabilidade de um subproblema
estd necessariamente relacionada aos valores fixados de y. Casos de inviabilidade podem

estar associados a:

1. Existéncia de circuito no grafo conjuntivo que representa uma determinada solugao

do subproblema:

Considere, por exemplo, trés atividades 1, 2 e 3 com os respectivos ¢ iguais a zero
e que utilizam um mesmo tipo de recurso. Considere também os arcos (1,2), (2,1),
(1,3), (3,1), (2,3), (3,2) € E. Se y for fixado, tal que g1o = 1,721 = 0,713 = 0, 731 =
1,923 = 1,730 = 0, tem-se, pelas restri¢oes do tipo (5.4), que:

to > 11 + p1, t3 > 1o + po, t1 > t3 + ps.

Isso significa que t3 > to > t; > t3 e implica, portanto, na existéncia de circuito
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no grafo conjuntivo. Consequentemente, essa condicao so serd valida se p; = py =
p3 = 0, ou seja, quando as atividades nao forem executadas. O que corresponde a
um caso de inviabilidade.

2. Fluxo insuficiente de recurso para atender a necessidade de uma atividade:

Considere trés atividades 1, 2 e 3, que utilizam um mesmo tipo de recurso k.
Considere também os arcos (1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(2,3),(3,2) € E. Ao fixar
12 = 0,521 = 0,713 = 0,731 = 0,723 = 0 e g3 = 0, tem-se, pelas restrigoes do

tipo (5.5), que:

fie <0V (i,j) e EEVEER

Entretanto, pelas restri¢oes (5.16):

fizg >0V (i,j) e EVkeR

Logo:

fiig =0V (i,j) e EEYkKER

Dessa forma, nao existe fluxo de recurso chegando nas atividades 1, 2 e 3.

Entretanto, pelas restrigoes (5.7) e (5.8), respectivamente:

n+1

S fk—wa=q,Yi=1..nVkeR,
j=1

Zfijk_xjk:gjkvj:L...,n,Vk:eR,
1=0

para cada atividade ser executada, uma quantidade minima do recurso k deve ser

utilizada.

Neste caso, os arcos fixados através das variaveis binarias y pelo problema mestre
nao possibilitam o fluxo suficiente de recurso para atender a necessidade de uma
atividade, ou seja, a quantidade de recurso que pode chegar em uma atividade é
menor do que a quantidade minima de recurso necessaria para executa-la, entao o

subproblema é invidvel.
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5.5 Reescrevendo o Problema com uma variavel de

folga

Considerando um problema viavel, a inviabilidade de qualquer subproblema, gerado pela

fixacao de um vetor gy, pode ser contornada introduzindo uma variavel artificial em de-

terminadas restricoes do modelo e penalizando-a na fungao objetivo, isto é, redefinindo o

problema (P) como:

min  t,+1 + Msv,

S. a thyr —ti —Di — 05
Y2

t-

it

—pi — 0;1ij — Myyij + v,

fiji = ligkYis — Va
n+1

> foji
j=1
n+1
Z fijk — ik
j=1

n

Z fijk — Tjk

1=0

Z Fin+1k
i=0

Yij + Yji

Yij + Yji

Yij

Yij

L;

0<

ijk

Uq

AV AVARR Y,

IA

0

Piwik — QiwikTik
—M,

0

Ry,

Dk

i

Ry,

1=1,...,n
1=1,....n,VEkER
V(i,j) € E

V(i,j) € E.ZNkeER

VkeR

i=1,....nVkeR

j=1,....n,VEkER

VEeER

V(i,j) € EoU E;
vV (i,j) € E
Y (i,5) € E
i=0,1,..
i=1,....n,VEER
V(i,j) € EZNKkETR

Ln+1

Onde, v, é uma variavel artificial e M3 é um ntimero grande positivo.

(5.42)

(5.43)

A introducao dessa varidvel no problema, segundo Jensen [35], garante a viabilidade do
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subproblema. Isso ocorre devido a geracao de uma nova restricao no subproblema dual
que limita o valor das variaveis duais, de modo que o somatoério de todas essas variaveis

seja menor ou igual ao valor de Ms.

Observe que a varidvel artificial foi utilizada somente nas restri¢oes (5.38) e (5.39) e que a

funcao objetivo também foi modificada para impor uma penalidade no valor da solucao.

Observe também que se o problema original sem as variaveis artificiais possui uma solucao
viavel entao, para um valor de Mj suficientemente grande, o valor da variavel de folga é

igual a zero.

Dessa forma, o subproblema tera solugao limitada e serd escrito como:

Q(y) = min tne1 + Msv, (5.52)

(z,p,ft)EX
sujeito a  t; —t; +p; + 0;ri; — Vg — Mi(1 — i5) V(i,j) € E (5.53)

fijk — Vg — lijkgij <0V (Z,j) € EVEke R(554)

IA

A\

Com isso, o problema mestre passa a ser constituido apenas pelo corte tipo I:

min 5.55
yeY Yo ( )

sujeito a

min  {tp41 + M3vg + E [t; —t; +pi + 0irij — va — M1(1 — yij)].ﬁfij + E E [fijk — va — lijkyij].ﬁgijk} < yo (5.56)
(z,p, frt)EX S <
(i,5)€E (i,j)EE kER

v
=}

Yo (5.57)

5.5.1 Reescrevendo o Corte I

Analisando o corte I:

( migex{th-FM‘sva-i- Z [ti—tj+pi+0i1ij—va—M1(1—=yi;)]. Ui+ Z Z[fijk—va—lijkyij}-ﬁzijk} < %o,
&P, (i,j)€E (i,j)€E kER
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observa-se que a funcao objetivo é independente das varidveis y e que as restrigoes t; —
ti+pi+6iri; —ve — Mi(1—y;5) <0e fijr —vq — lijryi; < 0 sdo linearmente separdveis

em .
Dessa forma, esse corte pode ser reescrito como:

. ;r}ltr)lex{t”“ + Msva + 32 jyep(ti = tj + pi + 0irig — va)-Uagg — My D2 5ep(l = yig)-Ug

+ 2 (iyer 2orer Sigk = va) U2ige — lijk 2o jyep 2oker Yis-U2ijk} < Yo

(@ Ifr}tlgex{tn+l+M3va+Z (i,5) EE( —ti+pitoiri;— Vq). Uy “’Z(u cE ZkeR(ka Vq). Ungk}

—M, Z(z,])GE(l = Yij) Uiy — liji Z(i,j)eE D wer Yij- Uik < Yo

O subproblema dual:

QY) = 1325%’({( pH]{H)l {tni1 + Mava + 32 jyeplti — 8 +pi+ dirig — vo — Mi(1 — §ij)]-urg+

> (iyer 2oker ik = Va = liji¥ij]-uain} },

também pode ser reescrito como:

Q) = max{[=M 22 jep(l = ¥ig)l- sy — [l 2o jyep 2oner Yisl-uaijnt
@ ;I}H)lex{tnﬂ + Mava+ 3 jep(ti — U+ pit 0iryg — va) i + 2 jyem 2orer (Sijk —

Ua)-u%]k}}

Considerando uma iteragao qualquer do algoritmo de Benders, o vetor de multiplicadores
6timos @ é obtido resolvendo-se o subproblema () com ¢ fixado. Quando u = @, o valor

6timo para Q(y) é dado por:

QW) = =M jyer(l = ¥ij) i — lijk X jyer 2oker Yij-U2ijrt

( H}lil {tnt1+ Mzv, + Z(l 7)GE( —tj+pi+0iTij — Va)Urij + Z(m‘)eE > ker (fijk — va)-Uaiji }
x,p -

Utilizando a equac@o Q(y) no corte I, obtem-se a expressao:

Q)+ My Y (yis = i)t +lige D D (Gog = Yig)-Taigne < Yo

(1,9)€E (i,j)€EE kER
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O corte I é reescrito agora em funcao de Q(y) e das varidveis duais. Os valores das

variaveis duais associadas as restricoes do subproblema sao geradas a partir de .

Considere que um ciclo do Método de Benders consiste na resolugao de um subproblema
seguida da resolucao de um problema mestre relaxado. Assim, o problema mestre rela-

xado, apds C' ciclos do Método, passa a ser escrito como:

i 5.58
r;lelgr)l Yo ( )

sujeito a
Q(Y) + M Z (Yij — Yig)-uiy; + lijk Z Z(gij — Yij) U Yo c=1,...,C (5.59)

(i.5)€E’ (i,j)€E kER
Yo >0 (5.60)

5.5.2 Reescrevendo o Corte I1

Conhecendo as componentes de 3 fixadas que geram um circuito no grafo que representa
uma solucao de um subproblema, pode-se eliminar tal circuito introduzindo no problema

mestre a restricao:
> iy <lul -1,
(4,5)Ep
onde y;; = 1, se o arco (i,7) € p e |p| é o nimero de arcos que pertencem ao circuito p.

Assim, observando que o corte I independe da variavel artificial v,, pode-se entao elimina-
la da restrigao (5.38), conservando-a somente na restrigao (5.39). Feito isso, a inviabilidade
associada a uma solucao do subproblema estd necessariamente associada a existéncia de

um circuito no grafo.

Dessa forma, o problema mestre relaxado passa a ser escrito como:
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i 5.61
ryneljr} Yo ( )

sujeito a

(i,j)EE’ (i.j)eE keR

> wy<lul—1 (5.63)
(3,5)€p

Yo >0 (5.64)

5.6 Testes comparativos com a implementacao do Mé-

todo de Decomposicao de Benders

Para analisar o desempenho do algoritmo proposto neste Capitulo alguns experimentos
computacionais foram realizados utilizando o processador Quad-Core Intel Xeon E5335,
com 2.0 GHz de velocidade e 8 GB de memodria RAM, executando o sistema operacional
Linux. O algoritmo de Decomposicao de Benders aplicado ao problema estudado foi
implementado na linguagem C++4, usando como interface o DevC++4 e para resolver o
problema o solver CPLEX (versao 9.1).

Os problemas testes da secao 5.6.1 foram propostos pela autora. Ja os problemas testes
da sec@o 5.6.2 foram gerados pelo programa Progen (Kolisch e Sprecher [40]), que é um

gerador de problemas testes utilizado na literatura para o PSPRR, dentre outros.
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5.6.1 Testes comparativos I

Foram criados trés grupos de problemas: P01, P02 e P03. Cada grupo é formado por um

conjunto de cinco exemplos: a, b, ¢, d e e. Para cada exemplo:

existe somente um tipo de recurso;

a quantidade total disponivel do recurso varia de forma aleatéria;

o numero de atividades é igual a 7, 12 e 17 para os exemplos dos grupos 01, 02 e

03, respectivamente;

os demais dados, como o tempo de execucao e a quantidade de recurso alocada,

variam de um exemplo para outro, de forma aleatoria.

Note que os parametros de entrada de cada um dos cinco exemplos de cada grupo foram
criados aleatoriamente, sem nenhum critério estabelecido para diferenciar uma instancia
da outra, o que influenciou diretamente no tempo computacional para obtencao da solucao

Otima.

Os exemplos de cada um dos grupos, P01, P02 e P03, sao representados pelos grafos

correspondentes das figuras 5.1, 5.2 e 5.3:

o o
e

Figura 5.1: Grafo dos exemplos do grupo P01




5.6.1 - TESTES COMPARATIVOS I 81

A

Figura 5.2: Grafo dos exemplos do grupo P02

o
o Y@
o SO
K @
e e

Figura 5.3: Grafo dos exemplos do grupo P03

Os resultados computacionais de cada grupo, utilizando o solver CPLEX 9.1, estao resu-
midos nas tabelas 5.1, 5.2 e 5.3.

Problemas | Solugao | Tempo | Num. Var. | Num. Rest. / | Num.
Otima | CPU |[s] Yij Num. Var. Iter.

po1® 10 0,02 14 116/93 276
P01° 16 0,02 14 116/93 444
pPO1° 9 0,02 14 116/93 228
P01¢ 7 0,01 14 116/93 48
pPO1° 20 0,03 14 116/93 959

Tabela 5.1: Resultados computacionais do P01 - CPLEX
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Problemas | Solugao | Tempo | Num. Var. | Num. Rest. / | Num.
Otima | CPU [] Yij Num. Var. Iter.
pP02¢ 16 0,01 46 352/278 90
P02° 21 0,02 46 352/278 114
P02° 16 0,01 46 352/278 129
P024 17 0,01 46 352/278 91
pP02° 20 0,01 46 352/278 114

Tabela 5.2: Resultados computacionais do P02 - CPLEX

Problemas | Solugao | Tempo | Num. Var. | Num. Rest. / | Num.
Otima | CPU [s] Yij Num. Var. Iter.

P03° 26 0,04 96 722/563 189
P03’ 26 0,03 96 722/563 118
P03° 26 0,01 96 722/563 65
P03 30 0,03 96 722/563 116
P03° 30 0,01 96 722/563 58

Tabela 5.3: Resultados computacionais do P03 - CPLEX

As variaveis y;;, nas tabelas acima, representam a possibilidade de existir arcos que co-
nectam as atividades que nao possuem relagoes de precedéncia definidas a priori, mas

utilizam de um mesmo tipo de recurso.

A seguir, aplicando-se o Método de Decomposi¢ao de Benders, as tabelas 5.4, 5.5 e 5.6
apresentam outras variacoes dos problemas exemplos de acordo com o valor inicial das
variaveis y;;. Dessa forma, para yy, os valores das varidveis y sao todos iguais a zero, para
Y1, todos iguais a um, para y, os valores sao aleatérios e para y*, os valores correspondem

aos da solucao 6tima.
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Tempo | Tempo | Tempo Num. Ciclos Num. Ciclos
Problemas | Total Total Total Para Obter Valor Para
CPU [s] | Sub [s] | Mestre s Sol. Otima Otimalidade
P01, 0,04 0,01 0,03 13 53
PO1§, 0,22 0,02 0,20 9 50
P01y, 0,20 0,01 0,19 1 53
PO13. 0,20 0,01 0,19 1 53
POlgO 0,17 0,01 0,16 3 52
POlg1 0,25 0,04 0,21 3 60
POlZ2 0,28 0,05 0,23 18 65
POlg* 0,14 0,01 0,13 1 53
P01, 0,23 0,07 0,16 15 62
PO13, 0,36 0,02 0,34 46 74
PO15, 0,27 0,01 0,26 5 60
P01 0,23 0,04 0,19 1 58
POlZ0 0,02 0,01 0,01 7 7
POlZ1 0,02 0,01 0,01 7 7
POlZ2 0,02 0,01 0,01 9 9
PO14. 0,02 0,01 0,01 1 1
P01, 0,32 0,02 0,30 17 64
PO15, 0,21 0,02 0,19 40 58
PO1%, 0,26 0,03 0,23 15 63
PO15. 0,26 0,02 0,24 1 59

Tabela 5.4: Resultados computacionais do PO1 - Benders
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Tempo | Tempo | Tempo Num. Ciclos Num. Ciclos
Problemas | Total Total Total Para Obter Valor Para
CPU [s] | Sub [s] | Mestre s Sol. Otima Otimalidade
P02, 0,89 0,13 0,76 146 148
P02, 0,94 0,13 0,81 144 144
P02, 0,95 0,13 0,82 150 151
P02;. 0,45 0,11 0,34 1 109
POQSO 0,31 0,11 0,20 92 92
P020, 0,64 0,13 0,51 114 116
POZZ2 1,08 0,13 0,95 93 165
P02, 0,39 0,11 0,28 1 119
P02, 0,03 0,01 0,02 9 9
P02, 0,03 0,01 0,02 10 12
P02, 0,03 0,01 0,02 10 10
P02;. 0,20 0,02 0,18 1 45
P02, 0,02 0,01 0,01 12 12
POZZ1 0,02 0,01 0,01 16 16
POZZ2 0,02 0,01 0,01 10 10
P24, 0,02 0,01 0,01 1 19
P02y, 0,03 0,01 0,02 17 17
P02y, 0,07 0,02 0,05 20 28
P02, 0,09 0,01 0,08 28 28
P02;. 0,03 0,01 0,02 1 19

Tabela 5.5: Resultados computacionais do P02 - Benders
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Tempo | Tempo | Tempo Num. Ciclos Num. Ciclos
Problemas | Total Total Total Para Obter Valor Para
CPU [s] | Sub [s] | Mestre s Sol. Otima Otimalidade
P03, 3,58 0,47 3,11 268 268
P03y, 5,76 0,58 5,18 353 353
P03y, 7,65 0,30 7,35 277 277
P03y 19,14 0,88 18,26 530 543
P03Y, 0,32 0,11 0,21 87 124
P03?, 2,39 0,15 2,24 24 145
POSZ2 4,81 0,63 4,18 134 355
PO3Z* 14,03 0,78 13,27 1 397
P03;, 0,28 0,08 0,20 68 88
P03;,; 0,42 0,12 0,32 31 69
P03y, 3,90 0,31 3,59 241 241
P03y 0,02 0,01 0,01 288 301
PO?)Z0 2,52 0,10 2,42 249 258
POSZ1 3,48 0,08 3,40 127 214
P03, 3,53 0,10 3,43 261 261
POSj* 6,78 0,08 6,70 1 336
P03, 0,32 0,08 0,24 74 105
P03, 0,28 0,08 0,20 103 202
P03;, 1,90 0,10 1,80 116 268
P03y 3,20 0,80 2,40 12 311

Tabela 5.6: Resultados computacionais do P03 - Benders
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5.6.2 Testes comparativos 11

Os problemas testes desta segao foram gerados pelo programa Progen (Kolisch e Sprecher
[40]), que é um gerador de problemas testes amplamente utilizado na literatura para
problemas de sequenciamento de atividades em projetos com recursos limitados. Dois
importantes parametros do Progen sdo a complexidade da rede (network complezity -
NC) e o fator de recursos (resource factor- RF). A complexidade da rede reflete o nimero
médio de sucessores imediatos de uma atividade. O fator de recurso reflete a densidade

do recurso que uma atividade necessita para ser executada.

Os valores utilizados desses parametros para gerar os problemas testes foram:

e RF: 0,25, 0,5, 0,75 e 1,0

e NC: 1,5, e 18

Foram criados trés grupos de problemas testes: EXPLO1, EXPL02 e EXPL03. Para cada
combinagao de RF e NC foi gerado um problema teste, totalizando 4x2 = 8 problemas

testes para cada grupo. Para cada problema teste:

e existe somente um tipo de recurso;

e o numero de atividades é igual a 7, 12 e 17 para os exemplos dos grupos EXPLO1,
EXPL02 e EXPLO3, respectivamente.
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As tabelas 5.7, 5.8 e 5.9 comparam os tempos computacionais (em segundos) do CPLEX

e do Método de Decomposicao de Benders para cada grupo.

CPLEX | Benders

Problemas | Solugao | Tempo | Tempo

Otima | CPU [s] | CPU [s]
EXPLO1(1) | 16,20 0,01 0,14
EXPLO1(2) | 15,24 0,01 0,16
EXPLO1(3) | 17,43 0,01 0,16
EXPLO1(4) | 17,53 0,01 0,17
EXPLO1(5) | 18,33 0,01 0,18
EXPLO1(6) | 19,71 0,01 0,17
EXPLOL(7) | 22,19 0,01 0,19
EXPLO1(8) | 23,04 0,01 0,22

Tabela 5.7: Resultados computacionais do EXPLO1

CPLEX | Benders

Problemas | Solucao | Tempo Tempo

Otima | CPU [s] | CPU [g]

EXPLO02(1) | 34,97 0,90 1.429,7

EXPL02(2) | 34,58 0,80 1.481.,5

EXPL02(3) | 35,62 1,08 1.637,6

EXPL02(4) | 36,22 1,09 1.724,9

EXPL02(5) | 37,61 1,95 1.831,4
EXPL02(6) | 38,31 3,13 Nao obtido
EXPL0O2(7) | 41,97 3,96 Nao obtido
EXPL02(8) | 42,03 4,85 Nao obtido

Tabela 5.8: Resultados computacionais do EXPL02
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CPLEX | Benders

Problemas | Solucao | Tempo Tempo

Otima | CPU [s] | CPU [s]
EXPLO3(1) | 43,61 2,28 Nao obtido
EXPLO03(2) | 37,58 2,32 Nao obtido
EXPL03(3) | 42,22 2,80 Nao obtido
EXPL03(4) | 48,97 2,95 Nao obtido
EXPLO3(5) | 48,62 3,25 Nao obtido
EXPLO03(6) | 51,97 4,75 Nao obtido
EXPLO3(7) | 49,31 5,23 Nao obtido
EXPLO03(8) | 52,03 7,50 Nao obtido

Tabela 5.9: Resultados computacionais do EXPL03

5.7 Conclusao

Dentro de um conjunto de problemas de pequeno e médio porte (entre 7 e 12 atividades
e sem grandes dificuldades na alocagao de recursos e relagoes de precedéncia), obteve-se
solucoes 6timas utilizando o Método de Decomposicao de Benders. A partir de problemas

com 12 atividades, o Método mostrou limitacoes significativas em comparagao ao solver
CPLEX (versao 9.1).

Além dos problemas apresentados ao longo deste Capitulo, outros testes também foram re-
alizados aplicando-se o Método de Decomposicao de Benders com algoritmo desenvolvido
pela autora. Como regra geral, o processamento via Método de Decomposicao de Benders
se mostrou comparativamente nao atrativo, exigindo tempo computacional, muitas vezes,
proibitivo, ou seja, nao obtendo o valor da solucao 6tima. Talvez, apds aperfeicoamentos
mais elaborados, esta realidade possa se alterar. O que sugere a continuidade do estudo,

visando aprimorar a versao apresentada deste Método de Decomposicao.

Adicionalmente, outras técnicas também poderao ser acrescentadas ao método, como
forma de melhorar o processo de resolucao. Pois, apesar do algoritmo de Benders convergir

para uma solucao 6tima, a definicao de uma regiao de viabilidade pode ser acelerada.



Capitulo 6

Exemplos ilustrativos resolvidos

computacionalmente

6.1 Introducao

Neste Capitulo sao apresentados e resolvidos computacionalmente alguns exemplos de
problemas para ilustrar a aplicagdo do modelo proposto. O primeiro exemplo consiste em
um problema com um recurso continuo. O segundo e o terceiro exemplos consideram a
utilizagao de um recurso discreto, apesar de serem modelados e resolvidos como proble-
mas com um recurso continuo. O quarto exemplo ilustra a formulagao e solu¢ao de um
problema com multiplos recursos. Finalmente, um problema com recursos multiplos é
resolvido em duas versoes: a primeira sem a existéncia de tempo de espera e a segunda

considerando a existéncia de tempo de espera apds algumas atividades.

Todos os exemplos foram implementados e resolvidos computacionalmente utilizando-se

o MPL (Mathematical Programming Language) e o solver CPLEX 9.1.

89
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6.2 Um problema com recurso continuo

Considere o problema de usinar um conjunto de lotes de pegas metalicas utilizando
maquinas operatrizes. A fabricacdo de cada lote de pecas representa uma atividade
que deve ser executada com uma poténcia elétrica (kW) constante, respeitando limites
minimos e maximos. Como primeira aproximagcao, pode-se considerar que o processo de
usinagem completo de cada lote demanda um consumo fixo de energia (kWh), indepen-
dente da poténcia adotada (kW). Assim, o tempo de usinagem de cada lote é inversamente
proporcional a poténcia elétrica aplicada. Compartilhando a mesma fonte de energia, as
atividades tém que respeitar a capacidade méxima do fornecimento (no caso uma poténcia
méxima de 10kW). A energia necesséria para usinar cada lote e os respectivos limites de
poténcia estao mostrados na tabela 6.1. O problema a ser resolvido é o de otimizar a

sequéncia de usinagem dos lotes, minimizando o tempo total de realizagao.

Atividade | kWh | Limites de poténcia
10,5 LO<EW<T5
11,0 24 < kW < 6.0
11,5 2,0 < kW< 82
12,0 4,1 < kW< 89
125 52<kW<10,0
15,0 12 < kW< 54
14,5 24 < EW <72

N[O | T =W [N |~

Tabela 6.1: Dados gerenciais do Exemplo 6.2

Como parte da modelagem do problema sao introduzidas duas atividades ficticias: ativi-
dade 0 e atividade 8. Essas atividades representam, respectivamente, o inicio e o término

do projeto. O grafo da figura 6.1 apresenta as relagoes de precedéncia entre as atividades.

Note que somente as atividades inicial e final estabelecem a priori uma relagao de pre-
cedéncia com as demais. As outras atividades nao possuem a priori nenhuma relacao de

precedéncia entre elas.
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ORORORORORORC

Figura 6.1: Grafo do Exemplo 6.2

A partir das quantidades minimas (¢;) e maximas (g;) de poténcia admissiveis para a
execucao de cada atividade do projeto, pode-se calcular os tempos de processamento

maximos (p;) e minimos (p ), conforme mostrado na tabela 6.2.

%

Atividade | R q;
1010 75105 |14
101241] 60| 46|18
10129 82| 40|14
41 89| 29|13
10 (52100 24| 1,3
10 (1,2 541|125 |28
1024 72| 6,020

q; Iz p

=

~N| O | W|N|
—
S

Tabela 6.2: Dados técnicos do Exemplo 6.2
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Uma solugao deste problema foi obtida utilizando-se a técnica proposta de aproximacao
das curvas de tempo de processamento por miltiplos segmentos de reta (conforme tabela
6.3). Procurou-se segmentar cada curva de tempo de processamento com um nimero
minimo de intervalos suficiente para que o tamanho de cada intervalo fosse menor do que

uma unidade.

Atividade | Numero de segmentos | Tamanho do intervalo | t; | p; | x; q, +
- 1ol o , ,
09382 |14]6,5 7,5
0,90 {24 |18 3,6 6,0
0,884,214 15,3 8,2
0,96 | 5,6 | 1,3 | 4,8 8,9
0,96 | 6,9 | 1,3 |48 10,0
084 042]24 3,6
09 | 024140 6,4
-196| 0 - -

IO~ | W =] O
G| Ot | Ot Ot | O | =]

Tabela 6.3: Solucao do Exemplo 6.2 pela aproximacao por multiplos segmentos de reta

Uma segunda solucao foi obtida dobrando-se o niimero de segmentos para cada atividade,
conforme mostrado na tabela 6.4. Consequentemente, o tamanho de cada intervalo passa

a ser a metade do considerado na solugao anterior.
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Atividade | Numero de segmentos | Tamanho do intervalo | t; | p; | x; q +
0 - -1 0 0 - -
1 14 0,46 | 8,1 | 1,4 | 6,5 7,5
2 8 0,451(23 |18 3,6 6,0
3 12 0,44 (41|14 |53 8,2
4 10 0,48 | 5,5 | 1,3 | 4,8 8,9
5 10 048 | 6,8 | 1,3 | 4,8 10,0
6 10 042 0141]24 3,6
7 10 048 | 02,3140 6,4
8 - -1951 0 - -

Tabela 6.4: Solucao do Exemplo 6.2 pela aproximacao pelo dobro de segmentos de reta

Ambas as solugoes dtimas estao representadas pelos seus diagramas de Gantt como mostra

as figuras 6.2 e 6.3, respectivamente.

Atividade

6 L o ]
7 I N O A R R
L L L L L L L L L Ta‘rlpo
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 6.2: Diagrama de Gantt da solugao com segmentos de reta
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Atividade
A S SR R OSSR SRR N SO
i
I N | O A O O N
T T
T e T
S T AN SO SO NN DO SO
0 O O AR O A N S
| | | | | | | | | | Tempo
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 6.3: Diagrama de Gantt da solucao com o dobro do nimero de segmentos de reta

Note que, apenas para as atividades 6 e 7, os tempos de processamento foram reduzidos
em 0, 1 unidades de tempo. Para as demais atividades o tempo permaneceu o mesmo. De
fato, as quantidades de recurso utilizadas para executar cada uma das atividades, exceto

as atividades 6 e 7, sao, ja na primeira solucao, iguais aos valores maximos permitidos.

6.3 Um problema com recurso discreto

6.3.1 Um problema com resultado inteiro

Considere um projeto constituido da montagem de um conjunto de cinco equipamen-
tos mecanicos. A montagem de cada equipamento corresponde a uma atividade com a

necessidade de um nimero total de homens-hora para ser realizada (vide tabela 6.5).

De acordo com a especificidade de cada equipamento, existe um limite minimo e maximo
de nimero de homens que podem trabalhar simultaneamente sobre o equipamento, con-
forme mostra a tabela 6.5. A montagem devera ser realizada por uma empresa que possui

uma equipe de 10 trabalhadores.
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Atividade | Homens-Hora | Limites de trabalhadores

1 20 1 < trabalhadores < 7
25 2 < trabalhadores < 8
25 3 < trabalhadores < 9
30 | 4 < trabalhadores < 10
15| 5 < trabalhadores < 11

U= | W N

Tabela 6.5: Dados gerenciais do Exemplo 6.3.1

Note que a atividade 5, para ser executada, necessita no minimo de 5 e no maximo de 11
trabalhadores. No entanto, tecnicamente, ela s6 podera utilizar uma quantidade maxima
de 10 trabalhadores, que é o numero disponivel do recurso. Dessa maneira, a quantidade
maxima de trabalhadores para executar a atividade 5 é, automaticamente, substituida na

modelagem por 10 trabalhadores.

Para modelar o problema sao introduzidas artificialmente a atividade 0 e a atividade 6,
conforme ilustra o grafo da figura 6.4. Neste exemplo, admite-se que a montagem dos
equipamentos pode ser feita em qualquer ordem, sem nenhuma relacao de precedéncia
estabelecida a priori. Somente a titulo de ilustracao, no grafo da figura 6.4, as cinco

atividades estao sendo realizadas em paralelo.

Figura 6.4: Grafo do Exemplo 6.3.1
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A partir das quantidades de recurso minimas (g,) e méaximas (g;) admissiveis para a
execucao de cada atividade do projeto, calcula-se os tempos de processamento maximos

(p;) e minimos (p.), conforme mostrado na tabela 6.6.

=

Atividade | R 4 | G D; 2
1110} 1| 71200286
2010 2 12,5 | 3,13
3110 3 8,3 | 2,78
4110 4110 7,5 3,00
5110 5|10| 3,0 1,50

Tabela 6.6: Dados técnicos do Exemplo 6.3.1

Note que, como explicado anteriormente, para a atividade 5 o nimero maximo de traba-

lhadores esta estabelecido como 10, correspondendo ao total de trabalhadores disponiveis.

Inicialmente, uma primeira solugao foi obtida aproximando as curvas dos tempos de pro-
cessamento por um unico segmento de reta, cujos resultados estao apresentados na tabela
6.7.

Atividade | Numero de segmentos t; pi | Ti | ¢+ T
0 - 0 0| - -
1 1 0] 29| 6 7
2 1 0[125] 0 2
3 1] 50 75| 1 4
4 11 50 751 0 4
5 11 29| 21| 3 8
6 -1 12,5 0] - -

Tabela 6.7: Solugao do Exemplo 6.3.1 pela aproximacao por um tnico segmento de reta

Uma segunda solucao foi obtida aproximando as curvas dos tempos de processamento
por miultiplos segmentos (um segmento para cada unidade de intervalo), como mostra a

tabela 6.8.
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Atividade | Numero de segmentos ti| pi|lxi| g+
0 - 0 0 - -
1 6 0O 5| 3 4
2 6| 65| 5| 3 5
3 6| 65| 5| 2 5
4 6 0 5| 2 6
5 5 5/15] 5 10
6 - 115 0| - -

Tabela 6.8: Solucao do Exemplo 6.3.1 pela aproximacao por multiplos segmentos de reta

Ambas as solucoes 6timas estao representadas pelos seus diagramas de Gantt como mostra

as figuras 6.5 e 6.6, respectivamente.

Atividade
1 O S O T R S D T R
2 | [
~~~~~~~~~~~~ e
] |
R S - O S R S TR O
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 Tempo

Figura 6.5: Diagrama de Gantt da solucao pela aproximacao com um segmento de reta

Atividade
1 ISR NS I RS RO T R
IS U T N DU BN 2 I
777777777777 o [ -
S S N o8 [
4 E T T S A ]
T T S S T Y HR
e ]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 Tempo

Figura 6.6: Diagrama de Gantt da solucao pela aproximacao com varios segmentos de

reta
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Note que a sequéncia das atividades para cada solugao é bastante diferente, sendo que o
tempo para realizd-las é menor para a segunda soluc¢ao (12,5 para a primeira solugao e

11,5 para a segunda solugao).

Note também que os valores da solucao obtida pela aproximacao com varios segmentos,
coincidentemente, estao sobre a curva exata de tempo de processamento x quantidade de

recurso. Desta forma, nao é necessario realizar nenhum ajuste a posteriori nesta solucao.

Observe que, apesar de ser um problema com recurso continuo, os valores definidos para

as quantidades de recurso alocadas para cada atividade sao todos valores interiros.

6.3.2 Um problema com tratamento a posteriori

Considere agora um outro projeto também constituido da montagem de um conjunto de
cinco equipamentos mecanicos. Os valores da necessidade de homens-hora e dos limites
minimo e maximo de nimero de homens que podem trabalhar simultaneamente sobre o
mesmo equipamento correspondem aqueles da tabela 6.5 do exemplo anterior que esta

reproduzida na tabela 6.9.

Atividade | Homens-Hora | Limites de trabalhadores

1 20 1 < trabalhadores < 7
25 2 < trabalhadores < 8
25 3 < trabalhadores < 9
30 | 4 < trabalhadores < 10
15| 5 < trabalhadores < 11

U | W N

Tabela 6.9: Dados gerenciais do Exemplo 6.3.2

O grafo de representacao deste problema agora é definido como ilustra a figura 6.7. As
atividades 4 e 5 sao atividades disjuntivas que nao podem ser executadas simultanea-
mente. A atividade 0 e a atividade 6 também sao atividades ficticias que representam,

respectivamente, o inicio e o término do projeto.



6.3.2 - UM PROBLEMA COM TRATAMENTO A POSTERIORI 99

Figura 6.7: Grafo do Exemplo 6.3.2

As quantidades de recurso minimas (g,) e méximas (¢;) admissiveis para a execugao de
cada atividade do projeto e os tempos de processamento médximos (p;) e minimos (p,)
também correspondem ao da tabela 6.6 do exemplo anterior, reproduzida na tabela 6.10,

conforme mostrado abaixo.

Atividade | R | ¢ | @ D; P,
1110 1| 7200 2,86
2110 2 12,5 | 3,13
3110 3| 9| 832,78
4110 4|10| 7,513,00
5110 5|10 ] 3,0/ 1,50

Tabela 6.10: Dados técnicos do Exemplo 6.3.2

Inicialmente, uma solucao foi obtida considerando os recursos continuos e aproximando
as curvas dos tempos de processamento por multiplos segmentos (um segmento para cada

unidade de intervalo), cujos resultados estao apresentados na tabela 6.11.

Uma solugao modificada foi obtida ajustando-se a solucao anterior para quantidades in-
teiras de recurso, como mostra a tabela 6.12 (mais precisamente, os valores nao inteiros

foram arredondados). Trata-se de uma solugao viavel, conforme ¢é facil de se verificar.
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Atividade | Numero de segmentos ti| pi| wi|q +a
0 - 0 0 - -
1 6 013,154 6,4
2 6 0]71]1,6 3,6
3 6] 3,1 4134 6,4
4 6 7,1 3 6 10
5 5110,1 |15 5 10
6 -1 11,6 0 - -

Tabela 6.11: Solugao do Exemplo 6.3.2 pela aproximacao por miltiplos segmentos de reta

com recurso continuo

Atividade | Nimero de segmentos ti | pi | X q,+ T
0 - 0] 0] - -
1 6 0133 5 6
2 6 0163 2 4
3 6| 3342 3 6
4 6| 7,5 31 6 10
5 511051 1,5] 5 10
6 - 12 0| - -

Tabela 6.12: Solugao do Exemplo 6.3.2 pela aproximacao por miltiplos segmentos de reta

com recurso inteiro

Ambas as solucoes estao representadas pelos seus diagramas de Gantt, como mostra as

figuras 6.8 e 6.9 respectivamente.

Note que a sequéncia de execugao das atividades permanece igual para os dois casos.
Porém, o valor do tempo de processamento de cada atividade foi recalculado em funcao
da quantidade discreta de recurso correspondente. Note também que o tempo para realizar
as atividades é maior para a solugao modificada (11,6 para a solucao original e 12 para a

solugao modificada).
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Atividade
1 I N S N [
2 N IO A N
I N R S S S A
77777747777773 777777 \‘ I 3 \‘ 77777 :777777+777777: 777777 i 777777 i
,,,,,, T T e e
[ T U S T S SN NN M- N O
Tempo
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
Figura 6.8: Diagrama de Gantt da solugao para recurso continuo
Atividade
1 A SN S AU DU UUU N
2 I R
I T B O A S S A
] 3 D R N
(SN SO T O DS SRR I N
IS S N S A A S NN N -
Tempo
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

Figura 6.9: Diagrama de Gantt da solucao para recurso discreto

6.4 Um problema com multiplos recursos

Considere um projeto compartilhando dois recursos diferentes. Cada um deles corresponde
a um tipo de mao-de-obra especializada (por exemplo, duas categorias de eletricistas). O
projeto é constituido pela realizacao da manutencao de sete equipamentos elétricos. A
manutencao de cada um corresponde a uma atividade. Cada atividade necessita de um
nimero total de homens-hora para ser realizada, respeitando um limite minimo e um
limite maximo de trabalhadores (eletricistas). A tabela 6.13 apresenta os dados relativos
ao problema. Pretende-se obter a sequéncia das atividades com a respectiva distribuicao

de trabalhadores que minimiza o tempo total de manutencao.
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Recurso 1 Recurso 2
Atividade | Homens-Hora | Limites de trabalhadores | Homens-Hora | Limites de trabalhadores
1 10 1 < trabalhadores < 4 12 2 < trabalhadores < 6
2 12 2 < trabalhadores < 5 14 4 < trabalhadores < 7
3 14 3 < trabalhadores < 6 12 6 < trabalhadores < 8
4 20 4 < trabalhadores < 8 25 3 < trabalhadores < 9
5 25 6 < trabalhadores < 9 20 5 < trabalhadores < &
6 30 | 7 < trabalhadores < 10 15 5 < trabalhadores < 7
7 15 4 < trabalhadores < 7 15 7 < trabalhadores < 9

Tabela 6.13: Dados gerenciais do Exemplo 6.4

O grafo de representagao deste problema ¢ ilustrado na figura 6.10, nao havendo nenhuma

relacao de precedéncia estabelecida a priori. A atividade 0 e a atividade 8 sao atividades

ficticias.

ORORORONORORO

Figura 6.10: Grafo do Exemplo 6.4
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A tabela 6.14 apresenta os valores das quantidades minimas (g, ) e mdximas (g;,) ad-

missiveis para cada tipo de recurso e os respectivos tempos maximos (p;;,) e minimos (p k)

)

de processamento.

Atividade | By | ¢, | @ | Pa| Py | B2 |4, | Q2| Pia| D,
11 9] 1| 4 101250 10| 2] 6 6 2
21 9 2| 5 6240| 10| 4| 713,50 2
3] 9] 3| 6467|233 10| 6| 8 211,50
41 91 4] 8 5125010 3| 9833|278
50 9] 6| 9417|278 10| 5| 8 412,50
6| 9| 7| 9142933310 5| 7 312,14
T 9] 4| 7137214110 7| 9214|167

Tabela 6.14: Dados técnicos do Exemplo 6.4

Os valores 6timos obtidos para as quantidades de recurso utilizadas em cada atividade,
aproximando as curvas dos tempos de processamento por multiplos segmentos, estao
apresentados na tabela 6.15, para o recurso R, e na tabela 6.16, para o recurso Ry. A
tabela 6.17, por sua vez, apresenta os resultados étimos para as datas de inicio de execugao

e os tempos de processamento das atividades.

Atividade | Numero de segmentos | x;; g, +Ta

I N || O =W N~ O
WIN| Wk |W|W|Ww
WIND | W[ | W|IN| =
~N | O | O || O | =D

Tabela 6.15: Solugao do Exemplo 6.4 pela aproximacao por multiplos segmentos de reta

para o recurso R;
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Atividade | Numero de segmentos

X2

9 T Ti2

S| DWW o ||+

|| CO | OO || W

IO =W =] O
NN |W| O | N W

Tabela 6.16: Solucao do Exemplo 6.4 pela aproximacao por multiplos segmentos de reta

para o recurso Rs

Atividade t

Di

0

6,11

11,11 | 3,50

6,11 | 2,33

10,58 | 4,17

3,33 | 2,78

013,33

8,44 | 2,14

I |O=|W N~ O

14,75

Tabela 6.17: Solugao do Exemplo 6.4 pela aproximagao por multiplos segmentos

A solugao étima também esta representada pelo seu diagrama de Gantt na figura 6.11.



6.5 - UM PROBLEMA COM TEMPO DE ESPERA

105

Atividade

————————————————————————————————————————————————

********

,,,,,,,,,,,,,,,,,
e et e e i |

— -

Figura 6.11: Diagrama de Gantt do Exemplo 6.4

6.5 Um problema com tempo de espera

Primeiramente, considere um projeto constituido de dois tipos de recursos a serem com-

partilhados por um conjunto de seis atividades, como mostra a tabela 6.18. Para efeito

de contextualizacao, considere se tratar da pintura de seis areas de um prédio comercial.

A pintura de cada area corresponde a uma atividade. Os pintores estao divididos em

duas categorias e representam os recursos. Considere também que cada area do prédio

sera pintado apenas por uma camada de tinta, tal que nao existe nenhuma precedéncia

pré-estabalecida. O problema é o de sequenciar as atividades e distribuir os pintores de

modo a concluir a pintura em tempo minimo.

Recurso 1 Recurso 2
Atividade | Homens-Hora | Limites de trabalhadores | Homens-Hora | Limites de trabalhadores
1 10 1 < trabalhadores < 4 12 2 < trabalhadores < 6
2 12 2 < trabalhadores < 5 14 4 < trabalhadores < 7
3 14 3 < trabalhadores < 6 12 6 < trabalhadores < &
4 20 4 < trabalhadores < 8 25 3 < trabalhadores < 9
5 25 6 < trabalhadores < 9 20 5 < trabalhadores < 8
6 30 | 7 < trabalhadores < 10 15 5 < trabalhadores < 7

Tabela 6.18: Dados gerenciais do Exemplo 6.5
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O grafo de representacao deste problema é ilustrado na figura 6.12. A atividade 0 e a

atividade 7 representam, respectivamente, o inicio e o término do projeto.

Figura 6.12: Grafo do Exemplo 6.5

A tabela 6.19 apresenta as quantidades dos recursos minimas (g, ) e méximas (g;,) ad-
missiveis para a execucao de cada atividade do projeto, e dos respectivos tempos de

processamento maximos (p;,) e minimos (p. ).

=

Atividade | Ry 4y |G | P | Py Ry Qyp | Tio | Pin | Py
11 91 1| 4 101250 10| 2] 6 6 2
21 9] 2] 5 6240 10 4| 73,50 2
31 9 3| 6467233 10| 6| 8 2|1 1,50
41 9] 4] 8 51250110 3| 98,33 2,78
5 9 6| 9417|278 | 10| 5| 8 4| 2,50
6| 9 7| 9142933310 5| 7 312,14

Tabela 6.19: Dados técnicos do Exemplo 6.5

Os valores correspondentes a solugao étima obtida aproximando-se as curvas dos tempos
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de processamento por miltiplos segmentos (um segmento para cada unidade de intervalo)

estao apresentados nas tabelas 6.20, 6.21 e 6.22.

Atividade | Numero de segmentos | x;; g, T Ta

N W& W] W | Ww
N | W | WD
| O || O | = | W

N | O | O =W N~ |O

Tabela 6.20: Alocacao 6tima do recurso Ry para o Exemplo 6.5 sem tempo de espera

Atividade | Numero de segmentos | x;o g, + T2

N | W[ O | N | W &>
S|l Wl W | OO
Tt O | O | O | = |

N | O | O =W N~ O

Tabela 6.21: Alocacao 6tima do recurso Ry para o Exemplo 6.5 sem tempo de espera



6.5 - UM PROBLEMA COM TEMPO DE ESPERA 108

Atividade t; | pi
0 0| O
1] 6,113,3
21 94|35
3| 6,1]23
4] 84142
51 33128
6 0133
71129 0

Tabela 6.22: Solucao 6tima do Exemplo 6.5 sem tempo de espera

A solugao também esta representada pelo seu diagrama de Gantt na figura 6.13.

Atividade

Figura 6.13: Diagrama de Gantt do Exemplo 6.5 sem tempo de espera

Considere agora o problema anterior com a seguinte modificagao: suponha que, no lugar
de seis areas, existam somente quatro areas. Porém, duas das quatro areas necessitam
da aplicacao de um selador para posterior aplicacao da pintura propriamente dita. As-
sim, tem-se, como antes, um total de seis atividades. Entretanto, duas correspondem
a aplicacao do selador e as demais correspondem a aplicacao da tinta. A aplicacao do
selador tem que anteceder a da tinta. Além disso, a tinta s podera ser aplicada apds a
secagem completa do selador. O tempo de secagem do selador representa um tempo de

espera que, para este exemplo, foi adotado como uma unidade.

O grafo de representagao deste problema é mostrado na figura 6.14. Os pares de atividades

(1,2) e (6,5) devem ser realizados nas mesmas areas. As atividades 1 e 6 representam a
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aplicacao do selador, enquanto as atividades 2 e 5 representam a aplicacao da tinta. As
atividades 3 e 4 representam a aplicacao da tinta em outras areas sem a necessidade de

selador. As atividades 0 e 7 sao atividades ficticias.

Figura 6.14: Grafo do Exemplo 6.5 com tempo de espera

A solucao 6tima obtida aproximando-se as curvas dos tempos de processamento por
miltiplos segmentos (um segmento para cada unidade de intervalo) estd apresentada nas
tabelas 6.23, 6.24 e 6.25.
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Atividade | Numero de segmentos | x;; g, + T

N W& W] W | Ww
N | O =N~ W
O | O |00 | O | W | =~

N | O | O =W N~ |O

Tabela 6.23: Alocacao 6tima do recurso Ry para o Exemplo 6.5 com tempo de espera

Atividade | Numero de segmentos | x;o q,, + Ti2

N | W[ O | N | W &>
S| O | OO
| O | O | O | = |

N | O | O =W N = O

Tabela 6.24: Alocacao 6tima do recurso Ry para o Exemplo 6.5 com tempo de espera
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Atividade t; | pi
0 0| O
1] 33] 3
21 89| 4
3| 33|27
41 63|26
51 89| 4
6 0133
71129 0

Tabela 6.25: Solucao 6tima do Exemplo 6.5 com tempo de espera

A solugao étima também esta representada pelo seu diagrama de Gantt na figura 6.15.

Atividade
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, | 1 A T SN U M SN SN
I S O R A T R 2
””””””””””” T3 R
:::1::::]::::3:""?""’r”"’fﬁ;:::1::::f::r:’:
[ A O R R R O R 5 |
6 S O O O D R T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 Tempo

Figura 6.15: Diagrama de Gantt do Exemplo 6.5 com tempo de espera

Note que, na primeira situacao, com seis atividades sem tempo de espera, as atividades
1 e 2 e as atividades 6 e 5 foram sequenciadas a posteriori. Ja na segunda situacao,
tendo duas precedéncias estabelecidas a priori, por causa do tempo de espera, a sequéncia
de execucao das atividades foi modificada. Apesar disso, o tempo total de duracao do
projeto permeneceu igual nas duas situagoes (12,9). Note ainda que a solugao 6tima para a

segunda situacao é também étima para a primeira. A reciproca, porém, nao é verdadeira.
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6.6 Comentarios

1. Dentro das especificidades de cada um, os exemplos resolvidos apresentaram resulta-
dos coerentes e sem qualquer inconsisténcia que sugerisse alteragoes na modelagem

realizada.

2. Foram realizados testes com o Exemplo 6.3.1 para especular a influéncia do valor
do parametro M3 na obtencao de solugoes computacionais. Para isso, introduziu-se
a variavel artificial v, na formulacao do problema, apesar de nao se tratar de uma
aplicacao do Método de Benders. A tabela 6.26 a seguir apresenta os valores obtidos
para a fungao objetivo e os tempos computacionais considerando diversos valores
de Mj. Todos os valores do parametro M3 adotados foram suficientemente grandes

para obter-se solugoes dtimas nao alteradas (com valores 6timos de v, nulos).

Problema | Solugao | Valor de M3 | Tempo computacional (seg)
Exemplo 6.3.1 11,5 - 3451,25
Exemplo 6.3.1 11,5 99 2999,52
Exemplo 6.3.1 11,5 999 3033,57
Exemplo 6.3.1 11,5 9999 3640,48
Exemplo 6.3.1 11,5 99999 2440,46
Exemplo 6.3.1 11,5 999999 3862,77

Tabela 6.26: Relagao do tempo computacional com o valor de M3

Nota-se que, para todos os valores de M3 adotados, obteve-se o mesmo valor da
funcao objetivo. Nota-se também que os tempos computacionais alteraram-se muito
pouco para todos os valores de M3. Em outras palavras, o valor de Ms, respeitado

um limite minimo, pouco interferiu no tempo computacional.



Capitulo 7

Conclusao

7.1 Comentarios finais

Antes de finalizar o trabalho, os seguintes comentarios merecem ser considerados:

1. Aproximagoes por multiplos segmentos de reta foram utilizadas para representar o
tempo de processamento de cada atividade como fungao linear por partes da quan-
tidade de recurso alocada, com os valores dos tempo de processamento ligeiramente
superiores aos tempos exatos. Com auxilio de desigualdades lineares, conforme a
secao 4.3.3, estas aproximagoes tornaram possivel reformular o problema original
nao linear, como um Problema de Programacao Linear Inteira Mista. Pela forma
de aproximacao adotada, as solucoes aproximadas obtidas serao sempre solucoes
vidveis. Isso dé as solugdes aproximadas o cardter de solugoes subdtimas (solugoes
que atendem a todas as restrigoes com desempenho um pouco inferior ao desempe-
nho 6timo). Através do nimero de segmentos adotado, pode-se controlar a diferenga
méxima entre a curva segmentada (linear por partes) e a curva exata, permitindo

aproximar-se da solugao 6tima exata tanto quanto se queira.

2. Conforme comentado no final do Capitulo 4, a aproximacao por segmentos de reta foi
proposta para relagoes entre o tempo de processamento e a quantidade de recurso
alocada do tipo hiperbdlica (ps = aur/qix). No entanto, o procedimento pode

ser facilmente estendido a outras formas nao lineares, ressalvado que as funcoes

113
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pir = Gix(qir) sejam continuas, monotonicas e convexas no dominio g, € [qik,@k].

3. A formulacao do Problema de Sequenciamento em Projeto com Restricao de Recur-
sos (PSPRR), expressada no Capitulo 4, incorpora restrigdes de precedéncia préticas
que nao estao presentes na literatura pesquisada. Em primeiro lugar, considera-se a
existéncia de atividades que nao tém nenhuma relagao de precedéncia estabelecida a
priori, exceto que as mesmas nao podem ser realizadas simultaneamente. Isso acon-
tece, por exemplo, em atividades nao correlacionadas, mas que devem ser realizadas
em um mesmo local, porém com a impossibilidade de duas equipes trabalhando
simultaneamente no local. Em segundo lugar, admitiu-se a fixacao de intervalos
minimos entre o término de uma atividade e a data de inicio de uma atividade

subsequente (tempo minimo de espera).

4. A incorporacgao de tempos de espera na formulacao do PSPRR obriga a consideragao
de dois tipos distintos de precedéncia. O primeiro é a precedéncia a priori. Neste
caso, trata-se de uma precedéncia imposta por critérios fisicos operacionais, exigindo
a consideracao do tempo minimo de espera. O segundo tipo é a precedéncia a
posteriori. Neste caso, a precedéncia ocorre somente como consequéncia do processo
de otimizacao, nao tendo razoes fisicas especiais, motivo pelo qual nao deve levar

em conta o tempo minimo de espera.

5. A aproximacao linear por partes foi idealizada para problemas com recursos continu-
os. Entretanto, ela pode ser também aplicavel a problemas com recursos discretos,
visando a obtencao de boas solugoes relaxadas de modo eficiente. Estas solugoes
relaxadas podem ser manipuladas a posteriori com baixo esfor¢o computacional.
Conjectura-se que esta estratégia pode ser interessante para a solucao de problemas
com recursos discretos, especialmente na aplicacao do Método de Benders, uma vez
que reduz significativamente o ntimero de variaveis discretas do problema, aliviando

o problema mestre.

6. Conforme descrito no Capitulo 4, estabeleceu-se uma estratégia para atribuicao au-
tomaética de valores para os parametros M; e M,. Essas atribuigoes sao baseadas em
limitagoes fisicas do problema real, evitando-se atribuicoes exageradas ou subesti-
madas destes parametros. Considera-se essa ser também uma pequena contribuicao
do presente estudo. De fato, na literatura (ver Artigues et al. [2] e Deblaere et
al. [21]) nao foram encontradas publicagoes nas quais esses parametros aparecessem

com critérios explicitos de atribuicao de valor.
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7.2 Conclusoes

Com relagao ao presente estudo, pode-se extrair as seguintes conclusoes:

1. Apresentou-se uma nova formulacao do Problema de Sequenciamento em Projeto
com Restricdo de Recursos (PSPRR) que incorpora rela¢oes nao lineares entre o
tempo de processamento e a quantidade de recurso alocada e dois tipos adicionais

de restrigoes de precedéncia.

2. A formulacao do PSPRR proposta considera tanto a quantidade de recurso alocada
quanto o tempo de processamento de cada atividade como variaveis continuas a

serem otimizadas.

3. Através de aproximagoes lineares com nimero arbitrario de segmentos de reta, apli-
cadas as relacoes que representam o tempo de execucao das atividades como funcao

da quantidade de recurso alocada, foi possivel resgatar a natureza linear do PSPRR.

4. Com artificios matematicos simples foi possivel incorporar na formulagao do PSPRR
a possibilidade de restricoes para atividades que nao tém nenhuma exigéncia de

precedéncia a priori, exceto a impossibilidade de serem executadas simultaneamente.

5. Artificios matematicos simples também tornaram possivel incorporar ao PSPRR o
tempo minimo de espera de atividades, sem que a natureza linear do problema seja

quebrada.

6. A consideragao do tempo de espera divide as relagoes de precedéncia em dois tipos:
precedéncia a priori e precedéncia a posteriori. Somente o primeiro tipo deve levar

em conta o tempo minimo de espera.

7. Estabeleceu-se uma forma fechada de atribuigdo de valores validos (suficientes) e

nao exagerados para os parametros M; e M.

8. Diferentemente, nao se apresentou uma forma fechada para atribuicao de um valor
para o parametro Mj. Entretanto, testes realizados sugerem que o valor de Msj,
desde que superior ao valor minimo necessario, ofereca pouca influéncia no tempo

computacional para se obter a solugao 6tima.

9. A técnica de aproximacao desenvolvida para recursos continuos pode ser adotada
como uma estratégia numérica que pode facilitar a obtencao de solucoes para pro-

blemas com recursos discretos.
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10. Problemas com recursos discretos, quando tratados numericamente como recursos

11.

continuos, devem receber um tratamento a posteriori para adaptar a solugao obtida.

O tratamento a posteriori é simples de ser realizado.

E importante a realizacao de estudos para melhorar o desempenho da aplicacao do
Método de Decomposicao de Benders na solugao do PSPRR. De fato, nao obstante
a elegancia matematica do Método de Benders, sua aplicacao apresentou desempe-

nho inferior quando comparada com outros métodos de resolucao, especialmente ao
CPLEX.

7.3 Perspectivas de continuidade do estudo

Em continuidade ao presente estudo, pode-se sugerir:

1.

Aprimoramento do modelo apresentado, através da inclusao de novas restrigoes ao
problema, tornando-o cada vez mais proximo da realidade gerencial. Um exem-
plo seria considerar no mesmo projeto a utilizacao de recursos renovaveis e nao
renovaveis. Outro exemplo seria considerar relagoes entre atividades que devem,
necessariamente, ser executadas uma imediatamente apds a outra. Ou seja, entre
duas atividades 7 e j, a data de inicio da atividade j seria igual a data de inicio da

atividade ¢ mais o seu tempo de processamento.

Solugoes de problemas de grandes dimensoes através da implementacao de técnicas
matematicas e computacionais aprimoradas, em particular, versoes melhoradas do

Método de Decomposicao de Benders.

Estudo de técnicas que viabilizem a introdugao de cortes que agilizem o procedi-

mento de otimizacao, importantes para uma eficiente implementacao computacional.
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Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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