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1 Introducao

Nesta tese de doutorado determinamos o comportamento assintotico, em termos de cotas
superiores e inferiores no limite de grandes distancias, de fungoes de conectividade e cor-
relacdo, nos modelos de percolacdo e spins, respectivamente, em redes hiperctibicas Z*+¢
com interacoes de alcance misto (exponencial na direcio Z* e polinomial de alcance R
na diregao Z%), na fase subcritica. Os resultados mais importantes deste trabalho sao os
Teoremas 2.1, 3.3 e 3.4.

No Capitulo 2 introduzimos, detalhadamente, em Z°*¢ (sem interacio exponencial e com
interagdo polinomial de alcance infinito) os modelos de percolagao de elos independentes
em um caso particular de alcance misto. Por meio de cotas inferior e superior, determina-
mos o comportamento assintético da conectividade de dois pontos em fungao da distancia
entre eles em toda fase subcritica, sendo esse o contelido do Teorema 2.1. Este resultado
é uma extensao para Z°t(d > 1) dos resultados de Aizenman e Newman [1] para d = 1.
Na prova do teorema nés usamos a desigualdade de Hammersley-Simon-Lieb,veja [2, 3, 4],
e a expansao em escalas multiplas desenvolvidas em [1]. Este capitulo estd baseado na
referéncia [5], onde a prova do Teorema 2.1 foi publicada.

No Capitulo 3 introduzimos os sistemas de spins ferromagnéticos com interagoesde al-
cance misto e estudamos o comportamento da correlacao spin-spin. Neste capitulo sao
considerados modelos de alcance misto em Z**¢ mais gerais do que os tratados no Capitulo
2. A generalizacao é feita em dois sentidos, tanto permitimos o alcance R tomar qualquer
valor em NU-+o00, quanto admitimos decaimento polinomial com correcoes logaritmicas na
direcao Z¢ sendo estes mais gerais que aqueles apresentados no Capitulo 2. Este capitulo
é baseado no trabalho [6], submetido para publicagao.

Sendo mais especifico sobre o Capitulo 3, na Subsecao 3.3.2, nds desenvolvemos uma teoria
de perturbacao rigorosa capaz de realizar o estudo mencionado no paragrafo anterior em
casos que a interacao entre os spins nao é necessariamente invariante por translacao. A
expansao apresentada nesta teoria de perturbacgao é baseada em propriedades convoluti-
vas da interagoes, que sao vistas como nicleos de operadores integrais e nas desigualdades
de correlacao G-I, G-1II e Simon-Lieb. Provamos a convergéncia desta expansao no regime
de altas temperaturas (8 pequeno). Como consequéncia, das cotas superiores obtidas por
esta expansao, podemos concluir a posteriori que a susceptibilidade do modelo é finita
(x(B) < o0) para toda regiao do parametro 5 onde a expansao é convergente. Em se-
guida, na Subsecao 3.3.3 nds nos restringimos as iteragoes com invariancia translacional
e com algumas outras hipéteses adicionais e estendemos os resultados obtidos no regime
perturbativo para toda regiao de 3 para o qual a suceptibilidade é finita. Para modelos
de spins escalares, isto é equivalente a dizer que os resultados sao validos até o inverso da
temperatura critica [3., a ser definido posteriormente.



Os resultados obtidos no Capitulo 2 sdo baseados em desigualdades de correlagao [2, 3, 4]
e nas técnicas de andlise em escalas multiplas que foram introduzidas por Aizenman e
Newman em [1] para modelos de percolagao de elos de longo alcance uni-dimensionais. A
escolha de introduzir inicialmente os modelos de percolacao, e estes com um tipo especial
de alcance misto, foi feita com intuito de deixar mais claro como fazer funcionar o método
de escalas multiplas tanto no caso em que as interacoes sao mistas quanto quando a rede
nao é mais uni-dimensional. A teoria de perturbacao construida no Capitulo 3 também
pode ser aplicada aos modelos de percolacdao. A opcao por apresentd-la no contexto de
sistemas de spins esta relacionada a importancia de tais sistemas onde as constantes de
acoplamento ou interacao sao nao-invariantes por translagao. A introducao do parametro
R no Capitulo 3 tras novidades ao comportamento assintético das correlagoes, algo que
denotamos por comportamento assintético intermediario. Este fenomeno é observado
quando a distancia dos pontos correlacionados é comparado a escala R da interacao. Nas
preliminares dos capitulos 2 e 3 introduzimos de forma rigorosa os modelos de percolagcao
e de spins, respectivamente. Nas secoes que se seguem sao discutidos, separadamente
em cada um dos capitulos, os resultados relevantes da teoria e o contexto em que estao
inseridos os problemas abordados neste trabalho.

Finalizamos esta introducao observando que os resultados obtidos no Capitulo 3 sao
também validos para os modelos de percolagao e as adaptacoes podem ser obtidas facil-
mente uma vez que em ambos os capitulos as técnicas sao desenvolvidas via desigualdades
de correlagao, o que se aplica a ambos os modelos tratados aqui.



2 Modelos de Percolacao de alcance misto em Z**¢

2.1 Preliminares

Nesta secao apresentamos os chamados, modelos de percolacao de alcance misto em Z*+9.
A definicao geral, de um modelo de percolacao de elos envolve basicamente, a definicao
de um grafo e uma medida sobre as possiveis configuragdes (no nosso caso de elos) que
podemos obter a partir deste grafo. Neste capitulo estudamos modelos de percolacao cujo
o grafo é dado por L = (Z¥*? B), onde cada elemento u € Z**¢ é da forma u = (ug, u,),
com ug € ZF e u; € Z% e o conjunto B é formado por determinados pares nao ordenados
(u,v) tais que u,v € Z¥"4 e u # v. A especificacio mais precisa de quem é o conjunto B
¢ dada mais abaixo.

Os elementos de ZFt¢ sio chamados de sitios ou wvértices, enquanto que os elementos
de B sao chamados de elos. A especificacao alcance misto, estd ligada a medida de pro-
babilidade que é definida no conjunto de configuragoes de elos do grafo citado acima.

A medida de probabilidade usual para os modelos de percolacao de elos independentes é
construida a partir de uma lista de probabilidades, i.e., indicamos individualmente qual
a probabilidade de cada elo em B estar "aberto”ou ”fechado” (serd definido abaixo).

Neste capitulo estaremos interessados em modelos de alcance misto com decaimento po-
linomial. De maneira mais precisa, a cada elo b = (u,v) € Z*¥4 x Zk+t4 associamos uma
variavel aleatéria wy, independentemente, tomando valores em {0,1} e com distribuigao
de Bernoulli tal que a probabilidade de w, = 1 é dada por

Puv = puv(ﬁ) = ﬁjuvu (1>

onde 3 € [0,1] e para ¢ > 0, J,, é dado por

= /
se Uy =1vy € U v
uw = 1 se up=uv; e |lug—vl =1; 2
0 caso contrario.

Se wp = 1 entao dizemos que o elo b esta aberto, caso contrario dizemos que o elo b esta

fechado.

Com a lista de probabilidades dada acima por (1) e (2), a constru¢ao da medida de pro-
babilidade segue de forma usual, veja [7]. Tomamos = {0,1}®, como espago de medida
ou espago de configuracoes e consideramos P a medida produto induzida por p,, sobre os
cilindros de €2, onde um cilindro neste contexto é um subconjunto C' C €2 que satisfaz a
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Figura 1: exemplo de configuraciao em Z*2.

seguinte propriedade: existem ng € N, by, ..., b,y € B e vq,...,v,, € {0,1} tais que para
todo elemento w € C temos wy, = v; para todo i = 1,..., ny.

A seguir daremos algumas definicoes bésicas que sao necessarias para a compreensao
deste texto. Diremos que v é um caminho unindo dois sitios distintos x e y, se v é um
conjunto de elos formado por uma seqiiéncia finita (by,...,b,), com b; = (x;,z;41) € B
e xry = x, T,y1 = y. Dada uma configuracao w € €2 e um caminho 7, diremos que
v esta aberto (na configuracdo w) se w, = 1 para todo b; € 7. Dada uma confi-
guracao w, diremos que dois pontos z,y € Z**? estdo no mesmo aglomerado, se exite
um caminho 7 aberto ( na configuragdo w) unindo estes dois pontos. Diremos que um
ponto esta conectado ao infinito, se o aglomerado deste ponto for infinito. O ewvento
{w € Q : existe um caminho aberto conectando x a y} serd denotado por {x < y} e
definimos a fungao conectividade entre dois pontos z,y € Z**¢ por 7,, = P({z < y}).
Para cada subconjunto S C ZF4, definimos Tfy = P({x < y dentro de S}), que é a
probabilidade de z estar conectado a y por um caminho cujo os vértices dos elos deste
caminho estao todos contido em S. Também necessitaremos da nocao de distancia nos
grafos que estamos trabalhando. Usaremos a distancia induzida pela norma L' em Z*+4,
Le, ||| = |z1] + ...+ |Trsal-

Uma grandeza de fundamental importancia neste capitulo sera a susceptibilidade que
¢ definida por:

e relacionado a ela, estaremos também interessados em

e = sup{f € [0,1] : x(5) < oo}.

Algumas das propriedades deste parametro 7. bem como da susceptibilidade sao menci-
onados na préxima sec¢ao.



2.2 Resultados fundamentais e fase subcritica

Vamos recordar alguns fatos sobre percolagao de longo alcance definidos por (1) e (2).
Seja 0(5,¢) = P ({0 <> oo}), a probabilidade da origem estar num aglomerado infinito.
Se k+d > 2 é a dimensao do espago entao, por comparacao com o modelo de percolacao
de primeiros vizinhos e para qualquer ¢ > 0, existe (. = (.(d,¢), tal que 6(3,e) = 0 se

B<pP.el(B,e) >0se > [..

Para k = 0 e d = 1 é conhecido que a existéncia de 3. depende de €. Se ¢ > 1, o
sistema possui pelo menos um aglomerado infinito com probabilidade positiva indepen-
dentemente da escolha do parametro 3. E portanto dizemos que este sistema nao exibe
transigao de fase em termos da fungao 6(3,¢), veja [8]. Jad no caso 0 < e < 1, existe um [,
como descrito no paragrafo anterior. Assim estes sistemas apresentam transicao de fase
com respeito a 0(3, ), veja [9].

A transicdo de fase pode ser medida em termos da susceptibilidade x(f3). Usando a
desigualdade de FKG (4), podemos verificar facilmente que m.(d,e) < (.(d,e). Para a
classe de modelos que estamos trabalhando podemos provar, na verdade que vale a igual-
dade. Este importante fato foi demonstrado independentemente por Aizenman e Barsky
em [10] e por Menshikov [11].

Nos sistemas que exibem transicao de fase, como os que sao estudados aqui, é comum
separarmos o espaco de parametros  em trés subconjuntos, o primeiro dado por g < 3.,
que chamamos de fase subcritica. Em seguida 3 = (3. que é chamado de ponto critico e
por ultimo o que compreende os valores maiores que ., que é chamado de fase supercritica.

Para os sistemas que abordamos neste trabalho, com k£ 4+ d > 2, o estudo do compor-
tamento assintético da fungao de conectividade 7,, ¢ feito por técnicas completamente
distintas em cada uma destas trés fases:

1)Na fase supercritica a funcao 7,, nio decai como fungao dos pontos z e y, veja [7]. Isto é
basicamente justificado pela existéncia de um tnico aglomerado infinito quase certamente;
2) Na fase critica, i.e., no ponto critico, o comportamento assintético da fungao 7, pelo
menos para dimensoes altas, foi obtido via expansdo em lagos, maiores detalhes veja [12].
E importante mencionar também que neste trabalho, é feita a prova, em dimensoes altas,
da conjectura mais famosa para percolacao de elos independentes; 3) Na fase subcritica, o
estudo do decaimento da funcao conectividade é bastante amplo envolve separadamente
os sistemas de percolagao de, curto alcance , longo alcance e alcance misto. A litera-
tura sobre este assunto é bastante extensa. No contexto de percolacao de longo alcance,
podemos destacar o trabalho de Aizeman e Newman [1] que obtém, através de técnicas
de escalas multiplas, o comportamento assintético das conectividades, como funcao da
distancia, para modelos uni-dimensionais de longo alcance, até o ponto critico. No caso
de curto alcance os resultados podem ser encontrados em [7] e em suas referéncias. O



estudo em dimensdes maiores ou iguais a um é feito em [5] para modelos com alcance
misto e os resultados sao objeto da seguinte secao.

2.3 Comportamento assintético da conectividade

Nesta secao enunciamos o principal resultado deste capitulo, o Teorema 2.1. Este teorema
nos da informacao sobre o comportamento assintético da funcao conectividade em modelos
de alcance misto em toda a fase subcritica.

Teorema 2.1. Suponha que B < 3. e considere o modelo de percolacao de longo alcance
com pu, dado por (1) e Jy, dado por (2). Entdo existem constantes positivas Cy, Cy,my
e mo que dependem de [ tais que

C; e mllzo—yol Cy e m2llzo—voll

< Tay <
e e R A

(3)

para todo x,y € ZF4.

O teorema acima nos diz, em certo sentido, que a probabilidade p,, dita o comportamento
assintotico da funcao conectividade em toda a fase subcritica.

A prova deste resultado sera dividida em duas partes: 1) primeiro mostramos como obter
a cota inferior afirmada em (3). Na verdade este resultado é facilmente obtido pela
desigualdade de FKG (4) em toda a fase subcritica e sua prova serd incluida porque as
ideias envolvidas na sua demonstracao serao usadas no Capitulo 3.

Em seguida apresentamos a prova da cota superior. Para a prova desta cota, precisamos
lancar mao de outros tipos de desigualdades de correlagao. A mais importante delas é a
desigualdade de Hammersley-Simon-Lieb, veja [2, 3, 4]. Nesta parte da prova é mostrado
como adaptar o argumento de escalas multiplas introduzido por Aizenman e Newman,
para modelos uni-dimensionais, aos modelos de alcance misto em quaisquer dimensoes.

2.3.1 Cotas inferiores

Como mencionado anteriormente, a desigualdade de FKG ¢é a principal ferramenta para
obtencao da cota inferior do Teorema 2.1. No que segue apresentamos todos elementos
para que possamos enunciar precisamente esta desigualdade. A prova desta desigualdade
pode ser encontrada, por exemplo, em [7]. Em seguida passamos para a demonstracao da
cota inferior do Teorema 2.1.

Desigualdade de FKG



Considere o espaco de probabilidade (2, F, P), onde Q = {0,1}®, F é a o-algebra gerada
pelos cilindros e P a medida produto obtida a partir das probabilidades p,, sobre os cilin-
dros. Usaremos a notacao g, para indicar a fungao caracteristica de um conjunto £ € F.
Para podermos enunciar de forma precisa o teorema da desigualdade de FKG, vamos pre-
cisar introduzir uma ordem parcial no conjunto €2 das configuracoes. Esta ordem parcial
é definida da seguinte maneira: dados wy,ws € €2, diremos que wy < ws, se wi(b) < wq(b)
para todo b € B. Diremos que um evento E € F é crescente se Ig(w) < Ig(w’) sempre
que w < w'. Por outro lado, diremos que E é um evento decrescente se seu complementar,
E¢, é um evento crescente. De maneira mais geral, uma varidvel aleatoria f : € — R,
num espago mensuravel (Q, F) é dita crescente se f(w) < f(w') sempre que w < W'

Teorema 2.2 (Desigualdade de FKG). Se f, g sdo varidveis aleatdrias crescentes tais que
[ f2dP < 0 e [ ¢g*dP < oo, entdo

/fdP/gdPg/fgdP. (4)

Para a prova desta desigualdade veja [7].

Obs: Uma conseqiiéncia imediata e importante deste resultado é que se A e B sao
eventos crescentes, entao

P(A) P(B) < P(ANB). (5)

Agora que estamos de posse da desigualdade de FKG, podemos apresentar a prova da
cota inferior de (3).

Sejam z,y € ZF¢ pontos distintos. Considere u = (xg,71) € Z* e v qualquer ca-
minho de comprimento minimo, de elos de primeiros vizinhos conectando u a y, veja
Figura 2.

Considere os eventos A = {O elo (z,u) estd aberto} e B = { esta aberto}.

E fato que AN B C {x < y} e, j4 que A e B sao eventos crescentes, podemos, apos
tomar probabilidades destes eventos, usar a desigualdade de FKG para concluir que

P(A) P(B) < P(ANB) < P({z < y}) = 7uy.

Usando as definigdes (1) e (2), podemos calcular explicitamente P(A) e P(B). Donde

concluimos que
C, e—mllzo—voll
< 6
T P )

onde —my = logf e C = 2. O
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Figura 2: sistema uni-dimensional.

2.3.2 Cotas Superiores

Esta é a parte mais delicada da prova do Teorema 2.1. Desenvolveremos esta secao
na seguinte sequéncia: 1) Iniciamos com a introdugao os elementos necessarios para a
compreensao do enunciado da desigualdade de Van den Berge e Kesten conhecida como
desigualdade de BK; 2) e em seguida usamos esta desigualdade para apresentarmos uma
prova, simples e curta, da desigualdade de Hammersley-Simon-Lieb. Optamos por provar
H-S-L neste trabalho, pelo menos para o modelo de percolacao, por que ela é na verdade
o pilar para construcao do método de escalas multiplas, j4 mencionadas anteriormente, e
também da teoria de perturbagao que é construida no capitulo seguinte para modelos de
spins em altas temperaturas.

Desigualdade de BK

Sejam n um inteiro positivo, I' = {0,1}", G o conjunto de todos os subconjuntos de
[' e P a medida produto em (I', G) determinada por densidades p(i), i.e.,

P = H,Uz‘
i=1
onde 11;({0}) =1 —p(i) e pi({1}) = p(d).
Dados w € T'e S C {1,...,n}, usaremos a notagao
wls={w el : &, =w; Viec S}

para designar o cilindro determinado por w e S. Para Fi, Fy; € G, definimos o evento
ocorréncia disjunta de Fy e Ey, denotado por E; o Fy, como

EyoFy ={w: existe S=S(w)C{l,...,n}, [wls CE e [w]se C Ey}

9



Para maiores detalhes e prova do teorema enunciado abaixo, veja [7] e referéncias contidas.
Teorema 2.3 (Desigualdade de BK). Se E) e Fy sao eventos crescentes em G, entdo

P(E1 oEs) < P(E1)P(E,). (7)

Observagoes: A desigualdade, como enunciada acima pede que o espaco amostral I seja
composto de um nimero finito de cépias do conjunto {0,1}. Portanto nao poderia ser
diretamente aplicada aos modelos de percolacao de alcance misto que estamos tratando
neste trabalho. Porém podemos mostrar que é possivel obter a desigualdade de BK
para a medida de probabilidade dos modelos de percolagao de elos independentes de
alcance misto, se restringirmos os eventos E; e F; a uma certa classe de eventos na
o-algebra gerada pelos cilindros. Em particular esta desigualdade é verdadeira para os
eventos que aparecem na prova da desigualdade de Hammersley-Simon-Lieb, para maiores
detalhes veja [7]. Note que a operagao de ocorréncia disjunta é uma operagao associativa
e, portanto, procedendo uma inducao formal sobre o nimero de conjuntos, podemos
generalizar a desigualdade de BK para qualquer nimero finito de eventos crescentes. Este
fato sera usado na prova de H-S-L.

Teorema 2.4 (Desigualdade de Hammersley-Simon-Lieb). Dados z,y € Z¥*? e B C Z**4
tais que x € B ey € B° entao

Txy S Z Tgi Puv Tvy- (8)

ueB
vEBC

Prova: Dados z,y € Z%, considere uma configuracio w € {z < y}. Entao sabemos que
existe um caminho aberto em w conectando = a y. Vamos denotar este caminho por v e
nomear seus elos como segue abaixo:

7= {(:L“,(ﬂl), (x17$2)7 B (xn—lay)}'

Para a configuragao w tomada acima e para o caminho 7y, definimos o niimero
E=min{ i ; (x;,2:41) € 7,2 € B e x4 € B°}

que é exatamente a primeira saida do caminho v do conjunto separador B, veja Figura 3.
Continuamos o argumento pondo u = x; e v = x;41. Pela definicao de k£ temos

w € {x <> u dentro de B} o {(u,v) esta aberto} o {v < y}.

Observe agora que para qualquer w dado em {z < y} a construgdo acima nos permite
sempre encontrar u e v, que claramente dependerao de w de forma que a relacao de
pertinéncia mostrada acima seja verdadeira. Portanto temos

{r =y} C U {z <> u dentro de B} o {(u,v) esta aberto} o {v < y}. 9)

ueB
vEBC

10
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Figura 3: Os pontos xj e Tgy1.

Tomando a probabilidade em (9) e usando a desigualdade de BK, concluimos a prova do
teorema. O

A seguir desenvolvemos o argumento que prova a cota superior em (3). Primeiro po-
demos verificar que a susceptibilidade, y, pode ser escrita como

=2 2, 2 ™

n20 |zoll=n z,€2Z4

Aqui usamos apenas a notacao x = (xg, 1) € Z*¥"¢ e que 7, é ndo negativo para podermos
reordenar a soma.
Por hipétese, x < oo. Assim, dado A € (0, 1), existe um ngy € N tal que, para todo n > ny,

temos
Z Z Toxw < A

lzoll=n z1€24

Vamos fixar atengao na soma

para algum valor fixado de ||zg|| > no. Neste caso, para cada um dos termos desta soma,
podemos aplicar a desigualdade de Hammersley-Simon-Lieb, com B = {x € Z*4 : ||z,|| <
no}(veja Figura 4) e obtemos, pela definigao (1) de py,, a seguinte desigualdade

Tox < E Tou Puv Toz-

llull=ng
veEBC:||lvg—ug||=1,u1=v1

11
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Figura 4: cilindro horizontal.

Ja que ||vg —ug|| = 1 e uy = vy temos p,, = [ em todos os termos da soma acima. Usando
a invariancia translacional deste modelo e que xy < oo, podemos afirmar que 7,, — 0
quando z — oo e portanto que existe um ponto v € Z*4, com ||vg| = ng + 1 tal que a
desigualdade 7, < 75, € valida em todas as parcelas da soma acima. Destas observagoes
segue que
Tox S 6 Tox Z Tou
[lull=no
S 6>\T§m-

Observe que a desigualdade acima pode ser iterada |||zol|/(no+1)| vezes, onde |- ] denota
o menor inteiro maior ou igual ao argumento. Feito isto, obtemos

Tow < (6)\)U\$0|l/(no+1)JTv*x
para algum v* € ZFt4. Agora, somando sobre z; € Z¢ em ambos membros da desigualdade

acima obtemos
Z Tow < X(ﬁ)\)LHfBoH/(n(ﬁl)J

xleZd
—mlaol]

com e”™ = (BA)Y ™+ Isto mostra que as parcelas da susceptibilidade decaem expo-
nencialmente na “direcao temporal”.

No que segue, mudamos o foco do estudo da conectividade 7,,, para uma nova funcao
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que denotaremos por T, (z,y). O papel dos pardmetros bem como sua defini¢do sao
estabelecidos logo abaixo. A introducao desta nova funcao, pode ser encarada como uma
maneira de projetarmos um sistema misto em um sistema de longo alcance. Além disto,
esta simples idéia ird nos permitir estender a andlise em escalas multiplas, conhecida an-
teriormente para sistemas de longo alcance com decaimento polinomial, para os sistemas
de alcance misto.

Seja § positivo tal que & < m e defina m’ = m — §. Mostraremos agora uma desigual-
dade do tipo Hammersley-Simon-Lieb para a fungao conectividade modificada T, (x, y) =

e™llzo=wolz  para B dado por B = Cp(z) = {z € ZF9: ||l —w| < L}.

Para L > 1 e y € Cf(x), temos da desigualdade de Hammersley-Simon-Lieb que

Try < § Tzu Puv Toy-

uECL(z)
veci(z)
Observe que
/ —
Tm, (.CC, y) — em Ilmo yOHTxy
m/||zo— E
< e llzo=yoll Teu Puv Toy
uweCy, (z)
’UECE(Z})
< m/||zo—uo| m/|lyo—vol|
> € Tau Puv € Toy,
ueCy, (x)
vGCi(z)

onde, na primeira desigualdade usamos Hammersley-Simon-Lieb e na segunda desigual-
dade usamos a definicao de p,, para concluir que para todas as parcelas nao nulas que
aparecem no lado direito da desigualdade, temos necessariamente uy = vy. Da tultima
desigualdade e da definicao de T/, segue imediatamente que

Tor(2,y) < D Tor(@,1) puy T (v, ).

ueCp (z)
UECE(Q?)

Em analogia com a conectividade modificada, introduzimos também a susceptibilidade

modificada
X! = Z T (0, ).
rezZk+d

Esta funcao, como mostramos abaixo, é finita para todo 3 tal que a susceptibilidade,
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X(B), é finita. De fato, para § < .

S Tu(0,) = 3 ey,

xeZk+d zeLk+d
!

< 3N el 3o,

k>0 ||zo||=k z1€Z4
— / —

S E 2d ]{,’d 1 em ke m k
k>0

< oQ.

Esta propriedade da susceptibilidade modificada serd usada, para provar que a funcao
T, (z,y) apresenta decaimento polinomial na direcao Z? em fungao da distancia de z;
a 1y, até o ponto critico. A partir de agora nosso argumento segue de perto as idéias
introduzidas na segao 3 de [1]. Fixados z,y € Z*? e L = ||z, — y1]|/4, j& mostramos que
vale a seguinte desigualdade

T (2, y) < > Tol(@,) puy T (v, y).
ueCy (x)
vECi(ac)

Agora, decompomos a soma em v, do lado direito da desigualdade acima, em dois so-
matoérios e através das grandezas que definiremos logo abaixo, cotamos cada uma das
destas somas separadamente:

Z Tm’ (l’, u) Puv Tm’<U7 y) + Z Tm' (Ia u) Puv Tmr<U, y>’ (10)
ueCy (z) ueCy (x)
vECZ(m)ﬁC3L(x) vECZ(ac)ﬁCgL(x)

A idéia que esta por tras desta decomposicao é agrupar os termos em que u e v estao
distantes, no maximo, um multiplo fixo da escala L e usar a hipétese que y,,» < oo para
obtermos cotas superiores que serao dependentes de T}, e que vao para zero quando L
vai para infinito. Nos demais termos usamos a finitude de x,, e as propriedades de p,,
para as parcelas remanescentes. Nas figuras abaixo representamos graficamente os termos
gerais da primeira e segunda parcela, respectivamente, de (10).

T ou L v 3L Y

Figura 5: uma representagao grafica do primeiro somatério de (10).
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NV\,/\.DM\Q

xr oy L 3L v Y

Figura 6: uma representagao grafica do segundo somatério de (10).

Definindo

Tm’(L> = Sup{Tm’(07u) tu € OE(O>} € T = Z Tm/(x,u) DPuw,
ueCy (z)
vECE(w)
o primeiro termo do lado direito de (10) pode ser cotado por T, (L/2)vy. enquanto o
segundo ¢ limitado por
2d+5 25)(%,1/
1+ [lzy — g4+

o que nos fornece a cota

2d+s 6)(2

Tm’(x y)

Usando que x,,y < 00, para 3 < . e que Y po, < 00, podemos afirmar que

Z T (2, 1) Py < 00.

u,vEZk+d

Por outro lado, segue da definicao de v, que

Vo< Y Twl@u) pu ey (u) Teg@(v),

u,veZk+d

donde concluimos, depois de usar o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue(ver
apéndice), que v, — 0 quando L — oo.

Para o € (0,27(%9), existe um Ly > 0 tal que 77 < a para todo L > L;. Conside-
rando entao L > Lj seque que

2442 232,
Tm/ L S o —l—OéTm/ L/2). 11
O PR P2 (L/2) (11)

Iterando (11) n vezes, com n sendo o menor inteiro para o qual L2™" < Ly, obtemos para
todo L > Ly
2BX2, D5 (a2)]

T, (L) < + a"T,, (L/2™).
R e P L Y
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Notando que T, (z,y) < T, (L), Ty (L) < X, para qualquer L' > 0 e que

o < 2—(d+e)n _

1 (1 + LdJrz-:) 2. 2d+s L 2(2L0)d+5
N 1+ LCH—E 2(d+a)n 1+ ||l’1 — y1||d+é3

) = T+ o — P
podemos concluir que, para 8 < B. € Cy = 2xm (Bxm 3" (a291)7 + (2L0)%+¢) que
7=0

Cy e~ llzo—yol

Ton <
B B e 71 [

vale para qualquer m’ = m — 0. Finalmente, j4 que ¢ pode ser tomado arbitrariamente
pequeno, esta completa a prova do Teorema 2.1.

[
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3 Modelos de Spins com interacoesde alcance misto
em Zk:—i—d

3.1 Preliminares

Nesta se¢ao vamos considerar modelos de Mecanica Estatistica do equilibrio com Hamil-
tonianos dados por:
HA({g}) == Z Jﬁ) Oy Oy, (12)
u,VEA

onde u = (ug,us) € A C ZF e &, = (¢, 6?,...,0{") € Q@ c RY é uma varidvel

aleatoria, chamada de spin. Associamos também a esta varidvel uma distribuicao de
probabilidade, comumente chamada de distribui¢ao a priori. Usaremos a notacao du(a,)
para nos referir a distribuigdo a priori no sitio u. As constantes JE sio chamadas de
constantes de acoplamento ou também interacao. Neste trabalho estaremos interessados
apenas no caso em que as constantes de acoplamento sao nao negativas. Neste caso,
dizemos que a interacao é ferromagnética. Os modelos que denominamos ferromagnéticos

de alcance misto sao definidos por interagoesda forma:

Kuw, seug=1veluy —ul| < R;
Jﬁ) =<1 se up = vy e ||ug — vl = 1; (13)

0 caso contrario.

Em (13), consideraremos sempre que as constantes K,,,, estdo bem definidas para todos
uy,v; € Z%4 O parametro R que aparece na definicio acima é chamado alcance da in-
teracao. Permitiremos que 1 < R < 0o, embora nosso principal interesse, neste capitulo,
seja em valores finitos do parametro R, porém arbitrariamente grandes.

Observagao: Agora as interacoes que definem os modelos de alcance misto sao mais
gerais do que as apresentadas no capitulo anterior. Além da introducao do alcance R,
agora as iteracoes, na direcao espacial, i.e., as constantes de acoplamento K, ,, nao sao
necessariamente da forma K, ,, = 2/(1 + [Ju; — v1]|9**).

1v1

Dados o Hamiltoniano (12) e o inverso da temperatura (3, assumiremos que a medida
a priori, em cada sitio u € ZF*t? du(a,) é tal que

/QA ﬂ [T

k=1icA
para qualquer escolha dos expoentes a; € N e para qualquer A C A. A notagao |A| denota
a cardinalidade do conjunto A. Valores esperados sao definidos como de maneira usual

el =PI T dpu() < o0 (14)

1SN
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em mecanica estatistica

| 1@ e e T duta)
(FUF) = @ (15)

~BHAUT) TT (3
e o
/Q . [ dn)

[ISHN

assumiremos a existéncia do limite termodinamico

(F(4FD) = Jim (F({F)a (16)
para funcdes continuas f suportadas em subconjuntos finitos A C Z?. Diremos que (-) é
o estado de Gibbs associado ao Hamiltoniano (12) a temperatura 1/4 com condigoes de
fronteira livre.

3.2 Desigualdades de Correlacao para sistemas de spins ferro-
magnéticos

Neste capitulo, temos dois objetivos: primeiro apresentamos, para uma grande classe de
modelos de spins vetorial tomando valores em RY (os valores de N serdo especificados
mais tarde) com interagoesferromagnéticas, uma teoria de pertubagao convergente para
valores pequenos de (3, que nos fornece o comportamento assintético intermedidrio da
correlacdo spin-spin (7,-0,), como fungao de ||[x—y||; Em seguida estendemos os resultados
perturbativos, os quais sao validos para pequenos valores de 3, a todos os valores de (3 para
os quais x(/3), a susceptibilidade do modelo, é finita. Ambos os resultados sao baseados
em desigualdades de correlacao e para modelos escalares (N=1), a condigao x(5) < oo
significa que os resultados sao vélidos até o ponto critico, veja [13].

O que estamos denotando, neste texto, por comportamento assintético intermedidario é o
comportamento da funcao (7, - 7,) quando o comprimento ||z — y|| é comparavel com R.
Para um sistema em um volume finito A e J® da forma (13), tudo resume-se a considerar
|z1 — 1|, a distancia entre e y na direcio Z¢, quando ||z; — y1|| << R << |A|Y/4
ou quando R << ||z; — 1| < |A|"/4. Para as medidas a priori du(¢) para os quais sdo
validas as desigualdades de correlagao, nosso objetivo é encontrar uma classe de interagoes
ferromagnéticas J® tal que, pelo menos para valores pequenos de /3, a correlacao spin-spin
se comporte assintoticamente como a interagao, i.e.

CKyyy e ™leowllse |z — || << R << |A]V4, (17)
<5x ’ 5@/)/\ .
Cremllz—yl se R << |z — ] << |A|YY, (18)
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para algumas constantes C, C' e m, uniformemente em A. Em particular, nos esperamos
que as cotas acima sejam validas também quando |A| — oo e, possivelmente, quando
R — .E importante ressaltar, que K, ,, pode ter um decaimento mais do geral do que
polinomial.

Se R >> |A]1/ 4 entdo ndo existe comportamento intermedidrio ji que, neste caso, o
sistema ¢ essencialmente de longo alcance. Dentro do contexto de mecanica estatistica de
interacoesde longo alcance, a questao se as correlagoes se comportam como a interacao
ou nao ja é uma questao antiga. Para modelos de gases na rede, no regime de baixa
atividade, foi provado em [14] que potenciais invariantes por transla¢do que decaem expo-
nencialmente (polinomialmente) levam ao decaimento das correlagoes exponencial (poli-
nomial), o0 mesmo também sendo vélido para sistemas de spins cldssicos (N=1), em altas
temperaturas. Veja [15, 16] para spins limitados e ilimitados, respectivamente. Os efeitos
de condigoes de contorno e ou campo magnético externo na taxa de decaimento das cor-
relagbes para modelos escalares N = 1 é estudado em [17] e os resultados sobre a taxa de
decaimento das correlagoes sao recuperados, no regime de altas temperaturas, para o caso
polinomial. Interagoes mistas como as que consideramos neste trabalho, veja (13), foram
levadas em conta em [18] no estudo de correlagoes em modelos de cristais quanticos, e a
cota superior (17), com R = o0 e

2

K =
u1v1 1+ Hul _ UlHdJrs’

com ¢ >0, (19)

foram obtidas no regime perturbativo, entre outros resultados. interagoes mistas foram
também estudadas em [5], onde o método de anélise em multiplas escalas de Aizenanm e
Newman [1] foi adaptado para determinar o comportamento assintético da conectividade
até o ponto critico, para a percolagao de elos independentes d-dimensional. O caso de
spins em redes unidimensionais, Z°!, foi considerado em [19], com N = 1,...,4 e com
K dado por (19), e a cota superior (17) foi obtida na fase desordenada.

Para modelos de spins na rede a cotas superiores similares as obtidas no Teorema 2.1 eram
conhecidas no regime de altas temperaturas, veja referéncia [15] para spins limitados e a
referéncia [16] para modelos de spins ilimitados discretos. Um problema importante era
determinar se a conectividade tinha decaimento dado pela mesma taxa das constantes de
acoplamento no caso de interacoes de longo alcance. No caso ilimitado e continuo, alguns
dos resultados de [15, 16] foram estendidos em [17] com J,, dado por (1) e u,v € Z%+9,
enquanto que em [18] sao considerados modelos de decaimento misto mais gerais. Em
ambos 0s casos a expansao em polimeros (veja [22] e referéncias contidas) é usada e os
resultados sao garantidos apenas no regime perturbativo. Em [19] é provado que para
modelos de spins O(NN) em redes uni-dimensionais, com 1 < N < 4, que o decaimento
das correlagoes é ditado pela interagao para todo (3 tal que x(5) < oo. Embora fosse
esperado que estes resultados também também fossem validos em redes d-dimensionais
nao era claro como prové-lo para toda a fase subcritica (8 < f3.).
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Para R > 1, definimos

”KRH = maX{ sup Z Ky, sup Z Kmvl}u

d d
USRS ) € vy —un || <R} VEES fu) € |fus —v1 | <R}

|JE|| = 2k + [|[KE|| e ||J|| = supg ||J®]|. Quando K,,,, é invariante por translacio, as
quantidades definidas acima se reduzem a norma L; usual. Vamos assumir por enquanto
apenas que ||J¥|| < oo e mais tarde nos restringiremos adequadamente & classe de in-
teragoes que lidaremos neste trabalho. Vamos assumir também que a medida a priori
du(d,) é uma medida par, i.e., u é invariante pela aplicagdo h(z) = —z e que ela é da
forma

du(3,) = e U9 gz, (20)

Dado o Hamiltoniano (12) e notando que J,,,0 - 7y < Juo(||Full? + 1|7 ||?) /2, uma condicao

suficiente para (14) ser vélido é que pelo menos uma, das duas condigoes abaixo, seja
verificada:

F1) f®)(0) > 0 para algum k > 2;
F2) f(z) = az + b, a > 0 e (3 satisfazendo || J%| < a.

Sob a hipdtese de ferromagnetismo, positividade das correlagoes é assegurada pela pri-
meira desigualdade de Griffiths. As desigualdades de Griffiths 1 (G-1) e II (G-II), veja
20, 21], s@o respectivamente dadas por

0 S <0‘A>A, N Z 1 (21)

<5w ’ &y>A<Eu ’ 6v>/\ < <(6m ’ 5y)(6u : 6U)>Aa (22>

. . N B)\a,
para qualquer A C Z*™ e qualquer conjunto finito A C A, com o4 = [[;_, HieA(ag ))“1.
G-II como enunciada acima nao se encontra na sua forma mais geral, mas esta na forma
que a utilizaremos neste trabalho. As condi¢oes na medida a priori e em N para que as

desigualdades G-I e G-II sejam véalidas sao as seguintes:

G1) Se a medida a priori é par entdo G-I é valida para qualquer N > 1, veja [22] e
referéncias 14 citadas;

G2) se a medida a priori é par entao G-I é vélida para N = 1, veja [22]. A desigualdade
também é verdadeira para N = 2 para medidas a priori uniformes, veja [23]. Dunlop e

Newman [24] mostraram que G-II também é vélida para N = 2 quando a medida a priori
considerada é par e da forma

du(3) = e 7dr df e / " e dr < 0o para cada b € R, (23)
R
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onde & = (rcosf,rsinf). Note que se se G2 é satisfeita entdo G1 também é satisfeita.
Para modelos com Hamiltonianos (12), a desigualdade de Simon-Lieb (S-L) [3, 4, 25] para
modelos com N = 1,2 afirma que

u€B
vEBC

onde B C Z¥*? e x € B, y € B°. A desigualdade S-L , na forma acima , foi provada em
[26] assumindo que a medida a priori satisfaz as hipéteses G2 e

SL1) para N = 1 com medida a priori (20), sendo tal que f”(t) > 0 para t > 0;

SL2) para N = 2 com medida a priori (20) e f(¢) sendo um polinémio cujos os coeficientes
de grau maior ou igual a um sejam positivos.

Teorema 3.1. As desigualdades de Griffiths I, II e Simon-Lieb sao satisfeitas pelos es-
tados de Gibbs (16) se: N =1 e se a medida a priori satisfaz a condi¢ao SL1; N =2 e
a medida a priori satisfaz SL2 .

A segunda desigualdade de Griffiths implica que os valores esperados sao fungdes nao
decrescentes do volume. Portanto, se um estado (-) satisfaz as hipéteses do teorema
acima entao ele também satisfaz a desigualdade de Simon [3]

(Fp - @y) S B Y (G- Fu) Ty (30 3)) (25)
u€B
veEBC

Além do mais, para Hamiltonianos dados por (12), Aizenman e Simon [27] provaram que

SL3) para N = 2,3,4 e medida a priori uniforme na esfera unitdria, uma versao um
pouco mais forte que (25) também é valida

(G0 Fy) < (B/N) Y (G, ) JE (G0 5y).

Note que, em particular, a desigualdade de Simon (25) também é satisfeita.

Teorema 3.2. A primeira desigualdade de Griffiths e a desigualdade de Simon sao sa-
tisfeitas pelos estados de Gibbs (16) se: as hipdteses do Teorema 3.1 sao verificadas ;
N = 3,4 com spins uniformemente distribuidos na esfera.

Obs: Considere um sistema de spins cujo Hamiltoniano é dado por (12) e J,, simétrica
e nao negativa (Jy, = Jy, > 0). Se a medida a priori du(5) é dada por

— _A R4 e 512 -
du(3) = e~ ilo1* 51517 +e g5
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com A > 0 e a € R, entao as hipéteses do Teorema 3.1 sao satisfeitas. Em particular, o
teorema vale quando du(d) = e~ M7’ 1?35 e tomando o limite A — oo, este resultado
também se estende ao modelo de Ising (N = 1) e XY (N = 2) com interagao de longo
alcance. Com N = 1 usando o "truque”de Griffiths [28] que consiste em escrever um
modelo de spins S como uma superposicao de modelos de Ising, pode se mostrar que o
Teorema 3.1 é satisfeito para spins discretos uniformemente distribuidos o € {—25, —25+
2,...,0,...,25—-2,25}. Além do mais, tomando o limite quando n — oo sobre os estados
(), com medida a priori dada por

— _l&l12n —
dp(7) = e 171" d7,
concluimos que o Teorema 3.1 é também satisfeito se os spins sao uniformemente dis-

tribuidos na bola unitaria ||| < 1, com N =1,2.

3.3 Comportamento assintotico Intermediario da correlagao spin-
spin

Nesta se¢ao vamos considerar modelos de spins N-dimensional na rede (k+d)-dimensional
e vamos inicialmente mostrar, para valores pequenos de (3, (17) e (18) em termos de cotas
inferior e superior, para N = 1,2 e para uma determinada classe de medidas a priori
que sera especificada mais a frente. Por enquanto, vamos mencionar apenas que nosso
resultado para N = 1 cobre o modelo de Ising, com spin discreto em {—25,—25 +
2,...,25} uniformemente distribuido e também com spin continuo no intervalo [—S, S];
(17) e (18) em termos de cotas superiores, para N = 3,4 e para spins uniformemente
distribuidos na esfera unitaria.

Na Subsecao 3.3.2, para obter a cotas superiores desenvolvemos uma teoria de pertubacao
que ndo impoe a interacdo J¥ a restricdo de ser invariante por translacao. Ela devera
satisfazer a algumas outras hipdteses, veja hipéteses H1-H3 na Secao 3.3.2. Para (8 nao
necessariamente pequeno mas tal que x(3) < oo, obtemos (17) e (18) em termos de cotas
superiores, até a temperatura critica, sob as hipoteses H4-H7, veja Subsecao 3.3.3, em
particular, vamos exigir invariancia translacional da interacao JF.

Esta secao é organizada da seguinte maneira: Na Subsecgao 3.3.1 colocamos as condigoes
na medida a priori para que sejam satisfeitas a primeira e a segunda desigualdade de Grif-
fiths [20, 21] e também a desigualdade de Simon-Lieb [3, 4, 25], apresentamos também
alguns exemplos de medidas a priori que satisfazem esta exigéncia e entao provamos (17)
e (18) em termos de cotas inferiores. Na subsec@o 3.3.2 colocamos as condigdes sobre a
interacao J para podermos obter a cota superior quando 3 é pequeno, veja Teorema 3.3.
Em seguida na Subsecao 3.3.3, apresentamos outras condigoes que devem ser impostas a
interacao J para que a cota superior continue sendo vélida sempre que x(3) < oo, veja
Teorema 3.4.
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3.3.1 Cotas inferiores

Proposicao 3.1. Considere o estado de Gibbs (16) a temperatura inversa (3 e suponha
que a medida a priori (20) satisfaga a condi¢do G2. Entdo, existem constantes positivas
mo, C e C, que podem depender de 3 e J¥ tais que, para todo x,y € Z++4

Cleyle_mOHxO_yOH se ||z1 —wyi|l < R,

Cro—mllz—yl se ||z1 —yi]| > R.

Prova: A condicao G2 implica que as desigualdades G-I e G-II sao satisfeitas. Vamos
supor inicialmente que a varidvel de spin seja limitada, i.e., || < S. Fazendo uma
expansao em série de Taylor do numerador, usando a hipdtese de ferromagnetismo e que
du(d) é par, podemos afirmar que

(@0 - 3y(S% = |lo2))a = 0
para qualquer z,y,z € A. Entao segue de (22) e da desigualdade acima que
(Op - T2)a(0, - Oy)a < S5, - Ty)A-

Fixados z,y € A, tomamos z = (yo, z1) e consideramos primeiro ||x; — y;|| < R. Seja I'
um conjunto de elos de primeiros vizinhos formando um caminho retilineo que inicia em
(20, 1) e vai até (yo, 1) e seja b o elo com pontos terminais z e y. Entao segue, novamente
de (22) e da desigualdade acima, que

<5zr ' 5Z>F<5y ’ 5Z>b < S2<5z : 5y>A-

Ja que (G, -,)r é o valor esperado tomado sobre um sistema uni-dimensional de interagao
de primeiros vizinhos e (G, - &.), envolve integragao sobre as varidveis &, e d,, é facil
concluir que, para pequenos valores de (3, existem constantes positivas C' e mg, que podem
depender de 3, R, J% e S tais que

—mo|lzo—yol| = =
CKy,ye <Gy - Ty)n-

Consequentemente, também vem da monotonicidade que a cota inferior acima continua
valida para todos os valores de 3 para os quais os estados de Gibbs estao bem definidos.

Para o caso ||x1 — y1|| > R, apenas substitua b no argumento acima por I'y, conjunto dos
elos de primeiros vizinhos formando um segmento retilineo com pontos terminais z e y e
assim podemos verificar que

Cemollzo—voll g=mllzi—unll < (Gr Ty)A

Para o caso de spins ilimitados e ||z; — y1|| < R, vamos estabelecer a cota inferior pelo
seguinte argumento: considere o caminho I' definido acima, fazendo uma expansao em

23



série de taylor de (0, - 0)r, em torno de § = 0, e em seguida usando que du(d) é par
obtemos a seguinte cota inferior

W27 (=
. R fQ |UO ’ dl”“(ao) o —mQon—yoH
@ -ayrz ] 870 (fQ AT 4y (Gy) ) = ¢ !

onde C' = e ¢é a razao entre as integrais acima. Observe que my > 0 para qualquer
(> 0 por que a razao entre as integrais é sempre menor do que um.
O

3.3.2 Cotas superiores em altas temperaturas

Vamos comecar esta secdo caracterizando as interacoesJ® que iremos considerar. Vamos
assumir que J¥ satisfazem as seguintes hipéteses:

H1) positividade de K: || JE|| > 2k, ou equivalentemente, ||K%|| > 0;

H2) limitacao local: dados wz1,y; € Z% existe uma constante positiva C3, que nao
depende de x; e y, tais que

Ky, < C3K,,,, paratodo up, vy € Z% com |jug — || <1, Jloy — ]| < 14

H3) hipétese de convolugao: para todo z,y; € Z¢, existe uma constante positiva Cs,
que nao depende dos pontos x; e y;, tais que

Z K:c1u1Ku1y1 < C2KI1:U1'

ul EZd

Os dois lemas que sao apresentados na sequéncia nos permitem exibir explicitamente um
exemplo de uma interacao que satisfaz H1,H2 e H3. Como veremos abaixo, o Lema 1 é
um resultado muito mais forte do que precisamos para justificar a hipétese H1. Olhando
com cuidado, notamos que este lema prova H1 para os nucleos do tipo (19) em todas
as escalas e nao somente na escala L = 1 como é pedido em H1. A hipdtese H3 para
os nicleos da forma (19) é obtida pelo Lema 2. Depois da prova destes dois resultados,
mostramos também outras familias de interacoes para as quais sao validas H1 e H3 por
simples modificacao dos argumentos que mostraremos agora.

Lema 1. Sejam x,y € Z¢, com ||z — y| > L/2, onde L > 2v/d ¢ dado. e K,, dado por
(19). Entao, existem constantes C1 = C1(L) e Cy = Cy(L) tais que
Cl < uv < 02 )
1+ [Ju —v||¢+s — 1+ |lu—vl|dte

(26)

para todo u € Br(z) ev € Br(y), com u # v.
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Prova: Suponha inicialmente que L/2 < |z — y|| < L. Entao Bp(x) N Br(y) # 0
e portanto ||[u — v|| ndo pode ser maior que duas vezes o comprimento da diagonal do
hipercubo para todo u € By (x) e v € Br(y). J& que u # v entdo ||lu—v|| > 1 e junto com
as observagoes acima temos portanto

M <1< |ju—v| <2VdL < 4Vd||z - y||. (27)
Entao a desigualdade (26) ¢ satisfeita com C) = (4v/d)~%* e Cy = 2L,
Agora, se ||z — y|| > L entdo Br(z) N Br(y) = 0 e existe um inteiro n = n(L) tal que
L™ < |jz — y|| £ L™ Se n = 1 poderia acontecer de termos ||u — v|| = 1 para algum
u € Br(z) e algum v € Br(y). De qualquer forma a cota inferior dada em (27) continua
sendo vélida se substitufmos L por L2, nos dando agora a nova constante Cy = 2L2(4+¢),
Para a cota superior, ainda no caso n = 1, basta procedermos como é mostrado na
desigualdade (28) abaixo:

n

1 L
splle =yl <=5 < L%~ VAL < |lu— || < L' + VdL < 2L < 2L||z —yl|, (28)

onde, para a segunda e quinta desigualdades, usamos a hipotese L > Wden>2 A
desigualdade (26) segue entdo com C; = (2L)797¢ e Cy = (2L)4**. Portanto segue que a
desigualdade (26) é véalida em geral com as constantes Cy = 2(2L)797¢ e Cy = 2L2(@+),

Lema 2. Seja K, dado por (19). Entdo

Cs
K., K., < 29
2 Ko Ko < T e 29)

para todo z,y € Z%, com C3 = 2¢72+|| K ||.

Prova: Seja D = ||z — y||. Observe que
> Kow Ky < ) KKyt > K Ky
u€Z? [u—z||<D/2 lu—yll>D/2
Note que se ||y — u|| < D/2 entéao
) 21+d+6

K:vu < <
=14 (Dj2)d+ = 11 Di+e

Pondo O3 = 292+ temos

Cs(2|K])~"
K., K, < K., + K,
Z Y 1+ Hx_de-i-e Z Z Y

ueZ? lu—yll<D/2 lu—z|[>D/2

Cs
< .
L+ [lz —yl**=
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Obs: As hipoteses H1 e H2 sdo, em geral, facilmente verificadas, enquanto H3 requer
algumas estimativas. Por exemplo, para K, ,, dado por (19) verificamos a validade de
H3, com Cy = 2%+%+¢|| K||;, pelo Lema 2. Outro exemplo é

2
(24 [lur = o) In"(2 + [lus — wa])’

Kmvl = (3())

com p > 1. E neste caso, Cy = 27| K||;.

Agora estamos em condigoes de enunciar o principal teorema desta se¢ao

Teorema 3.3. Considere o estado de Gibbs (16) a temperatura inversa 3 e com constantes
de acoplamento JT satisfazendo as hipdteses colocadas acima H1 o HS. Seja S* > 0 tal
que (&, - &,) < S% para todo u,v € Z¥*1. Entdo, sob as hipéteses do Teorema 3.1, existem
constantes positivas By, m e C tais que, para todo x,y € ZF+?

CRppye™0wlse |loy =y < R, (31)
(0 - 0y) <
S2e 2wzl se ||lz1 — | > R, (32)

sempre que 3 < (.

Obs 1: As constantes 3y, m e C dependem de 3, R, S% e || JT|| e elas serao explicitamente
determinadas na prova do teorema.

Obs 2: Por hipétese J® é simétrica e se du(d) satisfaz as hipéteses do Teorema 3.1
entao as desigualdades G-I, G-II e S-L sao validas. Portanto os modelos de spins menci-
onados nas observagoes que sucedem o Teorema 3.2, com interagoesdadas por (19) e (30)
satisfazem as hipGteses do Teorema 3.3, em particular, (7, - &,) < S?. Portanto, segue do
Teorema 3.3 que a correlagao spin-spin destes modelos decae como (31) e (32), para 3 pe-
queno. Junto com as cotas inferiores fornecidas pela Proposicao 3.1 obtemos informacoes
sobre o comportamento da correlacao spin-spin, em termos de cotas inferiores e superio-
res. Para sistemas de spins ilimitados satisfazendo as hipdteses do Teorema 3.3, antes de
podermos concluir que as cotas (31) e (32) sao validas devemos verificar a existéncia de
uma constante S? tal que (7, - ,) < S%. Isto normalmente é uma tarefa dificil. Vamos
mencionar apenas que cotas superiores na correlagao spin-spin podem ser obtidas sob a
hipétese de convexidade(ver apéndice) da fungao f (20) para sistemas ferromagnéticos de
longo alcance com Hamiltoniano da forma — 3}, i Jij(0;—0;)?, usando estimativas do tipo
”chessboard”, veja [29].

Prova do Teorema 3.3: A prova é dividida em duas partes:
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1. Primeiro mostramos que (7, - ¢,) decai exponencialmente na “diregao temporal” Z"
para ( pequeno e ||zg — yo|| > 0, i.e., se 8 é pequeno existe uma constante positiva
mo = mo(B) tal que

(6, -7,) < §2  e—mollzo—yoll

Em seguida provamos o decaimento exponencial das correlacoes na “direcao espacial”Z¢,

i.e., se 3 é pequeno e se ||r; — y1]| > R, onde R é o alcance da interagao J%, entao,
<5’x . 5’y> < 92 e—mﬁo\\xl—yl\\‘

Ambos decaimentos sao obtidos por sucessivas aplicacoes da desigualdade S-L. Mul-
tiplicando ambos os membros das duas desigualdades acima e tomando a raiz qua-
drada temos (32) para 3 pequeno e ||z1 — y1|| > R:

- - — 0 |1p—
(@, 7)) < S e sRleul,

2. A prova de (31) é feita por indug@o no nimero de vezes que aplicamos a desigualdade
S-L. Fixados z e y iremos mostrar, que para cada inteiro n que, existem fungoes nao
negativas (7, -5,)®, k=1,....ne Rg([;"ﬁ tais que

<5w ) Ey> < Z<5x ) 6y>(k) + Rgfﬁ,
k=1

onde, para 3 pequeno,

R < (3,-3,)™ +RITD, RW < Cpr

(G- Gy) ™ < C B Koy, e molleomwoll

E entdo claro como provar (31) a partir das desigualdades acima.

Sob as hipéteses do Teorema 3.1 as desigualdades G-I, G-II e S-L sao vélidas. Apds usar
a hipétese (7, - 7,) < S? para todo z,u € Z*"? e a desigualdade de Simon-Lieb com
B = {z}, obtemos

(05 - 6y> < 652 Z Jai (Gu 5y>- (33)

u€Zktd\{z}

Para z = (29, 21) € Z*"¢, defina o hiperplano H,, = {u € Z*¥™¢ : uy = 2}, que interpre-
taremos como “ hiperplano horizontal na altura z,”. Entao, observe que, pela defini¢ao
(13) de J, a soma em u de (33) é restrita aos pontos u € H,, tais que |ju; — x1|| < R e
também aos pontos da forma u = (xg +e;,x1), onde i € {1,...,k} e e; é 0 i-ésimo vetor
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da base canonica de R*. Entre estes pontos, seja % um ponto onde o maximo de (7, - Gy)
¢ atingido. Entao podemos concluir de (33) que

(2 &) < BS?||TH(|(5 - 7). (34)

Pela definicao do ponto u, podemos aplicar sucessivamente a desigualdade acima, pelo
menos (||zg — yo|| — 1) vezes. Este procedimento nos leva a seguinte desigualdade

(G0 - ) < (B[ TT) 107N - 5. (35)
Para 3 < 81 = 1/(S?||J%|]) e m > 0 tal que e™™ = BS?||J%||, segue de (35) que
(5, - &,) < S mlzo=wll (36)
que é a cota superior exponencial (31).

Agora suponha que ||x; — y1|| > R. Pelo mesmo argumento dado acima, podemos aplicar
iterativamente a desigualdade (34), pelo menos |||z1 — y1||/R| — 1 vezes, onde |-] denota
o menor inteiro maior ou igual ao argumento. E portanto obter para 3 <

mllzy —y1ll
R

(G- 7,) < S%e”
Multiplicando (36) pela desigualdade acima e tomando a raiz quadrada temos

(¢, -7,) < S%—%(Ilwo—yo||+||561—yl||)7
que ¢ a cota (32).

Se w # y entdo (35) nos sugere que a cota superior (36) pode ser melhorada. Mesmo
que tivéssemos u = y poderiamos ainda tentar melhorar esta cota porque nao exploramos
ainda o possivel decaimento na direcdo Z?. Para terminar a prova do teorema vamos
assumir, a partir de agora, que ||z; — y1]| < R e mostraremos que ainda temos uma
corregdo K,,,, ao decaimento exponencial (36), como afirmado em (31). A prova serd
feita usando sucessivas aplicacoes da desigualdade de Simon-Lieb, junto com uso da cota
(36), a hipdtese de limitagao local H2 e a hipé6tese de convolugao H3.

Defina o hiperplano V., = {u € Z*¥™® : u; = 2z}, que interpretamos como o “hiperplano
vertical de largura z;”, e tome B = V,, em (24). Da desigualdade de Simon-Lieb segue
que

(6.6, <0 Y (Ge G, T (605 (37)

uEle
veVE,

R

Segue da definigao de J;, que a soma em v acima ¢ restrita aos v € Vg M Hy,.
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VE'I - y

o

(u0,21) 1

T

Figura 7: Representagao em diagrama do lado direito de (37)

Observe que se x1 # y; entdo (ug,y;), a projegdo de y sobre o hiperplano H,,, é um
ponto em V§ N H,,. Seja bi(ug,y1) = {v € V5 NHy, : [lor — yul| = 1} e b (uo, y1) =
Ve, NHy, — bi(uo,y1). Destas observacoes e de (36) com ||J#|| = 2k (observe que os
valores esperados sao tomados em redes Z**9), temos

<5x . 5»u>vz1 S Sze—m/ﬂxo—uoH’ (38)
onde e™™ = 2kS?3 < 1, que, quando substituido em (37), nos dé

(G- ,) < pS? Y ermlomwl N (G, - ) = (Ge - 7)) + R,

uEVy, veVglﬁHuo
onde
7 .7 \1) = 3qg2 —m/||wo—uol| R iz .7
<O-x ay> - /BS e Julvl <Uv Uy>
UGVII Uebl(uo,yl)
[§]
(1) = 3g2 —m/ ||l mo—uo| R =z .z
R, =p8S e T 0, (T - Ty)- (39)
UEVzl ’UGb’{(uo,yl)

Encontraremos agora uma cota superior para (7, - Ey>(1) cuja a dependéncia em z,y é
similar a que temos no lado direito de (31). Usando que

[z0 = yol| < llzo — voll + [[vo — woll,
vem de (36) que, para 5 < [,
(G, 7,) < S2e~mllvo—voll < §2e=mllvo—zoll+mllzo—uoll (40)

Nas parcelas que definem (&, - &,)), temos u € V,, e v € by (ug,y1), portanto u; = 1,
lvr — 11]| <1 e segue entao de H2 que

Ku1v1 S C3K:c1y1
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Vz,

(ug,1) Y

I

Figura 8: Representacio em diagrama de (&, - ,)V)

que, quando substituido em (&, - @,)V), junto com (40) e assumindo que 3 < B, nos da

(7 - 3,) 1) < (2dBC35Y) Kpyyye om0l 37 mmll gmil,

UEV;L'l

Recordando que e™ = BS5?||J%|| e que de H1, ||J®| > 2k, a soma no lado direito da
desigualdade acima é igual a

ok \ I
Z(nﬂn) =Ca<oo

uczZk

nos levando a seguinte cota superior
(@ 3,) D < (2dBSCCY) Koy e Iv0 0l

Observe que o lado direito acima nos fornece o comportamento enunciado em (31). Agora

R{) ¢ bagao d d do anali
vamos mostrar que Ry, ¢ uma perturbagao de pequena ordem quando analisamos sua
dependéncia com relacdo a z, y. Aplicando-se a desigualdade de Simon-Lieb a cada (o,0y),

que aparece na definicao de Rg(cly), juntamente com (38) obtemos a seguinte cota

R%) < 3251 Z e—m/Huo—xOHZ Jzﬁm( Z e llvo—wol| Z J5121<5’Z . 5‘y>>‘

u€Vy, veb} (uo,y1) wEVy, ZEV%IHHU,O
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~ by (wo,u1)
§ . \(" . o.o H’u{)
(ug,z1) (ug,v1) ©
Vi, L
by (uo,u1)

Fixamos w € V,, e decompomos a soma acima, em z, em dois termos, como foi feito
na lado direito de (39), assim ficamos com

R) < (3, 5,)® + RY)

Ty Ty
onde
= . =\(2) = p2c4 e~ llzo—uoll e~ [lvo—wol| R =z =
<O-$ Uy> - /8 S u1v1 Jw1z1< Uy>
u€Vy, veb} (uo,y1) wEVy, z€b1 (wo,y1)
€

RéQy) 56254 Z —m/||xo— uOHZ Ulv1< Z —m/ ||wo—wvo| Z w1z1 J. - >>

u€Vo, veb} (uo,y1) wEVy, 2€b (wo,y1)

Em sequéncia, vamos mostrar que (7, - &,)® é da forma O(3?)K,,,, exp(—m||zo — yol|) e
que Rg(gzy) é uma pequena perturbacao com respeito a esta cota.

Se w € V,, entao w; = vy enquanto se z € by(wy,y1) entdo ||z — y1]| < 1. Isto significa
que, de H2
ng = Kw1zl < C3Kv1y1~

Também, da desigualdade
10 = yoll < llzo — woll + [luo — 2ol + ll20 — woll,
e de (36) temos, para [ < (3

<5’Z . 5’y> < S2e—mllzo—yoll < G2 m(llzo—yoll~llz0~uoll—[luo—zol[)
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para todo up, 29 € Z*. Finalmente, observando que v; = w; se w € V,,, temos das
observagdes acima e da defini¢io de (&, - &@,)® que

(G- 3,)2 < (2d52S5Cs) e mlw-sl < > el ””‘)Z run Koy,

u€Zk vEHL,
< (2dC,05)(BCL) (S K gyye 00l

onde usamos a hipdtese de convolucao H3 na obtencao da tltima desigualdade. Na verdade
¢ importante enfatizar que H3 é o ingrediente chave para estabelecer a cota superior
Ky, exp(—ml|zo—yo||) durante todo o processo de interacao, que ja deve estar claro neste
ponto: para mostrar que Rgf;) ¢ uma perturbacao de ordem pequena com respeito a esta
cota superior nos aplicamos a desigualdade S-L as correlagoes que aparecem na defini¢ao
de R\ y e separamos a soma que vem da aplicagao desta desigualdade em duas partes, uma
a qual mostraremos, usando a hipétese convolutiva H3, ser O(8" ™)K, exp(—m||zo —
yol|l) e outra, o resto, que é apenas uma pequena perturbagdo com respeito a grandeza
anterior. Portanto o processo iterativo nos da a seguinte cota

Uy < Z + RxZ)7 (41>

onde, para todo n > 2,

<C?$ . O‘-‘y>(n) S (2d0203)n—1(ﬁc«4)n(52)n+1Kmly1e—m||yo—aco||

R(") < S2(BS2Cy|| TR

Agora, se < By = mln{SQC4IIJR||, 57 52020304} < [; entao
D (2dCyC3)" 1 (BCY) (7)< o0
i=2

e limsup R, ") = (. Para estes valores de 3 definimos

n—oo

C(B) = 2dBS*C3Cy+ Y _(2dCHC5)"~H(BC,) (S?)H

1=2

e tomando o limsup de (41) temos a cota superior (31).
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3.3.3 Cotas superiores no regime x(3) < oo

Na segao anterior, mostramos sob certas hipdteses (H1-H3) que o decaimento da fungao
conectividade é ditado pela taxa de decaimento das constantes de acoplamento se (3 é
suficientemente pequeno. A partir da cotas (31) e (32) do Teorema 3.3 podemos concluir
que x((), a susceptibilidade, destes modelos é finita no intervalo (0, 3y). Naturalmente
surge a questao sobre o comportamento assintético das conectividades em toda a regiao
para o qual x((3) < oo. Para dar uma resposta a esta questao, lancamos mao dos métodos
introduzidos no Capitulo 1, onde obtivemos o comportamento assintético das conectivi-
dades em todo regime subcritico.

E claro que existem diferencgas que saltam aos olhos sobre os modelos de percolacao e os
modelos de Mecanica Estatistica em que as medidas sao definidas a partir por Hamiltoni-
anos como em (12). Porém no caso ferromagnético, que é objeto de estudo neste trabalho
varias analogias podem ser feitas. A que nos interessa, em particular, é a relacao entre
as fungoes conectividade e a correlacao spin-spin. Esta sera explorada de duas maneiras
neste trabalho; tanto para adaptar a prova do Teorema 3.3 para os modelos de percolacao
quanto para adaptar a prova do Teorema 3 para os modelos de mecanica Estatistica defi-
nidos por (12). Nesta secdo, como ilustracdo aos comentarios prévios, mostraremos passo
a passo como proceder para adaptar as técnicas de escalas multiplas, introduzidas nos
modelos de percolagao na prova do Teorema 3, a modelos ferromagnéticos bem gerais.
Além disto, mostraremos generalizacoes deste método em dois sentidos. Permitiremos
tanto que o alcance R da interacao tome valores 1 < R < oo e também que os nicleos
sejam mais gerais do que (19). Estes por sua vez, deverao satisfazer as hipéteses H4 a H7,
listadas logo abaixo. Mencionamos também alguns exemplos de interagoesque satisfazem
estas hipdteses.

Outro fato importante a se notar é que, para uma grande classe de modelos de spins
escalar (N = 1), a condicao x(f) < oo é equivalente a dizer que 3 < 3., onde 3, é o
inverso da temperatura critica, veja [13]. Isto é particularmente verdadeiro para modelos
de spins escalar mencionados nas observacoes que sucedem o Teorema 3.2, com interacoes
dadas por (19) ou (30).

A partir de agora assumiremos que nossas interacgoessatisfazem as hipoteses:

H4) Invariancia translacional: existe uma funcdo K : Rt — RT tal que K., =
K([lz1 = wll);

H5) Monotonicidade: K(q) < K(p) se p < ¢;

H6) Cota superior uniforme: para todo z,y; € Z?, existe uma constante positiva C
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tal que
T, — ~
i (I 20) < enon - i

H7) Cota inferior uniforme: existe uma constante positiva v tal que

para todo R > 1.

Obs: Observe que as interagoes(19) e (30) satisfazem trivialmente H4, H5 e H7. Para
H6, pegamos C' = 297 no caso (19) e para (30) C = 2417,

Podemos agora enunciar o principal resultado desta secao

Teorema 3.4. Considere o estado de Gibbs (16) a temperatura inversa 3 e com constantes
de acoplamento J¥ satisfazendo as hipdteses feitas acima, Hj a H7. Seja S* > 0 tal que
(G - 3,) < S? para todo u,v € ZFt. Entdo sob as hipdteses do teorema 3.2 e para 3 tal
que x(B) < oo, existem constantes positivas m,m,C e Ry tais que, para todo xz,y € 7+
e para todo R > Ry

Cleyle—mllzvo—yoll se ||lz1 —wyi|| < R, (42)
2~ llz—yll se ||lzr — il > R. (43)

Sob as hipéteses do Teorema 3.2 as desigualdades G-I e Simon sao validas. A prova do
teorema acima, serd baseada na expansao em escalas multiplas desenvolvida no capitulo
anterior. A prova serd dividida em trés partes:

1. como fizemos na prova do Teorema 3.3, primeiro mostraremos que a correlacao
spin-spin decai exponencialmente na “direcao temporal”’z, € Z* sempre que 3 for
tal que x () < o0, i.e., se x(8) < oo entao existem constantes positivas Ry = Ro (/)
e mo = mp(B) tais que

(&, - ,) < S%emolleo=wol (44)

sempre que ||zg — yo|| > Ra.

Similarmente, também provamos o decaimento exponencial das correlacoes na “direcao
espacial”z; € Z? para pares de spins suficientemente distantes, i.e., se x(3) < oo
entdo existem constantes positivas Ry = R3(f3, R) and m; = my (5, R) > 0 tais que

(G, -d,) < S*e-mlai—ull (45)
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As constantes acima serao determinadas no decorrer da prova. Claramente, se
tomamos Ry = max{Rs, R3} e m = (my + my)/2 entdo, depois de multiplicarmos
(44) por (45) e tomarmos a raiz quadrada concluimos que

(0, -5,) < S2e—mllz—yll
sempre que X (8) < oo e ||z —y[| > Ry;
2. seja m’ > 0 dado e defina
T (,y) = ™ lvo=wll(z, . 5,).

Dado L > 1, seja Cr(z) = {z € Z""% ||z1 — y1|| < L} o “cilindro vertical”de raio
L centrado em z. Tomando y € C§(x), iremos mostrar que T,/ (x,y) satisfaz uma
desigualdade tipo Simon, i.e.,

T (z,y) < Z Ty (2, u) JE T (v, ). (46)
uecy (z)
vect (z)
Queremos chamar atengao que a desigualdade acima serd ttil quando x(5) < oo
por que ela nos permitird tomar m’ = mg — &, onde mg > 0 é a taxa de decaimento
exponencial na “direcao temporal”e 6 um nimero real positivo mas arbitrariamente
pequeno;

3. a desigualdade (46) sera usada para desenvolver uma teoria de perturbagao conver-
gente que captura o decaimento misto das correlagoes sob a condi¢ao x(5) < oo,
reproduzindo o resultado do teorema 3.1 que era antes, para [ pequeno. Seja
x,y € ZF tais que ||z —y1]| < R e escolha o comprimento de escala L = ||z; —y1]|.
Se x () < oo entdo mostraremos que existe uma constante positiva C tal que

Tm/<x7y) S éX?n/leyl + Tm/(L/Q)fYL/‘l? (47)
onde
T, (L) = sup T (0,u), Xl ZT (0, u) evLEZT ru) JE.
u€eCs (0) ueZk+d u€Cy (x)
’UECE((E)

No decorrer da prova mostraremos que se x (/) < oo entao também temos X,/ () <
o0 e que v, — 0 quando L — oo. Seguird entao que o segundo termo no lado direito
da desigualdade (47) serd pequeno comparado com o primeiro termo, o que vai nos
levar a concluir que iterando (47) teremos o resultado.

Vamos comegar provando (44). Devido a invariancia translacional, iremos tomar y = 0.

Uma vez que
=Y S G,

n20 |lzo[=n z,€24

35



da hipétese x(3) < 0o segue que, dado A € (0, 1), existe ng € N tal que

lzoll=n =€z

para todo n > ng. Tomamos x = (xg, ;) € ZFt? com ||xg] > ng e aplicando a desi-
gualdade de Simon (25) com B sendo o "Cilindro horizontal” {z € Z¥*? : ||zy| < ng},
obtemos

(Go-Ga) < B Y (Fo- Fu)Jin(Fu - o).

u€EB
veEBC

Segue da definicao (13) de J¥ que as tnicas contribui¢oes nao-nulas possiveis no lado
direito da soma acima ocorrem quando os pares u € B,v € B¢ sao pares de primeiros
vizinhos satisfazendo a condigao ||ug|| = ng € w1 = v1. Além do mais, ja que x(5) < oo
entdo podemos concluir que (7, - ¢,) — 0 quando ||z — y|| — oo e também que, para
. . k+d — — — — —
qualquer ny € N fixado, existe v = v(ng) € Z" tal que (Gy(ng) - 0z) = SUP,ep (0 - 02),
onde o supremo ¢ tomado sobre F', a fronteira externa do “cilindro horizontal” B. Portanto

<50 : 63m> < 2kp Z <0_30 : 63u> <53v(no) ’ 5z> < 2kﬁ)‘<6511(n()) ’ 693>

u€EB
lugll=no

Aplicando sucessivamente a desigualdade acima, (note que isto pode ser feito pelo menos
L[[oll/(no + 1)], desde que ||zo|| > Ry = ng + 1), obtemos

(Gy - G) < (Qkﬁ)\)Lllxoll/(no-i-l)J (Gong)  Fu) < G2emollzoll

que, para A suficientemente pequeno, ¢ (44) com e™™ = (2kBA\)Y (04D e (3,01 F,) < S
Segue também da primeira das desigualdades acima que

Z (G- 3y) < xe mollwol, (48)

1 GZd

Analogamente, provamos (45). Tome y = 0 e considere o “cilindro vertical”’B = {z €
Zkt ||z || < mo}, onde ng > R é escolhido tal que

> D (Go-day <A<

{z1€2 : n—R<||z1||<n} zo€Z*

para todo n > ng, onde R ¢é o alcance da interagao e A < 1 é um numero positivo dado.
Tomamos agora x = (g, x1) € ZF? com ||z1]| > ng e aplicamos a desigualdade de Simon
e a definicao de J para obter que

<5:0 : 63:p> < ﬁ Z <630 : &U>Ku1v1 <6:v : 63:):)
u€B, ng—R<||luylI<ng
vEBC, |lup—v1lI<R, vo=ug
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Entao concluimos que o lado direito da ultima desigualdade é limitado superiormente por
ﬁ”K”<5v(no) 5:0> Z <50 -§u>,
w€B, no—R<||u1]|<no

onde (Fy(ng) - 0z) € 0 supremo de (0%, -7,) tomado sobre sobre a fronteira do cilindro vertical
de raio ng + R. Dai também concluimos que

(Go - 02) < (BIKNA) (Fono) - z)-
Seja R3 = ng+ R. Entao, se ||z;|| > R3, podemos iterar a tltima desigualdade pelo menos
|||z1||/ R3] vezes e ver que

(G0 - o) < (BIEINIVES (G - 5) < S2emmlnl

onde, para ) suficientemente pequeno, e™™ = (B||K||A\)Y% e m; > 0, o que prova (45).
Também segue da primeira das desigualdades acima que

3 (72 < e

moGZk

O préximo passo é provar (46). Suponha que z,y € Z**¢ sdo tais que y € C¢(x) para
algum L > 1, onde Cp(x) é o cilindro vertical centrado em x com raio L. Entao, apli-
cando a desigualdade de Simon a (7, - 7,), com B = Cr(z), e multiplicando esta por
exp (m/||xo — yo||), usando a definigdo de T,/ (x,y) e a desigualdade triangular chegamos
a (46) pois

! —
T (z,y) < e™ lzo=ol g (G- Gu)JE (G, 7,) < E T (z,u) JE (v, y).
wecy (x) ueCy (x)
vECE(m) UGCi(x)

Como préximo passo, dado (46), provaremos (47). Vamos precisar primeiro provar que
Xm (B) < 00 se x() < oo, onde m’ = mg— 09, mg sendo a taxa de decaimento exponencial
na direcao temporal , que é positiva se A é pequeno, e § é suficientemente pequeno e
positivo. Mas isto vem de (48) e

Z T (0,2) < Z Z e llzoll Z (G

R 720 {mo€ZF  ||zol|=5} w1 €24
.d—1_m'j _—moj
< x 2dj“ e e < 00.
320

Considere x,y € Z** tais que Ry < ||z1 — y1|| < R. A constante R, serd escolhida mais
a frente. Tomamos L = ||x; — 31| e usando (46) temos

Tm’ (.I‘, y) < Z Tm’ (I, u) ‘]ﬁ) Tm/<U, y)

uGCL/4(z)
UECL/4(9¢)
R R
< E T (x,u) Joy To (v, y) + E T (x,u) Jy T (0, 9).
uECL/4(aU) MECL/4(L)
€cg /4 ()NCy /5() vECs |, (@)NCE o ()
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Note que, em cada T, (v,y) que aparece no primeiro termo do lado direito da ultima
desigualdade, os pontos v e y sdo tais que ||[v — y|| > L/2. Recordando que

T, (L) = sup T, (0,u)
u€Cs (0)

e que T,y (v,y) é invariante por translacao temos T,/ (v,y) < T,/ (L/2). Usando esta cota
superior para T, (v,y), T (z,u)JE >0 e a definigao de

E R
7L = Tm' (l’, U) Juv
uGCg(z)
UECL(z)

segue que o primeiro termo ¢é limitado por T,,(L/2)y/4. Para o segundo termo, ob-

serve inicialmente que todas constantes de acoplamento J que aparecem nestes termos

satisfazem wy = vy e ||ug — v1|| > ||z1 — y1||/2. Assim, temos para estas constantes de

acoplamento )
Taw = K([Jur = v1]]) < K(|loy = 91]l/2) € CKoyy,s

onde, para justificar estas informagoes usamos as hipotese H4, H5 and H6. Assim podemos
concluir que o segundo termo ¢ limitado por Cx?, Ky, ,,, que leva a

T (z,y) < C’X%folyl + Tm’(L/2)'VL/4'

Finalmente, partindo de (47), obtemos o decaimento misto exponencial-K,,, (42). Como
| JE|| < 00 e xmr(B) < 00 se x(8) < oo, concluimos que

Z T (z,u) JE < oo

u,peZk+d

Por outro lado, segue da definicao de v que

v < Z Tm/(x,u) Juw 1CL(x)(U) 102(96)(”)7

u,peZk+d

donde concluimos, pelo mesmo argumento dado no capitulo anterior, que v, — 0 quando
L — oo. Agora usamos este fato para pegar a cota superior (31) a partir da desigualdade
(47).

Seja v > 0 dado por H7 e tome o € (0,1/(2"C)). Entao, existe R, > 0 tal que Yo <
para todo L > Ry. Tomando L > Ry, segue de (47) que,

T (2,y) < CX20 Kayy + T (L/2).
Note que para qualquer z € Z**4 com L < ||z; — z|| = L temos
T (,2) < Cx2 Ky, sy + aToi (L)2),
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ja4 que, para todo L < L, temos Voja < Q. Apés usarmos H5 e a definigao de T,/ (+)
obtemos

C*\2 Koy + T (L)2) < C?X2 0 Koy, + Ty (L/2),

de onde concluimos que

T (L) < C*\2 Kyyyy + AT (L)2).

Iterando a ultima desigualdade n vezes, com n sendo o menor inteiro para o qual L2™" <
R4, temos para todo L > Ry

n—1
T (L) < Xoy Ky D _(CP) + a" Ty (L/27). (49)
§=0
Desta escolha de n, segue que
n 1 1 T1Y1 (4L)V 128 8%

onde foi usado na segunda desigualdade a hipdtese H7. Levando esta cota superior em
(49), e usando junto que Ty (z,y) < T, (L) se y € C(x) e Ty (L") < Xy para qualquer
L' > 0, concluimos que

(¢, -5,) < Cleyle—(mo—&Hro—yoH

sempre que x(3) < oo, 0 que prova a cota superior (42).
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4 Apéndice

Teorema 4.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Sejam (E, A, pu) um
espaco de medida e g : E — R uma funcao integrdvel sobre E. Suponha que f, seja uma
sequéncia de fungoes mensurdveis definidas em E tal que

()] < g()

e que f, — g pu-q.t.p., entdao

/fdp: lim | f.du.
E e JE

Definigao 4.2 (Conjunto convexo). Um subconjunto C' de um espago vetorial € dito
convezo se para quaisquer x,y € C, tx + (1 —t)y € C para todo t € [0,1].

Definigao 4.1 (Fungao Convexa). Seja C' um subconjunto convero de um espago ve-
torial. Uma fungao f : C — R € dita conveza, se para quaisquer z,y € C et € [0,1],
temos

fz 4+ (1 —=t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y).

40



Referéncias

[1] M. Aizenman and C. M. Newman, Discontinuity of the percolation density in one-
dimensional 1/|x — y|* percolation models, Comm. Math. Phys. 107, 611-647, (1986).

[2] J.M. Hammersley, Percolation Processes. Lower bounds for the critical probability,
Annals of Mathematical Statistics. 28, 790-795 , (1957)

[3] B. Simon, Correlation Inequalities and the Decay of Correlations in Ferromagnets,
Commun. Math. Phys., 77,111-126, (1980).

[4] E. H. Lieb, A Refinement of Simon’s Correlation Inequality, Commun. Math. Phys.,
77,127-135, (1980).

[5] Gastao A. Braga, Leandro Cioletti and Remy Sanchis, Decay Properties of the Con-
nectivity for Mizved Long Range Percolation Models on Z%, J. Stat. Phys., 587-591,
(2007).

[6] Gastao A. Braga, Leandro Cioletti and Remy Sanchis, Intermediate Asymptotics of
Correlations for Ferromagnetic N-vector Spin Models 2008 (Submitted for publication).

[7] G. Grimmett, Percolation, Second Edition, Springer-Verlarg, Berlin, (1999).

[8] L.S. Schulman, Long range percolation in one dimension, J. Phys. Lett. A16 1639
(1983).

9] C.M. Newman, L.S. Schulman, One-dimensional 1/|j — i|* percolation models: The
existence of a transition for s < 2. , Comm. Math. Phys. 104 (1986), 547-571.

[10] M. Aizenman and D.J. Barsky, Sharpness of the phase transition in percolation mo-
dels, Comm. Math. Phys. 108 (1987), no. 3, 489-526.

[11] M. V. Menshikov, Coincidence of Critical Points in Percolation Problems, Soviet
Mathematics Doklady 33 (1986), 856-859.

[12] T. Hara and G. Slade, Mean—field critical behaviour for percolation in high dimensi-
ons, Communications in Mathematical Physics 128 856-859, (1990).

[13] M. Aizenman, D. J. Barsky and R. Fernandez, The phase transition in a general
class of Ising-type models is sharp, J. Statist. Phys. 47 (1987), no. 3-4, 343-374.

[14] M. Duneau, B. Souillard and D. Iagolnitzer, Decay of Correlations for Infinite Range
Interactions, J. Math. Phys. 16, 1662-1666, (1975).

41



[15] L. Gross, Decay of Correlations in Classical Lattice Models at High Temperature,
Commun. Math. Phys. 68, 9-27 | (1979).

[16] R. Israel and C. Nappi, Exponential Clustering for Long-Range Integer-Spin Systems,
Commun. Math. Phys. 68, 29-37 , (1979).

[17] A. Procacci and B. Scoppola, On Decay of Correlations for Unbounded Spin Systems
with Arbitrary Boundary Conditions, J. Stat. Phys. 105, 453-482 | (2001).

[18] R. S. Thebaldi, E. Pereira and A. Procacci, A cluster expansion for the decay of
correlations of light-mass quantum crystals and some stochastic models under intense
noise, J. Math. Phys. 46, 053303 , (2005).

[19] H. Spohn and W. Zwerger, Decay of the two-point function in one-dimensional O(N)
spin models with long-range interactions, J. Stat. Phys. 94, 1037 - 1043 (1999).

[20] R. B. Griffiths, Correlations in Ising Ferromagnets I, J. Math. Phys., 8, 478-483,
(1967).

[21] R. B. Griffiths, Correlations in Ising Ferromagnets. II. External Magnetic Fields, J.
Math. Phys., 8,484-489, (1967).

[22] J. Glimm and A. Jaffe, Quantum Physics: A Functional Integral Point of View,
Second Edition, Springer-Verlag, New York, (1987).

(23] J. Ginibre, General Formulation of Griffiths’ Inequalities, Commun. Math. Phys.,
16,310-328, (1970).

[24] C. M. Newman and F. Dunlop, Multicomponent Field Theories and Classical Rota-
tors, Commun. Math. Phys. 44, 223-235 | (1975).

[25] V. Rivasseau, Lieb’s Correlation Inequality for Plane Rotors, Commun. Math. Phys.
77, 145-147 (1980).

[26] D. Brydges, J. Frohlich and T. Spencer, The Random Walk Representation of Clas-
sical Spin Systems and Correlation Inequalities, Commun. Math. Phys. 83, 123-150 ,
(1982).

[27] M. Aizenman and B. Simon, Local Ward Identities and the Decay of Correlations in
Ferromagnets, Commun. Math. Phys. 77, 137-143 | (1980).

28] R. Griffiths, Rigorous results for Ising ferromagnets of arbitrary spins, J. Math. Phys.,
10, 1559-1565, (1969).

[29] J. Frohlich, R. Israel, E.H. Lieb and B. Simon, Phase transitions and reflection posi-
tivity. I. General theory and long-range lattice models, Commun. Math. Phys. 62 1-34,
(1978).

42



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

