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Resumo

O principal objetivo desta tese é construir o espago de médulos para o espaco de
configuragoes de k—uplas ordenadas de pontos distintos na fronteira do espago hiperbélico
complexo. Varias situagoes geométricas sao caracterizadas. Uma andlise detalhada é feita
sobre o espaco de médulos para o espaco de configuragoes de quadruplas e quintuplas na
fronteira do plano hiperbdlico complexo. A principal técnica utilizada neste trabalho
é o uso de matrizes de Gram. E provado que o espaco de mddulos para o espaco de
configuracoes de k—uplas de pontos na fronteira do espago hiperbdlico complexo é um

conjunto semi-analitico no espaco euclidiano.

Palavras-chave: Geometria hiperbdlica complexa. Espago de médulos. Matrizes de Gram.

Invariante de Cartan. Razao cruzada.



Abstract

The main aim of this thesis is to construct the moduli space for the space of confi-
gurations of ordered k-tuples of disctinct points in the boundary of complex hyperbolic
space. Various geometrical situations are characterized. A detailed analysis is made on
the moduli space for the space of configurations of quadruples and quintuples in the boun-
dary of the complex hyperbolic plane. The main technique in this work is the use of the
Gram matrices. We prove that the moduli space for the space of configurations of orde-
red k-tuples in the boundary of complex hyperbolic space is a semianalytic subset of the

FEuclidean space.

Keywords: Complex hyperbolic space. Moduli space. Gram matrix. Cartan’s invariant.

Cross-ration.
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Introducao

Uma questao relevante em geometria hiperbdlica complexa ¢ classificar k—uplas or-
denadas de pontos no espaco hiperbélico complexo, Hf, ou em sua fronteira ideal, OH,
modulo a a¢ao do seu grupo de isometrias holomorfas, PU(n, 1). Esse problema foi con-
siderado por varios autores. Um breve histérico de alguns resultados serda dado no que
segue.

Como o grupo PU(n, 1) age transitivamente em H{ o problema é trivial para pontos.
Também ¢ trivial mostrar que pares ordenados de pontos distintos em H sao classificados,
modulo a agao do grupo PU(n, 1), apenas por suas distancias. Para triplas ordenadas
de pontos distintos em H o problema se torna mais complexo, mas foi completamente
resolvido em Brehm [3] e depois generalizado para k—uplas ordenadas de pontos distintos
em Brehm-Taoui [4].

O problema de classificar pontos e pares ordenados de pontos distintos na fronteira
do espago hiperbdlico complexo é simples, pois o grupo PU(n, 1) age duplamente transi-
tivamente em OHf. Para triplas ordenadas de pontos distintos em OHE o problema foi
resolvido em Cartan [5] — veja Goldman [10, se¢ao 7.1] para mais detalhes.

Em Hakim-Sandler [13], foi abordado o problema de encontrar invariantes que classi-
fiquem (n+ 1)—uplas ordenadas de pontos distintos na fronteira do n—espago hiperbdlico
complexo, médulo a acao de PU(n, 1), que nao possuem todos os seus pontos contidos na
fronteira de um (n — 1)—espago hiperbdlico complexo. Porém, a colegdo de invariantes
apresentados neste trabalho é de dificil obtencao.

Em Falbel [8] e em Parker-Platis [16] foi considerado o problema de classificar classes
de congruéncia, médulo a acao de PU(2, 1), de quadruplas ordenadas de pontos distintos
na fronteira do plano hiperbédlico complexo. As abordagens em ambos trabalhos sao seme-
lhantes e as variedades construidas para parametrizar o espago das classes de congruéncia

sao homeomorfas. Porém, estes trabalhos parametrizam somente quadruplas em “posicao



geral”, veja a secao 3.2.4 para mais detalhes.

Em Grossi [12, classificagao 2.2.28] é apresentada uma colegdo de invariantes que
classificam quddruplas ordenadas de pontos distintos em OH{. pela a acao de PU(n,1). E
em Cunha-Gusevskii [6] é construido um espago, espaco de moédulos, que parametriza o
espago de quadruplas ordenadas de pontos distintos médulo a agao de PU(n, 1).

A proposta deste trabalho é construir um espaco, o espaco de médulos, que parametrize
o espago de k—uplas ordenadas de pontos distintos em OH{ médulo a acao do grupo
PU(n,1). O uso de matrizes de Gram é a principal técnica para alcangar o objetivo
almejado.

Sobre a organizacao desta tese. O trabalho estd dividido em quatro capitulos. O
capitulo 1 é de preliminares, lista os principais conceitos e fatos de geometria hiperbdlica
complexa usados nos capitulos seguintes. No capitulo 2 é construido o espaco de modulos
para o espaco de configuragoes de k—uplas ordenadas de pontos distintos na fronteira
do espaco hiperbdlico complexo de dimensao n qualquer. O capitulo 3 é dedicado ao
estudo detalhado do espaco de configuracoes de quadruplas ordenadas de pontos distintos
na fronteira do espago hiperbdlico complexo e seu espaco de médulos. O capitulo 4 é

semelhante ao capitulo 3, mas com a diferenca de ser um estudo focado em quintuplas.



Capitulo 1

Elementos de geometria hiperbdlica

complexa

Neste capitulo sera feita uma apresentacao dos conceitos basicos de geometria hi-
perbdlica complexa. A intencao é estabelecer boa parte da notacao e linguagem, além de
listar os principais resultados usados ao longo dos demais capitulos. A referéncia para
encontrar mais detalhes ¢ Goldman [10].

Serao descritos o modelo projetivo e o modelo do dominio de Siegel, nesta ordem.

1.1 O modelo projetivo

1.1.1 O espaco hiperbdlico complexo e seu grupo de isometrias

holomorfas

O espago vetorial C"™' munido de uma forma hermitiana ( , ) de assinatura (n,1)

serd denotado por C™!. Sejam os seguintes subconjuntos de C™!:

Vo = {VeCr [ (V) <0},
Vo = {vec | (V,V)=0},
Ve, = {veC|(V,V)>0}.

Os vetores de V_, Vj e V. sao denominados negativos, nulos ou isotrépicos e positivos,

respectivamente. Vetores nao-nulos também sao denominados anisotrépicos.



Seja 7 : C»!'\{0} — CP" a projegao candnica de C™'\{0} no espago projetivo com-
plexo. Define-se o espago hiperbdlico complexo como sendo 7(V_) = Hg. Define-se a
fronteira ideal do espago hiperbdlico complexo como sendo w(Vp) = OHE. A projeti-
vizagao dos vetores positivos serd denotada por /HZ. O espago HZ é denominado plano
hiperbdélico complexo.

Verifica-se sem grandes dificuldades que o espaco hiperbdlico complexo pode ser iden-
tificado com a bola aberta B® = {Z € C" | |Z| < 1} e que a fronteira ideal pode ser
identificada com a esfera S**' = {Z € C" | |Z] = 1}.

Dados dois pontos z,w € Hg, define-se a métrica de Bergman d(z,w) por (ver Chen-

Greenberg [7, prop. 2.4.4] ou Goldman [10, se¢ao 3.1.7]):

o (d(z,w)\  (Z, W)W, Z)
o (55) =

em que Z e W sao dois levantamentos arbitrarios de z e w, respectivamente.

Munido da métrica de Bergman o espaco hiperbdlico complexo é uma variedade de
Kaehler com curvatura seccional holomorfa constante e igual a —1 e curvatura seccional
variando entre —1 ¢ —1/4.

Seja U(n, 1) o grupo unitario da forma hermitina ( , ), isto é:
Un,1)={A€GL(n+1,C) | (AZ,AW) =(Z, W), ¥ Z,W € C™'}.

A projetivizagao de U(n, 1), PU(n,1), é o grupo de isometrias holomorfas do espago
hiperbélico complexo. Seja SU(n,1) = {A € U(n,1) | det A = 1}. A projetivizagao de
SU(n, 1) também é PU(n,1). Nesse caso, elementos de PU(n, 1) possuem n + 1 levanta-

mentos em SU(n, 1).

1.1.2 Subvariedades totalmente geodésicas

Em seguida sera descrita a lista completa de subvariedades totalmente geodésicas do
espaco hiperbdlico complexo. Sao as subvariedades totalmente geodésicas holomorfas e as
subvariedades totalmente geodésicas totalmente reais. Uma boa referéncia para justificar

os fatos desta segdo é Chen-Greenberg [7].

Subvariedades totalmente geodésicas holomorfas

Seja V' um subespago complexo de C™! de dimensao complexa (m + 1), m < n. A

projetivizacao de V intersectada com H produz uma cépia de um espaco hiperbdlico com-
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plexo mergulhado, nesse caso um H{, em H{ e é uma subvariedade totalmente geodésica.

Ou seja:
7(V\{0}) N Hg ~ HY

¢ uma subvariedade totalmente geodésica. Tais subvariedades sao denominadas subvarie-
dades totalmente geodésicas holomorfas. A fronteira ideal de uma subvariedade totalmente
geodésica holomorfa ¢ denominada C™—cadeia. As C"!'— cadeias sao denominadas hi-
perplanos complexos e as C'—cadeias sdo denominadas cadeias.

A inversao em V' — tnica involucao cujo conjunto de pontos fixos é V' — é projetivizada

no grupo PGL(n, C) como uma isometria holomorfa do espago hiperbélico complexo.

Subvariedades totalmente geodésicas totalmente reais

Seja V um subespago real de C™! de dimensao real (m + 1), m < n. A projetivizacio
de V intersectada com Hg produz uma cépia de um espaco hiperbdlico real mergulhado,

nesse caso um Hy' em HE e é uma subvariedade totalmente geodésica. Ou seja:
7(V\{0}) N H¢ ~ HY’

¢ uma subvariedade totalmente geodésica. Tais subvariedades sao denominadas subvarie-
dades totalmente geodésicas totalmente reais ou R™—planos. A fronteira de um R?—plano,
OHZ, ¢ denominada R—circulo.

Um fato importante. Os espagos H}, sao as geodésicas do espago hiperbélico complexo,
conforme Chen-Greenberg [7, prop. 2.4.3].

Seja ¢ a inversao em V' — Unica involucao cujo conjunto de pontos fixos é V. O grupo

de isometrias do espaco hiperbdlico complexo é gerado pela projetizacao de 7 e pelo grupo

PU(n,1).

1.2 O modelo do paraboldide

O modelo do paraboléide ou modelo do dominio de Siegel ¢ a segunda forma de exibir
o espago hiperbdlico complexo. E o analogo ao modelo do semi-espaco para geometria
hiperbélica real.

Nesta secao C™! estd munido da forma hermitiana
<Z, 'LU> = len+1 + ZoWo + - -+ + 2pWy, + Zn+1w1.

11



1.2.1 O dominio de Siegel

O dominio de Siegel é o conjunto

h" = {(21,2) € C" | Re(z) + |2* < 0}.
A fronteira do dominio de Siegel é
{(z1,2) € C" | Re(z1) + |2]* = 0}.

A fronteira do espaco hiperbdlico complexo pode ser identificada com a compactificacao
a um ponto da fronteira do dominio de Siegel. A identificacao é feita da seguinte forma.
Dado um ponto p € 0HE, considere o seguinte levantamento, o qual serd denominado

levantamento padrao, em C™1:

21
p— | V22 |,
1
sep=(z,2) e
0
Pt | 0 |
1

S€ P = Do

1.2.2 Coordenadas horoesféricas e o grupo de Heisenberg

O conceito de coordenadas horoesféricas foi introduzido em Goldman-Parker [11]. A
partir de tal conceito verifica-se que a fronteira do dominio de Siegel pode ser identificada
com o grupo de Heisenberg.

O grupo de Heisenberg H é C"~! x R com a seguinte operacao de grupo:

(z,t) - (2, t) = (z+ 2/, t + 1 + 2w(z, 2")),
em que w(z,z') =Im({z,2")) e (z,2') é o produto hermitiano canénico de C"~*.
Seja u € Ry. A horoesfera de altura u é o conjunto
Ho = {(21,2) € K" | Re(z1) + |z|* = —u}.
A aplicagao (z,t) — (—u — |2|? + ti, 2), u > 0, identifica o grupo de Heisenberg com a
horoesfera de altura u. E a aplicagao (z,t,u) — (—u — |2|? +ti, 2) identifica H x R, com

o dominio de Siegel.

12



O levantamento de pontos de uma horoesfera de altura v a C™! é dado por
—u —|z|? + ti
(z,t,u) — V2 2
1

A aplicagao (z,t) — (—|z|* + ti, ) identifica o grupo de Heisenberg com o conjunto
{(21,2) € C" ' xR | Re(2) +|2|?> = 0}. Logo o grupo de Heisenberg compactificado pode
ser indentificado com a fronteira do espago hiperbdlico complexo.

O grupo de Heisenberg age por isometrias em Hi. Para cada (z,t) € H associa-se a

isometria T'(z,t) € PU(n, 1) cuja acdo em coordenadas horoesféricas é dada por
T(z,t) (2t u)=(z+ 2, '+t +2w(z,2), u).

A isometria T'(z,t) é denominada translagao de Heisenberg. As principais propriedades
das translagoes de Heisenberg estao resumidas abaixo:

o T'(2,)T'(#,t)=T(2+ 2t +t +2w(z,2));

o 1'(z,t)(0,0,u) = (z,t,u);

e T(z,t)(00) =00

O grupo U(n — 1) age em H. Para cada matriz A € U(n — 1) seja R4 : H — H dada
por

Ra(z,t) = (Az, ).

Tais aplicagoes sao denominadas rotagoes de Heisenberg em torno do eixo vertical.

O grupo C* age em ‘H. Para cada A € C* seja D) : H — H dada por
D)\(Zat) = ()‘Za ’)‘|2t)

Tais aplicages sdo denominadas dilatagoes (complexas) de Heisenberg..

As rotacoes e dilatacoes de Heisenberg sao isometrias holomorfas que fixam a origem
do grupo de Heisenberg e o ponto ideal.

Esta secao sera encerrada com a descricao no grupo de Heisenberg das cadeias e
R—circulos na fronteira do plano hiperbélico complexo. Mais detalhes podem ser encon-
trados em Goldman [10, segoes 4.3 e 4.4].

Cadeias que contem o ponto ideal sao denominadas infinitas. As cadeias que nao

contém o ponto ideal sao denominadas finitas. As cadeias infinitas sao retas euclidianas
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em C x R ortogonais ao plano C. As cadeias finitas sao elipses cuja projecao em C é uma
circunferéncia.

De forma anéloga as cadeias, os R—circulos sao denominados infinitos ou finitos con-
forme contém ou nao o ponto ideal. Os R—circulos infinitos sao retas euclidianas nao

ortogonais ao plano C. Os R—circulos finitos sao determinados pela equacao

2z
Re[—— ) =0.
e(1+|zl2—w)

A projecao de um R—circulo finito no plano C é a leminiscata de Bernoulli dada pela

equagao |z|* + Re(2?) = 0.

1.3 Invariantes numeéricos

1.3.1 Invariante de Cartan

Nesta se¢ao sera definido o invariante angular de Cartan (ver Cartan [5]) e ser?o
apresentadas suas principais propriedades. Mais detalhes podem ser encontrados em
Goldman [10, se¢ao 7.1].

Seja p = (p1, p2, p3) uma tripla ordenada de pontos distintos em OHE. Sejam ainda P =
(Py, P, P3) respectivos levantamentos da tripla p. Define-se o produto triplo hermitiano

como sendo o numero complexo
<P17P27P3> = <P17P2><P27P3><p3>p1>'

A matrix

0 (P, Py) (P, Ps)

G:(<Piapj>): <P1,P2> 0 <P2,P3>
(P, Ps) (P», Ps) 0

possui determinante igual a 2Re((P;, P, P5)). Como a forma hermitiana ( , ) possui
assinatura (n, 1), segue que det G = 2Re((Py, P, P5)) < 0.

Escolhendo outros representantes P’ = (A1 Py, Ao Py, A3 P3) para a tripla p, tem-se
<P1/7 P2/7 P?i> = ‘)\1)\2)\3’2<P17 P27 P3>
Define-se o invariante de angular de Cartan de p como sendo

A(p) = arg(— (P, P, Ps)).

14



De acordo com as observagoes acima, segue que A(p) é independente da escolha de
representantes para a tripla p e —w/2 < A(p) < /2.

O invariante de Cartan possui as seguintes propriedades:

(1) dadas duas triplas p = (p1,p2,p3) € ¢ = (q1,42,q3) em OHE, existe uma isometria

holomorfa g tal que g(p;) = ¢;, i = 1,2, 3, se e somente se, A(p) = A(q);

(2) dadas duas triplas p = (p1,p2,p3) € ¢ = (q1,42,q3) em OHE, existe uma isometria
anti-holomorfa g tal que g(p;) = ¢;, i = 1,2, 3, se e somente se, A(p) = —A(q);

(3) dado A € [—7/2,7/2], exite uma tripla de pontos p = (p1, p2, p3) tal que A(p) = A;

(4) Seja 0 uma permUtaan de {17 27 3}7 entao A(p0(1)7p0'(2)ap0(3)) - Sgn(a)A<p17p2ap3)a

em que sgn(o) é o sinal de o;
(5) uma tripla p = (p1, p2, p3) esta contida numa cadeia se, e somente se, A(p) = +7/2;

(6) uma tripla p = (p1, p2, p3) esta contida num R—circulo se, e somente se, A(p) = 0;

1.3.2 Razao cruzada complexa

Introduzida por Kordnyi-Reimann [15], a razao cruzada complexa é uma generalizacao
da razao cruzada classica. Nesta secao serao apresentadas algumas de suas principais
propriedades. Mais detalhes podem ser encontrados em Goldman [10, segao 7.2].

Seja p = (p1, P2, P3, p4) uma quadrupla ordenada de pontos distintos na fronteira do
espaco hiperbdlico complexo. Define-se a razao cruzada complexa, ou simplesmente razao

cruzada de p, como sendo

(P3, 1) (Py, )
(Py, P)(Ps, Ps)

em que Py, P, P53, Py sao respectivos levantamentos de pq, po, p3, pa.

X(p) = X(plap2ap3ap4) -

O primeiro fato que se pode observar na definicao da razao cruzada é a independéncia

da escolha de levantamentos. Outras propriedades sao:
(1) se g € PU(n, 1), entao

X(g(p1); 9(p2), 9(p3), 9(pa)) = X(p1, P2, P3, Pa);

15



(2) se g é uma isometria anti-holomorfa, entao

X(g(p1), 9(p2), 9(p3), 9(pa)) = X(p1, P2, p3, pa);
(3) se p = (p1,p2,p3,ps) estd em uma cadeia, entdo X(p1, pa, p3, pa) é real;
(4) se p = (p1,p2, P3, Pa) estd em um R—circulo, entdao X(py, pa, p3, ps) € positivo;

(5) o produto ciclico se relaciona com o invariante de Cartan:

X(p1, p2, D3, p)X(P1, Pa, D2; p3)X(p1, D3, pa, pr) = XA P2P3P8),
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Capitulo 2

O espaco de moddulos de k—uplas
ordenadas de pontos distintos na
fronteira do espaco hiperbdlico

complexo

Neste capitulo sera apresentada uma descricao do espaco de médulos para o espago de
configuracoes de k—uplas ordenadas de pontos distintos na fronteira do espaco hiperbélico
complexo de dimensdo n > 1 (k > 4). Vale a pena lembrar que o espago de triplas
ordenadas de pontos distintos na fronteira do espaco hiperbdlico complexo, médulo a acao
de PU(n, 1), é parametrizado pelo invariante de Cartan. Portanto o espago de médulos
de triplas pode ser identificado com o intervalo fechado [—m/2,7/2] que, obviamente, é
um conjunto semi-analitico em R.

Ao longo do capitulo a forma hermitiana adotada em C™! seré

<Z, W> = len—i-l + 20wy + ...+ 2z, W0, + zn+1w1.

2.1 Classes de congruéncia e matrizes de Gram

Duas k—uplas ordenadas de pontos distintos na fronteira do espaco hiperbdlico com-
plexo, p = (p1,...,pr) € ¢ = (q1,- - -, qx), sdo ditas congruentes quando existe uma isome-
tria holomorfa g € PU(n, 1) tal que g(p;) = ¢;, Yi = 1,..., k. A congruéncia é claramente

uma relacao de equivaléncia. O espaco das classes de equivaléncia munido da topolo-

17



gia quociente sera denominado espaco de configuracoes de k—uplas ordenadas de pontos

distintos na fronteira do espago hiperbdlico complexo e serd denotado por C(k,n).

Definigao 2.1.1. Seja P = (Py,...,Py) uma k—upla ordenada de vetores em C™'. A
matriz hermitiana dada por G = (g;;) = (P, Pj)) € denominada matriz de Gram da
k—upla P. O determinante de uma matriz de Gram €é denominado determinante de

Gram.

Definigao 2.1.2. Duas matrizes hermitianas G e G' sao ditas equivalentes, quando eziste
uma matriz diagonal D = (\;), \i # 0, tal que G' = DGD, sendo D a matriz conjugada
de D.

Determinantes de matrizes equivalentes possuem o mesmo sinal. De fato, se G e G’
sao equivalentes, entao det G' = |1 ... \;|? det G.

Dada uma k—upla ordenada de pontos distintos na fronteira do espacgo hiperbdlico
complexo, pode-se a ela associar uma classe de matrizes equivalentes. Isto é, matri-
zes de Gram obtidas usando levantamentos arbitrarios de pontos na fronteira do espaco
hiperbdlico complexo sao equivalentes. Dentro desta classe existe um “representante pre-

ferencial”. Esse ¢ o contetido da préxima proposicao.

Proposicao 2.1.3. Seja p = (p1,...,px) uma k—upla ordenada de pontos distintos na
fronteira do espaco hiperbolico complexo. Entao, pode-se escolher levantamentos Py, . .., Py,

respectivamente, de tal forma que a matriz de Gram associada €

0 1 1 1 .- 1
1 0 g3 goa -+ Gok
G- 1 o35 0 g3 -+ g3
I Goy Gsa O -+ ga
i I Gor 93k Gar -+ O |

sendo |gas| = 1. Tal matriz é dnica.

Demonstracdo. Primeiro observa-se que levantamentos de quaisquer dois pontos distintos
na fronteira do espaco hiperbdlico complexo nunca sao ortogonais.
Sem perda de generalidade, pode-se supor que py, p2 € p3 possuem levantamentos P;, P,

e Pj, respectivamente, tais que (P}, Py) = (P], P§) = 1. Tomando a = (P}, P}), os vetores
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P1 = \/‘CL’P{, P2 = 1/\/‘&“32,, P5 = 1/\/|G,|Pé SéO tais que <P1,P2> = <P1,P3> =1
e |(Py, P3)| = 1. Seja P! um levantamento arbitrario de p,, r = 4,...,k, entdo P, =

1/{(P., P) P! satisfaz (P, P,) = 1.
[

Defini¢ao 2.1.4. Seja p = (p1,...,pr) uma k—upla ordenada de pontos distintos na
fronteira do espago hiperbdolico complexo. A matriz da proposicao 2.1.3 serd denominada

matriz de Gram normalizada da k—upla p.

A normalizacao de matrizes de Gram em geometria hiperbdlica complexa é um argu-
mento recorrente. H& varios exemplos de autores que lancam mao deste recurso. Veja
Brem [3], Brem-Taoui [4], Goldman [10], Grossi [12] e Cunha-Gusevskii [6].

Em Goldman [10, prop. 7.1.1] sdo tomados levantamentos para trés pontos na fronteira

do espaco hiperbdlico complexo cuja matriz de Gram é

0 1 1
10 g3 |>
L gy 1

em que [gz3] = 1.
Para quadruplas de pontos em na fronteira do espago hiperbdlico complexo, em Grossi
[12, classificagao 2.2.28] e Cunha-Gusevskii [6, prop. 2.1] foram escolhidos levantamentos
cuja matriz de Gram obtida é
0 I G135 g1a
1 0 1 go4
g3 1 0 1

| G1a G2a 10
lg13| = 1.

O proximo passo a ser dado é caracterizar k—uplas ordenadas de pontos distintos na
fronteira do espago hiperbdlico complexo congruentes via suas matrizes de Gram norma-

lizadas. Porém, serao necessarios alguns resultados de dlgebra linear.
Defini¢ao 2.1.5. Um espago vetorial hermitiano, (V,( , )), € dito regular, quando
{weV | (v,w)y=0, YoeV}={0}

Definicao 2.1.6. Uma isometria de um espaco vetorial hermitiano € uma aplica¢ao que

preserva o produto hermitiano e € injetiva.
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Lema 2.1.7 (Teorema de Witt). Seja (V,(, )) um espago vetorial regular. Sejam W C V
um subespaco de Veo : W — V uma isometria. Entdao, existe uma extensao isométrica

>:V—VdeoalV.
Demonstragao. Veja Scharlau [20, teo. 9.1, p. 265]. ]

Lema 2.1.8. Sejam Py, ..., P, vetores isotrépicos de C™' tais que (P;, P;) # 0, i # j.

Entao, o espago gerado por tais vetores é reqular.

Demonstragao. Seja W o espago gerado por Py, ..., Py. E suficiente mostrar que o unico
vetor de W ortogonal aos vetores P, ..., P, é o vetor nulo.
SejaT = P+ -+ P tal que (T, P;) =0,V i=1,...,k. O vetor T é isotrpico

pois
<T,T> = <T,051P1 +"'+Oékpk> =0.

Em particular, 7" é um vetor isotrépico tal que (7', P;) = 0. Logo, como a forma ( , ) é
nao-degenerada, existe um « € C tal que T' = aP;. Por outro lado, (T, P,) = (aPy, P,) =
a(Py, P,) = 0. Logo a = 0. O

Observacao 2.1.9. Sejam Pi,..., P, vetores nas condi¢oes do lema anterior e W o

espaco gerado por tais vetores. Em particular, a forma restrita ao espago W possui

assinatura (m, 1), em que m+1 = dim W. Se os vetores Py, ..., P, sao dependentes, entdo
o determinante de sua matriz de Gram € nulo. Se os vetores Py, ..., P, sao independentes,
entdo o determinante da matriz de Gram dos vetores Py, ..., P, € negativo, uma vez que

tal matriz é conjugada a matriz

em que Iy_1 € a matriz identidade de ordem (k —1) x (k—1).

Corolario 2.1.10. Nas condigoes do lema 2.1.8, a matriz de Gram de uma k—upla de
vetores isotropicos em C™' € inversivel se, e somente se, os vetores sao linearmente

dependentes.

Agora estao reunidas as condi¢oes para mostrar que as matrizes de Gram normalizadas

distinguem classes de congruéncia de pontos na fronteira do espago hiperbédlico complexo.
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Teorema 2.1.11. Duas k—uplas ordenadas de pontos distintos na fronteira do espaco hi-
perbdlico complexo sao congruentes se, e somente se, suas matrizes de Gram normalizadas

SQ0 1gUaLs.

Demonstra¢ao. Sejam p = (p1,...,px), ¢ = (q1,...,q) duas k—uplas ordenadas de

pontos distintos na fronteira do espago hiperbédlico complexo e P = (Py,..., P), Q =
(Q1,...,Qyx) seus respectivos levantamentos que geram as matrizes de Gram normali-
zadas. Sejam ainda W e W' os espacos gerados pelos vetores P, ..., P, e Q1,...,Q,
respectivamente.

Se p e ¢ sao congruentes é imediato que suas matrizes de Gram normalizadas sao
iguais.

Reciprocamente, se p e ¢ possuem a mesma matriz de Gram nomalizada, considere a
aplicacdo linear g : W — W’ dada por g(P;) = Q;, Vi=1,... k. Pelo lema 2.1.8, g ¢
injetiva e estd bem definida. Como as k—uplas P e () possuem a mesma matriz de Gram,
g preserva a forma ( , ). Pelo teorema de Witt, g se extende a uma isometria de C™!.

O

Observacgao 2.1.12. O mesmo argumento dado na demonstracao acima foi usado em
Chen-Greenberg [7, prop. 2.1.2 e 2.2.3] para mostrar que a a¢do do grupo PU(n,1) €
transitiva em Hi e duplamente transitiva em OHE. Idéias semelhantes também sao usadas
em Brehm-Taoui [4] para distinguir classes de congruéncia de pontos no espago hiperbdlico

complexo. Idem em Grossi [12, classificacio 2.2.2].

Corolario 2.1.13. Duas k—uplas ordenadas de pontos distintos na fronteira do espaco
hiperbolico complexo sdo congruentes se, e somente se, matrizes de Gram associadas a

levantamentos arbitrdrios sao equivalentes.

Uma k—upla ordenada, P = (P, ..., P), vetores isotrépicos em C™! gera no méximo
um espaco de dimensao complexa k, logo uma k—upla ordenada de pontos distintos na
fronteira do espaco hiperbdlico complexo sempre estd contida em 0Hfé’1. Como con-

sequéncia imediata do corolario 2.1.10, tem-se

Proposicao 2.1.14. Seja p = (p1,...,pr) uma k—upla ordenada de pontos distintos na
fronteira do espaco hiperbolico complexo. Entdo, a k—upla p estd contida na fronteira de
um (k — 2)—espago hiperbolico complexo se, e somente se, o determinante de sua matriz

de Gram normalizada € nulo.
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2.2 Caracterizacao das matrizes de Gram normaliza-
das de pontos na fronteira do espaco hiperbdlico
complexo

Nesta secao serao caracterizadas as matrizes hermitianas que sao matrizes de Gram
normalizadas de pontos na fronteira do espaco hiperbdlico complexo. A preparacao para

tal caracterizacao depende de alguns resultados preliminares de algebra linear.

Definicao 2.2.1. Sejam G = (g;;) uma matriz hermitiana k x k e I = {iy,... i} C
{1,...,k}. Denota-se por G ou Gy, ; a matriz obtida de G cujas entradas $ao Gy,
u,v € {i1,...,im}. Os menores principais e os menores principais lideres serao denotados

por (G| ou [Gliy. ., € |Glm, Tespectivamente.

Lema 2.2.2. Seja G = (g;;) wma matriz hermitiana k X k dada por:
© g;=0,1<17<k;
® gij 70,1 # J;
e 1, =1,2<7<k

Entao, G € equivalente via operagoes elementares em linhas e colunas a matriz

0 110
1 0,0 |,
00|G
sendo
—(923 +Ga3)  —Goz —Gau+ g1 0 —Gag — Gor + g3k
G —G23 — Gou T G4 —(924 + Tos)  ++  —Tou — Gor + Jar
| =923 = Gor T 03k 924 —Gor T 9 0 —(920 + Gap)

Em particular, det G = — detG e o posto de G € igual ao posto de G mais 2.
Demonstracao. De fato, as sequéncias de operagoes elementares sao:
1) —1x(linha 2) + linha j;
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2) —1x(coluna 2) + coluna j;
3) —7o; % (linha 1) + linha j;
4) —g9;x(linha 1) + coluna j;

3<j<k.
O

Definicao 2.2.3. A matriz G do lema 2.2.2 é denominada matriz associada da matriz

G.

Lema 2.2.4. Sejam G uma matriz hermitiana de posto r em > r. Sao equivalentes:

1. G € semi-positiva definida;
2. 0s menores principais de G sao positivos ou nulos;

3. G € a matriz de Gram de uma cole¢ao de vetores em C™, munido de sua forma

hermitiana canonica.

Demonstracao. Veja Bhatia [1] ou Horn-Johnson [14]. O

Observagao 2.2.5. Seja G uma matriz hermitiana m x m. Se [G]; > 0,1 < < (m—1)

e det G > 0, entao G ¢ semi-positiva definida.
Veja Horn-Johnson [14, p. 404].

Lema 2.2.6. Uma matriz hermitiana G € positiva definida se, e somente se, 0s menores

principais lideres sao positivos.
Demonstragao. Veja Bhatia [1] ou Horn-Johnson [14]. O

Agora chegou-se ao ponto em que é possivel dar a primeira caracterizacao das matrizes
hermitinas que sao matrizes de Gram normalizadas de pontos na fronteira do espaco

hiperbdlico complexo.
Teorema 2.2.7. Seja G = (g;;) wma matriz hermitiana k x k dada por
* gu:O) 1§Z§k;

® gi; 70,1 # j;
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e gi;=1,2<5<k
o |go3| = 1.

Seja ainda r o posto de G. Entdo, G € a matriz de Gram normalizada de uma k—upla
ordenada de pontos distintos na fronteira do espago hiperbdlico complexo de dimensao n,

n—1>r—2 se e somente se, sua matriz associada, G, € semi-positiva definida.

Demonstragao. Primeiro, observa-se que se I = {iy,...,in} C {1,...,k —2} e J =
{1,...,k—2}\I, pelo lema 2.2.2:

det G12(i1+2)-~~(im+2) = —det é{il,..‘,im} = —[G]J

Se G é a matriz de Gram de k vetores isotrépicos em C™!, entao Gia(i,12).(in+2) € &
matriz de Gram dos vetores P, Ps, P 12,..., P, +2. Portanto, pelo critério de Sylvester,
det Gy +2)-(im+2) < 0. Donde, [é]] > 0. Pelo lema 2.2.4, G é semi-positiva definida.

Se G é semi-positiva definida, para mostrar que G é a matriz de Gram normalizada
de k pontos na fronteira do espaco hiperbdlico complexo, sera mostrado que existem k

vetores isotrépicos em C™! cuja matriz de Gram é G. De fato, sejam

1 0 zZ3 24 2k
Pl: 0 aP2: 0 7P3: Ws 7P4: Wy 7"'7Pk: Wi )
0 1 1 1 1

sz(Ceij(C”_l,SSjgk.

A matriz de Gram de Py,..., P é

0 1 1 1 1

1 0 Zs Z Zk
G/— 1 z3 23—|—w33+23 2'3—|-7,U34—|—§4 23+w3k+2k

1 Z4 23+w34+24 z4+w44+34 z4—|—w4k+2k

1 Zk 23+E3k+2k 24—|—@4k+zk Zk—l—wkk—f-?k

em que wj; = (w;,w;) e {, ) é o produto hermitiano canonico de C" .

A fim de que G = G, deve-se ter

Zj = g2j, (2.1)
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zj+wjj+§j20

(2.2)
Zj +wji + Z1 = gji
Combinando 2.1 e 2.2, tem-se o seguinte sistema
wi; = —(goj +§2j)
Wji = —Ggj — G2 + Gji
Resta determinar os vetores ws, ..., w,. Observa-se que tais vetores procurados devem

ser de tal forma que sua matriz de Gram em (C"!, (, )) seja G. Como G é semi-positiva
definida, pelo lema 2.2.4, existem tais vetores.

]

Usando a caraterizacao via menores principais das matrizes semi-positivas definidas
dada no lema 2.2.4, segue da demonstracao do teorema 2.2.7 mais uma caracterizacao das
matrizes hermitianas que sao matrizes de Gram normalizadas de pontos na fronteira do

espaco hiperbdlico complexo:

Teorema 2.2.8. Uma matriz G nas condigoes do teorema 2.2.7 é a matriz de Gram nor-
malizada de uma k—upla ordenada de pontos distintos na fronteira do espaco hiperbolico

complexo se, e somente se,

e det Glgjl S O, 3 g jl S k:'

det G12j1j2 S 0, 3 S jl < j2 S k;

det G12j,j0js <0, 3 <1 < g2 <Jz3 < k;

det Gias...(h—1) < 0;

det G < 0.

Compare com Cunha-Gusevskii [6, prop. 3.1 e 3.11]
A secao serd encerrada com a caracterizacao de algumas posicoes relativas de pontos

na fronteira do espaco hiperbdlico complexo via sua matriz de Gram normalizada.

Definicao 2.2.9. Diz-se que uma k—upla ordenada de pontos distintos na fronteira do

espaco hiperbolico complexo é:
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e quase genérica quando os k — 1 primeiros pontos ndao estao contidos na fronteira de

um (k — 3)—espago hiperbolico complexo;

e genérica quando os k pontos ndo estao contidos na fronteira de um (k — 2)—espago

hiperbolico complexo.

Em termos de levantamentos, configuragoes quase genéricas sao aquelas em que os
k — 1 primeiros pontos possuem levantamentos linearmente independentes e as genéricas
sao aquelas em que os k pontos possuem levantamentos linearmente independentes.

Como aplicagao direta do corolario 2.1.10 e do critério de Sylvester:

Proposicao 2.2.10. Sejam p = (p1,...,px) uma k—upla ordenada de pontos distintos

na fronteira do espago hiperbolico complexo e G = (g,5) sua matriz de Gram normalizada.

Entao:
1. p € quase genérica se, e somente se, det Gas, det Gioz,...,det Gias..(k—1) sao ne-
gativos;
2. p € genérica se, e somente se, det Ghoz, det Giasy, ..., det Gias..i—1) € det G sao
neqativos.

Corolario 2.2.11. Seja G = (g;;) wma matriz hermitiana k X k dada por

® 9; =0, 1<i<k;

gij 7é07 Z7éj7

[ ]
=y
[N}
R

\

—_

Se det Gias, det Giasy, . . ., det Ghas...(k—1) sG0 negativos e det G € negativo ou nulo. Entao,

det G € negativo ou nulo, para todo I = {iy,...,inm} C{1,... k}.

Demonstracao. De fato, pelo lema 2.2.2 e pela observacao 2.2.5, a matriz associada de
G é semi-positiva definida. Pelo teorema 2.2.8, G é a matriz de Gram normalizada de
uma k—upla ordenada de pontos distintos na fronteira do espaco hiperbdlico complexo,
p = (p1,-..,pr). Nesse caso, G; é a matriz de Gram de p;,,...,p;,, . Pelo critério de

Sylvester, det G; < 0. ]
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Para finalizar a discussao sobre posicoes relativas, sera dada uma caracterizacao via
matriz de Gram normalizada de quando uma k—upla ordenada de pontos distintos na

fronteira do espago hiperbdlico complexo esté contida em uma C™—cadeia.

Proposicao 2.2.12. Sejam p = (p1,...,px) uma k—upla ordenada de pontos distintos
na fronteira do espago hiperbolico complezo e G = (g;;) sua matriz de Gram normalizada.
Entao, p estd contida em uma C™—cadeia se, e somente se, os determinantes das sub-

matrizes Giajy..j, 3 < j1 < -+ < Jm < k, sa0 nulos.

Demonstracao. Sejam Py, ..., P, os respectivos levantamentos de p ao espaco C™! que
geram matriz de Gram normalizada. Afirmar que p estd contida em uma C™—cadeia
é equivalente a afirmar que os vetores Pj,..., P, geram no maximo um subespaco de
dimensao m + 1. Pelo corolario 2.1.14, tal fato ocorre se, e somente se, os determinantes

das matrizes G1aj,...j,,, 3 < j1 < -+ < Jm < k, sao nulos. O

2.3 Matrizes de Gram e invariantes

Como foi observado nas secoes anteriores deste capitulo, as matrizes de Gram nor-
malizadas de k—uplas ordenadas de pontos distintos na fronteira do espaco hiperbdlico
complexo determinam unicamente as classes de congruéncia. Porém, apresentam a des-
vantagem de nao serem invariantes, no sentido de depender da escolha dos levantamentos
para representantes. Nesta secao sera apresentada uma cole¢cao minima de invariantes
capazes de distinguir as classes de congruéncia de k—uplas ordenadas de pontos distintos
na fronteira do espaco hiperbédlico complexo. A colecao de invariantes em questao serd

contituida por um invariante de Cartan e razoes cruzadas.

Proposicao 2.3.1. Sejam p = (p1, ..., pr) uma k—upla ordenada de pontos distintos na
fronteira do espago hiperbdlico complexo e G = (gi;) sua matriz de Gram normalizada.

Entao,

Z) A(pbpmp:a) = arg(—g23),'

. 92
ZZ) X<p17p27p37pj) = __];'
923
93j
ZZZ) X<p17p37p2apj) ==
923
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. [
w) X(p1,p1, p2,pj) = g_;z

) gag = —e;
1) goj = —e* X(p1,p2, 3, 0));

1) gs; = —e= X(p1, p3, p2.p));

IV) gi; = —e A X(p1,p2,p3,pj)X(P1,pl,p2,Pj);'

4<j<k,4<Ii<k-1,1<j. Em que, A € o invariante de Cartan da tripla (p1,p2,p3)
e X(pa,pb,pc,pd) ¢ o conjugado da razao cruzada de (Da, Py, Pes Pd)-

Demonstracao. Aplicando diretamente as definigoes:

1. A= A(p1,p2,p3) = arg(—g%), donde go3 = —e,

Go; a
2. Xoj = X(p1,p2,03,0;) = 5—2;, donde go; = —e X(p1, p2, p3, p;)-

93; _Ai v
3. Xz; = X(p1,p3,02,p0j) = 9—2;, donde g3; = —e= X(p1, p3, p2, p))-

915 —Ai Nd
4. Xp; = X(p1, i, P2, pj) = g_;z’ donde g;; = —e=4* X(p1, pa, p3, 1) X(P1, p1y P2, ;)

]

A proposicao anterior determina uma bije¢ao entre os elementos da matriz de Gram
normalizada de uma k—upla ordenada de pontos distintos na fronteira do espaco hi-
perbdlico complexo e os invariante ali apresentados. Como coroldrio, tem-se o seguinte

resultado:

Teorema 2.3.2. Duas k—uplas ordenadas de pontos distintos, p = (p1,...,px) € ¢ =
(q1,-..,qx), na fronteiria do espago hiperbolico complexo sdo congruentes se, e somente

se, possuem os mesmos invariantes dados na proposi¢cao 2.5.1.

Demonstragao. De fato, as k—uplas p e ¢ possuem as mesmas matrizes de Gram norma-

lizadas se, e somente se, tais invariantes sao iguais.
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2.4 O espago de médulos para C(k,n)

O objetivo desta secao é construir o espaco de modulos para o espaco de configuracoes
C(k,n). Sera mostrado que o espaco de médulos para C(k,n) é um conjunto semi-analitico
em espaco euclidiano.

O trabalho esta praticamente feito, basta apenas reunir alguns resultados das segoes

precedentes.

Observacgao 2.4.1. No teorema 2.3.1, observa-se que a quantidade de razoes cruzadas
necessarias para resgatar a matriz de Gram normalizada de uma k—upla ordenada de

pontos distintos na fronteira do espago hiperbélico é d = k(k — 3)/2.

O primeiro passo para construir o espaco de médulos de C(k,n) é definir o conjunto
cadindato para tal fim. As sugestoes de parametros e relagoes sao dadas pelos teoremas
2.3.1 e 2.2.8, respectivamente.

Seja M(k,n) o conjunto de vetores (A, X) = (A, Xoj, X35, Xi;) € Rx (C*)4, 4 < j <k,
4 <1<k-—1,1< 7, que satisfazem as relacoes definidas da seguinte forma: considera-se

a matriz hermitiana G = (g;;) cujas entradas sao dadas pela proposigao 2.3.1:

e gi; = 0;

e gi;=1;
_Ai

® (o3 = —e;
A

o gy = —e Xoj;
A

® g3; = —e ' Xyj;

E exige-se que G satisfaca as condicoes do teorema 2.2.8:
e det G12j1 = det G12j1 (A,X) < O, 3 < jl < k,
e det G12j1j2 = det G12j1j2 (A, X) S 0, 3 S jl < jg S k?,

o det G12j1j2j3 = det G12j1j2j3(A,X> < O, 3 < jl < jg < j3 < ]{?;
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o det G123...(k,1) = det G123...(k,1) (A, X) S O,
o det G = det G(A, X) < 0.

Observagao 2.4.2. Como os determinantes acima sao funcoes polinomiais nas entradas
das matrizes, seque que M(k,n) é definido por funcoes analiticas reais nas varidveis A,
Re(X;;) e Im(X;;). Portanto, M(k,n) é um conjunto semi-analitico em R x (C*)* =
R x (R*)%,

Sejam p = (pi,...,pr) uma k—upla ordenada de pontos distintos na fronteira do
espago hiperbdlico complexo e m(p) € C(k,n) o ponto do espago de configuragdes o qual
representa. Define-se a aplicagao

7 : C(k,n) — Rx (C*)?
m(p) — (4 X)
sendo (A, X) = (4, Xy, X3;, Xj;) o vetor cujas entradas sao dadas pelos invariantes do

teorema 2.3.1:
o A= A(p1,p2,p3);
o Xo; =X(p1,p2,p3,1));
o X3; = X(p1,p3, P2, Dj);

o Xi; = X(p1,pi,p2,p5);
4 <3<k 4<I<k-—1,1<j. Observa-se que T estd bem definida, pois o invariante de
Cartan e a razao cruzada sao invariantes pela acao do grupo PU(n, 1).
Lema 2.4.3. As aplicagées A : C(3,n) — R e X : C(4,n) — C* dadas por m(p1, p2, p3) —

Demonstracao. De fato, é suficiente mostrar que a aplicacao feita em termos de levan-

tamentos é aberta. Sem perda de generalidade pode-se supor que os pontos em questao

sao
1 0 21 wy
P=10|,R=|0|,.B=|2|, A=|w
0 1 1 1

Entao, A(Py, Py, P3) = arg(—z1) e X(Py, Py, P3, Py) = ZL sdo claramente abertas.
w1
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Teorema 2.4.4. A aplicagao T é um homeomorfismo entre C(k,n) e M(k,n)

Demonstracao. Pelo teorema 2.2.8, 7 ¢ uma aplicacao entre C(k,n) e M(k,n). Também
pelo teorema 2.2.8, 7 é sobrejetiva. Pelo teorema 2.3.2, 7 é injetiva. Munindo M(k,n)

da topologia induzida de R x C?, pelo lema 2.4.3, 7 é um homeomorfismo. n

Defini¢ao 2.4.5. O conjunto M(k,n) € denominado espago de mddulos para o espago

C(k,n).
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Capitulo 3

O espacgo C(4,n) e seu espaco de

modulos

O objetivo principal deste capitulo é um estudo detalhado do espaco de configuracoes
de quadruplas ordenadas de pontos distintos na fronteira do espago hiperbdlico complexo,
C(4,n), e de seu espago de médulos, M(4,n). Enfase maior serd dada para quadruplas
na fronteira do plano hiperbdlico complexo. Os principais resultados deste capitulo estao

apresentados em Cunha-Gusevskii [6].

3.1 O espago C(4,n) e seu espago de mddulos

Por conveniéncia, sera refeito o roteiro da se¢ao 2.4 para construir o espaco de médulos
para o espaco de configuragoes de quadruplas ordenadas de pontos distintos na fronteira
do espaco hiperbdlico complexo.

Seja M(4,n) o conjunto formado pelos pontos (4, X, X3) € R x (C*)? tais que a

matriz hermitiana G = (g,;) 4 x 4 dada por

© g; =0,1<i<4; g;; 70,1 #7; gi;=1,2< 7 <4

A
L4 923—_6 Z7
A
® goy = —e Xy;
AP
® g3y = —e ' Xo;

satisfaca as seguintes condigoes:
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(%1) det Gio3 = —2Re(e??) < 0;
(*2) det G124 = —2Re(e‘4i 71) S 0,

(*3) detG =1 + |‘X'1|2 + |X2|2 - QRG(Xl + XQ) - 2R6(X172 672Ai) S 0.

O conjunto M(4,n) pode ser definido, de forma equivalente, como o conjunto de

pontos (4, X, X3) € R x (C*)? tais que

(%1) —m/2 < A<7/2

(%2) Re(e X,) > 0;

(k3) 1+ |X1)? + | Xa]? — 2Re(X; + X3) — 2Re(X; X, e724) < 0.

Seja a aplicagao 7 : C(4,n) — R x (C*)?, dada por 7(m(p)) = (4, X1, X3). Pelo

teorema 2.4.4, a aplicagdo 7 é um homeomorfismo entre C(4,n) e M(4,n).

Observagao 3.1.1. Seque do coroldrio 2.2.11 que se (A, X1,X3) € M(4,n) e —7/2 <
A < /2, entdo Re(e X1) > 0. Do ponto de vista geométrico esta condi¢io significa

que os trés primeiros pontos estao fora de uma cadeia.

3.2 Quadruplas de pontos na fronteira do plano hi-
perbdlico complexo

Nesta segao sera feito um estudo especifico do espaco de modulos de quadruplas orde-
nadas de pontos distintos na fronteira do plano hiperbdlico complexo.

O primeiro fato que se observa no espaco C(4,2) é que, pela proposigao 2.1.14, o
determinante da matriz de Gram normalizada de uma quédrupla ordenada de pontos
distintos na fronteira do plano hiperbdlico complexo é nulo. Portanto, o espago M (4,2)

é o conjunto dos pontos (4, X, X3) € R x (C*)? tais que:
(x1) —7m/2 < A<7/2
(%2) Re(e? X;) > 0;

(k3) 1+ |X1]? + | X3]? — 2Re(X; + X3) — 2Re(X 1 X5 e724%) = 0.
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3.2.1 A fatia real de M(4,2)
A fatia real de M(4,2) é, por definigao,
R ={(A, X1, Xs5) e M(4,2) | X1, X, € R}.

Pondo X; = a+bie Xy = c+di e tomando b = d = 0, entdo a equagao (x3) se escreve

CcOomo:

a® —2cos(2A)ac+c* —2(a+c)+1=0. (3.1)

Figura 3.1: Fatia real de M(4,2)

Proposicao 3.2.1. Para todo (A, X1, Xy) € R, tem-se
Re(e? X1) >0,
Re(e*A" X5) > 0.

Demonstracao. Seja G = (g;;) a matriz hermitiana 4 x 4 dada por g; = 0, g12 = ¢13 =
guu=1, g3 =—e g =—er X cgy=—c4X,
Se —m/2 < A < /2, pelo corolério 2.2.11,
det G1og = —2Re(e?” X)) = —2X; cos A < 0;
det G134 = —2Re(e ™ X5) = —2X,cos A < 0.
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Em particular, X; e X5 sao positivos.
Se A = 47/2, entdo Re(e?” X)) = Re(e " X;) = 0.
[

Considerando a equacao 3.1 como uma equagao nas variaveis a e ¢, tem-se uma familia
de conicas a parametro A. O discriminante desta familia de conicas é A = —4sen?(2A).

A cOnica em questao sera:

e uma parabola, quando A = 0;

e

Figura 3.2: (X; — X3)? —2(X; + X5) =0

e uma reta dupla, quando A = +7/2;

@

N
N\

%

N

Figura 3.3: (a+c¢—1)2=0
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e uma elipse, nos demais casos.

Nas duas secoes que seguem, sera visto que os pontos da fatia real em que A =0e A =
+7/2 representam configuragoes de quadruplas contidas em sub-variedades totalmente

geodésicas do plano hiperbdlico complexo.

3.2.2 O conjunto singular de M(4,2) e configuragoes C—planas

Nesta secao serd determinado o conjunto singular do espago M(4,2) e serdo descritas

as configuracoes que o qual representa.

Proposicao 3.2.2. O conjunto singular de M(4,2) é
S={(AX, X)) eERx(R*)* | A=+7/2, X1+ Xo=1}=0

Demonstra¢ao. Pondo X7 = a + bi e Xo = ¢+ di, tem-se que a equagao (*3) se escreve

Ccomo

F =F(A,a,b,c,d) = a®>+b* 4+ +d? —2(ac+bd) cos(24) —2(—ad+bc) sen(24) —2(a+c)+1 = 0.

O gradiente de F', VF', é nulo se, e somente se,
( OF/0A = (ac + bd)sen(2A) — (—ad + bc) cos(24) =0
O0F/0a = a — ccos(2A) + dsen(24) —1 =0

OF/0b = b — csen(2A) — dcos(24) =0

OF/0c = —acos(2A) — bsen(24) +c—1=0

OF/0d = asen(2A) —bcos(2A) +d =0

Se —m/2 < A < 7/2, entao o sub-sistema (0F/da,dF/0b,0F/0c,0F/0d) = 0, visto como

sistema linear nas variaveis a, b, ¢ e d tem a seguinte forma matricial:

| 1 0 —cos(24)  sen(24) 1[al 1]
0 1 —sen(24) —cos(24) bl |0
—cos(2A) —sen(24) 1 0 el |1

sen(24) —cos(24) 0 1 1 La) | 0

Usando &lgebra linear elementar, verifica-se que este sistema nao possui solugao quando —m/2 <
A< /2.

Quando A = +7/2, entao o sistema VF = 0 toma o seguinte aspecto
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OF/OA = —ad + be =0
0F/0a=a+c—1=0
AF/Ob=b+d=0
OF/dc=a+c—1=0
OF/0d=b+d=0

\

Cujas solugoes sao a, b, c,d € R tais que a+c=1e b=d = 0. Sem dificuldades, verifica-se que
as solugoes deste sistema também pertencem ao espago de médulos M (4, 2).

O

Definigao 3.2.3. Seja p = (p1, p2, p3, p4) uma qudadrupla ordenada de pontos distintos na

fronteira do plano hiperbolico complexo. Diz-se que p é:

e quase C—plana, quando trés de seus pontos pertencem a uma cadeia,

e C—plana, quando os quatro pontos pertencem a uma cadeia.

Lema 3.2.4. Seja p = (p1,p2,p3,p4) uma quddrupla ordenada de pontos distintos na

fronteira do plano hiperbélico complexo e T(m(p)) = (A, X1, Xs) € M(4,2). Entao,
A(p1,pa, pa) = afg(eAi 71)

e X,)

e X1X,)

A(p1,ps, ps) = arg(
A(pa, p3, ps) = arg(

Demonstragao. A matriz de Gram normalizada da quadrupla p é dada por g;; = 0, g1; = 1,
Goz = —€, goy = —eM X e g3u = —e~Y X,. Segue o resultado da definicao do invariante

de Cartan. O]

A fim de caracterizar as configuragoes quase C—planas e C—planas é conveniente

considerar os seguintes conjuntos:

Definicao 3.2.5. Define-se as variedades de Cartan como sendo os sequintes conjuntos:
e Sizs = {(A, X1, X5) € R x (C*)? | Re(e) = 0};
e Sioy = {(A, X1, X3) €R x (C*)? | Re(e® X;) = 0};
e Siz = {(A, X1, X5) € Rx (C*)? | Re(e ™ X5) = 0};

o 8234 = {(A, Xl,Xg) € R x (C*)2 | RG(B_AZ' leg) = 0}
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Proposicao 3.2.6. Seja p = (p1, p2, p3, p4) uma quddrupla ordenada de pontos distintos
na fronteira do plano hiperbolico complexo. Entao, p € quase C—plana se, e somente se,
7(m(p)) pertence a uma das variedade de Cartan. Mais ainda, p é C—plana se, e somente

se, T(m(p)) pertence a duas variedades de Cartan distintas.

Demonstragao. Se 7(m(p)) pertence a variedade de Cartan S;j;, entdo o determinante
da matriz de Gram da tripla (p;,p;,pr) é nulo, logo, pelo coroldrio 2.1.14, a tripla em
questdo estd contida numa cadeia. Se 7(m(p)) pertence a duas variedades de Cartan,
entao a quadrupla esta contida numa cadeia, pois cadeias com dois pontos em comum sao

iguais. 0

As quatro proposigcoes que vem a seguir visam caracterizar a intersecao do espaco
M(4,2) com as variedades de Cartan. Como as demonstragoes sdo contas elementares e

analogas, serao dadas apenas as duas primeiras.

Proposicao 3.2.7. Seja (A, X1, Xy) € S1o3. Pondo X1 = a+ bi e Xo = ¢+ di, entdo
(A, X1, Xs) € M(4,2) se, e somente se,

A=m/2 A=—-7/2
atc=1 oU atc=1
b+d=0, b<0 b+d=0,0>0

Demonstrag¢ao. Substituindo A = /2 + kr, k € N, em

a® 4+ b+ &+ d* — 2(ac + bd) cos(2A4) — 2(—ad + be)sen(2A4) — 2(a +¢) + 1,

tem-se, (a +c-+1)2+ (b+d)? = 0. A fim de cumprir a condiciao Re(X; e4') <0, deve-se
terb<0,se A=7/20ub>0,se A= —7/2.
0

Proposicao 3.2.8. Seja (A, X1, X3) € S1o4. Pondo X; = a+ bi e Xo = ¢+ di, entdo
(A, X1, Xs) € M(4,2) se, e somente se,

a+btg(A) =0, Ae (—n/2,7/2) A=+7r/2
a+c=1 ou a+c=1
b—d=0 b=d=0
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Demonstragio. Primeiro, observa-se que se A # £7/2 e Re(X; e?’) = 0, entdao b # 0.
Pois no caso contrario, se b = 0, entdo Re(X; e4’) = acos A = 0, donde @ = 0. Logo

a equagdo Re(X; e?) = 0 é equivalente a tg(A) = —a/b. Substituindo as identidades

trigonométricas
1 — tg?A
24) = ————
cos(24) 1+ tg?A

2tgA
24) = ————
sen(24) 1+ tg?A
em

a® 4+ b + &+ d* — 2(ac + bd) cos(24) — 2(—ad + be)sen(2A4) — 2(a +¢) + 1,

tem-se, apds simplificacao, (a +c—1)?+ (b—d)? = 0. Donde se conclui que a+c—1 =0
eb—d=0.
Quando A = +7/2 a condicao Re(X; e?’) = 0 é equivalente a b = 0. Portanto a

equacao

a? +b* + & + d* — 2(ac + bd) cos(2A) — 2(—ad + bc)sen(24) — 2(a+¢) +1 =10

se simplifica a (a + ¢ — 1)*> +d? = 0. Portanto,a +c—1=0eb=d = 0.
[

Proposicao 3.2.9. Seja (A, X1, Xs) € Si34. Pondo X1 = a+bi e Xy = ¢+ di, entao
(A, X4, Xy) € M(4,2) se, e somente se,

c—dtg(A) =0, Ae (—n/2,7/2) A=+7/2
at+c=1 ou a+c=1
b—d=0 b=d=0

Proposicao 3.2.10. Seja (A, X1, Xs) € So3q. Pondo X1 = a+ bi e Xy = c+ di, entdo
(A, X1, Xs) € M(4,2) se, e somente se,

(ac+bd) + (—ad + bc)tg(A) =0, A€ (—n/2,7/2) A=+7/2
a+c=1 ou a+c=1
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Coroldrio 3.2.11. A intersecao das variedades de Cartan com M(4,2) € o conjunto

singular de M(4,2).

Teorema 3.2.12. Sejam p = (p1, p2, p3, p4) uma quddrupla ordenada de pontos distintos
na fronteira do espago hiperbélico complexo e T(m(p)) = (A, X1, X)) sua proje¢ao em

M(4,2). Entao, p é C—plana se, e somente se, A =+7/2, X1, Xs e R* e X7 + Xy = 1.

Veja a figura 3.3.

3.2.3 Configuracoes R—planas

Definicao 3.2.13. Uma quddrupla ordenada de pontos distintos na fronteira do plano hi-

perbolico complexo € dita R—plana, quando seus pontos estao contidos em um R—circulo.

Teorema 3.2.14. Sejam p = (p1, p2, p3, p4) uma quddrupla ordenada de pontos distintos
na fronteira do plano hiperbolico complezo e T(m(p)) = (A, X1, X2) sua projecio em
M(4,2). Entdio, p é R—plana se, e somente se, A = 0, X1, Xs € Ry e (X; — X5)? —
2(X; + X5) =0.

Demonstracao. Se a quadrupla p possui seus pontos em um R—circulo, entao o invariante
de Cartan de cada tripla que a compoée é zero. Entao, pelo lema 3.2.4, A =0e X1, X5 € R.
Pela proposicao 3.2.1, X; e X5 sao positivos.

Reciprocamente, se A = 0 e X1, Xy € R, entao cada tripla tem seu invariante de
Cartan nulo. Logo, cada tripla esta contida num R—circulo. Mas o R—circulo que contém

cada tripla é tinico, assim os quatro pontos estao contidos no mesmo R—circulo. O

Veja figura 3.2.

3.2.4 Comparando o espago M(4,2) e a variedade razao-cruzada

Esta segao encerra o capitulo. Seu objetivo é comparar o espago M (4, 2) e as variedades
construidas por Falbel [8] e Parker-Platis [16] com o intuito de parametrizar o espago
C(4,2). Depois de um breve resumo dos referidos trabalhos, serd observado que a variedade
razao-cruzada parametriza apenas a parte regular de C(4, 2).

Em Falbel [8], foi definido o conjunto M; de triplas (w1, ws,ws) € C? tais que
o |wiwows| = 1;
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o [(wi— D@ —1) = 1]+ w1 [*[(w2 = (@2 = 1) = 1] + |wrwa*[(ws — 1) (@5 — 1) = 1] = 0.

A proposicao 5.4 de Falbel [8] afirma que existe uma bijegdo entre ”a parte regular*
de C(4,2) e M;. Tal bijegao é dada por 11 : (p1,p2,ps,ps) — (w1,ws,ws), sendo wy =
X(p1,p2, P3:pa), w2 = X(p1, pa, P2, p3) e wy = X(p1, p3, pa, pa)-

Usando idéias semelhantes as que estao em Falbel [8], em Parker-Platis [16], foi definido

o conjunto M, de triplas (X1, X5, X3) € C3 tais que
o [Xof = X1 Xs;
® 2|X1|2R8(X3) = |X1|2 + |X2|2 + 1— 2R6(X1 + XQ)

E foi considerada a aplicagao 7 : C(4,2) — C3, dada por (p1,pa, p3,ps) — (X1, X2, X3),
em que Xy = X(p1,pa,p3,pa), Xo = X(p1,p3,p2,p4) € Xz = X(pa, p3,p1,ps). As pro-
posicoes 5.5 e 5.10 de Parker-Platis [16] afirmam que tal aplicagao é sobrejetiva e injetiva,
respectivamente, entre C(4,2) e M,. O conjunto M,, em Parker-Platis [16], foi denomi-
nado variedade razao-cruzada. Como se pode observar, a variedade razao cruzada é uma
variedade algébrica real em RS,

Observa-se, sem grandes dificuldades, que a aplicacdo dada por wy — Xi, wi — X3 e
wy — 1/ X5 é uma bijecao entre os conjuntos M; e M.

A variedade razao cruzada, Ms, se relaciona com o espa¢o de médulos M(4,2) da
seguinte forma. Sejam p = (p1, p2, p3, p4) uma quadrupla ordenada de pontos distintos na
fronteira do plano hiperbdlico complexo e 7(m(p)) = (A, X1, Xa) € M(4,2). Nesse caso
a matriz de Gram normalizada da quadrupla p, pela proposicao 2.3.1, ¢ g;; = 0, g1; = 1,

gos = —e, goy = —eM X1, gs = —e X5, Logo,
X3 = X(p2, ps, p1, pa) = (Xo/X1)e* Y.
Sem dificulades, verifica-se que a aplicacao 6 dada por
0(A, X1, X3) = (X1, X5, X3 = (Xy/X1)e*).

¢ uma aplicagao entre M(4,2) e Ms.

Também pode-se obeservar facilmente que # é injetiva para —7/2 < A < 7/2, mas
deixa de ser injetiva justamente no conjunto singular de M(4,2). Mais precisamente,
0(—m/2, X1, X5) = 0(7/2, X1, X3), se, e somente se X; + Xo = 1.

Conclui-se, portanto que a variedade razao-cruzada nao pode ser usada como espaco

de médulos para C(4,2), pois parametriza apenas sua parte regular. De todas as formas,
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o seguinte exemplo é outro fato que comprova que a variedade razao-cruzada nao tem

como ser espago de médulos para C(4,2).

Exemplo 3.2.15. As quddruplas p = (0,00,(0,1),(0,%)) e ¢ = (0,00, (0,—1), (0, 1)),
t # 1, no grupo de Heisenberg compactificado, OHZ, determinam o mesmo ponto em My,

mas nao eziste aplica¢ao holomorfa g € PU(2,1) tal que g(p) = q.

De fato, as duas quadruplas, p e ¢, possuem os seguintes levantamentos ao espaco C>1,

respectivamente, veja a secao 1.2:

[a)
—_
~
~
~

—_
=)
—_

—_

0 1 —1 —1it
Ql = 0 ) QQ = 0 > QB = 0 ) Q4 = 0
1 0 1 1

Os produtos hermitianos sao:

<P17P2>:]-7 <P17P3>:_i7 <P17P4>:_it7
(P, P3) =1, (P, Py) =1, (P53, P;) =1i(1—1).

<Q1;Q2> = ]-7 <Q1a Q3> = i? <Q17Q4> = Zta
<Q27Q3> = 17 <Q27Q4> = 17 <Q37Q4> = Z(t - 1)

E as razoes cruzadas sao:

X(p1, p2; p3; pa) = X(q1, 92, 43, 1) = 1/1,
X(p1, s, p2,p4) = X(a1, 43, @2, q4) = (= 1)/1,
X(p2, p3; p1,pa) = X(q2, 93, 1, q4) = 1 — 1.
Mas, A(p1,p2,p3) = —7/2 e A(q1, g2, q3) = m/2. Logo, nao existe isometria g € PU(2,1)
tal que g(p;) = q;, 1 =1,2,3,4.
Por fim, observa-se que existe uma isometria anti-holomorfa, f, tal que f(p) = ¢q. Por

exemplo, a inversao no R—plano cuja fronteira é o eixo real do grupo de Heisenberg.
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Capitulo 4

O espaco de mdédulos de quintuplas
de pontos na fronteira do espaco

hiperbdlico complexo

4.1 O espago C(5,n) e seu espago de mdédulos

Primeiro serd construido o espago de moédulos de quintuplas ordenadas de pontos
distintos na fronteira do espaco hiperbdlico complexo como foi feito no capitulo precedente,
repetindo o roteiro da secao 2.4.

Sejam p = (p1, p2, p3, P4, Ps) uma quintupla ordenada de pontos distintos na fronteira
do espaco hiperbdlico complexo e G = (g;;) sua matriz de Gram normalizada. Pela
proposicao 2.3.1, as entradas de G estdo em bijecdo com os invariantes A = A(py, p2, ps),

X = X(pl,pg,pg,m), Xy = X(P17P37P27p4), X3 = X(pl,pmp?npf)), Xy = X(P17P37P27P5)
e X3 = X(p1, s, P2, p5) e G é dada por:

[ 0 1 1 1 1 ]
1 0 —eA —e X, —e X,
G=|1 —e 0 —e X, —e 41X,
1 —e X, —elX, 0 —e X, X5
1 —e X3 —eX, —eMX X 0

O espago de moédulos de C(5,n) é o conjunto de pontos (A, Xy, X, X3, X4, X5) €

R x (C*)® tais que a matriz G acima satisfaz:
o det G123 = —<€Ai + €_Ai> S O;
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det Gioq = —<€Ai 71 + e Al Xl) < 0;

det G125 = —(eAi 73 + 67147; Xg) S O7

det G1234 == 1 + ‘X1|2 + |X2|2 — QRG(Xl + XQ) — 2Re(e2Ai leg) S O;

det G1235 =1+ ‘X3|2 + |X4|2 - ZRQ(Xg + X4) - 2R6(62Ai 73X4) S 0;

det G1245 = |X1|2+\X3\2+]X1X5]2—2Re(71X3+]Xl]2 75>—2R€(€2Ai 7173)(5) S O,

det G <0.

A primeira afirmacao que se pode fazer sobre quintuplas ordenadas de pontos distintos

¢é a seguinte proposicao:

Proposicao 4.1.1. Sejam p = (p1,p2, ps, P4, ps) uma quintupla ordenada de pontos dis-
tintos na fronteira do espago hiperbdlico complexo e T(m(p)) € M(5,n) sua proje¢ao
no espaco de mddulos. Entio, p é C3—plana se, e somente se, o determinante de

G =G(A, X) € nulo.

Demonstracao. Consequéncia imediata da proposicao 2.1.14. O]

4.2 O espago M(5,2)

Nesta secao sera feita uma descricao mais detalhada do espaco de modulos para o
espaco de configuracoes de quintuplas ordenadas de pontos distintos na fronteira do plano

hiperbdlico complex, C(5,2) .

Proposicao 4.2.1. Sejam p = (p1,p2, ps, P4, p5) uma quintupla ordenada de pontos dis-
tintos na fronteira do espago hiperbdlico complezo e T(m(p)) = (A, X1, X, X3, X4, X5) €
M(5,n) sua projecdo no espago de modulos. Entdo, p estd contida na fronteira de uma

plano hiperbélico complexo se, e somente se,
o 1 + ’X1’2 + ‘XQ‘Q — ZRG(Xl -+ XQ) — 2Re(e2Ai YlXQ) = O,’
o 1 + ’X3’2 + ‘X4‘2 — QRQ(X;; + X4) — 2R6(62Ai 73X4) == O,’

[ ] |X1|2 —+ |X3|2 + |)<1)(5|2 — 2Re(71X3 + |X1|2 75) — 2R€(62Ai 7173){5) =0.
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Demonstragao. Seja G = (g;;) a matriz de Gram normalizada de p. Pela proposi¢ao
2.2.12, p esta contida na fronteira de um plano hiperbdlico complexo se, e somente se,
det G934, det Giia35 € det G3y5 sao nulos. Segue o resultado expressando G em funcao dos

invariantes que a determinam. L]

Para caracterizar quando uma quintupla esta contida em uma cadeia, sera necessario
o seguinte lema, cuja demonstragao é simplesmente aplicagao da definicao do invariante

de Cartan.

Lema 4.2.2. Sejam p = (p1, pa, P3, P, P5) wma quintupla ordenada de pontos distintos na
fronteira do espago hiperbolico complexo e T(m(p)) = (A, X1, Xo, X3, Xy, X5) € M(5,n)

sua projecao no espaco de modulos. Entao,

A(pr, p2, pa) = arg(e™ X1)
A(p1,p3,pa) = arg(e™ Xy)
A(p1,pa, ps) = arg(e? X3)
A(p1,ps, ps) = arg(e™ " X )
A(pr, pa, ps) = arg(e™ X1 X;)

Teorema 4.2.3. Sejam p = (p1, 2, P3, P4, Ps) uma quintupla ordenada de pontos distin-
tos na fronteira do espago hiperbdlico complexo e T7(m(p)) = (A, X1, Xo, X3, Xy, X5) €
M(5,n) sua projecao no espago de mddulos. Entao, p estd contida em uma cadeia se, e

somente se,
o A=+7/2, Xy, Xo, X3, Xy, X5 € R;
o X1 +Xy=1;
o X3+ Xy=1,

[ ] Xl - X3 = X1X5.

Demonstragao. Seja G = (g,;) a matriz de Gram nomalizada de p. Pela proposigao 2.2.12,
p estd contida em uma cadeia se, e somente se, det Gio3, det Go4 € det G195 sao nulos.
Expressando estes determinates em funcao de pontos do espaco de médulos, tem-se que
A = +m/2, X; e X3 sao reais. Para verificar que X5, X, e X5 sao reais, basta aplicar
o lema anterior. As relacGes entre os X'’s, sdo obtidas quando se faz det Gio34 = 0,

det G1235 =0 e det G1245 =0. ]
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Teorema 4.2.4. Sejam p = (p1, 2, P3, P4, P5) uma quintupla ordenada de pontos distin-
tos na fronteira do espago hiperbolico complexo e T(m(p)) = (A, X1, Xo, X3, Xy, X;5) €
M(5,n) sua projecio no espago de mddulos. Entao, p estd contida em um R—circulo, e

somente se,
o A=0, Xy, X5, X3, Xy, X5 e Ry;
o (X1 —X5)?=2(X1 +Xy);
o (X3— Xu)?=2(X3+ Xy);

[ ] (Xl - X3)2 + <X1X5)2 = 2X1X5(X1 + Xg)

Demonstracao. Sejam Py, Py, P3, Py, P5 os respectivos levantamentos que geram a matriz
de Gram normalizada de p, G. Afirmar que os pontos de p estao contidos em um R—circulo
é equivalente a afirmar que os levantamentos que geram a matriz de Gram normalizada de
p estao contidos em um 3—sub-espago real. Este fato ocorre se, e somente se, (P, P;) € R.
Portanto, se, e somente se, A =0 e X1, Xs, X3, X4, X5 € R. As relagoes entre os X'’s sao
determinadas por Giazys = 0, Giazs = 0 e Giags = 0. O fato de Xy, Xo, X3, X, serem
positivos é uma consequéncia da proposicao 3.2.1. O fato de X5 ser positivo é uma

consequéncia da relagio (X; — X3)? + (X1X5)? = 2X, X5(X, + X3). O

X3

e |

A
—\

oz

N

et

S

A
2

N\ “-
S=
=

Figura 4.1: <X1 — X3)2 + <X1X5)2 = 2X1X5(X1 + X3)
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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