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Resumo

O principal objetivo desta tese é apresentar um novo método para o cálculo do primeiro

autovalor para o p-Laplaciano, com condições homogêneas de Dirichlet na fronteira, inspi-

rado no método das potências inverso de álgebra linear finita. Mostramos que o método

é válido para qualquer bola em RN , se p > 1, e para qualquer domı́nio limitado no caso

especial p = 2. Para p > 2, o método é validado numericamente para o quadrado e

conjecturamos que o método seja válido para uma certa classe de domı́nios. Também

utilizamos o método para calcular a função seno generalizada introduzida por Lindqvist.

Palavras-chave: p−Laplaciano; Primeiro autovalor; Prinćıpio da Comparação; Método

das Potências, Função senp.
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Abstract

The main aim of this thesis is to introduce a new method for computing the first

Dirichlet eigenvalue of the p-Laplacian inspired by the inverse power method of finite

dimensional linear algebra. We show the method is valid for any ball in RN , if p > 1, and

for any bounded domain in the special case p = 2. For p > 2 the method is validated

numerically for the square and we conjecture that the method is valid for a certain class

of domains. We also use the method to compute the generalized sine function introduced

by Lindqvist.

Keywords : p−Laplacian; First eigenvalue; Comparison principle; Power method; sinp

function.
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A. 4. Prinćıpios da comparação e do máximo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

A. 5. Existência de autovalores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

A. 6. Função Beta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

A. 7. Alguns resultados sobre senp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

A. 7. 1. Série de potências para senp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

A. 8. Algoritmo para o quadrado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

A. 9. Construção do esquema de volumes finitos . . . . . . . . . . . . . . . 93

A. 9. 1. Funcional discretizado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

A. 9. 2. Encontrando a solução aproximada no quadrado . . . . . . . . . . 98

A. 9. 3. Estimativas para o erro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

8



Caṕıtulo 1

Introdução

Neste trabalho, apresentamos um novo método para obter o primeiro autovalor para

o p−Laplaciano com condições de Dirichlet homogêneas na fronteira. O operador p-

Laplaciano, que generaliza o operador Laplaciano, é definido por

∆pu = div
(|∇u|p−2∇u

)
.

Este operador tem papel relevante na modelagem matemática de vários problemas da

f́ısica como, por exemplo, os relacionados a fluxos de fluidos não-newtonianos, filtragem

de gases em meios porosos, reação-difusão e elasticidade não-linear.

O problema t́ıpico de autovalor para −∆p com condições de Dirichlet homogêneas na

fronteira é: 


−∆pu = λ|u|p−2u em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(1.1)

em que 1 < p < ∞, λ ∈ R e Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado. Entende-se este problema

no sentido fraco, isto é, u ∈ W 1,p
0 (Ω)1 é solução fraca de (1.1) se e somente se,

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx = λ

∫

Ω

|u|p−2uvdx, para toda v ∈ W 1,p
0 (Ω) .

Neste caso, dizemos que u 6≡ 0 é uma autofunção correspondente a λ.

Note que se o par (λ, u) verifica (1.1), o mesmo ocorre com (λ, αu) para todo α ∈ R.

1W 1,p
0 (Ω) é o fecho de C∞0 (Ω) em W 1,p (Ω) (veja [18]).
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Azorero e Peral garantem em [17] a existência de um menor autovalor λ1 que é po-

sitivo e o denominamos autovalor principal de −∆p. Este autovalor possui a seguinte

caracterização variacional (veja [17]):

λ1 = inf
u∈W 1,p

0 (Ω)−{0}

∫
Ω
|∇u|p∫

Ω
|u|p (1.2)

ou

λ1 = inf
u∈W 1,p

0 (Ω)−{0}

(‖∇u‖p

‖u‖p

)p

em que ‖u‖p =

(∫

Ω

|u|p
) 1

p

é a norma de u em Lp (Ω).

As seguintes propriedades de λ1 são bastante conhecidas (veja Apêndice):

1. λ1 é simples, isto é, se u e v são soluções não nulas de (1.1) com λ = λ1, então

v = αu para algum α ∈ R.

2. Se u ∈ W 1,p
0 (Ω) − {0} é uma solução de (1.1) então u ∈ C1,α

(
Ω

)
para algum

0 < α < 1 e u se anula somente em ∂Ω. Desse modo, podemos tomar u > 0 ou

u < 0 em Ω.

Como observado em [29], é posśıvel obter os mesmos resultados citados acima para

um problema de autovalor com peso w:




−∆pu = λw(x)|u|p−2u em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(1.3)

em que 0 ≤ w ∈ L∞ (Ω). Neste caso, o primeiro autovalor é caracterizado variacional-

mente como:

λ1 = inf
u∈W 1,p

0 (Ω)−{0}

∫
Ω
|∇u|pdx∫

Ω
w(x)|u|pdx

. (1.4)

Por homogeneidade, temos

λ1 = inf
u∈W 1,p

0 (Ω)−{0}

{∫

Ω

|∇u|pdx :

∫

Ω

w(x)|u|pdx = 1

}
. (1.5)
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No caso especial p = 2, isto é, o do operador Laplaciano:

∆u = div∇u =
N∑

i=1

∂2u

∂x2
i

,

há uma teoria bastante desenvolvida na literatura sobre λ1, sendo seu valor conhecido

para domı́nios Ω de geometria simples como bolas e retângulos N−dimensionais.

Da continuidade e da compacidade de (∆)−1 no espaço de Hilbert W 1,2
0 (Ω) = H1

0 (Ω)

decorre que os autovalores de −∆ formam uma sequência crescente

λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ · · · ≤ λn ≤ · · ·

e que λn →∞. Além disso, suas auto-funções formam uma base ortogonal para H1
0 (Ω).

No caso p 6= 2 sabemos que existe (veja [17]) uma sequência crescente de autovalores:

λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ · · · ≤ λn ≤ · · ·

que possuem uma caracterização variacional e que tendem para infinito. Entretanto, um

problema ainda em aberto é saber se esta sequência fornece todos os autovalores de (1.1).

O único resultado conhecido nesse sentido é que não existem outros autovalores entre λ1

e λ2.

Além disso, diferentemente do caso p = 2, o autovalor λ1, com p 6= 2 e N > 1, não

é explicitamente conhecido, mesmo para domı́nios de geometria simples como bolas e

quadrados. No caso N = 1, λ1 possui a expressão expĺıcita

λ1 = (p− 1)

(
2

b− a

∫ 1

0

ds
p
√

1− sp

)p

=

(
πp

b− a

)p

, se Ω = (a, b)

em que

πp := 2 p
√

p− 1

∫ 1

0

ds
p
√

1− sp
.

Uma vez que, em geral, não se conhece λ1 explicitamente, seu valor é obtido exclusi-

vamente por aproximações originadas de métodos numéricos. Assim, estimativas para a

localização de λ1 são muito relevantes, especialmente cotas inferiores para λ1, pois cotas
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superiores são facilmente obtidas a partir de qualquer função não nula em W 1,p
0 (Ω) em

vista da caraterização (1.2).

Uma das cotas inferiores de λ1 mais importantes é:

λ∗1 ≤ λ1 (1.6)

em que λ∗1 é o primeiro autovalor de:




−∆pu = λ|u|p−2u em Ω∗,

u = 0 em ∂Ω∗,
(1.7)

em que Ω∗ é a bola centrada na origem de RN e tal que |Ω∗| = |Ω|, ou seja Ω∗ possui

mesmo volume que Ω (veja [20]).

Nesse sentido, desenvolver algum método que permita obter λ1 quando Ω é uma bola

é uma tarefa relevante e, certamente, útil no sentido de localizar λ1 para domı́nios mais

gerais.

Apresentaremos aqui um método que desenvolvemos, inspirado no Método das Potências

Inverso da Álgebra Linear em dimensão finita (veja [34]), para encontrar λ1 (seu valor

exato, pelo menos do ponto de vista teórico) quando Ω é uma bola de RN centrada na

origem, válida também, quando p = 2, para domı́nios mais gerais. No caso p 6= 2, sus-

peitamos que o método que desenvolvemos vale para uma classe maior de domı́nios Ω e

não apenas para bolas.

1.1 O Método das Potências Inverso

Descrevemos aqui, de forma sucinta, o Método das Potências Inverso. Dado um operador

linear, diagonalizável e invert́ıvel T : RN → RN , denotaremos sua matriz, numa certa

base, por A e

e1, e2, · · · , eN

12



seus autovetores dois a dois ortogonais que formam uma base para o RN . Dado um vetor

não nulo qualquer v ∈ RN , constrúımos uma sequência vn recursivamente por:

v0 = v; vn = Avn−1.

Podemos escrever:

v =
N∑

i=1

αiei = α1e1 + α2e2 + · · ·αNeN

Suponha que v seja escolhido de modo que α1 > 0. Como os ei’s são autovetores, obtemos:

vn+1 = Avn = An+1v = α1λ
n+1
1 e1 + α2λ

n+1
2 e2 + · · ·αNλn+1

N eN

Dáı, se λ1 for o maior autovalor de A, temos:

vn+1 = λn+1
1

(
α1e1 +

(
λ2

λ1

)n+1

α2e2 + · · ·+
(

λN

λ1

)n+1

αNeN

)

Denotando wn+1 =

(
λ2

λ1

)n+1

α2e2 + · · ·+
(

λN

λ1

)n+1

αNeN , podemos escrever

vn+1 = λn+1
1 (α1e1 + wn+1)

Como λ1 é o maior autovalor de A e se λ1 6= λj, para todo j ≥ 2, temos que

wn+1 → 0, quando n →∞.

Assim,

‖vn+1‖
‖vn‖ = λ1

‖α1e1 + wn+1‖
‖α1e1 + wn‖

= λ1

√
α2

1‖e1‖2 + ‖wn+1‖2

α2
1‖e1‖2 + ‖wn‖2

e, portanto,

lim
‖vn+1‖
‖vn‖ = λ1.

O Método das Potências Inverso consiste em aplicar o racioćınio acima a A−1 para obter

o maior autovalor de A−1, que é exatamente o inverso do menor autovalor de A.

Neste trabalho, estenderemos o Método das Potências Inverso para o operador −∆ e,

mais geralmente, para −∆p.
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1.2 A sequência φn

No Caṕıtulo 2, definimos uma sequência (φn) ⊂ W 1,p
0 (Ω) ∩ C1,α

(
Ω

)
de funções dadas

recursivamente como soluções do problema de Dirichlet:



−∆pφn = w(x)φp−1

n−1 em Ω,

φn = 0 sobre ∂Ω,
(1.8)

em que φ0 ≡ 1. Definimos ainda as seguintes sequências numéricas:

γn := inf
Ω

(
φn

φn+1

)p−1

, Γn := sup
Ω

φn

φn+1

=

∥∥∥∥
φn

φn+1

∥∥∥∥
L∞(Ω)

,

e

νn =




∥∥∥w(x)
1
p φn

∥∥∥
Lp(Ω)∥∥∥w(x)

1
p φn+1

∥∥∥
Lp(Ω)




p−1

.

Estas sequências possuem as seguintes propriedades, demonstradas no Caṕıtulo 2:

1. γn é bem definida para cada n ∈ N e γ1 < λ1;

2. Se Γn0 < ∞ para algum n0 ∈ N então Γn < ∞ para todo n ≥ n0;

3. γ1 ≤ γ2 ≤ · · · γn ≤ λ1 ≤ Γn ≤ · · · ≤ Γ2 ≤ Γ1 para todo n;

4. λ1 ≤ νn ≤ Γn para todo n.

O principal resultado do Caṕıtulo 2 é o

Teorema 1 Sejam γ := lim γn e un :=
φn

an

∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ C1.α

(
Ω

)
, em que a1 = ‖φn‖∞ e

an

an+1

= γ
1

p−1
n

Então (un) é decrescente e satisfaz



−∆pun+1 = γnw(x)up−1

n em Ω,

un = 0 em ∂Ω.

Além disso, (un) converge uniformemente para uma função u ∈ C1,α
(
Ω

)
tal que




−∆pu = γw(x)up−1 em Ω,

u = 0 em ∂Ω.
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Observe que o teorema acima não prova que γ = λ1, pois não podemos garantir que

u > 0 em Ω (veja Teorema 51 (iii) do Apêndice). A prinćıpio, poderia ocorrer

lim un = u ≡ 0.

Neste ponto surge a seguinte questão:

Seja 1 < p < ∞. Para quais domı́nios Ω e quais pesos w valem as seguintes igualdades:

lim γn = λ1 = lim Γn? (1.9)

Observe que, quando as igualdades acima ocorrem, temos automaticamente que

lim νn = λ1. (1.10)

Fornecemos respostas parciais a pergunta acima.

1.3 Resultados

No Caṕıtulo 3, no caso p = 2 e w ≡ 1 , mostramos, graças a estrutura linear do Laplaciano

e suas propriedades, que (1.10) ocorre. Além disso, observamos que, nesse caso, podemos

tomar φ0 = ξ ∈ L2 (Ω) arbitrária.

Quando Ω é uma bola em RN e o peso w é radial, isto é, w = w (|x|) mostramos, no

Caṕıtulo 4, que (1.9) e (1.10) são verdadeiras. Para tanto, foi fundamental conhecermos

a expressão expĺıcita da solução para o problema de Dirichlet




−∆pu = f em Ω,

u = 0 em ∂Ω
(1.11)

no caso em que f é radial, isto é f = f(|x|). Essa expressão é dada por

u(r) =

∫ R

r

ψp′

((s

θ

)N−1

f(s)ds

)
dθ (1.12)

em que p′ é tal que
1

p
+

1

p′
= 1 e ψp′(t) = |t|p′−2t é a inversa de ψp(t) = |t|p−2t e r = |x|.
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Assim, se φ0 = 1 e w = w(|x|) temos a seguinte expressão recursiva para φn:

φn (r) =

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)N−1

w(s)φp−1
n−1(s) ds

) 1
p−1

dθ. (1.13)

Através desta expressão radial para as φn demonstramos que

inf
φn

φn+1

=
‖φn‖∞
‖φn+1‖∞ =

φn(0)

φn+1(0)
(1.14)

e a partir das igualdades acima obtemos an = ‖φn‖∞, provando que u > 0 no Teorema 1.

No Caṕıtulo 5 fizemos um estudo da função senp que é uma generalização da função

seno (veja [26]). Utilizando as idéias contidas no Caṕıtulo 4, obtivemos uma sequência

que converge uniformemente para a função senp. Esta função é uma primeira autofunção

positiva do problema de autovalor unidimensional:



−ψp (u′)′ = λψp (u) em (a, b)

u (a) = u (b) = 0,
(1.15)

em um intervalo (a, b) espećıfico.

A função senp é utilizada, por exemplo, na resolução de problemas de Sturm-Liuville

unidimensionais envolvendo o p−Laplaciano (veja [11]). O desenvolvimento de métodos

para o cálculo de senp é importante como mencionado em [11].

A função senp também aparece no estudo de problemas do tipo




ψp(u
′)′ + λψp(u) = h(t) em (0, T )

u(0) = u(T ) = 0,
(1.16)

em que λ é um autovalor do p-Laplaciano unidimensional.

Manasevich e Takác apresentam em [27] uma condição, envolvendo a função senp,

que é suficiente para que o problema (1.16) possua solução, generalizando os resultados

obtidos em [30].

Já em [14], Drábek, Girg e Manásevich apresentam uma condição necessária e sufi-

ciente (que também envolve a função senp) para que o problema




ψp(u
′)′ + λψp(u) = h(t) em (0, πp)

u(0) = u(πp) = 0,
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em que λ é o primeiro autovalor do p-Laplaciano unidimensional, possua solução.

Além disso, a função senp gera, quando p ≥ 12/11, uma base de Riesz para L2 ([0, 1])

e uma base de Schauder para Lq ([0, 1]), quando 1 < q < ∞ (veja [8]).

O Caṕıtulo 6 é todo dedicado a experimentos numéricos. É importante observar que

não nos propomos a fazer um trabalho voltado para Análise Numérica, isto é, não nos pre-

ocupamos em fazer um estudo de estimativas de erros ou de velocidade de convergência.

No Caṕıtulo 6 desta tese, objetivamos simplesmente exemplificar e ilustrar os resulta-

dos que obtivemos e como os testes numéricos realizados nos motivaram no sentido de

demonstrar as conjecturas, (1.9) e (1.10), para uma certa classe de domı́nios.

Calculamos os valores de λ1 para vários valores de p no caso em que Ω é a bola unitária

de RN , com N = 2, 3, 4 e w ≡ 1.

Comparando os resultados que obtivemos com os encontrados na literatura, pudemos

observar que estes são mais precisos que os de Lew Lefton e Dongming Wei [21] no caso

em que N = 2 e p = 2. Por exemplo, enquanto em [21] um erro de 1, 3% foi encontrado

para o caso p = 2, encontramos um erro de 0, 005% nesse caso.

No sentido de reforçar a conjectura de que (1.9) e (1.10) valem para uma certa classe de

domı́nios e pesos, apresentamos os resultados que obtivemos para as sequências γn, Γn e νn

quando Ω é o quadrado [0, 1]× [0, 1] e w ≡ 1. Como no nosso método precisamos resolver

um problema de Dirichlet em cada iteração e não possúımos uma expressão expĺıcita para

as φn, como ocorre no caso radial, utilizamos um método de volumes finitos desenvolvido

por B. Andreianov, F. Boyer e F. Hubert em [4] para encontrar uma solução aproximada

de (1.11) quando Ω é um retângulo. No Apêndice apresentamos, em linhas gerais, o

método desenvolvido em [4], que consiste basicamente em discretizar o funcional energia

J : W 1,p
0 (Ω) → R dado por

J(u) =
1

p

∫

Ω

|∇u(z)|pdz −
∫

Ω

f(z)u(z)dz (1.17)

cujo mı́nimo é a única solução de (1.11).
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Após a discretização, obtivemos um funcional J> definido em um espaço euclidiano

e minimizamos esse funcional discretizado utilizando um método de gradiente conjugado

não linear.

Observando a sequência νn, que nos parece ter uma convergência mais rápida, ob-

tivemos valores muito similares aos apresentados em [21]. No caso p = 2 (que provamos

ser verdadeira a conjectura) obtivemos um valor mais preciso para λ1 (que neste caso é

conhecido):

λ1 = 2π2 ≈ 19, 7392.

Encontramos um erro de 0, 1%, enquanto em [21] um erro de 3% foi encontrado,

É importante observar que o erro que obtivemos tanto no caso em que Ω é a bola

unitária de RN como no caso em que é o quadrado [0, 1] × [0, 1] pode ser melhorado

usando uma malha mais refinada no cálculo das soluções numéricas.

Finalmente, comparamos o gráfico da função senp, obtido pelo método que desenvolve-

mos, com os gráficos desta função obtidos de outras duas formas. Uma delas foi através

da solução da equação diferencial:

|u′|p +
|u|p

p− 1
= 1, u(0) = 0, u′(0) = 1

que pode ser utilizada para definir senp. A outra foi através de uma série de potências de

xp, apresentada em [26].

Nas Considerações Finais apresentamos algumas propriedades de simetria e monotoni-

cidade da sequência (φn), que provamos para o caso em que Ω é um domı́nio simétrico

em RN . Além disso, apontamos uma posśıvel direção para futuras pesquisas no intuito

de provar que (1.9) e (1.10) são válidas para esses domı́nios.
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Caṕıtulo 2

Construindo as sequências γn, Γn e νn

Vamos definir nesse caṕıtulo três sequências que denotaremos por γn, Γn e νn. Para isso

definiremos uma sequência de funções φn de forma recursiva.

Definimos uma sequência (φn)n∈N ⊂ W 1,p
0 (Ω) ∩ C1.α

(
Ω

)
colocando φ0 = 1 e, para

n = 1, 2, 3, . . . , φn é definida como a única solução do problema de Dirichlet:




−∆pφn = w(x)φp−1

n−1 em Ω,

φn = 0 sobre ∂Ω,
(2.1)

em que 0 ≤ w ∈ L∞ (Ω)− {0}.

Observe que segue do Prinćıpio do Máximo (veja Apêndice) que φn(x) > 0 para todo

x ∈ Ω

A partir de {φn}, definimos para n ≥ 0 as sequências de números reais

γn := inf
Ω

(
φn

φn+1

)p−1

(2.2)

Γn := sup
Ω

φn

φn+1

=

∥∥∥∥
φn

φn+1

∥∥∥∥
L∞(Ω)

. (2.3)

e

νn =




∥∥∥w(x)
1
p φn

∥∥∥
Lp(Ω)∥∥∥w(x)

1
p φn+1

∥∥∥
Lp(Ω)




p−1

(2.4)

Nas próximas seções faremos um estudo detalhado de cada uma dessas sequências.
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2.1 A sequência γn

Como definimos anteriormente

γn = inf
Ω

(
φn

φn+1

)p−1

.

Uma vez que φn(x) = 0 para todo x ∈ ∂Ω devemos verificar se γn está bem definida. Para

garantir essa boa definição vamos utilizar o

Teorema 2 (Prinćıpio da Comparação)

Suponha que ui ∈ C1,α (Ω) sejam tais que:

−∆pu1 ≤ −∆pu2, em Ω

u1 ≤ u2, em ∂Ω,

no sentido fraco. Então

u1 ≤ u2 em Ω.

No Apêndice, apresentamos uma demonstração do teorema acima.

O teorema a seguir irá nos garantir a boa definição de γn:

Teorema 3 A sequência (φn)n∈N satisfaz

0 < φn 6 ‖φ1‖∞ φn−1 em Ω

para todo n > 1.

Observação: Como consequência desse resultado temos

φn

φn+1

≥ 1

‖φ1‖∞ > 0

e portanto a sequência

γn = inf
Ω

(
φn

φn+1

)p−1

20



está bem definida.

Prova. Como φn > 0 em Ω para todo n, resta-nos mostrar que φn ≤ ‖φ1‖∞φn−1. Faremos

isso por indução em n. Trivialmente temos que

φ1 6 ‖φ1‖∞ = ‖φ1‖∞ φ0.

Assuma que

φn 6 ‖φ1‖φn−1.

Vamos mostrar que

φn+1 6 ‖φ1‖φn.

Pela hipótese de indução temos:

−∆pφn+1 = w(x)φp−1
n 6 ‖φ1‖p−1

∞ w(x)φp−1
n−1 = −∆p (‖φ1‖∞ φn) em Ω,

Assim 


−∆pφn+1 6 −∆p (‖φ1‖∞ φn) em Ω,

φn+1 = 0 = ‖φ1‖∞ φn em ∂Ω,

Segue do Prinćıpio da Comparação que

φn+1 6 ‖φ1‖∞ φn.

como queŕıamos. ¥

Mostraremos agora que (γn) é uma sequência crescente e limitada. Precisaremos do

seguinte lema

Lema 4 Seja Ω ⊂ RN um domı́nio suave e h ≥ 0 uma função cont́ınua e não negativa.

Se u ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ C1,α

(
Ω

)
é uma solução positiva do problema de Dirichlet




−∆pu = λ1w(x)up−1 + h em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(2.5)

Então h ≡ 0 em Ω e consequentemente u é uma autofunção positiva correspondente ao

primeiro autovalor λ1.
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Prova. A demonstração que apresentamos aqui é uma adaptação daquela apresentada

em [1, Theorem 2.4] e é baseada na seguinte desigualdade, consequência da identidade de

Picone (veja Apêndice):

|∇w|p > |∇u|p−2∇u · ∇
(

wp

up−1

)
, (2.6)

válida para todas funções u,w definidas em Ω que satisfazem u > 0 e w ≥ 0 em Ω.

Multiplicando a equação (2.5) por v ∈ W 1,p
0 (Ω) e integrando em Ω obtemos

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇v dx =

∫

Ω

(λ1w(x)up−1 + h)v dx (2.7)

Seja u1 ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ C1,α

(
Ω

)
uma autofunção positiva correspondente a λ1. Temos que

u1

up−1 ∈ W 1,p
0 (Ω) (veja [1] ou [31]). Assim, tomando v = u1

up−1 em (2.7) e aplicando em

(2.6), obtemos
∫

Ω

|∇u1|p dx >
∫

Ω

(λ1w(x)up−1 + h)
up

1

up−1
dx.

logo,

0 =

∫

Ω

|∇u1|p dx−
∫

Ω

λ1w(x)up
1dx >

∫

Ω

h
up

1

up−1
dx > 0,

e assim
∫

Ω

h
up

1

up−1
dx = 0

Como
up
1

up−1 > 0 em Ω e h é cont́ınua e não negativa segue-se dáı que h ≡ 0.¥

Teorema 5 Para todo N > 2 valem as seguintes propriedades:

(i) γ0 < λ1.

(ii) γ0 6 γn 6 γn+1 < λ1.

(iii) Existe

γ := lim γn

e γ0 6 γ 6 λ1.
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Prova. A propriedade (iii) segue imediatamente de (i) e (ii). Para provar (i) utilizamos

um argumento de contradição. Assuma γ0 ≥ λ1 e defina

h = w(x)− λ1w(x)φp−1
1

pela definição de γn segue que

h > w(x)− γ0w(x)φp−1
1 > 0.

Escreva 


−∆pφ1 = w(x) = λ1w(x)φp−1

1 + h em Ω,

φ1 = 0 em ∂Ω.

Pelo Lema 4 conclúımos que h ≡ 0 e então λ1w(x)φp−1
1 = w(x) para todo x ∈ Ω e assim

λ1φ
p−1
1 ≡ 1 e portanto φ1 é constante, o que contradiz

−∆pφ1 = w(x).

Conclúımos assim que γ0 < λ1.

Para demonstrar (ii), observe que γ0 ≤ γn, pois do Teorema 3

γ0 =
1

‖φ1‖p−1
∞

6
(

φn

φn+1

)p−1

.

A prova da monotonicidade de γn é feita via Prinćıpio da Comparação (Teorema 2 ). Por

definição temos que




−∆pφn = w(x)φp−1

n−1 > γn−1w(x)φp−1
n = −∆p

(
γ

1/(p−1)
n−1 φn+1

)
em Ω,

φn = 0 = φn+1, em ∂Ω,

o que mostra

φn > γ
1/(p−1)
n−1 φn+1,

Essa desigualdade implica que

γn = inf
Ω

(
φn

φn+1

)p−1

> γn−1,
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donde (γn) é uma sequência crescente. Para concluir a demonstração resta-nos verificar

que γn < λ1. Tal como fizemos acima, suponha por absurdo que γn ≥ λ1 para algum n.

Então:

λ1w(x)φp−1
n+1 6 γnw(x)φp−1

n+1 6
(

φn

φn+1

)p−1

w(x)φp−1
n+1 = w(x)φp−1

n ,

sendo que a segunda desigualdade é uma consequência da definição de γn. Defina

h := w(x)(φp−1
n − λ1φ

p−1
n+1) > 0

em Ω. Uma vez que




−∆pφn+1 = w(x)φp−1

n = λ1w(x)φp−1
n+1 + h in Ω,

φn+1 = 0 on ∂Ω,

segue-se do Lema 4 que h ≡ 0. Assim

w(x)φp−1
n = λ1w(x)φp−1

n+1, para todo x ∈ Ω (2.8)

e assim temos que
(

φn

φn+1

)p−1

é constante igual a λ1. Desse modo, podemos escrever:

λ1 ≡
(

φn

φn+1

)p−1

= inf
Ω

(
φn

φn+1

)p−1

= γn.

Por outro lado também segue-se de (2.8) que

w(x)φp−1
n−1 = −∆pφn = −∆p(λ

1/(p−1)
1 φn+1) = λ1 (−∆pφn+1) = λ1w(x)φp−1

n

Assim temos que

λ1 ≡
(

φn−1

φn

)p−1

= inf
Ω

(
φn−1

φn

)p−1

= γn−1.

Podemos repetir esse argumento até concluir que

λ1 = γ0,

que contradiz (i). ¥
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2.2 A sequência Γn

Definimos

Γn := sup
Ω

(
φn

φn+1

)p−1

=

∥∥∥∥
φn

φn+1

∥∥∥∥
p−1

L∞(Ω)

. (2.9)

Observamos que a sequência Γn pode não estar bem definida. Como φ0 ≡ 1 e φ1 = 0

sobre ∂Ω temos que

Γ0 =

∥∥∥∥
φ0

φ1

∥∥∥∥
p−1

∞
= ∞.

Entretanto, se pudermos garantir que Γn0 < ∞ para algum n0 então Γn < ∞ para todo

n ≥ n0.

Teorema 6 Assuma que Γn0 < ∞ para algum n0 ≥ 1. Então

(
φn

φn+1

)p−1

6 Γn0 para todo n > n0

e portanto (Γn) está bem definida e é limitada para n ≥ n0. Além disso, a sequência (Γn)

é decrescente para n ≥ n0.

Prova. Faremos a prova por indução. Suponha que para algum k tenhamos

Γn0+k 6 . . . 6 Γn0

Então para j = n0 + k observamos que

−∆pφj+1 = w(x)φp−1
j = w(x)

(
φj

φj+1

)p−1

φp−1
j+1 6 Γjw(x)φp−1

j+1 = −∆p

(
Γ

1
p−1

j φj+2

)

em Ω e

φj+1 = 0 = Γ
1

p−1

j φj+2 em ∂Ω

Segue do Prinćıpio da Comparação (Teorema 2) que

φj+1 6 Γ
1

p−1

j φj+2 in Ω.

E obtemos que

Γj+1 =

∥∥∥∥
φj+1

φj+2

∥∥∥∥
p−1

∞
6 Γj.
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Logo (Γn) é decrescente e se Γn0 é finito então Γn será finito para todo n ≥ n0 como

queŕıamos. ¥

Garantir a existência de tal n0 pode ser tarefa dif́ıcil dependendo do domı́nio Ω. En-

tretanto, para casos especiais, somos capazes de garantir que Γn0 é finito para algum n0,

como nos garante o próximo teorema.

Teorema 7 Seja Ω = BR a bola centrada na origem de raio R e considere w(x) = w(|x|),

isto é, o peso na equação (3.4) seja radial. Então Γ1 é finito.

Prova. Como w é radial e Ω = BR temos que φn(x) = φn(|x|) = φn(r) e

φn(r) =

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)N−1

w(s)φn−1(s)
p−1 ds

) 1
p−1

dr. (2.10)

Desse modo, se x ∈ ∂BR então da regra de L’Hôpital temos

φ1(x)

φ2(x)
= lim

r→R−

φ1(r)

φ2 (r)
= lim

r→R−

φ′1(r)
φ′2 (r)

=

( ∫ R

0
sN−1w(s)ds∫ R

0
sN−1w(s)v1(s)p−1ds

) 1
p−1

< ∞,

pois φ1 > 0 em Ω. Assim

Γ1 = Γn = sup
Ω

(
φ1

φ2

)p−1

< ∞.

¥

2.3 A sequência νn

Definimos νn da seguinte forma:

νn =




∥∥∥w(x)
1
p φn

∥∥∥
Lp(Ω)∥∥∥w(x)

1
p φn+1

∥∥∥
Lp(Ω)




p−1

.

A sequência νn está bem definida pois φn ∈ C1,α
0 (Ω) e w ∈ L∞ (Ω) é cont́ınua. Mostraremos

no teorema a seguir que νn está limitada superiormente por Γn e inferiormente por λ1.

Teorema 8 Para todo n ≥ 1 temos que

λ1 6 νn 6 Γn
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Prova. Por definição φn+1 satisfaz



−∆pφn+1 = w(x)φp−1

n em Ω,

φn = 0 em ∂Ω.

Multiplicando por φn+1 e integrando obtemos

‖∇φn+1‖p
p =

∫

Ω

|∇φn+1|p dx =

∫

Ω

w(x)φp−1
n φn+1dx

De acordo com a Desigualdade de Hölder temos

∫

Ω

w(x)φp−1
n φn+1dx =

∫

Ω

w(x)
p−1

p φp−1
n w(x)

1
p φn+1dx

≤ ‖w(x)
p−1

p φp−1
n ‖p′‖w(x)

1
p φn+1‖p

= ‖w(x)
1
p φn‖p−1

p ‖w(x)
1
p φn+1‖p.

Assim
∫

Ω

|∇φn+1|p dx 6 ‖w(x)
1
p φn‖p−1

p ‖w(x)
1
p φn+1‖p. (2.11)

Da caracterização variacional de λ1, dada por

λ1 = inf
v∈W 1,p

0 (Ω)\{0}

∫
Ω
|∇v|pdx∫

Ω
w(x)|v|pdx

,

e da equação (2.11) seque-se que

λ1 6
∫

Ω
|∇φn+1|p dx∫

Ω
w(x) |φn+1|p dx

6

∥∥∥w(x)
1
p φn

∥∥∥
p−1

p

∥∥∥w(x)
1
p φn+1

∥∥∥
p∥∥∥w(x)

1
p φn+1

∥∥∥
p

p

=

(
‖w(x)

1
p φn‖p

‖w(x)
1
p φn+1‖p

)p−1

= νn

=
1

‖w(x)
1
p φn+1‖p

(∫

Ω

(
φn

φn+1

)p

w(x)
1
p φp

n+1dx

) p−1
p

≤ 1

‖w(x)
1
p φn+1‖p

∥∥∥∥
φn

φn+1

∥∥∥∥
p−1

∞

(∫

Ω

w(x)
1
p φp

n+1dx

) p−1
p

=
1

‖w(x)
1
p φn+1‖p

Γn‖w(x)
1
p φn+1‖p

= Γn,

mostrando Teorema. ¥

Do Teorema anterior, decorre imediatamente o seguinte corolário:
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Corolário 9 Se

lim Γn = λ1

Então

lim νn = λ1.

Além disso, do teorema 5(ii) e do teorema 8 decorre:

Corolário 10 Se Γn0 for finito para algum n0 ≥ 1, então para cada n ≥ n0 existe pelo

menos um xn ∈ Ω̄ tal que

λ1 =

(
φn(xn)

φn+1(xn)

)p−1

.

2.4 Conjectura sobre o primeiro autovalor e a primeira

autofunção

Nas seções anteriores, mostramos que

(i) γn é monótona crescente e limitada acima por λ1;

(ii) Se existir n0 tal que Γn0 < ∞ então λ1 ≤ Γn < ∞ para n ≥ n0 e Γn é monótona

decrescente;

(iii) γn ≤ λ1 ≤ νn ≤ Γn.

Tendo em vista que γn e Γn são monótonas e limitadas temos que existem seus limites

quando n →∞. Assim, se denotarmos

γ := lim γn e Γ := lim Γn

temos que

γ 6 λ1 6 Γ.
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Conjectura 11 Para uma certa classe de domı́nios Ω temos

λ1 = γ = Γ (2.12)

em particular, pelo Teorema do Confronto,

ν = λ1,

em que ν = lim νn.

No sentido de tentar encontrar uma sequência de funções que converge para a primeira

autofunção de −∆p, definimos para cada n ∈ N a seguinte função

un :=
φn

an

, (2.13)

em que an é escolhido de modo que

an

an+1

= γ
1

p−1
n = inf

Ω

φn

φn+1

.

Desse modo, se definimos

a1 := ‖φ1‖∞ ,

então

a2 =
a1

γ
1/(p−1)
1

=
a1

inf
Ω

φ1

φ2

= ‖φ1‖∞
∥∥∥∥
φ2

φ1

∥∥∥∥
∞

e de forma geral

an =
‖φ1‖∞
inf
Ω

φ1

φ2

1

inf
Ω

φ2

φ3

· · · 1

inf
Ω

φn−1

φn

= ‖φ1‖∞
∥∥∥∥
φ2

φ1

∥∥∥∥
∞

∥∥∥∥
φ3

φ2

∥∥∥∥
∞
· · ·

∥∥∥∥
φn

φn−1

∥∥∥∥
∞

.

Assim, podemos escrever

an = ‖φ1‖∞
∥∥∥∥
φ2

φ1

∥∥∥∥
∞

∥∥∥∥
φ3

φ2

∥∥∥∥
∞
· · ·

∥∥∥∥
φn

φn−1

∥∥∥∥
∞

. (2.14)

Observe que

‖φk‖∞ =

∥∥∥∥
φk

φk−1

φk−1

∥∥∥∥
∞
≤

∥∥∥∥
φk

φk−1

∥∥∥∥
∞
‖φk−1‖∞
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Dáı

‖φk‖∞
‖φk−1‖∞

6
∥∥∥∥

φk

φk−1

∥∥∥∥
∞

.

Assim, obtemos a seguinte desigualdade para an:

an > ‖φ1‖∞
‖φ2‖∞
‖φ1‖∞

‖φ3‖∞
‖φ2‖∞

· · · ‖φn‖∞
‖φn−1‖∞

= ‖φn‖∞ .

Segue-se da definição de un que

un 6 φn

‖φn‖∞
6 1.

Além disso, a sequência de funções un é convergente como mostra o teorema a seguir:

Teorema 12 Seja (un) ⊂ W 1,p
0 (Ω) ∩ C1.α

(
Ω

)
a sequência de funções definida acima.

Então (un) é decrescente e satisfaz




−∆pun+1 = γnw(x)up−1

n em Ω,

un = 0 em ∂Ω.

Além disso, (un) converge uniformemente para uma função u ∈ C1.α
(
Ω

)
que satisfaz




−∆pu = γw(x)up−1 em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

Prova. Por definição

un+1 =
φn+1

an+1

.

Dáı

−∆pun+1 =
−∆pφn+1

ap−1
n+1

= w(x)

(
φn

an+1

)p−1

= w(x)

(
an

an+1

)p−1

up−1
n = γnw(x)up−1

n .

Por outro lado, pela definição de an temos

un+1 =
φn+1

an+1

=
φn+1

an

inf
Ω

φn

φn+1

6 φn+1

an

φn

φn+1

=
φn

an

= un,

isso mostra que (un) é decrescente e portanto podemos definir u em Ω por

u (x) := lim un (x) para cada x ∈ Ω.
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Como (un) ⊂ C1,α
(
Ω

)
, 0 6 un 6 u1 e o operador (−∆p)

−1 : C0
(
Ω

) −→ C0
(
Ω

)
é com-

pacto, segue-se dáı que a sequência (un) possui subsequência uniformemente convergente

para u. Note que esse racioćınio pode ser aplicado a qualquer subsequência e, portanto,

obtemos que toda a sequência (un) converge uniformemente para u.

Como −∆p é cont́ınuo podemos passar o limite em

−∆pun+1 = γnw(x)up−1
n

para obter

−∆pu = γw(x)up−1.

¥

Observação:

Em vista de nossa conjectura, o teorema anterior sugere que u é a primeira auto-

função de −∆p. Entretanto, ainda que nossa conjectura seja verdadeira, não podemos,

a prinćıpio, garantir que u é uma autofunção. Para garantir esse fato devemos mostrar

que u não é identicamente nula em Ω. Observe ainda que, se mostrarmos que u 6≡ 0

automaticamente garantimos que γ é o primeiro autovalor de −∆p.
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Caṕıtulo 3

O caso p = 2 e w ≡ 1

Nesse caṕıtulo apresentamos uma prova parcial da Conjectura 4 apresentada na Seção

2.4, no caso em que p = 2 e w ≡ 1, que é o problema clássico de autovalor do Laplaciano,

mostraremos que νn → λ1.

Também mostraremos que, no caso p = 2, a sequência
φn

‖φn‖∞ irá convergir para a

primeira autofunção de −∆ uniformemente em compactos K ⊂⊂ Ω.

Utilizamos fortemente a estrutura linear de −∆ e o fato de que seu conjunto de auto-

funções forma uma base de ortogonal para L2(Ω).

Lembramos que o produto interno em L2 (Ω) é dado por:

〈u, v〉 =

∫

Ω

uv dx

e que o problema de autovalor para −∆:




−∆u = λu em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(3.1)

possui um sequência crescente de autovalores

0 < λ1 < λ2 6 λ3 6 . . .

de modo que λ1 é isolado. Além disso, as autofunções associadas formam uma base de

Hilbert ortogonal para L2 (Ω).
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Sem perda de generalidade, denotaremos por (en)n∈N ⊂ W 1,2
0 (Ω)∩C2

(
Ω

)
a sequência

de autofunções normalizadas pela norma L2 (Ω), isto é, ‖en‖2 = 1 para todo n ∈ N.

Como (en) forma uma base ortonormal, temos que dado ξ ∈ L2 (Ω) podemos escrever

ξ =
∞∑

k=1

αkek. (3.2)

Denotando por k0 o menor inteiro k tal que αk 6= 0, podemos escrever

ξ =
∞∑

k=k0

αkek. (3.3)

Lema 13 Seja ξ > 0 com ξ =
∞∑

k=k0

αkek, e seja ϕ ∈ W 1,2
0 (Ω) ∩ C2

(
Ω

)
solução de




−∆ϕ = ξ em Ω,

ϕ = 0 em ∂Ω.

Então

ϕ =
∞∑

k=k0

αk

λk

ek.

Prova. A demonstração é uma consequência da linearidade de −∆:

∞∑

k=k0

αkek = ξ = −∆ϕ =
∞∑

k=k0

〈ϕ, ek〉 (−∆ek)

=
∞∑

k=k0

λk 〈ϕ, ek〉 ek,

donde obtemos

〈ϕ, ek〉 =
αk

λk

e o lema está demonstrado. ¥

Dado ξ =
∞∑

k=k0

αkek constrúımos uma sequência (φn) da seguinte forma: φ0 = ξ e para

n ≥ 1, φn é a solução do seguinte problema de Dirichlet:




−∆φn = φn−1 em Ω,

φn = 0 em ∂Ω.
(3.4)
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Lema 14 A sequência φn definida em (3.4) é tal que

φn =
∞∑

k=k0

αk

λn
k

ek,

em que ξ =
∞∑

k=k0

αkek.

Prova. A demonstração é uma consequência do lema anterior. Escrevendo

ξ =
∞∑

k=k0

αkek,

e como 


−∆φ1 = ξ em Ω,

φ1 = 0 em ∂Ω,

segue-se do lema anterior que

φ1 =
∞∑

k=k0

αk

λk

ek.

Suponha que o resultado seja verdadeiro para n, isto é:

φn =
∞∑

k=k0

αk

λn
k

ek,

provaremos que o resultado é verdadeiro para n + 1. De fato, uma vez que



−∆φn+1 = φn em Ω,

φn+1 = 0 em ∂Ω,

segue-se do Lema 14 que

φn+1 =
∞∑

k=k0

αk

λn
k

λk

ek =
∞∑

k=k0

αk

λn+1
k

ek.

e o lema está demonstrado ¥.

Mostraremos que, se ξ =
∞∑

k=k0

αkek e φn for dada por (3.4), então a sequência

νn =
‖φn‖2

‖φn+1‖2

é tal que

νn → λk0 .
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Teorema 15 lim νn = lim
‖φn‖2

‖φn+1‖2

= λk0 .

Prova. Se ξ =
∞∑

k=k0

αkek, decorre do Lema 14 que

φn =
∞∑

k=k0

αk

λn
k

ek.

Suponha que o autovalor λk0 possua multiplicidade r ∈ N, assim, podemos escrever:

φn =
∞∑

k=k0

αk

λn
k

ek =
1

λn
k0

k0+r−1∑

k=k0

αkek +
∞∑

k=k0+r

αk

λn
k

ek =
1

λn
k0

(
eξ +

∞∑

k=k0+r

(
λk0

λk

)n

αkek

)
,

em que

eξ =

k0+r−1∑

k=k0

αkek (3.5)

é a projeção de ξ no autoespaço gerado por λk0 .

Denotando

ψn =
∞∑

k=k0+r

(
λk0

λk

)n

αkek (3.6)

podemos escrever

φn =
1

λn
k0

(eξ + ψn) . (3.7)

Afirmamos que

ψn → 0 em L2 (Ω) . (3.8)

De fato, utilizando a estrutura ortogonal de (en) ∈ L2 (Ω) e o fato que ‖en‖2 = 1 obtemos:

‖ψn‖2
2 =

∞∑

k=k0+r

(
λk0

λk

)2n

α2
k 6

(
λk0

λk0+r

)2n ∞∑

k=k0+r

α2
k 6 ‖ξ‖2

2

(
λk0

λk0+r

)2n

→ 0,

pois λk0 < λk0+r e a afirmação está provada. Portanto, utilizando (3.8) e o fato de que

L2 (Ω) é um espaço com produto interno temos:

lim
‖φn‖2

‖φn+1‖2

= lim

(
λk0

‖eξ + ψn‖2

‖eξ + ψn+1‖2

)
= λk0 lim

(
‖eξ‖2

2 + ‖ψn‖2
2

‖eξ‖2
2 + ‖ψn+1‖2

2

) 1
2

= λk0 .

e o teorema está demonstrado. ¥
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Observamos que, se ξ ∈ L2
(
Ω

)
for uma função tal que ξ > 0 em quase todo ponto de

Ω e se escrevermos ξ na base {en}∞1 , isto é

ξ =
∞∑

k=1

αkek, (3.9)

então podemos tomar α1 > 0. De fato, uma vez que 〈ei, ej〉 = δij, em que

δij =





1 se i = j

0 se i 6= j

temos:

αk = 〈ξ, ek〉 , k = 1, 2, . . .

Dáı, tomando e1 > 0 em Ω (lembre-se que a primeira autofunção pode ser tomada positiva

em Ω), obtemos:

α1 = 〈ξ, ek〉 =

∫

Ω

ξe1 dx > 0,

e assim, tomando ξ > 0 obtemos que νn → λ1.

3.1 Convergência uniforme

Nessa seção, mostraremos que se ξ =
∞∑

k=k0

αkek e eξ for definido por (3.5), então a sequência

φn

φn+1

converge uniformemente para λk0 em qualquer compacto K ⊂⊂ suppeξ.

Para demonstrar esse resultado, precisaremos de alguns lemas. O primeiro deles nos

fornece uma estimativa para a norma L∞ (Ω) das autofunções de −∆ e sua prova pode

ser vista em [24].

Lema 16 Se e for uma autofunção de −∆ associada a um autovalor λ então

‖e‖∞ ≤ 4N
√
|Ω|λN

2 ‖e‖2. (3.10)

A prova do lema a seguir pode ser vista em [22]:
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Lema 17 Se λk é o k−ésimo autovalor de −∆, então

λk ≥ 1

C
k

2
N ,

em que C = C(N, |Ω|) é uma constante positiva que depende apenas de N e Ω.

Lema 18 Se j for um inteiro tal que j >
N

2
, então

∞∑

k=1

(
1

λk

)j

≤ NCj

2j −N
< ∞, (3.11)

em que C é uma constante positiva que depende apenas de N e Ω.

Prova. Do Lema 17 temos que

λk ≥ 1

C
k

2
N .

Assim, para qualquer inteiro j >
N

2
temos:

∞∑

k=1

(
1

λk

)j

≤ Cj

∞∑

k=1

(
1

k

) 2j
N

< Cj

∫ ∞

1

s−
2j
N ds =

NCj

2j −N
< ∞,

pois j >
N

2
.¥

Lema 19 Se ξ =
∞∑

k=k0

αkek, então

|αkek| ≤ 4N
√
|Ω|λ

N
2
k ‖ξ‖2. (3.12)

Prova. Segue-se imediatamente de (3.10) e do fato que αk = 〈ξ, ek〉:

|αkek| = |〈ξ, ek〉 ek| ≤ ‖ξ‖2‖ek‖2‖ek‖∞.

= ‖ξ‖2‖ek‖∞ ≤ 4N
√
|Ω|λ

N
2
k ‖ξ‖2

¥

Teorema 20 Seja (ψn) a sequência definida em (3.6). Então

ψn → 0 uniformemente em Ω.
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Prova. Como ψn =
∞∑

k=k0+r

(
λk0

λk

)n

αkek, de (3.12) temos

|ψn| ≤ 4N
√
|Ω| ‖ξ‖2

∞∑

k0+r

λ
N
2
k

(
λk0

λk

)n

Para n > 2N temos

∞∑

k=k0+r

λ
N
2
k

(
λk0

λk

)n

=
∞∑

k=k0+r

λ
N
2

+ 3N
2

k

(
λk0

λk

)n (
1

λk

) 3N
2

=
∞∑

k=k0+r

λ2N
k

(
λk0

λk

)n (
1

λk

) 3N
2

=
∞∑

k=k0+r

λ2N
k0

(
λk0

λk

)n−2N (
1

λk

) 3N
2

≤ λ2N
k0

(
λk0

λk0+r

)n−2N ∞∑

k=k0+r

(
1

λk

) 3N
2

.

Tomando j =
3N

2
>

N

2
no Lema 18 tem-se:

|ψn| ≤ 4N C
3N
2

2

√
|Ω|λ2N

k0+1‖ξ‖2

(
λk0

λk0+r

)n

.

Como
λk0

λk0+r

< 1, segue-se que

‖ψ‖∞ → 0.

¥

Corolário 21 A sequência de funções φn =
1

λn
k0

(eξ + ψn) satisfaz as seguintes pro-

priedades:

(i)
φn

‖φn‖∞ → eξ

‖eξ‖∞ ;

(ii) lim
‖φn‖∞
‖φn+1‖∞ = λk0;

(iii) Se K ⊂⊂ suppeξ, então

φn

φn+1

→ λk0

uniformemente em K.
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Prova.

(i) Desde que

φn =
1

λn
k0

(eξ + ψn)

e ψn → 0 uniformemente, obtemos ‖eξ + φn‖∞ → ‖eξ‖∞ donde segue que

φn

‖φn‖∞ =
eξ + ψn

‖eξ + ψn‖∞ → eξ

‖eξ‖∞ .

(ii)

lim

( ‖φn‖∞
‖φn+1‖∞ − λk0

)
= λk0 lim

( ‖eξ + ψn‖∞
‖eξ + ψn+1‖∞ − 1

)

= λk0 .

(iii) Seja K um conjunto compacto tal que K ⊂⊂ suppeξ. Como ‖ψn‖ → 0, dado

c =
1

2
inf
K
|eξ| > 0 existe n0 tal que

‖ψn‖∞ < c para n ≥ n0.

Assim, se n ≥ n0 então, em K, temos

|eξ + ψn| ≥ |eξ| − |ψn| ≥ inf
K
|eξ| − ‖ψn‖∞ ≥ inf

K
|eξ| − 1

2
inf
K
|eξ| = c > 0

e então

∣∣∣∣
φn

φn+1

− λk0

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣λk0

eξ + φn

eξ + φn+1

− λk0

∣∣∣∣ = λk0

|ψn − ψn+1|
|eξ + φn+1| < 2

λk0

c
‖ψn‖∞.

Portanto, se n ≥ n0 obtemos

∥∥∥∥
φn

φn+1

− λk0

∥∥∥∥
∞
≤ 2

λk0

c
‖ψn‖∞ → 0,

o que prova a afirmação (iii). ¥

Observação: Se tomarmos as autofunções ek normalizadas pela norma do sup, podemos

obter o primeiro autovalor e a primeira autofunção de −∆. Como mencionamos no final

da seção anterior, se ξ > 0 em Ω obtemos que

ξ =
∞∑

k=1

αkek
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é tal que α1 > 0 e obtemos que νn → λ1. Neste caso eξ = α1e1 e como e1 > 0 em Ω temos

do corolário anterior que

φn

‖φn‖∞ → eξ

‖eξ‖∞ =
α1e1

‖α1e1‖∞ = e1

uniformemente em todo compacto K ⊂⊂ suppe1 = Ω.
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Caṕıtulo 4

Domı́nios Esféricos

A prova que apresentamos no caṕıtulo anterior para o caso em que p = 2 e w ≡ 1 não

se aplica quando p 6= 2. Naquela prova utilizamos fortemente as caracteŕısticas de −∆,

como sua estrutura linear e o fato de suas autofunções formarem uma base ortogonal para

L2(Ω). Tais caracteŕısticas não estão presentes em −∆p, com p 6= 2.

Neste caṕıtulo apresentaremos uma prova completa da Conjectura para o caso em que

Ω é uma bola em RN e o peso w é radial. Sem perda de generalidade (veja Introdução),

vamos assumir que Ω = B1(0) é a bola unitária centrada na origem. De fato, se u ∈

W 1,p
0 (B1(0)) é autofunção de




−∆pu = λw(|x|)|u|p−2u em B1(0),

u = 0 em ∂B1(0),
(4.1)

definimos v : BR(0) → RN por

v(y) = u
( y

R

)
.

Afirmamos que v ∈ W 1,p
0 (BR(0)) é uma autoufunção de




−∆pv = µw(|y|)|v(y)|p−2v(y) em BR(0),

v = 0 em ∂BR(0).
(4.2)

em que µ =
λ

Rp
e w(|y|) = w

( |y|
R

)
. Vejamos:

∇yv(y) =
1

R
∇xu(x), em que x =

y

R
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e dáı

∂

∂yi

(
|∇yv(y)|p−2 ∂v

∂yi

(y)

)
=

1

Rp

∂

∂xi

(
|∇xu(x)|p−2 ∂u

∂xi

(x)

)

Assim,

−∆pv(y) =
1

Rp
(−∆pu(x))

=
1

Rp
λ (B1(0)) w(|x|)up−1(x)

=
1

Rp
λ (B1(0)) w(|y|)vp−1(y)

Logo, v é autofunção de (4.2) relativa ao autovalor µ =
λ

Rp
. Inversamente, podemos

ver que se µ é autovalor de (4.2), então λ = µRp é autovalor de (4.1). Portanto, se

denotarmos o primeiro autovalor em Ω por λ1 (Ω), temos:

λ1 (BR(0)) =
λ1 (B1(0))

Rp
.

Nossa estratégia para demonstrar a conjectura para o caso radial é mostrar que vale

a igualdade

inf

(
φn

φn+1

)
=

‖φn‖∞
‖φn+1‖∞ (4.3)

Em virtude desta igualdade, a sequência an que definimos na Seção 2.4 seria tal que

an =
‖φ1‖∞
inf
Ω

φ1

φ2

1

inf
Ω

φ2

φ3

· · · 1

inf
Ω

φn−1

φn

=
‖φ1‖∞
‖φ1‖∞
‖φ2‖∞

1

‖φ2‖∞
‖φ3‖∞

· · · 1

‖φn−1‖∞
‖φn‖∞

= ‖φn‖∞ .

e a correspondente sequência de funções un seria dada por

un =
φn

an

=
φn

‖φn‖∞
.
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Tal como fizemos na Seção 2.4, teŕıamos que un convergiria para a primeira autofunção

u de −∆p, pois

‖u‖∞ = lim ‖un‖∞ = 1 > 0.

No sentido de demonstrar (4.3), o lema a seguir (veja [3]) será fundamental.

Lema 22 Sejam f, g : [a, b] → R funções cont́ınuas sobre [a, b] e diferenciáveis em (a, b).

Suponha que g′(x) 6= 0 para todo x ∈ (a, b). Se
f ′

g′
for crescente (decrescente), então

também são crescentes (decrescentes) as seguintes funções

f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
e

f(x)− f(b)

g(x)− g(b)
.

Prova. Apresentaremos a prova no caso em que
f ′

g′
é crescente. Nesse caso, segue do

teorema do valor médio de Cauchy que para cada x ∈ (a, b) existe y ∈ (a, x) tal que

f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=

f ′(y)

g′(y)
6 f ′(x)

g′(x)
.

Por outro lado, como g′ 6= 0 sempre temos

g′(x)

g(x)− g(a)
> 0.

Por exemplo, se g′(x) > 0, segue-se Teorema do valor médio de Cauchy que

g′(x)

g(x)− g(a)
=

g′(x)

x− a
g(x)− g(a)

x− a

=

g′(x)

x− a
g′(y)

> 0.

Analogamente, mostramos que se g′(x) < 0 então

g′(x)

g(x)− g(a)
> 0.

Assim, temos

d

dx

(
f(x)− f(a)

g(x)− g(a)

)
=

f ′(x)

g(x)− g(a)
− g′(x)

g(x)− g(a)

f(x)− f(a)

g(x)− g(a)

> f ′(x)

g(x)− g(a)
− g′(x)

g(x)− g(a)

f ′(x)

g′(x)
= 0,
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e, portanto,
f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
é crescente.

Caso
f ′

g′
seja decrescente, então os mesmos argumentos mostram que

f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
é

decrescente. A demonstração para o caso
f(x)− f(b)

g(x)− g(b)
é feita de forma similar. ¥

Teorema 23 Sejam p > 1, φ0 ≡ 1 e para n ≥ 1 :

φn (r) =

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)N−1

w(s)φp−1
n−1(s) ds

) 1
p−1

dθ, 0 ≤ r ≤ 1 . (4.4)

Então, para cada n ≥ 1 a função φn é estritamente decrescente e para cada n ≥ 0 o

quociente
φn

φn+1

é estritamente crescente em [0, 1].

Prova. Do teorema fundamental do cálculo temos

φ′n (r) = −
(∫ r

0

(s

r

)N−1

w(s)φp−1
n−1(s) ds

) 1
p−1

< 0,

para r > 0 e, portanto, φn é estritamente decrescente para n ≥ 1.

Desse modo, conclúımos imediatamente que
φ0

φ1

é crescente (pois φ0 ≡ 1). Logo,

o resultado é verdadeiro para n = 0. Vamos mostrar, por indução, que o resultado é

verdadeiro para todo n. Suponha que
φn−1

φn

seja estritamente crescente para algum n ≥ 1.

Observando que φn (1) = φn+1 (1) = 0, podemos escrever

φn

φn+1

(r) =
φn (r)− φn (1)

φn+1 (r)− φn+1 (1)
.

Pelo lema anterior, para demonstrarmos que o quociente acima é uma função estritamente

crescente para todo n basta verificarmos que
φ′n (r)

φ′n+1 (r)
é uma função estritamente crescente.

De fato, como

φ′n (r)

φ′n+1 (r)
=




∫ r

0

sN−1w(s)φp−1
n−1 (s) ds

∫ r

0

sN−1w(s)φp−1
n (s)ds




1
p−1

e a função ξ 7→ ξ
1

p−1 é crescente, basta mostrarmos que
∫ r

0

sN−1w(s)φp−1
n−1 (s) ds

∫ r

0

sN−1w(s)φp−1
n (s)ds
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é crescente. Observe que numerador e denominador se anulam em r = 0 e
(∫ r

0

sN−1w(s)φp−1
n−1 (s) ds

)′

(∫ r

0

sN−1w(s)φp−1
n (s)ds

)′ =

(
φn−1 (r)

φn (r)

)p−1

é estritamente crescente pela hipótese de indução. Segue-se então do Lema 22 que
∫ r

0

sN−1φp−1
n−1 (s) ds

∫ r

0

sN−1φp−1
n (s)ds

é estritamente crescente e o teorema está demonstrado. ¥

Corolário 24

γn = inf
B1

(
φn

φn+1

)p−1

=

( ‖φn‖∞
‖φn+1‖∞

)p−1

.

Prova. Como φn e φn+1 são funções decrescentes, temos ‖φn‖∞ = φn (0) e ‖φn+1‖∞ =

φn+1 (0) . Além disso, do teorema anterior temos que
φn

φn+1

é decrescente. Portanto

inf
B

(
φn

φn+1

)p−1

=

(
φn (0)

φn+1 (0)

)p−1

=

( ‖φn‖∞
‖φn+1‖∞

)p−1

.

¥

A seguir apresentamos o principal resultado desse caṕıtulo. B1 denota a bola unitária

de RN e λ1 denota o primeiro autovalor de 4.1.

Teorema 25 Seja (un) a sequência definida por

un :=
φn

‖φn‖

para cada n ∈ N. Então,

γ = lim γn = λ1 (B1)

e (un) converge uniformemente (e monotonamente) para uma função positiva u ∈ C1,α
(
B1

)

tal que ‖u‖∞ = 1 e 


−∆pu = λ1w(|x|)up−1 em B1,

u = 0 em ∂B1.
(4.5)
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Prova. Observamos que a sequência (un) é a mesma que definida em (2.13), pois aqui,

como comentamos no ińıcio desse caṕıtulo, temos

an =
‖φ1‖∞
inf
Ω

φ1

φ2

1

inf
Ω

φ2

φ3

· · · 1

inf
Ω

φn−1

φn

=
‖φ1‖∞
‖φ1‖∞
‖φ2‖∞

1

‖φ2‖∞
‖φ3‖∞

· · · 1

‖φn−1‖∞
‖φn‖∞

= ‖φn‖∞ .

Assim, (un) satisfaz o seguinte problema não linear




−∆pun+1 = γnw(s)up−1

n em B,

un = 0 em ∂B,
(4.6)

e é decrescente. E do mesmo modo que fizemos na demonstração do teorema 12 podemos

passar o limite na expressão acima e obter (4.5). Entretanto, diferentemente do que

ocorria no teorema 12, obtemos aqui a seguinte informação adicional:

‖un‖∞ = 1

para todo n ∈ N o que nos permite concluir que ‖u‖∞ = lim ‖un‖∞ = 1, desse modo, a

função u não é identicamente nula e, portanto, γ = λ1 e u (veja teorema 12) é a primeira

autofunção.¥

A seguir, mostraremos que a sequência
φn

φn+1

converge uniformemente para λ1 sobre

cada conjunto compacto contido em B1.

Lema 26 Para cada 0 ≤ ε ≤ 1, defina

Kε :=

(∫ 1

1−ε

(ε

θ

)N−1
p−1

dθ

)−1

.

Então:

0 6
(

φn

φn+1

)′
6 Kε

∥∥∥∥
φ1

φ2

∥∥∥∥
∞

sobre o intervalo [ε, 1− ε]. (4.7)

Prova. Como (Γn) é uma sequência decrescente e Γ1 é finito (veja teoremas 6 e 7) temos

∥∥∥∥
φn

φn+1

∥∥∥∥
∞

6
∥∥∥∥
φ1

φ2

∥∥∥∥
∞

, se n > 2 (4.8)
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e dáı

0 6
(

φn

φn+1

)′
=

φn+1φ
′
n − φnφ

′
n+1

φ2
n+1

=
φn

φn+1

∣∣φ′n+1

∣∣
φn+1

− |φ′n|
φn

6 φn

φn+1

∣∣φ′n+1

∣∣
φn+1

.

Logo, é suficiente mostrar que

∣∣φ′n+1

∣∣
φn+1

6 Kε em [ε, 1− ε].

Como

φn+1(r) =

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)N−1

w(s)φn(s)p−1 ds

) 1
p−1

dr, (4.9)

temos

φ′n+1 (r) = −
(∫ r

0

(s

r

)N−1

w(s)φp−1
n (s) ds

) 1
p−1

< 0.

Assim, se ε 6 r 6 1− ε < 1 temos

φn+1 (r) =

∫ 1

r

(∫ θ

0

(s

θ

)N−1

w(s)φp−1
n (s)ds

) 1
p−1

dθ

>
(∫ 1

r

θ−
N−1
p−1 dθ

)(∫ r

0

sN−1w(s)φp−1
n (s)ds

) 1
p−1

≥
(∫ 1

1−ε

θ−
N−1
p−1 dθ

)
r

N−1
p−1

∣∣φ′n+1(r)
∣∣

≥
(∫ 1

1−ε

(ε

θ

)N−1
p−1

dθ

) ∣∣φ′n+1(r)
∣∣

=
1

Kε

∣∣φ′n+1(r)
∣∣ .

Portanto, ∣∣φ′n+1

∣∣
φn+1

6 Kε em [ε, 1− ε].

e o lema está demonstrado. ¥

Teorema 27 Para cada 0 < ε < 1 fixado temos que

[
φn (|x|)

φn+1 (|x|)
] 1

p−1

→ λ1

uniformemente no anel Ω1−ε
ε := {ε < |x| < 1− ε} ⊂ B1.
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Prova. De (4.7), (4.8) e do Teorema de Arzelá Ascoli segue-se que

(
φn (r)

φn+1 (r)

)
possui uma

subsequência, que também denotaremos por

(
φn (r)

φn+1 (r)

)
, que converge uniformemente

para uma função v ∈ C ([ε, 1− ε]).

Tomando un (|x|) =
φn (|x|)
‖φn‖∞

como na prova do Teorema 25, podemos escrever

−∆pun+1 = w(|x|) φp−1
n

‖φn+1‖p−1
∞

=

(
φn

φn+1

)p−1

w(|x|)up−1
n+1 em Ω1−ε

ε .

Fazendo n →∞ obtemos:

−∆pu = w(|x|)vp−1up−1.

Como u é uma autofunção (veja Teorema 25) temos que

λ1u
p−1 = vp−1up−1 para todo x ∈ Ω1−ε

ε

portanto

vp−1 ≡ λ1

Com o argumento acima, temos que dada uma subsequência qualquer de

(
φn (r)

φn+1 (r)

)

esta subsequência possui uma sequência que converge uniformemente para λ1 e, portanto,

toda a sequência converge uniformemente para λ1.¥

A seguir apresentamos uma consequência do teorema acima, completando a prova da

Conjectura 4 para o caso da bola, isto é, mostraremos que lim Γn = λ1.

Corolário 28 Se Γ = lim Γn então

Γ = λ1.

Prova.

Γn = sup
06r61

(
φn

φn+1

)p−1

= lim
r→1+

(
φn (r)

φn+1 (r)

)p−1

=

(
φ′n (1)

φ′n+1 (1)

)p−1
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e

(
φ′n (1)

φ′n+1 (1)

)p−1

=

∫ 1

0

sN−1w(s)φp−1
n−1 (s) ds

∫ 1

0

sN−1w(s)φp−1
n (s) ds

=

∫ 1

0

sN−1w(s)

(
φn−1

φn

(s)

)p−1 (
φn(s)

‖φn‖∞

)p−1

ds

∫ 1

0

sN−1w(s)

(
φn(s)

‖φn‖∞

)p−1

ds

.

Para utilizar o teorema da convergência dominada vamos verificar que λ1 = lim

(
φn−1

φn

)p−1

para quase todo r ∈ [0, 1].

Mostramos, no teorema anterior, que λ1 = lim

(
φn−1

φn

)p−1

uniformemente em Ω1−ε
ε .

Dessa forma, se M for o conjunto tal que

(
φn−1

φn

)p−1

6→ λ1

temos que

M ⊂ Iε ∪ J1−ε

em que Iε = [0, ε] e J1−ε = [1 − ε, 1]. Assim, temos que, para todo 0 < ε < 1, a medida

de M é tal que

|M | ≤ 2ε.

Logo |M | = 0 e portanto

(
φn−1

φn

)p−1

→ λ1 para quase todo r ∈ [0, 1].

Como
φn−1

φn

e
φn

‖φn‖∞
são limitadas e u (|x|) = lim

(
φn (|x|)
‖φn‖∞

)p−1

podemos aplicar o

Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue para obter

Γ = lim

(
φ′n (1)

φ′n+1 (1)

)p−1

=

∫ 1

0

sN−1w(s)λ1u
p−1 (s) ds

∫ 1

0

sN−1w(s)up−1 (s) ds

= λ1.

¥

Como γn ≤ νn ≤ Γn, vale o seguinte corolário
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Corolário 29

ν := lim




∥∥∥w(x)
1
p φn

∥∥∥
p∥∥∥w(x)

1
p φn+1

∥∥∥
p




p−1

= λ1.

Na verdade, temos um resultado um pouco melhor que o apresentado acima:

Corolário 30 Para qualquer q > 1 temos

lim




∥∥∥w(x)
1
q φn

∥∥∥
q∥∥∥w(x)

1
q φn+1

∥∥∥
q




p−1

= λ1.

Prova. Assim como fizemos anteriormente, se u (|x|) = lim

(
φn (|x|)
‖φn‖∞

)p−1

, então segue-se

do Teorema da convergência dominada de Lebesgue que

lim




∥∥∥w(x)
1
q φn

∥∥∥
q∥∥∥w(x)

1
q φn+1

∥∥∥
q




p−1

= lim




∫ 1

0

sN−1w(s)φq
n (s) ds

∫ 1

0

sN−1w(s)φq
n+1 (s) ds




p−1
q

= lim

( ‖φn‖∞
‖φn+1‖∞

)p−1




∫ 1

0

sN−1w(s) lim
(

φn(s)
‖φn‖∞

)q

ds

∫ 1

0

sN−1w(s) lim
(

φn+1(s)
‖φn+1‖∞

)q

ds




p−1
q

= λ1




∫ 1

0

sN−1w(s)uq (s) ds

∫ 1

0

sN−1w(s)uq (s) ds




p−1
q

= λ1.

¥
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Caṕıtulo 5

A função senp

Nesse caṕıtulo, estamos interessados em estudar uma autofunção especial do caso unidi-

mensional, a função senp. Sua definição surge a partir do estudo do problema de autovalor

unidimensional para o p− Laplaciano.

O problema de autovalor unidimensional de Dirichlet para o p − Laplaciano é dado

por: 


−ψp (u′)′ = λψp (u) if a < x < b,

u (a) = u (b) = 0,
(5.1)

em que ψp (t) = t |t|p−2 e 1 < p < ∞.

A existência de uma sequência de autovalores e autofunções para o problema (5.1) é

garantida em [28]. Assim como ocorre no caso N ≥ 2, λ1, o primeiro autovalor, é isolado,

simples e possui a seguinte caracterização variacional:

λ1 =

{
inf

∫ b

a
|u′(x)|pdx∫ b

a
|u(x)|pdx

, em que u ∈ W 1,p
0 ([a, b]) , u 6≡ 0

}
.

Uma particularidade do caso unidimensional é que todo o espectro é conhecido. O

espectro é discreto e todos os autovalores, λk, são simples e dados por

λk = kpλ1( veja [19]).

Observação: Se λ1 for o primeiro autovalor de



−ψp (v′)′ = λψp (v) se a < x < m :=

a + b

2
,

v (a) = v′ (m) = 0,
(5.2)
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e v1 é a correspondente autofunção positiva, então λ1 também é o primeiro autovalor de

(5.1) sendo

u1 (x) =





v1 (x) if a 6 x 6 m,

v1 (a + b− x) if m 6 x 6 b,

a correspondente autofunção positiva.

De fato, se x ∈ [a,m], então decorre da definição de u1 que u1(x) = v1(x) e, portanto,

u1(a) = 0 e −ψp (u′1)
′ = λψp (u1). Por outro lado, se x ∈ (m, b] temos que u1(x) =

v1(a + b− x). Dáı

u′1(x) = −v′1(a + b− x) ⇒ ψ
(
u′1(x)

)
= −ψ

(
v′1(a + b− x)

)
.

Assim

ψ
(
u′1(x)

)′
= ψ

(
v′1(a + b− x)

)′
= −λ1ψ

(
v1(a + b− x)

)
= −λ1ψ

(
u1(x)

)

como queŕıamos mostrar.

Diferentemente do caso N ≥ 2, há uma expressão explicita para λ1 como mostra o

próximo resultado (veja [28]):

Teorema 31 Seja λ1 o primeiro autovalor de (5.1). Então

λ1 = (p− 1)

(
2

b− a

∫ 1

0

ds
p
√

1− sp

)p

=

(
πp

b− a

)p

, (5.3)

em que

πp := 2 p
√

p− 1

∫ 1

0

ds
p
√

1− sp
. (5.4)

Prova. Seja u1 uma autofunção associada a λ1. Multiplicamos (5.1) por u′1 e obtemos:

−ψp (u′1)
′
u′1 = λψp (u1) u′1.

Integrando por partes no intervalo [a, x] temos

ψp (u′1) u′1|xa −
∫ x

a

ψp (u′1) u′′1dx = −λ1

∫ x

a

ψp (u1) u′1dx. (5.5)
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Como

ψp (u′1) u′1|xa = |u′1 (x)|p − |u′1 (a)|p (5.6)

∫ x

a

ψp (u1) u′1dx =

∫ u1(x)

u1(a)

ψp (s) ds =
|u (x)|p

p
− |u (a)|p

p
, (5.7)

∫ x

a

ψp (u′1) u′′1dx =

∫ u′1(x)

u′1(a)

ψp (s) ds =
|u′ (x)|p

p
− |u′ (a)|p

p
, (5.8)

podemos substituir (5.6), (5.7) e (5.8) em (5.5) e obter

(
1− 1

p

) [|u′1 (x)|p − |u′1 (a)|p] = −λ1

[ |u1 (x)|p
p

− |u1 (a)|p
p

]
.

Dáı

p− 1

p
|u′1|p +

λ1

p
|u1|p =

(
1− 1

p

)
|u′1 (a)|p +

λ1

p
|u1 (a)|p := C.

Isto significa que

p− 1

p
|u′1|p +

λ1

p
|u1|p ≡ C.

Escolhendo a autofunção u1 tal que ‖u1‖∞ = u1(m) = 1 podemos obter a constante C:

C =
p− 1

p
|u′1 (m)|p +

λ1

p
|u1 (m)|p =

λ1

p
, pois u′1(m) = 0.

Portanto, u1 satisfaz a seguinte equação:

(p− 1) |u′1 (x)|p + λ1 |u1 (x)|p = λ1, x ∈ [a, b]. (5.9)

Para todo x ∈ [a,m] temos u′ > 0. Assim, podemos escrever

u′1 (x)
p
√

(1− |u1 (x)|p) = p

√
λ1

p− 1
(5.10)

para todo x ∈ [a,m]. Integrando essa equação no intervalo (a, m) obtemos

b− a

2
p

√
λ1

p− 1
=

∫ u1(m)

u1(a)

ds
p
√

1− sp
=

∫ 1

0

ds
p
√

1− sp
,

que nos fornece a seguinte expressão para λ1:

λ1 = (p− 1)

(
2

b− a

∫ 1

0

ds
p
√

1− sp

)p

=

(
πp

b− a

)p

,
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em que definimos

πp := 2 p
√

p− 1

∫ 1

0

ds
p
√

1− sp
.

Para encontrar uma expressão para πp, fazemos a mudança de variáveis s = p
√

t na integral

acima. Assim

∫ 1

0

ds
p
√

1− sp
=

1

p

∫ 1

0

t
1
p
−1(1− t)−

1
p dt =

1

p
B

(
1− 1

p
,
1

p

)

em que B é a função beta definida por

B(x, y) =

∫ 1

0

(1− t)x−1ty−1dt.

Utilizando a seguinte propriedade da função beta1

B(x, 1− x) =
π

sen (πx)

para todo x ∈ (0, 1), temos:

1

p

∫ 1

0

t
1
p
−1(1− t)−

1
p dt =

1

p
B

(
1

p
, 1− 1

p

)
=

π/p

sen(π/p)
.

Portanto,

πp =
2 p
√

p− 1 (π/p)

sen(π/p)
(5.11)

e

λ1 =

(
2 p
√

p− 1 (π/p)

(b− a)sen (π/p)

)p

.

¥

Quando estudamos o problema de autovalor no caso em que a = 0 e b = πp obtemos

λ1 =

(
πp

πp − 0

)p

= 1.

Definimos a função p
√

p− 1u1, em que u1 > 0 é a primeira autofunção no intervalo

[0, πp] tal que ‖u‖∞ = 1, por senp. Desse modo, senp é uma autofunção associada ao

autovalor λ1 = 1, tal que

senp (0) = 0 = sen′p (πp/2) .

1veja apêndice
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De (5.9) temos que senp é tal que

∣∣sen′p
∣∣p +

|senp|p
p− 1

= 1.

É provado em [28] que existe uma única função u ∈ W 1,p
0 ([0, πp]) ∩ C1 ([0, πp]) que é

solução de

|u′|p +
|u|p

p− 1
= 1, u(0) = 0, u′(0) = 1.

Assim, u = senp é a única solução do problema acima, propriedade esta que pode ser

utilizada como sua definição.

Alternativamente, podemos definir (como em [26]) senp no o intervalo [0, πp/2] como

a inversa de uma determinada função. Da equação anterior, no intervalo [0, πp/2] temos

u′ (x)

p

√(
1− u(x)

p−1

) = 1

que nos fornece
∫ u(x)

0

ds

p

√(
1− sp

p−1

) = x, para x ∈ [0, πp/2] .

Isto é,
∫ senp(x)

0

ds

p

√(
1− sp

p−1

) = x, para x ∈ [0, πp/2] .

Desse modo, senp = ζ−1 em que

ζ (z) :=

∫ z

0

ds

p

√(
1− sp

p−1

) , para z ∈
[
0, p

√
p− 1

]
.

Com a definição acima, estendemos senp para o intervalo
[πp

2
, πp

]
simetricamente em

relação a πp

2
e para todo x ∈ R como uma função ı́mpar 2πp-periódica. Podemos assim

enunciar o seguinte teorema:

Teorema 32 A função senp satisfaz as seguintes propriedades:

i) senp (0) = 0 = senp (πp), senp (πp/2) = ‖senp‖∞ = p
√

p− 1.
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ii) senp (x) é estritamente crescente em
[
0, πp

2

]
e estritamente decrescente em

[πp

2
, πp

]
.

iii)
∣∣sen′p (x)

∣∣ = p

√
1− |senp|p

p− 1
.

5.1 Uma sequência que converge uniformemente para

senp

Nessa seção mostraremos como obter uma sequência que converge uniformemente para

a função senp. Para isso, definimos uma sequência de funções de forma similar ao que

fizemos no Caṕıtulo 2. Entretanto, trabalharemos no intervalo
[
0,

πp

2

]
ao invés de todo o

intervalo [0, πp].

Denotemos o intervalo
[
0, πp

2

]
por Ip. Definimos uma sequência de funções {φn} ⊂

C1 (Ip) recursivamente da seguinte maneira: φ0 ≡ 1 e



− (

ψp

(
φ′n+1

))′
= ψp (φn) se x ∈ Ip,

φn+1 (0) = φ′n+1 (πp/2) = 0.
(5.12)

em que ψp(t) = |t|p−2t.

Mostraremos que a sequência φn definida acima é tal que

p
√

p− 1
φn

‖φn‖∞
→ senp uniformemente em Ip.

Para demonstrar tal fato utilizamos algumas propriedades básicas de ψp e o Teorema de

Arzelá-Ascoli.

Teorema 33 (Propriedades básicas de ψp) A função ψp satisfaz as seguintes propriedades:

(i) ψp é cont́ınua, estritamente crescente e ı́mpar para cada p > 1;

(ii) ψp (ab) = ψp (a) ψp (b);

(iii) ψp

(a

b

)
=

ψp (a)

ψp (b)
;

(iv) (ψp)
−1 = ψp′, em que

1

p
+

1

p′
= 1, isto é p′ =

p

p− 1
;
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(v)
∫ t

0
ψp (s) ds =

|t|p
p

.

Prova. A verificação de (i),(ii) e (iii) são imediatas. Para mostrar (iv), observamos que

(p′ − 1)p = p′ e dáı

ψp (ψp′(t)) = |ψp′(t)|p−2ψp′(t)

=
∣∣∣|t|p′−2t

∣∣∣
p−2

|t|p′−2t

=
(
|t|p′−1

)p−2

|t|p′−2t

= |t|p′p−2p′−p+2|t|p′−2t

= |t|p′p−2p′−p+2+p′−2t

= |t|(p′−1)p−p′t

= t.

Para provar (v) basta observar que

d

dt

( |t|p
p

)
= |t|p−2t = ψp(t).

Lema 34 Considere o seguinte problema unidimensional:




− (ψp (u′))′ = f, em (a,m)

u(a) = 0 = u′(m).
(5.13)

em que m < b e f é uma função cont́ınua não negativa.

O problema (5.13) possui uma única solução dada por:

v(x) =

∫ x

a

ψp′

(∫ m

θ

f(s)ds

)
dθ.

Além disso, se f(x) > 0 em (m, b) então v é positiva, crescente e atinge seu máximo em

m.

Prova. Um cálculo direto mostra que v(x) é solução de (5.13). Por outro lado, se v é

solução de (5.13), após integrar f no intervalo (x,m) e usando (5.13) obtemos

−(
ψp

(
v′(m)

)− ψp

(
v′(x)

)
=

∫ m

x

f(s)ds.
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Como v′(m) = 0 temos ψp

(
v′(m)

)
= 0 e

ψp

(
v′(x)

)
=

∫ m

x

f(s)ds ⇒ v′(x) = ψp′

(∫ m

x

f(s)ds

)

(observe que se f > 0 em (a,m) temos v′(x) > 0 e assim v é crescente e portanto

‖v‖∞ = v(m)).

Integrando a última igualdade em (a, x) obtemos

v(x) =

∫ x

a

ψp′

(∫ m

θ

f(s)ds

)
dθ.

(Observe que se f > 0 em (a, m) temos v(x) > 0). ¥

Do lema acima temos

φn+1 (x) =

∫ x

0

ψp′

(∫ πp/2

θ

ψp (φn (s)) ds

)
dθ (5.14)

e φn+1 é positiva, crescente em Ip e atinge seu máximo em x =
πp

2
.

Como φ0 = 1 podemos obter uma expressão expĺıcita para φ1:

φ1 (x) =

∫ x

0

ψp′

(∫ πp/2

θ

ψp (1) ds

)
dθ

=

∫ x

0

ψp′

(πp

2
− θ

)
dθ

=

∫ πp/2

πp/2−x

ψp′ (y) dy

=
1

p

[(πp

2

)p

−
(πp

2
− x

)p]
.

e

‖φ1‖∞ = φ1

(πp

2

)
=

1

p

(πp

2

)p

=
p− 1

p

(
π/p

sen (π/p)

)p

.

Entretanto, para o caso em que n ≥ 2, obter uma expressão expĺıcita para φn é dif́ıcil por

causa das integrais envolvidas. Por outro lado essas integrais são facilmente calculadas

numericamente.

O teorema a seguir é análogo ao Teorema 3

Teorema 35

φn+1 6 ‖φ1‖∞ φn em Ip.
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Prova. Para n = 1 o resultado é trivialmente válido pois φ0 = 1 e portanto φ1 ≤ ‖φ1‖∞φ0.

Suponha que

φn 6 ‖φ1‖∞ φn−1.

Dáı

φn+1 (x) =

∫ x

0

ψp′

(∫ πp/2

θ

ψp (φn (s)) ds

)
dθ

6
∫ x

0

ψp′

(∫ πp/2

θ

ψp (‖φ1‖∞ φn−1 (s)) ds

)
dθ

=

∫ x

0

ψp′

(
ψp (‖φ1‖∞)

∫ πp/2

θ

ψp (φn−1 (s)) ds

)
dθ

= ‖φ1‖∞
∫ x

0

ψp′

(∫ πp/2

θ

ψp (φn−1 (s)) ds

)
dθ

= ‖φ1‖∞ φn (x) ,

e o teorema está demonstrado. ¥

Assim como fizemos no caso da bola, vamos mostrar que
φn

φn+1

é uma função monótona

decrescente utilizando o Lema 22.

Teorema 36 Para cada n ≥ 1 a função
φn

φn+1

é estritamente decrescente em Ip e

(i)
1

‖φ1‖∞
6 inf

Ip

φn

φn+1

=
φn (πp/2)

φn+1 (πp/2)
=

‖φn‖∞
‖φn+1‖∞

.

(ii)

∥∥∥∥
φn

φn+1

∥∥∥∥
∞

= ψp′

(∫ πp/2

0
ψp (φn−1 (s)) ds

∫ πp/2

0
ψp (φn (s)) ds

)
< ∞ for n > 1.

(iii)

∥∥∥∥
φn

φn+1

∥∥∥∥
∞

6
∥∥∥∥
φn−1

φn

∥∥∥∥
∞

6 · · · 6
∥∥∥∥
φ1

φ2

∥∥∥∥
∞

< ∞.

Prova. Para provar que a função quociente
φn

φn+1

é decrescente vamos, novamente, utilizar

indução matemática.

Como φ1 é estritamente crescente segue que
φ0

φ1

=
1

φ1

é decrescente. Suponha que

φn−1

φn
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seja decrescente. Note que

φn (x)− φn (0)

φn+1 − φn+1 (0)
=

φn (x)

φn+1 (x)
.

Assim, pelo Lema 22, basta verificar que
φ′n

φ′n+1

é decrescente em Ip.

Temos

φ′n (x)

φ′n+1 (x)
=

ψp′

(∫ πp/2

x

ψp (φn−1 (s)) ds

)

ψp′

(∫ πp/2

x

ψp (φn (s)) ds

) = ψp′




∫ πp/2

x

ψp (φn−1 (s)) ds

∫ πp/2

x

ψp (φn (s)) ds


 .

Como φp′ é estritamente crescente e as funções

∫ πp/2

x

ψp (φn−1 (s)) ds e

∫ πp/2

x

ψp (φn (s)) ds

se anulam em x = πp

2
, podemos aplicar o Lema 22 para verificar que o quociente dessas

funções é uma função estritamente decrescente:

(∫ πp/2

x

ψp (φn−1 (s)) ds

)′

(∫ πp/2

x

ψp (φn (s)) ds

)′ =
ψp (φn−1 (s))

ψp (φn (s))
= ψp

(
φn−1

φn

)
,

Pela hipótese de indução e como φn é crescente segue que a função quociente

∫ πp/2

x

ψp (φn−1 (s)) ds

∫ πp/2

x

ψp (φn (s)) ds

é estritamente decrescente e dáı
φ′n

φ′n+1

é estritamente decrescente, como queŕıamos veri-

ficar.

A propriedade (i) segue diretamente do Teorema 35 e do fato que
φn

φn+1

é estritamente

decrescente.

Para provar (ii) observamos que da monotonicidade de
φn

φn+1

obtemos

∥∥∥∥
φn

φn+1

∥∥∥∥
∞

= lim
x→0+

φn (x)

φn+1 (x)
.
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Assim, da regra de L’Hôpital tem-se:

lim
x→0+

φn (x)

φn+1 (x)
= lim

x→0+

φ′n (x)

φ′n+1 (x)
= ψp′

(∫ πp/2

0
ψp (φn−1 (s)) ds

∫ πp/2

0
ψp (φn (s)) ds

)
< ∞.

Finalmente, provamos (iii) da seguinte maneira:

∥∥∥∥
φn

φn+1

∥∥∥∥
∞

= ψp′




∫ πp/2

0

ψp (φn−1 (s)) ds

∫ πp/2

0

ψp (φn (s)) ds




6 ψp′




∫ πp/2

0

ψp (φn (s)) ψp

(
φn−1

φn

(s)

)
ds

∫ πp/2

0

ψp (φn (s)) ds




6 ψp′




∫ πp/2

0

ψp (φn (s)) ψp

(∥∥∥∥
φn−1

φn

∥∥∥∥
∞

)
ds

∫ πp/2

0

ψp (φn (s)) ds




=

∥∥∥∥
φn−1

φn

∥∥∥∥
∞

ψp′




∫ πp/2

0

ψp (φn (s)) ds

∫ πp/2

0

ψp (φn (s)) ds




=

∥∥∥∥
φn−1

φn

∥∥∥∥
∞

.

¥

O teorema a seguir nos fornece o principal resultado desse caṕıtulo:

Teorema 37 Seja un :=
φn

‖φn‖∞
∈ C1 (Ip) , para n > 1. Então a sequência {un (x)}n>1 é

decrescente para cada x ∈ Ip e

p
√

p− 1un → senp uniformemente em Ip.

Prova. Em Ip temos

un

un+1

=
φn

φn+1

( ‖φn‖∞
‖φn+1‖∞

)−1

>
(

inf
Ip

φn

φn+1

)( ‖φn‖∞
‖φn+1‖∞

)−1

=

( ‖φn‖∞
‖φn+1‖∞

)( ‖φn‖∞
‖φn+1‖∞

)−1

= 1,
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donde conclúımos que (un(x)) é uma sequência decrescente para cada x ∈ Ip e portanto

é limitada por u1. Desse modo existe o seguinte limite pontual:

u := lim un.

Por outro lado, sendo

‖φn‖∞
‖φn+1‖∞

= inf
Ip

φn

φn+1

6
∥∥∥∥

φn

φn+1

∥∥∥∥
∞

6
∥∥∥∥
φ1

φ2

∥∥∥∥
∞

=: C,

tem-se para todo x ∈ Ip a estimativa:

|u′n (x)| = 1

‖φn‖∞
ψp′

(∫ πp/2

x

ψp (φn−1 (s)) ds

)

=
‖φn−1‖∞
‖φn‖∞

ψp′

(∫ πp/2

x

ψp

(
φn−1 (s)

‖φn−1‖∞

)
ds

)

6 Cψp′

(∫ πp/2

0

ψp (un−1) ds

)

6 Cψp′

(∫ πp/2

0

ψp (1) ds

)

=
Cπp

2
.

Uma vez que ‖un‖∞ = 1 para todo n, tem-se que un e u′n são uniformemente limitadas.

Segue do Teorema de Arzelá-Ascoli que (un) possui uma subsequência que converge para

u (definida acima) uniformemente. Como esse procedimento pode ser feito para qualquer

subsequência de un tem-se

un → u ∈ C(Ip) uniformemente .

Para concluir a demonstração, devemos mostrar que

u =
senp

p
√

p− 1
. (5.15)

De (5.14) podemos escrever a seguinte expressão para un+1:

un+1 (x) = γn

∫ x

0

ψp′

(∫ πp/2

θ

ψp (un (s)) ds

)
dθ,
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em que

γn :=
‖φn‖∞
‖φn+1‖∞

.

Como

γn =
‖φn‖∞
‖φn+1‖∞

= inf
Ip

φn

φn+1

6
∥∥∥∥

φn

φn+1

∥∥∥∥
∞

6
∥∥∥∥
φ1

φ2

∥∥∥∥
∞

:= C,

segue-se que γn é limitada e portanto possui uma subsequência γnk
convergente. Deno-

tando

γ := lim γnk

e fazendo k →∞ em

unk+1 (x) = γnk

∫ x

0

ψp′

(∫ πp/2

θ

ψp (unk
(s)) ds

)
dθ,

obtemos

u (x) = γ

∫ x

0

ψp′

(∫ πp/2

θ

ψp (u (s)) ds

)
dθ ∈ C1 (Ip) . (5.16)

Observe que (5.16) quer dizer que u é solução positiva do seguinte problema (veja

Lema 34): 


−ψp (u′)′ = γψp (u) if x ∈ Ip,

u (0) = u′ (πp/2) = 0.
(5.17)

Como (veja Teorema 36)

1

‖φ1‖∞
6 inf

Ip

φn

φn+1

,

então γ > 0 e portanto u é uma autofunção positiva de (5.1) e γ é seu respectivo auto-

valor. Repetindo exatamente os mesmos cálculos que fizemos na seção anterior, podemos

multiplicar a equação (5.17) por u′ e obter

lim γnk
= γ = 1.

Como este resultado independe da subsequência convergente (γnk
) obtemos lim γn = 1.

Conclúımos assim que o par u e senp são autofunções positivas de (5.1) relativo ao

mesmo autovalor 1. Da simplicidade do primeiro autovalor, temos que existe α > 0 tal
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que

u = αsenp.

Dáı

1 = ‖u‖∞ = α‖senp‖∞ = α p
√

p− 1

e, portanto,

u =
senp

p
√

p− 1
,

como queŕıamos. ¥

Observação:

O método que descrevemos acima nos permitiu obter a função senp. Podemos aplicar

as mesmas idéias acima para encontrar o primeiro autovalor e a primeira autofunção para

o problema:




−ψp (u′)′ = λw(x)ψp (u) if a < x < b,

u (a) = u (b) = 0,
(5.18)

em que w é uma função simétrica em relação a m =
a + b

2
.
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Caṕıtulo 6

Resultados Numéricos

Neste caṕıtulo apresentamos os resultados que obtivemos para o primeiro autovalor do

p−Laplaciano quando Ω é a bola unitária de RN ou o quadrado unitário [0, 1]× [0, 1] de

R2. Tais resultados podem ser vistos como a validação numérica das nossas conjecturas.

Reiteramos que os valores de λ1 não são conhecidos quando p 6= 2 e só podem ser obtidos

através de métodos numéricos. A última seção deste caṕıtulo apresenta os gráficos que

obtivemos para a função senp por três métodos distintos.

6.1 A bola unitária

Nesta seção apresentaremos os resultados que obtivemos para λ1 no caso em que Ω é a

bola unitária de RN e o peso é w ≡ 1. Para calcular os valores do primeiro autovalor do p-

laplaciano nesse caso, resolvemos numericamente as integrais em (4.4). Para calcular estas

integrais, combinamos a regra de Simpson Composta e a regra do Trapézio Composta.

A seguir, apresentamos as fórmulas de cada regra que nos fornece a aproximação para a

integral
∫ b

a

f(x)dx.

Divida o intervalo [a, b] através da partição

x0 = a < x1 < x2 < · · · < xk = b.
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Denotando por I a aproximação da integral

∫ b

a

f(x)dx,

temos que se k é par, então a regra de Simpson Composta produz:

I =
∆x

3


f(x0) + f(xk) + 2

k
2
−1∑

i=1

f(x2i) + 4

k
2∑

i=1

f(x2i−1)


 . (6.1)

Já a do Trapézio Composta produz:

I =
∆x

2

[
f (x0) + f (xk) + 2

k−1∑
i=1

f (xi)

]
,

em que ∆x =
b− a

k
.

Calculamos os valores de νn para as bolas de dimensões N = 2, 3, 4 após 10 iterações

do método. Os valores encontrados, com 101 pontos na malha e com um truncamento na

quarta casa decimal, são apresentados na Tabela 1 com p variando entre 1, 1 e 4, 0, com

um espaçamento de 0, 1.

Tabela 1: Primeiro autovalor para o p- Laplaciano na bola unitária
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p N = 2 N = 3 N = 4

1, 1 2, 5694 3, 8728 5, 1871

1, 2 2, 9656 4, 5151 6, 1020

1, 3 3, 3263 5, 1283 7, 0064

1, 4 3, 6741 5, 7431 7, 9390

1, 5 4, 0180 6, 3717 8, 9154

1, 6 4, 3624 7, 0201 9, 9443

1, 7 4, 7098 7, 6920 11, 0314

1, 8 5, 0619 8, 3898 12, 1810

1, 9 5, 4195 9, 1153 13, 3969

2, 0 5, 7835 9, 8698 14, 6822

2, 1 6, 1543 10, 6545 16, 0400

2, 2 6, 5321 11, 4701 17, 4730

2, 3 6, 9174 12, 3177 18, 9841

2, 4 7, 3103 13, 1979 20, 5759

2, 5 7, 7108 14, 1115 22, 2510

p N = 2 N = 3 N = 4

2, 6 8, 1192 15, 0590 24, 0121

2, 7 8, 5355 16, 0412 25, 8617

2, 8 8, 9598 17, 0586 27, 8027

2, 9 9, 3921 18, 1117 29, 8374

3, 0 9, 8324 19, 2013 31, 9687

3, 1 10, 2809 20, 3278 34, 1991

3, 2 10, 7375 21, 4917 36, 5314

3, 3 11, 2022 22, 6937 38, 9681

3, 4 11, 6751 23, 9341 41, 5120

3, 5 12, 1561 25, 2136 44, 1659

3, 6 12, 6453 26, 5327 46, 9325

3, 7 13, 1427 27, 8919 49, 8144

3, 8 13, 6482 29, 2916 52, 8146

3, 9 14, 1619 30, 7325 55, 9359

4, 0 14, 6838 32, 2150 59, 1810

O valor de λ1 quando p = 2 na bola unitária de R2, com quatro casas decimais, é

λ1 = 5, 7832. Obtivemos, nesse caso, 5, 7835 (veja Tabela 1). Assim temos o erro

5, 7835− 5, 7832

5, 7832
= 0, 005%.

Observamos ainda que o valor que obtivemos para p = 2 é melhor que aquele apresentado

por [21] em que um erro de 1, 3% foi encontrado. Além disso, nossas aproximações para λ1

podem ser melhoradas, desde que aumentemos o número de pontos na malha na resolução

das integrais (4.4).

Na tabela a seguir comparamos os valores que obtivemos com as estimativas apresen-

tadas por G. Bognàr em [9] para λ1, no caso N = 2.
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p ν10
p
√

ν10
p
√

λ1([9]- Tabela 2)

1, 2 2, 9656 2, 4742 2, 473687736

1, 4 3, 6741 2, 5333 2, 532812739

1, 6 4, 3624 2, 5109 2, 510551054

1, 8 5, 0619 2, 4620 2, 510551054∗

2, 0 5, 7835 2, 4049 2, 404825558

3, 0 9, 8324 2, 1423 2, 142264301

4, 0 14, 6838 1, 9575 1, 957474779

* Conforme original. Aparentemente, houve erro de digitação, pois o valor apresentado

no artigo (Tabela 2) é o mesmo relativo a p = 1, 6.

A seguir apresentamos os gráficos p×λ1 obtidos utilizando as três sequências γn, Γn e

νn com n = 10 com diferentes valores de p.
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6

-

λp

p
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ν10

Γ10
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6

-
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p
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Γ10
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60

6

-

λp

p

γ10

ν10

Γ10

Como lim γn = inf

(
φn

φn+1

)p−1

= lim γn = sup

(
φn

φn+1

)p−1

= λ1 temos que a função

(
φn

φn+1

)p−1

converge para a função constante λ1. Ilustramos esse fato na figura abaixo para p = 1, 5

e p = 2, 5, N = 3 e n variando de 2 até 7:
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Ilustramos na figura a seguir os gráficos das autofunções na bola unitária, com r ∈ [0, 1]

para N = 3 e p = 1, 5; 2, 5 (os gráficos foram obtidos após 10 iterações do método).
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Gráfico da primeira autofunção na bola unitária com p = 1.5
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Gráfico da primeira autofuncao na bola unitária com p = 2.5

6.2 O quadrado unitário

No sentido de reforçar a conjectura que apresentamos, resolvemos numericamente os prob-

lemas 


−∆pφn = φp−1

n−1 em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

quando Ω é o quadrado unitário [0, 1] × [0, 1] através de um esquema de volumes finitos

proposto em [4].

Nessa seção apresentaremos os resultados que obtivemos para as sequências γn, Γn

e νn no caso em que Ω é o quadrado unitário [0, 1] × [0, 1] de R2 e o peso é tal que

w ≡ 1. Para calcular os valores das sequências γn, Γn e νn resolvemos numericamente,

com 61 × 61 células no grid, as equações que nos fornecem φn utilizando o algoritmos

citado no parágrafo anterior. A tabela 2 apresenta os valores de γ5, Γ5 e ν5 para 2 ≤ p ≤ 3

com um espaçamento de 0.1.

Tabela 2: Primeiro autovalor para o p-Laplaciano no quadrado unitário
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p γ5 ν5 Γ5

2, 0 19, 7145 19, 7348 19, 9270

2, 1 22, 3239 22, 3460 22, 4447

2, 2 25, 2168 25, 2412 25, 3343

2, 3 28, 2413 28, 4495 28, 6139

2, 4 31, 9750 32, 0024 32, 5685

2, 5 35, 5746 35, 9344 37, 6961

2, 6 38, 5547 40, 2827 40, 8167

2, 7 41, 4917 45, 0890 52, 8657

2, 8 5, 5593 50, 3972 642, 6432

2, 9 7, 8823 56, 2567 670, 7254

3, 0 14, 6719 62, 7208 205, 0535

Observamos que o valor de λ1 quando p = 2 em [0, 1]× [0, 1] é dado por 2π2 ≈ 19, 7392.

Após cinco iterações do método obtemos, utilizando ν5, o erro:

19, 7392− 19, 7145

19, 7392
= 0, 1%.

Assim como ocorreu para o caso da bola unitária, obtivemos aqui um erro menor que

aquele apresentado por [21] em que um erro de 3% foi encontrado.

Comparando os valores que obtivemos para ν5 com os apresentados por G. Bognár e

T. Szabó em [10] observamos que nossos resultados são muito semelhantes como apresen-

tamos na tabela abaixo:

p [10] ν5 [21]

2,0 19,7392 19,7348 20,3288

2,5 35,9493 35,9344 37,4406

3,0 62,7633 62,7208 66,3359

o que reforça a conjectura.

A seguir apresentamos o gráfico de p× ν5
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6.3 A função senp

Nessa seção, apresentamos os gráficos que obtivemos da função senp no intervalo [0, πp]

de três formas diferentes. Um deles é o Método das Potências Inverso que desenvolvemos.

Os outros dois são obtidos resolvendo

|u′|p +
|u|p

p− 1
= 1, u (0) = 0, u′(0) = 1

no intervalo
[
0,

πp

2

]
, utilizando um método numérico padrão de resolução de equações

diferenciais e pela série de potências, de xp, apresentada em [26], da função senp
1. A

equação diferencial foi resolvida numericamente utilizando o método de Runge-Kutta de

quarta ordem. Dada uma equação diferencial

y′ = f(x, y), y(x0) = y0, (6.2)

se particionarmos o intervalo [a, b], onde está definida a solução y, como sendo

x0 = a < x1 < x2 < · · · < xk = b

e ∆x =
b− a

k
, o método de Runge Kutta de quarta ordem é dado por

yk+1 = yk +
1

6
(m0 + 2m1 + 2m2 + m3) (6.3)

1veja apêndice
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em que

m0 = ∆xf(xk, yk)

m1 = ∆xf

(
xk +

∆x

2
, yk +

m0

2

)

m2 = ∆xf

(
xk +

∆x

2
, yk +

m1

2

)

m3 = ∆xf (xk+1, yk + m2) .

A seguir estão os gráficos obtidos para a função senp para p = 1, 1; 1, 5; 2, 0; 2, 5; 3.0

e 3, 5:
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Caṕıtulo 7

Considerações Finais

Nesta seção apresentaremos alguns resultados que obtivemos para funções simétricas

definidas em domı́nios simétricos e convexos. Acreditamos que os resultados que apresen-

tamos aqui contribuirão no sentido de demonstrar a conjectura para domı́nios simétricos.

Na demonstração da conjectura para o caso em que Ω é uma bola de RN utilizamos

fortemente o fato que

inf
φn

φn+1

=
‖φn‖∞
‖φn+1‖∞ =

φn(0)

φn+1(0)
. (7.1)

Na verdade, caso mostremos (7.1) para um certo domı́nio Ω, a demonstração da con-

jectura é feita da mesma forma, pois nesse caso teŕıamos

an = ‖φn‖∞

e não correŕıamos o risco de a sequência
φn

an

convergir para zero.

A estrutura radial das soluções numa bola de RN facilitaram a prova, pois nesse caso

t́ınhamos à nossa disposição uma expressão para as φn em termos de integrais.

Para domı́nios mais gerais a conjectura fica em aberto.

7.1 Domı́nios simétricos

Supondo que 0 ∈ Ω, seguindo a notação de [13] definimos

Tλ := {x ∈ RN : x1 = λ}, Ωλ := {x ∈ Ω : x1 < λ}, Ωλ := {x ∈ Ω : x1 > λ}.
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Se x = (x1, x
′) denotamos xλ = (2λ − x1, x

′) o ponto correspondente a reflexão de x

através de Tλ. Nesse caso, ainda definimos:

Ωr
λ := {(2λ− x1, x

′), (x1, x
′) ∈ Ωλ}

o refletido de Ωλ em relação a Tλ.

Se u for uma função real definida em Ω, definimos uλ(x) = u(xλ). Se y = xλ temos

∂uλ

∂x1

= − ∂u

∂y1

e
∂uλ

∂xi

=
∂u

∂yi

se i 6= 1.

Assim, obtemos que |∇uλ(x)| = |∇u(y)| e, portanto,

∆puλ(x) = ∆pu(y). (7.2)

Suponha que Ω ⊂ RN seja tal que

Ωr
0 = Ω0

isto é, que Ω seja simétrico em relação a T0.

Seja u a solução do problema




−∆pu = f(x), em Ω,

u = 0, em ∂Ω.
(7.3)

Suponha que f : Ω → R satisfaça as seguintes propriedades:

(P1) f(x) > 0 em Ω;

(P2) f é uma função simétrica em relação a T0, isto é f(−x1, ·) = f(x1, ·);

(P3) f(x1, ·) é não decrescente em x1 para x1 < 0.

Lema 38 Seja

a = dist(0, ∂Ω ∩ {(x1, 0)}).

Dada f com as propriedades acima e −a < λ < 0, então f(x1, x
′) ≤ f(2λ − x1, x

′) para

todo x1 ∈ [−a, λ].
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Prova. Se λ ≤ −a
2 esse fato segue-se imediatamente da monotonicidade de f , pois nesse

caso tem-se 2λ− x1 < 0:

−a ≤ x1 ⇒ 2λ + a ≥ 2λ− x1

Como λ ≤ −a
2 temos que 2λ + a ≤ 0. Assim

x1 < 2λ− x1 < 0 ⇒ f(x1, x
′) ≤ f(2λ− x1, x

′)

Caso λ > −a
2 não podemos utilizar o fato de f(x1, ·) ser crescente para x1 < 0 pois

pode ocorrer 2λ − x1 > 0 (bastaria tomar x1 < 2λ). Caso este fato ocorra, isto é,

2λ− x1 > 0 teŕıamos

0 < 2λ− x1 < −x1( lembre-se que λ < 0).

Sendo f(x1, ·) crescente para x1 < 0 e simétrica em relação a T0 temos que f(x1, ·)

decrescente para x1 > 0. Dáı

f(x1, x
′) = f(−x1, x

′) ≤ f(x1, 2λ− x1)

¥

Lema 39 Dado −a < λ < 0 temos que u(x) ≤ uλ(x) para todo x ∈ Ωλ

Prova. De (7.2) e do lema (38) temos

−∆puλ(x) = −∆pu(y) = f(y) = f(2λ− x1, x
′) ≥ f(x1, x

′) = f(x) = −∆pu(x)

para todo x ∈ Ωλ.

Observe que se x ∈ ∂Ω ∩ ∂Ωλ temos u(x) = 0 ≤ u(2λ − x1, x
′). Por outro lado, se

x ∈ ∂Ωλ ∩ Tλ então u(x) = u(λ, x′) = uλ(x). Assim obtemos




−∆pu(x) ≤ −∆puλ(x), em Ωλ

u(x) ≤ uλ(x), em ∂Ωλ.
(7.4)

Segue-se do prinćıpio da comparação que u(x) ≤ uλ(x) para todo x ∈ Ωλ.¥
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Teorema 40 Suponha que f satisfaça (P1),(P2) e (P3). Se u for solução de (7.3) então

u também satisfaz (P1),(P2) e (P3).

Prova. A propriedade (P1) segue diretamente do prinćıpio da comparação.

Mostraremos inicialmente que u é simétrica em relação a T0. Com a notação acima

temos que se

u0(x) = u0(−x1, x
′) := u(−x1, x

′)

então, como u é solução de (7.3), seguem de (7.2) e da simetria de f as seguintes igualdades

−∆puλ(x) = −∆pu(y) = f(y) = f(−x1, x
′) = f(x1, x

′) para todo x ∈ Ω0.

Observe que se x ∈ ∂Ω0 ∩ ∂Ω então (−x,x
′) ∈ Ω e temos que u(x) = 0 = u(−x1, x

′) =

u0(x). Por outro lado, se x ∈ ∂Ω0 ∩ T0 então u(x) = u(0, x′) = u0(x). Assim temos que



−∆pu(x) = −∆pu0(x), em Ω0

u(x) = u0(x), em ∂Ω0.
(7.5)

Segue do prinćıpio da comparação que

u(x) = u0(x) ⇒ u(x1, x
′) = u(−x1, x

′)

e portanto u é simétrica em relação a Ω0.

A verificação da propriedade (P3) segue do lema (39) da seguinte forma:

dados x1 < x̃1 < 0, tome λ = x1 + x̃1
2 . dáı x1 < λ < 0 e obtemos

u(x1, x
′) ≤ u(2λ− x1, x

′) = u(x̃1, x
′)

e o teorema está demonstrado ¥.

O teorema anterior pode ser facilmente demonstrado se supormos as mesmas hipóteses

numa coordenada xi qualquer de x = (x1, · · · , xN). Desse modo, se estamos trabalhando

com um domı́nio que é simétrico em relação a cada hiperplano coordenado temos que

u(xi, ·) será crescente (para xi < 0) e u será simétrica em relação a cada um dos hiperplanos

coordenados. Nesse caso o máximo de u deve ocorrer em x = 0.
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Desse modo, se definimos uma sequência, φn(x), de funções recursivamente por


−∆pφn+1 = w(x)φp−1

n , em Ω

φn+1 = 0, em ∂Ω

com φ0 = 1 e w satisfazendo (P1),(P2) e (P3), teremos, pelo que foi descrito acima, que

cada φn assumirá seu máximo em 0 e que φ(xi, x
′) é não decrescente para x′ fixado e

−a ≤ xi ≤ 0.

Assim, na esperança de se mostrar que (7.1) ocorre, encontramos que cada φn assume

seu máximo em x = 0, isto é, a segunda desigualdade de (7.1) é verdadeira. Observamos

numericamente no caso em que Ω = [0, 1]× [0, 1] que a igualdade (7.1) ocorre. No entanto

não conseguimos demonstrar tal fato.

Os cálculos acima nos indicam um caminho posśıvel para demonstrar a conjectura

para o caso em que Ω é simétrico, convexo e com um peso satisfazendo (P1),(P2) e (P3),

o que nos norteia e motiva pesquisas futuras.

7.2 Uma generalização

Na construção das sequências γn, Γn e νn, realizada no Caṕıtulo 2, tomamos φ0 ≡ 1. En-

tretanto, com algumas adaptações, podemos tomar φ0 > 0 mais geral. Podeŕıamos enun-

ciar o teorema a seguir, cuja demonstração seria simplesmente uma adaptação daquela

apresentada para o Teorema 3:

Teorema 41 A sequência (φn)n∈N satisfaz

0 < φn 6
∥∥∥∥
φ1

φ0

∥∥∥∥
∞

φn−1 em Ω

para todo n > 1.

Se φ0 é escolhida de modo que inf φ0 > 0 temos que γn estará bem definida pois neste

caso teremos:

φn

φn+1

≥ 1∥∥∥∥
φ1

φ0

∥∥∥∥
∞

≥ 1

‖φ1‖∞
∥∥∥∥

1

φ0

∥∥∥∥
∞

1

‖φ1‖∞ =
1

‖φ1‖∞ inf φ0 > 0.
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Os demais teoremas deste caṕıtulo seguiriam naturalmente.

A sequência (an) seria definida da mesma forma, entretanto tomaŕıamos

a1 =

∥∥∥∥
φ1

φ0

∥∥∥∥
∞

.

Neste caso a sequência un := φn

an
seria tal que

un 6 ‖φ0‖∞ φn

‖φn‖∞
6 ‖φ0‖∞.

Deste modo, a demonstração que apresentamos para o caso radial no Caṕıtulo 3 poder

ser generalizada para uma função φ0 radial que seja crescente. Demonstramos que a função

φn

φn+1

é estritamente crescente quando φ0 ≡ 1 e com este fato garantimos que ‖un‖∞ = 1. Na

demonstração deste resultado o fundamental foi que para n = 0 o resultado era verdadeiro,

pois assim pudemos utilizar indução matemática. Caso tomemos φ0 sendo radialmente

crescente, o Teorema 23 continua sendo válido, pois neste caso teŕıamos:

(
φ0

φ1

)′
=

φ′0φ1 − φ0φ
′
1

φ2
> 0.

uma vez que φ′0, φ1 > 0 e φ′1 < 0.
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Apêndice

A. 1. Identidade de Picone

Teorema 42 (Identidade de Picone) Sejam v > 0 e u ≥ 0 funções diferenciáveis em

Ω ⊂ RN . Denote

L(u, v) = |∇u|p + (p− 1)
up

vp
|∇v|p − p

up−1

vp−1
−∇u|∇v|p−2∇v

e

R(u, v) = |∇u|p −∇
(

up

vp−1

)
|∇v|p−2∇v.

Então

L(u, v) = R(u, v)

Além disso, L(u, v) ≥ 0 e L(u, v) = 0 em quase todo x ∈ Ω se e só se ∇
(u

v

)
= 0 em

quase todo Ω, ou seja u = kv para alguma constante k em Ω.

Prova. Veja [1].

A.2. Alguns resultados sobre −∆p

Apresentaremos aqui vários resultados clássicos sobre −∆p. As demonstrações desses

fatos podem ser encontradas em [17], [25], [33], [23], [2] ou, de forma mais sintética, em

[29].

Seja Ω ⊂ RN um aberto limitado e f ∈ Lp′ (Ω). Dizemos que u ∈ W 1,p
0 (Ω) é solução

fraca para o problema 


−∆pu = f(x), x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω
(7.6)

se
∫

Ω

(|∇u|p−2∇u∇ϕ− fϕ
)
dx = 0, ∀ϕ ∈ W 1,p

0 (Ω) .

Teorema 43 (Existência, unicidade e regularidade) O problema (7.6) possui uma única

solução fraca u ∈ W 1,p
0 (Ω). Além disso, se f ∈ L∞ (Ω) então u ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ C1,α (Ω)

para algum 0 < α < 1.
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Teorema 44 Considere o operador −∆p : W−1,p (Ω) → W 1,p
0 (Ω) e o seu inverso (−∆p)

−1 :

W−1,p (Ω) → W 1,p
0 (Ω) em que Ω ⊂ RN é um conjunto limitado. Então:

(i) −∆p é uniformemente cont́ınuo em conjunto limitados;

(ii) (−∆p)
−1 é cont́ınuo.

(iii) O operador

(−∆p)
−1 : W−1,p (Ω) → W 1,p

0 (Ω) ↪→ Lp (Ω) .

é compacto.

A. 3. Solução do problema de Dirichlet no

caso radial

Teorema 45 Suponha que em (7.6) tenhamos Ω = BR(0), isto é, a bola centrada na

origem de raio R e f radial, isto é, f(x) = f(r), em que r = |x|. Então a única solução

de (7.6) é dada por

u(r) =

∫ R

r

ψp′

((s

θ

)N−1

f(s)ds

)
dθ (7.7)

em que ψp′ é a inversa de ψp(t) = |t|p−2t.

Prova. Para demonstrar o teorema acima, precisamos da expressão radial de ∆pu. Um

cálculo direto mostra que se u(x) = u(r) então:

∂

∂xi

(u (r)) =
u′(r)

r
xi

o que implica que |∇u|p−2∇u = |u′(r)|p−2u′(r)
x

r
= ψp (u′(r))

x

r
. Também um cálculo

direto nos mostra que

N∑
i=1

∂

∂xi

(|∇u|p−2∇u
)

=
N∑

i=1

∂

∂xi

(
ψp (u′(r))

xi

r

)

=
d

dr
ψp (u′(r)) +

N − 1

r
ψp (u′(r))
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Assim, podemos escrever a equação (7.6) na seguinte forma radial:

−
(

ψp (u′(r)) +
N − 1

r
ψp (u′(r))

)
= f(r)

que pode ser reescrita da seguinte maneira:

− (
rN−1ψp (u′(r))

)′
= rN−1f(r)

Como a solução u ∈ C1,α (Ω) é radial devemos ter u′(0) = 0. Integrando de 0 a r obtemos:

−ψp (u′(r)) =

∫ r

0

(s

r

)N−1

f(s)ds

donde obtemos:

−u′(r) = ψp′

(∫ r

0

(s

r

)N−1

f(s)ds

)
.

Finalmente, como u(R) = 0, obtemos integrando de r a R:

u(r) =

∫ R

r

ψp′

(∫ θ

0

(s

θ

)N−1

f(s)ds

)
.

Logo a única solução de 7.6 é dada por (7.7) nesse caso.

A. 4. Prinćıpios da comparação e do máximo

Teorema 46 (Prinćıpio do Máximo Forte) Suponha que Ω seja conexo e que v ∈ W 1,p
0 (Ω)∩

C0 (Ω) satisfaça a seguinte desigualdade:

−∆pv ≥ 0, v ≥ 0 em Ω.

Então ocorrem exatamente uma das seguintes possibilidades:

v ≡ 0 em Ω ou v > 0 em Ω.

Prova. Para demonstrar o teorema acima precisaremos de uma desigualdade do tipo

Harnack, cuja demonstração pode ser vista em [13]:
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Lema 47 (Desigualdade do tipo Harnack) Suponha que v ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ C0 (Ω) satisfaça

−∆pv ≥ 0, v ≥ 0 em Ω. (7.8)

Seja x0 ∈ Ω, δ > 0 com

B(x0, 5δ) ⊆ Ω e s > 0

em que

s <
N(p− 1)

N − p
se p ≤ N e s ≤ ∞ se p > N.

Então existe uma constante c > 0 que depende de N, p, s, Λ e δ tal que

‖v‖Ls(B(x0,2δ)) ≤ cδ
N
x inf

B(x0,δ)
v.

A demonstração que apresentamos aqui do teorema 46 pode ser vista em [13].

Caso v > 0 em Ω não há o que demonstrar. Suponha que exista x0 ∈ Ω tal que

v(x0) = 0 e defina

O = {x ∈ Ω : v(x) = 0}

temos que O é não vazio e fechado em Ω por sua definição.

Como Ω é aberto existe δ > 0 tal que B(x0, 5δ) ⊂ Ω. Pela desigualdade de Harnack

temos que existem c > 0 e s > 0 tais que

‖v‖Ls(B(x0,2δ)) ≤ cδ
N
x inf

B(x0,δ)
v.

Como v ≥ 0 em Ω e v(x0) = 0 temos que infB(x0,δ) v = 0 e portanto

∫

B(x0,2δ)

|v(x)|sdx = 0.

Uma vez que v ≥ 0 é cont́ınua temos que

v ≡ 0 em B(x0, 2δ).

logo, temos que O é aberto em Ω. Segue que O = Ω pois Ω é conexo.¥
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Teorema 48 (Prinćıpio da Comparação) Suponha que ui ∈ C1,α (Ω) são tais que (no

sentido fraco):

−∆pu1 ≤ ∆pu2, em Ω

u1 ≤ u2, em ∂Ω.

Então

u1 ≤ u2 em Ω.

Prova. A prova que apresentamos aqui pode ser vista em [12].

Para simplificar a exposição, denotemos hi ∈ C (Ω) , i = 1, 2 tais que

−∆pui = hi.

Por hipótese temos que

h1 − h2 ≤ 0 em Ω.

Considere (u1−u2)
+ = max{u1−u2, 0} ≥ 0. Como ui ∈ C1,α

(
Ω

)
e u1 ≤ u2 em ∂Ω temos

que

(u1 − u2)
+ ∈ W 1,p

(
Ω

)

e

(u1 − u2)
+ = 0 em ∂Ω.

Assim:

(u1 − u2)
+ ∈ W 1,p

0

(
Ω

)
.

Como

∇(u1 − u2)
+ =




∇(u1 − u2), se u1 > u2

0, se u1 ≤ u2

e h1 − h2 ≤ 0 em Ω temos:
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0 ≥
∫

Ω

(h1 − h2)(u1 − u2)
+dx

∫

Ω

(|∇u1|p−2∇u1 − |∇u2|p−2∇u2)∇(u1 − u2)
+dx

=

∫

u1>u2

(|∇u1|p−2∇u1 − |∇u2|p−2∇u2)∇(u1 − u2)dx.

Para concluir a prova utilizaremos o seguinte lema:

Lema 49 Seja H : RN × RN → R definida por

H(x, y) =





(|y|p−2y − |x|p−2x) (y − x) , se x 6= y

0, se x = y.

Então

H(x, y) ≥ 0∀(x, y) ∈ RN × RN e H(x, y) > 0, se x 6= y

Prova. Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos, pelo lema acima que

H(x, y) = (|y|p−2y − |x|p−2x) (y − x)

= |y|p − |y|p−2 〈y, x〉+ |x|p − |x|p−2 〈x, y〉
≥ |y|p − |y|p−1 〈x, y〉+ |x|p − |x|p−1 〈x, y〉
≥ (|y|p−1 − |x|p−1) (|x| − |y|)

Uma vez que a função t → tp−1 é estritamente crescente, temos que se |x| 6= |y| então

|y|p−1−|x|p−1 e |x|− |y| ambos não nulos e possuem o mesmo sinal. Portanto H(x, y) > 0

se x 6= y e o lema está demonstrado.

Utilizando o lema acima

0 ≤
∫

u1>u2

(|∇u1|p−2∇u1 − |∇u2|p−2∇u2)∇(u1 − u2)dx ≤ 0.

logo
∫

u1>u2

(|∇u1|p−2∇u1 − |∇u2|p−2∇u2)∇(u1 − u2)dx = 0.

Se denotarmos Ω0 := {x ∈ Ω : u1(x) > u2(x)} temos duas possibilidades

(i) Ω0 é vazio ou
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(ii) ∇u1 = ∇u2.

Temos que (ii) não ocorre, pois nesse caso teŕıamos u2 = u1 + c, em que c é uma

constante. Como em ∂Ω0 temos u1 = u2 por continuidade segue que c = 0 e portanto

u1 = u2 em Ω0 o que contradiz u1 > u2. Segue que Ω0 = ∅ e o teorema está demonstrado

¥.

A. 5. Existência de autovalores

Apresentamos nessa seção os principais resultados sobre existência e propriedades dos

autovalores de −∆p: 


−∆pu = λ|u|p−2u, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω
(7.9)

Teorema 50 Existe uma sequência (λn, un) que verifica (7.9) tal que λn > 0 e λn →∞.

Além disso, o menor autovalor, λ1, possui a seguinte caracterização variacional

λ1 = inf

{∫
Ω
|∇u|pdx∫

Ω
|u|pdx

: 0 6≡ u ∈ W 1,p
0 (Ω) ,

}

= inf

{∫

Ω

|∇u|pdx : u ∈ W 1,p
0 (Ω) ,

∫

Ω

|u|pdx = 1

}
.

A demonstração do teorema acima pode ser vista em [29].

Um problema em aberto é saber se a sequência (λn) acima, constrúıda em [29], contém

todos os autovalores de −∆p. Uma resposta parcial para essa questão foi dada para o

caso N = 1 e para o caso radial.

São conhecidos os seguintes resultados a respeito do primeiro autovalor (veja [25]):

Teorema 51 (Propriedades de λ1)

(i) Se λ1 é o primeiro autovalor de −∆p. Então toda primeira autofunção u1 corre-

spondente a λ1 não muda de sinal em Ω, isto é u1 > 0 ou u1 < 0 em Ω.

(ii) λ1 é simples, isto é, se u, v são autofunções associadas a λ1 então existe k ∈ RN tal

que

u = kv.
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(iii) Se w é uma autofunção correspondente a λ > 0, λ 6= λ1 então w muda de sinal em

Ω.

(iv) λ1 é isolado, isto é λ1 é o único autovalor em [0, a] para algum a > λ1.

O caso p = 2 possui uma propriedade bastante útil a respeito das autofunções que é

enunciado a seguir.

Teorema 52 Quando p = 2, existe uma base ortonormal {uk}∞k=1 de L2 (Ω), em que

uk ∈ W 1,2
0 (Ω) é uma autofunção correspondente a λk.

A demonstração do teorema acima pode ser vista em [15].

A. 6. Função Beta

A função beta, B : R× R→ R, é definida da seguinte forma:

B(x, y) =

∫ 1

0

(1− t)x−1ty−1dt.

O teorema a seguir apresenta as principais propriedades da função beta. A demons-

tração dessas propriedades podem ser vistas em [5].

Teorema 53 (Propriedades da Função beta) Seja Γ : R → R a função gama clássica,

isto é

Γ(x) =

∫ ∞

0

e−ttm−1dt

Então

(i) B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x + y)

(ii) Se 0 < x < 1 então B(x, 1− x) = Γ(x)Γ(1− x) =
π

sen (πx)

A. 7. Alguns resultados sobre senp

Considere as funções
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f(s) =

∫ s

0

dt
(
1− tp

p−1

) 1
p

, g(s) =

∫ p√p−1

s

dt
(
1− tp

p−1

) 1
p

, h(s) =

∫ s

0

dt

1− tp

p−1

em que f(s), g(s), h(s) ∈ [
0, πp

2

]
.

Definimos as funções senp, cosp e tanp como sendo, respectivamente, as inversas das

funções acima (veja [26]) e assim, podemos escrever:

x =

∫ senpx

0

dt
(
1− tp

p−1

) 1
p

, x =

∫ p√p−1

cosp x

dt
(
1− tp

p−1

) 1
p

e x =

∫ tanp x

0

dt

1− tp

p−1

para x ∈ [
0, πp

2

]
.

Teorema 54 São válidas as seguintes relações:

d

dx
tanp x = 1 +

tanp
p x

p− 1
, (7.10)

d

dx
tanp(x) = 1 +

tanp
p x

p− 1
, (7.11)

senp
px

p− 1
+

cosp
′

p x

p′ − 1
= 1, (7.12)

tanp x =
senpx

p
√

p− 1
(
cosp

′ x
)p′−1

=
senpx

sen′px
(7.13)

para todo x ∈ [
0, πp

2

]
.

Prova. Para demonstrarmos (7.10), basta observamos que da regra de Leibnitz

x =

∫ tanp x

0

dt

1− tp

p−1

implica que

1 = x =
1

1− tanp
p x

p−1

d

dx
tanp x.
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Para demonstrar 7.12 e 7.13, faremos mudanças de variáveis adequadas nas integrais

que definem as funções senp e tanp.

Denotando s = senpx, podemos escrever

x =

∫ s

0

dt
(
1− tp

p−1

) 1
p

Fazendo a mudança de variável

tp

p− 1
+

τ p
′

p′ − 1
= 1, temos p

′
tp−1dt + pτ p

′−1dτ = 0.

Denotando k =
[
(p
′ − 1)

(
1− sp

p−1

)] 1

p
′
, obtemos:

∫ s

0

dt
(
1− tp

p−1

) 1
p

=

∫ k

p
′√

p
′−1

−pτp
′−1

p
′
tp−1

(
τp
′

p
′−1

) 1
p
dτ

=

∫ p
′√

p
′−1

k

pτ p
′−1

p′tp−1 τ
p
′

p

p
√

p′−1

dτ.

Vamos verificar que

pτ p
′−1

p′tp−1 τ
p
′

p

p
√

p′−1

=
1

[(
1− τp

′

p′−1

)] 1

p
′
. (7.14)

Como p = p
′

p′−1
, p

p′ = 1
p′−1

e p− 1 = p
′

p′−1
− 1 = 1

p′−1
, temos

pτ p
′−1

p′tp−1 τ
p
′

p

p
√

p′−1

=
p

p′
p
√

p′ − 1
τ p

′−1− p
′

p

tp−1
=

p
√

p′ − 1

p′ − 1

1

tp−1

= (q − 1)
1
p
−1 1

tp−1
=

1

(q − 1)
p−1

p t
1

p
′−1

=
1

(q − 1)
1

p
′ t

1

p
′−1

.

Por outro lado, pela mudança de variável que fizemos acima temos,

t = (p− 1)
1
p

(
1− τ p

′

p′ − 1

) 1
p

=
1

(p′ − 1)
p
′−1

p
′

(
1− τ p

′

p′ − 1

) p
′−1

p
′
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e dáı

t
1

p
′−1 =

1

(p′ − 1)
1

p
′

(
1− τ p

′

p′ − 1

) 1

p
′

.

De modo que obtemos

pτ p
′−1

p′tp−1 τ
p
′

p

p
√

p′−1

=

(
1− τ p

′

p′ − 1

) 1

p
′

e (7.14) está verificada. Assim, podemos escrever

∫ s

0

dt
(
1− tp

p−1

) 1
p

=

∫ p
′√

p′−1

k

dτ
(
1− τp

′

p′−1

) 1

p
′

Por definição temos

cosp x = k =

[
(p
′ − 1)

(
1− sp

p− 1

)] 1

p
′

=

[
(p
′ − 1)

(
1− senp

px

p− 1

)] 1

p
′
,

para todo x ∈ [
0, πp

2

]
, donde segue (7.12).

Para mostrar (7.13) observe que podemos escrever

x =

∫ senpx

0

dt
(
1− tp

p−1

) 1
p

= p
√

p− 1

∫ senpx
p√p−1

0

dt

(1− tp)
1
p

Efetuando a mudança de coordenadas

tp =
τ p

1 + τ p
, τ p =

tp

1− tp

temos

dt =

(
t

τ

)p+1

dτ.

Denotando m =

senpx
p√p−1(

1− senp
px

p−1

) 1
p

=

senpx
p√p−1(

cosp
′

p
′ x

p
′−1

) 1
p

temos:

p
√

p− 1

∫ senpx
p
√

p− 1

0

dt

(1− tp)
1
p

= p
√

p− 1

∫ m

0

(
t
τ

)p+1

(
tp

τp

) 1
p

dτ = p
√

p− 1

∫ m

0

(
t

τ

)p

dτ

= p
√

p− 1

∫ m

0

1

1 + τ p
dτ.
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Por outro lado, podemos escrever:

x =

∫ tanp x

0

dt

1− tp

p−1

= p
√

p− 1

∫ tanp x
p√p−1

0

dt

1− tp
.

De modo que:
senpx
p√p−1(

cosp
′

p
′ x

p
′−1

) 1
p

= m =
tanp x
p
√

p− 1

e assim

tanp x =
senpx(

cos
p
′ x

)
p
′

p

(p
′−1)

1
p

=
senpx

(p− 1)
1
p
(
cosp′ x

)p′−1
.

e portanto (7.13) está demonstrada.

A. 7. 1. Série de potências para senp

Se f(x) =
∞∑

n=0

anxn e g(x) =
∞∑

n=0

αnxn tal que a0 = α0 = 1 e g(x) = f(x)p então

αn =
1

n

n−1∑

k=0

(p(n− k)− k) αkan−k (7.15)

Veja [26].

Utilizando (7.15) obtemos uma fórmula de recorrência que nos fornece a expressão

dos coeficientes da série de potências de xp para tanp.

Procedendo formalmente, suponha que

tanp x = x + a1x
p+1 + a2x

2p+1 + a3x
3p+1 + ... = x

∞∑
n=0

anxnp (7.16)

e

tanp
p x =

(
x

∞∑
n=0

anx
np

)p

= xp

∞∑
n=0

αnxnp (7.17)

em que a0 = 1.

Assim:

d

dx
tanp x = 1 + (p + 1)a1x

p + (2p + 1)a2x
2p + (3p + 1)a3x

3p + ... =
∞∑

n=0

(np + 1)anx
np.
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Por (7.10) temos que

1 +
∞∑

n=1

(np + 1)anx
np =

∞∑
n=0

(np + 1)anx
np =

d

dx
tanp x

= 1 +
tanp

p x

p− 1
= 1 +

1

p− 1
xp

∞∑
n=0

αnx
np,

dáı

1

p− 1

∞∑
n=0

αnx
(n+1)p =

1

p− 1
xp

∞∑
n=0

αnx
np

=
∞∑

n=1

(np + 1)anx
np =

∞∑
n=0

((n + 1)p + 1)an+1x
(n+1)p

e portanto temos a seguinte relação entre an e αn:

an+1 =
αn

[(n + 1)p + 1] (p− 1)
, (7.18)

em que α0 = a0 = 1.

Suponha que

senpx = x
[
1 + b1x

p + b2x
2p + ...

)
= x

∞∑
n=0

bnxnp =
∞∑

n=0

bnx
np+1,

em que b0 = 1, dáı

d

dx
senpx = b0 + (p + 1)b1x

p + (2p + 1)b2x
2p + ... =

∞∑
n=0

(np + 1)bnx
np.

Por (7.10) temos senpx = tanp x d
dx

senpx e assim:

x

∞∑

k=0

bkx
kp =

∞∑

k=0

bkx
kp+1

=

(
x

∞∑
n=0

anxnp

)( ∞∑
m=0

(mp + 1)bmxmp

)

= x

∞∑
n=0

∞∑
m=0

(mp + 1)anbmx(n+m)p.

Donde temos
∞∑

k=0

bkx
kp =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

(mp + 1)anbmx(n+m)p.
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Dáı:

bk =
k∑

i=0

(ip + 1)ak−ibi =
k−1∑
i=0

(ip + 1)ak−ibi + (kp + 1)bk

e obtemos a seguinte relação de recorrência:

bk = − 1

kp

k−1∑
i=0

(ip + 1)ak−ibi. (7.19)

Podemos, portanto, escrever o seguinte algoritmo que nos fornece todos os bi’s com 1 ≤

i ≤ n





a0, α0, b0 = 1;

Enquanto i ≤ n faça

ai = αi−1

[ip+1](p−1)
,

αi = 1
i

i−1∑
k=0

(p(i− k)− k) αkai−k,

bi = − 1
ip

k−1∑
i=0

(kp + 1)ai−kbk.

A. 8. Algoritmo para o quadrado

Apresentaremos, de forma sintética, nessa seção um algoritmo que permite obter uma

solução aproximada para o problema de Dirichlet (7.6):




−∆pu = f(x) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(7.20)

quando Ω ⊂ R2 é um quadrado, utilizando um esquema de volume finitos proposto em

[4].

Dividimos o quadrado Ω em volumes de controle quadrangulares κ, cujo lado é ∆x e

xκ é o centro do volume de controle κ. Seja > o conjunto de volumes de controle. Além

disso introduzimos a seguinte notação:

• κ∗, dito volume de controle dual, é o retângulo cujos vértices são os xk. Aqui é

necessário introduzir pontos fantasmas próximos ao bordo, de modo que o conjunto

dos κ∗ cubra >.
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• m(κ) = ∆x2 é a medida de κ;

• νκ é o vetor unitário normal apontando para fora de κ;

• Vκ := {κ∗ : m(κ ∩ κ∗) 6= 0} é o conjunto dos quatro volumes de controle dual em

volta de κ.

• Dada uma função u, sua discretização em > será denotada por u>, isto é u> = (uκ)κ

• Dado κ∗ definimos a projeção Tκ∗ , que associa cada u> ∈ R> a seus valores nos

quatro volumes de controle em volta de κ∗, isto é

Tκ∗(u
>) := (u>1,κ∗ , u

>
2,κ∗ , u

>
3,κ∗ , u

>
4,κ∗)

em que u>i,κ∗ é contado no sentido anti-horário começando do canto inferior esquerdo

de κ∗;

A. 9. Construção do esquema de volumes

finitos

Um esquema de nove pontos é proposto para fornecer uma solução aproximada de

(7.6). Esse esquema é obtido integrando a equação (7.6) em cada volume de controle

κ ∈ >. Se u é a solução do problema (7.6) então, pelo teorema da divergência:

∫

κ

f(z)dz =

∫

κ

−∆p(|∇u|p−2∇u))dz =

∫

∂κ

|∇u|p−2∇u · νκds

∑
κ∗∈Vκ

(
−

∫

σh
κ,κ∗

|∇u|p−2∇u · νκds−
∫

σh
κ,κ∗

|∇u|p−2∇u · νκds

)
,

em que σκ,κ∗ = ∂κ ∩ κ∗, h e v indicam que tomamos a parte horizontal e vertical respec-

tivamente.

No sentido de discretizar as integrais acima, supomos que

|∇u|2 =

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

≈ qκ∗(Tκ∗(u
>))
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em que qκ∗ : R4 × R4 → R é uma forma quadrática que aproxima |∇u|2.

Supõe-se ainda que existam duas formas lineares que aproximam as integrais em σh
κ,κ∗

e σv
κ,κ∗ :

Ah
κ,κ∗(Tκ∗(u

>)) ≈ −
∫

σh
κ,κ∗

∇u · νκds

e

Av
κ,κ∗(Tκ∗(u

>)) ≈ −
∫

σv
κ,κ∗

∇u · νκds.

Assim, se denotarmos

fκ =
1

m(κ)

∫

κ

f(z)dz

e

aκ,κ∗(u
>) = qκ∗(Tκ∗(u

>))
p−2
2

(
Ah

κ,κ∗(Tκ∗(u
>)) + Av

κ,κ∗(Tκ∗(u
>))

)
,

temos:

m(κ)fκ =
∑

κ∗∈Vκ

aκ,κ∗(u
>) := ak(u

>).

Dessa forma, definindo a : R> → R> por a(u>) =
(
aκ(u

>)
)
, obtemos o seguinte

sistema não linear:

a(u>) =
(
aκ(u

>)
)

κ∈> = (m(κ)fκ)κ∈> (7.21)

No esquema de volumes finitos, é de se esperar que a solução do sistema (7.21) seja

uma solução aproximada para o problema (7.6). Observe que o sistema (7.21) é não linear

o que dificulta sua resolução.

A. 9. 1. Funcional discretizado

Sabemos que o mı́nimo do funcional J : W 1,p
0 (Ω) → R dado por

J(u) =
1

p

∫

Ω

|∇u(z)|pdz −
∫

Ω

f(z)u(z)dz (7.22)

é a única solução de (7.6). Efetuamos as seguintes aproximações

∫

Ω

|∇u(z)|pdz =
∑

κ∈>

∫

κ

|∇u(z)|pdz =
∑

κ∈>

∫

∂κ

(−div|∇u(z)|p−2∇u(z)
)
u(z)dz

≈
∑

κ∈>
uκ

∫

∂κ

(−div|∇u(z)|p−2∇u(z)
)
≈

∑

κ∈>
aκ(u

>)uκ.
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Assim, aproximamos
∫

Ω

|∇u(z)|pdz ≈
∑

κ∈>
aκ(u

>)uκ.

Por outro lado, efetuando a seguinte aproximação

∫

Ω

f(z)u(z)dz = fκuκm(κ)

temos a seguinte discretização para J :

J(u) ≈
1

p

∑

κ∈>
aκ(u

>)uκ −
∑

κ∈>

∫

Ω

f(z)u(z)dz = fκuκm(κ)

e definimos

J>(u>) =
1

p

∑

κ∈>
aκ(u

>)uκ −
∑

κ∈>
fκuκm(κ). (7.23)

No sentido de encontrar uma solução aproximada para (7.6) é de se esperar que os pontos

cŕıticos do funcional J> sejam soluções de (7.21)1. Afirmamos que (7.21) é uma equação

de Euler-Lagrange para os pontos cŕıticos de J> se e só se

a : R> → R>

u> → (
aκ(u

>)
)

κ∈>

é simétrica em cada ponto, isto é

da(u>)tu> = da(u>)u>.

De fato, como

J>(u>) =
1

p

∑

κ∈>
aκ(u

>)uκ −
∑

κ∈>

∫

Ω

f(z)u(z)dz = fκuκm(κ)

temos

∂J

∂uL

=
1

p

(∑

κ∈>

∂aκ

∂uL

uκ + aL(u>)

)
−m(L)fL

e assim

∇J> =
1

p

(
da

(
u>

))t
u> +

1

p
a

(
u>

)− (m(κ)fκ)κ∈> (7.24)

1Observe que as soluções de (7.6) surgem de um problema de minimização. É natural procurar por

um esquema que preserva essa propriedade.
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Por outro lado, por definição a é homogêneo de grau p− 1, isto é

a(αu>) = αp−1a(u>),

Derivando em relação a α obtemos

da(αu>)u> = (p− 1)αp−2a(u>)

e fazendo α = 1 obtemos

da(u>)u> = (p− 1)a(u>).

Agora, assuma que

da(u>)tu> = da(u>)u> = (p− 1)a(u>). (7.25)

Vamos mostrar que os pontos cŕıticos de J> são soluções de (7.21). De (7.24) e (7.25)

temos:

∇J>
(
u>

)
=

1

p
(p− 1)a(u>) +

1

p
a

(
u>

)− (m(κ)fκ)κ∈>

a
(
u>

)− 1

p
a

(
u>

)
+

1

p
a

(
u>

)− (m(κ)fκ)κ∈>

a
(
u>

)− (m(κ)fκ)κ∈>.

Logo, os pontos cŕıticos de J> são soluções de (7.21). Por outro lado, se u> é solução de

(7.21) então temos:

0 = ∇J> =
1

p

(
da

(
u>

))t
u> +

1

p
a

(
u>

)− (m(κ)fκ)κ∈>

=
1

p

(
da

(
u>

))t
u> +

1

p
a

(
u>

)− a
(
u>

)
,

o que implica que

(
da

(
u>

))t
u> = (p− 1)a

(
u>

)
= da

(
u>

)
u>

e a afirmação está demonstrada.
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Como definimos anteriormente, temos que

ak(u
>) =

∑
κ∗∈Vκ

aκ,κ∗(u
>) = qκ∗(Tκ∗(u

>))
p−2
2

(
Ah

κ,κ∗(Tκ∗(u
>)) + Av

κ,κ∗(Tκ∗(u
>))

)
,

em que qκ∗ é uma forma quadrática e Ah
κ,κ∗ e Av

κ,κ∗ são formas lineares. Denote Bκ∗ como

sendo uma matriz simétrica 4× 4 tal que

qκ∗(V ) = (Bκ∗V, V )

e Aκ∗ como sendo uma matriz 4× 4 tal que

Aκ∗ (V ) =




(
Ah

κ1,κ∗ + Av
κ1,κ∗

)
V

(
Ah

κ2,κ∗ + Av
κ2,κ∗

)
V

(
Ah

κ3,κ∗ + Av
κ3,κ∗

)
V

(
Ah

κ4,κ∗ + Av
κ4,κ∗

)
V




em que κi, i = 1, 2, 3, 4 são os volumes de controle que interceptam κ∗ e a contagem é feita

no sentido anti-horário começando no canto inferior esquerdo. Podemos portanto escrever

ak(u
>) =

∑
κ∗∈Vκ

(
Bκ∗

(
Tκ∗(u

>)
)
, Tκ∗(u

>)
) p−2

2 πκ

(
Aκ∗

(
Tκ∗(u

>)
))

, (7.26)

em que πκi
é a projeção

πκi




(
Ah

κ1,κ∗ + Av
κ1,κ∗

)
V

(
Ah

κ2,κ∗ + Av
κ2,κ∗

)
V

(
Ah

κ3,κ∗ + Av
κ3,κ∗

)
V

(
Ah

κ4,κ∗ + Av
κ4,κ∗

)
V




= (Ah
κi,κ∗ + Av

κi,κ∗)(V )

O teorema a seguir, cuja demonstração pode ser vista em [4, Proposição 2.5], relaciona as

matrizes Aκ∗ e Bκ∗ para que (7.21) seja uma equação de Euler-Lagrange para os pontos

cŕıticos de J>.

Teorema 55 Seja a : R> → R> definido em (7.21). Temos que da
(
u>

)
é simétrica em

cada ponto se e só se uma das duas condições são satisfeitas:

• Se p = 2 e Aκ∗ é simétrica para todo κ∗;
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• Se p 6= 2 e para qualquer κ∗ tem-se

Aκ∗ = m(κ∗)Bκ∗ .

No nosso caso, utilizamos o esquema proposto quando Ω é um quadrado. Uma escolha

adequada para a matriz Aκ∗ (veja [4]), é

Aκ∗ = A =




1 −1
2

0 −1
2

−1
2

1 −1
2

0

0 −1
2

1 −1
2

−1
2

0 −1
2

1




. (7.27)

Trabalhamos com volumes de controle quadrangulares de lado ∆x e pelo Teorema 55

temos que

Bκ∗ = B =
1

∆x2
A.

O próximo teorema relaciona as soluções de (7.21) e o ponto de mı́nimo de J> (veja [4,

Teorema 2.12])

Teorema 56 Sejam A e B as matrizes definidas acima. Então o funcional discretizado

J> possui um único ponto de mı́nimo e o sistema (7.21) possui uma única solução u>,

que é o ponto de mı́nimo de J>.

A. 9. 2. Encontrando a solução aproximada

no quadrado

Para encontrar a solução do sistema (7.21), pelo teorema (56) basta que encontremos

o único ponto de mı́nimo do funcional J>. Para isso utilizamos, como sugerido em [4], o

Método do Gradiente Conjugado Não Linear de Polak-Ribière (veja, por exemplo [32]).

Dada uma função f : RN → R que possui um ponto de mı́nimo, esse método con-

siste basicamente em, após um chute inicial x0, construir uma sequência de iterações

x1, x2, · · · , xk, · · · que satisfazem

f(xk+1) ≤ f(xk)
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de tal modo que xk convirja para o ponto de mı́nimo de f . Para gerar xk+1 a partir de

xk precisamos de duas coisas:

1. Uma direção (um vetor) de busca que vamos denotar por pk

2. Um avanço de comprimento espećıfico na direção de pk, isto é, um escalar αk e

denotamos

xk+1 = xk + αkp
k.

Como estamos interessados em chegar no ponto de mı́nimo de f escolhemos αk como

sendo o ponto de mı́nimos de

f(xk + αpk).

O Método do Gradiente Conjugado Não Linear de Polak-Ribière propõe uma escolha

adequada para a direção de busca pk. O erro é dado como sendo

ek = |rk|, em que, rk = −∇f(xk).

Descrevemos o algoritmo deste método abaixo: Dada uma tolerância ε, dê um chute inicial

x0 e defina p0 = r0 = −∇f(x0)

Feito isso, enquanto ek > ε:

1. Encontre αk tal que f(xk + αpk) = minα f(xk + αpk);

2. xk+1 = xk + αkpk;

3. rk+1 = −∇f(xk+1)

4. compute βk+1 = max

{
(rk+1, rk+1 − rk)

(rk, rk)
, 0

}
;

5. pk = rk+1 + βk+1rk;

6. ek = |rk|;

7. volte no passo 1.
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Utilizando o algoritmo acima encontramos o ponto de mı́nimo de J> que é a solução

de (7.21).

Observação: No passo 1 precisamos encontrar α que minimiza a função

g(α) = f(x + αp) (7.28)

para x e p fixados.

Após algumas tentativas utilizando métodos que encontram numericamente soluções

de equações, como método da bisseção e o método das secantes, optamos por utilizar o

Método de Pertubação da Homotopia proposto por Xilong Feng e Yinnian em [16] que

possui uma convergência mais rápida. O algoritmo para encontrar uma raiz da função

f : R→ R é o seguinte:

Dado um chute inicial x0 e um ∆x,

xk+1 = xk− 2∆xf(xn)

f(xn + ∆x)− f(xn −∆x)
−4∆xf(xn)2 (f(xn + ∆x) + f(xn −∆x)− 2f(xn))

(f(xn + ∆x)− f(xn −∆x))3

Utilizamos o algoritmo acima para encontrar a solução para a equação g′(α) = 0.

A. 9. 3. Estimativas para o erro

Nessa seção apresentaremos as estimativas para o erro quando a solução u do problema

(7.6) está no espaço W 2,p (Ω). Para isso, foi definido em [4] uma norma adequada em R>.

Para qualquer u> ∈ R> e qualquer volume de controle dual κ∗, denotamos δκ∗
i

(
u>

)

como sendo o seguinte quociente diferencial:

δκ∗
i

(
u>

)
=

u>i+1,κ∗ − u>i,κ∗
∆x

, para todo i ∈ {1, · · · , 4}.

Observe que o quociente definido acima é tal que δκ∗
1 e −δκ∗

3 são aproximações para
∂

∂x
e

δκ∗
2 e −δκ∗

4 são aproximações para
∂

∂y
.

Definição 57 Para qualquer u> ∈ R> qualquer κ∗, introduzimos uma aproximação para

|∇u| em κ∗ por

|u>1,κ∗ | =
(

1

2

4∑
i=1

δκ∗
i

(
u>

)
) 1

2

(7.29)
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e definimos a norma discreta em W 1,p
0 de u> por

‖u>‖1,p,> =

( ∑

κ∗∈>∗
m(κ∗ ∩ Ω)|u>1,κ∗|p

) 1
p

.

A verificação que ‖ · ‖1,p,> é uma norma em R> segue imediatamente da desigualdade

de Minskoviski discreta:

(
n∑

k=1

|ak + bk|p
) 1

p

≤
(

n∑

k=1

|ak|p
) 1

p

+

(
n∑

k=1

|bk|p
) 1

p

.

Observe que (7.29) justifica a escolha da matriz A em (7.27) da forma quadrática qκ∗

que nos fornece uma aproximação para

|∇u|2 ≈ |u>1,κ∗ |2 =
1

2

4∑
i=1

δκ∗
i

(
u>

)
.

Se denotarmos u>i,κ∗ simplesmente por ui, obtemos, efetuando-se os cálculos necessários,

que

|u>1,κ∗ |2 =
1

∆x2

(
u1 u2 u3 u4

)




1 −1
2

0 −1
2

−1
2

1 −1
2

0

0 −1
2

1 −1
2

−1
2

0 −1
2

1







u1

u2

u3

u4




= qk∗
(
u>

)
.

Finalmente, o teorema a seguir (veja [4, Teorema 3.1]) fornece uma estimativa para o

erro entre a solução de (7.6) e a solução do sistema (7.21)

Teorema 58 Assuma que u, solução do problema (7.6), seja tal que u ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩

W 2,p (Ω) e seja u> solução do sistema não linear (7.21), então

‖u> − u>‖1,p,> ≤ Chp−1‖u‖p−1
W 2,p‖f‖

2−p
p−1

Lp′ , se 1 < p < 2.

‖u> − u>‖1,p,> ≤ Ch‖u‖W 2,p + Ch
1

p−1‖u‖
3p−4

p(p−1)

W 2,p ‖f‖
(p−2)2

p(p−1)2

Lp′ , se p > 2.

em que h é o máximo dos diâmetros de κ. No caso do quadrado, temos que h é igual a

√
2∆x.

Do teorema acima, observamos que se h → 0 então u> → u>.
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