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Resumo

O principal objetivo desta tese é apresentar um novo método para o calculo do primeiro
autovalor para o p-Laplaciano, com condi¢oes homogéneas de Dirichlet na fronteira, inspi-
rado no método das poténcias inverso de algebra linear finita. Mostramos que o método
¢ valido para qualquer bola em RY, se p > 1, e para qualquer dominio limitado no caso
especial p = 2. Para p > 2, o método é validado numericamente para o quadrado e
conjecturamos que o método seja véalido para uma certa classe de dominios. Também

utilizamos o método para calcular a funcao seno generalizada introduzida por Lindqvist.

Palavras-chave: p—Laplaciano; Primeiro autovalor; Principio da Comparacao; Método

das Poteéncias, Funcao sen,,.



Abstract

The main aim of this thesis is to introduce a new method for computing the first
Dirichlet eigenvalue of the p-Laplacian inspired by the inverse power method of finite
dimensional linear algebra. We show the method is valid for any ball in RY, if p > 1, and
for any bounded domain in the special case p = 2. For p > 2 the method is validated
numerically for the square and we conjecture that the method is valid for a certain class
of domains. We also use the method to compute the generalized sine function introduced

by Lindqvist.

Keywords: p—Laplacian; First eigenvalue; Comparison principle; Power method; sin,

function.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, apresentamos um novo método para obter o primeiro autovalor para
o p—Laplaciano com condicoes de Dirichlet homogéneas na fronteira. O operador p-

Laplaciano, que generaliza o operador Laplaciano, é definido por
Apu = div (|Vul[P~*Vu) .

Este operador tem papel relevante na modelagem matematica de varios problemas da
fisica como, por exemplo, os relacionados a fluxos de fluidos nao-newtonianos, filtragem
de gases em meios porosos, reagao-difusao e elasticidade nao-linear.

O problema tipico de autovalor para —A, com condi¢oes de Dirichlet homogéneas na
fronteira é:

—Apu = AMulP™?u em Q,

(1.1)
u = 0 em 09,

emquel <p<oo, A€ReQCRY¢éum dominio limitado. Entende-se este problema

no sentido fraco, isto é, u € Wy ? (Q)! é solucdo fraca de (1.1) se e somente se,
/ |VulP*VuVude = )\/ |ulP~2uvdzx, para toda v e Wy* (Q).
Q Q

Neste caso, dizemos que u # 0 é uma autofungao correspondente a .

Note que se o par (A, u) verifica (1.1), o mesmo ocorre com (A, au) para todo « € R.

LW, 7 () é o fecho de C§° (Q) em W7 () (veja [18]).



Azorero e Peral garantem em [17] a existéncia de um menor autovalor \; que é po-

sitivo e o denominamos autovalor principal de —A,. Este autovalor possui a seguinte

caracterizacao variacional (veja [17]):

VulP
A = mf fQ [Vl (1.2)
ueW1 P(Q)—{0} fQ |u|p

p
wewrr@—fop \ [lullp

1
em que ||ul|, = </ |u|p) " ¢ a norma de u em LP (Q).
Q

As seguintes propriedades de A; sdo bastante conhecidas (veja Apéndice):

ou

1. A1 é simples, isto é, se u e v sdo solugoes nao nulas de (1.1) com A = ), entao

v = au para algum a € R.

2. Se u € Wy (Q) — {0} é uma solucdo de (1.1) entdo u € C® (Q) para algum
0 < a <1 e u se anula somente em 0f). Desse modo, podemos tomar u > 0 ou

u < 0 em €.

Como observado em [29], é possivel obter os mesmos resultados citados acima para
um problema de autovalor com peso w:

—Aju = dw(z)|uf2u em Q,

u = 0 em 09,

(1.3)

em que 0 < w € L™ (). Neste caso, o primeiro autovalor é caracterizado variacional-

mente como:
Vul|Pdx
)\1 — inf fQ | |

_ 1.4
wew (@) {0y Jo w(@)|ulPdz’ (1.4)

Por homogeneidade, temos

A= inf {/ \Vu|Pdz : / w(x)|uPdx = 1}. (1.5)
ueWy P (Q)—{0}
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No caso especial p = 2, isto é, o do operador Laplaciano:

N
_ 0*u
Au = divVu = L
0x:
i=1 i
ha uma teoria bastante desenvolvida na literatura sobre \;, sendo seu valor conhecido
para dominios {2 de geometria simples como bolas e retangulos N —dimensionais.

Da continuidade e da compacidade de (A)™" no espaco de Hilbert Wy* (Q) = H{ (Q)

decorre que os autovalores de —A formam uma sequéncia crescente
AL <A< A3 < <A<

e que )\, — oco. Além disso, suas auto-fungoes formam uma base ortogonal para Hj (Q2).

No caso p # 2 sabemos que existe (veja [17]) uma sequéncia crescente de autovalores:
M<Ad<Ag< <N\, < e

que possuem uma caracterizagao variacional e que tendem para infinito. Entretanto, um
problema ainda em aberto é saber se esta sequéncia fornece todos os autovalores de (1.1).
O tnico resultado conhecido nesse sentido é que nao existem outros autovalores entre \;
e )\2.

Além disso, diferentemente do caso p = 2, o autovalor A, com p # 2 e N > 1, nao
¢ explicitamente conhecido, mesmo para dominios de geometria simples como bolas e

quadrados. No caso N = 1, \; possui a expressao explicita

o0 (2 f ) () e

em que

1
ds
7Tp :2</p—]_/0 ﬁ.

Uma vez que, em geral, nao se conhece \; explicitamente, seu valor é obtido exclusi-
vamente por aproximagcoes originadas de métodos numéricos. Assim, estimativas para a

localizacao de A\; sao muito relevantes, especialmente cotas inferiores para A\, pois cotas

11



superiores sao facilmente obtidas a partir de qualquer funcao nao nula em VVO1 P (Q) em
vista da caraterizagao (1.2).

Uma das cotas inferiores de A\; mais importantes é:
A<M (1.6)

em que Aj é o primeiro autovalor de:

—Apu = MulP?u  em QF,

u = 0 em 0N,

(1.7)

em que * é a bola centrada na origem de RY e tal que |Q*| = ||, ou seja Q* possui
mesmo volume que 2 (veja [20]).

Nesse sentido, desenvolver algum método que permita obter A\; quando €2 é uma bola
é uma tarefa relevante e, certamente, util no sentido de localizar \; para dominios mais
gerais.

Apresentaremos aqui um método que desenvolvemos, inspirado no Método das Poténcias
Inverso da Algebra Linear em dimensio finita (veja [34]), para encontrar A, (seu valor
exato, pelo menos do ponto de vista tedrico) quando € é uma bola de RY centrada na
origem, valida também, quando p = 2, para dominios mais gerais. No caso p # 2, sus-
peitamos que o método que desenvolvemos vale para uma classe maior de dominios €2 e

nao apenas para bolas.

1.1 O Método das Poténcias Inverso

Descrevemos aqui, de forma sucinta, o Método das Poténcias Inverso. Dado um operador
linear, diagonalizavel e invertivel 7' : RY — RY, denotaremos sua matriz, numa certa

base, por A e

€1,€2, " ,EN

12



seus autovetores dois a dois ortogonais que formam uma base para o RY. Dado um vetor

nao nulo qualquer v € RV, construimos uma sequéncia v,, recursivamente por:
vy = V; U, = Av,_1.

Podemos escrever:
N

v = E e, = e + Qiaes + - - - anyen
i=1

Suponha que v seja escolhido de modo que a; > 0. Como os e;’s sao autovetores, obtemos:
Vpi1 = Av, = A" = a N[ ey + ap)\itley + - -an i len

Dai, se A\ for o maior autovalor de A, temos:

PN A\
U1 = AT | ager + ()\_> Qg€ + -+ ()\_) N
1 1

n+1 n+1
A2 AN
Denotando w,, 1 = x Qgeg + -+ -+ N ayen, podemos escrever
1 1
__yn+l1
Upy1 = AT (oqer + W)

Como A; é o maior autovalor de A e se A\; # \;, para todo j > 2, temos que

Wpe1 — 0, quando n — oo.

Assim,
[onpall X lorer + wn |
[[on]] lorer + wn|
_ aillen]® + [Jwnsa ||
afllex] + Jlwal?
e, portanto,
. v
1 ||n+”|::AL

[vn ]

O Método das Poténcias Inverso consiste em aplicar o raciocinio acima a A~! para obter
o maior autovalor de A~!, que é exatamente o inverso do menor autovalor de A.
Neste trabalho, estenderemos o Método das Poténcias Inverso para o operador —A e,

mais geralmente, para —A,,.
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1.2 A sequéncia ¢,

No Capitulo 2, definimos uma sequéncia (¢,) C Wy () N C* (Q) de funcdes dadas
recursivamente como solugoes do problema de Dirichlet:

—Appn = w(z)gh ) em Q,

n

=0 sobre 09,

em que ¢g = 1. Definimos ainda as seguintes sequéncias numéricas:

o bn )p‘1 H
n o= inf , ' i=su
" Q ( Qp ¢n+1 Ons1

e -
. _
w(x)r o,
[ Irwred,,
Vp =
Hw ¢"+ ’LP(Q)

Estas sequéncias possuem as seguintes propriedades, demonstradas no Capitulo 2:
1. 7, é bem definida para cadan € N e v < Ay;
2. Se I'y,, < oo para algum ny € N entao I',, < oo para todo n > ny;
<<y <N, < <T'y <T para todo n;
4. My <y, <T, para todo n.
O principal resultado do Capitulo 2 é o
Pn

Teorema 1 Sejam v := lim~y, e u, = — € Wy* (Q) N Cte (Q), em que a1 = ||¢n| €
a

n

p, oo
= In
an+1
Entao (u,) é decrescente e satisfaz
_ -1
_Apun—i—l - ’}/n’lU(fL')UZ em Q)
u, = 0 em OS2.

Além disso, (uy,) converge uniformemente para uma funcgao u € C'H (ﬁ) tal que

—ANpu = yw(z)uP! em €,
u = 0 em OS).

14



Observe que o teorema acima nao prova que ¥ = Ay, pois nao podemos garantir que

u >0 em § (veja Teorema 51 (i7i) do Apéndice). A principio, poderia ocorrer
limu,, = u = 0.

Neste ponto surge a seguinte questao:

Seja 1 < p < oo. Para quais dominios {2 e quais pesos w valem as seguintes igualdades:
limvy, = A =limI,? (1.9)

Observe que, quando as igualdades acima ocorrem, temos automaticamente que
limv, = A;. (1.10)

Fornecemos respostas parciais a pergunta acima.

1.3 Resultados

No Capitulo 3, no caso p = 2 e w = 1 , mostramos, gracas a estrutura linear do Laplaciano
e suas propriedades, que (1.10) ocorre. Além disso, observamos que, nesse caso, podemos
tomar ¢ = £ € L*(Q) arbitraria.

Quando € é uma bola em RY e o peso w é radial, isto é, w = w (|z|) mostramos, no
Capitulo 4, que (1.9) e (1.10) s@o verdadeiras. Para tanto, foi fundamental conhecermos
a expressao explicita da solugao para o problema de Dirichlet

—Ayu = f em Q,
0 em 092

(1.11)

u

no caso em que f é radial, isto é f = f(|z|). Essa expressao é dada por

)= [ ((5)" 10s) as (112

1 1 / ..
em que p’ é tal que — + — =1 e ¢y(t) = [t >t é a inversa de 1, (t) = [t[P %t e r = |z].
p p

15



Assim, se ¢9 = 1 e w = w(|x|) temos a seguinte expressao recursiva para ¢,

b (r) = /T1 (/09 (g)N_l w(s)gl " (s) ds> o do. (1.13)

Através desta expressao radial para as ¢,, demonstramos que

¢n+1 B ||¢n+1||oo N ¢n+1(0)

e a partir das igualdades acima obtemos a,, = |||, provando que u > 0 no Teorema 1.

No Capitulo 5 fizemos um estudo da funcao sen, que ¢ uma generalizacao da funcao
seno (veja [26]). Utilizando as idéias contidas no Capitulo 4, obtivemos uma sequéncia
que converge uniformemente para a funcao sen,. Esta funcao ¢ uma primeira autofuncao

positiva do problema de autovalor unidimensional:

Uy ) = Ny 0)em (a.) -
u(a) =u(b) =0,
em um intervalo (a,b) especifico.
A fungao sen, ¢ utilizada, por exemplo, na resolugao de problemas de Sturm-Liuville
unidimensionais envolvendo o p—Laplaciano (veja [11]). O desenvolvimento de métodos

para o calculo de sen, é importante como mencionado em [11].

A fungao sen, também aparece no estudo de problemas do tipo

Up(ul) + M) = (t) em (0.7) o
u(0) = u(T) =0,
em que A é um autovalor do p-Laplaciano unidimensional.
Manasevich e Takdc apresentam em [27] uma condi¢ao, envolvendo a fungao sen,,
que é suficiente para que o problema (1.16) possua solugao, generalizando os resultados
obtidos em [30].

Ja em [14], Drébek, Girg e Manésevich apresentam uma condi¢ao necesséria e sufi-

ciente (que também envolve a funcao sen,) para que o problema

Yp(u') + AMpy(u) = h(t) em (0,7,)
u(0) = u(m,) =0,

16



em que A é o primeiro autovalor do p-Laplaciano unidimensional, possua solucao.

Além disso, a fungao sen, gera, quando p > 12/11, uma base de Riesz para L? ([0, 1])
e uma base de Schauder para L?([0,1]), quando 1 < ¢ < oo (veja [8]).

O Capitulo 6 é todo dedicado a experimentos numeéricos. E importante observar que
nao nos propomos a fazer um trabalho voltado para Anélise Numérica, isto é, nao nos pre-
ocupamos em fazer um estudo de estimativas de erros ou de velocidade de convergéncia.
No Capitulo 6 desta tese, objetivamos simplesmente exemplificar e ilustrar os resulta-
dos que obtivemos e como os testes numéricos realizados nos motivaram no sentido de
demonstrar as conjecturas, (1.9) e (1.10), para uma certa classe de dominios.

Calculamos os valores de A\; para varios valores de p no caso em que {2 é a bola unitaria
de RN, com N =2,3,4ew=1.

Comparando os resultados que obtivemos com os encontrados na literatura, pudemos
observar que estes sdo mais precisos que os de Lew Lefton e Dongming Wei [21] no caso
em que N = 2 e p = 2. Por exemplo, enquanto em [21] um erro de 1,3% foi encontrado
para o caso p = 2, encontramos um erro de 0,005% nesse caso.

No sentido de reforcar a conjectura de que (1.9) e (1.10) valem para uma certa classe de
dominios e pesos, apresentamos os resultados que obtivemos para as sequéncias v, [, e v,
quando  é o quadrado [0,1] x [0,1] e w = 1. Como no nosso método precisamos resolver
um problema de Dirichlet em cada iteragao e nao possuimos uma expressao explicita para
as ¢,, como ocorre no caso radial, utilizamos um método de volumes finitos desenvolvido
por B. Andreianov, F. Boyer e F. Hubert em [4] para encontrar uma solu¢ao aproximada
de (1.11) quando Q é um retangulo. No Apéndice apresentamos, em linhas gerais, o

método desenvolvido em [4], que consiste basicamente em discretizar o funcional energia

J: Wy?(Q) — R dado por

1
J() =+ / Vu(z)Pd — / F(=)ulz)dz (1.17)
P Ja Q
cujo minimo é a unica solugao de (1.11).

17



Apoés a discretizacao, obtivemos um funcional Jt definido em um espaco euclidiano
e minimizamos esse funcional discretizado utilizando um método de gradiente conjugado
nao linear.

Observando a sequéncia v, que nos parece ter uma convergéncia mais rapida, ob-
tivemos valores muito similares aos apresentados em [21]. No caso p = 2 (que provamos
ser verdadeira a conjectura) obtivemos um valor mais preciso para A; (que neste caso é
conhecido):

A\ = 27% =~ 19, 7392.

Encontramos um erro de 0, 1%, enquanto em [21] um erro de 3% foi encontrado,

E importante observar que o erro que obtivemos tanto no caso em que ) é a bola
unitdria de RY como no caso em que é o quadrado [0,1] x [0,1] pode ser melhorado
usando uma malha mais refinada no calculo das solugoes numéricas.

Finalmente, comparamos o grafico da funcao sen,,, obtido pelo método que desenvolve-
mos, com os graficos desta funcao obtidos de outras duas formas. Uma delas foi através

da solucao da equacao diferencial:

]u’\p—l—M =1, u(0) =0,4/(0) =1
p—l Y )

que pode ser utilizada para definir sen,. A outra foi através de uma série de poténcias de
xP, apresentada em [26].

Nas Consideracoes Finais apresentamos algumas propriedades de simetria e monotoni-
cidade da sequéncia (¢,), que provamos para o caso em que 2 é um dominio simétrico
em RY. Além disso, apontamos uma possivel direcao para futuras pesquisas no intuito

de provar que (1.9) e (1.10) sao vélidas para esses dominios.

18



Capitulo 2

Construindo as sequéncias v,,1), e vy,

Vamos definir nesse capitulo trés sequéncias que denotaremos por v,,I', e v,. Para isso
definiremos uma sequéncia de funcoes ¢,, de forma recursiva.
: ALl 1,p l.a (O _
Definimos uma sequéncia (¢,),cy € Wo™ () N C** (Q) colocando ¢y = 1 e, para

n=1,23,..., ¢, é definida como a unica solucao do problema de Dirichlet:

—Apbn = w(x)gp_)  em Q, 21)
on =0 sobre 02,

em que 0 <w e L™ (Q2) — {0}.
Observe que segue do Principio do Maximo (veja Apéndice) que ¢, (x) > 0 para todo
x e

A partir de {¢,}, definimos para n > 0 as sequéncias de niimeros reais

p—1
Yn = igf ( On ) (2.2)

gbn—i—l
[, :==sup I _ ’ Pn . (2.3)
Q ¢n+1 ¢n+1 Loo(2)
e -
A _
Hw(x)pgzﬁn LP()
Vp = T (2.4)
HUJ(I)P¢n+1HLp(Q)

Nas proximas secoes faremos um estudo detalhado de cada uma dessas sequéncias.
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2.1 A sequéncia v,

Como definimos anteriormente

p—1
Vn = inf ( On ) :
Q@ \ Pyt

Uma vez que ¢, (z) = 0 para todo € 02 devemos verificar se v, esta bem definida. Para

garantir essa boa definicao vamos utilizar o

Teorema 2 (Principio da Comparacgao)

Suponha que u; € C* (Q) sejam tais que:

—Apuy < —Apug, em )

up < ug, em 0f),

no sentido fraco. Entao

w; < ug em Q.

No Apéndice, apresentamos uma demonstracao do teorema acima.

O teorema a seguir ira nos garantir a boa definicao de ~,:

Teorema 3 A sequéncia (¢n), oy Satisfaz

0 < ¢n < |P1]log 1 em £

para todo n > 1.

Observacao: Como consequéncia desse resultado temos

Pn 1

> >
¢n+1 ||¢1Hoo

p—1
Vn = inf ( On )
Q@ \ Pns1

20
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estd bem definida.
Prova. Como ¢, > 0 em  para todo n, resta-nos mostrar que ¢,, < ||¢1||co®n—1. Faremos

isso por indugao em n. Trivialmente temos que

o1 < [|¢1]lo0 = D1l 2o

Assuma que

¢n < ||¢1|| ¢n—1-

Vamos mostrar que
Onv1 < |G| @n-

Pela hipétese de inducao temos:

~Apdnir = w(@)h " < % w@)dh = =2y (1]l 6n)  em 2,

Assim

_Ap¢n+1 g _Ap (||¢1”oo (bn) em Qa
Prni1 = 0= ||p1][ o Pn em 02,

Segue do Principio da Comparacao que

¢n+1 < H¢1||oo ¢n

como queriamos. W
Mostraremos agora que (7,) é uma sequéncia crescente e limitada. Precisaremos do

seguinte lema

Lema 4 Seja Q C RN um dominio suave e h > 0 uma fungdo continua e ndio negativa.

Seu € Wol’p (Q)ncte (ﬁ) ¢ uma solugao positiva do problema de Dirichlet

—Aju = w(z)uP P +h  em Q,
u=20 em OS2,

(2.5)

Entao h = 0 em Q e consequentemente u € uma autofuncdo positiva correspondente ao

primeiro autovalor \y.
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Prova. A demonstracao que apresentamos aqui é uma adaptacao daquela apresentada
em [1, Theorem 2.4] e é baseada na seguinte desigualdade, consequéncia da identidade de

Picone (veja Apéndice):

D
|VwP>|vmp2vu-v(:w ), (2.6)

up~1

valida para todas funcoes u, w definidas em €2 que satisfazem u > 0 e w > 0 em (2.

Multiplicando a equacdo (2.5) por v € Wy (Q) e integrando em  obtemos
/ \Vul" > Vu - Vo de = /(Alw(:c)up_l + h)vdz (2.7)
Q Q

Seja u; € VVO1 P(Q)n o (ﬁ) uma autofuncao positiva correspondente a A;. Temos que

wu e WP (Q) (veja [1] ou [31]). Assim, tomando v = —1r em (2.7) e aplicando em

up—1 p—1

(2.6), obtemos

P
/ |Vuq | da > /(x\lw(x)up_l + h)u—lldx.
Q Q ub™

logo,
Up
0= / |Vu1|pd93—/)\1w(:v)u’fdx >/h 11dx >0,
0 Q o ub”
e assim
p
u
/h Ldr =0
o ur!
Como uﬁl > 0 em €2 e h é continua e nao negativa segue-se dai que h = 0.1

Teorema 5 Para todo N > 2 valem as sequintes propriedades:
(i) 7o < A1
(1) Yo < Yo < Yng1 < A1
(111) Existe
v = limy,
€Y% <Y< AL

22



Prova. A propriedade (iii) segue imediatamente de (i) e (ii). Para provar (i) utilizamos

um argumento de contradicao. Assuma vy > Ay e defina
h=w(r) = Mw(z)¢t
pela definicao de 7, segue que
h > w(x) - yow(z)gh ' > 0.
Escreva
—Apr = w(z) = Mw(z)gi ™ +h  em (),

¢1 =10 em Of).

Pelo Lema 4 concluimos que h = 0 e entdao \w(z)¢? " = w(z) para todo z € Q e assim

)\1¢71’_1 = 1 e portanto ¢, é constante, o que contradiz

—Ayp1 = w(x).

Concluimos assim que vy < A;.

Para demonstrar (ii), observe que vy < 7, pois do Teorema 3

p—1
o= 1p_1<<¢n> '
161115 Ont1

A prova da monotonicidade de 7, é feita via Principio da Comparagao (Teorema 2 ). Por

definicao temos que

~ 800 = w(@) ) > g w(@)en = =2, (W oun)  em
On =0= Ppi1, em OS2,

0 que mostra

1/(p—1
d)n 2 ’Yn/,({) )gbn—l-la

Essa desigualdade implica que
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donde (7,) é uma sequéncia crescente. Para concluir a demonstragao resta-nos verificar
que v, < A;. Tal como fizemos acima, suponha por absurdo que 7, > A; para algum n.

Entao:

Mw ()¢l < ynw(@)dh iy < ( on )p_l (@)1 = wiz)eh ™,

sendo que a segunda desigualdade é uma consequéncia da definicao de ~,. Defina

hi=w(x)(eh ™ = Mdh) >

em (2. Uma vez que

Apbnir = w(z)gk™t = Nw(z)gbo) +h in Q,
Gni1 =10 on 09,

segue-se do Lema 4 que h = 0. Assim

w(r)pl !t = \w(r)¢h, |, para todo x € Q (2.8)

&n
¢n+1

p—1
) é constante igual a A\;. Desse modo, podemos escrever:

(e N (qﬁn )“
' (¢n+1) lg ¢n+1 n

Por outro lado também segue-se de (2.8) que

e assim temos que <

w(@)g5 = =Dyt = =AM P V6011) = A (=Apbait) = Mw(z)gh

p—1 p—1
() () e

Podemos repetir esse argumento até concluir que

Assim temos que

)\1 = "o,

que contradiz (i). W
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2.2 A sequéncia ',

Definimos
p—1

. Sup( On )p‘lz‘ O
Q ¢n+1 ¢n+1

Observamos que a sequéncia I',, pode nao estar bem definida. Como ¢ =1 e ¢; = 0

(2.9)

@)

sobre 02 temos que
p—1

do
o1

Entretanto, se pudermos garantir que I',, < oo para algum n, entao I',, < co para todo

FOZ‘ = Q.

o0

n > ny.

Teorema 6 Assuma que 'y, < 0o para algum ng > 1. Entao

o \"
< - > <I,, paratodon > ng
¢n+1

e portanto (I'y,) estd bem definida e € limitada para n > ng. Além disso, a sequéncia (I'y,)

€ decrescente para n > ny.

Prova. Faremos a prova por inducao. Suponha que para algum %k tenhamos
Tposr <o < Ty

Entao para j = ng + k observamos que

K28

p—1 1
ml) o < Tyw(a)dfy = =4, (F;’1¢>j+z>
J

By = wlo)ey ! = o)

em () e
$jp1=0=T7"¢;15 em 99

Segue do Principio da Comparagao (Teorema 2) que
_1
Gje1 <T7 @i in

E obtemos que
p—1

Pjt1
J < Ty

¢j+2

25
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Logo (T',,) é decrescente e se I',,, é finito entao I',, serd finito para todo n > ng como
queriamos. W

Garantir a existéncia de tal ny pode ser tarefa dificil dependendo do dominio €2. En-
tretanto, para casos especiais, somos capazes de garantir que I',,, € finito para algum ny,

como nos garante o préximo teorema.

Teorema 7 Seja Q2 = Bpr a bola centrada na origem de raio R e considere w(zx) = w(|z|),

isto €, o peso na equagdao (3.4) seja radial. Entao T'y € finito.
Prova. Como w é radial e Q = Bg temos que ¢,(x) = ¢,(|z]) = ¢dn(r) e

¢mm:<[1(%f(gf“4w@xm_a@w*wﬁp%dw (2.10)

Desse modo, se © € 0Bg entao da regra de L’Hopital temos

bulr) mm_hmﬁm:< S w(s)ds )*

b2(z) fOR sN=lw(s)vy(s)P~tds

G2(x) =R G2 (1) R 9y (1)

< 00,

pois ¢ > 0 em €. Assim

o1\
I'h =T, =sup (—1) < 00.
o \ 92

2.3 A sequéncia v,

Definimos v,, da seguinte forma:

p—1

Hw@)p% LP(Q)
Up =

\ Je@?on]

Lp(Q)

A sequéncia v, estd bem definida pois ¢,, € Cy™*(Q) ew € L™ (Q) é continua. Mostraremos

no teorema a seguir que v, esta limitada superiormente por I',, e inferiormente por \;.
Teorema 8 Para todo n > 1 temos que

/\1<Vn<Fn
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Prova. Por definicao ¢, satisfaz

Appni1 = w(z)pr™t em (2,
¢n =0 em Of).

Multiplicando por ¢,,,1 e integrando obtemos

IVl = /Q Vi di = /Q (@)

De acordo com a Desigualdade de Holder temos

/ W(2) ¢ dnsrde = / w(2)5 B w(@)F fusada
Q Q
< [lw(@) T ¢yl (@) 7 dusally
— Jw (@) Gl (@) 7 drs |-
Assim

1 _ 1
/Q Vnal” do < (@) dul2 (@) o,

Da caracterizagao variacional de A, dada por

Vo |Pdx
A= inf —fQ [Vl
vewgP@\foy Jo w(@)|v[Pdz’
e da equagao (2.11) seque-se que
p—1

A < o lVonnlde <H“’ “on|

($)%¢n+1 )

Jow(@) |fni1|” do Hw ¢n+1

B ( (@) dull, ) .
[w(@)? @il

_ 1 bn )p L )p
(@) bl ()7 b, d
lw(2)? dryalp (/Q (¢n+1 w(w)? ¢y, dx

1 b ‘1( >
< 1 »
 w(@)r nplly Ont1 || oo /Qw( x)? @ 4 da

1 1
= —— I fw(z)? dniallp

[w(2)? drsallp +

= Fn7

mostrando Teorema. Wl

Do Teorema anterior, decorre imediatamente o seguinte corolario:
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Corolario 9 Se

Entao

lim v, = ;.
Além disso, do teorema 5(7i) e do teorema 8 decorre:

Corolario 10 Se I',,, for finito para algum ny > 1, entao para cada n > ng existe pelo

2.4 Conjectura sobre o primeiro autovalor e a primeira

menos um x, € §) tal que

autofuncao
Nas secoes anteriores, mostramos que

(i) v» é mondtona crescente e limitada acima por Ay;

(i) Se existir ng tal que I',,, < oo entdao \; < T',, < oo para n > ng e I', é mondtona

decrescente;

Tendo em vista que v, e I',, sao mondtonas e limitadas temos que existem seus limites

quando n — oco. Assim, se denotarmos
v :=limy, el :=1lim[,

temos que
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Conjectura 11 Para uma certa classe de dominios €2 temos

)\1:")/:F

em particular, pelo Teorema do Confronto,

V:/\h

em que v = lim v,.

(2.12)

No sentido de tentar encontrar uma sequéncia de fungoes que converge para a primeira

autofuncao de —A,, definimos para cada n € N a seguinte fungao

_ %
Up = —,
an
em que a, ¢ escolhido de modo que
(7% 11 ¢n
= Yn mf
Ap41 7 gbn—i—l
Desse modo, se definimos
a1 = |1l ;
entao
ai ai ®2
= oy = - = ol | 2
e T P
Q ¢
e de forma geral
ol 1 1 G2 || ¢
Uy = —— = a = l[¢1l
inf ﬁ inf @ inf —(bn ¢ ¢2
Q ¢y Q2 @3 Q ¢n
Assim, podemos escrever
Pn
= 191l H '¢2 .‘¢ 1
Observe que
o H Pk ‘
co — S —1Lllco
foule = | 20| < |22 hoa
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Dai

P2l s b
Pr-1ll o Pr—1

Assim, obtemos a seguinte desigualdade para a,:

[e.9]

IP2ll0 [193]l0e . _NPnll
I91lle 1P2llce lPn-1llo

Qnp, 2 H¢1Hoo

= [|onll -

Segue-se da definicao de u,, que

On_ <.
19nl o

Up <
Além disso, a sequéncia de funcoes u,, é convergente como mostra o teorema a seguir:

Teorema 12 Seja (u,) € W7 (Q) N Che (Q) a sequéncia de fungées definida acima.

Entao (u,) é decrescente e satisfaz

_ —1
_Apun+1 = ’an(x)ug em Q7

U, =0 em Of).

Além disso, (u,) converge uniformemente para uma fungdo u € C1* (ﬁ) que satisfaz

—Apu = yw(z)ub~t em €,
u=20 em 0.
Prova. Por definicao
o (anrl
Un+1 = .
Ap41

Dai

_ p—1 p—1
B = 2 ey (L) o) () = e

[ an+1

Por outro lado, pela definicao de a,, temos

¢n+1 _ ¢n+1 inf (bn g ¢n+1 (bn _ ﬁ

Un4+1 =
Ap+1 Qp, Q ¢n+1 Qp, ¢n+1 Qp

U

isso mostra que (u,,) é decrescente e portanto podemos definir v em Q por

u (z) = limu, (z) para cada x € Q.
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Como (u,) € C* (Q), 0 < u, < up e 0 operador (—=A,) "' : C°(Q) — C°(Q) é com-
pacto, segue-se dai que a sequéncia (u,) possui subsequéncia uniformemente convergente
para u. Note que esse raciocinio pode ser aplicado a qualquer subsequéncia e, portanto,
obtemos que toda a sequéncia (u,) converge uniformemente para u.

Como —A, é continuo podemos passar o limite em

—ApUn i1 = Ypw (37)“%71

para obter

—Ayu = yw(x)uPt.

Observacao:

Em vista de nossa conjectura, o teorema anterior sugere que u é a primeira auto-
funcao de —A,. Entretanto, ainda que nossa conjectura seja verdadeira, nao podemos,
a principio, garantir que u é uma autofuncao. Para garantir esse fato devemos mostrar
que u nao é identicamente nula em . Observe ainda que, se mostrarmos que u % 0

automaticamente garantimos que v é o primeiro autovalor de —A,,.
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Capitulo 3
Ocasop=2ecew=1

Nesse capitulo apresentamos uma prova parcial da Conjectura 4 apresentada na Secao
2.4, no caso em que p = 2 e w = 1, que é o problema classico de autovalor do Laplaciano,

mostraremos que v, — Aj.

n
[[6nlloc

primeira autofuncao de —A uniformemente em compactos K CC §2.

Também mostraremos que, no caso p = 2, a sequéncia ird convergir para a
Utilizamos fortemente a estrutura linear de —A e o fato de que seu conjunto de auto-
fungoes forma uma base de ortogonal para L?((2).

Lembramos que o produto interno em L? (2) é dado por:

(u,v) :/qudx

e que o problema de autovalor para —A:

—Au = Au em (),
u = 0 em 01,

(3.1)

possui um sequéncia crescente de autovalores

O<>\1<>\2<)\3<...

de modo que A; é isolado. Além disso, as autofuncgoes associadas formam uma base de

Hilbert ortogonal para L? (2).
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Sem perda de generalidade, denotaremos por (e,), .y C Wy ()N C? (Q) a sequéncia
de autofun¢oes normalizadas pela norma L? (), isto é, |le,||2 = 1 para todo n € N.

Como (e,) forma uma base ortonormal, temos que dado £ € L? (2) podemos escrever

f = Zakek. (32)
k=1

Denotando por ky o menor inteiro k£ tal que oy # 0, podemos escrever

f = Z A€l . (33)

k=ko

Lema 13 Seja & >0 com & = Z e, e seja o € Wy? ()N C? (Q) solugdo de
ke=ko

—Ap = & em(),
e = 0 em 0N.

Entao

Prova. A demonstracao é uma consequéncia da linearidade de —A:

Z aper =§ = —Ap = Z (0, ex) (—Aex)
k=ko k=ko
= Z Ak (0, ex) ek,
k=ko
donde obtemos
o7
, € =5
(¢, ex) "
e o lema estd demonstrado. H
Dado & = Z ager, construimos uma sequéncia (¢,,) da seguinte forma: ¢y = £ e para
k=ko

n > 1, ¢, é a solugao do seguinte problema de Dirichlet:

_A¢n = ¢n71 em Q7
on = 0 em 0.

(3.4)
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Lema 14 A sequéncia ¢,, definida em (3.4) € tal que

[e.9]

¢n = Z %616)

k=ko " K

[o.¢]
em que & = E Q€.

k=ko

Prova. A demonstragao é uma consequéncia do lema anterior. Escrevendo

00
é = Z Qe

k=ko
e como
—A¢r = {emQ,
o1 = 0em 09,
segue-se do lema anterior que

o1 = Z i_zek-

k=ko

Suponha que o resultado seja verdadeiro para n, isto é:

[oe)
O
¢n - Vek’
k=ko K

provaremos que o resultado é verdadeiro para n + 1. De fato, uma vez que

_A¢n+1 = ¢n €m Q7
qbn-l—l = 0 em aQ)

segue-se do Lema 14 que

oo Ok 00 a
A7 k
Pnt1 = )\_kek = Z Wek-
k=ko K k=ko 'k
e o lema estd demonstrado M.
(0]
Mostraremos que, se £ = Z ager, e ¢, for dada por (3.4), entdo a sequéncia
k=ko
ol
=
[Pnt1l2
é tal que
Vp — /\ko‘
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[[@nll,
[ @n-t1lls

Teorema 15 limy, = lim

= Mpy-

Prova. Se ¢ = Z agey, decorre do Lema 14 que
k=ko

o0
6773

¢n = Vek

k=ko

Suponha que o autovalor \g, possua multiplicidade r € N, assim, podemos escrever:

o) ko+r—1 [e%) n
Ak
On = —ek )\n Z apep + Z —ek O <€§ + Z (/\—0) Oék€k> )

k=ko Ak ko k=kq k= k0+r

em que

é a projecao de & no autoespaco gerado por A,.

Denotando

Y = i (%)nakek (3.6)

k=ko+r
podemos escrever
1
On = 2 (ec + ). (3.7)
ko
Afirmamos que
Y, — 0 em L*(Q). (3.8)

De fato, utilizando a estrutura ortogonal de (e,) € L* (Q) e o fato que ||e,||2 = 1 obtemos:

o0 )\ 2n )\ 2n e} )\
|mﬁ=§j(f)ak( “) Y a nm( “)—w

A
R ko+r R kotr

pois Ak, < Agoir € a afirmagdo estd provada. Portanto, utilizando (3.8) e o fato de que

L* () ¢ um espago com produto interno temos:

1
2 2 2
n n 3 - "
. WHz_im(%MW+¢”2):Mwm<”Q¥ wwg) e

[ e + Vil leell2 + a2

e o teorema estd demonstrado. W
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Observamos que, se £ € L? (ﬁ) for uma funcao tal que £ > 0 em quase todo ponto de

Q2 e se escrevermos £ na base {e, }5°, isto é

§ = Zakeka (3.9)
k=1

entdo podemos tomar a; > 0. De fato, uma vez que (e, ej) = 0,5, em que

1 se 1=y

0 se 1#7

5ij -
temos:
ap = <§,6k>, k= 1,2,...

Dai, tomando e; > 0 em ) (lembre-se que a primeira autofunc¢ao pode ser tomada positiva

em (), obtemos:
ar = (&, er) = / gerdr >0,
Q

e assim, tomando £ > 0 obtemos que v,, — A;.

3.1 Convergéncia uniforme

o
Nessa secao, mostraremos que se £ = g agey, € e¢ for definido por (3.5), ent@o a sequéncia
k=ko

n

converge uniformemente para A, em qualquer compacto K CC suppes.
n+1

Para demonstrar esse resultado, precisaremos de alguns lemas. O primeiro deles nos
fornece uma estimativa para a norma L™ ({2) das autofungdes de —A e sua prova pode

ser vista em [24].

Lema 16 Se e for uma autofuncao de —A associada a um autovalor \ entdo

N
lelloo < 4™ V/IQUAZ [le]l2. (3.10)

A prova do lema a seguir pode ser vista em [22]:
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Lema 17 Se A\ € 0 k—ésimo autovalor de —A, entdo

1
>
- C

z|o

Ak kW,

em que C' = C(N,|Q2|) € uma constante positiva que depende apenas de N e 2.
. o N .

Lema 18 Se j for um inteiro tal que j > 5 entao

= /1\ _ N¢i
Z(Ak) <S5 N <% (3.11)

em que C' € uma constante positiva que depende apenas de N e €.

Prova. Do Lema 17 temos que

1
>
- C

z|o

A k

: ... . N
Assim, para qualquer inteiro j > 5 temos:

. 2j .
(1Y = 1\ ¥ [y NCY
—_— < J — J 77d =
E (/\k> < E (k;) <C’/1 s"Nds 2j—N<OO’

k=1 k=1

N
pois j > 3..

Lema 19 Se ¢ = Z agey, entao
k=ko

leer] < 4VVIQUIN (€] (3.12)

Prova. Segue-se imediatamente de (3.10) e do fato que ay = (€, ex):

ower| = [(E ex)en] < [I€llallex]l2llexloo-

N
= [&lzllerlle < 41N (I€]I2
_

Teorema 20 Seja (V) a sequéncia definida em (3.6). Entao

Y, — 0 uniformemente em €.
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o0 )\ n
Prova. Como 9, = Z <%) ager, de (3.12) temos
k

k=ko+r

0l < VI el 3 0 (A)

ko+r

Para n > 2N temos

Ako RSO VI S N
k%r)\ ( ) N k_z: )\k ()‘k) ()‘k)

VAN
>
N
<=
7N
ERPs
ES
X
~_
3
b
=
byl

3N N
Tomando 7 = - > - IO Lema 18 tem-se:

7N
2

| < e

A n
I el ( b ) .

>‘k0+r

Como < 1, segue-se que
ko+r
[¢]lc = 0.
[ |
. A . 1 . .
Corolario 21 A sequéncia de fungoes ¢, = Va (ee +¢y) satisfaz as seguintes pro-
ko
priedades:
(i) e
[fnlloc lleells
L lle
1) lim ———— = A\, ;
e P
(i1i) Se K CC suppeg, entdo
On
— A
¢n+1 ko

uniformemente em K.
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Prova.

(i) Desde que
On = 7 (€c +¢y)
e 1, — 0 uniformemente, obtemos |leg + ¢, || — ||e¢llo donde segue que

¢n €¢ + ¢n N €¢

[@nllsc llee +nllo  lleclloo
(i)

”(bn+1Hoo H€£ +wn+1Hoo
= A

(iii) Seja K um conjunto compacto tal que K CC suppee. Como |[|¢),]] — 0, dado
1. .
c=3 l%f le¢| > 0 existe ng tal que
|0 lso < ¢ para n > nyg.
Assim, se n > ng entao, em K, temos
: : L.
e+l  lecl = Il 2 i leq] — [ oo = infleg] — - infeg] = ¢ > 0

e entao

Pn

¢n+1

X ‘wn - wn+1|
0 €¢ + ¢n+1

= Ak
0 |€$ + ¢n+1|

_/\k0 —

Ak
< 2—|[¢hnloo-
c

_ /\k0

Portanto, se n > ng obtemos

’ Pn
¢n+l

o que prova a afirmagao (iii). W

A
= Ao|| <27 [alleo = 0,

o0

Observacao: Se tomarmos as autofungoes e, normalizadas pela norma do sup, podemos
obter o primeiro autovalor e a primeira autofuncao de —A. Como mencionamos no final

da secao anterior, se £ > 0 em {2 obtemos que

o0
§= Z Qe
k=1
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¢ tal que oy > 0 e obtemos que v, — A;. Neste caso e; = aje; e como e; > 0 em 2 temos

do corolario anterior que

On ee e
_ — e

- - -
[fnlloe lleelloo llaren]loo

uniformemente em todo compacto K CC suppe; = €.
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Capitulo 4

Dominios Esféricos

A prova que apresentamos no capitulo anterior para o caso em que p = 2 e w = 1 nao

se aplica quando p # 2. Naquela prova utilizamos fortemente as caracteristicas de —A,

como sua estrutura linear e o fato de suas autofungoes formarem uma base ortogonal para

L*(Q). Tais caracteristicas ndo estdo presentes em —A,, com p # 2.

Neste capitulo apresentaremos uma prova completa da Conjectura para o caso em que

Q) é uma bola em RY e o peso w é radial. Sem perda de generalidade (veja Introducao),

vamos assumir que 2 = Bj(0) é a bola unitéria centrada na origem. De fato, se u €

Wy (By(0)) é autofuncao de

—Apu = dw(|z))|ulP2u  em By(0),
u = 0 em 0B(0),

definimos v : Br(0) — RY por
_ 2)
v(y) = u < 7))
Afirmamos que v € W, ? (Bg(0)) é uma autoufuncio de

—Apv = pw(ly))|v(y)[P"*o(y) em Bg(0),
v = 0 em 0Bg(0).

A
em que i = £ e W(Jyl) = w (%) Vejamos:
1
Vyo(y) = vau(x), em que T = =

(4.1)

(4.2)



e dai

Assim,

A
Logo, v é autofuncao de (4.2) relativa ao autovalor p = T Inversamente, podemos
ver que se p ¢ autovalor de (4.2), entdo A = pRP é autovalor de (4.1). Portanto, se

denotarmos o primeiro autovalor em € por A\; (), temos:

M (B1(0)

M (Ba(0) = 2

Nossa estratégia para demonstrar a conjectura para o caso radial é mostrar que vale

a igualdade

o\ bl
f = 4.3
m (%) Toms e (4:3)

Em virtude desta igualdade, a sequéncia a,, que definimos na Secao 2.4 seria tal que

Ll 1
Y R /) e Pn—1
inf — inf == inf

Q Py Q @3 Q¢

=il ol Tl — 1 9alee-

1P2lle 193]l lI¥nllo

e a correspondente sequéncia de fungoes u,, seria dada por

_ P P

Uy = 4 = ———.
oa H(anoo
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Tal como fizemos na Sec¢ao 2.4, teriamos que u,, convergiria para a primeira autofuncao

u de —A,, pois
|u|lo = lim ||ty ||oo = 1 > 0.

No sentido de demonstrar (4.3), o lema a seguir (veja [3]) serda fundamental.

Lema 22 Sejam f,g : [a,b] — R fungoes continuas sobre |a,b| e diferencidveis em (a,b).
!
L, for crescente (decrescente), entdo

Suponha que ¢'(z) # 0 para todo x € (a,b). Se ;

também sdao crescentes (decrescentes) as sequintes fungoes

/
(z) >0
9(z) — g(a)
Por exemplo, se ¢'(z) > 0, segue-se Teorema do valor médio de Cauchy que
| J@
g () _ T —a _r—a
9(x) —gla) g(x)—ga)  d(y)
r—a

Analogamente, mostramos que se ¢'(x) < 0 entao

g'(r)
@) —g(@ "
Assim, temos
d (f(rr) — f(a)> G g'(x)  flz)— fla)
dz \ g(x) — g(a) g(z) —g(a) g(z) —gla) g(z) — g(a)
f' () g@) [fla) _,
g(x) —gla) g(x) —gla) g'(x)



f(x) — f(a)

e, portanto, é crescente.

" o) — gla)
Caso = seja decrescente, entao os mesmos argumentos mostram que M é
9 9(x) —g(a)
- fl@) = fb) .. -
decrescente. A demonstracao para o caso W é feita de forma similar. H
g\r)—4g

Teorema 23 Sejam p > 1,09 =1 e paran > 1:

1

bn (1) = /Tl (/09 ()" weaie) ds) a0 0<r<1, (4.4)

Entao, para cada n > 1 a funcao ¢, € estritamente decrescente e para cada n > 0 o

quociente ¢ estritamente crescente em [0, 1].

n+1

Prova. Do teorema fundamental do cdlculo temos

&, (1) = - ( / () w@eres ds) )

para r > 0 e, portanto, ¢, é estritamente decrescente para n > 1.

Desse modo, concluimos imediatamente que % é crescente (pois ¢y = 1). Logo,
1

o resultado é verdadeiro para n = 0. Vamos mostrar, por inducao, que o resultado é

n—1
Pn

Observando que ¢, (1) = ¢pn41 (1) = 0, podemos escrever

verdadeiro para todo n. Suponha que seja estritamente crescente para algum n > 1.

¢n ¢n (T) B ¢n (1)

(r)

Gnt1 - Grp1 (1) = dpga (1)

Pelo lema anterior, para demonstrarmos que o quociente acima é uma funcao estritamente

/
: o, (1) . :
crescente para todo n basta verificarmos que ,"—() é uma funcao estritamente crescente.
n+1 (T)
De fato, como

v (] e s

/ T
i (1) / sN=Tw(s) ﬁ_l(s)ds
0
e a funcao £ — & 16 crescente, basta mostrarmos que
|t (s
0
/ sN=Lw(s) b~ (s)ds
0
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¢ crescente. Observe que numerador e denominador se anulam em r =0 e

(Alle@sz@dﬁj(@lﬂﬂ>pl
( /0 TsN—lw(s)gbﬁ_l(s)ds)

é estritamente crescente pela hipotese de inducao. Segue-se entao do Lema 22 que
T
/ NP~ (s) ds
0
‘a
/ sN=1¢07 1 (s)ds
0

Pn (1)

¢é estritamente crescente e o teorema esta demonstrado. W

Vn = inf( On )p—l = (M)p_l.
" B gbn-l—l ||¢n+1||oo

Prova. Como ¢, e ¢,41 sdo fungdes decrescentes, temos ||@,||., = ¢n (0) € ||Pni1ll, =

Corolario 24

" ¢ decrescente. Portanto

®n+1(0) . Além disso, do teorema anterior temos que
n+1

mqfay*:C@@J“L(umu)H
5 \bnn 9nt1(0) [fnills)

A seguir apresentamos o principal resultado desse capitulo. By denota a bola unitaria

de RM e \; denota o primeiro autovalor de 4.1.

Teorema 25 Seja (u,) a sequéncia definida por

Pn

Up = ——

[6n]]
para cada n € N. Entao,

v =limy, =X\ (B1>

e (u,) converge uniformemente (e monotonamente) para uma funcao positiva u € C1* (E)
tal que ||lul|, =1 e
—Apu = Mw(|z|)uP~? em By,

u=0 em 0B;.

(4.5)

45



Prova. Observamos que a sequéncia (u,) é a mesma que definida em (2.13), pois aqui,

como comentamos no inicio desse capitulo, temos

B Y O SO W Y N S
Tt @ o ol Tele Tenll
R T N S P

Assim, (u,) satisfaz o seguinte problema nao linear

_ApunJrl = Pan(‘g)uﬁ_l

U, =0

em B,

em 0B,

= [[#nlls -

(4.6)

e é decrescente. E do mesmo modo que fizemos na demonstracao do teorema 12 podemos

passar o limite na expressao acima e obter (4.5). Entretanto, diferentemente do que

ocorria no teorema 12, obtemos aqui a seguinte informacao adicional:

[tnl oo =1

para todo n € N o que nos permite concluir que |lu|| = lim |ju,||,, = 1, desse modo, a

funcdo u nao é identicamente nula e, portanto, v = A1 e u (veja teorema 12) é a primeira

autofuncao.ll

A seguir, mostraremos que a sequéncia
n+1

cada conjunto compacto contido em Bj.

Lema 26 Para cada 0 < e <1, defina

Entao:

&
b

¢n)’
0 < < K.
(¢n+1

o0

sobre o intervalo [e,1 — €.

converge uniformemente para A; sobre

(4.7)

Prova. Como (I',) é uma sequéncia decrescente e I'; ¢ finito (veja teoremas 6 e 7) temos

4
%

“%
¢n+1

|

Y
[e.e] o0

46
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e dai

o< ( O )’: Oniin = Onbhis _ n |Sna| 100l _ dn |G|
= ¢n+1 ¢%+1 ¢n+1 an-i-l an D an—&-l ¢n+1 '

Logo, é suficiente mostrar que

M < K. em[g,1—¢]
¢n+1

Como

temos

> ([ G) @) et
= 2 6
Portanto,
ﬁiﬂgfg em [g,1 — €]

e o lema estd demonstrado. W

Teorema 27 Para cada 0 < € < 1 fizado temos que

EeT

uniformemente no anel Q17 :={e < |z| <1 —¢} C By.
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Prova. De (4.7), (4.8) e do Teorema de Arzela Ascoli segue-se que (¢n—(7”)) possui uma

¢n+1 (T)
On (1)

subsequéncia, que também denotaremos por <—), que converge uniformemente

¢n+1 (T)

para uma funcao v € C'([g, 1 — ¢]).

_ On ()

Tomando u,, (|z|) = como na prova do Teorema 25, podemos escrever

16nllo

o ( O ) -1 -
—Aptup = w(|z) ——— = w(|z|)ub ] em Q.7°.
pes =0 = () et

Fazendo n — oo obtemos:

—Ayu = w(|z])oP il

Como u ¢ uma autofungao (veja Teorema 25) temos que
MuP~t = vP 1y~ para todo x € QL 7F

portanto
Pl =)\

¢ (1)

Com o argumento acima, temos que dada uma subsequéncia qualquer de (—)
Grv1 (1)
esta subsequéncia possui uma sequéncia que converge uniformemente para \; e, portanto,
toda a sequéncia converge uniformemente para A;.H

A seguir apresentamos uma consequéncia do teorema acima, completando a prova da

Conjectura 4 para o caso da bola, isto é, mostraremos que limI',, = A;.

Corolario 28 Sel =1lim1I',, entao

Prova.

B dn \7 ( & (1) )_ ( ¢!, (1) )
“‘S&@M> = \snm) “\a.0
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) /O lszvlwfs> (%(s))p_l (?"n—ii)pl ds'
[ st (%) ds

p—1
1. N . . . ¢n71
Para utilizar o teorema da convergéncia dominada vamos verificar que A; = lim ( )

Pn

para quase todo r € [0, 1].

an—l

n

p—1
Mostramos, no teorema anterior, que A\; = lim ( ) uniformemente em 7.

Dessa forma, se M for o conjunto tal que
S \"
( ) AX

McCI.UJ_.

temos que

em que I. = [0,e] e J;_. = [1 —&,1]. Assim, temos que, para todo 0 < € < 1, a medida
de M é tal que

| M| < 2e.

n—1

n

p—1
Logo |M| = 0 e portanto ( ) — A1 para quase todo r € [0, 1].

an—l e gbn an (|l‘|)
O llonlls [[6nlo

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para obter

p—1
Como sao limitadas e u (|z]) = lim ( ) podemos aplicar o

e [ S (A (s) ds
b= hm( ?Zf&) - /0/13le(s)up1 () ds e

Como v, < v, <T,, vale o seguinte corolario
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Corolario 29
p—1

v = lim d = A\

Na verdade, temos um resultado um pouco melhor que o apresentado acima:

Corolario 30 Para qualquer g > 1 temos

p—1

¢n (|2])
1énllo

p—1
Prova. Assim como fizemos anteriormente, se u (|z]) = lim < ) , entao segue-se

do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue que

B 1
o]\ [ uts)o o) ds
lim q = lim 9

1 1
Jw@)idnn SNlw ()l () ds

q

1
N-1 . onl(s) \? 1
. (Hqﬁnl\oo )p‘l /OS w(3>hm<||¢>n||oo> ds
= my\|\ -——-——- T
[nt1llo sN=lw(s) lim ( Pr+1(s) >q ds
0 ”¢n+1||oo

p—1
q

/0 N L(s)ut (s) ds

=N | L
/0 sN=lw(s)ud (s) ds

- )\1.

20



Capitulo 5

A funcao seny,

Nesse capitulo, estamos interessados em estudar uma autofuncao especial do caso unidi-
mensional, a funcao sen,. Sua definicao surge a partir do estudo do problema de autovalor
unidimensional para o p — Laplactano.

O problema de autovalor unidimensional de Dirichlet para o p — Laplaciano é dado

por:

—ap, () = M, (u)  ifa<z<b,
u(a) =u(b) =0,

(5.1)

em que 1, () =t |t > el < p < oo.
A existéncia de uma sequéncia de autovalores e autofungoes para o problema (5.1) é
garantida em [28]. Assim como ocorre no caso N > 2, A\;, o primeiro autovalor, é isolado,

simples e possui a seguinte caracterizagao variacional:

)|Pd
N A L T IR E1 3
f |u |pdl’

Uma particularidade do caso unidimensional é que todo o espectro é conhecido. O

espectro é discreto e todos os autovalores, Ax, sao simples e dados por
Ak = kpAi( veja [19]).

Observacao: Se \; for o primeiro autovalor de

b
_w/p(vl)/:)\?ﬂp(v) Sea<x<m:_a; 7

v(a) =" (m) =0,

(5.2)
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e vy ¢ a correspondente autofuncao positiva, entao \; também é o primeiro autovalor de
(5.1) sendo
vy (2) if a

(@) s
U \r) =
vy (a+b—x) ifm<z<

a correspondente autofuncao positiva.
De fato, se x € [a,m], entdo decorre da defini¢ao de u; que ui(x) = vi(x) e, portanto,
ui(a) = 0 e —tb, (u}) = A, (u1). Por outro lado, se x € (m,b] temos que u;(z) =

vi(a+b—x). Dai

Assim

¢(u’1(x))/ = @/)(U’l(a +b— x))/ = —)\ﬁb(vl(a +b— x)) = —z\lw(ul(x))

como queriamos mostrar.
Diferentemente do caso N > 2, hd uma expressao explicita para A; como mostra o

préoximo resultado (veja [28]):

Teorema 31 Seja A1 o primeiro autovalor de (5.1). Entdo

M=(p—1) (bfa/ol \7%)1,: (b?ay, (5.3)

em que
27/ 1/1 _ds (5.4)
Tp 1= — . :
P b 0 N/ 1—sP
Prova. Seja u; uma autofuncao associada a A;. Multiplicamos (5.1) por u} e obtemos:
—p (u/l)/ uy = Ay (ur) .
Integrando por partes no intervalo [a, 2] temos
Wy (uy) wi [, — / by (uy) uyde = =X / Wy (1) v do. (5.5)
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Como

by (uh) uy |y = uy ()7 = |uf (@) (5.6)
T uy () p p
/ Yy (uy) uyde = / » Yy, (s) ds = [u (;:)l — [ (;)l , (5.7)
x u) (z) / D / p
[ty = [ o s = PEOE - BEOL, (5.5)

podemos substituir (5.6), (5.7) e (5.8) em (5.5) e obter

(1=3) I @ - s @) = -y | P2l (e

p p

Dai

Isto significa que

p—1 A1

— i+ =" =C.
p p

Escolhendo a autofungao u; tal que ||ui||oc = u1(m) = 1 podemos obter a constante C':

-1 A
€= F =g ()" + ~ s (m)]” = =%, pois w(m) = 0.

Portanto, u; satisfaz a seguinte equagao:
(p = 1) Juy ()" + M Jug ()" = Ay, @ € [a, B]. (5.9)

Para todo x € [a, m| temos v’ > 0. Assim, podemos escrever
) ) p

u) () _ A
(1 = |ur (2)]7) p—1

(5.10)

para todo x € [a, m]. Integrando essa equagao no intervalo (a, m) obtemos

b—a /1 ds
Y1—st  Jo Y1—sP

que nos fornece a seguinte expressao para A;:

M= (p—1) (bfa/ol ¢1dj>: (bipay’
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em que definimos
bod
s
T = 28/p — 1/ ——
o vV 1— sP
Para encontrar uma expressao para ,, fazemos a mudanca de varidveis s = ¥/t na integral

acima. Assim

b ds 1/1 - ) 1 ( 1 1)
——=— | tr 1=t rdt==-B|1—-~, -
/ovpl—sp D Jo ( ) P pp

em que B é a funcao beta definida por

1
B(z,y) = / (1 — )" 1v1dt.
0
Utilizando a seguinte propriedade da funcao beta'

Bla,1-x) = sen (7r)

para todo = € (0, 1), temos:

1 [t 1 1 1
—/ tr Y1 —t) #vdt = -B (—,1——> L
0

p p \p p sen(m/p)’

Portanto,

_2Yp—1(z/p)

) (5.11)

p

w- (2T Y

b—a)sen (mw/p
|

Quando estudamos o problema de autovalor no caso em que a = 0 e b = 7, obtemos

p
)\1_( Ty > —1.
T — 0

Definimos a funcao ¢/p — lu;, em que u; > 0 é a primeira autofuncao no intervalo

[0,7,] tal que |lul]lcc = 1, por sen,. Desse modo, sen, ¢ uma autofuncao associada ao
autovalor \; = 1, tal que

sen,, (0) = 0 = sen,, (7,/2) .

lyeja apéndice
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De (5.9) temos que sen,, é tal que

|sen,,|”
|sen;‘p - ﬁ =1.

E provado em [28] que existe uma tnica funcio u € Wy ([0,7,)) N C (0, 7,]) que é
solucao de
Jul”

u
g
P+

=1, u(0) =0,4'(0) = 1.
Assim, u = sen, é a unica solugao do problema acima, propriedade esta que pode ser
utilizada como sua definicao.

Alternativamente, podemos definir (como em [26]) sen, no o intervalo [0, m,/2] como

a inversa de uma determinada fungao. Da equac@o anterior, no intervalo [0, 7,/2] temos

que nos fornece

z, paraz € [0,m,/2].

/u(z) ds

0 s
(=)

sen, (z) ds

_ -1
Desse modo, sen,, = (7" em que

Oy L —
Ry

Com a defini¢ao acima, estendemos sen, para o intervalo [

Isto é,

z, paraz € [0,m,/2].

para z € [O, /p— 1] .

Tp

= Wp} simetricamente em

relagao a %2 e para todo € R como uma fungao fmpar 2m,-periédica. Podemos assim

enunciar o seguinte teorema:

Teorema 32 A funcao sen, satisfaz as sequintes propriedades:

i) seny (0) = 0 = sen, (my), seny (m/2) = |[seny|l, = 5= 1.

95



ii) sem, (v) € estritamente crescente em [0, @} e estritamente decrescente em [%,ﬂ'p] .

2
p
iii) |sen), (z)| = (/1— %.

5.1 Uma sequéncia que converge uniformemente para

S€en,,

Nessa secao mostraremos como obter uma sequéncia que converge uniformemente para

a funcao sen,. Para isso, definimos uma sequéncia de fungoes de forma similar ao que
, . Tp L

fizemos no Capitulo 2. Entretanto, trabalharemos no intervalo |0, | a0 inves de todo o

intervalo [0, 7).

Denotemos o intervalo [O, ”—2”} por I,. Definimos uma sequéncia de fungdes {¢,} C

C' (I,) recursivamente da seguinte maneira: ¢o =1 e

- (wp ( ;H-l)), = wp (¢n) sexr € Ip,
Pnt1(0) = ¢y (mp/2) = 0.

(5.12)

em que ,(t) = [¢t[P~2t.

Mostraremos que a sequéncia ¢,, definida acima ¢ tal que

Yp—1 On — sen,, uniformemente em I,,.
100l o

Para demonstrar tal fato utilizamos algumas propriedades bésicas de 1, e o Teorema de

Arzela-Ascoli.

Teorema 33 (Propriedades bdsicas de 1,) A fungao 1, satisfaz as sequintes propriedades:

(i) ¥, € continua, estritamente crescente e impar para cada p > 1;

(i) ¥y (ab) = by (@) Py (b);

0 0)- 58

_ 1 1
(iv) (V)" = tby, em que ) + v =1, isto ép' = Z:;

o6



() [y (s)ds = 11

Prova. A verificagao de (i), (i) e (iii) sao imediatas. Para mostrar (iv), observamos que
(0 = 1Dp=1p eda
Up (Y (1)) = |¢p' (t)|p_2¢p’ (t)
p=2
[t %

— ‘|ﬂp'*2t

/ p—2 ’
= (Ie=)" e

_ |t|p’p—2p/—p+2|t|p’—2t

_ ‘t’p’p72p’fp+2+p’72t
= || —Dp—r'y
=1.

Para provar (v) basta observar que

L i W
& (5) =12t = 0.

Lema 34 Considere o sequinte problema unidimensional:

— (W (W) =f  em(a,m)
u(a) =0 =u'(m).

em que m <b e f € uma funcao continua nao negativa.

(5.13)

O problema (5.13) possui uma tnica solu¢ao dada por:

w0 = [T ([ 0 ) as

Além disso, se f(x) >0 em (m,b) entdo v € positiva, crescente e atinge seu mdximo em

m.

Prova. Um calculo direto mostra que v(z) é solucao de (5.13). Por outro lado, se v é

solugao de (5.13), ap6s integrar f no intervalo (z,m) e usando (5.13) obtemos

—(¥p(v'(m)) = p(v'(2)) = /m f(s)ds.
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Como v'(m) = 0 temos ¥, (v'(m)) =0 e

) [ oo )

(observe que se f > 0 em (a,m) temos v'(z) > 0 e assim v é crescente e portanto
[v]]cc = v(m)).

Integrando a 1ltima igualdade em (a, z) obtemos

o(z) = / " (/em f(s)ds) i

(Observe que se f > 0 em (a,m) temos v(z) > 0). A

Do lema acima temos

Tp/2
¢n+l ( ) / % ( o ¢p (¢n (3)) ds) d@ (5‘14)

0
’ o . . ’ . o p
e ¢n41 € positiva, crescente em I, e atinge seu maximo em r = 5

Como ¢g = 1 podemos obter uma expressao explicita para ¢:

b1 (7) = /35 Uy ( GWQ ¢p(1)ds) df
=/ e (— —9) df

/7r " Uy (y) dy

p/2—

3l - @)

i 1 /m\?» p—1 m/p \’
loille =1 (2) == (2) = .
2/ p\2 p \sen(m/p)
Entretanto, para o caso em que n > 2, obter uma expressao explicita para ¢, ¢é dificil por
causa das integrais envolvidas. Por outro lado essas integrais sao facilmente calculadas

numericamente.

O teorema a seguir é analogo ao Teorema 3

Teorema 35

bny1 < (|91l o n em 1.
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Prova. Paran = 1 o resultado é trivialmente vélido pois ¢y = 1 e portanto ¢1 < ||¢1||ecto-

Suponha que
¢n < ||¢1||oo ¢n—1-

Dai

Tp/2

%Hmzl%w

0

Vp (P (8)) ds) do

x Tp /2
</ Uy Yy (1911l oo Pn1 (5)) dé‘) df
0 0

x Tp/2
:/0 by | Uy ([[01lc) i Up (Pn-1(s)) ds) do

x /2
= H¢1Hoo/0 Uy ( , Uy (n—1(5)) ds) do

= H¢1Hoo Pn (Z‘) )

e o teorema estd demonstrado. Il

n

¢n+1

Assim como fizemos no caso da bola, vamos mostrar que

é uma func¢ao monodtona

decrescente utilizando o Lema 22.

Teorema 36 Para cadan > 1 a fungao ¢ estritamente decrescente em I, e

n+1

L a e el
— \ f p— p— m .
O e S o "t 2~ Tl

(ii) On — 4y ( 07rp/2 Vp (Pn-1(8)) ds

><oo forn > 1.

Ort1 07””/2 Yy (dn (5)) ds
.. ¢n ¢n—1 %E
(iii) renl < ‘ o |l < < ‘ ol < 00.

n

Prova. Para provar que a funcao quociente ¢é decrescente vamos, novamente, utilizar

n+1
inducao matemaética.
, : oo 1
Como ¢, ¢é estritamente crescente segue que E = o ¢é decrescente. Suponha que
¢n—1
O
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seja decrescente. Note que

0 (1) = 60 (0) _ ou ()
Gnt1 — Pn1 (0) Py ()

/
n

/

Assim, pelo Lema 22, basta verificar que ¢ decrescente em I,,.

n+1
Temos
Tp/2 Tp/2
@ L s Uy (6nor (5)) ds
/n = = ¢p' - /2
n+1 ([L’) /2 P
Uy < Vp (0n (5)) d5> Yy (0 (5)) ds
Como ¢, ¢ estritamente crescente e as fungoes
Tp/2 Tp/2
Up (fn-1(s)) ds e Up (Pn (5)) ds

se anulam em r = 7;—1”, podemos aplicar o Lema 22 para verificar que o quociente dessas

funcoes é uma funcao estritamente decrescente:

Tp/2 !
Uy (Pn-1 (5)) d8>
( r _ (s (¢n—1 (S)) — (¢n1)
/2 ’ Up (¢ (3)) N
( Vp (Pn () d8>

Pela hipétese de indugao e como ¢,, é crescente segue que a fungao quociente

Tp/2

@Z)p (an—l (5)) ds

Tp/2

Up (fn (5)) ds

T

/

n
/
n+1

¢ estritamente decrescente e dai ¢é estritamente decrescente, como queriamos veri-

ficar.

" ¢ estritamente

A propriedade (i) segue diretamente do Teorema 35 e do fato que

qbn—i-l
decrescente.
Para provar (i) observamos que da monotonicidade de —— obtemos
n+1
x
’ O = lim —qbn()
Ornt1lloe =0 Ongr (2)
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Assim, da regra de L’Hopital tem-se:

bu(@) . (@) I 4y (G (s)) ds
1 =1 =, .
0 G (1) w0 Oy (1) wp( T (on (N ds )

Finalmente, provamos (7i) da seguinte maneira:

Tp/2
gb wp (¢n—l (S)) ds
‘ . B wpl ) /2
Pl b a0 s

Tp/2

oo (2 0) as
S wp’ /2

| e as

Tp/2

e (| %] ) e
< wp’ mp/2 =

| s
Tp/2
s Up (0 (s)) ds
_ n—1 ¢ ) 0
o |l |
i Up (&n (s)) ds
_ qbn—l
Dn oo
[ |
O teorema a seguir nos fornece o principal resultado desse capitulo:
Teorema 37 Seja u,, := ﬁ € C' (L), para n > 1. Entio a sequéncia {u, ()}, €

decrescente para cada x € I, e

/p— lu, — sen, uniformemente em I,

Prova. Em I, temos

U on (||¢n||oo )
Up+1 ¢n+1 ||¢n+1||oo
- 6nlloc )
> f
o ( ¢>> <||¢n+1||oo
:< A > ( I6n )
Iéns1llse ) \ldnsilloo

1

Y
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donde concluimos que (u,(x)) é uma sequéncia decrescente para cada = € I, e portanto

¢ limitada por u;. Desse modo existe o seguinte limite pontual:
= lim u,,.

Por outro lado, sendo

1

Nenllee
=1
02|

nf =:C,
H(bn-i-l H ¢n+1 H ¢n+1

tem-se para todo x € I, a estimativa:

1 Tp/2
|uy, ()] = W%/ ( Yy (Pn-1(5)) ds)

[ P Y (¢ (5) ) d
Tioall, </ U \Toualle )

Tp/2
< pr’ ( % (un71> dS)
0

Tp/2
< Oy ( Yy (1) ds)
0

_ Cm,
="

Uma vez que ||u, ||, = 1 para todo n, tem-se que u,, e u,, sdo uniformemente limitadas.

Segue do Teorema de Arzela-Ascoli que (u,,) possui uma subsequéncia que converge para

u (definida acima) uniformemente. Como esse procedimento pode ser feito para qualquer

subsequeéncia de u,, tem-se

u, — u € C(I,) uniformemente .

Para concluir a demonstracao, devemos mostrar que

sen,,
pp_]_'

De (5.14) podemos escrever a seguinte expressao para y,1:

x /2
Up+1 (x) = 771/0 ¢p’ < y ¢p (un (S» dS) d07
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em que

o sl
[Pnt1llo
Como
S T e
[Pntille  Tp Pnta Pt || oo 2|l

segue-se que v, ¢ limitada e portanto possui uma subsequeéncia 7,, convergente. Deno-

tando
v = lim -y,

e fazendo k — oo em

T /2
g1 (&) = Yo / by ( [ () ds> 0,

obtemos
T Tp/2
w@ =7 [y ( T <s>>ds> d € C(1L,). (5.16)

Observe que (5.16) quer dizer que u é solu¢do positiva do seguinte problema (veja

Lema 34):
—tp (W) = 71, (u) if z € I,
u(0) =u' (m,/2) = 0.

(5.17)

Como (veja Teorema 36)

1 o On

— Linf
o1l = B bura’

entdo v > 0 e portanto u é uma autofuncao positiva de (5.1) e v é seu respectivo auto-
valor. Repetindo exatamente os mesmos calculos que fizemos na secao anterior, podemos

multiplicar a equagao (5.17) por u’ e obter

lim~,, =~v=1

Como este resultado independe da subsequéncia convergente (7, ) obtemos lim~, = 1.
Concluimos assim que o par u e sen, sao autofungoes positivas de (5.1) relativo ao

mesmo autovalor 1. Da simplicidade do primeiro autovalor, temos que existe a > 0 tal
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que

U = asely.

Dai
1= lullss = allsen|loc = ag/p—1
e, portanto,
" sen,, ,
Jp—1

como queriamos. W

Observacao:

O método que descrevemos acima nos permitiu obter a fungao sen,. Podemos aplicar
as mesmas idéias acima para encontrar o primeiro autovalor e a primeira autofuncao para

o problema:

—ib, () = Aw(x)Y, (u)  ifa<z<b,
u(a) =u(b) =0,

(5.18)

, e N a+b
em que w é uma funcao simétrica em relacao a m = 5
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Capitulo 6

Resultados Numéricos

Neste capitulo apresentamos os resultados que obtivemos para o primeiro autovalor do
p—Laplaciano quando €2 é a bola unitdria de RY ou o quadrado unitario [0, 1] x [0,1] de
R2. Tais resultados podem ser vistos como a validacao numérica das nossas conjecturas.
Reiteramos que os valores de \; nao sao conhecidos quando p # 2 e s6 podem ser obtidos
através de métodos numéricos. A ultima secao deste capitulo apresenta os graficos que

obtivemos para a funcao sen, por trés métodos distintos.

6.1 A bola unitaria

Nesta secao apresentaremos os resultados que obtivemos para A\; no caso em que €2 é a
bola unitéria de RY e o peso é w = 1. Para calcular os valores do primeiro autovalor do p-
laplaciano nesse caso, resolvemos numericamente as integrais em (4.4). Para calcular estas
integrais, combinamos a regra de Simpson Composta e a regra do Trapézio Composta.

A seguir, apresentamos as férmulas de cada regra que nos fornece a aproximagao para a

/a Ha)de.

Divida o intervalo [a, b] através da parti¢ao

integral

To=a<T1 < Ty <---<x =0
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Denotando por I a aproximacao da integral

/a ()

temos que se k é par, entao a regra de Simpson Composta produz:

I= 55 fa0) + £ + 23 flea) +43 flen)| (6.1)

Ja a do Trapézio Composta produz:

Ax —
I== f(@o) + f (wx) +2) ) f ()|,

b—a
T

Calculamos os valores de v, para as bolas de dimensoes N = 2, 3,4 apds 10 iteragoes

em que Azr =

do método. Os valores encontrados, com 101 pontos na malha e com um truncamento na
quarta casa decimal, sao apresentados na Tabela 1 com p variando entre 1,1 e 4,0, com

um espagamento de 0, 1.

Tabela 1: Primeiro autovalor para o p- Laplaciano na bola unitaria
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p [IN=2| N=3 | N=4 | p | N=2 | N=3 | N=4
1,1]2,5694 | 3,8728 | 5,1871 | 2,6 | 8,1192 | 15,0590 | 24,0121
1,2 [2,9656 | 4,5151 | 6,1020 | 2,7 | 8,5355 | 16,0412 | 25,8617
1,3 [3,3263 | 5,1283 | 7,0064 | 2,8 | 8,9598 | 17,0586 | 27,8027
1,4 [ 3,6741 | 5,7431 | 7,9390 | 2,9 | 9,3921 | 18,1117 | 29,8374
1,5 | 4,0180 | 6,3717 | 8,9154 [ 3,0 | 9,8324 | 19,2013 | 31,9687
1,6 | 4,3624 | 7,0201 | 9,9443 | 3,1 | 10,2809 | 20,3278 | 34,1991
1,7 | 4,7098 | 7,6920 | 11,0314 | 3,2 | 10,7375 | 21,4917 | 36,5314
1,8 | 5,0619 | 8,3808 | 12,1810 | 3,3 | 11,2022 | 22,6937 | 38,9681
1,9 | 5,4195 | 9,1153 | 13,3969 | 3,4 | 11,6751 | 23,9341 | 41,5120
2,0 | 5,7835 | 9,8698 | 14,6822 | 3,5 | 12,1561 | 25,2136 | 44,1659
2,1 6,1543 | 10,6545 | 16,0400 | 3,6 | 12,6453 | 26,5327 | 46,9325
2,2 | 6,5321 | 11,4701 | 17,4730 | 3,7 | 13,1427 | 27,8919 | 49, 8144
2,3 6,9174 | 12,3177 | 18,9841 | 3,8 | 13,6482 | 29,2916 | 52,8146
2,4 | 7,3103 | 13,1979 | 20,5759 | 3,9 | 14,1619 | 30,7325 | 55,9359
2,5 | 7,7108 | 14,1115 | 22,2510 | 4,0 | 14,6838 | 32,2150 | 59,1810

O valor de \; quando p = 2 na bola unitdria de R?, com quatro casas decimais, é

A1 = 5,7832. Obtivemos, nesse caso, 5, 7835 (veja Tabela 1). Assim temos o erro

Observamos ainda que o valor que obtivemos para p = 2 é melhor que aquele apresentado
por [21] em que um erro de 1, 3% foi encontrado. Além disso, nossas aproximagoes para A

podem ser melhoradas, desde que aumentemos o nimero de pontos na malha na resolucao

das integrais (4.4).

Na tabela a seguir comparamos os valores que obtivemos com as estimativas apresen-

5, 7835 — 5, 7832

5, 7832

= 0,005%.

tadas por G. Bognar em [9] para A;, no caso N = 2.

67




p | Vo Yo | VA([9]- Tabela 2)
1,21 2,9656 | 2,4742 | 2,473687736

1,4 | 3,6741 | 2,5333 | 2,532812739

1,6 | 4,3624 | 2,5109 | 2,510551054

1,8 15,0619 | 2,4620 | 2,510551054*

2,0 15,7835 | 2,4049 | 2,404825558

3,0 19,8324 | 2,1423 | 2,142264301
4,0 | 14,6838 | 1,9575 | 1,957474779

* Conforme original. Aparentemente, houve erro de digitacao, pois o valor apresentado
no artigo (Tabela 2) é o mesmo relativo a p = 1, 6.
A seguir apresentamos os graficos p X A\; obtidos utilizando as trés sequéncias v, I, e

v, com n = 10 com diferentes valores de p.

A A A

on \" on \"
Como lim, = inf ( = ) = lim~, = sup <¢ i > = \; temos que a funcao
n+1

()
an—i-l

converge para a funcao constante A;. Ilustramos esse fato na figura abaixo para p = 1,5

ep=2,5, N=3en variando de 2 até 7:
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[ustramos na figura a seguir os gréficos das autofungoes na bola unitéria, com r € [0, 1]

para N =3 e p=1,5;2,5 (os gréaficos foram obtidos apds 10 iteragoes do método).

Grafico da primeira autofuncdo na bola unitéria com p = 1.5 Grafico da primeira autoluncao na bola unitéria com p = 2.5

6.2 O quadrado unitario

No sentido de reforcar a conjectura que apresentamos, resolvemos numericamente os prob-

lemas
—Apdn = em Q,
u=0 em Of).

quando 2 é o quadrado unitério [0, 1] x [0, 1] através de um esquema de volumes finitos
proposto em [4].

Nessa secao apresentaremos os resultados que obtivemos para as sequéncias ~,, 1,
e v, no caso em que §) é o quadrado unitario [0,1] x [0,1] de R? e o peso é tal que
w = 1. Para calcular os valores das sequéncias 7,,[',, e v, resolvemos numericamente,
com 61 x 61 células no grid, as equagodes que nos fornecem ¢, utilizando o algoritmos
citado no paragrafo anterior. A tabela 2 apresenta os valores de v5,1's e v5 para 2 < p < 3
com um espagamento de 0.1.

Tabela 2: Primeiro autovalor para o p-Laplaciano no quadrado unitario
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p s Vs I's

2,0 19,7145 | 19,7348 | 19,9270
2,1 | 22,3239 | 22,3460 | 22,4447
2,2 | 25,2168 | 25,2412 | 25,3343
2,3 | 28,2413 | 28,4495 | 28,6139
2,4 | 31,9750 | 32,0024 | 32,5685
2,5 | 35,5746 | 35,9344 | 37,6961
2,6 | 38,5547 | 40,2827 | 40,8167
2,7 | 41,4917 | 45,0890 | 52,8657
2,8 | 5,5593 | 50,3972 | 642,6432
2,9 | 7,8823 | 56,2567 | 670,7254
3,0 | 14,6719 | 62,7208 | 205,0535

Observamos que o valor de A; quando p = 2 em [0, 1] x [0, 1] é dado por 272 ~ 19, 7392.

Apo6s cinco iteragoes do método obtemos, utilizando v, o erro:

19,7392 — 19,7145

=0,1%.
19,7392 0,1%

Assim como ocorreu para o caso da bola unitaria, obtivemos aqui um erro menor que
aquele apresentado por [21] em que um erro de 3% foi encontrado.

Comparando os valores que obtivemos para vs com os apresentados por G. Bognéar e
T. Szab6 em [10] observamos que nossos resultados sdo muito semelhantes como apresen-

tamos na tabela abaixo:

p [10] Vs
2,0 | 19,7392 | 19,7348
35,9493 | 35,9344
62,7633 | 62,7208

[21]
20,3288
37,4406
66,3359

2.5
3.0

o que reforga a conjectura.

A seguir apresentamos o grafico de p x vs
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6.3 A funcao sen,

Nessa secao, apresentamos os graficos que obtivemos da funcdo sen, no intervalo [0, 7,
de trés formas diferentes. Um deles é o Método das Poténcias Inverso que desenvolvemos.

Os outros dois sao obtidos resolvendo

ul”

/P =1 — / :1
w1 =0 o

. Tp . , . . s _
no intervalo |0, 5 utilizando um método numérico padrao de resolugao de equagoes
diferenciais e pela série de poténcias, de zP, apresentada em [26], da func¢ao sen,'. A
equacao diferencial foi resolvida numericamente utilizando o método de Runge-Kutta de

quarta ordem. Dada uma equacao diferencial
y' =[x, y),y(xo) = vo, (6.2)
se particionarmos o intervalo [a, b], onde esta definida a solugao y, como sendo

To=a<T] <Xy <---<x, =20

h—
e Ax = a’ o método de Runge Kutta de quarta ordem é dado por
1
Yks1 = Y+ 5 (Mo + 2my + 2my + my) (6.3)

lyeja apéndice
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em que

my = Axf(xkayk)
Az mo
77%4‘—

Ax m
my = Auzf $k+7,yk+—l

ms = Axf (Tppr,yr +ma).

my = Axf |z, +

A seguir estao os graficos obtidos para a funcao sen, parap =1,1; 1,5; 2,0; 2,5; 3.0

p=11 p=15
014 07
0.6 4
05 4
0.4 4
03 4
0.2 4
0.1t 4
0 . L L . . .
0 05 1 15 2 25 3 35
p=20 p=25
14 14
12 4 12f 4
1t 4 1f 4
0.8 4 o8} 4
06 4 osf 4
0.4 4 o0af 4
02 4 o2t 4
0 . ; L . . . o . . . . . .
0 05 1 15 2 25 3 35 0 05 1 15 2 25 3 35
p=30 p=35
14 . . . . . . 14 T T T T T
12} 4 12¢ ]
1t R = ]
0.8 1 osf ]
06 1 osf ]
0.4 4 oar R
0.2 1 o2- ]
o . . . . . . 0 . ; . . .
0 05 1 15 2 25 3 35 0 05 1 15 2 25 3

72



Capitulo 7

Consideracoes Finais

Nesta secao apresentaremos alguns resultados que obtivemos para funcgoes simétricas
definidas em dominios simétricos e convexos. Acreditamos que os resultados que apresen-
tamos aqui contribuirao no sentido de demonstrar a conjectura para dominios simétricos.

Na demonstracao da conjectura para o caso em que ) é uma bola de RV utilizamos

fortemente o fato que

inf

b loale  6a00)
— = . 7.1
s Tomstles ~ Husa(0) (7-1)

Na verdade, caso mostremos (7.1) para um certo dominio 2, a demonstracao da con-

jectura é feita da mesma forma, pois nesse caso teriamos

an = ||dnlloo

~ z . ~ . n .
e nao correriamos o risco de a sequencla — Cconvergir para zero.
n

A estrutura radial das solucdes numa bola de RY facilitaram a prova, pois nesse caso
tinhamos a nossa disposicao uma expressao para as ¢, em termos de integrais.

Para dominios mais gerais a conjectura fica em aberto.

7.1 Dominios simétricos

Supondo que 0 € €, seguindo a notagao de [13] definimos
T)\::{ZEERN:xlz)\},Q)\2:{1’692231<)\},Q>\::{LEEQZ$1>)\}.

73



Se x = (z1,2") denotamos x) = (2\ — x1,2’) o ponto correspondente a reflexao de x

através de T). Nesse caso, ainda definimos:
Q5 = {2\ — 21, 27), (x1,2") € Qp}

o refletido de €2, em relagao a T).
Se u for uma fungao real definida em €, definimos u,(z) = u(x,). Se y = x, temos

%__%eau,\_(?u sei# 1
Oy B oy Oxy B Dy '

Assim, obtemos que |Vuy(z)| = |Vu(y)| e, portanto,
Aun(x) = Byuly). (7.2)
Suponha que Q C RY seja tal que
Qr=Q°
isto é, que € seja simétrico em relacao a Tp.

Seja u a solucao do problema

—Ayu = f(z), emQ,
u = 0, em Of).

Suponha que f : ) — R satisfaca as seguintes propriedades:
(P1) f(z)>0em
(P2) f é uma fungao simétrica em relacao a Ty, isto é f(—xy, ) = f(x1,-);
(P3) f(z1,-) é ndo decrescente em x; para x; < 0.

Lema 38 Seja

a = dist(0,09Q N {(z1,0)}).
Dada f com as propriedades acima e —a < A < 0, entdo f(x1,2') < f(2\ — z1,2") para
todo x1 € [—a, \].
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Prova. Se A < —% esse fato segue-se imediatamente da monotonicidade de f, pois nesse

caso tem-se 2\ — x; < 0:

—a<zT1=2\x+a>2\—1x

Como ) < —% temos que 2\ + a < 0. Assim

T <2\ — 121 < 0= f(z,2") < f(2N — 21, 2)

Caso A > —% nao podemos utilizar o fato de f(z1,-) ser crescente para x; < 0 pois
pode ocorrer 2\ — x; > 0 (bastaria tomar z; < 2)). Caso este fato ocorra, isto é,

2A — x1 > 0 teriamos
0 <2\ —x; < —z1( lembre-se que A < 0).

Sendo f(x1,-) crescente para x; < 0 e simétrica em relacdo a Ty temos que f(z1,-)

decrescente para x; > 0. Dai
floy,a) = f(=21,2") < f21,2) — 21)
|
Lema 39 Dado —a < X < 0 temos que u(z) < uy(z) para todo x € Q)

Prova. De (7.2) e do lema (38) temos

—Apur(r) = =Apu(y) = f(y) = F2A = 21,2") = f(21, 7)) = f(2) = —Dpu(x)

para todo x € €,.
Observe que se z € 02 N ISy temos u(x) = 0 < u(2\ — z1,2’). Por outro lado, se

z € 0\ N Ty entao u(z) = u(A,2’) = upy(z). Assim obtemos

—Ayu(z) < —Ayur(z), em
u(z) < wuy(x), em 0€y.

Segue-se do principio da comparacao que u(x) < uy(z) para todo x € Q2.1
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Teorema 40 Suponha que f satisfaca (P1),(P2) e (P3). Se u for solugao de (7.3) entdo

u também satisfaz (P1),(P2) e (P3).

Prova. A propriedade (P1) segue diretamente do principio da comparagao.
Mostraremos inicialmente que u é simétrica em relacao a Ty. Com a notacao acima
temos que se

ug(x) = ug(—w1,2") = u(—x1,2)

entao, como u é solugao de (7.3), seguem de (7.2) e da simetria de f as seguintes igualdades
—Apyuy(z) = =Apuly) = f(y) = f(—x1,2") = f(x1,2") para todo x € Q.

Observe que se x € 0 N IS2 entao (—z z’) € 2 e temos que u(x) =0 = u(—x1,2") =
up(z). Por outro lado, se x € 02y N Tp entdo u(z) = u(0,2") = ug(x). Assim temos que

—Ayu(z) = —Apup(x),  em Q (7.5)
u(zr) = wo(x), em 0€).

Segue do principio da comparacgao que
w(z) = ug(x) = u(xy, ') = u(—xy,2")

e portanto u é simétrica em relacao a 2.
A verificagao da propriedade (P3) segue do lema (39) da seguinte forma:

T+ f/fl
2

dados r1 < 27 < 0, tome \ = . dai x1 < A < 0 e obtemos

u(er, @) < u(2h — 21,2) = u(d, o)

e o teorema estd demonstrado M.

O teorema anterior pode ser facilmente demonstrado se supormos as mesmas hipdteses
numa coordenada x; qualquer de x = (x1,--- ,zy). Desse modo, se estamos trabalhando
com um dominio que é simétrico em relacao a cada hiperplano coordenado temos que
u(z;, -) serd crescente (para x; < 0) e u sera simétrica em relagao a cada um dos hiperplanos

coordenados. Nesse caso o maximo de u deve ocorrer em z = 0.
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Desse modo, se definimos uma sequéncia, ¢,(x), de fung¢oes recursivamente por

—Npppp1 = w(z)pP~L, em Q
¢n+1 = Oa em 0f)

com ¢y = 1 e w satisfazendo (P1),(P2) e (P3), teremos, pelo que foi descrito acima, que
cada ¢, assumird seu maximo em 0 e que ¢(z;,z') é ndo decrescente para x’ fixado e
—a<zx; <0.

Assim, na esperanca de se mostrar que (7.1) ocorre, encontramos que cada ¢,, assume
seu méaximo em z = 0, isto é, a segunda desigualdade de (7.1) é verdadeira. Observamos
numericamente no caso em que Q = [0, 1] x [0, 1] que a igualdade (7.1) ocorre. No entanto
nao conseguimos demonstrar tal fato.

Os célculos acima nos indicam um caminho possivel para demonstrar a conjectura
para o caso em que §) é simétrico, convexo e com um peso satisfazendo (P1),(P2) e (P3),

0 que nos norteia e motiva pesquisas futuras.

7.2 Uma generalizagao

Na construcao das sequéncias v,, ', e v,, realizada no Capitulo 2, tomamos ¢y = 1. En-
tretanto, com algumas adaptagoes, podemos tomar ¢y > 0 mais geral. Poderiamos enun-
ciar o teorema a seguir, cuja demonstragao seria simplesmente uma adaptacao daquela

apresentada para o Teorema 3:

Teorema 41 A sequéncia (¢n), oy Satisfaz

P1

O<¢n<’_

n_1 €em €
o Gn—1

o0

para todo n > 1.

Se ¢ ¢ escolhida de modo que inf ¢y > 0 temos que 7, estard bem definida pois neste

caso teremos:

$n o 1 1 11
¢n+1 o ¢1 o i ||¢1||oo ||¢1Hoo
[[¢1]o 5
oo 0 lloo
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Os demais teoremas deste capitulo seguiriam naturalmente.

A sequéncia (a,) seria definida da mesma forma, entretanto tomariamos

&
doll..

ap =

Neste caso a sequéncia u,, := 2 geria tal que

an

)
Un, < [[¢o oo ——— < [|¢0]|oo-

[[6nlo

Deste modo, a demonstracao que apresentamos para o caso radial no Capitulo 3 poder

ser generalizada para uma funcao ¢q radial que seja crescente. Demonstramos que a funcao

Pn
¢n+1

¢ estritamente crescente quando ¢y = 1 e com este fato garantimos que |lu,||,, = 1. Na
demonstracao deste resultado o fundamental foi que para n = 0 o resultado era verdadeiro,
pois assim pudemos utilizar inducao matematica. Caso tomemos ¢y sendo radialmente

crescente, o Teorema 23 continua sendo valido, pois neste caso teriamos:

b0\ ¢p1 — bl
(@) = g 0

uma vez que ¢, ¢1 > 0 e ¢} <O0.
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Apéndice
A. 1. Identidade de Picone

Teorema 42 (Identidade de Picone) Sejam v > 0 e u > 0 funcgées diferencidveis em

Q c RY. Denote

uP~1

u? _
L(u,v) = |Vul? + (p — 1)E]VUV’ = Vu|VoP~2Vo
e
uP
R(u,v) = |Vulf -V ( - ) |Vo|P~2V.
(s

Entao

L(u,v) = R(u,v)

Além disso, L(u,v) > 0 e L(u,v) = 0 em quase todo x € Q se e s6 se V (E) =0 em
v

quase todo €1, ou seja u = kv para alguma constante k em Q.

Prova. Veja [1].

A.2. Alguns resultados sobre —A,

Apresentaremos aqui varios resultados cldssicos sobre —A,. As demonstracoes desses
fatos podem ser encontradas em [17], [25], [33], [23], [2] ou, de forma mais sintética, em
[29].

Seja © C RY um aberto limitado e f € L” (). Dizemos que u € W,” () é solucio

fraca para o problema
—Apu = f(z), v€Q,
u = 0, x € 0f)

(7.6)

se

/ (|Vu|p_2VuV90 — fgo) dr =0,Vp € Wol’p ().
Q

Teorema 43 (Ezisténcia, unicidade e regqularidade) O problema (7.6) possui uma unica
solugdo fraca v € WP (Q). Além disso, se f € L®(Q) entdo u € Wy™ (Q) N CH (Q)
para algum 0 < o < 1.
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Teorema 44 Considere o operador —A, : W17 (Q) — WyP (Q) e 0 seu inverso (—A,) ™"

W= (Q) — WP (Q) em que Q C RN ¢ um conjunto limitado. Entdo:
(i) —A, € uniformemente continuo em conjunto limitados;
(ii) (—A,)~" € continuo.

(111) O operador
(=2p) 7"t W (Q) — W () — LP ().

€ compacto.

A. 3. Solucao do problema de Dirichlet no
caso radial

Teorema 45 Suponha que em (7.6) tenhamos Q@ = Bgr(0), isto é, a bola centrada na
origem de raio R e f radial, isto é, f(x) = f(r), em que r = |x|. Entdo a unica solu¢do

de (7.6) € dada por

u(r) = /TR by ((E)N_1 f(s)ds) do (7.7)

em que Yy € a inversa de ,(t) = [t|P~2t.

Prova. Para demonstrar o teorema acima, precisamos da expressao radial de Ayu. Um

célculo direto mostra que se u(z) = u(r) entao:

0 u' (1)
oz, () = =~
o que implica que |Vu[P72Vu = |u’(r)|1"_2u’(7’)E = 9, (W (r)) Y Também um céleulo
r r

direto nos mostra que

Nop N
[VulP~*Vu)
2 3, (V70 E




Assim, podemos escrever a equagao (7.6) na seguinte forma radial:
- (o) + e 0 = 10
que pode ser reescrita da seguinte maneira:
(P, W) = )

Como a solugao u € C'1 (Q) é radial devemos ter «/(0) = 0. Integrando de 0 a r obtemos:

)= [ (3" s

r

donde obtemos:

' (r) =y ( G f(s)ds) .

Finalmente, como u(R) = 0, obtemos integrando de r a R:

u(r) = / e ( /0 9 O f(s)ds) |

Logo a tnica solucao de 7.6 é dada por (7.7) nesse caso.

A. 4. Principios da comparacao e do maximo

Teorema 46 (Principio do Mdzximo Forte) Suponha que 2 seja conexo e quev € Wol’p Q)N

CY (Q) satisfaca a sequinte desigualdade:
—Apv >0, v >0 em Q.
Entao ocorrem exatamente uma das sequintes possibilidades:
v=0emQ ouv>0em

Prova. Para demonstrar o teorema acima precisaremos de uma desigualdade do tipo

Harnack, cuja demonstragao pode ser vista em [13]:
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Lema 47 (Desigualdade do tipo Harnack) Suponha que v € Wy* (Q) N C°(Q) satisfaca
—A,v >0, v >0 em Q. (7.8)

Seja g € 2, 6 >0 com

B(z¢,50) CQes>0

em que

N(p-1)

<
S N—p

sep< N es<oosep>N.

Entao existe uma constante ¢ > 0 que depende de N,p,s, A e ¢ tal que

N,
L (B(zo,26)) S €0 @ B&fé)v.

0]

A demonstragao que apresentamos aqui do teorema 46 pode ser vista em [13].
Caso v > 0 em 2 nao ha o que demonstrar. Suponha que exista zq € €2 tal que
v(xg) = 0 e defina

O={zre€Q:v(x)=0}

temos que O é nao vazio e fechado em ) por sua definigao.

Como (2 é aberto existe 6 > 0 tal que B(xg,50) C Q. Pela desigualdade de Harnack

temos que existem ¢ > 0 e s > 0 tais que

N
L5(B(wo,25)) < €O @ B&fé)v.

0]

Como v > 0 em € e v(xg) = 0 temos que infp,, 5 v = 0 e portanto

/ fo(@)|*dz = 0.
B(x0,20)

Uma vez que v > 0 é continua temos que
v =0 em B(x,29).
logo, temos que O é aberto em €). Segue que O = 2 pois §2 é conexo.l
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Teorema 48 (Principio da Comparagio) Suponha que u; € CH*(Q) sdio tais que (no

sentido fraco):
—Apur < Apuo, em 2

IN

Uy Uo, em 0.

Entao

u; < uyg em €.

Prova. A prova que apresentamos aqui pode ser vista em [12].

Para simplificar a exposicao, denotemos h; € C'(2),i = 1,2 tais que

Por hipotese temos que

hl—h2§0em§2.

Considere (u; —uy) ™ = max{u; —uy,0} > 0. Como u; € CH (ﬁ) e u; < uy em OS2 temos

que

(w —up)™ € WP (Q)
e

(uy —uz)™ =0 em 9.
Assim:

(u1 —uz)™ € Wy? (Q).
Como

Vi(iu, —u se u; > u
v<u1_u2>+: ( 1 2)7 1 2
0, se u; < u

e hy — hy <0 em  temos:

83



0 2 /(hl — hz)(ul — UQ)eriC
Q
/(|Vu1|p_2Vu1 — | Vua[P2Vuy)V (uy — ug)tda
0

= / (|Vur|P2Vuy — |Vug [P 2Vuy)V (uy — us)d.
ul>ug
Para concluir a prova utilizaremos o seguinte lema:

Lema 49 Seja H : RN x RN — R definida por

H(z,y) = (|y|p_2y — |37’p_2x) (y—z), se xz#y

0, se T =
Entao

H(z,y) > 0¥(z,y) e RY x RY e Hz,y) >0, sex #vy

Prova. Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos, pelo lema acima que

H(z,y) = (lyP2y —|zP~%z) (y — 2)
y[P = ylP~2 (y, ) + |2]P — |2[P~2 (2,y)
> |ylP = ylPt (@, y) + 2P = [z (2, y)
> [yl = JzP7) (2| = [yl)

Uma vez que a fungdo t — tP~! é estritamente crescente, temos que se |z| # |y| entdo

ly|P~! — |z~ e |z| — |y| ambos nao nulos e possuem o mesmo sinal. Portanto H(x,y) > 0

se r # y e o lema esta demonstrado.

Utilizando o lema acima
0< / ([Vur P2 Vuy — |Vue[P*Vua)V(uy — ug)dz < 0.
u1>u2

logo

/ (|Vu [P2Vuy — |Vue[P>Vuy)V (uy — ug)de = 0.
u1>u2
Se denotarmos Qg := {z € Q : uy(x) > uz(x)} temos duas possibilidades

(i) Qo é vazio ou
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Temos que (ii) ndo ocorre, pois nesse caso terfamos us = uj + ¢, em que ¢ é uma
constante. Como em 0y temos u; = uy por continuidade segue que ¢ = 0 e portanto
u; = uy em €y o que contradiz u; > uy. Segue que g = ) e o teorema estd demonstrado
[}

A. 5. Existéncia de autovalores

Apresentamos nessa secao os principais resultados sobre existéncia e propriedades dos

autovalores de —A,;:
—Apu = MulP™?u, x€Q,
u = 0, x € 0f)

(7.9)

Teorema 50 Existe uma sequéncia (A, u,) que verifica (7.9) tal que A, >0 e A\, — 0.

Além disso, o menor autovalor, Ay, possui a sequinte caracterizacao variacional

_ Jo |VulPdz 1
M =inf{¥f2 " = . Wy (9
1 m{fgluv’d:c Fue i,

:inf{/ \Vul|Pdz : u € Wy* (Q),/ |ulPdx = 1}.
0 0

A demonstracao do teorema acima pode ser vista em [29].

Um problema em aberto é saber se a sequéncia (\,,) acima, construida em [29], contém
todos os autovalores de —A,. Uma resposta parcial para essa questao foi dada para o
caso N =1 e para o caso radial.

Sao conhecidos os seguintes resultados a respeito do primeiro autovalor (veja [25]):
Teorema 51 (Propriedades de \;)

(i) Se Ay é o primeiro autovalor de —A,. Entdo toda primeira autofungdo uy corre-

spondente a \1 nao muda de sinal em €, isto € u; > 0 ou uy < 0 em €.

(ii) A1 € simples, isto €, se u,v sao autofuncoes associadas a \; entdo existe k € RY tal

que



(111) Se w € uma autofuncdao correspondente a A > 0, X # Ay entdo w muda de sinal em

Q.
(iv) Ay € isolado, isto é Ny € o tnico autovalor em [0,a] para algum a > ;.

O caso p = 2 possui uma propriedade bastante 1til a respeito das autofuncoes que é

enunciado a seguir.

Teorema 52 Quando p = 2, emiste uma base ortonormal {ux}>, de L*(Q), em que

ug € Wol’Q(Q) ¢ uma autofuncao correspondente a M.

A demonstracao do teorema acima pode ser vista em [15].
A. 6. Funcao Beta

A funcao beta, B : R x R — R, é definida da seguinte forma:

1
B(x,y):/ (1 — )" hvtdt.
0

O teorema a seguir apresenta as principais propriedades da funcao beta. A demons-

tragao dessas propriedades podem ser vistas em [5].

Teorema 53 (Propriedades da Fungdo beta) Seja I' : R — R a fun¢do gama cldssica,

1sto €
['(z) = /Oo et
Entao
' _ @)y
(i) B(z,y) = T )
(ii) Se 0 < x <1 entdo B(z,1 —x) =T(2)['(1 —2) = #(m)

A. 7. Alguns resultados sobre sen,

Considere as funcoes
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Definimos as fungoes sen,, cos, e tan, como sendo, respectivamente, as inversas das

fungoes acima (veja [26]) e assim, podemos escrever:

Sel,x
o= |
0 <

Tp

para r € [O, 7].

p—1

dt /
T =
P )5 cosp T

p—1

dt

L
P p
(1-5)

Teorema 54 Sao vdlidas as sequintes relacoes:

para todo x € [0, 2].

Prova. Para demonstrarmos (7.10), basta observamos que da regra de Leibnitz

tanpx
xr = /
0

implica que

—tan,r =1+

dx

— tan,(z) =1+

dx

p
senpx

4
COSp

X

p—1

p—1

Sen,T

p
tanp T

p—1

)

sen,T

tan, r =

/p—1 (cos, :v)pl*l

/
S@np$

(7.10)

(7.11)

(7.12)

(7.13)



Para demonstrar 7.12 e 7.13, faremos mudancas de variaveis adequadas nas integrais

que definem as funcoes sen, e tan,,.

Denotando s = sen,z, podemos escrever

Fazendo a mudanca de variavel

!

tp Tp ’ /
1 + 7= 1, temos p t*~tdt + pr? “'dr = 0.
p— p —
1
Denotando k = [(p/ -1) ( Sflﬂ ?  obtemos:
s p—Tpl71
[ L
0 —1
(1 - E) (75)"
p/ p’_l p/_1
= / _r —dr.
k pltpfl TP
p-1
Vamos verificar que
pr/ 1 B 1
P N7
1 7P _ TP P
/tp p/il [(1 p/_l)i|
Como p = -F=, [ = - l=-+-—1=+—, temos
prl 1 D - 17'p —1= p—11
g oyt tr-1 1 -1
/tp 1_7
p —
o1
(4= 1) 17
1

1
N

(q— 1) t7

Por outro lado, pela mudanca de variavel que fizemos acima temos,

’ 1 / 7
Tp P 1 Tp p
(1_19'—1) ) (1_1”—1)
(' —=1)
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e dai X
1 1 P\
tpu:_l(l_ T ) |

(P =1)
De modo que obtemos
1
pT? 1 ( s ) v
» o N p/ —1
fgp—1_T72
P —

/S dt _/pp'—l dr
) h Ay

p—

Por definicao temos

cos,x =k = [(p/—l) (1_]0—1

para todo x € [0, 2], donde segue (7.12).

Para mostrar (7.13) observe que podemos escrever

setpr gy T dt
0 AT 0 (1 — tp)P
p—1
Efetuando a mudanca de coordenadas
= r T = v
1477’ 1—tp
temos
t p+1
dt = (—) dr.
T
Sell,x Sel,x
Denotando m = vp— - = Pl — temos:
(1 _ sen§x> » (Cosp: 2\ 7
p—1 P
p—1




Por outro lado, podemos escrever:
tanp x
¥p—1 dt

tany x dt
T = / ={p—1 .
tP
0 1-— o1 0 1 -1
De modo que:
Sell,x "
— an, r
P —m=- P -
/ - —_
cos?, z \ p
p
p-1
e assim
sen,x sen,T

tan, r = y
’ (cos 2) % (p— 1)% (cos, z)?”

®' -7
e portanto (7.13) estd demonstrada.

A. 7. 1. Série de poténcias para sen,

= > aua™ tal que ag = ap =1 e g(x) = f(x)P entdo

Se f(x) = 20 a,x" e g(x) 2
(7.15)

Veja [26].
Utilizando (7.15) obtemos uma férmula de recorréncia que nos fornece a expressao

dos coeficientes da série de poténcias de z? para tan,,.

Procedendo formalmente, suponha que

tan, v = = + a1 + apr® T + aza?t 4 =2 Z anx"™ (7.16)
n=0
e
0o p 0o
tanh x = (1’ Z anx"p> =P Z a,x"? (7.17)
n=0 n=0
em que ag = 1.
Assim:
—tan,z =1+ (p+ Dara® + (2p + agz®™ + (3p + 1)aza™ + ... = Z(np + 1)a,z"”
x
n=0

90



Por (7.10) temos que

o o d
1 a2 = 1)a,2™ = —t
—i—;(np—i- Janx nZ:O(mH— Janx - tan, @
tan? x >
_ Pt P np
= =1+ x a,xT™,
RS
dai
Lia 2(ntp 1 xpia 2P
p—1 ! p—1 !
n=0 n=0
= D (wp+ Daga™ = ((n+ p+ Dz
n=1 n=0

e portanto temos a seguinte relacao entre a, e a,:

n—i—l)p—i-nl](p—l)’

BT

em que ag = ag = 1.

Suponha que

sen, = x [1 + bia? + boa™ + ..) = Z b,x"P = Z bx"P
n=0 n=0

em que by = 1, dai

d oo
e bo + (p+ 1)bya? + (2p + Dboa® + ... = Z(np + 1)b, ™.

n=0

Por (7.10) temos sen,z = tan, z-sen,z e assim:
X Z bkmkp _ Z bkwkp+1
k=0 k=0
= (x Z ana:”p) <Z(mp + 1)bma:mp>

n=0 m=0

=z i i(mp + D)anbpx™FmP.

n=0 m=0

Donde temos

i bt = i i(mp + D)anbpx™FmP.
k=0

n=0 m=0
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Dai:

k k—1
by = Z(zp + Dag_ib; = Z(zp + Dag—ib; + (kp + 1)by,
i=0 i=0

e obtemos a seguinte relagao de recorréncia:

k—1

1 :

1=0

Podemos, portanto, escrever o seguinte algoritmo que nos fornece todos os b;’s com 1 <

1<n

ap, oo, by = 1;

Enquanto ¢ < n faca

i Qi1
¢ Tt (-1

i—1
o = % > (p(i — k) — k) aga;_y,
k=0
k-1

i
P iz

A. 8. Algoritmo para o quadrado

a

Apresentaremos, de forma sintética, nessa secao um algoritmo que permite obter uma
solugao aproximada para o problema de Dirichlet (7.6):

—Apu= f(z) em Q,
u=20 em OS2,

(7.20)

quando ©Q C R? é um quadrado, utilizando um esquema de volume finitos proposto em
[4].

Dividimos o quadrado €2 em volumes de controle quadrangulares x, cujo lado é Ax e
x, € o centro do volume de controle k. Seja T o conjunto de volumes de controle. Além

disso introduzimos a seguinte notacao:

e x* dito volume de controle dual, é o retangulo cujos vértices sao os xp. Aqui é
necessario introduzir pontos fantasmas préximos ao bordo, de modo que o conjunto

dos k* cubra T.
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e m(k) = Az? é a medida de k;
e 1, é o vetor unitario normal apontando para fora de k;

o V. :={r*": m(kNkK*) # 0} é o conjunto dos quatro volumes de controle dual em

volta de k.

e Dada uma funcao u, sua discretizagao em T serd denotada por u', isto é u' = (uy)x

T

e Dado k* definimos a projecao Ty, que associa cada u' € RT a seus valores nos

quatro volumes de controle em volta de k*, isto é
™ . (T T T T
TH* (u ) T (ul,n*7 Ug =) Ug x5 u4,n*>

em que u, .. é contado no sentido anti-horario comegando do canto inferior esquerdo

*

de k*;

A. 9. Construcao do esquema de volumes
finitos

Um esquema de nove pontos é proposto para fornecer uma solucao aproximada de
(7.6). Esse esquema é obtido integrando a equacao (7.6) em cada volume de controle

Kk € T. Se u é a solugdo do problema (7.6) entao, pelo teorema da divergéncia:

/f(z)dz = / —A,(|VulP~2Vu))dz = IVulP~2Vu - v.ds
K K Ok
Z <—/ |VulP2Vu - vds — / |VulP2Vu - 1/,st> ,
h h
K*eVi UN,K,* O-K,,H*

em que 0, .+ = Ok N K*, h e v indicam que tomamos a parte horizontal e vertical respec-
tivamente.

No sentido de discretizar as integrais acima, supomos que

ou\ 2 ou\ >
2 = ) ~qg(To(u’
Vul? = ((%) + (8y> G (Tix ()
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em que g : R* x R* — R é uma forma quadrética que aproxima |Vu|?.

Supoe-se ainda que existam duas formas lineares que aproximam as integrais em o” .

v .
K,R*

e o

Al (T (uh)) = —/ Vu - v.ds
oh

K,k*

Al (T (uh)) = —/ Vu - vds.

K,k*

Assim, se denotarmos

[ / F(2)dz

m(x)

Qo (U1) = Qe (T (1) T (AL (T (u7)) + AL (T (7))
temos:

m(k)fs = Z e (u') = ag(ul).

K*EV5
Dessa forma, definindo a : RT — RT por a(u’) = (a.(u")), obtemos o seguinte
sistema nao linear:
Ty _ T _
a(u') = (an(u')), r = (M(E) f) et (7.21)

No esquema de volumes finitos, é de se esperar que a solugao do sistema (7.21) seja
uma solugao aproximada para o problema (7.6). Observe que o sistema (7.21) é nao linear

o que dificulta sua resolucao.
A. 9. 1. Funcional discretizado

Sabemos que o minimo do funcional J : Wy (Q) — R dado por

J(u) :%/Q|Vu(z)|pdz—/gf(z)u(z)dz (7.22)

¢ a tnica solucdo de (7.6). Efetuamos as seguintes aproximacoes

/Q|Vu(z)|pdz = Z/ |Vu(z)|Pdz = Z/a (=div|Vu(2)[P*Vu(z)) u(z)dz

KET KET
~ Z uK/ (=div|Vu(2)[P*Vu(z)) = Z ae(u’ ).
KET 9k KET
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Assim, aproximamos

[ 19uPds = Y o u

KET

Por outro lado, efetuando a seguinte aproximacao

/Q f(2u()dz = feugm(x)

temos a seguinte discretizacao para J:

J(u) =~ lz an (v u, — Z /Q f()u(z)dz = fougm(k)

p KET KET

e definimos

Jr(u") = %Z (v u, — Z frem(r). (7.23)

KET KET

No sentido de encontrar uma solu¢ao aproximada para (7.6) é de se esperar que os pontos
criticos do funcional J+ sejam solugoes de (7.21)'. Afirmamos que (7.21) é uma equagao

de Euler-Lagrange para os pontos criticos de Jt se e s6 se

De fato, como

p KRET KET
temos
o] 1 Oa,, T
Y _ = _r —m(L
aUL P <Z€—|:— auLu’f + G’L(u )) m( )fL
e assim
1 1
VJr = , (da (uT))tuT + ];a (u") = (m(K) fu)reT (7.24)

1Observe que as solugoes de (7.6) surgem de um problema de minimizacao. E natural procurar por

um esquema que preserva essa propriedade.
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Por outro lado, por definicao a ¢ homogéneo de grau p — 1, isto ¢é

alau’) = o’ ta(u")

)

Derivando em relagao a o obtemos
da(ou" u" = (p— 1) 2a(u’)
e fazendo o = 1 obtemos
da(u"u" = (p— a(u").

Agora, assuma que

da(u")'u" =da(u")u" = (p — Da(u’). (7.25)

Vamos mostrar que os pontos criticos de Jt sao solugoes de (7.21). De (7.24) e (7.25)

temos:

Vit (1) = 2o~ Da(u") + ~a (u") — (m() freer
- la UT la UT — (miKr
a (u ) » ( ) + » ( ) (m(k) fu)neT

a (UT) - (m<’{)fm)nET'

T

Logo, os pontos criticos de Jt sdo solugdes de (7.21). Por outro lado, se u' é solugao de

(7.21) entdo temos:

o que implica que

(da (uT))t u'=(p-Da(u")=da(u)u’

e a afirmacao estda demonstrada.
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Como definimos anteriormente, temos que

ar(@) = Y e (uT) = e (T (W1))7 (Al (T (7)) + AL (T (u7)))

K*EV

em que ¢, ¢ uma forma quadrética e A" . e AY . sao formas lineares. Denote B,« como

sendo uma matriz simétrica 4 x 4 tal que
(V) = (Be-V, V)

e A.« como sendo uma matriz 4 x 4 tal que

v
K1,k* _'_Am/i

(A% )V
A (V) = (AR AL )V

( nan*+Av )V
(A%

K3,Kk*

<+ A

Ka,K*

R4,K ) V
em que k;,1 = 1,2, 3,4 sao os volumes de controle que interceptam x* e a contagem ¢ feita
no sentido anti-horario comecando no canto inferior esquerdo. Podemos portanto escrever
ar(u’) = > (Bu (T (u")) , T (u")) % 7y (Ape (T (1)) (7.26)
K*EVy
em que 7, € a projecao
K1,k* + Azl K* ) V
AL )V
AL )V
(Ah4 e T Am K* )

T

(3

(A%
(Al
(Ax

K3,k

O teorema a seguir, cuja demonstracao pode ser vista em [4, Proposigao 2.5], relaciona as
matrizes A, e B, para que (7.21) seja uma equacao de Euler-Lagrange para os pontos

criticos de Jt.

Teorema 55 Seja a: R" — R definido em (7.21). Temos que da (uT) € simétrica em

cada ponto se e s6 se uma das duas condicoes sao satisfeitas:

o Sep=2e A € simétrica para todo K*;
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e Se p#2 e para qualquer k* tem-se

Ao = m(K") By

No nosso caso, utilizamos o esquema proposto quando €2 é um quadrado. Uma escolha

adequada para a matriz A (veja [4]), é

1 —3 0 —3
1 1 -1 0
A = A= 2 : 2 ) (7.27)
0 -3 1 —3
-3 0 -1 1

Trabalhamos com volumes de controle quadrangulares de lado Az e pelo Teorema 55

temos que

1
BF{,* == B — A
Ax?

O préximo teorema relaciona as solugoes de (7.21) e o ponto de minimo de J+ (veja [4,

Teorema 2.12))

Teorema 56 Sejam A e B as matrizes definidas acima. Entao o funcional discretizado
Jt possui um tinico ponto de minimo e o sistema (7.21) possui uma tnica soluc¢do u',

que € o ponto de minimo de J+.

A. 9. 2. Encontrando a solucao aproximada
no quadrado

Para encontrar a solugao do sistema (7.21), pelo teorema (56) basta que encontremos
o tnico ponto de minimo do funcional Jr. Para isso utilizamos, como sugerido em [4], o
Método do Gradiente Conjugado Nao Linear de Polak-Ribiere (veja, por exemplo [32]).

Dada uma funcio f : RV — R que possui um ponto de minimo, esse método con-
siste basicamente em, apdés um chute inicial 2°, construir uma sequéncia de iteracoes

x,xc, -, -+ que satisfazem

fE*h) < f2b)
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k k

de tal modo que z* convirja para o ponto de minimo de f. Para gerar z**! a partir de

x¥ precisamos de duas coisas:
1. Uma dire¢do (um vetor) de busca que vamos denotar por py

2. Um avanco de comprimento especifico na direcao de py, isto é, um escalar a4 e
denotamos

"= 2P 4 agph.

Como estamos interessados em chegar no ponto de minimo de f escolhemos oy como

sendo o ponto de minimos de
f@* + apy).

O Método do Gradiente Conjugado Nao Linear de Polak-Ribiere propoe uma escolha

adequada para a direcao de busca pg. O erro é dado como sendo

e = |r¥|, em que, r* = —V f ().

Descrevemos o algoritmo deste método abaixo: Dada uma tolerancia €, dé um chute inicial
2Y e defina p° = 1% = -V f(2)

Feito isso, enquanto e; > e:
1. Encontre oy, tal que f(zF 4+ ap®) = min, f(z* + ap”);
2. aFt = 2k + appy;

3. rktl = —V f(aF+1)

4. compute fFt! = max{
5. ph = Rt 4 ghtLk.

6. ex =|r

7. volte no passo 1.
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Utilizando o algoritmo acima encontramos o ponto de minimo de J+ que é a solugao
de (7.21).

Observacao: No passo 1 precisamos encontrar o que minimiza a fungao

9(a) = f(z + ap) (7.28)

para x e p fixados.

Apoés algumas tentativas utilizando métodos que encontram numericamente solugoes
de equacoes, como método da bissecao e o método das secantes, optamos por utilizar o
Método de Pertubagdo da Homotopia proposto por Xilong Feng e Yinnian em [16] que
possui uma convergéncia mais rapida. O algoritmo para encontrar uma raiz da funcao
f R — R é o seguinte:

Dado um chute inicial ¢ e um Az,

Tpor = 2y 2Azf(2,) Az f(20)? (f (w0 + Az) + fzn — Az) — 2f(20))
k+1 f(z, + Az) — f(x, — Ax) (f(n + Az) — f(zn — Am))3

Utilizamos o algoritmo acima para encontrar a solugao para a equagao ¢'(a) = 0.

A. 9. 3. Estimativas para o erro

Nessa secao apresentaremos as estimativas para o erro quando a solucao u do problema
(7.6) estd no espaco W2 (). Para isso, foi definido em [4] uma norma adequada em R.

Para qualquer u' € RT e qualquer volume de controle dual x*, denotamos 0% (uT)

como sendo o seguinte quociente diferencial:
T T
* U, K* — U, * .
o (u') = AL W paratodo i € {1, - -+, 4).
Ax
0

. . . , * * ~ . ~
Observe que o quociente definido acima é tal que 6% e —d% sao aproximagoes para — e
1 3 ax

o5 e =6 sdo a i 0 —
5 " proximacoes para —.

dy
Definicao 57 Para qualquer ' € RT qualquer x*, introduzimos wma aproximacdo para

|Vu| em k* por

2

(330 ) (729)
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. : 1
e definimos a norma discreta em Wy de u'" por

1
p
[u" |y = ( > mEr N Q)uf . ”) :
R*eT*

A verificagdo que || - |1, T ¢ uma norma em R' segue imediatamente da desigualdade

de Minskoviski discreta:

(Ssicenr) = () o (Swr)
k=1 k=1 k=1

Observe que (7.29) justifica a escolha da matriz A em (7.27) da forma quadratica gy-

que nos fornece uma aproximacao para

Vul* = |uf.

1 4
K* T
2= 2 ;:1: 0 (u ) :

Se denotarmos u;,. simplesmente por u;, obtemos, efetuando-se os célculos necessarios,

que
1 -1 0 —3 uy
1 1
‘uT 2 —L<u Uy U u) e ! R ! 2
1,6 A2 1 Uz U3 Uy 0 _1 [ 1 "
2 2 3
1 1

— g (7).

Finalmente, o teorema a seguir (veja [4, Teorema 3.1]) fornece uma estimativa para o

erro entre a solugao de (7.6) e a solugao do sistema (7.21)

Teorema 58 Assuma que U, solu¢do do problema (7.6), seja tal que @ € Wy (Q) N

W2P (Q) e seja u' solugdo do sistema ndo linear (7.21), entdo

2-p
1

[’ — w1y < CRP ol fI12,) sel<p<2.
T T I
[@" —u'|l1p7 < Chl[allw2e + Chot|[allfs, 1 fl70", sep > 2.

em que h € o mdximo dos diametros de k. No caso do quadrado, temos que h € igual a

V2Azx.

Do teorema acima, observamos que se h — 0 entdo @' — u'.
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