Universidade Federal de Minas Gerais
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Matematica

Alexandre Miranda Alves

O Conjunto de Mandelbrot da Familia de
Polinémios Complexos P.(z) = 2° + c2?

Belo Horizonte
2009



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



11



Alexandre Miranda Alves

O Conjunto de Mandelbrot da Familia de
Polinomios Complexos P.(z) = 2% + ¢2*

Tese apresentada ao corpo docente de Poés
Graduacao em Mateméatica do Instituto de
Ciéncias Exatas da Universidade Federal de
Minas Gerais, como parte dos requisitos para
obtencao do tiulo de Doutor em Matematica.

Orientador:
Prof. Carlos Augusto Arteaga Mena

Departamento de Matematica
Instituto de Ciéncias Exatas
Universidade Federal de Minas Gerais
2009

111



v






vi



vii



viil



A Deus

Criador dos Céus e da Terra, Eterno em misericordia e justica. Sem FEle nao
existo, somente nkle posso caminhar.

"Se o Senhor nao edificar a casa, em vao trabalham os que a edificam;

se o Senhor nao guardar a cidade, em vao vigia a sentinela.”

S1 127,1

1X






Agradecimentos

Agradego a Deus, criador e soberano de todo universo, o qual tem me
sustentado e guiado, nao s6 neste, mas em todos os momentos de minha vida.

Ao Professor Carlos Augusto Arteaga Mena, meu orientador, pela pacién-
cia e profissionalismo, com os quais me orientou do inicio ao término deste
trabalho.

A minha esposa Viviane, pelo companheirismo, apoio e cumplicidade du-
rante toda a nossa vida de casados.

Aos meus filhos Victor e Henrique, pela alegria e esperanca que trouxeram
sobre minha vida.

Aos meus pais e irmaos, pelo apoio e confianca que em mim depositaram
durante todo o tempo. Também aos pais de minha esposa, que também in-
centivaram e confiaram no éxito deste trabalho. Nao posso esquecer também
de alguns amigos, como Jedaias, Sizinea e Pr. Giovan.

Aos meus colegas e amigos do curso, agradeco o apoio e a paciéncia, que
em muitos momentos foram de grande importancia. Em especial, ao Leandro,
que sempre foi um grande incentivador e um bom amigo.

Também aos varios professores do Departamento de Matematica da UFMG,
como Fernando, Carridao e Sarmiento dentre outros, que prestaram seu apoio
e confianca.

Aos funcionarios da secretaria, que sempre foram atentos e prestativos du-
rante todo o curso.

Ao Departamento de Matematica da UFV, que dentro do possivel colaborou
com minhas atividades no departamento, no intuito de propiciar maior tempo
de dedicacao ao meu doutorado.

A CAPES e ao CNPq pelo apoio financeiro, no periodo de marcgo de 2004
a julho de 2006.

Obrigado a todos!

X1



xii



Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar o comportamento dindmico da familia
de polinémios complexos P.(z) = 2%+ cz? em relagao a variagao do parametro
complexo c.

A compreensao do comportamento dindmico da familia P, depende da com-
preensao dos Conjuntos de Julia e Fatou associados a cada polindmio de P,
os quais denotamos por J. e F,, e também do Conjunto de Mandelbrot, o qual
habita no espago de parametros C e denotamos por Ms .

Neste trabalho nos caracterizamos dinamicamente e também damos uma
descrigao topologica do Conjunto de Mandelbrot Mj .

Nos fornecemos uma descricao para as componentes conexas hiperbolicas
do interior de Mj o, além disso conseguimos uma caracterizacao para algumas
delas. Mostramos também que a componente que contém o paradmetro ¢ =
0, a qual denotamos por Cjy e chamamos de Componente Principal, tem a
propriedade de J. ser um quasecirculo para todo ¢ € Cj,.

No caso em que c pertence ao complementar de Ms o, ndés damos uma de-
scricao da dindmica de P., como segue: o Conjunto de Fatou é constituido da
bacia atratora do infinito, que é conexa, e da bacia atratora do zero, que neste
caso possui infinitas componentes conexas, que sao a bacia imediata do zero e
suas pré-imagens por P.. O Conjunto de Julia é particionado em dois conjun-
tos, sendo um constituido por uma quantidade enumerével de componentes de
J., que sao o bordo da bacia atratora, que neste caso é uma curva de Jordan,
e todas as pré-imagens dessa curva por P., e também o seu complementar, o
qual denotamos por L, que é constituido por uma quantidade nao enumeravel
de componentes de um tnico elemento de J.. Além disso, mostramos que P,
restrito a L é conjugado a uma restricao do Shift de trés simbolos.

Palavras-chave: Conjunto de Mandelbrot, Conjunto de Julia, Conjunto de
Fatou, Dinamica Polinomial, Localmente Conexo.
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Abstract

The aim of this work is to study the dynamic behavior of the family of
complex polynomials P.(z) = z* + ¢z? under the variation of the complex
parameter c.

The comprehension of the dynamic behavior of the family P. depends on
the understanding of Fatou and Julia sets associated to each polynomial P,
and of the Mandelbrot Set which inhabits the space of parameters, which we
denoted by F,, J, and M3 .

In this work, we characterize dynamically and also give a topological de-
scription of the Mandelbrot set.

We provide a description to the hyperbolic components of the interior of
Ms 5, moreover we obtain a characterization for some them. Furthermore , we
show that the component containing the parameter ¢ = 0, which we denoted
by Cy and call Principal Component, has the property of its .J. is a quasecirculo
for all ¢ in Cj.

In the case of ¢ is in the complement of M;, we gave a description of
dynamics of P,, as follows: the Fatou set consists of the basin attractors of the
infinite, which is connected, and the basin attractors of zero, which in this case
has infinite connected components, these are the immediate basin of zero and
its preimages of P.. The Julia set is partitioned into two sets, one consisting of
an enumerate quantity of components J., which is the boundary of the basin
attractors and in this case is a Jordan curve, and all preimage of this curve by
P., and his complement, which denoted by L, composed by a non enumerable
quantity of components single points of J.. Furthermore, we show that P.
restricted to L is conjugated to a restriction of the shift of three symbols.

Keywords: Mandelbrot Set, Julia Set, Fatou Set, Polynomial Dynamics, Lo-
cal Connectivity.
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Introducao

No estudo da dindmica da familia de polinémios complexos quadraticos,
a saber P.(z) = 2% + ¢, com o parametro ¢ € C, uma pega fundamental é a
seguinte dicotomia valida para o ponto critico z = 0 de P,.:

(a) Se a orbita do ponto critico é limitada entdo o conjunto de Julia Jp, é
CONEXO.

(b) Por outro lado, se a érbita do ponto critico converge para 0o, entao o con-
junto de Julia Jp, é totalmente desconexo, e nesse caso Jp, é conjugado
a um shift do tipo finito.

O conjunto de parametros ¢ que satisfazem (a), é chamado de conjunto de
Mandelbrot e denotado por M. A dinamica da familia quadratica P., para
¢ € M, assim como a estrutura topoldgica de M, especialmente o fractal
dado pelo bordo de M, tem sido objeto de estudo de muitos matematicos,
como Mandelbrot, Douady, Hubbard dentre outros, que estabeleceram varias
de suas propriedades fundamentais como: o conjunto de Mandelbrot é com-
pacto, conexo, esté contido no disco fechado de raio 2 e centrado na origem, e
a interse¢do de M com o eixo real ¢ exatamente o intervalo [—2, 1]. O bordo
de M é constituido pelos parametros de bifurcagao da familia P,, isto é, o con-
junto de parametros ¢, para os quais a dinamica da familia quadratica, muda
de forma abrupta por pequenas pertubagoes do parametro ¢, como pode ser
visto em [4] e [14].

Para polinémios complexos de grau d > 3, a dicotomia acima nao ¢ valida
em geral e nesse caso é dificil o estudo do espago de parametros ¢, para os
quais o conjunto de Julia desses polindmios é conexo.

O estudo da dinamica e do espaco de parametros dos polinémios cubicos
é um assunto de grande interesse que vem sendo estudado desde o final da
década de 80 quando apareceu o trabalho de Branner e Hubbard, veja em [1]
e [2], onde eles descrevem a topologia do conjunto dos parametros associados
a polindmios onde pelo menos um dos pontos criticos escapam para o infinito.
Neste trabalho noés nos restringimos principalmente, ao estudo da seguinte
familia de polinémios complexos a um parametro complexo,

P.(z) = 2° + ¢2?



que denotaremos simplesmente por P.. Para todo parametro ¢ € C, P, possui
dois pontos criticos finitos, z =0 e z. = _TQC, onde z = 0 é também um ponto
fixo superatrator de P,., portanto o conjunto de Julia Jp, associado a P, nao é
totalmente desconexo para nenhum parametro c. Assim, para cada ¢ € C, P,
possui somente um ponto critico livre, e como no caso da familia quadratica, o
comportamento dindmico do ponto critico z. particiona o espago de parametros
em dois conjuntos disjuntos: um deles, que denotaremos por Ms o, contém os
parametros ¢ para os quais a Orbita positiva de z. por P. é limitada e neste
caso o conjunto de Julia Jp, é conexo. Chamaremos o conjunto M3 o, associado
a familia P., de Conjunto de Mandelbrot. Evidentemente, o complementar de
M3 5 contém os parametros c para os quais o conjunto de Julia associado a P,
nao é conexo. Neste trabalho n6s damos uma descri¢ao completa da dinamica
de P. quando o ponto critico livre escapa para o infinito e tratamos também o
caso onde o ponto critico livre tem 6rbita limitada.

Para os parametros pertencentes ao complementar do Conjunto de Man-
delbrot, nés obtemos o seguinte resultado, que permite dar uma descricao da
dindmica de P.. Necessitamos das seguintes notagoes que serao usadas no
teorema abaixo. Se ¢ € C\ M35 e 0Ay(0, P.) é o bordo da bacia imediata de
z =0, definimos L = J. \ K, onde

K = G Pcin<aA0(07 Pc))

Teorema A. Seja P.: C — C definida por, P.(z) = 2°+c2?%, e suponha que a
orbita do ponto critico finito e nao-nulo se acumula em co. Entao P, restrito
a L ¢ conjugado a uma restri¢cao do shift unilateral de trés simbolos.

Observe que neste caso, o conjunto de Julia é a uniao de dois conjuntos, um
que possui uma quantidade enumeravel de componentes conexas, que Sao o
bordo da bacia imediata do superatrator z = 0 e suas pré-imagens, e outro
conjunto totalmente desconexo e nao enumeravel. O conjunto de Fatou neste
caso, é constituido pela bacia atratora do co, que é conexa, e da bacia atratora
de z = 0, que possui infinitas componentes conexas.

Quanto aos parametros pertencentes ao conjunto de Mandelbrot Ms,,
mostra-
remos que a dinamica de P. pode variar muito quando variamos o parametro
¢, mas antes de entrar neste assunto, trataremos de aspectos topolégicos de
M;5. O proximo resultado obtido, que enunciamos logo abaixo, fornece uma
descricao topologica de Ms 5.

Teorema B. O conjunto de Mandelbrot Mso, € um subconjunto fechado e
simplesmente conexo de C, simétrico em rela¢do ao eixo real e a origem, con-
tido no disco aberto D(0,3) e contendo o disco fechado D(0,3). Mais precisa-
mente, o conjunto de Mandelbrot Ms o consiste de todos os pontos c € C, tais
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que, |PM(z.)| < 4 para todo n > 1. Além disso, a intersec¢ao de Mso com
o eizo real € o intervalo [—3,3] e com o eixo imagindrio € [—col, col], onde

_1 1 3
co = 2(27+3V57)s + =g

Um polinémio P é chamado hiperbélico, se a érbita de cada ponto critico
de P converge a um ponto periddico atrator. Para a familia {P.}, temos que
P, é hiperbolico se ¢ € C\ Mjz, ou se P, possui um ponto periddico atrator
finito e nao nulo, ou se a oOrbita do ponto critico z. converge para z = 0.
Denotaremos por ‘H o subconjunto de Ms, constituido pelos parametros c,
para os quais P. ¢ hiperbolico. H ¢ um subconjunto aberto do interior de
Ms 5 e ndo vazio, pois P.(z) = 23 & hiperbélico e assim 0 € H. No proximo
resultado, que enunciamos a seguir, nés descrevemos a componente conexa
hiperboélica que contém o parametro ¢ = 0, a qual chamamos de componente
principal do interior de M; 5.

Teorema C. Seja Cy a componente conexa do interior de Mszo que contém o
parametro ¢ = 0, entao:

(a) c € Cy se e somente se o ponto critico z. de P, pertence a bacia imediata
de z = 0. Em particular Cy C 'H.

=3

o eizo real € o intervalo ( ,%) e com o eixo imagindrio € o intervalo

(—21,2I).

(c) Sec e C e P.(z.) pertence a bacia imediata de z = 0, entdao também z.
pertence a bacia imediata de z =0 e assim ¢ € Cy.

(d) Se ¢ € Cy entdo o conjunto de Julia associado a P. é um quasecirculo,
que particiona o conjunto de Fatou em duas componentes conexas.

Pelo Teorema C, a dinamica de P. para ¢ € (Cy fica bem entendida. O
conjunto de Julia Jp, é um quasecirculo que divide C em duas componentes.
A componente limitada é a bacia de atracao do zero e a outra componente é
a bacia de atracao do co. Além disso, P. restrito a bacia de atragao do oo é
conformalmente conjugada com um Produto de Blaschke, vide [14] pag. 96 e
163. Pelo Teorema de Carathéodory, ver Teoremas A.1.4 e A.1.5 no apéndice
A essa conjugacao extende-se homeomorficamente para Jp,, que neste caso é

o bordo desta bacia.

Os parametros _73 e %, pertencentes ao bordo de Cj e portanto a Ms 4, sao
bifurcagdes em M;,. Para ¢ = 3 temos que z. = —1 ¢ P2(—1) = P,(3) = 3,
onde Pc’(%) > 1, seguindo dai que z = % ¢ um ponto periodico repulsor,
portanto o critico z. = —1 pertence ao conjunto de Julia associado a P%,

de modo que Ps nao é hiperboélico. O mesmo vale para o parametro ¢ = _73
2



Para alguns parametros ¢ € Ms 5, temos que P, possui um ponto fixo atrator
finito e nao nulo. Como veremos no teorema abaixo, o interior de M3 possui
duas componentes associadas a parametros que satisfazem esta caracteristica.

Teorema D. Seja c € Ms s tal que P. possui um ponto fizo atrator finito z(c) #

0, e seja C' a componente conexa do interior de Mso contendo c. Entao, ou C é

a imagem do disco D(0,1) pela fun¢io c;(\) = %, ou € a imagem de D(0,1)

pela fungao ca(N) = \}\/\;—_32 Além disso, para todo A € D(0,1), P,y possui um
ponto fizo atrator finito e nao nulo z(c;(N)) satisfazendo P, (2(ci(A))) = A,
para v =1,2.

Cada uma das aplicagoes ¢; do Teorema D acima, aplica analiticamente o
disco fechado D(0, 1) sobre o fecho de uma componente conexa C, pertencente
ao interior de Mso. Existem assim todos os tipos de pontos fixos neutros,
racionais e irracionais, associados aos parametros ¢ € 0C, isto é, parametros
associados a discos de Siegel, pontos de Cremer e Parabdlicos, pois para cada
A € 9D(0,1) existe ¢ € 9C, tal que, P. possui um ponto fixo neutro z com
multiplicador A\. Se C; = ¢;(D(0,1)), veremos que C; e Cy sdo componentes
simétricas em relacao a origem e que nao tocam o eixo real. Os parametros
—21 e 21 sao bifurcagoes em Ms 5, pertencentes a 9C, e a 9Cy. Quando ¢ = 21
temos que —I é um ponto fixo parabélico de P. com multiplicador A = 1,
e para ¢ = —21I temos que I é um ponto fixo parabdélico com multiplicador
A = 1. Esses parametros também estao no bordo da componente principal Cp,
e além disso, Co N C| = {21} e Co N Cy = {21}

Consideraremos agora o caso geral das componentes hiperbolicas associadas
a pontos periddicos atratores. Se z; € um ponto periddico de periodo r de P.,
entdo o r-ciclo associado a z; é o conjunto {z1,---, 2.}, onde z; = Pu(z;_1),
isto é, a orbita de z; por P.. Usando técnicas do caso quadratico obtemos o
seguinte resultado.

Teorema E. Seja ¢; € C, tal que, P., possui um ponto periodico atrator nao
nulo z(¢y), cujo periodo é r. FEntao existe uma componente conexa W, no
interior de Ms o, contendo c; e satisfazendo:

(a) Para todo c € W, P. possui um ponto periddico atrator finito e nao nulo,
de periodo r, onde cada elemento do r-ciclo de z(c) depende analitica-
mente de c. Seque que W C 'H.

(b) W € aplicada analiticamente sobre o disco aberto D(0,1). Em particular,
W possui um pardmetro c, tal que, o ponto periodico atrator nao nulo de
P. € superatrator.

Descrevemos também neste trabalho, as componentes do interior de Ms
associadas aos parametros ¢, cuja a 6rbita do ponto critico z. por P. converge
para z = 0, mas z. nao pertence a bacia imediata de z = 0. Esse tipo de
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componente nao aparece no caso quadratico, porém com uma adaptacao das
técnicas usadas naquele caso, obtemos o seguinte resultado.

Teorema F. Seja ¢; € C tal que P (z,) € Ao(0,P.,), mas P ' (z,) ¢

c1
Ay(0, P.,). Entao existe uma componente W no interior de Ms o, contendo ¢

e satisfazendo:

(a) Para todo c € W, P"(z.) € Ao(0, P.), mas P™ *(z.) & Ao(0, P.). Segue
que W C H.

(b) Existe um parametro ¢ € W tal que P*(z.) =0 e P !(z.) # 0.
Finalizamos este trabalho com uma caracterizagao do conjunto de Mandel-
brot da familia
P(2) = 2" + ¢2"

onde n > k > 2, isto é, fixados n e k, de acordo com a desigualdade acima,
obtemos uma caracterizagao para o conjunto de Mandelbrot associado a familia
correspondente, como segue abaixo:

Teorema G. Para cada parn ek, o conjunto M, € nao vazio e mais, existe
um numero real 1 < 6 < 2 tal que

M, = {c €C; |P™(z)| <2+ Vme N}

onde z. € um ponto critico finito e nao nulo associado a P.. Além disso, M,y
estd contido no disco aberto de raio 1+ 62 centrado na origem.






Capitulo 1

Preliminares

Por todo este trabalho, trataremos do comportamento dinamico de algu-
mas familias de polindémios complexos a um parametro, definidas na esfera
de Riemann, a qual denotamos por C. O caminho para o entendimento do
comportamento dindmico de uma familia de fungoes racionais, que incluem os
polinémios, é o estudo dos conjuntos de Julia, Fatou e Mandelbrot.

1.1 Definicoes e Notacoes

Nesta se¢ao nos introduzimos notacoes que serao usadas ao longo do texto
e lembramos algumas propriedades bésicas a respeito dos conjuntos de Ju-
lia, Fatou e Mandelbrot. Para mais detalhes e provas sugerimos as seguintes
referéncias, [1], [4] e [14].

Por todo esse trabalho nos trataremos com polindémios definidos na esfera de
Riemann, P : C — C, de grau d maior ou igual a dois. Para alguns teoremas
classicos que enuciamos neste capitulo, consideraremos fungoes racionais no
lugar de polinémios. Denotamos por P"(z) = P" }(P(z)) a n-ésima iterada
de um ponto z por P. Um ponto z sera chamado ponto periddico de periodo
rse PT(z) =z mas P¥(z) # z para 1 <k <r—1.

Dado um polinémio P, dizemos que a 6rbita de um nimero z escapa para
o infinito por P, ou simplesmente que z escapa para o infinito, se P™(z) — oo
quando n — oo. Como pode ser visto em [§], dado um polinémio P, existe
um namero R > 0, tal que, se |z| > R entao z escapa para o infinito. Um tal
ntimero R ¢ chamado de um raio de escape. Para P(z) = qz' + aj_12"71 +
-+ 4+ a1z + ag, o0 nlmero

_ L jal + || + -+ +
|ay|

R

é um raio de escape para P.
Uma sequéncia {f,} de fungoes racionais, definidas em um dominio (um
subconjunto aberto e conexo de C) D C C, e com imagem em C, converge
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localmente uniformemente sobre D para uma funcao f, se cada ponto z per-
tencente a D possui uma vizinhanca sobre a qual f,, converge uniformemente
para f. Nestas circunstancias, a convergéncia é uniforme sobre cada subcon-
junto compacto de D. Uma familia F de fungoes racionais definidas em um
dominio D C C, ¢é dita ser uma familia normal, se toda sequéncia {f,} C F
contém uma subsequéncia que converge localmente uniformemente na métrica
esférica sobre D.

A familia de iteradas de P constituem um sistema dindmico que particiona
a esfera de Riemann em dois conjuntos: O conjunto de Fatou, que denotaremos
por Fp e que também é chamado de Conjunto Estdvel, é o conjunto de pontos
z € C, tais que, para alguma vizinhanca W de z em C, a familia de iteradas
P"|y formam uma familia normal. O outro conjunto, que é o complementar
de Fp, é o Conjunto de Julia, que também é chamado de Conjunto Instdvel
e que donotaremos por Jp. O conjunto de Fatou Fp é aberto e nao vazio, ja
que para todo polindmio P temos que Fp 2 oo, de outro lado Jp é fechado e
portanto compacto.

Seja zg um ponto periddico de P. O ntimero

A= (P")(20) = P'(20)P'(21) -+ P'(2n-1)

onde z; = P7(z), é chamado de multiplicador de P em z;. Em relagio ao
valor absoluto de A, temos que zy é classificado da seguinte forma:

1. Atrator: para 0 < |A\| < 1.
2. Superatrator: para |\ = 0.

3. Racionalmente neutro: para |[A\| = 1 e com A" = 1 para algum inteiro
positivo n.

4. Irracionalmente neutro: para |[A| = 1 mas A" # 1 para qualquer inteiro
positivo n.

5. Repulsor: para |A| > 1.

Quando o ponto peridédico zy é racionalmente neutro com periodo n e P™ nao
¢é a identidade, dizemos que zg ¢ um ponto peridédico parabolico de P.
Suponha que z; seja um ponto periddico de periodo k, entao o k-ciclo
associado a zg é o conjunto {zg, 21, , 251}, onde z; = P.(zj_1), isto &, é a
orbita de zy por P.. Por simplicidade denotaremos por z, esse k-ciclo. Se zy é
atrator ou superatrator, definimos a bacia de atra¢ao de zg como o conjunto

A(zp, P) ={z € C; P"(2) — 29, quando n — oo}
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onde deve ficar claro que, P"(z) converge para o k-ciclo zy. Observe que, para
e > 0 suficientemente pequeno, temos que o disco aberto D(zg,¢) C A(zo, P)
e mais,

Az, P) = | P7"(D(0,2))

de onde obtemos que A(zy, P) é aberto. Por todo o trabalho, denotaremos
por D(z,7) e D(z,r) os discos de centro em z e raio r, aberto e fechado
respectivamente. Definimos a bacia imediata de atracao de zy, que denotamos
por Ag(zp, P), como a unidao das componentes conexas contidas em A(zg, P),
onde cada uma destas componentes contém um tnico elemento z; pertencente
ao k-ciclo {zo,---,2x-1}. Definimos o conjunto de Julia cheio Kp, como o
conjunto dos z € C, cuja 6rbita por P é limitada. Desta forma temos que

KPIJPU(FP\A(OO))

Um reultado cléssico a respeito dos conjuntos de Julia e Fatou é que, se z
¢ um ponto fixo atrator, entao a bacia de atragao A(zg, P) é a unido de compo-
nentes do conjunto de Fatou e o bordo desta bacia, dA(zg, P), coincide com o
conjunto de Julia. No caso de polinémios, o ponto fixo co é um superatrator,
e pelo principio do méaximo, a bacia de atragao A(oo, P) é conexa, e como foi
dito 0A(oc0, P) = J., além disso, Kp é a unidao do conjunto de Julia Jp com as
componentes limitadas do conjunto de Fatou Flp.

Neste trabalho estamos interessados na familia de polinémios complexos a
um parametro

P(z)=2"+cz* ceC

De forma semelhante a familia quadratica, definimos no espago de parametros
da familia acima, o seguinte conjunto

M;ss = {c € C; J. é conexo}

que também chamaremos de conjunto de Mandelbrot, que sera o nosso princi-
pal objeto de estudo.

1.2 Pontos Criticos e Hiperbolicidade

Um ponto z € C & dito um ponto critico de P se P'(z) = 0. Um fato geral
sobre a dindmica de um polinémio complexo é que a dindmica das 6rbitas dos
pontos criticos controla a dinamica da aplicacao. Por exemplo, o Teorema 1.2.1
que enunciamos logo abaixo, nos diz que o conjunto de Julia .J, é conexo se, e
somente se, as 6rbitas dos pontos criticos finitos de P sao limitadas, isto é, se o
fecho do conjunto das orbitas positivas de cada ponto critico finito nao contém
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o infinito. Como pode ser visto em [1| e [14], a relacdo Riemann-Hurwits
implica que P possui no maximo d — 1 pontos criticos finitos, assim o niimero
de componentes periddicas em Fp sao limitadas. Desta forma, é importante
entender o comportamento das 6rbitas dos pontos criticos, que dentre outras
coisas determina o comportamento do conjunto de Fatou Fp. Denotamos por
C*(P.) o conjunto das drbitas positivas dos pontos criticos de P,.

Os seguintes teoremas, que podem ser encontrados em [4] pag. 66, estabele-
cem uma dicotomia em relagao a conexidade do conjunto de Julia Jp associado
a um polinomio P, em relacao ao comportamento das érbitas de seus pontos
criticos.

Teorema 1.2.1. O conjunto de Julia Jp € conexo se, e somente se, nao existe
nenhum ponto critico finito de P em A(oo, P), isto €, se e somente se, a drbita
de cada ponto critico finito € limitada.

Teorema 1.2.2. Se a orbita de cada ponto critico finito de P escapa para oo,
entao o conjunto de Julia Jp € totalmente desconexo

Um polinémio P, é chamado dinamicamente hiperbdlico, se é expansor so-
bre seu conjunto de Julia Jp no seguinte sentido: existe uma métrica conforme
v, definida em alguma vizinhanca de Jp, tal que a derivada D P, satisfaz

IDP.(0)[l, > [lvlly

para todo vetor nao nulo v pertencente ao espaco tangente T.C. Pela compaci-
dade de Jp esta expansao é constante, existindo uma constante de expansao
K > 1 tal que

|IDP.|], > K

para todo z pertencente a alguma vizinhanca de Jp. Em particular, qualquer
caminho suave com comprimento L pertencente a esta vizinhanca de Jp, é
aplicado em um caminho suave com comprimento maior ou igual a K L. Segue
que, para cada z € Jp existe uma vizinhanca aberta N, em C, tal que, a
distancia Riemanniana associada a vy satisfaz:

d,(P(z),P(y)) > kd,(x,y), para todos =,y € N,

O teorema abaixo, que pode ser visto em [4| e [14], caracteriza as fungoes
racionais hiperbdlicas em relagao aos pontos criticos.

Teorema 1.2.3. Uma func¢ao racional f € hiperbolica sobre o conjunto de
Julia Jy se, e s6 se, todo ponto critico pertence ao conjunto de Fatou Fy, e
além disso sua orbita € atraida para um ciclo atrator.
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Para a familia {P.}.cc definida na se¢ao 1.1, temos que P, é hiperbolico se
c € C\ Ms,, ousecée Mgy e P. possui um ponto periddico atrator finito e
nao nulo, ou se a érbita do ponto critico z. converge para z = 0. Denotaremos
por H o subconjunto de M;, constituido pelos parametros c, para os quais F.
¢ hiperboélico. H ¢ um subconjunto aberto do interior de M3, e note que é
nao vazio pois, Py(z) = 2* ¢ hiperbolico e assim 0 € H.

Existem parametros ¢ para os quais o repectivo conjunto de Julia é uma
curva I', e mais é uma curva de Jordan, isto é, a imagem homeomorfa do
circulo unitario. Em alguns casos, como veremos no capitulo 2, esta curva
de Jordan I' é um quasecirculo, isto é, a imagem do circulo unitario por um
homeomorfismo quaseconforme. O proximo teorema, vide [4] pag. 102, fornece
condigoes suficientes para que o conjunto de Julia seja um quasecirculo.

Teorema 1.2.4. Suponha que o conjunto de Fatou de uma func¢do racional f
tem exatamente duas componentes e que f € hiperbolico sobre o seu conjunto
de Julia. Entao Jy € um quasecirculo.

Uma forma um pouco mais fraca da nocao de hiperbolicidade, isto é, de
aplicagao expansora, ¢ o conceito de subhiperbolicidade. Dizemos que um
polinémio P é subhiperbolico se, e somente se, cada ponto critico de P per-
tencente a Jp tem Orbita positiva finita, enquanto cada ponto critico em Fp
é atraido para algum ciclo atrator. Como podemos ver no préximo teorema,
vide [14] pag. 211, a propriedade de subhiperbolicidade também influencia a
topologia do conjunto de Julia.

Teorema 1.2.5. Se um polinémio P é subhiperbolico sobre o seu conjunto de
Julia Jp, e se Jp € conexo, entao Jp € localmente conexo.

1.3 Classificacao de Componentes Periodicas

A dindmica de um polindémio P sobre o conjunto de Fatou Fp, foi total-
mente descrita pelo trabalho de Sullivan. Existe um ntmero finito de com-
ponentes de Fp que sao periddicas e as possiveis restantes sao pré-periddicas.
Se W é uma componente periddica de Fp, isto é, existe um ntmero inteiro
positivo n tal que P"(W) = W, entdo temos somente quatro possibilidades
para W:

1. Superatratores. A componente W contém um ponto peridédico que é
também um ponto critico.

2. Atratores. W contém um ponto periddico e um ponto critico distinto do
ponto periodico.

3. Parabolico. O bordo de W contém um ponto fixo racionalmente neutro,
e W contém um ponto critico, cuja orbita converge para o ponto fixo.
Observe que neste caso, o ponto fixo nao pertence ao conjunto de Fatou.
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4. Discos de Siegel. P ¢é conjugado (analiticamente) sobre W com uma
rotacdo irracional por um angulo exp(2716) (onde I = +/—1), onde 6 é
um nimero irracional real chamado ntamero de rotagao de W. O bordo
de W esté contido no fecho das orbitas dos pontos criticos de P.



Capitulo 2

Familia P.(z) = 25 + ¢2°

2.1 Introducao
A familia de polinémios complexos a um parametro complexo
P,(z) = 2% + ¢2?

possui dois pontos criticos finitos, a saber, z = 0 e z. = —%c. Ja que z=0¢
também um ponto fixo superatrator, entao z. é o inico ponto critico livre de
P., isto é, que pode ter sua orbita por P. limitada ou nao, e que determina
neste caso, se o conjunto de Julia J. é conexo ou nao. Caso J. seja conexo
entao ¢ € Mso, onde Mjo é o conjunto de Mandelbrot associado a P, isto é,
o conjunto dos ¢ € C tais que o conjunto de Julia associado a P. é conexo.
Neste caso a Orbita de z. por P, esta contida no conjunto de Julia cheio, isto
é?
2 € J. U (U )

onde os F; sao as componentes limitadas do conjunto de Fatou.

Um fato classico,vide [14] pag. 95, sobre dindmica polinomial complexa
unidimensional, que usaremos no decorrer do texto, é que toda componente
limitada do conjunto de Fatou Fp, onde P é um polinomio de grau d > 2, é
simplesmente conexa. Comecaremos o estudo das propriedades dinamicas da
familia P,, analisando o caso ¢ ¢ Mj 5.

2.2 0O Complementar do Conjunto de Mandel-
brot Mg’g

Quando o parametro ¢ nao pertence ao conjunto de Mandelbrot, pela
defini¢ao acima, o conjunto de Julia J. nao é conexo. Uma observacao impor-
tante sobre a estrutura topolodgica do conjunto de Julia, para os parametros

13
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que nao estao em M3 4, € que J,. nunca seré totalmente desconexo, pois o ponto
z = 0 é um ponto fixo superatrator para todo ¢ € C, e a bacia imediata de
z = 0 é uma componente aberta e simplesmente conexa do conjunto de Fatou
F., portanto o seu bordo é uma curva fechada e além disso é uma componente
conexa com infinitos pontos de J.. Outra observacao, que sera bastante util
adiante, é o fato que P, ¢é hiperbdlico para todo ¢ ¢ Mj,. De fato, basta notar
que, como a orbita de z. estd na bacia do oo, entao todo ponto critico de P,
converge para algum ponto periédico atrator, e isto implica a hiperbolicidade,
como pode ser visto no Teorema 1.2.3 da segao 1.2.

2.2.1 Definicoes e o Teorema de Bottcher

Enunciamos abaixo alguns resultados e defini¢oes, que serao necessérios no
desenvolvimento desta segao.

Definicao 2.2.1. Dadas duas funcoes racionais f e g, definidas em C ou
em C, dizemos que sio conjugadas se existe um homeomorfismo 1, tal que,
f=v"tg. Se) nao € injetiva, mas vale a relagao ) f = gy, entio dizemos
que f e g sao semi-conjugadas.

Dada uma funcao racional f com um ponto fixo superatrator zy, podemos
sob uma mudanca de coordenadas considerar zop = 0. Assim f pode ser descrita
pela série de poténcias f(z) = a,2" +a,12" " +. . ., onde o inteiro n é o menor
numero natural tal que a, # 0 e é chamado grau local da funcao f. Os dois
proximos teoremas, que podem ser vistos em [14] pag. 90 e 92, incluem o
Teorema de Bottcher e este serd uma ferramenta fundamental na prova do
Teorema A.

Teorema 2.2.2 (Bottcher). Suponha f com um ponto fixo superatrator em
z = 0. Exite um biholomorfismo ¢, onde ¢(z) = w, tal que ¢(0) = 0, que
conjuga f com a n-ésima poténcia w — w™, em alguma vizinhanca de 0. ¢ €
inico a menos de multiplicagao por uma (n — 1)-raiz da unidade.

Teorema 2.2.3. Se nao existe outro ponto critico na bacia imediata de zero
Ao(0, f), entao a conjugacao ¢ do Teorema 2.2.2(Bdittcher) estende-se a um
biholomorfismo do disco unitdrio D sobre Ay(0, f).

Denotamos o conjunto de todas as sequéncias de trés simbolos (a;);en, com
a; € {0,1,2}, por C3, o qual € munido da topologia dos cilindros. Ressaltamos
aqui, que nesta topologia C3 é um conjunto totalmente desconexo. A aplicacao
shift unilateral em Cj é definida por o((a;)) = (a;+1). Observe que o é um
3 : 1 homeomorfismo local em Cs.

O ultimo resultado que necessitamos é o seguinte lema, que pode ser en-
contrado em [1] pag. 193.
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Lema 2.2.4. Seja f : C — C uma aplica¢io racional de grau d > 2 e
suponha que a famiia F = {Si;n > 1,1 < j < d"}, onde cada SJ é um
ramo analitico de f~" definido em um dominio D , € normal. Se o dominio D
tem intersecao nao vazia com o conjunto de Julia Jr, entao toda subsequéncia
localmente uniformemente convergente de F, converge para uma constante.

2.2.2 Descricao de J. e F,

No6s mostraremos aqui, que a familia P, tem um comportamento tnico
para todo parametro ¢ que nao estd no conjunto de Mandelbrot, isto é, que
os conjuntos de Julia e de Fatou associados a P,., mantém a mesma estrutura
quando variamos o parametro ¢ no complementar do conjunto de Mandelbrot.

Para ¢ € C\ Ms,, temos que os dois pontos criticos de P, pertencem a
bacias atratoras, assim P, é hiperbélico e portanto expansor sobre J., que
neste caso nao é conexo. O conjunto de Fatou F, neste caso é contituido da
bacia atratora A(oo, P.), que é conexa, e da bacia atratora A(0, P.), que possui
infinitas componentes conexas, que sdo a bacia imediata Ay(0, P.) e suas pré-
imagens por P.. Em relagao ao conjunto de Julia J., mostraremos que este é a
uniao de dois conjuntos, sendo um constituido por uma quantidade enumeravel
de componentes de J., que sdo uma curva de Jordan (uma curva fechada
simples) e todas as pré-imagens dessa curva por P,, e o seu complementar, que
é constituido por uma quantidade nao enumeravel de componentes de um tnico
elemento de J.. A curva citada acima ¢ o bordo da bacia atratora imediata
de z = 0, que provaremos logo abaixo ser uma curva de Jordan. Antes disso,
enuciamos e provamos o seguinte lema, que sera bastante ttil nos resultados
desta secao.

Lema 2.2.5. Seja P, : C — C definida por, P.(z) = 2% + c2?, e suponha que
a orbita do ponto critico finito e nao-nulo de P. se acumula em oo, entdo P,
possui um ponto fizo no bordo da bacia imediata de z = 0.

Demonstracao. O Teorema de Béttcher fornece uma conjugacao de P, com w?
em uma vizinhanca de z = 0, que pode ser extendida por toda bacia imediata
deste ponto fixo, pois Ay(0, P.) ndo possui outro ponto critico a nao ser o
proprio z = 0. Obtemos assim um biholomorfismo

¢ D(0,1) — Ao(0, F)

que satisfaz
Po(w) = ¢(w?) (2.1)

Temos que P, é hiperbdlico e que Ay(0, P.) é uma componente simplesmente
conexa do conjunto de Fatou, portanto 0Agy(0, P.) é localmente conexo, ver
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[14] §19.3. Pelo Teorema de Carathéodory, ver Teorema A.1.4 (apéndice A),
¢ pode ser estendida continuamente sobre dD(0, 1), de onde obtemos

¢ : D(0,1) — Ay(0, P.)

satisfazendo

¢(9D(0,1)) = 0A40(0, F)

pois ¢ restrita a D(0,1) é homeomorfismo. Segue entdo que P.(4(1)) = ¢(1),
0 que termina a prova do lema. l

Teorema 2.2.6. Nas mesmas condicoes do lema 2.2.5, o bordo da bacia ime-
diata 0Ay(0, P.) € uma curva de Jordan, como também sao curvas de Jordan
todas as pré-imagens de 0Ay(0, P.) por P..

Demonstracao. Consideremos novamente o biholomorfismo fornecido pelo Teo-
rema de Bottcher, como no lema 2.2.5

¢:D(0,1) — Ay(0, P,)

satisfazendo
Po(w) = ¢(w?) (2.2)
Como mostramos no lema 2.2.5, o Teorema de Carathéodory garante que ¢
extende-se continuamente sobre o bordo de D(0,1). Mostraremos agora que
essa extensdo ¢ injetiva e para isto suponha ¢(z;) = ¢(x3), onde x, 75 €
0D(0,1). Sejam
7 :[0,1] — D(0,1), i =1,2

dois segmentos em D(0, 1) satisfazendo
7%(0) =0, v(1) =2; e v(z) € D(0,1)Vz € (0,1)

Denote por I o menor arco ligando x; a x em 9D(0, 1), além disso colocamos

Ii=0¢(v) e y=od(x)
Veja figura 2.1 abaixo.

Observe que B B
p(nURUI)=T1UlU¢(I)

onde
Fl N FQ = {O7y}

pois ¢ é homeomorfismo em D(0,1). Afirmamos que ¢(I) = {y}. De fato,
note que 1 U2 U I e I'; UTy sao curvas de Jordan contidas em D(0,1) e
Ap(0, P.) respectivamente, e o Teorema da Curva de Jordan nos diz que cada
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X2

S0 Ao(0,Pc)

Figura 2.1: Os segmentos ; em D(0, 1) sao levados nas curvas I'; em Ay (0, P.),
pelo biholomorfismo ¢.

uma delas divide o plano em duas componentes abertas e conexas. Sejam
A e B as componentes conexas limitadas, onde A é delimitada pela curva
v1UUI e B pela curva I'yUl'y e sejam A e B respectivamente as componentes
complementares. Colocamos

A = AnD(0,1)

B = BN A4 (0,R)

Temos que ¢ leva D(0, 1) homeomorficamente sobre Ay (0, P.), assim devemos
ter
$(AUA)=BUB

Suponha que ¢(A) = B, neste caso temos que

A= UvUI e 9¢(A) =T, UT, U {y}

portanto ¢(I) = {y}, pois

(NN ((T;UTy) \ {y}) =0

Observe que se ¢p(A) = B, entao de forma anéloga, colocando
I =0ANAaD(0,1)

obtemos da mesma forma que ¢(I) = {y}, provando assim a afirmacao acima.
Dado um arco L C 9D(0, 1), colocamos

p(L) = Ly e p(Li) = Lity
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onde p(w) = w?. A aplicagao p é expansora sobre o circulo unitéario dD(0, 1)
e pela compacidade de 9D(0,1), existe um k > 1, tal que, Ly D 9D(0,1). De
(2.2) obtemos a seguinte relagao

Pep(w) = ¢(w?) (2.3)
para a aplicacdo ¢ : D(0,1) — Ay. Lembrando que ¢(I) = {y}, temos que

Po(I) = o(p(I)) =
chg(ll) = qg

Pep(In-1) = &(p(In-1)) = ¢(1,) = yn

Mas isto implica que ¢(0D(0,1)) = yx, para algum k tal que I, D 9D(0, 1),
o que é absurdo pois ¢(9D(0,1)) = Ay(0, P.) e Ag(0, P.) é aberto e limitado
em C, logo seu bordo possui mais de um ponto. Portanto devemos ter x; = x5,
de onde concluimos que ¢ estende-se homeomorficamente sobre 9Ay(0, P.).

Mostraremos agora que as pré-imagens de 0Ay(0, P.) por P. também sao
curvas de Jordan. Para cada z € 0A4y(0, P.) existe uma vizinhanca simples-
mente conexa V., de z, que nao contém nenhum ponto critico de P,, e portanto,
P! possui trés ramos analiticos

hy, :V,—W,, i€{l,23}

Pela compacidade de 0Ay(0, P.), podemos tomar uma subcobertura finita
{V., }x de 0A4(0, P.), de onde obtemos os ramos
h

[

Vo, — W, de P ie{1,2,3}

zki

Coloque
wi=Jw.., v={v.
ki k

Definimos
h, .V — W,

colocando h; = hzk sobre V,, . Observe que hzl = h,; sobre VNV, , portanto
h; esté bem definido e é um homeomorﬁsmo sobre VVZ, e assim h; (6A0(O P)))
¢ uma curva de Jordan. Portanto as pré-imagens de 6A0(O P.) por P, sao
também curvas de Jordan. O mesmo vale para (P™)~! para cada m inteiro
positivo, provando assim o teorema. ]

O teorema acima descreve parte do conjunto de Julia, isto é, o bordo da
bacia imediata do superatrator z = 0 e suas pré-imagens, o qual mostrou que
sao curvas de Jordan. O mnosso proximo passo serd descrever o restante do



2.2. O COMPLEMENTAR DO CONJUNTO DE MANDELBROT M35 19

conjunto de Julia J.. Se ¢ € C\ M35 e 0Ay(0, P.) é o bordo da bacia imediata
de z = 0, definimos
L=J\K

onde

o
K = U Pc_n(aAO(Ou Pc))

n=0
Observe que L é um subconjunto nao vazio de J.. De fato, O lema 2.2.5 nos
diz que o bordo da bacia atratora imediata de z = 0, possui um ponto fixo
repulsor de FP,, para ¢ € C\ M35. O outro ponto fixo de P. também pertence
ao conjunto de Julia, mas pertence a L, pois w = 1 é o tinico ponto fixo da
aplicacdo w — w?, que é conjugada a P, por ¢, e ¢ é um homeomorfismo do
bordo de D(0,1) sobre 0Aq(0, P.), como pode ser visto na prova do Teorema
2.2.6. Por outro lado, temos que J. é desconexo e contém uma quantidade nao
enumeréavel de componentes conexas, como pode ser visto em [14]. Como K
possui uma quantidade enumeravel de componentes, que sao o bordo da bacia
atratora imediata de z = 0 e suas pré-imagens por P,, entao L possui infinitas
componentes de J.. Enunciamos a seguir o principal resultado desta secao.

Teorema A. Seja P.: C — C definida por, P.(z) = 2%+ c2?, e suponha que a
orbita do ponto critico finito e nao-nulo se acumula em oo. Entao P, restrito
a L é conjugado a uma restri¢cao do shift unilateral de trés simbolos.

2.2.3 Prova do Teorema A

Pr+1c(zc)

Ao(0,Pc)

Figura 2.2: O grafo T' ligando 0 ao oo
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Demonstracao. O primeiro passo serd mostrar que existe um grafo conexo,
ligando o ponto critico z = 0 ao ponto 0o, cuja interse¢ao com o conjunto de
Julia é um tnico ponto. Pelo lema 2.2.5, P, possui um ponto fixo em 0A((0, P,),
que chamaremos Zz, além disso, a conjugagao ¢ usada na prova daquele lema, é
um biholomorfismo que leva o segmento de reta [0, 1] em um arco contido em
Ay(0, P.), que liga 0 a z. Por outro lado, como pode ser visto em [9], temos que
todo ponto peridédico repulsor de um polinémio P, pertencente ao bordo de
A(oo, P), é acessivel, isto é, ele pode ser ligado a algum ponto de A(oco, P), por
um arco contido A(oco, P). Note que o ponto fixo z € dA,(0, P.) C J., além
disso é repulsor, logo é acessivel ao interior de A(oo, P.). Ja que A(oo, P.) é
aberta e conexa, portanto conexa por arcos, podemos ligar Z a 2. e 2z, a 0o por
arcos. Obtemos dessa forma um grafo 1" conexo, ligando 0 a oo e contendo o
outro ponto critico z., cuja intersecao com o conjunto de Julia é o ponto fixo Z.
Além disso, podemos escolher T' contendo os pontos P.(z.),..., P’ (z.), onde
r & um inteiro positivo satisfazendo a seguinte propriedade: existe um disco
aberto D' com centro em 0 e contendo o conjunto de Julia J., tal que, P¥(z.)
nao pertence a D' para todo s > r. Observe que tal r existe pois a o6rbita do
ponto critico z. converge para o infinito. Veja figura 2.2 acima.

Coloque T" = P.(T) e T" = P7'(T"). Observe que os pontos criticos de P,
pertencem a T'. Como T é conexo, segue que 7’ também é conexo, portanto
C\ T’ é simplesmente conexo, conexo e aberto. Dessa forma, restrito a C\ 7",
temos que

Plggn :C\T" — C\ T’

¢ um homeomorfismo local e é também uma aplicagao propria, portanto, como
pode ser visto em [10] ou [12], é uma aplicagao de recobrimento de cada com-
ponente de C\ 7" sobre C\ 7", e como C\ 7" é simplesmente conexo, a restri¢ao
de P, a cada tal componente, ¢ um homeomorfismo sobre C\ 7. Assim existem
trés ramos analiticos de P! bem definidos sobre C \ 7", que denotaremos por

fiZC\T/HKi, 16{0,1,2}

onde os K; sao abertos dois a dois disjuntos. Pela invaridncia do conjunto L

temos que
fi(L) C L, para todo i € {0, 1,2}

portanto faz sentido a composicao
fai fas - - - fa, (L), para todo a; € {0,1,2}
para qualquer k inteiro positivo. Definimos agora a seguinte aplicacao
h:L— Cs (2.4)

que associa a cada z € L, a sequéncia (ax) = (ay,aq,...) € Cs, onde (ay)
representa a oOrbita de z por P., isto é, z € K,, para algum a; € {0,1,2},
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P.(z) € K,, para algum ay € {0,1,2} e assim por diante. Observe que h esta
bem definida devido a invariancia de L em relagiao a P, e P! e do fato que os
K|s sao abertos dois a dois disjuntos, implicando assim que cada z € L é levado
em uma unica sequéncia de C3. O proximo passo sera mostrar que h é injetiva
e continua. Primeiros mostraremos a injetividade e para isto precisamos do
seguinte lema.

Lema 2.2.7. O didmetro do conjunto fo, fa, - - - fa, (L) tende para zero quando
k tende para o infinito.

Demonstragao. Fixe uma sequéncia (ay) de Cs e coloque

gllk(L) = falfa2 o fak(L>

Sejam D’ o disco aberto com centro em 0 e contendo o conjunto de Julia
J. e T o grafo ligando 0 ao oo como definidos acima. Colocando D = D'\
P.(T), obtemos um dominio simplesmente conexo e disjunto de C*(P.) (que
é o conjunto das orbitas positivas dos pontos criticos de P.), satisfazendo que
P71(D) C D. Assim, P,™ possui 3™ ramos analiticos bem definidos sobre D
para cada m, os quais denotamos por S7.. A familia

F={8:m>11<;j<3m}

é normal, pois cada ramo em F omite o conjunto C*(F,.). Portanto, cada
sequéncia em F possui uma subsequéncia que converge localmente uniforme-
mente sobre D. A sequéncia (g,,) definida acima, coincide com alguma se-
quéncia (S,f:) de F restrita a L, portanto, pelo lema 2.2.4, (g,,) possui uma
subsequéncia que converge localmente uniformemente para uma funcao con-
stante. Suponha (g,,_ ) tal subsequéncia e observe que,

9o (L) = fai (L)
9ar (L) = fayfar(L)

gak(L) = fa1fa2 o fak(L)

de onde obtemos que para cada s existe k > s, tal que,

gak(L> C gaks<L)

portanto, gak(L) também converge para a mesma constante que a subsequén-
cia, o que termina a prova. ]

Voltando a prova do teorema, suponha z; e zy pontos distintos pertencentes
a L, entao existem vizinhancas V] e V5 de z; e 2y respectivamente, tais que,
Vi NVa = 0. Note que se h(z) = (a1,az,...,ax,...) entdo z € fo, fay " fa, (L)
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para todo k > 1. De fato, temos que z € K,,, logo pela invariancia de L,
z € fu,(L). Como P.(z) € K,, temos que z € P.1(L N K,,), onde

Pc_l(L NKq,) = U _fai(L N Ka,)
Como z € f,, (L) temos que

KAS fa1<L N Kaz) = fa1fa2<L)

Desta forma temos que, se P*1(2) € K,, entao z € fu, fay--- fa,(L). Pelo
lema 2.2.7 acima, o didmetro do conjunto f,, fa, - fa,(L) tende para zero
quando k tende para o infinito, assim, existe um numero inteiro positivo [ tal
que,

fa1fa2 e fal(L) N ‘/1 - @
ou

farfoz ++ fa (L) N Vo =)

mas isto implica que h(z1) # h(z2), provando assim a injetividade de h. Vamos
mostrar agora a continuidade de h, para isto fixe zyp € L. Uma bola aberta
com centro em h(zy) = ag = (a1, as,...), na topologia de C3, é um conjunto
do tipo

Voo = {a=(a1,0aq,...) € C3; a; = a;, parai <r}

Agora note que o conjunto

W= falfaz T far(L)

é aberto em L (na topologia induzida de C), pois os fa; s@0 homeomorfismos.
Entao, como h(z) € V,, para todo z € W, segue que h é continua em z.
Ressaltamos aqui que h nao é sobrejetora. De fato, basta notar que h(z) =
(aj,a;,...) se e somente se z for um ponto fixo de P., mas L possui somente
um ponto fixo de P, enquanto C3 possui trés sequéncias do tipo (a;, a, . . .).

Para terminar a prova do teorema, precisamos mostrar que h é uma con-
jugacao entre P.|;, e o shift o restrito a h(L). Para isto, considere o seguinte
diagrama, o qual mostraremos que comuta

Pc
L — L
h lh
WI) — (L)

De fato, basta notar que, se

KAS ftllfaz o 'fllk+1(L>
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entao

Pe(2) € fayfas - fak+1(L)

Portanto,
h(z) = (a1,as,...) e h(P.(z)) = (az,as,...)

de onde obtemos

h(P.(z)) = a(h(2)) (2.5)

mostrando que P.|;, é conjugada a uma restricdo do shift unilateral de trés
simbolos. O

Corolario 2.2.8. L € totalmente desconezo.

Demonstragao. Seja M uma componente conexa de L. Pela continuidade de
h, h(M) é um conjunto conexo em Cj, logo h(M) possui um tunico elemento.
Portanto, pela injetividade de h, M também deve possuir um tnico elemento.

O

Observe que nao podemos estender i por todo J. de forma que se preserve
a conjugacao. De fato, colocando

zZ =Pz

podemos estender h para J.\ Z de forma natural, mas para estender h ao
conjunto Z, devemos definir h(z) = (a;,a;,...) para alguma escolha de a; €
{0,1,2}, ese Z é uma pré-imagem de zZ por P.", entdo h(2) = (a1, az, ..., an, a;, a;, . . .).
Note que desta forma h perde a continuidade, pois z pertence ao bordo de dois
abertos dos K,,, digamos K,, e K,, com a; # as, e se h(z) = (ay,a4,...)
entao podemos escolher z € K,, tao proximo de z quanto queiramos, mas
h(z) = (ag,...) esta distante de h(Z) na métrica de C5. O mesmo vale para
cada z € Z, isto é, h definida como acima sobre J., é descontinua em todo Z.

2.3 O Conjunto de Mandelbrot M35

Nesta segao nos restringimos ao caso onde o parametro ¢ € Ms 5, que ¢ equi-
valente ao conjunto de Julia J. ser conexo. Enunciamos e provamos abaixo
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o principal resultado desta secao, que trata de aspectos topoldgicos do con-
junto de Mandelbrot. No teorema abaixo provaremos que M; o é simplesmente
conexo, no sentido que cada componente de Ms 5 é simplesmente conexa. Além
disso daremos uma caracterizagao de M; 5 em relacao a limitagao da érbita do

ponto critico livre de P, a saber z, = =2¢.

Teorema B. O conjunto de Mandelbrot Ms,, € um subconjunto fechado e
simplesmente conexo de C, simétrico em relagdo ao eixo real e a origem, con-
tido no disco aberto D(0,3) e contendo o disco fechado D(0, %) Mazis precisa-
mente, o conjunto de Mandelbrot Ms o consiste de todos os pontos ¢ € C, tais
que, |PM(z.)| < 4 para todo n > 1. Além disso, a intersec¢ao de Mss com
0 eixo real € o intervalo [—3,3] e com o eizo imagindrio € [—col, col], onde

_1 3 3
co = 5(27+3V/57)s + vt

O fato do conjunto Ms 5 possuir essa propriedade de simetria, como descrito
no Teorema B, além de interessante por si s6, nos poupara algum trabalho mais
a frente. Outro aspecto interessante desse conjunto ¢é a interse¢gao com os eixos
coordenados, que tem comprimentos diferentes e como veremos mais adiante,
a dinamica torna-se bem mais complicada em relacao a parametros de Ms o
pertencentes ao eixo imaginario.

Observacao 2.3.1. Quando c € real, € facil ver que o eizo real € invariante
por P.. Agora, se c = Al com \ € R, entao o eizo imagindrio é invariante em
relacdo a P., isto €, se 3 € R entao

P.(BI) = —(5° + A3*)1

Assim podemos considerar o polinémio

P\(B)=—-p>—A3% N\ BER

para analisar o comportamento dindmico de P., quando c pertence a inter-
seccao do conjunto de Mandelbrot com o eixo imagindrio. Observe que o0s

pontos criticos de Py sao 0 e zy, onde z), = —%)\, e 0s pontos fixos sao 0,
VN =d |, A=V
2 2 :

2.3.1 Prova do Teorema B

Demonstracao. Para mostrarmos a existéncia de simetria em relacao ao eixo
real, basta mostrar que, se ¢ € M35 entao também o seu conjugado ¢ € Ms .
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Desta forma temos

Piz) = 2247c22

= (2ot~
= (50 + (50
= P.z)

temos

Prti(z) = (Pp(z))* (P2 (%) +70)

— Pn+1 (Zc)

portanto, se a 6rbita de z. por P. é limitada entao a 6rbita de zz por P- também
é, e isto prova a simetria em relacao ao eixo real. Em relagao & origem, note
que

Zoe = —Z¢

logo

Po(ze) = (220’ +(=0)(2-0)" = =2) — ¢2?
= —P.(z)

e novamente supondo por induc¢ao sobre n que
Pr(z-c) = —P'(z)
temos que

Pri(zee) = (Plo(2-e))*(Pl(2-c) + (—0))
= (=P(z))* (=P (2) = ¢)
_Pn+1 (Zc)
de onde concluimos que Mjo é também simétrico em relagao a origem.
Mostraremos agora que Mso esta contido no disco aberto de centro na

origem e raio 3, que denotamos por D(0,3). Para isto suponha que | ¢ |> 3,
assim temos que

P = R(—50)

4 4
’EC |
2|ZC|

v



26 CAPITULO 2. FAMILIA Po(Z) = Z° + CZ?

Supondo por indugao sobre m que

|P™(z.)| > 2™|z.|, param >1

temos
PP = PR GPIPN ) + )
> (@ (1B ] ~ lel)
> (@2 el ~ [

(27|22~ 1)

2m+1|2c‘

v

portanto P*(z.) — oo quando m — oo, logo ¢ ¢ Ms, e isto prova que
Ms 5 C D(0,3), em particular mostramos que M; o ¢ limitado.

Agora provaremos que Ms, é contituido pelos parametros ¢, cuja orbita
do ponto critico z., esta contida no disco D(0,4). Seja ¢ € C e suponha que
|P*(z.)| < 4 para todo n > 1, entao pelo Teorema 1.2.1, é claro que ¢ € Mj .
Por outro lado, supondo que ¢ € M;, e que |P*(z.)| > 4 para algum n > 1,
temos que

|Pr N (ze)] = |PM(ze) I P (2e) + ¢
> 42| P (z)| — ||
> 42

ja que devemos ter |c| < 3 como foi provado acima. Desta forma, por indugao
sobre k, obtemos facilmente que

[P (ze)| > 48

para todo inteiro positivo k, assim a Orbita positiva de z. converge para o
infinito, mas isto contradiz a hipotese de ¢ € M55, 0 que termina a prova da

afirmacao.
O préoximo passo serda mostrar que Mszo é fechado e portanto compacto.
—2c

Seja {cx} uma sequéncia contida em M;o tal que ¢y — ¢. Como z, = =,

temos que para cada n > 1, P?(z.) é um polindémio em ¢, assim temos que

lim [P (0, = |P2(z0)] < 4
portanto a 6rbita de z. por P, é limitada, logo ¢ € Mj34, de onde concluimos
que M; o ¢ fechado e portanto compacto.

Seguindo em frente, provaremos agora que M3 o é simplesmente conexo, e
para isto comegaremos mostrando que C \ Mj2 ndo possui componente limi-
tada. De fato, suponha por contradicao que §2 é uma componente limitada de
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C\ M;,. Para cada n > 1, definimos a seguinte aplicagao

fn i C—C

c— P(z.)

que claramente é analitica em C. O Teorema do Moédulo Maximo, vide apéndice
A, nos diz que

max{|fn.(c)|;c € Q} = max{|f.(c)|;c € 00}

onde 0f2 denota o bordo da componente 2. Mas 02 ¢ um subconjunto de Ms 5
e como |P(z.)| < 4 para todo ¢ pertencente a Mj, temos que

mazx{|fn(c)|;c € 0N} < 4 (2.6)

Por outro lado, se ¢ pertence a (2 entao existe um inteiro positivo n tal que
|fn(c)| > 4, pois 2 esta contido em C\ M;5. Mas isto contradiz 2.6 e mostra
que {2 ndo pode ser limitada. Agora observe que C\ M35 ndo pode ter mais de
uma componente ilimitada, pois Mj ¢ limitado, de onde obtemos que C\ M3 5
¢ conexo e portanto Mj o é simplesmente conexo.

N

—_

Zc
T T T T T T T O T T T T[T T T T[]
-2 -1 1 2

X

N

Figura 2.3: Orbita de 2, para ¢ = 1.51, apos 10 iteradas.



28 CAPITULO 2. FAMILIA Po(Z) = 7% + C 22

Zc
f==) Fa)

FTr1TryrtyrrrE ATt T T T T T o

1 2

S
|
HEEEEER

Figura 2.4: Orbita de z,, para ¢ = 1.48, apos 10 iteradas.

Consideraremos agora a intersecao do conjunto de Mandelbrot M;, com
o eixo real, a qual mostraremos que M35 "R = [—%, %] Como ilustracao, as
figuras 2.3 e 2.4 apresentadas a seguir, mostram a o6rbita do ponto critico z.
para os parametros ¢ = 1,51 e ¢ = 1,48. No primeiro caso a o6rbita de z.
escapa para o infinito e no segundo a o6rbita ¢ limitada. A simetria de Ms,,
como mostrado acima, nos diz que basta provarmos que Mz, NRT = [0, 2].

12
Assim, para ¢ > 0 temos que

2 2
Poz) = (_30)3 + C(_§C)2
4 4
= —_&>
27¢ =0
Por outro lado, os pontos fixos de P, sao
c N c+4
Z, = —=
- 2 2
c 244
. = —=—
2 2

onde
2o <z <0< 2y

assim temos que
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3 27 — 2 2
T
4 5 c, A+4
— )2 <
(7o +3) ==
T
4,6, 4 4
— —c —1< 2.
(27) c’ + 270 <0 (2.7)
Note que a desigualdade (2.7) é equivalente a ¢ € [0, %], pois ¢ > 0 e a fungao
496, 4 4
= (= —c" -1
o(0) = (e + e

obtida de (2.7) ¢ crescente no intervalo [0, +oc), com g(0) = —1 e g(3) = 0,
portanto, para ¢ € [0, %] temos que P.(z.) pertence ao intervalo [0, z,|. Observe
que 0 é um ponto de minimo local de P, e que P. é decrescente no intervalo
[2¢,0] e crescente em R\ [z, 0], logo P.(z) < z; para todo z € (0,z;). Dali,
obtemos que

PCQ(ZC)<PC(Z+),'~ ,PCTL+1(ZC)<PCH(Z+):Z+

para todo inteiro positivo n, de onde concluimos que a o6rbita de z. por P,
¢ limitada, portanto ¢ € Mss e segue que [0,3] C Ms,. Finalmente, pela
simetria de Mso temos que [—%, %] C Ms,. Falta mostrar que se ¢ > 2 ou

2
¢ < =2 entdo ¢ ¢ Mss. Se ¢ > 3, por (2.7) temos que

4
Pc(zc> = 2—703 > zy > 0

onde z, é um ponto fixo repulsor de P., pois

—_

Plzy)==(—cVe2+4)+3>1

\)

Como P, é crescente em R\ [—%c, 0], temos que para cada n inteiro positivo
P'(z.) > P"M(z) > ... > P.(2) > 24

Os 1inicos pontos fixos de P, sao 0, z_ e 2y, sendo que z_ < 0, portanto a érbita
de z. por P, nao pode ser limitada, caso contrario P, teria outro ponto fixo
positivo e maior que zy, o que como vimos nao é possivel, portanto P™(z.) —
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0o, de onde segue que ¢ ¢ Ms,. Mas isto mostra que Mz, NRT = [0, 2], ¢
assim pela simetria de Mj 9, como mostrado acima, M3 NR = [—%, %]

O proximo passo serd mostrar que, se ¢ € E(O, %) entao ¢ € Mszs. Para
lc| <3 tem-se que L s )

3

=GP =2
27°2 2
Supondo por indugao que [P (z)| < 3, temos

4
Pc c :_3<
|Pe(ze)| = I5-¢| <

2 2 2
PrH(=2a = |PP(=SoPIP(=50) + d
1,1 3 1
< (23 (=+DH)y =2
- (2) (2 * 2> 2

portanto |P™(z.)| < % para todo inteiro positivo m, isto é, a orbita do ponto
critico z. por P, ¢ limitada e assim ¢ € Ms4, de onde concluimos que Ms o
contém o disco fechado D(0, 3).

Zc

MU TTRTTT 1]
—3‘ 2 1
X

P

TTTTTTT[TTTT]
1 2 3

lid

|
—

IIIIITl)IIII

1

Figura 2.5: Orbita de 2, para ¢ = 2.6345, apos 10 iteradas.

Vamos analisar agora a interse¢ao do conjunto de Mandelbrot com o eixo
imaginario. A figura 2.5 ilustra a 6rbita do ponto critico z. para ¢ € [—col, col].
Mostraremos que a interse¢ao de Mszo com o eixo imaginario é o intervalo
[—col, col], onde

1 . 3
o= ~(27T+3VBT)i 4+ —— > (=265
0= 5l ) (27+3\/5_7)%( )
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Como visto na observagao 2.3.1, para P, restrito ao eixo imaginario, podemos
consider c e z reais e P.(z) = —(23+cz?). Observe que z. e P.(z.) sdo negativos
e os pontos criticos de P,., 0 e z., sao pontos de méximo e minimo relativos
de P. respectivamente, e sao os tnicos. Decorre disto que P, é decrescente em
R\ [z, 0] e é crescente em [z, 0]. Novamente pela propriedade de simetria de
M3 e pelo fato de M3, conter disco fechado D(0, %), basta considerarmos o
parametro ¢ > % Definimos inicialmente o seguinte polinémio em c,

Q(C) = Pc?)(zc) - Pc(zc)
= _‘}%(ZC)4<EQ(ZC>'+'C>2(C'_'}%<ZC)2(}%(ZC)'+'C))'_'}%(ZC)

Substituindo z. = —%C, obtemos
_ 4 3.4 4 309 4 309 4 3 4 4
4 4 4 3.3 4 309 4 309 4 4
= B (= S (= = 1
SO (e~ e~ (g Ple— o) + 1)
-Q
Colocamos
~ 4 4 4 4
QO = (e g Ple— (e~ gc) 1
64 4 16 4
= Toes3C (€~ g7 ) (e m pgle— 3¢ — 1
cuja derivada é
~ 64 4 16 4
/ _bs 5 4 39, 10 4 & 4
Qo) = rgrelemgre)lemmgeile— gz +
128 4, 4, 16 4, 4, 1,
o = 2 = 1- 2
To6s3¢ (¢~ e e T g e gz )L ge) &
4 4 2 4 1 4
6—09(0 — —c*)?(1 - 3—05(0 - =) - —606(1 ——c?))
19683 27 243 27 729 9

3xf

Observe que o parametro ¢ = é uma raiz de Q’ e para ¢ > 3‘[ temos que

Q é estritamente positiva. De outro lado, ¢p ¢ uma raiz posmva de Q onde
co > 3\[ , portanto, ¢y ¢ a Unica raiz de Q para ¢ > 3\[ Assim, para ¢ > 3\[
a chuagao se divide em dois casos:

(I) se ¢ > ¢q entao @(c) > 0, o que implica que Q(c) < 0 e portanto
P3(2.) < Pu(z)

(IT) se c € (3\[ o) entao Q( ) < 0, o que implica que Q(c) > 0 e portanto
P3(z.) > P.(z.)
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Consideremos primeiramente o caso ¢ > ¢y, para o qual devemos ter
P(z.) < Pulz) (2.8)

Neste caso P.(z.) < z., além disso P. é decrescente em R\ [z.,0], de onde
obtemos que

Pi(z.) > P*(2.), P’(z.) < P%(z.), ...
Assim, a 6rbita de z,. por P, deve convergir para oo, ou caso contrario teremos
um 2-ciclo periédico {zp, 21}, onde P*"*(z.) — 25 e P*(2.) — 2;. Mas a

dltima alternativa nao pode ocorrer, pois neste caso o ciclo seria repulsor. De
fato, temos que

(P2)(20) = (P.)(Pu(20))P:(20)

(=1)(3P.(20)* + 2¢Pu(20))(—1) (325 + 2cz)
20P.(20)(3P.(z0) + 2¢) (320 + 2¢)

= 2021(321 + 2¢) (329 + 2¢)

Além disso,

-3
321+ 2c>2c>3 e 320+2c<zo<7

pois ¢ > ¢g, por outro lado,

21| > [P2(2)| = |Pe(ze)?||Pe(2e) +
4¢3
2 _— —
> e~
4c? 1
3
— 1 - —— .
||| 571> 3

de onde concluimos que
1
|(P2) (20)] > 5 z0l|2¢]l20] > 1

Portanto, a orbita de z. converge para o infinito e assim ¢ nao pertence ao
conjunto de Mandelbrot Ms,. Vamos analisar agora o segundo caso, ¢ €

(%g, ¢p), para o qual temos que
P.(2) < P)(z) (2.9)
Se P.(z.) > z. entao
Pe([z,0]) = [Pe(2c), 0] C [z, 0]
portanto a orbita de 2, por P, é limitada. Por outro lado, se P.(z.) < z. entao

Pc([zc; 0]) = [Pc(zc)a 0]
= [P.(2¢), ze) U 26, 0]
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Como P,(z.) < P%(z.) temos que
P([2e, 0]) = [Pe(2e), P (2e)] U [Pe(ze), 0]
Se P%(z.) < 0 entao
P7([2, 0]) = Pe([Pe(2c), 0]) C [Pe(ze), 0]
Agora, se P?(z.) > 0 entao por (2.9)
ch([za O]) = Pc(PZ([Za 0])
(

Em ambos os casos, a orbita de z. por P. é limitada, portanto ¢ pertence

ao conjunto de Mandelbrot Ms,. Para finalizar, falta analisarmos o intervalo

3 3V3

5, >%°] entao temos duas

(%, %g] Se o parametro ¢ pertence ao intervalo (

possiblidades a considerar:
P.(z.) > z. ou P.(2.) < zc

Se P.(z.) > z. entao
P.([z.,0]) C [z, 0]

de onde obtemos que a 6rbita de z. ¢ limitatda. Por outro lado, se P.(z.) < z.
entao

Fe([ze, 0]) = [Pe(ze), 0]

e daf segue que
PZ([2¢,0]) = P([Pe(2), 0]) C [Pe(ze), 0]

pois é facil ver que
P.(z.) < P*(2.) <0

Novamente a orbita de z. por F. é limitada e assim ¢ € M34. Isto prova que
o intervalo [0, ¢ol] esta contido em M3, e pela simetria de M; - em relagdo a
origem, segue que a interseccao de Mjo com o eixo imaginario ¢ o intervalo
[—col, col], finalizando assim a prova do teorema. O

Quando o parametro ¢ pertence ao disco D(0, %), que inclui o intervalo

real (—%, %), a dindmica de P, é relativamente simples, pois o conjunto de Ju-

lia neste caso é um quasecirculo. Isto nao se verifica em toda a intersecao de
M3 5 com o eixo imaginario, mas em parte desta intersegao isto é verdade, mais

precisamente como veremos no teorema abaixo, vale para o intervalo (—21,21).
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Teorema 2.3.2. Se c € D(0,3) U (—21,21) entdo J. ¢ um quasecirculo.

Demonstracao. Vamos analisar primeiramente os parametros pertencentes ao
disco D(0,2). Para ¢ € D(0,2) temos que

4 4
P - 3:_ 2
’ C<ZC)| 27’C| 27'6‘ |C’
- 49 < 1| |
2749 = 3l

Supondo por indugao sobre m que |P"(z.)| < 5 |c|, segue que

B (z)] = [Pzl () +
1 1

3o (3m
1 110 ,
el le)
1

3m+1|c|

1,1
el +leDlel? = g + Dlel?

IA

IA

IN

Isto implica que |P*(z.)| — 0 quando m — oo, de onde segue que o ponto
critico z. pertence a bacia atratora do zero, logo pelo Teorema 1.2.3 obtemos
que P. é hiperbolico, e do Teorema 1.2.5 segue que J. é localmente conexo.
Note que o conjunto de Fatou F, é constituido por duas bacias atratoras, a
bacia do infinito que é conexa e a bacia do superatrator z = 0. O proximo passo
serd mostrar que a bacia atratora A(0, P.) também é conexa, isto é, provar
que possui uma unica componente conexa. A estratégia aqui, serd mostrar que
todas as pré-imagens de 0, que s@o o proprio 0 e —c¢, pertencem a Ay(0, P.), e
neste caso Ag(0, P.) deve ser a tinica componente de P~(A4y(0, P.)). Para isto,
basta mostrarmos que —c € Ay(0, P.). Nesse sentido, consideremos a orbita
de cada ponto pertencente ao segmento de reta {—Ac; 0 < A < 1}:
[P(=2)] = [(=2¢)* + e(=Ae)?|
= [\ (1=
4 45 1
< Sl <5
27 2
pois 5= ¢ um valor de maximo para A*(1 — A) e |¢[ < 2. Supondo por indugao
sobre m que

PR (=20 < ()"

temos que
[P (=A0)] = [PM(=A)P| P (= Ae) + ¢
1 1
< “\2my(\m
< MG+l

< PG < ()
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de forma que P7(—Ac) — 0 quando m — oo. Portanto, —Ac € A(0, P.) para
todo A € [0, 1], mas isto implica que —Ac € Ay(0, P.), pois {—A¢;0 < X\ < 1}
¢ conexo. De fato, se —Ac ¢ Ay(0, P.) para algum A\, entao pelo Teorema
da Alfandega existe algum Ay € (0,1) tal que —\gc pertence ao bordo de
Ap(0, P.), e assim —\gc € J., mas isto contradiz o fato que P!"(—MXoc) — 0.
Desta forma —c € Ay(0, P.), o que implica que Ay(0, P.) é a tinica componente
de P71(Ay(0, P.)), portanto a bacia atratora de z = 0 satisfaz A(0, P,) =
Ap(0, P.), isto é, A(0, P.) possui uma tnica componente conexa. Como nao
sobraram pontos criticos e A(co, P.) é conexa, F, possui somente duas compo-
nentes que sao completamente invariantes, assim pelo Teorema 1.2.4 obtemos
o resultado desejado.

Para finalizar, falta analisarmos o caso ¢ € (—21, —%} U (3’2—1, 21), o qual,
pela simetria de Ms 5, se restringe a ¢ € [%, 27). Novamente pela observagao
2.3.1, P. restrito ao eixo imaginario pode ser considerado como um polinémio
real, P.(z) = —2% — cz?, para ¢ e z reais. Observe que P, é crescente no
intervalo [z, 0] e além disso ¢ facil ver que

ze < Puz)<0
Assim,

Ze < Puz) << P"Yz) < P'z)<0

C

O Teorema da Convergéncia Mono6tona, nos diz que essa sequéncia converge e
deve convergir para 0, ji que nao temos outro ponto fixo sobre o eixo-real para
este caso. Note que, de igual modo, P(z) — 0 para todo z € [z.,0]. Agora,
se 3 € (3,1) entdo —fc € (—c¢, z) e

—gc < Po(=Bc) = FR(B—1) <0

pois B%(B—1) € (—%, 0) e assim temos que a orbita de —(c¢ também converge

para 0. Com os mesmos argumentos usados acima, obtemos que P. é hiper-
bolico e que as pré-imagens de 0, que sao 0 e —¢, pertencem a bacia imediata
Ap(0, P.), portanto F, possui somente duas componentes que sao totalmente
invariantes, e segue que J,. ¢ um quasecirculo. ]

Observacgao 2.3.3. O fato de J. ser um quasecirculo para todo pardmetro
c € D(0, %) N R € preciso. De fato, se c = g entao J. nao € um quasecirculo.

Note que neste caso temos que o ponto critico z. = —1 € pré-periodico,

Como
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temos que —1 € J., assim devemos ter Ao(0, P.) # A(0, P.), isto é, A(0, P,)
possui infinitas componentes. De fato, se A(0, P.) fosse conexa entdo seria
simplesmente conexa, jd que A(co, P;) € conexa. Neste caso, como P.|,0,p.)
é um 2-recobrimento sobre Ay(0, P.), entao Ay(0, P.) deveria conter 2 pontos
criticos, ver [1], pag 87 . Mas isto nao é possivel ji que z. € J.. Dessa forma
F. possui infinitas componentes, logo J. nao é um quasecirculo. De outro lado,
note que P. € subhiperbdlico, isto se deve ao fato do unico ponto critico livre
pertencer ao conjunto de Julia e ter orbita finita, e seque dai que J. € local-
mente conexo. Observe que F, nao possui componente parabdlica (jd que o
critico livre estd em J.) e também nao possui disco de Siegel, ji que a orbita
3

de z. € fimita. O caso c = —5 ¢ completamente andlogo, isto €, F—73 POSSUL

infinitas componentes e portanto J-s nao € um quasecirculo.
2

Observagao 2.3.4. Quando o pardmetro ¢ = 21, temos que os pontos fixos de
P.sao 0 e—1I, e como P.(—I)=1, —1 é um ponto fizo parabdlico com multi-
plicador 1, e assim a bacia atratora de —I possui somente uma pétala atratora
e uma repulsora. Desta forma o critico z. deve estar na bacia A(—1, Pyy).
Observe que J. nao € mais um quasecirculo, mas € localmente conexo, jd que
todos os criticos estao em F,.. O mesmo ocorre para ¢ = —21.

Cabe observar aqui, que o interior de Mj 4 é nao vazio, de fato, basta notar
que no Teorema B, o qual provamos acima, mostramos que M;s, contém o
disco aberto de raio %

Terminamos este capitulo com mais um resultado sobre a estrutura topolog-
ica de M3 4, que seré bastante 1til no capitulo 3.

Proposicao 2.3.5. Se W ¢é uma componente conexa contida no interior de
Mso, entao W € simplesmente conexa.

Demonstracao. Suponha que W nao é simplesmente conexa, entao temos que
C\ W nao é conexo, assim existem abertos disjuntos, cuja uniao contém C\ W,
além disso, C \ W pode conter somente uma componente ilimitada, pois C \
D(0,3) c C\W e C\ D(0,3) & conexo, assim C\ W contém uma componente
limitada. Seja B esta componente limitada e suponha A; e Ay abertos disjuntos
onde B C A; e ((C\W)\B) C A, dai seguindo que B C M3 5. Por outro lado,
note que B nao pode estar contido em Mj,. De fato, se B C Int(M;s) entdo
B deve ser alguma componente conexa de Int(Ms o) diferente de W, mas entao
qualquer aberto que contenha (C\ W)\ B deve ter interse¢ao nao vazia com
o bordo de B, logo deve ter interse¢ao nao vazia também com B. Por outro
lado, se BN OMj5 # () entdo também nao podemos ter um aberto contendo
B que tenha intersegao vazia com C\ Mj 2, portanto BN Mz = ), o que gera
uma contradi¢ao, de onde concluimos que W é simplesmente conexa. l
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Corolario 2.3.6. W ¢ simplesmente coneza

Demonstracao. A prova é essencialmente a mesma.
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Capitulo 3

Componentes Hiperbodlicas da
Familia P,

3.1 Introducao

As componentes do interior de M3 4 associadas a polinémios hiperbolicos,
isto é, para cada parametro ¢ pertencente a uma destas componentes, P, é
hiperbolico, sao chamadas componentes hiperbolicas de Ms,. Observe que,
em particular estas componentes sao subconjuntos de H. Neste capitulo nos
abordamos o estudo das componentes hiperbolicas de M3 2, onde veremos que
uma destas componentes, a qual chamamos de componente principal de Ms 5 e
denotamos por Cj, tem a seguinte propriedade, o conjunto de Julia associado
a P., para ¢ € Cy, é um quasecirculo e o respectivo conjunto de Fatou possui
duas componentes, que sao as bacias de atracao dos pontos fixos superatratores
z=0e z = o00. Outro tipo de componente que "habita"em H, como veremos
adiante, sao aquelas associadas aos parametros ¢, cuja a 6rbita do ponto critico
z. por P. converge para 0, mas z. nao pertence a bacia imediata de 0, onde
ressaltamos que esse tipo de componente nao aparece no caso quadratico.

3.2 Estabilidade do conjunto de Julia

Apresentamos brevemente nesta secao o conceito de estabilidade em re-
lagao ao conjunto de Julia de fungoes racionais, que serd fundamental para
demonstrarmos alguns dos resultados abaixo. O Teorema 3.2.2 que enunciamos
abaixo pode ser visto em [16], pag 101. Para a definigao a seguir, consideramos
o conjunto Rac(C) munido da topologia C°.

Definicao 3.2.1. Denotamos por Rac(C), o conjunto das fungdes racionias

definidas sobre a Esfera de Riemann. Dizemos que fo € Rac(C), € Julia-

estdvel se existirem uma vizinhanga N(fo) de fo em Rac(C) e uma fungdo
continua H : N(fo) — C°(Jy,,C), tais que:

39
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i. H(fo)=1d
i. H(f) € um homeomorfismo de Jyg, sobre J¢ para todo f € N(fo)

ii. H(f)o fo=foH(f) para todo z € Jg, e para todo f € N(fo)

Teorema 3.2.2. As funcoes racionais hiperbolicos sao Julia-estdveis.

3.3 Teorema C

No Teorema C, que enunciamos a seguir, nés descrevemos a componente
que contém o parametro ¢ = 0, a qual chamaremos de componente principal
do interior de M3, e denotamos por Cy. Lembramos aqui que o fato de 0

3, 0

pertencer ao interior de M;, foi mostrado no Teorema B, onde provamos que
D(0,3) C Msp.

Teorema C. Seja Cy a componente conexa do interior de Mso que contém o
pardmetro ¢ = 0, entao:

(a) c € Cy se e somente se o ponto critico z. de P, pertence a bacia imediata
de z = 0. Em particular Cy C 'H.

(b) Co contém o disco aberto D(0,2), além disso, a intersec¢do com o eizo

0
real € o intervalo aberto (32,3) e com o eizo imagindrio é (—21,21).

2

(¢c) Se P.(z.) pertence a bacia imediata de 0, entdo z. também pertence e
assim ¢ € Cy.

d) Se ¢ € Cy entao o conjunto de Julia associado a P. € um quasecirculo
)
que particiona o conjunto de Fatou em duas componentes conexas.

Quando o ponto critico z. esta na bacia de atragao do zero, o seguinte teo-
rema, que pode ser visto em [13] pag. 64, estabelece uma ditocomia em relagao
a Orbita do ponto critico z.. Mais precisamente temos o seguinte resultado.

Teorema 3.3.1. Seja Ag(0, P.) a bacia atratora imediata de z = 0, em relagao
ao parametro c. Entao vale uma das alternativas:

i. Pelago,p) @ Ao(0, P.) — Ao(0, P.) € conformalmente conjugada com a
aplicagao z — 22, definida no disco aberto de raio um.

ii. Ag(0, P.) contém o ponto critico nao nulo z. e além disso P*(z.) — 0,
mas P*(z.) # 0 para todo k.



3.3. TEOREMA C 41

Com este resultado em maos mais a propriedade de estabilidadde do con-
junto de Julia, visto na se¢ao 3.2, partimos agora para provar o Teorema C.

Demonstragao. (Teorema C)
(a) Primeiramente mostraremos que o ponto critico z. pertence a bacia de
atragao A(0, P.) para todo ¢ € Cy. Para isto definimos

fu(e) = P (z)

Note que f,, € um polindmio em ¢ para cada inteiro positivo n, além disso,
pelo Teorema B temos que { f,,} é uma sequéncia limitada sobre Cy, logo, pelo
Teorema de Montel, {f,} ¢ uma familia normal e¢ assim converge sobre Cj
para alguma funcao analitica f, tal que, f(c) = nhrglo fu(c). Como visto no

Teorema 2.3.2, existe uma vizinhanga V4 de 0, onde z. € A(0, P.) para todo
¢ € V. Assim temos que f(c) = 0 para todo ¢ € Vj, e o Principio da Extensao
Analitica nos diz que f =0 em Cj. Portanto, segue que lim P’(z.) = 0 para

todo ¢ € Cy, de onde obtemos que z, € A(0, P.). Em particular, obtemos que
P, ¢é hiperbodlico para todo ¢ € Cj.

O proéximo passo serda mostrar que o critico z. pertence a bacia imediata de
atragao de 0, para todo ¢ € Cjy. Como vimos no Teorema 2.3.2, 0 possui uma
vizinhanga Vj em Cp, tal que, se ¢ € Vj entdo —c € Ap(0, P.), em particular
isto implica que J. é um quasecirculo (como visto no Teorema 2.3.2, o disco
D(0, %) satisfaz esta propriedade). Suponha que Vj seja a vizinhanga maximal
de 0 em () satisfazendo esta propriedade. Se Cy \ Vi # ) entao existe ¢; €
oVo N Oy tal que ¢; pertence a Cy \ Vo, e como P., é hiperbélico, temos pelo
Teorema 3.2.2 que existe uma vizinhanca W, de ¢y, tal que, P.|;, é conjugado
topologicamente com F,|;. , para todo ¢ € W,,. Existem parametros ¢y, c3 €
W., tal que co € Vy e c5 € Cp \ Vo, assim J., ¢ um quasecirculo, mas J.,
nao, pois, como o ponto critico z. nao pertence a bacia imediata de atragao de
z = 0, a bacia de atracao possui mais de uma componente conexa e assim J,,
possui infinitas curvas fechadas, que sdo o bordo da bacia imediata Ay(0, P.,)
e suas pré-imagens. Portanto, J., e J., nao podem ser homeomorfos, mas isto
contradiz o Teorema 3.2.2, 0 que nos leva a concluir que Cy \ Vo = (). Em
particular, isto prova o item (d) deste Teorema.

Para terminar a prova de (a), falta mostrar que, se z. € Ay(0, P.) entao
¢ € Cy, e para isto precisamos do seguinte lema:

Lema 3.3.2. Se c € M;, e |z| < I entio P(z) — 0 quando n — oc.

Demonstracao. De fato, note que |¢| < 3 pois ¢ € M35, assim

1,1 1
P, = [z/|? < (=)?|= < =
P2)] = [Pl + el < (%5 +31 < 5
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Supondo por indugao sobre n que,

1
P < (=)
m(:) < ()
temos que
PP () = [P )PIPN(2) +
1 1
< “\2n|/-\n 3
< (I +3
1
< ()
de onde segue o resultado desejado. O]

Voltando a prova do teorema, observe que o valor de % pode ser melhorado,
mas ¢ o suficiente para o que pretendemos fazer por agora. Suponha ¢ € Mj
tal que zz € Ap(0,FP.) e ¢ ¢ Cy, isto é, que exista outra componente D no
interior de Mj 5, contendo ¢, mas disjunta de Cy. Defina

Qn(c) = Pz.), c€ D

Observe que @, ¢é limitada, pois pelo Teorema B, |P!(z.)| < 4 para todo
¢ € Ms,, portanto (), ¢ uma familia normal e pelo Teorema de Montel con-
verge para alguma funcao analitica G em D. Usando o mesmo raciocinio feito
no inicio da prova deste item (a), concluimos que G = 0. Temos que 0 ¢ D
e pelo Teorema 3.3.1, 0 ¢ Q,(D), pois neste caso terfamos P(z.) = 0 com
ze € Ap(0,P.). Como G = 0, dado ¢ > 0, existem ny > 1 e ¢y € D, tal
que, |Qn(co)] < e. Assim, o segmento de reta [0, Q,,(co)] corta o bordo de
Qn(D) de forma radial, logo existe um ¢ € 9D, tal que, |Q,(c)] < €. Mas
Qn(c) = P*(z.), e se ¢ for suficientemente pequeno, pelo lema 3.3.2 temos que
|P*(z.)] — 0, o que é uma condi¢ao aberta. Mas isto contradiz o fato de ¢
pertencer ao bordo de D, portanto ¢ € Cj.

(b) A prova deste item decorre diretamente do Teorema 2.3.2 e do item (a)
acima. De fato, n6s mostramos no Teorema 2.3.2 que z. € Ay(0, P.) para todo
c € D(0,3)U(—21,2I), e o item (a) implica que ¢ € Cy.

(d) Ja foi provado no item (a).

(c) Sejac € C tal que Px(z:) € Ap(0, P:) e suponha W a componente conexa do
interior de M3 contendo ¢. Se P.(z.) = 0 para algum ¢ € W entao ¢ = 0 e isto
implica que W = Cj. Lembrando que, pelo item (a), se z. € Ap(0, P.) entdo
também devemos ter W = (. Vamos supor que W # Cj. Consideremos a
seguinte aplicacao

fule) = Pl(z), ce W
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Dado € > 0, existe um parametro ¢ € W e ng > 1 tal que |P?(2:)| < € para
todo n > ngy. Admitindo que 0 ¢ f,,(W) para todo n > 1, obtemos o segmento
de reta [0, f,,,(¢)], que corta o bordo de f,, (W), existindo assim um ¢ € OW
tal que | f.(c)| < e. Mas, para ¢ suficientemente pequeno, o lema 3.3.2 nos diz
que |P!(z.)| — 0, o que é uma condigao aberta. Mas isto contradiz o fato de
¢ pertencer ao bordo de W, portanto existe um parametro ¢ € W, tal que,
P.(z.) = 0, de onde obtemos que W = Cj. Para encerrar a prova devemos
mostrar que, sob a hipotese de P.(z.) # 0 para todo ¢ € W, entao 0 ¢ f,,(W)
para todo n > 1. De fato, se ¢ € W entao z. ¢ Ay(0, P.), e pelo Teorema 3.3.1
temos que
Pl ago,p.) + Ao(0, P.) — Ao(0, Fr)

é conformemente conjugada a aplicacao

Z'—>Z2

definida sobre o disco aberto de raio um. Assim existe uma conjugacao con-
forme

¢ Ap(0, P.) — D(0,1)

tal que
¢Pc¢_1<z) = 22
Note que
¢P.0 () =0 2=0
assim

P.¢g71(0) = ¢71(0), com ¢ '(0) € Ap(0, P.)
portanto ¢~1(0) = 0, pois zero ¢ o tnico ponto fixo de P, em Ay(0, P.). De
outro lado temos que

(bpn(bfl(/z) — Z2n
Assim, de maneira analoga se
Pl¢7(2) =0
entao
OPI ¢~ (2) = $(0) =0

Mas isto implica que

¢ (2)=0=2=0
Portanto, se

falc) =Pl (z.) =0
entao

P(z) = P:_I(PC<ZC)) =0
de onde obtemos
P.(z.)=0

Mas isto contradiz a hipotese de P.(z.) # 0, mostrando assim que 0 ¢ f,, (W)
[
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3.4 Teorema D

Outras duas componentes do interior de Ms 5, distintas de Cp, que des-
creveremos abaixo, sao componentes associadas a pontos fixos nao nulos e
atratores de P.. Existem exatamente duas destas componentes, sendo simétri-
cas em relagao & origem e cujos pontos criticos finitos e nao nulos associados a
parametros destas componentes, convergem para pontos fixos atratores finitos
e nao nulos. Em particular, essas componentes sao hiperboélicas e portanto sao
subconjuntos de H. Mais precisamente temos o seguinte resultado.

Teorema D. Seja ¢ € Ms s tal que P. possui um ponto fizo atrator finito z(c) #

0, e seja C' a componente conexa do interior de Mso contendo c. Entao, ou C é

a imagem do disco D(0,1) pela fun¢io c1(\) = %, ou € a imagem de D(0,1)

pela fungao co(N) = \}\% Além disso, para todo A € D(0,1), P, possui um

ponto fixo atrator finito e nao nulo z(c;(A)) satisfazendo P, ,)(z(ci(A))) = A,
para i =1,2.

A seguir nds enuciamos e provamos o seguinte lema, que usaremos na prova
do Teorema D.

Lema 3.4.1. Para cada A € D(0,1), existem pardmetros ¢, e ¢y simétricos em
relagdo a origem, tais que, P, (2) = A, onde z; € um ponto fivo nao nulo de
P.., parai=1,2.

Demonstracao. Para ¢ € C temos que

—c+ V244

P(2)=2& z=
(2) =z z 5

onde denotamos os pontos fixos de P, por

—c+e2+4 —c—Vc2+4
—— e ——

21 = 9 Z9 = 9
Fixando A € D(0,1) temos que as solugoes da equagao
Fi(z) = A
sao
3—A A—3
c= ou c=
A—2 A—2

em ambos os casos, isto é, para ¢ = 1 ou ¢« = 2. Obtemos desta forma duas
funcoes,

3—A A—3
ci(N) = e ()=
V)= 7= e all) = ———
tal que ¢;(\) = —ca(N), isto significa que possuem imagem simétrica em relagao

a origem, e satisfazem Pcll(x)(zl) = PC’Q(A)(,@) =\ ]
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Demonstragao. (Teorema D)

Na prova do lema 3.4.1, mostramos que se P, possui um ponto fixo atrator
entdo ¢ € ¢1(D(0,1)) ou ¢ € c(D(0,1)). O Teorema E (que enunciamos e
provamos a frente e é independente deste teorema) garante que todo parametro
pertencente a C' esta associado a um ponto fixo atrator nao nulo e finito.
Portanto, C' deve ser o interior de uma das curvas citadas acima, provando
assim a primeira parte do teorema. A tltima afirmacao segue diretamente do
lema 3.4.1. O

Cada uma das aplicagoes ¢; descritas no Teorema D, aplica analiticamente o
disco fechado D(0,1) sobre o fecho de uma componente conexa C, pertencente
ao interior de Mj,, que denotamos por C; = ¢;(D(0,1)). Para cada ¢ € Cj,
P, possui um ponto fixo atrator finito e nao nulo, de onde segue que C; é um
subconjunto de H. Como vimos no lema anterior, C; e C5 sao simétricos em
relagdo & origem e note que nao tocam o eixo real. De fato, se ¢1()\) fosse real

entao
/ C% 1 2
/\:Pcl(zl) = E_E\/ Cl+4+3
também seria real, mas isto é um absurdo pois, ¢;(\) = j%, onde [\ < 1.

O mesmo vale para ca(\), e assim segue que nao ha interse¢ao de C; e Cy com
o eixo real. Observe que

a(-1.1) = -2 gy
assim a componente C pertence ao semiplano inferior de C e analogamente a
componente Cy pertence ao semiplano superior de C. Os parametros —21 e 21
sao bifurcagoes em M3 5, pertencentes a dC; e a C5 respectivamente. QQuando
c = 21 temos que

Py (—I)=—-I?+2II* = —1

P (—1)=3(=1)? +4I(-1)=-I*=1

portanto —1 é um ponto fixo parabélico de P,., com multiplicador A = 1. Para
¢ = —2I, temos que [ é um ponto fixo parabdlico com multiplicador A = 1.
Esses parametros também estao no bordo da componente principal Cy, e além
disso, Co N C, = {21} e Cy N Cy = {—2I}. Em relacdo ao bordo das compo-
nentes C; temos o seguinte corolario do Teorema D.

Corolario 3.4.2. O bordo de cada uma dessas componentes consiste precisa-
mente dos pardmetros c, tais que, o polindmio associado P. possui um ponto
fixo neutro. Mais precisamente, se A € 0D(0,1) entdo existem ¢; € 0C, e
ey € 0C; tais que P, (2) = A, onde z; € um ponto fixo neutro e nao nulo de
P.., parai=1,2.
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Demonstracao. Fixamos primeiramente a fungao

¢ :D(0,1) — C

dada acima e fazendo uma simples mudanga de variaveis, A = w + 2, obtemos

¢ :D(=2,1) — C

definida por
1—w
c(w) = ——

Vw
Fixamos o ramo da fungao raiz definido no conjunto U = C \ {z € R;z > 0},
assim temos que c¢; é analitica, pois

¢ (w) = —1—-w
! 2wy/w
e observe que ¢} (w) = 0 somente para w = —1. Afirmamos que ¢; é injetiva
em D(—2,1). De fato, suponha que
c1(w) = ¢1(wo) (3.1)

entao temos que
ci(w) = ci(wo)

e portanto
1 — 2w+ w? B 1 — 2wy + w3
w n Wy
de onde
wo + wow? = w + ww}
e assim

(wp — w)(1 —wwy) =0

Segue entao que as possiveis solugoes de 3.1 sao, w = wy e w = wL Note que
nao podemos ter wwy = 1, pois para w, wy € D(—2,1) temos que min{|w|, |wy|} >
1, portanto a unica solugdo é w = wy, logo ¢; é injetiva em D(—2,1) como
afirmado acima. Segue do Teorema A.1.3, no apéndice deste trabalho, que
c1(w) restrito ao disco aberto D(—2,1) é um biholomorfismo sobre sua im-
agem e portanto o mesmo vale para c;(\) restrito ao disco aberto D(0,1) e
desta forma,
c1(0D(0,1)) = de1(D(0, 1))

O mesmo vale para a fun¢do c3(\) definida acima. Usando o mesmo procedi-
mento do lema 3.4.1, finalizamos a prova deste corolario. l

Assim, de acordo com o corolario 3.4.2, temos todos os tipos de pontos
fixos neutros racionais e irracionais associados aos parametros ¢ € 0Cj;, isto é,
parametros associados a discos de Siegel, pontos de Cremer e Parabdlicos.
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3.5 Teorema E

O proximo teorema, que obtemos usando técnicas do caso quadratico, nos
consideremos o caso geral das componentes hiperbélicas associadas a pontos
periodicos atratores. Lembramos aqui que, o r-ciclo de um ponto periédico,
de periodo r, é denotado aqui por {z;(c),. .., z.(c)}.

Teorema E. Seja ¢c; € C e W a componente conexa do interior de Mss,
contendo cy. Suponha que P., possui um ponto periddico atrator nao nulo,
cujo periodo € r, entao:

(a) Para todo c € W, P, possui um ponto periddico atrator finito e nao nulo,
de periodo r, onde cada elemento do r-ciclo de z1(c), depende analitica-
mente de c. Seque que W C H.

(b) W ¢ aplicada analiticamente sobre o disco aberto D(0,1). Em particular,
W possui um parametro c, tal que, o ponto periodico atrator nao nulo de
P, € superatrator.

Demonstragao. (a) Seja {z1(c), ..., z(c)} o r-ciclo do ponto periodico atrator
z1(c1), de periodo r, de P,,. Definimos a seguinte aplicagao

Q(C,Z)IPZ(Z)—Z

Observe que ) é analitica e Q(c1, 21(c1)) = 0, onde temos que

X e2) = PUP ) PUPI(E) - P 1
portanto
%(017 z1(er)) #0

pois z1(c1) é um ponto periddico atrator e assim

[P (P (1 () Py (P (2 (en) - Py (2a(en)] < 1 (3-2)

Pelo Teorema da Fungao Implicita, existem vizinhangas V e U de ¢; e z1(c1)
respectivamente, e uma func¢ao analitica h : V' — U com h(cy) = z1(cy), tal
que, para cada ¢ € V', h(c) é o tunico ponto em U satisfazendo

Q(c, h(c)) =0

Portanto, h(c) é um ponto periddico, de periodo r, e atrator de P.. O fato de
ser periddico esta claro, e quanto ao periodo ser r, observe que

Pl (z1(c1)) — z1(c1) #0
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para 1 < k < r e pela continuidade da aplicacao Q(c, 21(c)), para cada 1 <
k < r, existe uma vizinhanca de ¢; tal que

PE((¢)) — 21(0) # 0

para todo ¢ nesta vizinhanca. Como c; pertence a cada uma destas k — 1
vizinhancas, basta entao tomar a intersecao destas. Quanto ao fato de ser
atrator, note que, P/, P’=1 ... P, e h sao analiticas em c, logo

PUPI (h(e))PUPE(h(e)) - .. Pi(h(0)) (3:3)

também é analitica, portanto existe uma vizinhanga de ¢y, tal que, (3.3) cumpre
a desigualdade (3.2). Decorre disto que existe uma vizinhanga de ¢;, que
podemos supor que seja V', que satisfaz o item (a). Em particular, ¢; pertence
ao interior de M35 e z1(c) depende analiticamente de ¢ para todo ¢ € V.
Suponha W a componente do interior de M;35 contendo c;. Precisamos de
mostrar que P, possui um ponto periédico atrator, de periodo r, para todo
c € W. Tome c € W e considere a seguinte sequéncia {g;(c)}, definida por

95(c) = P (zc) (3.4)
onde z. é o ponto critico ndo nulo de P.. Note que {g;(c1)} converge para
algum ponto do ciclo {z1(c1),...,2:(c1)}, digamos para z(c;). Além disso,

como ¢ € Mjo, segue que (3.4) ¢ uniformemente limitada em W, portanto,
pelo Teorema de Montel essa sequéncia ¢ normal sobre W. Pela normalidade
e analiticidade da familia {g;}, ela converge localmente uniformemente sobre
W para alguma funcao funcao analitica f, onde

Q(Ch f(Cl)) =0

pois
flar) = z21(a) = ]hjgo gi(c1)

assim devemos ter Q(c, f(c)) = 0, para todo ¢ pertencente a alguma vizinhanga
de c1, que novamente podemos supor que seja V', o que implica que, f,, = h.
O Principio da Extensao Analitica nos diz que devemos ter

Q(c, f(c)) =0

para todo ¢ € W, assim, temos que f(c¢) é um ponto perioédico de P,., que é
atrator para ¢ € V. Por outro lado, devemos observar que, f(¢) é um ponto
periodico repulsor de P, somente se P/ (z.) = f(c), para algum j > 1. Mas
isto pode ocorrer no maximo para um conjunto enumeravel de parametros. De
fato, note que para cada j, o polinémio P’/(z.) possui grau s(j), logo possui
no méaximo s(j) raizes, assim, para cada j, existe no maximo s(j) parametros
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satisfazendo P'7(z.) = f(c). Logo, pela analiticidade de (3.3), ndo podemos
ter a desigualdade

((P")' ()| = [PUPI () PUPI(2)) - Pl(2)] > 1

véalida somente para um conjunto enumeréavel de parametros em W. Portanto,
f(¢) é um ponto periédico atrator, de periodo r e nao nulo, para todo ¢ € W,
o que implica que z(c) depende analiticamente de ¢, como também cada ele-
mento do r-ciclo de z;(c), com isto finalizamos a prova de (a).

(b) Definimos a seguinte aplica¢ao sobre W

p(c) = (PO)'(z1(c))

onde z(c) é o ponto periddico atrator que varia analiticamente em fungao de ¢,
como descrito no item (a) acima. Pela analiticidade de p, podemos estendé-la
para o bordo de W, colocando
p(c) = lim p(c)
c—cC
para todo ¢ € OW. Note que, |p(c)| = 1 para todo ¢ € OW. De fato, se
co € OW entao tome uma sequéncia {c,} contida em W, tal que, ¢, — co.

Temos que
lim P} (z1(cn)) = P (21(co)) = 21(co)

n—oo
pois
F (z1(cn)) = 21(cn)

para todo n > 1. Portanto, z;(cy) é um ponto periodico de periodo r de P,,,
com |p(co)| < 1, pois |p(c,)| < 1 para todo n. Mas note que |p(co)| ndo pode ser
menor que um, caso contrario, pelo item (a) existiria uma vizinhanga V; de c,
com intersecao nao vazia com W, tal que, P, teria um ponto peridédico atrator
de periodo r, para todo ¢ € Vj, e isto implicaria que Vi C W, contradizendo o
fato de ¢y € OW. Por outro lado, p nao pode ser constante sobre W. De fato,
observe que sobre V' temos que zi(c) = h(c) e satisfaz a equagao

Q(c, h(c)) = PI(h(c)) = h(c) =0

como visto no item (a). Observe que se h fosse constante entao @) seria um
polinémio em ¢ e de grau maior que um, nao podendo se anular em todo V,
portanto, contradizendo a equagao acima. Desta forma z;(c) ndo pode ser
constante sobre W, de onde concluimos que p nao pode ser constante, pois p
pode ser visto como um polinémio em z;(c). Nestas condig¢oes, o Teorema da
Aplicagao Aberta garante que p(IW) é um aberto conexo em D(0,1), logo é
facil ver que
p(W) C D(0,1)
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Agora, note que
p(OW) =0D(0,1)

caso contrario, se zy € 0D(0,1) \ p(OW), entdo existiria uma vizinhanga V,,
de zg satisfazendo, V., N p(0W) = (), mas isto implicaria a existéncia de algum
ponto z € D(0,1) N p(OW), o que é impossivel pelo que acabamos de mostrar.
O que acabamos de provar implica que

p(W) =D(0,1)
e em particular, existe um ¢y € W tal que p(co) = 0, isto é, P, possui um

ponto periédico de periodo r superatrator.
O

Exemplo 3.5.1. Para r = 2 temos que a equacao
P?(z.) = 2,

tem solucao nao nula em c, sendo

%1\/3\/ (64 + 3V/ATT)(1/3) (64 4 3v/A17)2/3) 4 7 + (64 + 3/A1T)(1/3)
N (64 + 34/417)(1/3)

C

c = 2.3562435541

uma solugcao, que neste caso nao € solucao do casor = 1. Assim, o pardmetro c
pertence a uma componente hiperbolica associada a pontos periddicos (super)atra-
tores de periodo 2.

3.6 Teorema F

Outro tipo de componente que aparece no interior de Mj o, sao as compo-
nentes associadas aos parametros c, tais que, a 6rbita do ponto critico z. por
P, converge para o ponto fixo superatrator z = 0, mas z. nao pertence a bacia
imediata de z = 0. Esse tipo de componente nao aparece no caso quadratico,
pois neste caso, o ponto critico z = 0 deve pertencer ao ciclo periédico su-
peratrator, portanto deve pertencer a bacia imediata do mesmo. Com uma
adaptacao das técnicas usadas para o caso quadratico, provaremos o seguinte
resultado.
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Teorema F. Seja ¢; € C tal que P (z,) € Ao(0,P.,), mas P ' (z,) ¢

C1
Ay(0, P.,). Se W € a componente do interior de Mso contendo ci, entdo:

(a) Para todo c € W, P"(z.) € Ao(0, P.), mas P™ *(z.) ¢ Ao(0, P.). Seque
que W C 'H.

(b) Existe um parametro c € W tal que P"(z.) =0 e P !(z.) # 0.

O Teorema C nos diz que existe uma tnica componente Cy no interior de
M; 5, com a caracteristica que o ponto critico z. estd na bacia imediata do
zero. Por outro lado, o Teorema F nos fornece de certa forma, uma maneira de
"contar"componentes do interior de M3 2, cujo ponto critico z, pertence a bacia
de atragao do zero, mas nao pertence a bacia imediata. Observe que o item (b)
do Teorema acima, fornece uma cota para o niimero de componentes do tipo
W, em relagdo ao periodo m. De fato, para cada m, a equagdo P™(z.) = 0,
¢ um polinébmio em ¢ de grau 3™, assim para cada m, temos no maximo 3™
componentes W como descrita no Teorema F' acima.

O item (d) do Teorema C, nos diz que nao podemos ter um parametro c
para o qual P.(z.) € Ao(0, P.) mas z. ¢ Ay(0, P.), assim o Teorema F vale
somente para m > 2. O caso m = 1 nao aparece, pois a equagao P.(z.) = 0
implica em uma tunica solugao, que ¢ ¢ = 0, mas como vimos anteriormente,
0 € Cy. Para o caso m = 2, encontramos parametros para os quais vale o
Teorema, como pode ser visto no exemplo abaixo.

Exemplo 3.6.1. Como visto no Teorema 3.3.1, se para algum pardmetro c
a respectiva bacia tmediata de atracao do zero possut um ponto critico, além
do proprio zero, entao esse ponto critico nao pode estar na orbita negativa do
zero. A equagao P'(z.) = 0, tem solug¢do para todo m e como exemplo, para
%3 ec=—1 %g

m = 2 ewxistem as solucgoes, ¢ = 1 , que nao sao solucoes da

equacdo para o caso m = 1. Neste caso, o0s respectivos criticos, z, = I\/3 ou
2. = —I\/3, sio pré-periddicos com Pfﬂ(—fﬁ) =0ce PEI%(I\/g) =0,
2 2

logo nao podem estar na bacia imediata do zero. Portanto, para m = 2 vale o
Teorema F.

Demonstragao. (Teorema F)
(a) Primeiramente mostraremos que existe uma vizinhanca V,, de ¢; em M3,
satisfazendo a seguinte propriedade:

Se c € V,, entdo P (z.) € Ao(0, P.), mas P !(z.) ¢ Ao(0, P.) (3.5)

Observe que, mostrar que existe uma vizinhanca de ¢; satisfazendo a pro-
priedade (3.5), implica, em particular, na afirmacdo de que ¢; pertence ao
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interior de M35. Para mostrar a existéncia desta vizinhanca, primeiramente
mostraremos que 0Ay(0, P.;) é uma curva de Jordan. De fato, note que o
ponto critico z. nao pertence a bacia imediata Ay(0, P.,), assim o Teorema
de Bottcher, vide [14] pag. 90, garante a existéncia de um biholomorfismo
entre a bacia imediata Ay(0, P,,) e o disco aberto D(0, 1), que, segundo o Teo-
rema de Carathéodory, vide Teorema A.1.4, pode ser extendido continuamente
ao bordo de Agy(0, P.,). Usando o mesmo raciocinio feito no Teorema 2.2.6,
obtemos o resultado desejado. O Teorema 3.2.2, que trata da estabilidade do
conjunto de Julia, garante a existéncia de uma vizinhanca V,, de ¢;, onde J, é
conjugado a .J. para todo parametro ¢ petencente a esta vizinhanga. Suponha
que
Pe - Jcl B Jc

seja esta conjugacao, assim temos

wcPey = Pepe
Note que
@l (040(0, Pry)) = Ploc(0A0(0, Fey))

para todo n > 1, assim pela invariancia de A (0, P.,) em relagdo a P, , temos
que

Pcngpc(aAO(Oa PC1) = @c(ﬁAﬂa)a Pm)) (36)

Por outro lado, ja que ¢, € um homeomorfismo, ¢.(0A(0, P,,)) também é uma
curva de Jordan que separa C em duas componentes conexas, uma ilimitada
e outra limitada contida em A(0, P.), para todo ¢ € V,,. Pela invariancia de
P. em relagao a p.(0Ay(0, P,,)) vista em 3.6, a componente limitada deve ser
Ap(0, P.), portanto

@c(aAO(Q Pc1)) = a"40(07 Pc)

Por hipotese temos que

P(z,) € Ao(0,P,)
Pcnllil(zm) §é A0(0>P01)

assim, existe € > 0 tal que

D(P(2,),e) C Ay(0,F.,)
D(P M (2,),e) C C\ A0, P,)

Pelo Teorema 3.2.2, podemos escolher a vizinhanca V¢, tal que |p.(z) — 2| < §
para todo z € 0Ay(0, P.,) e ¢ € V., de modo que

€
D(Pcnll<zc1)7 Z_l) - AO(Oapc)

D(PCT71<ZC1)7 Z) - @\ AO(Oapc)
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para todo ¢ € V,,. Reduzindo V,, se necesséario, podemos supor que

PI'(z) € D(PI(),7)

Pr () € DR (o))

para todo ¢ € V,,. Desta forma, cada parametro ¢ € V., cumpre a propriedade
3.5 como desejado.

Falta mostar-mos que a propriedade (3.5) vale para todo parametro ¢ € W,
onde W é a componente do interior de Mjo contendo ¢;. Para mostrar isto,
consideremos a seguinte aplicagao

fulc) = PMze), ceW

Note que f,, € um polindmio em ¢ para cada n, além disso, pelo Teorema B
temos que { f,,} ¢ uma sequéncia limitada sobre W, implicando que {f,} ¢ uma
familia normal pelo Teorema de Montel, e assim {f,,} converge sobre W para
alguma funcao analitica f, tal que, f(c) = lim fn(c). Observe que f(c) =0
para todo ¢ € V,,, e novamente pelo Princigioooda Extensao Analitica, temos
que f = 0 em W. Portanto, segue que nhrglo P?(z.) = 0 para todo ¢ € W,
de onde obtemos que z. € A(0, P.). Como W ¢ limitada, podemos supor que
V., (que é aberto em W) ¢ a vizinhanga maximal de ¢; onde vale a propriedade
3.3. Suponha que ¢, € W NIV, (note que neste caso ¢ nao pode pertencer a
V.,), neste caso devemos ter uma das alternativas

P% (z,) € Ao(0,P,,), paraalgum 0 < k <m—1

ou entao

Pg:(ZCz) ¢ A0(07PC2)

Em ambos os casos, deve existir uma vizinhanca U., (como V,,) onde cada
parametro pertencente a U, possui a mesma propriedade de c;. Mas isto con-
duz a uma contradigao, pois neste caso temos U., NV, # 0, ja que ¢y € OV,
assim (3.6) vale para todo ¢ € W.

(b) A prova aqui ¢ a mesma apresentada no item (c) do Teorema C, mudando
apenas as iteradas de P.. Suponha que nao existe ¢ € W tal que P*(z.) = 0.
Novamente consideremos a seguinte aplicagao

fulc) = PMze), ce W

Dado € > 0, existe um parametro ¢ € W e ng > m tal que |P?(2:)| < € para
todo n > ng. Admitindo que 0 ¢ f,,(W) para todo n > m, obtemos o segmento
de reta [0, f,,,(¢)], que corta o bordo de f,, (W), existindo assim um ¢ € OW
tal que |f,(c)| < e. Mas, para ¢ suficientemente pequeno, o lema 3.3.2 nos diz
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que |P*(z.)] — 0, o que é uma condigao aberta. Mas isto contradiz o fato de
¢ pertencer ao bordo de W, portanto existe um parametro ¢ € W, tal que,
P™(z.) = 0. Para encerrar a prova devemos mostrar que, sob a hipotese de
P™(z.) # 0 para todo ¢ € W, entao 0 ¢ f,,(W) para todo n > m. De fato, se
c € W entao z. ¢ Ap(0, P.), e pelo Teorema 3.3.1 temos que

PC’AO(O,Pc) : A0<07 PC) I A0(07 Pc)

é conformemente conjugada a aplicacao

2 2
definida sobre o disco aberto de raio um. Assim existe uma conjugacao con-
forme

¢: Ao(0,P.) — D(0,1)

tal que
¢Pc¢_1(z) = 22
Note que
¢P.p () =0 2=0
assim

P.¢g71(0) = ¢71(0), com ¢ '(0) € Ap(0, P.)
portanto ¢~*(0) = 0, pois zero ¢ o tnico ponto fixo de P. em Ay(0, P.). De
outro lado temos que
¢Pn¢_1(2> — Z2n
Assim, de maneira analoga se
Pl¢7(2) =0
entao
¢P ¢! (2) = ¢(0) = 0

Mas isto implica que

p M (2)=0=2=0
Portanto, se

fale) = P(z) =0

entao
PS(ZC) = Pcn_m(Pcm(ZC)) =0

de onde obtemos
P™(z)=0

Mas isto contradiz a hipotese de P™(z.) # 0, mostrando assim que 0 ¢ f,,(W).

]
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3.7 Outros resultados

Como visto anteriormente, para cada ¢ € Mszs, 0 respectivo polindmio
P. possui somente um ponto critico livre, o qual denotamos por z., que pode
pertencer a bacia de algum atrator ou de algum ciclo parabdlico, ou se acumular
no bordo de algum disco de Siegel e neste caso o ponto critico pertence ao
conjunto de Julia, e finalmente, o ponto critico pode pertencer ao conjunto
de Julia sem se acumular em discos de Siegel, sendo inclusive pré-periddico,
isto é, existem inteiros positivos m e k tais que P*(P™(z.)) = P™(z.), como
mostraremos no exemplo abaixo.

Exemplo 3.7.1. Para c = %, temos que

1 9 1
onde ) 9
, —_ -
P%(2) =1 > 1
de onde concluimos que % € J%. Portanto, o ponto critico livre z. = —1 €

pré-periodico e pertence ao conjunto de Julia.

Observe que % pertence ao bordo da componente principal Cy, o que mostra
que o bordo de Cjy também possui parametros, cujos polinémios associados
nao possuem ponto periddico neutro. De fato, basta notar que o dois pontos
criticos de P% tem Orbita finita e como pode ser visto em [14]| pag. 160, toda
orbita periddica de P% deve ser repulsora ou (super)atratora. Portanto, Cj
¢ uma componente do interior de Mso, cujos parametros do bordo podem
ser associados a ciclos neutros ou nao. Vale lembrar aqui que o bordo de Cj
contém parametros associados a ciclos neutros como vimos anteriormente. Por
exemplo, P,y possui um ponto peridédico neutro, onde 21 € 9C,. Por outro
lado, observe que todos parametros pertencentes ao bordo das componentes
C1 e (y, obtidas no Teorema D, sdo associados a ciclos neutros.

Definimos H como o subconjunto de H, cujos parametros estao associados
a pontos periodicos atratores nao nulos e finitos, isto é, se C' C H entao P.
possui um ponto periddico atrator nao nulo e finito para todo ¢ € C'. Note
que as componentes C; e Cs, obtidas no Teorema D, sdo subconjuntos de
H, mas Cy nao. Em geral, para_as componentes hiperboélicas do interior de
M;5, que sao subconjuntos de H, o Teorema E, nos diz que os parametros
pertencentes ao bordo destas componentes estao associados a ciclos neutros,
isto é, se ¢ € OW, onde W C H, entao P, possui um ponto peridédico neutro.
De fato, temos que

Fi(z1(c)) = z1(c)
para todo ¢ € W, onde z1(c) depende analiticamente de ¢, portanto, se ¢ € OW

entao
lim P} (z1(cn)) = 21(c)

Ccp—cC
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de onde obtemos que P, possui um ponto periédico, cujo periodo divide r, e
mais, z1(c) é um ponto periddico neutro, pois

lim |(F] ) (z1(cn))| <1 (3.7)

Ccn—cC

de onde obtemos que |(P!)(z1(c))| = 1, pois se 3.7 fosse menor que um, entao
c € W ou a alguma outra componente do interior de M3 4, associada a pontos
periodicos atratores.

Por outro lado, os parametros ¢ € Mj3 2 que possuem ciclos atratores neutros
pertencem ao bordo de Ms,, e mais, pertencem ao bordo de alguma compo-
nente hiperbolica do interior de Mjs. Mais precisamente temos o seguinte

resultado.

Proposigao 3.7.2. Suponha cy € M3, tal que P, possui um ciclo neutro de
periodo m. Entao co € OW, para alguma componente W do interior de Ms o,
assoctada a ciclos atratores de comprimento m.

Demonstragao. Usaremos aqui a mesma notagao usada na prova do item (c)
do Teorema E. Definimos o seguinte polinémio

Q(z,¢) = P™(2) — z, (2,¢) € C?

e colocamos V' = Q~(0). Lembramos que a aplicagao de projegao de V, sobre
o c-plano complexo, é uma aplicagao de recobrimento de 3™ folhas. Suponha
Vo o ramo irredutivel de V' contendo (z,,¢o), onde z,, ¢ um ponto do ciclo
neutro de P,,. Observe que |(P)'(z)| ndo pode ser constante sobre Vj, pois

neste caso como Vj é projetado sobre C, P, teria um ciclo neutro para cada
¢ € C, o que é um absurdo. Portanto, (z.,,co) deve pertencer ao bordo W

para alguma componente W de V, onde V = {(z,¢) € Vo: ||(P™)(z)] < 1}. A
projecao de W é uma componente W do interior de M3 5, associada com ciclos

atratores de comprimento m, tal que ¢y € OW. O

Em analogia ao caso da familia quadratica, o proximo resultado, com o qual
terminaremos este capitulo, mostra que o interior do conjunto de Mandelbrot
M; 5 ¢é denso em M3 5.

Teorema 3.7.3. O interior de M3y € denso em Ms .
Demonstragao. Considere o seguinte conjunto
C = {C € Mg,g; PCn(ZC> — 0}

Note que C é ndo vazio pois 0 € C, além disso, C é aberto em C. De fato, seja
¢o € C, como P2 (z.,) — 0, existe um inteiro positivo ng tal que | P2 (zq,)| < %
para todo n > ngy. Pela continuidade da aplicagdo ¢ — P.(z.), existe uma
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vizinhanga Vj de ¢, tal que, |P™(z.)| < }l para todo ¢ € V;. Pelo lema 3.3.2,
temos que P(z.) — 0 para todo ¢ € V4, de onde obtemos que C é aberto.
Como visto no Teorema C, o interior de M3 é nao vazio, assim resta mostrar
que, dado ¢y € OM3 existe ¢ € Int(Mss) proximo de ¢o. Seja D(cg,r) um
disco aberto de raio r com centro em cg, e suponha que 0 ¢ D(co,r), pois 0 €
Int(Ms5). Supomos também que D(cg, ) ndo possui nenhum parametro c, tal
que, P. possua um ciclo (super)atrator ndo nulo ou mesmo que P*(z.) — 0,
pois em ambos os casos ¢ € Int(Ms2). Definimos abaixo a seguinte a familia

Pz,
_ PG e pieor)

fa(c)

ZC
Observe que cada f, evita os pontos 1,0 e co pertencentes a C. De fato, como
0 ¢ D(co,7) temos que z. e P’(z.) sdo ambos nao nulos. Também nao podemos
ter P’(z.) = z., pois neste caso, z. seria um ponto periddico superatrator e
assim ¢ pertenceria ao interior de Mjs,. Assim, a familia {f,} ¢ uma familia
normal sobre D(co, 7). Mas note que D(cg, ) possui parametros ¢ € Ms o, tais
que a seqiiéncia f,(c) é limitada e parametros ¢ € C \ Msy, tais que f,(c)
nao é limitada. Mas isto implica que {f,} nao pode ser uma familia normal,
gerando uma contradigdo. Portanto, D(cg,r) deve conter pontos do interior
de M; 4, provando o teorema. O
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Capitulo 4

Familia P.(z) = 2" + cz*

4.1 O Conjunto de Mandelbrot M,

Neste capitulo, voltamos nossa atencao para a familia de polinomios com-
plexos
P.z)=2"+cF ceC

onde n e k devem satisfazer a seguinte propriedade

n>k>2 (4.1)

Nos capitulos anteriores, trabalhamos com n =3 e kK = 2. Aqui, n e k podem
variar livremente, somente respeitando a condicao 4.1. Para cada par n e k
fixados, definimos o conjunto de Mandelbrot da respectiva familia associada
de forma analoga ao que foi definido para Mj o, assim

M, = {c € C; J. conexo}

onde J. e F, representam os conjuntos de Julia e Fatou associados a respectiva
familia. Apesar da livre variacao do par n e k, o conjuto de Mandelbrot M,,
fica limitado a um disco aberto de raio menor que 5 e centro na origem, seja
qual for o par n e k. Apresentamos abaixo uma caracterizacao para o conjunto
de Mandelbrot M,, ., para cada par n e k fixados, que é o principal resultado
deste capitulo.

Teorema G. Para cada parn ek, o conjunto M, j, € nao vazio e mais, exviste
um numero real 1 < § < 2 tal que

M, = {c €C; |P™(z)| <2+ Vme N}

onde z, € um ponto critico finito e nao nulo associado a P,. Além disso, M,,
estd contido no disco aberto de raio 1 + §2.

Como corolério do Teorema G, mostraremos que o conjunto de Mandelbrot
M, 1 &€ compacto.

29
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4.2 Definigoes e Propriedades de M,, .

Fixados n e k tal que n > k > 2, considere a seguinte familia de polindmios
a um parametro complexo, definida na esfera de Riemann

P(2) = 2" + 2" (4.2)

Os pontos fixos de cada polinémio P, pertencente a esta familia, em relagao ao
parametro ¢, sdo as solugdes da equagao zF(2" ¥ +¢) = z, onde z = 0 é uma
destas solugoes. Os pontos criticos de P,., sao z = 0 com multiplicidade k& — 1
e as (n — k)-raizes do nimero complexo z = —%c, isto €, sao os nimeros z que

satisfazem a equagao

R L (4.3)

Observacao 4.2.1. Se z; e zy sao pontos criticos finitos e nao nulos de P,,
entio temos que 2 = wzq, onde w € uma (n — k)-raiz da unidade (W% = 1),
pois ambos devem satisfazer a equagao (4.3). Assim, se zy € um ponto critico
de P., os outros sao z1 = wWzy, ..., 2n—k—1 = Wk .

Para a familia P. em questao, se n > k + 1 entao temos mais de um ponto
critico finito e nao nulo. O seguinte resultado reduz o trabalho de verificar o
comportamento das 6rbitas dos pontos criticos nao nulos de P,., isto é, basta
verificar somente uma delas.

Lema 4.2.2. Seja P.(z) = 2" + c2*, com n > k + 1, e suponha z. um ponto
critico finito e nao nulo qualquer de P.. Se a orbita de z. € limitada, entao
também € limitada a orbita de todo ponto critico finito nao nulo de P.,.

Demonstracao. Suponha que z; e 2z, sejam pontos criticos finitos e nao nulos
de P.. Pela observacao 4.2.1 podemos supor que z; = wz,, onde w" % = 1.
Assim,

P.(z) = (C()ZQ) = w2y + cwh b
= WM(W"TF 4 c2h)
= k(z2 +c23)
= W'P.(z)

Indutivamente obtemos que
Pl (z1) = W P (20)

Assim temos que a o6rbita de todos os pontos criticos finitos e nao nulos de P,,
sao limitadas ou convergem todas para o infinito. O]
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Observe que o ponto critico z = 0 é um ponto fixo superatrator de P,
logo sua orbita é limitada. Assim, pelo lema 4.2.2 e Teorema 1.2.1, obtemos
a seguinte situacao para o conjunto de Julia J.. Se algum ponto critico finito
e nao nulo de P, tiver a 6rbita limitada, entao J. é conexo, de outro lado J,.
é desconexo. Para esta familia em questao, nao encontraremos o caso onde
o conjunto de Julia é totalmente desconexo, basta observar que o critico z =
0 é também um fixo superatrator, e o bordo da bacia imediata Agy(0, P.) é
uma curva fechada contida em J., de forma que .J. nao pode ser totalmente
desconexo.

A variacao da diferenca entre n e k implica em diferencas no comportamento
dindmico das familias definidas em (4.2), como podemos verificar no exemplo
abaixo.

Exemplo 4.2.3. Fizando n e k tal que n > 3k, temos que ¢ ¢ M, para
n
todo ¢ € C satisfazendo |c| > 7. De fato, podemos supor T < |e| <5, pois o

Teorema G nos diz que ¢ ¢ M, para todo ¢ € C tal que |c| > 5. Assim seque
que

|Poze)l = 128(z0 7" +0)]
n—k
n
—kc, & n—=k
= |—["F || |
n n
k n—=k

n

= |zl el

ke ke
= e[ fe| |=["F]

n k. n—=Fk
e ot |

n n
o =t
EYon Uk

n

> |

| > 2

Supondo por induc¢do sobre v que

Pl >

temos

r n—k r n—k r(n—
|PI (2)] > (=) * (=) =B — el
n—=k

> ( k )r—i—l

pois
n—=k

(== = el > 2779 =5 > 1
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portanto, quando n > 3k, obtemos que P!(z.) — oo quando r — oco. Mas isto
implica que o conjunto de Julia J. associado a P. ndo é conexo. Por outro
lado, colocando n = 3 e k = 2 (neste caso n < 2k), temos que para ¢ = 2i
(le| > 2) {P(ze) }n € limitada como vimos no capitulo 2, portanto o conjunto
de Julia associado a P. € conexo.

Proposicao 4.2.4. O conjunto de Mandelbrot M, j tem as sequintes pro-
priedades:

(a) M,y contém o disco fechado D(0, \/75)
(b) M, € simplesmente conezo.

Demonstragao. (a) Suponha ¢ € C com |c¢] < ‘/75 e z. um dos pontos criticos
de P., finito e nao nulo. Observe que

—kc, &

| n—k

|ZC| = |

assim temos que

lqe

—
N

o

~
I

|2e[*]z0 7" + ¢

—ke, «  —kc

= I |
n n

= (5t (R et
n

n
|7+ < V2
- 2

IA

supondo por indugao sobre m que

[

[P (ze)] <
temos que

[P (o)l < IR (2)|FIPE ()" + cf

() (4 L)

V2

2

IN

IN

Isto mostra que a 6rbita do ponto critico z. por P. é limitada, e assim obtemos
que ¢ € M, .
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(b) A prova é analoga ao que foi feito no Teorema A do capitulo 2. Se M,
nao ¢ simplesmente conexo, entdo C \ M, ; ndo é conexo, e portanto deve
possuir uma componente limitada, digamos W, tal que, OW C M,, ;, devido a
compacidade de M, ;. Pelo Teorema G, a desigualdade |P™(z.)| < (2 + 6?%) é
satisfeita pra todo ¢ € W, para todo m > 1. Segue entao pelo Teorema do
Moédulo Maximo, que a sequéncia {|P"(z.)|} é limitada para todo ¢ € W, o
que contradiz o fato de W C (C\ M, ). O

Como visto na observacao 4.2.1 acima, para n > k + 1, se z. ¢ um ponto
critico de P, entdo wz. também ¢, onde w™* = 1. Em principio, isto parece
indicar que o conjunto de Mandelbrot é invariante pelas (n — k)-raizes da
unidade, isto é, se ¢ € M, entao wc € M, ;, mas como veremos no exemplo
abaixo, isto nao ¢ verdade em geral.

Exemplo 4.2.5. Fizandon =6 e k = 2, obtemos a familia de polindmios com-
plexos P.(z) = 2%+cz?. Para cada ¢ nao nulo, P, possui quatro pontos criticos,
Zey W2, W22e, W32, ondew = I. Para c = 1,42, temos que a sequéncia P™(z.)
converge para oo, sendo que, na quinta iterada temos |P?(z.)| > 145, que €
um rato de escape de P., como visto no capitulo 1. Por outro lado, tomando
¢ = wc, temos que a sequéncia P*(zz) converge para zero, sendo que, na quinta
iterada temos |PI(z;)| < %, e € fdcil ver que a sequéncia converge para zero a
partir dat.

O proximo resultado fornece uma cota para a norma de z, que depende do
parametro ¢ e do par n e k, para a qual, qualquer ponto do dominio de P, é
capturado pela bacia do infinito.

Proposigao 4.2.6. Dado c € C entio {z € C;|z| > (1 + \c|)ﬁ} C A(oo, P.)
Demonstracao. Temos que
[Pe(2)] = [o*"* + ]

> [el"(2" 7" = |el)
> [l (L+ ] = lef) = [

portanto
[Pe(2)] > [2]* > 2|

e para qualquer inteiro » > 1 temos
[Py ()] > P17 (2)]

Note que P’(z) nao pode convergir para um ponto fixo finito z;. De fato, se
isto fosse verdade, entao

|20 = [Pe(20)| = [P (2)] > 2]
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mas isto implica que
1
20| > (1 + [ef)==F

contradizendo o que acabamos de provar acima. Assim, devemos ter z €
Ao, P,). O

4.3 Prova do Teorema G

Demonstragao. A afirmacao que M, ; é nao vazio segue facilmente do seguinte
fato, para qualquer par n e k, o conjunto Jy é conexo, pois neste caso o inico
ponto critico finito é z. = 0, cuja a orbita por P, é limitada, assim temos que
0 € M, ;. Quanto a segunda afirmacao, temos que

|Pe(ze)| = |ZC|k|Z?_k+C|
—ke, & —kc
= =
n n
&k n—k
= et e
n
Agora note que
kit n—k
el S TE ] > (14 Jel)
n n
T
|C|n nn
>
1+ ¢ k¥ (n — k)n—k
T
¢] n
1 > k n—k
(L+ fef)= kn(n—k) =
Colocando n
§= — e t=||
k:%(n— ) o
temos que
t mn
—— >0 & t">0"(1+1)
(1+1¢)=
S th—=0"—-06">0
Portanto,

IPz)| > (1+ |c|7F) & t"—§"t—0">0 (4.4)
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Note que

n n n—k.k
0= —F———% = ( n

kn(n— k)" n—k

assim, se colocarmos v = 7, temos que

[

Q| =

d= (v—1)

v—1
Como v > 1, ¢é facil ver que 1 < 6 < 2, ja que o Unico ponto critico da funcao
d(v) € v =2, 0 qual é um ponto de maximo com 6(2) = 2. Usando o fato que
n > 3, temos

1
S
(5 +9)
0 que é equivalente a
(1+6H"1 > & (4.5)

Supondo que t > 1 + §2, segue da desigualdade (4.5) que
-6 > 0
de onde é facil ver que

" — 6" — 0" = t(t"t - ") — "
> (1+8)((1 402" =) — 6"

Agora note que

(1+62)((1+62)" ' —6m) — 5" >
i

(1+6)" > §"(2+62)
T
>

(5 +0)"

2 4 62
5 +

Como d > 1 en > 2, a ultima desigualdade acima é verdadeira, portanto, por
(4.4) obtemos

Poze)| > (1+|ef)7=

Assim, pela proposigdo 4.2.6, obtemos que z. € A(oo, P.), logo ¢ ¢ M, .
Portanto, M, esta contido no disco aberto de raio 1+ §2. Por outro lado, se
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lc| <14 6%e |P™(2.)| > 2+ 62 para algum m > 1, temos que

[P (ze)| [P (ze)|F| P ()™ +

> 24+ PP (z) [ = )
> (24814 (1+62) —|c])
> 2482 =1+1+62>1+]
>

1
(14 [ef)m=F

E novamente pela proposicao 4.2.6 obtemos que ¢ ¢ M, , o que termina a
prova do teorema. ]

Observe que, quando v — oo temos que 6(v) — 1, portanto o conjunto de
Mandelbrot para v suficientemente grande, esta contido no disco de raio 2 e
centro na origem.

Corolario 4.3.1. M, é compacto.

Demonstragao. Pelo Teorema G temos que M, C {c¢;|c| < 1+ §?}, de onde
segue que ¢é limitado. Por outro lado, para cada inteiro positivo m definimos
0 seguinte conjunto

B, ={ceC; |P"(z.)| <2+ 6}
Note que para cada m, B, é fechado em C, além disso é facil ver que

Mn,k - ﬂ Bm

A intersecao enumeravel de conjuntos fechados é também um conjunto fechado,
assim M, ; é um conjunto fechado em C. Isto conclui a prova que M, é
compacto. ]



Consideracoes Finais

O objetivo deste trabalho era descrever o comportamento dindmico da
familia de polinémios complexos a um parametro,

P(2)=2"+cz* ceC

Uma ferramenta fundamental para cumprir tal objetivo ¢ a descrigao do con-
junto de Mandelbrot associado a esta familia, o qual denotamos por M 5. Para
os parametros pertencentes ao complementar do conjunto de Mandelbrot Ms; 5,
a descricao das propriedades dinamicas da familia P, foi completa, como pode
ser visto no capitulo 2, onde provamos também alguns resultados topologicos a
respeito de M3 5. Quanto aos parametros pertencentes a M3 9, obtivemos varios
resultados, que nao esgotam o assunto, mas descrevem uma grande parte do
conjunto. Como pode ser visto no capitulo 3, mostramos que se P. possui
um ciclo (super)atrator finito e ndo nulo entdo ¢ pertence a uma componente
do interior de Mj o, por outro lado, se P. possui um ciclo neutro(racional ou
irracional) entao ¢ pertence ao bordo de uma das componentes do interior de
M35 associada a ciclos (super)atratores. Algumas perguntas ainda nao foram
respondidas, dentre elas: Em geral, como é a dindmica de P, para c perten-
cente ao bordo da componente Cy? E para c¢ pertencente ao bordo de uma
componente qualquer do interior de Mj2? Qual o comportamento dinamico
de P. quando o ponto critico livre z. pertence ao respectivo conjunto de Julia
associado a P.?

No capitulo 4 fizemos uma abordagem inicial, em relagao ao estudo das
propriedades dindmicas da familia de polinémios complexos a um parametro,

P(2)=2"+c" ceC, n>k>2

que generaliza o caso anterior. Obtemos alguns resultados em relacao ao con-
junto de Mandelbrot M,, ; associado a esta familia. Verificamos que a dinamica
de P., quando variamos o par n e k, apresenta aspectos similares com a familia
P.(z) = 2% + cz*. Por exemplo, o fato do conjunto de Julia ser conexo ou nao,
depende em qualquer um dos casos da 6rbita de um tnico ponto critico finito
e nao nulo, como vimos no lema 4.2.2. Ressaltamos aqui, que o trabalho de
descrever, do ponto de vista dindmico, o comportamento desta familia esta em
aberto ainda.
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Apéndice A

A.1 Alguns Resultados de Analise Complexa

Apresentamos nesta secao, sem demonstracao, alguns teoremas de Analise
Complexa que foram utilizados durante o texto acima, e que podem ser en-
contrados com mais detalhes nas referéncias indicadas no final do trabalho.

Teorema A.1.1 (Teorema do Modulo Maximo). Seja G um conjunto aberto
e limitado em C, e suponha f uma fungao continua sobre G sendo analitica
em G. Entao

maz{|f(2)|; z € G} = max{|f(2)|; » € IG}

Teorema A.1.2 (Teorema da Aplicagao Aberta). Seja Q0 uma regigo em C,
isto €, um conjunto aberto e conexo. Se f é uma funcao analitica definida em
Q, entao f()) € também uma regido ou um ponto.

O proximo teorema pode ser visto como um corolario do Teorema da Apli-
cacao Aberta.

Teorema A.1.3. Seja Q2 uma regigo em C. Se f: Q — C é uma fungao
analitica e injetiva e f(Q) = G, entio f~1 : G — Q € analitica e além disso,

(f7)(w) = [f'(2)]7", onde w = [(2).

Os dois proximos resultados sao devidos a Carathéodory, podendo ser en-
contrados em [14].

Teorema A.1.4. Seja Q uma regido simplesmente conexa de C. Um isomor-
fismo conforme ¢ : D(0,1) — ) eatende-se para uma aplicagio continua,
do disco fechado D(0,1) sobre Q se, e somente se, o bordo de Q é localmente
conexo.

Teorema A.1.5. Se o bordo de () é uma curva de Jordan, entio ¢ : D(0,1) —
Q extende-se para um homeomorfismo do disco fechado D(0,1) sobre €.
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