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RESUMO

Este trabalho esta baseado em pesquisa realizdolagpgo que estudou a orientacéo
preferencial dos planos cristalograficos de matepalicristalinos. Ele tem como objetivo
desvendar as equacdes envolvidas e dar continuadaéstudo por difracdo por raios X da
textura cristalografica em um material metélicag@talino. Para isso foi utilizado o GSAS
(Estrutura Geral de Sistema de Analise) que € ueptpade programacdo livre de
cristalografia, criado pelos cientistas Allen Crdan e Robert B. Von Dreele em 1991, o
qual utiliza o método de Rietveld para fazer apalle dados coletados por difracdo de
néutrons e de raios X. Para atingir o objetivo elésibalho, que é analisar os planos de
orientacéo preferencial, partiu-se de equacdes lexap que foram estabelecidas no estudo

de cristalografia e sdo fornecidas no manual GSAS.

O GSAS (General Structural Analysis System) estpafiivel no site da Uniédo

Internacional de Cristalografia (IUCr) emww.ccpl4.ac.uk/solution/gras/index.html

Palavras chave: cristalografia, método de Rietwftacdo, GSAS.



ABSTRACT

Thiswork is based on research conducted by the group that studied the preferred orientation
of crystallographic planes of polycrystalline materials by a systematic carefull analysis of
the mathematical equations envolved. It aims to continue the X rays diffraction study on the
crystallographic texture in polycrystalline metallic materials by a systematic carefull
analysis of the mathematical equations envolved. For this purpose we used the GSAS
(General Structural Analysis System) a package free software, created by scientists Allen C.
Larson and Robert B. Von Dreele in 1991, which uses the Rietveld method to analyze data
collected by neutrons or X rays diffraction, text repeated in the footnote. The equations
used in this work were established in the study of crystalography and are provided in the
GSAS manual.

The GSAS program is available on the website of the international union of crystallography
(IUCr) in http://www.ccpl4.ac.uk/solution/gras/index.html

Keywords: crystallography, Rietveld method, diffraction, GSAS.
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1. INTRODUCAO

Esta dissertacdo foi produzida por meio do estueldbidliografias sobre

cristalografia, voltada para a orientagédo prefaedios planos cristalograficos.

Como este assunto é extenso e possui muita espiaife optou-se por
resumir e explicar a orientacéo preferencial coselsan trés tdpicos:

- O software GSAS (General Structural Analysis &ygt(Larson e Von Dreele, 2004).

- O artigo Quantitative Texture Analysis by RietveRefinement (Journal of Applied
Crystallography, 1997).

- Rotacdes de matrizes pelos angulos de Euler (fe*nalysis in Materials Science, 1982).

A proposta deste trabalho é dar continuidade amlesta difracédo por raios
X da textura de uma amostra de liga de aluminidt@da2009). Foi feita uma analise nas
equacgOes apresentadas por Allen C. Larson e RBb®dn Dreele para realizar as correcdes
na orientacao preferencial dos planos cristalogpafiA tela principal do programa G S A S,
em sua fase inicial, € mostrada na figura 1, oedeésas op¢cdes MD Preferred Orientation
(March Dollase) e SH Preferred Orientation (splar@armonics preferred orientation) que
podem ser selecionadas nas fases finais de refitame

A importancia no desenvolvimento desta dissert@écaautilizacdo de topicos
da Matemética Superior envolvendo a solucdo da ¢agudiferencial de Laplace em
coordenadas esféricas, a solucdo da Equacdo Diigrese Legendre e a Rotacdo de
Matrizes para determinar os angulos de Euler nosmemtos dos sistemas de coordenadas

da amostra e dos cristais.

A dificuldade estd no entendimento e interpretadas séries multiplas
envolvendo duplas e triplas somatdrias contendizéadjue variam de zero ao infinito para
descrever os fenbmenos que ocorrem na difracaddaMdilvidas sdo frequentes quando se
tenta visualizar as rotacdes dos sistemas de guade e as posi¢cdes dos eixos no espaco
tridimensional para localizagéo dos angulos derEule



Este trabalho auxilia os estudiosos de cristalagraima vez que apresenta um
desenvolvimento matematico envolvendo equacfesaglate, de Legendre, Série de Fourier
e 0os Harmoénicos Esféricos na determinacdo doscoemties para a correcdo da orientacao

preferencial dos planos cristalogréficos.

B EXPGUT mterface to GSAS: C./gsas/MyWork/ALLAMINAGCLEXE {modihed] i
File Options Powder Xtal Graphs Results Calc ImportExport Help
expnam | expedt | genles | powpref | powpiol | Istview | livepiol
|"LS Contross | Phase | Histogram | Scaling | Profiie | Gonstraints | MD Pref Onent  SH Pref Orient |
— Spherical Harmenic (ODF) Preferential Orientation

Phase:| 1 tithe:ffrom C-/AMS_DATA_aluminium cif
Spherncal Sample : Refine ODF :
Harmonic Order: MW Rolling (mmm) — | "8 = © Damping 9 — |
Setting

angles, @ P [71141 1 F [&2835 ¢ F [283157 Damping 0 —

— Sphencal Harmenic Terms: (l,m.n) & coeffs

(4,0,1) i4.2.1) {4.4,1) (€,0,1) [6.2.1) (6.4.1)
|-81.a745 [-00. 1674 |-35.2142 joginz |-12.6073 |-09 9512

(6:6.1) (8.0.1) {8.27) (84.1) {8.5,1) {8.8.1)
[t1ocoooo  [4.5015 |-3.3848 {02074 [too.0000  [100.0000

(10,0.1) {1021} (10,4,1) (10.6.1) (10.8.1) {10,10,1)

[0.000E+000  [0.000E+000 [0.000E+000  [0.000E+000  [0.000E+000  [0.000E+DOD
| Texture index = 4513.7234

Figura 1 - Tela do programa GSAS mostrando a jatel@finamento da orientacéo
preferencial usando o modelo dos harménicos es&ric



2. OBJETIVOS GERAIS E ESPECIFICOS
2.1. OBJETIVOS GERAIS

Este trabalho realiza um estudo dos fundamentoEdsdtda caracterizagdo da
orientacdo preferencial, usando os resultados tinamento da estrutura cristalina pelo

método de Rietveld.

Na analise da orientacdo dos sistemas de coordedadamostra e dos cristais
(gréos), através dos angulos de Euler, foi utibzacha aplicagdo de matrizes de rotacdo no
espaco IR.

Este estudo se complementa com a obtencéo dedigergolo de amostras

laminadas de uma liga de aluminio.
2.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

Apresentar uma discussao detalhada das deducteguagdes que descrevem
a correcado por harmoénicos esféricos generalizadmsonentacdo preferencial e sua

implementagdo no método de Rietveld.

Estudar a orientacéo preferencial de materiaislioeséatravés da obtencéao de

figuras de polo como resultado do refinamento daesa pelo método de Rietveld.



3. DIFRACAO DE RAIOS X — LEI DE BRAGG

O fendmeno difracdo ocorre quando uma onda elegpétiga encontra uma
série de obstaculos regularmente espacados entoersi espacos de magnitude igual ao
comprimento de onda provocando um espalhamentoda incidente. Na difragdo por um
cristal sdo observadas relagbes entre as fasesaseot mais ondas que foram espalhadas
pelos obstaculos (atomos, ions ou moléculas da oedéalina), resultando em picos

provenientes da interferéncia entre as ondas esgash

Os raios X séo radiagfes eletromagnéticas que @ossievada energia e curto
comprimento de onda com magnitude da mesma ordergraledeza dos espacamentos

atdmicos nos solidos.

O p6 de metal policristalino, cujos planos criggaédicos estao aleatoriamente
orientados, € prensado ou laminado de modo quktsel@ uma superficie plana e, atraves de
raios X, seja possivel obter medida dos diversgsilaa de inclinacdo entre a superficie e 0

plano de difragao.

Quando um feixe de raios X incide sobre a supertieium material cristalino,
uma parte desses raios € espalhada em todas g®edifgelos elétrons de cada atomo ou ion
que se encontram no caminho do feixe. Observaa® deixe incidente no plano de difragao
produz um feixe de raios difratados cujo angulo eosuperficie da amostra é igual ao angulo

de incidéncia.

Considerando dois planos atdmicos A e B paraleas, possuem 0 mesmo
espacamento interplanagcde destacando dois raios com comprimento de anel&ngulo

incidented com os planos, pode-se estabelecer uma relag@di.ef e dy (figura 2).

Na figura 2 vé-se que 0s raios com comprimento mga @ refletidos na

segunda camada (ou plano) percorrem uma distarai@ o que aquela dos raios refletidos
na primeira camada. A diferenca de percurso emstraios incidentes 1 e 2§Qe a diferenca
entre os raios refletidos 1" e 2’@. Na figura 2 nota-se também q@ = az Chk Senod

Se a diferenca total entre as trajetdrias 1-1'-€22, ou sejagg + afor igual a um n°

inteiro n de comprimentos de ondaem-se que h= SQ + QT ou )k = 2 dy send.



Esta € a condicdo para que ocorra 0 maximo de;édrde raios X através da

interferéncia construtiva entre os dois raios.

A equacao . = 2d.senf € chamada lei de Bragg em homenagem aos dois
fisicos ingleses William Henry Bragg (pai) e WitiaLaurence Bragg (filho) que foram os
primeiros a usar a difragcdo de raios X em seuglestde estrutura cristalina dos materiais.
Essa equacéo relaciona o comprimento de andias raios X e 0 espacamento interatdbmico

dn com o angul® do feixe difratado.

: A e

raio
. difratado
2

raio
incidente

-0 ®---@

Figura 2 - Difragédo de raios X - Lei de Bragg

Para uma estrutura cristalina com simetria cubidst@ncia entre dois planos

de atomos adjacentes e paralelos € uma funcaodioss h, k, | de Miller dada por

_a
vh? +Kk? +1?

célula unitaria.

dha = onde a é o parametro da rede cristalina ou congptimda aresta da

A lei de Bragg € uma condicdo necesséria para h@ges ou maximos de
difracdo por cristais. Se a lei de Bragg néo fdrsfata, entdo a incidéncia de raios ira
produzir um feixe de difracdo com intensidade mbaxa. Quando os atomos estéo situados
em outras posicdbes como nas faces e no interiorcélagas unitarias, como ocorre nas
estruturas cristalinas CFC (Cubica de Faces Cadyasl CCC (Cubica de Corpo Centrado),
eles atuam como centros de dispersdo que poderazioramn espalhamento fora de fase em

certos angulos de Bragg.



vEelor de diracao

1 (normal aos planos de difacéo)
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¥
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h=5-5; vetorde difracio (faz 90° com planos de difracéo)
=] angulo de Bragg ou reflex@o (simétrica) (n A = 2d sen 9)

Figura 3 - Representacao do vetor de difracdoregyalé de Bragg nos planos cristalinos

A consequéncia disso € a auséncia de alguns felfkegados. Assim na
estrutura cristalina CCC a soma h + k + | deveusemumero par para que a difracdo ocorra,
enquanto que nas estruturas CFC todos os valorées kle | devem ser nimeros pares ou

impares (Callister, 2006 ).



4. TECNICAS DE DIFRACAO

Uma técnica de difracdo usual utiliza uma amosihagpizada ou policristalina
composta por inimeras particulas finas e orientddamaneira aleatoria, a qual é exposta a
um feixe de radiacdo de raios X. Cada particulpdleu gréo é um cristal e a existéncia de
um grande numero deles com orientacdes aleatéasantg que pelo menos algumas
particulas estardo orientadas de maneira corretayatio que todos os conjuntos de planos
cristalograficos estejam disponiveis para difragétm €, estejam obedecendo a condicéo

imposta pela Lei de Bragg.

O aparelho usado para medir os angulos nos quaiseoa difracdo em
amostras pulverizadas € o difratdmetro (figuraPaYa esta técnica de difracdo é colocada no
centro do difratbmetro uma amostra S de materibtnsialino que gira em torno do eixo
perpendicular ao plano do difratdmetro passando pahto O.

O feixe monocromatico de raios X é gerado no pdnas intensidades dos
raios difratados sdo detectadas num contador @ctdetno ponto C. A amostra, a fonte de
raios X e o detector estao todos no mesmo plagoréi3).

O detector esta afixado num suporte mével gradugde,também gira em
torno do eixo perpendicular no ponto O. O suporteveh e a amostra estdo acoplados
mecanicamente de modo que uma rotacdo da amosuen dingul@ corresponde a uma
rotacdo do contador de um anguld ®» que assegura que os angulos de incidéncia e de

reflexdo sdo mantidos iguais entre si.

Quando o contador gira com uma velocidade anguastante, um marcador
registra automaticamente a intensidade do feixatddo em relacdo ao valor do anguéo 2

chamado angulo de difracdo medido experimentalmente



Figura 4 — Geometria de Bragg-Brentano para difnatéo de raios X

T = fonte de raios X
S = amostra
C = detector

O = eixo em torno do qual a amostra e o detectanyi
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Figura 5 — Difratograma do Ab, (alumina irradiada, Carrio, J. A. G. et al, 2007)



5. METODO DE RIETVELD

Nos ultimos anos tem sido de grande interesseqsapgesquisadores a analise
estrutural e quantitativa de um material polictista No caso de um metal como a liga de
aluminio—cobre ou de aluminio—estanho, seu comperito estrutural pode ser analisado
utilizando o método de Rietveld criado para real@eefinamento de estruturas com coleta de

dados por difracdo de néutrons ou de raios X.

O cientista Hugo M. Rietveld estudou na Austrahitre 1961 e 1964, periodo
em que fez o seu doutorado e iniciou uma pesquals® slifracdo para analise da estrutura de
materiais policristalinos. Rietveld escreveu umgpama para ser utilizado na difracédo de
néutrons, o qual foi publicado em 1967. Ele usouaparelho para a difragdo de néutrons
chamado difratbmetro e, mais tarde, esse difrat@nfet adaptado para obter difracdo de

raios X.

Em 1969 Rietveld apresentou ao Congresso Intennalctte Cristalografia seu
trabalho que continha a teoria sobre difracdo,izatido um feixe de néutrons para
refinamento de estruturas cristalinas. O difratdéonéigura 3) € um aparelho utilizado para
medir as posi¢Oes angulares e as intensidadesamssna difracao (figura 4), os quais estao
relacionados ao arranjo dos atomos no interiorrda célula unitaria quando uma amostra é

examinada.

Para obter o padrdo de difracdo de um materiacnsiilino, coloca-se a
amostra no difratdbmetro e no detector séo regasramtensidades as medidas em contagem
por segundo correspondentes a cada posicdo angubagrafico de intensidade do feixe em
funcado da posicao angular mostra os picos de ddragm informacdes para identificacdo das
fases, determinacdo dos parametros da célulaianit&s valores das distancias interplanares.
Os dados coletados sdo processados em um computadacordo com um programa

especifico de cristalografia como o0 GSAS.de Alleh&son e Robert Von Dreele.



6. CARACTERIZACAO DA ORIENTACAO PREFERENCIAL PELO M ETODO DE
RIETVELD

O programa GSAS usa duas funcdes diferentes paaateazar a orientacao

preferencial: funcdo de March Dollase e o0 mode®warménicos Esféricos.
6.1. FUNCAO DE MARCH DOLLASE

Na funcdo de March Dollase ha duas maneiras desgfets correcdes de
orientacao preferencial disponiveis no GSAS.

A primeira € uma formulacdo de March (1932) e ddd3e (1986), dada pela
equacgao (6.1) que se aplica tanto para cristaisoema de agulha quanto para cristais em
forma de lamina com resultado correto quando a tentesm simetria cilindrica ao longo do
vetor de difracdo e uma aproximacao razoavel seocode cilindro é perpendicular ao plano de

difracéo.

De acordo com a geometria de Bragg-Brentano essaufacdo € usada na
maior parte dos difratbmetros de p6 de raios XsBleaso, obtem-se uma boa aproximacao na
orientacao preferencial quando a amostra € ginadimeno do eixo escolhido, a fim de garantir

uma simetria cilindrica.

3

sertA :I_Z

M

=]

_ 1
o w,

p j=L

[R§CO§ A + A6

onde A € o angulo entre o eixo de orientagéo prefereectaletor de reflexég, M, indica o
total de parcelas, j o indice de cada termo na sraa o coeficiente de refinamentgifRdica

a compressao ou extensdo da amostra ao longo dodeixcilindro devido a orientagédo
preferencial. Se ndo houver orientagéo prefereremidio =1 .

Neste caso o eixo de orientacdo preferencial paraastra considerada esta na
direcéo da reta normal ao plano de difracdo, oncae com o vetor de difracdo. Assim, o

valor do coeficiente de correcdo depende da ge@usrdifracdo e da forma do cristal.

A geometria de Debye-Scherrer é a mais usada awecd@i de néutrons e a
geometria focalizante de Bragg-Brentano € a madaipara raios X em difratbmetros de po.
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Nos difratdmetros, geralmente a amostra € giradaetagdo ao proprio eixo para assegurar a

simetria cilindrica.

Se uma amostra cilindrica € usada, os planos logsédicos se acumulam de

modo perpendicular ao plano de difracao@dlulta maior que 1.

Para uma amostra em forma de placa plana, os plemgtslograficos se

acumulam de modo paralelo ao vetor de difracaesgercaso, fRserd menor que 1.

Para cristais em forma de agulha ocorrem resultadkestidos nos valores de
Ro

Uma funcdo muito utilizada para corrigir a distargé orientacéo preferencial

dos planos cristalograficos € a funcdo de MarchaBelpara Mp = 1, dada pela equacao

-3

senza'j2 6.2)

P, :(rzcosch
r

ondea é o angulo formado entre o vetor de orientacafepecial e o vetor de reflexdo e r é
0 parametro a ser refinado.

Por exemplo, escolhendo r = 0,5 e tomamdoariando de 0° a 95° pode-se

calcular os valores dB, e construir o grafico d&, em fungéo der . A tabela de valores e o

grafico deP, s&o apresentados a seguir.

11



Tabela -1 Valores da Funcéo de March - Dollasa pa 0,5

a 0° 5° 10° 15° 200 25° 30° 35° 40° 45°
Pu 8 7,402 6,003 4,493 3261 2,370 1,754 1,332 1,042 0,838
a 5Q° 55° 60° 65° 70° 75° 80° 85° 90° 95°
Pa 0693 0,588 0518 0456 0415 0,388 0,362 0,357 0,353 0,349

8,000

7,000

6,000 \

5,000 \

4,000 \

3,000 \

2,000

Fator de Correcéo Pa

1,000

0,000 T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0° 5° 10° 15° 20° 25° 30° 35° 40° 45° 50° 55° 60° 65° 70° 75° 80° 85° 90° 95°
Angulos a (°)

Figura 6 — Representacédo gréafica da funcdo de M&alase parar =0,5

Para r = 0,5, quando o anguto = 0°, o vetor de orientacdo preferencial é
paralelo ao vetor de reflexdo @P= 8 indica que o pico é amplificado. Para r =,0yando o
anguloa =90, o vetor de orientacdo preferencial é perpeiai ao vetor de reflexdo e

Pa = 0,353 indica que o pico tera sua intensida@ellizida para 35% |.

A segunda maneira de efetuar a correcdo da or@mimeferencial na difracéo
dos raios X consiste em usar a formula de MarchaBelpara uma distribuicdo cilindrica,
simétrica, com direcdo paralela ao feixe incideAtéduncdo de March-Dollase toma agora a

forma:

12



-3
1 M, 1N , 1_Bk2 2
Oun :M_p;N;{F%B” +?} (6.3)

onde B, = cosA;serd + se\, &.senA.cosd, onde & € o angulo entre o feixe incidente e os
planos de difracéo (h, k,l) @< A, 8 < 277 é a variagdo dé, M, e N sdo nimeros de parcelas
nas somatorias, k € o indice de cada termo na dagsomatoria e j € o indice na primeira

somatoria. Aé o angulo entre o eixo de orientagdo prefereecxiaVetorﬁp de reflexao.

Esta formula é usada quando a amostra é colab@aaodo que a orientacédo
preferencial fique alinhada com o feixe incideeste caso, o eixo de orientacao preferencial
para a amostra considerada esté situado entrereaher plano de difracdo ou coincide com o
vetor de difragdo. O valor do coeficientg, Resse caso, depende tanto da inclinagéo do feixe

incidente, quanto da forma da amostra utilizada.

Para ambas as funcdes é possivel definir um canju® orientacbes
preferenciais e a correcéo é feita escolhendoxas €ie orientacdo para aferir o coeficienge R

e o indicador de refinamento.

No caso em que as intensidades difratadas no plandifracdo sdo mais
intensas, a orientacdo preferencial produz disexrglsteméticas na intensidade de algumas

reflexfes e estas podem ser calculadas matematiteme
6.2. MODELO DOS HARMONICOS ESFERICOS

A segunda funcéo para correcéo de orientacdo prefiat disponivel no GSAS

usa a equacao geral axial como descrita por Bub@@?2] e complementada no GSAS por

Von Dreele (1977). A correcdo de orientacdo prefse, op(ﬁ,y) para esta formulacao

depende da reflexdd do cristal e da orientacdp da amostra.

A equacéo geral axial €

o [.9)=1+ Y43 S cmy il (v) (6.4)

13



onde C™sado coeficientes de refinamento da orientacdo neredeal determinados pelos

harmonicos esféricosYe Y," (V) .

Os dois fatores harménic0$m(ﬁ) e Y,"(y), tomam valores de acordo com as

simetrias do cristal e da amostra, respectivamenassim as duas somatérias internas sao
obtidas somente em relacdo aos termos harmonisofianges, que ndo sejam nulos. Estes
anicos termos sao automaticamente selecionadoS3#4& de acordo com o gréafico espacial

simétrico e a simetria da amostra escolhida. Estallea afeta a determinacdo dos coeficientes

harmonicos.

No caso de uma amostra com simetria cilindrica cormaextura de fibra,

somente ¥ (y) s&o termos n&o nulos e os restantes séo exchiddasmatdria e o conjunto de

coeficientes C° é suficiente para descrever o efeito do padradifde;do conveniente para a

textura.

O fator harmonico do cristal, "’r(ﬁ) € definido para cada reflexéﬁ)por meio
das coordenadas polar e azimuf@ ) de um vetor unitario coincidente com o vetor de

reflexdoh .

Para a maioria das simetrias nos cristgi® o angulo entre a reflexdo e o

eixo principal de rotacdo de ordem n no graficeaesh e 5 € o angulo entre as projecdes da

reflexdoh e algum eixo secundario sobre o plano normal.

De modo anélogo, o fator harménico da amostr{é(y)( e definido pelas

coordenadas polar e azimu(ad,y)de um vetor unitario coincidente com o vetor nagho do

feixe difratado em relacdo a um sistema de coodienaplicado na parte externa da amostra.

Como exemplo, no caso de uma placa laminada comtr&nplana, o angulo

polar ¢ é medido na direcdo normal (DN) e o angulo azimuta& entdo medido a partir da

direcédo do laminado (DL) para o plano DT — DL obdesignifica direcdo transversal.

Dessa forma a equacédo geral axial € dada por

14



0,0 A1) =1+ 32" 3. Y (0 AN 1) ©5)

iz 2+ 10
Em uma experiéncia de difragdo, as coordend@g8) de reflexdo do cristal

sdo determinadas pela escolha dos indices de Mildereflexdo (hkl), enquanto que as

coordenadasy, y) de reflexdo da amostra sdo determinadas pelatac&@ da amostra no

difratbmetro.

Para definir as coordenadag, /) da amostra, toma-se um sistema instrumental

de coordenadas (I, J, K) tal que o eixo | € noramlplano de difracdo e J é um eixo

coincidente com a direcéo do feixe de radiacaaérte em pontos afastados da fonte.

A determinacgédo dos angulgsfS e ¢,y na equacao axial usual geral é feita por

meio do estudo de matrizes de rotacao utilizandingslos de Euler.

A determinagéo dos harménicos esféricos generalizgl (g, B), Y,"(w,y) em

termos dos angulos de Euler envolve a equacao denblee obtida como solucdo geral da
equacao de Laplace em coordenadas esféricas.

15



7. DETERMINACAO DA EQUACAO DIFERENCIAL GENERALIZADA DE
LEGENDRE A PARTIR DA EQUACAO DE LAPLACE EM COORDENA DAS
ESFERICAS.

A equacdo de Laplace para uma certa funcao f endeoadas esféricgs, ,¢

€ dada pela expressao

ol 0 0t 10 o 1 0% _
po°op 0p psn?d@ 09 pseFHa¢

(7.1)

Supondo que a equacdo admita uma solucdo dada felado

t(p.6.9)=R(p).Y(€.#), onde X0.4 )¢ yma funcéo angular denominada harménico esférico,

obtem-se a equacéao diferencial a variaveis separave

izi{ Vi J[R(p)-Y(6,9) }+ 1 { serﬁa[R’O) Y6.9)] }+ 1 0[Ro) ¥.9)l_
p°0p ap p’serd 06 a0 0° seff’ ¢’ (7.2)

A bibliografia que subsidia esta dissertacdo aptase estudo da equacao de
Laplace com uma funcdo composta por trés fatorgsiecfacilita o desenvolvimento da parte
operacional.

Tendo em vista que o propdsito da pesquisa tratsidalacdo da orientagéo

preferencial dos planos cristalograficos, foi adataima funcdo composta por apenas dois

fatores contendo as trés variaveis em quegt#be ¢.

Para separar as variaveis, séo retiradas das dasias funcdes que nao estéo

variando com as mesmas, obtendo-se:

Y0.9) d, dR, R",O) 4 0 X0.9),, __Rp) 0° ¥.9) _

serv. :
7 P a0 DPsew 96" 360 o setd 04’ (7.3)
o’sert@
Multiplicando a equacdo po————— e transpondo o ultimo termo ao
R(0).Y(6.9)
segundo membro tem-se:
serfd d o dlﬁ seh i 6 (\9,¢)]=_ 1 0° (8.9) (7.4)

R(p)'dp do” Y6.¢) 26" 20 Y6.9) 0¢®
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Oou entao:

ﬂ?{z dR d ?+—Séh{co§? (y¢)+ rﬁaz (57¢)} 1 (?2 (5f¢) (7.5)
R0) dp 4] Y6.9) 06 o0& X6.9) 09

Observa-se que nessa equacédo, o segundo memhbroaé fapenas da variavel
¢, uma vez quee permanece fixo, sem variar, enquanto que o promagmbro é funcéo das
variaveis® e P . Como a variavef esta separada no segundo membro, existe uma m@nsta

de separacdo que pode ser indicada fodando origem as duas equacdes:

serfﬁ{ BOLR EQZR}L serﬁEE SmaiﬂenggaaT} (7.6)

R( do® | Y(6,9)
1 Eazy(e, é)_
§ -9) = m 77
v(6.4) o4
Resolvendo esta ultima equacao por ser mais siptplasse:
(7.8)

%mﬁwe,qﬁ) =0

que é uma equacdo diferencial ordinaria de 22 ordamvariavel ¢ com coeficientes

constantes.

Para n¥ 0, pondoi = p tem-se a equacao caracteristica p. p + nfi= 0.

p,=0+im

Assmpg+nf=0= p’=-nf = p=0+im = { _
p,=0—-Im

p=im= Y(0,¢)= & = & = @&
p, =—Iim=Y,(6,¢) = @f = @ms — dm
Pela férmula de Euler para nUmeros complexos tequse

™M = f(cosmt isenn) . (7.9)
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Como a solugéo geral da equacgéo diferencial acimgég)=CY+ CY,

substituindo as solugdes particulargseYy, na solucao geral tem-se:

Y(8,4) = C{e’[codmg) +iser(mg )]} + C,{e°[codmg) ~iser{(mg)]}

=(c, +C,)e’ codmg) +i(C, - C,)serimg) = A codmg)+ B ser{mg) (7.10)
d?y(6,4) _ d (dY dy _ ~
v =0= d¢(d¢j 0= ik (constantg= Y(8,4)=ag +b.... (7.11)

Continuando com a obtencdo da solucdo geral dac@&qude Laplace em

coordenadas esféricas, é preciso considerar agutisaequacao diferencial escrita na forma

p*sertd EpIZR(p) , 2psertd EpR(,o) , serf.cosd E@Y(H,qﬁ) serf@ E@2Y (6,¢) _ -

7.12

o) o R o ved) 06 Y(eg) 06 72
Dividindo a equacéo paserfd, resulta

p EQZR(p 2p EplF(p co ov(gg) 1 o%(eg), (7.13)

) “sedY(6,9) 06 Y(6.4) 00  serd

Essa expressdo apresenta variaveis separaveis,opl@ido direito depende
apenas de&d. Neste caso € conveniente adotar uma constargepdeacado na forntff+1) em
fonte italico para caracterizar a forma | (I+1) éante times new roman usada nas expressoes,

obtendo-se as equacoes:

p* d°R, 2p dR

=1(l+1 7.14
Rlp) do” " Rlp)ap D (719

—cosd aY(6,¢) 1 o*(6¢), n’

= (09) 06 Yog) o6 seis (7.15)
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A primeira equacao pode ser colocada na forma

» d’R(p)
do’

+20 L+ DR (p)=C (7.16)

dR)
o d

que € uma equacdo diferencial ordinaria de CauctigrEe pode ser resolvida através da

substituicdop =€ ou t=In p. Pela regra de cadeia resulta

dR(p) _ dR dt_1 dF

] (7.17)
do dt d,o o dt
e assim a derivada de 22 ordem fica:
d’R(p) _ d (dR)_d (1 drR _li[d_Rj_id_R:
do?  doldp d,o o dt) pdoldt) p? dt
1 d(dRYdt 1 dR_1 d°R 1 dR_ 1 (d°R dR
et Il o R e R i R (7.18)
pdtldt)do p? dt p*> dt* p* dt  p? | dt dt
Substituindo essas derivadas na equacao difergras@R (o), tem-se:

, 1 {d°R dR 1dR

| — +2 -1l +1R 0 7.19
pp(dt dtj P2 9 -1(1+2R(p)= (719)
2

d"R(P) , dF(p) 10 +1)R(0)= 0 (7.20)

dt?

que € uma equacdo diferencial ordinéria de 22 or@wmeficientes constantes. Sua equagéo

caracteristica é°p- p — | (I + 1) = 0, que pode ser escrita na forma
p(p+1)—-1(I+1)=0,cujasraizessacfep=-1-1

Com estes valores para p, a solucdoemt é
R(t) = C.e"+D . (7.21)

Voltando de t pargptem-see = p =e' = p™*
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R(t)=Ce" & + D' =Cle* e + D(¢') (7.22)

R(P=G.p'.p'+D.0=Cp "™ +D (7.23)
solucéo que vale inclusive quando | =0

Neste caso a equacao diferencial (7.16) torna-se

2 2
2 d R+2,0ﬂq—00u pd R+2ﬂ?—0 (7.24)

dp’® do dp? do

0.

que também é uma equacéo diferencial ordinariaade!@y-Euler.

Considerandp = €', obtem-se

dR_1dR_dR 1 dR d

o= T 7.25
dpo p dt  dt p? ¢ dé¢ dt (7.25)
Substituindo essas derivadas na equagao anteresde
p @R R, —1£R_ oou IR, AR (7.26)
o° dt dt d?  dt

que € uma equacdao diferencial ordinaria de segardim a coeficientes constantes. A sua

equacao caracteristica &4pp = 0 ou

p(p+1)=0= {p; :__01: R({t) = Ce™ + De™ (7.27)
=

€ =p=>e'=p"

R,(0)=Cop™ + D, (7.28)

Assim, a solugdoR (0)=C,p " + D,.p* (7.23) identifica-se com a solug&o

(7.28).
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no caso em que o parametro 0

Falta resolver a equacgéo diferencial (7.15) pamaridavel 6, ou seja:

m cosd AY@PP) 1 °YOPp)_

- . LIYP )10+
sefd sed. \0,¢) 06  W.9) 00
w1 .i[serﬂ.m}—l(Hl):O (7.29)
serfd sed. Y49,9) @ 4

Multiplicando a equacéao por -¥(¢ ), resulta:

1 d dy m
——.—|sed.— [+| [(I+1)———— |Y=0 7.30
serd d9{se cﬂ} { (1+1) se’rﬁ} (7.30)

Substituindox = cosé e considerando a derivagdo composta
izg.—dz—serﬁ.—d, resulte
dé do dx dx
1 .(—serﬂ).ii sea. 3 .Q‘} (k)-—" | =g (7.31)
serd d dx @ 1-cos &
d dy m’

—&[serﬁ&(— serﬁ)} {I (1+1)- T }Y =0 (7.32)
d dy nt _ _ _
—(serf8.—)+| (1+1)-—— |Y=0 (sef@=1-co8 =1-X) (7.33)
dx dx 1- X

d dy n
— | (1-X*)— |+| I +)-———=|Y =0 7.34
dx{( x) dx} { (+3 1- )8} (7.34)

d?y dy m

1-%°) =5 - 2X—+| [ (+)-—— |Y = C 7.35

(1) e de{(' )1—x°} (7.35)

Esta equacdo diferencial é chamada "equacdo difategeneralizada de

Legendre". Quando m = 0, ela se torna
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2
(1- xz).%—zx%{ﬂ(u DY = ¢ (7.36)
X

chamada apenas "equacao de Legendre”.

Tanto a equagao de Legendre quanto a equacao lggadaasdo resolvidas
pelo método de séries e suas solugbes sdo polisbaophecidos como polindmios de

Legendre na forma &) ou polinbmios generalizados de Legendre nandoR,(x) que

também s&o representados RB(X) .

A resolucdo completa e detalhada das equagBesbalhvga e pode ser
encontrada em livros de Célculo Avancado. Aquicetdizadas suas solugdes sem, contudo,

resolvé-las.

Para ilustrar o que foi exposto, sera apresentad@xemplo da equacao de
Laplace em coordenadas esféricas envolvendo asopailhbs de Legendre. Os polinbmios de
Legendre KBx) sdo solucdes da equacdo de Legendre quanddymgee correspondem ao
caso em gque o sistema de coordenadas tem umaiaime#td ao redor de um eixo, como é o

caso de um disco, um cilindro, um anel, uma estermahemisfério e outros.

Esses polinbmios podem ser obtidos através dassgue

1 d

R(X) :Wd_x'

(¥ -1) (7.37)
que é a formula de Rodrigues para os polindmidsedendre. Exemplo:

2
P,(x)= % % (x2 —1)2 = %%( [Z(X2 - ]).ZX] = %%( [(2x2 - 2)2x] =

14 1 1 (7.38)
=29 [axt - ax|==(12x2 - 4) =2 (3x2 -1)
8 dx 8 2
A tabela a seguir apresenta alguns polin6mios dehdre em funcdo de x e
do co¥d para | com valores de 0 a 5, normalizados parmteralor unitario quando x for
igual a 1. Os polinébmios de Legendre possuem umdagoke bem definida e os valores para |

Sao apenas numeros naturais.
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Tabela 2 — Polinbmios de Legendre

I Pi(x) Pi(cosf)
0 1 1
1 X cosf
2 1 1
=~(3x*-1 =(3cos6-1
2( ) 2( )
3 1(5x3 -3x) 1(5 cos 8- 3cod
2 2
4 1 4 2 1 -
5(35x -30x° + 3) §(3SCO§6’— 30cosf+ =
5

Y(6,9)=a,p +D,

R(0)=Co ™ +D,p'

é(63x5— 70¢ + 15¢

e pelo polindbmioR (cosfd ) de Legendre.

Assim as fungdes do tipo

f ,o(p' 6'¢) =R (p)Yo(H'¢)

suposta no inicio, escritas na forma

f0(0.6.) = (a,p +b,)H{C, p ") + D, p' ) R, (cos0)

séo solugdes que somadas formam a solugao geral

f,(0,6,6) = (a6 +by, )Z ¢, )+ b,R (cost)...

é(G3co§ 6- 70co¥9+ 15cds

Quando m = 0, as solugdes séo formadas pelas expuaco

(7.39)

(7.40)

(7.41)

(7.42)

(7.43)
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resultante para problemas em que m = 0, ou paralesjem que ha uma simetria axial em

torno de um eixo, como numa esfera, num hemisfatio disco, num cilindro, num anel, etc.

Observe que, se a origem fizer parte do dominiosadacdo, pode ser

necessario zerar alguns dos coeficientes D

Um exemplo de aplicacédo é o calculo do potencittieb numa esfera. Este
problema é resolvido na literatura através da forggée considera o produto de trés funcbes

de variaveis independentes:
t(0.6,4)=R(p) IY(6)¢) (7.44)

Neste trabalho foi feito o desenvolvimento usandorgdo solucdo como o

produto de duas funcdes, ou seja,

f(0.6,8)=R(p)Y(6,¢) (7.45)
Exemplo -

Considere uma esfera de raio R, submetida a ummgiateV, na superficie.
Calcular o potencial dentro e fora da esfera.

1) Este problema apresenta uma simetria esférickoem de qualquer eixo que passe pelo
centro da esfera e assim m = 0, o que significaégnecessario utilizar a solu¢cdo dada pela

equacao (7.45) para obter o potencial dentro daaesf

A regido interna da esfera corresponde a um rgi®kr Neste caso, como néo
h& carga livre dentro da esfera e como a origenpdiste da solugdo, os coeficientgs Dom
|>0 sdo todos nulos. Fixando esta condicéo, a equ#¢ss) é desprovida do termarDe o

potencial fica expresso por

00

V,o(r.6,¢) = (a6 +b,)> C @ )R (cos) (7.46)

1-0

O angulog é ilimitado, pois gira no interior da esfera emmitndo eixo fixado

e, portanto, o potencial precisa ter o mesmo vatorg =0 e em ¢ = 277devido a simetria.
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Isso faz com que a constantgde anule e assim a constangepade ser introduzida no

coeficiente Cresultando a expresséo

V,(r.6)=>C.r " R (cosd) (7.47)

I=0
onde se observa que o potencial elétrico ndo depgedoordenad@. Nos pontos onde

r = R, o potencial elétrico vale,\dado por

V,(R,6) = i C, (R"P (cosh) (7.48)

1=0

e nesse caso tem-se uma expansdo em sérig dm Yermos dos polindmios de Legendre
R (cosd).

Definindo cada coeficiente & G R , vé-se que esta série é exatamente aquela

dada pela funcad (x) = Z A.R(X, chamada série de Legendre.
=0
Os coeficientes Asao obtidos através da expressao
1
A :2'7+1 £(X). P(%) dx (7.49)
-1

No caso considerado A g, X = co¥ e f(x) = \p . Entao,

Al=GR e C,:A:ZH:L

(2 +1)V, §
R 2R

o j P(X) dx (7.50)

-1

1
IVO.R (x)dx e assimC, =
-1

A integral € deixada em funcdo de x porque assimais facil de calcula-la

Determinando alguns valores paradin-se:

Paral=%=0

1 1
Co= —(2'O+1)\/0 J-PO(X)dX: V_zo.[l'dxzv_zo[x]l Y (1+1) =Vo UG =V (7.51)
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Paral£=1

1 1 !
o= (2Lt | e {X_} =2op-1)=00c,=0  (7.52)
a a

2R 2Ry 2R| 2], 4R
Paral =2
CZZMJI'P (x)dx = Vo Jl’ St PV 90 —x]l = [(2-1)-(-1+1)]=0 (7.53)
2R? )7 2R?Y 2 4R? T aR? '

Portanto, G=0

Pode-se perceber que todos os coeficientese @nulam quandb>1e assim
resta apenasdg-que vale . Assim a solucdo para o potencial elétrico ficapdesmente
Vo(r,8) = Vo para KR e o potencial elétrico dentro da esfera € cotest&@@omo o campo
elétrico é o gradiente negativo do potencﬁﬁlz —iv), entdo dentro da esfera o campo

elétrico é nulo.

2) O célculo do potencial fora da esfera com r 2 Bbtido pela solucao geral da equacao
diferencial de Legendre dada pela expressao

Vy(r.6,8) = (s + b )Z [cr' + D1 r )R (coss) (7.54)
1=0
Como antes, o angulg é ilimitado em torno de qualquer eixo que passe pe
centro da esfera e, portanto, o potencial deve taesmo valor enpp =0 e ¢ = 271 de modo

que a constante ge anula. Agora a solucdo para o potencial é lealauquandor — « e

como neste caso ndo ha cargas livres fora da eefaressariamentg, = Ge 21

O potencial com estas condi¢cfes € independentagldcig e pode ser obtido
pela solugcéao geral na forma
V,(r,8)=>D/r " (R (coss) + I, [T, (7.55)
1=0

ou entdo incluindo a constaritge nas outras parcelas tem-se

00

V,(r,8)=>"D;r " R (coss) + T, (7.56)

1=0
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Quando r = R (sobre a superficie), o potencial vdlg ou seja,

V

[o]

(r,6)= Y D;r ) (R (cos8) + T, =V, (7.57)

1=0

Esta expressdo também é uma série de Legeadse sonsideraC, =0 e

d =D,R " cujo resultado é

[

=>"d/R(coss) (7.58)

1=0

V

(o]

em que os coeficientedy s&o obtidos através da expressio

A = 2'2+1 I £ (xR, (x)dlx (7.59)

que no caso presente é

241

d,
2

jvopI (x)dx (7.60)

e como D, =d, (R entdo

(21 +1);/0R('+1 Jl.PI (e (7.61)

-1

D, =

Lembrando (na tabela) qaeéx) € uma funcéo impar se | € impar, tem-se que

a integral acima se anula nestes casos. Além dissmdo 1>2, a integral também se anula,

restando apenas o] caso I = 0 que vale
. (20+1)w,R™ ¢ V,R ¢ V,R .
D, _(em l 0 jpo(x)olx:07j1m|x:°7[[3<]£1 D, =V,R (7.62)
-1 -1

e assim o potencial neste caso, fica igual a

V,(r,8) =V,Rr*P,(cos) = V‘;R 1 ou V,(r) :VoTR,r >R (7.63)

que é o potencial fora da esfegﬂiInVOB = Oj. Sobre a superficie esférica, quando

r - o r'

r = R o potencial é

Vo (R) =Vo. (7.64)
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Como conclusdo deste exemplo pode-se observar ajuebfido o mesmo
resultado para o potencial descrito na literateraa aplicagédo do eletromagnetismo (Kleber
Daum Machado, 2005).
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8. MODELO MATEMATICO USADO NO PROGRAMA GSAS

No método de refinamento de Rietveld é desenvoluidanodelo matematico
que descreve a intensidade observagda&i todos os pontos do padrédo da difracdo de uma
amostra policristalina. A variavel independenteaparpadrao de difracdo é o espacamento
interplanar gq ou o angulo de difracdof2para o caso dos raios X e € o tempo para o caso de
difragéo por néutrons.

A intensidade Y calculada inclui contribuicdes do espalhament8idgg e do

"fundo” Yp(base entre os picos) e é obtida pela formula:

Ye=Yo+ D SKREPAT) (8.1)

onde a intensidade de Bragg € a soma das confidgmidas reflexdes na vizinhanga do ponto
gue esta sendo modelado.

Cada contribuicdo a intensidade de Bragg na sotaacesposta pelo fator de

estruturaF,> multiplicado por um fator de escala S, pelo prodie alguns fatores de corregéo
K e pelo valor da fungéo do perfil £T;,) que é uma funcdo do deslocamenff) do ponto

do perfil em relacéo a posicéo de reflexao.

Dentro de cada fator de correcdo K ha um fatg(rﬁQ‘/) gue descreve a
variacdo na intensidade de Bragg para uma refléagiolo a textura. Este fator de correcdo da
textura é também dependente da orientagdda amostra e tem sua origem na funcédo de
distribuicdo axial geral apresentada por Bunge 41,98 qual foi obtida partindo de duas

rotacdes dos sistemas de coordenadagakamostra e Kdo cristal.

Para obter a descricAo da textura através dos haosd esféricos

generalizados, parte-se da equacéao axial geralrmef

> (i ) ©.2)
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mln nfc ~ ~ . L, . . L
onde os termod| (h) eV (Y) sao os harmodnicos esféricos generalizados, ng mdé&ces no

. s . mn ~ .. - A . ..
intervalo [¢, § nas somatériassi sdo os coeficientes do polinémio de LegendreeBoiito
o intervalo [¢ {] em fonte mistral e ndo em fonte times new rorfxgnl] para ndo ser

confundido com o intervalo [-1, 1] .

Essa expressdo € resultante da expansdo das fudedekstribuicdo de

orientacdo desenvolvida pelo professor Dr. H. hg@u1982).

Nesse texto uma fun(;éd@), gue depende de uma orienta¢dga qual pode
ou ndo ter propriedades simétricas, € desenvokidauma série de harmonicos esféricos

generalizados por meio da férmula

F(0)= 33 3.emm(0) onge T (0)=%" (RN ()5 ®3)

sao certas generalizagdes das funcdes associatlagetedre para m, n no intervalé] .

Nessa expressdo, a orientagdopor meio dos angulos de Eulé, ¢, ¢, €

obtida por f (¢,, ¢, ) = i i ZC’"“ e™:R™ ()" (8.4)

1=0 m=-In=

E indicada pord a rotac&o que transforma um sistema de coordetgdda
amostra em um sistema de coordenadadd<cristal. Nota-se também que existe uma série de
rotacdes que transforma a orientagdo do cristah pana orientacdo simetricamente

equivalente.

Essas rotagdes serdo indicadas [ggr elementos do grupogQle simetria do
cristal. Um cristal cuja orientacdo € representada ] pode também ser indicada pela
orientagdo Ug.l0. Isso pode ser considerado para todas as ori@stagiénultaneas. Dai

decorre a condig&o de simetridfg.0) =f(0) (8.5)

De modo analogo a simetria do cristal, a amostde pambém possuir simetria
da distribuicdo da orientacdo. Pode acontecer gueriantacdes individuais dos cristais

resultantes da rotacdo em relacéo a certa direzamdstra ocorra com igual frequéncia.
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Para tanto, a direcdo de laminacéo, a direcaovieesa e a direcdo normal
numa chapa ou lamina delgada podem ter o eixo tdedo duplicado. Assim os elementos
simétricos desta amostra sdo relativos a amosts,n@o sao relativos aos eixos dos cristais
individuais; eles seguem, em geral, para orientac@stalograficas ndo equivalentes aquelas.

A simetria da amostra é diferenciada da simetisatografica dos cristais.

Neste caso, a funcéo de distribuicdo precisa aaéisfuma segunda condicéo

de simetria que ¢ 0 .0,)=f(0) (8.6)
onde[] A séo os elementos do grupo espaciati&simetria da amostra.

A representacdo em série na equacdo (8.3) € vadida funcbes arbitrarias
f(D), isto €, para aquelas que nao satisfazem as émsddas equacdes (8.5) e (8.6). Se a
funcéo I(D) precisa satisfazer ambas as condicfes de simétalro que os valores dos
coeficientes ¢" ndo podem ser tomados arbitrariamente. Algunssdaéeem ser nulos,

outros precisam ter valores definidos.

Ocorre que, no caso de simetrias muito grandesristalc surgem relacoes
complicadas entre os coeficientes, os quais naec@dsiderados neste calculo mais simples.
Por causa disso, introduz-se, no lugar da expaaséaeérie (8.3), uma expressao
analoga, em que cada termo da série satisfaz sepaeate ambos os tipos de condicdes

simétricas, ou seja, (8.5) e (8.6).

Os harmonicos esféricos generalizados sao elemedtsmatriz de

representacdo de uma rotacao no espaco tridimeshsitias sdo definidos por

-I-lmn(D) — -I-Imn(¢1’ ) ¢2) - eim¢Z P|mn(COS¢)ein¢1 (87)

onde

(8.8)
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As fungdes R™(x) para —1<x<1 sdo numeros reais ou imaginrios,

conforme seja m + n par ou impar. Assim é possieduzir as funcdes reais

Q™(x)=i™". R™(x) (8.9)

Em particular, tem-se pata 0 que:
T°(0) = P®(cosp) =1 (8.10)
Paral = 1 a fungéo P"(¢) toma as formas dadas na tabela 3 abaixo:

Tabela 3 — Nimeros reais e imaginarios na expreB8%g) paral = 1 (Bunge, 1982)

P™(¢)
m n=-1 n=0 n=+1
1 (L+cosg) Lserp (cosp-1)
V2
0 %serrp cos¢ _T;serw
+1 1(cosqo—l) —senp 1(1+ cosy)
2 V2 2

Se duas rotagbes], e [, sdo efetuadas sucessivamente, as matrizes

correspondentes de sua representagcéo sdo muttgdicabtendo-se a fungao:

T =T (8.11)

A férmula seguinte, resultante do teorema da adie@sada para o célculo dos
elementos da matriz produto

T™(0,0,)= szs( (0,) (8.12)
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onde m, s, n indicam indices de linhas e columascada matriz individual e na matriz

produto.

Em particular se os conjuntos de rotacdes forem
0, ={0.¢0} ed, ={0,¢/ 0}, obtem-se

+|

R™(p+¢) =3 R™(¢)R" (@) (8.13)

s=—I|

Para simplificar a notagéo, costuma-se escréV8{(g) ao invés deR™ (cosg).

As funcbes lm“(D) formam um sistema completo de funcdes ortonormaéls.

desenvolvimento desse sistema resulta

gm'n’
j'aTlm“ (o) T (0)H)dO T l+ 1 0.0, -0,, (valordaintegral) (8.14)
.
onde o asterisca indica o complexo conjugado d’ﬁé“‘”‘
No caso, dI = iser;o dy .dg, dg, (8.15)

81

onde ¢, ¢, sdo os angulos de Euler na primeira rotagao.

Da condicao de ortonormalizacéo paf@(@) resulta:

gmn

[TR™(@)P (o) dqo—ZI—é' (valor da integral em funcéo dk) (8.16)
I’

O desenvolvimento dessas equacoes (H. J. Bungg) ®Bpesquisado com a
intencdo de justificar o aparecimento da equacéd g&ral para a descricdo dos harmonicos

esféricos generalizados R. B. Von Dreele, 1982)forma

ZCmnYm( i (5) (8.17)

In

s s

1=2 m

onde os dois fatore‘ﬁm(ﬁ) e Y"(y) tomam valores de acordo com a simetria da amesim

cristal, respectivamente.
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Assim para chegar a equacdo da funcdo de distiibagial geral na forma
(8.17) e descrita no artigo do prof. Dr. R. B. Moreele foi necessario fazer um estudo do
comportamento dos sistemas de coordenagatakamostra e Kdo cristal.
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9. FUNCAO DE DISTRIBUICAO AXIAL GERAL —A (h,y)

Em adicdo aos dois sistemas de coordenadadakamostra e gdo cristal,
introduz-se um sistema adicional de coordenada&sniediarias K. Seu eixo Z pode ter a

direcdo y no sistema fixado na amostra com coordenadas ameguésféricag, e y,, no

sistema K e a direcdoh no sistema de coordenadas fixado no cristal coordemadas

angulares esféricag, e £, , no sistema K.

Figura 7 - Relagéo entre o sistema de coordenagla® Isistema de coordenadag &0
sistema adicional de coordenadas K (Bunge, 1982)

Os vetoresh e y serdo usados no lugar dessas quatro coordenad#d. A

rotacaoll, = {yA +g, ¢A,¢2} transforma o sistema de coordenada®i K e a 22 rotacao

0, :{¢'2 , @ ,LZT—,BB} transforma o sistema de coordenadas K em .KO sistema K€

entdo transformado no sistemg MKtravés do sistema K. Para a rota¢fip que vai de K

para kg tem-se quell =0,.0,.
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Fixada a rotacaal, e igualmente os angulagg e B, da rotagédl],, o angulo
¢2' fica livre para variar. Neste caso obtem-se taasotacbed] para as quais a direcao

h do cristal coincide com a direcdo da amostra.

Assim pode-se obter um valor médio da funcdo deildliscdo de orientacbes

sobre todas estas orientacdes. Ela é uma funcéiq p)(das direcBed e y expressa por:
~ 1 2
A( ,y):zlf(mzﬂl)dm' (9.1)
Numa notacéo simbdlica abreviada pode-se escaen@forma:
_— 1 ,
Ah,y) == [f(0)dg, 9.2)
2T i,

Substituindo em Alf, ¥) a funcéo f(0 ) contida em (8.3), resulta:

9= 3y 20 [T, ©3)

Voltando a expressédl =[,.[],das rotagbes, pelo teorema da adicdo de

rotacdes expresso na formula (8.12), tem-se que:
+|

T™0)=T™0,0,)=> T™0,).T°0,) (9.4)
s=-I

Pela definicdo dos harmdnicos esféricos generalizath termos dos angulos
de Euler tem-se a expresséao:

-I-Imn( ) mn(¢l,¢'¢2) |mq§2 Pmn(COS(ﬂ) ing; —
Rm”(qo).[(cosrn¢2.cos ng, —senmg,.sen n¢1)+ [ (cosm¢2.sen ng, + senny,.cos n¢1)]

(9.5)

de acordo com a formula de Euler para nUmeros @4ug!

Os harmdnicos esféricos normalizados numa supedén definidos por:
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Y (p.8)= R (cosg) ©5)

onde R™(cosg) indica a fungéo normalizada de Legendre.

A funcdo associada de Legendre normalizaRi&cosp) € definida pela

expressao:

_m
2

(1+m)! [2-1 () "@-x)2 d""(-%?)
(-m)\V 2~ 2'| 1 CodXT

P(cosp) = R(x) = (9.7)

que € uma funcédo real parasdA<1, como equacao diferencial de ordem n na solugéo d
equacdao de Laplace.

A direcdo h do cristal pode ser indicada pelas componeftigh,,h,) de um
vetor unitario. As vezes é conveniente substitupétas coordenadas angulares esféricas
®,[, isto é h={®d,8}. O angulo® é medido no eixo Z do sistema fixado do cristal,

enguanto o ponto zero para o angga fixado no eixoX .
Os angulos® e S estdo relacionados com os anguiysg,¢, de Euler. O
angulog¢ de Euler € identificado com o angutd no eixo Z e a relagdo entre os angupgse

L ép :g—¢2. A direcdoy da amostra pode ser indicada pelas componémeyz,ys)

de um vetor unitario.

Sera necessario, entretanto, empregar no lugar e coordenadas angulares
esféricas @, y, ou seja, y:{CD,y}. O angulo ® é medido no eixo Z do sistema de

coordenadas fixado na amostra e o ponto zero ddd@pgé dado pelo eixX .

Se for tomado o sistema fixo de coordenadas dtatde modo que seu eixo Z

coincida com a Unica direcdo do cristal, o angglale Euler coincide com o angulo aqui

indicado por®, enquanto a relagéo entre os angulpg y € y=¢, —g
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Nessas expressoes, para maior simplicidade nagﬁestaonsidera—sém(db)

no lugar deR™(cos®). Retomando a expresséo @&"(0), constante na expressdo (9.4)

resulta:
T(0)= ST 0)= 5o praler e r)e o)
Integrando em relacdog@ resulta:
[ (o, 2" erurip)sF omrpe0) 69
De acordo com as relacogs= g -g,ey=¢, —g, tem-se que:
T™(0g.) = 1Y.m(<o,’§ —¢2j = o (0.) (9.10)

on _ | 4T, T\ _ | A,
T (@09 = 5,1 (Ml 2j—,/zﬂ\ﬂ (@) 9.11)

De modo analogo, comB™"(¢) = (-1)"P "(¢) , segue-se que:

T™(@4,)=\ 5 (@.5+ ) (0.12)

T g = X gy + ) (9.13)

As fungdesT,™°(0) s&o assim independentes gee as fungded,*" (0)sdo
independentes dg,. Elas possuem simetria rotacional em relacéo s £ido sistema fixo

na amostra e do sistema fixo no cristal, respattardae.
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Se no teorema da adicdo para os harmonicos esf@areralizados considerar

conjuntos para m = 0, obtem-se o teorema da ag&@oharmaonicos esféricos de superficie.

De acordo com a expresséo @&(cosp) = P'( ¥, obtém-se as igualdades

F?O"“(w)=F.’”"°(¢))=i"“,/2|2 R (9.14)

R"(p+¢) = ZI” *R(@).R (@) (9.15)

s=—|

R(p+¢)= —Z( 1)°R*(¢).R°(@") (9.16)

Assim retomando a expressao

[Tm@d, =207 0,)7°0,) O

0

e as equacoes (9.10) e (9.11), reescritas abaixo

T™(pe)= 2|4+ "(¢.B) (9.18)

4T

T (@n9) =5 (@) 9.19)
obtem-se a integral
mn n2

-[T ( )d¢2 =—V" (¢B :BB) (qu yA) (9-20)

Substituindo essa integral na fungao

<

L 9) I IOL TGRS
AR =3 G [ TMO) o, (9.21)
213 1 w1 [hy
e reescrevendo os indices das somatorias inteonasenvalo[-(,{] resulta a fungéo
h v N I I Cmn m n(o
Ahy)=amy ¥ > a1 (A} (9) 9.22)
1=0 m=-l n=-I
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ondeYlm(ﬁ) e Y,"(y) sé&o os harménicos esféricos generalizados.

O indice [ny] na integral indica que a integracdo é sobre tautpselas
orientacbed ] para as quais a direcgi@lo primeiro sistema de coordenadasdoincide com

a direcdoh do segundo sistema de coordenadgsekassim a direcad do cristal com a

direcdoy da amostra.

Na equacao (8.2) anterior, observa-se na primemrasria que

11 1
4 =+—+, aral=1,3,5,... 9.23
z2|+1 "(3 7 11 jp (9.23)
L
i 4” dr An, ...—4/1(1 P jpara|:2,4,6, (9.24)
Zo+1 5 9 13 5 9 13

Apés o desenvolvimento das somatorias a fungiﬁ,vi) (9.22) pode ser

escrita na forma

Alf3)=1+ 3 > S ey (e () 19)

1-2 m-| n=-1

onde G sdo os coeficientes de refinamento da orientacéenencial determinados pelos

harmonicos esféricog™ ( ) eY"(y).

Os termos harmodnicos de ordem impar (I = 1, 3) Hido sdo determinados

devido a equivaléncia dos numergs e | ., conforme estabelecido por Bunge. Os numeros

hkl ?

I, el . indicam planos com a segunda coordenada k ogagtacomo (111) e (11). No

hkl
caso de uma orientagdo aleatéria de um po, todeseixientesC™ resultam nulos. Nesse
caso os valores dos coeficientes harméni€8', ndo nulos, que aparecem na férmula, sao

determinados pelo método de Rietveld, mediante l@wagho do método dos minimos
guadrados.
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Os dois termos harmonico§™ () e Y"(y) tomam valores de acordo com as

simetrias do cristal e da amostra e assim as dumatdrias internas sao obtidas somente em

relacéo aos termos harmoénicos que ndo sejam nulos.

Os fatores harménico‘iﬁm(qﬁ,ﬂ) e Yl”(z//,y), foram desenvolvidos por Bunge

(Mathematical Aids, 1982) através da expressao

Y" = leximB)R" (cosp) (9.26)

(277)5

onde as funcgbes associadas de Legendre normalifﬁtﬂa$ sao definidas por uma expansao

de Fourier dada por

~ |

R™(cosg )= g™ cosgp (9.27)

param par e

~ |

R™(cosg )= g™sen(®) (9.28)
s=1

para m impar.

Cada soma é calculada apenas em relacdo a uvaldoss par ou impar de s,

respectivamente, por causa das propriedades dficieckes ' de Fourier.

Estes coeficientes de Fourier sédo determinadoseppl@ssao

R (cosg) = B"(x) = m f[:;“ 2 ”ﬂ(‘lym }(1— x) {M} (9.29)

2 2'] 1 dx' ™™

41



10. REPRESENTACAO MATRICIAL DE UMA ROTACAO

10.1. MATRIZ DE ROTACAO NO ESPACO R

Ay

'B/-'

b e _—————————

+
#
.
;
,
.
7’
L
’
,

0 X

L J
>

Figura 8 — Rotacao de eixos nd IR

Dado um sistema de eixos cartesianos xOy no pRhadhar o sistema x'0y’

mediante a rotacdo de um angéloom o sentido positivo do eixo Ox, indicada nar&g6.

X'=Tr Ccosgp x:rcos(49+¢))
y'=rseng y= rser(@ + go)
X =T cos@cosp—rsendsenp . X = X'cosd - y'serd (10.1)
y = rsend [tosp+ rsenpcosyd y = X'serd + y'cosd '
Em forma matricial tem-se:
sf-serd ' sf-serd
x|_|co se X onde co serd | _ M (6) (10.2)
y serd cosd | |y serd cosd

€ a matriz de rotagdo com ang#lcem relagédo ao sistema xOy

Para achar as novas coordenadas em funcéo das,\w@haidera-se
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' ' adj de M U
X om | X s | =mz|X], w2 229deM _ (cofdem) (10.3)
y detM detM

_|cosg —serd = cof M. = +cosd -serd (10.4)
“ " |serd cosd T [ =(-ser) +cosd |
6 -send]' 6 serd
(cofMy ) =| 22 = T T = adiM ) (105)
serd +cosf -serd cosd
detM ,, =cos’ 8 +serfd =1
cosf serd
a4 adjMrot _ —-serd cosd _ cosd serd :[M ]T 0X'=M ™ X (10.6)
© detM 1 —serd cosd " “ '

onde X’ é a matriz das novas coordenadas x’, y'@aXmatriz das velhas coordenadas x, y .
10. 2. MATRIZ DE ROTACAO NO ESPACO R

Se o sistema xOy girar de um angatoem torno do eixaz(e,) vai haver um
angulo a entre o eixoe e 0 NOVO eixoe, € entre o0 eixce,e 0 novo eixoe, resultando o

novo sistemae, O e, permanecendo fixo o eixz(e, ), indicado na figura 7.

Em forma matricial tem-se;:

X, X,
x| =M. @) 1%, (10.7)
X X

ondeM, (a) é a matriz de rotag&o do angutem torno do eixc(e, )
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Figura 9 — Rotacao de eixos ncd IR

Se o eixo de rotacédo € |, entdo a matriz de rotilg&dada por

|\/lll M12 M13
Ml(a): M21 IV|22 M23 (108)
M31 M32 M33
onde
M; = 9 para i=j =I eJ_1sei=j
" |oseiz j

M, =9, cosa+¢g;sem parai,j# |

€ o simbolo de Kroneckere;, € o operador ciclico de Levi-Civita, tal que $edjciclico no

sentido anti-horario (positivo), enta@g, =+1 &,, = £, = &5y, = +1;

se ik e ciclico no sentido horario (negativo), d&nte, =-1 &, =¢&,,=-1; se

i=]j, i=kou j=k, entdogy =0; &,3=6;,=6,33=0
10.3. 1° EXEMPLO DE MATRIZ DE ROTACAO NO R

Determinagéo no IRdos elementos da matriz de rotagdq(a) com angulo

a em torno do eixo Ox pelas férmulas de Levi-Civita
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|\/Ill M12 M13 Mll M12 Mll
M3(a): M21 M22 M23 = M21 M22 MZI :Me@(a):Ml(a) (109)
M31 M32 M33 IV|31 M32 IVIII
o 1sei=I l1sej=I
M. =9, parai=j=1=3 nessecasod, = _ eo; = _
b 0 sei#l Osej#l

M; =9, cosa + ¢, serx ondel =3= k(3°eixo)

Assim

M,, =9, cosa + &,,,5emy =1[tosa + 0 [Serr = cosa
=7, 311 ndo é ciclico, € repetido.
M,, =9,,cosa + &,,,serr = 0[tosa +1[$emr = sery
i Z 312 é ciclico positivo
M, =M =9,,c0sa + &;,5emy =0[cosa +0serr =0
i Z 313 néo é ciclico, € repetido
M21= g, cosa +&,,semr = 0.coe + { lpea =— sen
i £ | 321 é ciclico negativo
M22= 4,,cosa +€,,5err = 1.cosr + Osexr = cas
M23 =9,, cosa + £,,.semy = 0.cosr + Oseq =
Min =Ma1 =9, cosa + £,,semr = 0.cosr + Osen =
M2 =Msz =9,,cosa +¢&,,,5emr = 0.cosr + Oseqr =

M = Msa :533:1,pOiSi:j:|:3
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Assim a matriz de rotacdo no’lBom anguloa em torno do eixo | =#z) é

cosa seq (
M,(a)=|-senr  cowr (10.10)
0 0

10.4. 2° EXEMPLO DE MATRIZ DE ROTACAO NO R

Determinacdo no Rdos elementos da matriz 1(f3) de rotacdo com

angulof em torno do eixo:&0x).

My My, Mg My M, M
Ml(ﬂ) =My My My | =My My, My, (10.11)
My M; Mg, My Mj Mg

Mi(B) = M, (B) = M(B), pois | = g = direéo do eixo Ox.

1sei=I lsej=I
0 sei#l

M. =9, parai=j=I =1 nessecasoo, = eod, =
aP | : ” { I losejzI
M, =g, cosf + &, ser ondel =1=i (1°eixo)

My =Mp=9,=1,poisi=j=1=1
M2 = M12= C0SJ,, COSLS + & ,5en3 = 0.cosf + 0.sern3 = 0,i # | e 112 é repetido
Miz= M,; =9,;,c0s8 +¢€,,,8ens3 =0.cosf +0.sen =0
M2 = M21=9,, cosp + €,,,5er3 = 0.cosf + 0.ser =0
M22=0,,C0Sp + €,,,5en3 = 1.coslB + 0serf = cosf, poisi= |z |
Ma23=0,,C0S[ + &£,.5er3 = 0.cospS + 1.serf = serfs
M3z = M31=0;,,COSS + &£,,5€n3 = 0.cosf +0.sen =0
Mso= 9, COSL + £,,, —1(senB) = 0.cosf — sernf = —serp
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M3sz= 0,,C0S[ + £ 5,(senB) =1.cosp + 0.sens = cosf

Assim a matriz de rotacdo no’lBom anguloB em torno do eixo | =;60x) é

1 0 0
M,(B8)=|0 cosB ser (10.2)
0 -senB cospf

10.5. 3° EXEMPLO DE MATRIZ DE ROTACAO NO R

Determinacéo no [Rdos elementos da matrizs(W) de rotacdo com o angulo

y em torno do eixo 0z
M, M, M M, M, M

MS(y): IV|21 M22 M23 = M21 IV|22 MZI (1013)
M, M, M M, M, M

Ms(y) = Me,(y) = Mi(y), pois | = g = direcéo do eixo Oz

o 1sei=|I lsej=I
'|:J=|=3; nessecaSOJH = OSQ'iI edij: OseJ¢|

Mij = 9, cosy +&,sery , sei, | # |

M11=4;, cosy+ &, sery=1.coy+ Osep= coOg
Mi=3;,cosy+&,. sery= 0.coy+ lsep= s@n
M1=M13=J,,cosy + &, sery = 0.cog+ Osep=
M21=0,,Ccosy +&,,5€ery = 0.coy+ | 1lpep=— ser
M2o=0,,Cosy + £,,.5ery = 1.coy+ Osep= cog
M2 = Mas=0J,,cosy +&,,sery = 0.coy/+ Osep=

M1 = M31=39,, cosy + £,,5ery = 0.coy+ Osep=
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M2 = M3p=9,,cosy +&,,5ery = 0.coy+ Osep=
M= Mzs= 533:1, pOiS i =j =1
Assim a matriz de rotacdo no’lBom anguloy em torno do eixo | =0z) é dada por

cosy sery O
Ms(y) =| —sery cosy O (10.14)
0 0 1

10.6. MATRIZ DE ROTA(;AO NO IR COMO PRODUTO DAS MATRIZES DE
ROTAGAO M (a), M1 (B) e Ms ())

De um modo geral, a matriz de transformacao dadotaos angulos, S5,y

em torno de um eixo qualquer I, passando pelamrid@s eixos cartesianos ortogonaiseg

€3, € definida pela igualdade:

M (a'ﬂ’ y) = Ms(y)-Ml(ﬁ)-Ms(a)

ou na forma matricial

X, X
X'=M(a,B,y)X, ondeX =| x, |e X'=| x, | sendo
Xs Xs

X' = Matriz de novas coordenadas
M (a,,B, y) = Matriz de rotacédo dos angulas g, y

X = Matriz de coordenadas antigas
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10.7. 4° EXEMPLO DE MATRIZ DE ROTACAO NO fRCOMO PRODUTO DE TRES
MATRIZES

Determinagéo da matriz de rotaciia, 3, y) = M, (y)M,(8)M,(a)

cosy sery 0| |1 0 0 cosa semr O
M(a,B,y)=|-sery cosy 0[]0 cosB sens |[l-semr cosa O (10.15)
0 0O 1|0 -serns cosp 0 0 1

[ (cosy+0+0) (0+sen.cosB+0) (0+senBsery+0)] [ cosa semr 0
(-serym+0+0) (0+cosp.cosy+0) (0+senBcosy+0)|l-serr cosx 0=
(0+0+0) (0+0-sem) (0+0+cosp) 0 0 1
(10.16)
[ (cosa [tosy - semrcosffsery)  (serx [osy +cosa.cosfsery) (+semBisery)
(- cosasery - serrcosfcosy) (-serx [Bery+cosa [tosBcosy) (senBlEosy)
(ser BenB) (- cosa Bens) (cosp)
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11. REPRESENTACOES DE UMA ROTACAO PELOS ANGULOS DEEULER

Para analise do comportamento do sistema de cauatden$, %k, Ks) da
amostra em relacdo ao sistema de coordenadasmestiais (I, J, K) é feito um estudo sobre
0s angulos de Euler nas rotacdes, envolvendo utenmsde coordenadasaX,Y,Z) da
amostra e um sistema de coordenadal<K Y’, Z’) do cristal.

Na representacdo de uma rotacdo existem muitasinamrn@ossiveis para
descrever uma rotagcdo entre dois sistemas de c@wtae um em relagdo ao outro, com a
finalidade de representar as orientacdes dos plaisialograficos de um cristal, ou grdo em

relacdo a uma amostra de material metalico.
11.1. ANGULOS EULERIANOS

De inicio considera-se a representacdo de umadmtapito especial usada

atualmente, chamada angulos de Euler. Ela comega woa orientacdo do sistema de
coordenadas<'y z do cristal cujos eixos sdo paralelos aos eixosistema de coordenadas

X, Y,z da amostra.

O sistema de coordenadas do cristal é girado ponen relacdo ao eixo z'
com um angulog, (figura 10 - b) , depois em relagdo ao eixo X' (®&ma nova orientacao)
com um angulog (figura 10 - c) e, finalmente, outra vez em todwoeixo z' (em sua nova

orientagéo) atraves de um anguyto (figura 10 - d). A rotagéd! é representada pelos trés

angulos de Euleg,@p, , ou seja, potl ={¢,,¢,4,} .
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(c) (d)

Figura 10 — Angulos euleriands @,

a) o sistema de coordenadas do cristal(Xy'z") é paralelo ao sistema de coordenadas da

amostra K (xyz).
b) o sistema de coordenadas do cristaélyirado em torno do eixo z' com anggio.

c) o sistema de coordenadas do cristalékgirado com relacdo a orientacdo b) em torno do

eixo X' com angulag .

d) o sistema de coordenadas do cristalekgirado com relacéo a orientacdo c) em torno do

eixo Z' com angulap, .

Considerando os eixos z-z' dos dois sistemas de@&oadas sobre o plano x-y
ou x™-y' (figura 10), observa-se que os angulofdier sdo simétricos em relacdo aos dois
sistemas de coordenadas. O angmlé o &ngulo entre os dois eixos z e #,,e ¢, sao as

distancias dos dois eixos x e x' até a reta inte&sedos dois planos x-y, x-y'. Com a notacao

de produto descrita para duas rotacdes sucespods;se escrevdl = D;; .D;.D ; , onde o

indice inferior representa o angulo de rotacadrelize superior representa o eixo de rotacao.
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A primeira rotagéo de, ocorre no plano xy em torno do eixo z. Em seguida o
plano xy roda com angulg para x’y’ em torno do eixo X’ e por ultimo, o par’y’ gira com

angulog, em torno do eixo z'.

A igualdade anterior pode ser entendida observangwoopriedade de duas

rotagdes sucessivas. Assim se duas rotaches[], sd&o feitas seguidamente, o resultado é

também uma rotacdd e escreve-se isto na forma="[1,.00, .

No sentido matematico, as rotagbes formam um gfopoteoria matricial).
Para cada rotag&o o grupo também contém uma rdtagiisa indicada porl . Esta rotagéo

inversa é expressa com os angulos de Euler atdavésnjunto] ™ ={7T— @, QT ¢1} .

Se os trés angulos de Euler sdo nulos, entdoemsistie coordenadass Klo

cristal coincide com o sistema de coordenadagld&amostra (figura 10-a). Assim o elemento
unidade do grupo rotacdo tem a forma e = {O,O,q}¢l:,o,—¢1} . Nota-se, entdo, que toda
rotacado pode ser descrita pela especificacdo @os eipor um certo angulw. Este angulo

w indica o valor absoluto da rotac&o, istaés |0 .

E costume representar os trés parametros da rofagimu seja, os angulos
@.¢p,como coordenadas cartesianas no espaco tri-dinmathsarientagéo espacial ou espago

de Euler (figura 10). Entdo cada ponto do espacd&uler corresponde a uma particular
rotacao do cristal e, reciprocamente, cada rotdQawistal corresponde a um ponto no espago

tri-dimensional.

Este espacgo tem, contudo, uma singularidade para0. Pela definicdo dos
angulos de Euler (figura 11), reconhece-se que para0 a rotacdo é determinada apenas

pela somap, + ¢,dos dois angulos de rotagao.
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Figura 11- Representa@® angulosp,@p, no espago de Euler

Todos os pontos da retg +¢, = constante representam assim a mesma

rotacdo. Da definicdo dos angulos de Euler segugtseles sdo peridodicos com periodn. 2

A seguinte identidade é entéo valida:
U {¢1 +277; ¢+27T:¢2+27T}= D{¢1! ¢?¢2} (]_]__1)

O espaco euleriano representado em coordenadasiaads € desta maneira

tri-dimensional e periédico com periodd? nas direcdes dos trés eixos. Além disso, com

auxilio da figura 10 pode-se facilmente verificaeguinte identidade:

O{d+m2r-gé,+1 _U{¢, @ 43} (11.2)

Esta relacdo representa uma reflexdo no plgen com simultaneos
deslocamentos iguais @ nas direcoesp, e ¢, e assim um plano deslocado no espago

euleriano (figura 12).
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Figura 12 — Representacdo da orientagao espacebapaluas definicdes dos angulos de Euler

O espaco euleriano forma assim um "corpo” tri-disi@mal periodico com

célula unitéria{2ﬂ,2n,2n}, A unidade assimétrica é, entretanto, restritagéfice{277, 77,277}
por um plano deslocado como é mostrado na figuréE&ta simetria corresponde a apenas

uma parte do espaco euleriano.

Figura 13 - Célula unitaria e unidade assimétrwaspaco de Euler

Uma outra variagdo dos angulos de Euler na seguotdedo nédo ocorre em
relacdo ao eixo X', mas em relagcdo ao eixo Y' (@d). A primeira e terceira rotagbes

permanecem como antes em relagéo ao eixo Z'.
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Figura 14 - Representacdo dos segundos anguloglelen espaco euleriano

E também habitual indicar os angulos de Euler askfinidos por YO .
Logo para distinguir a indicacao destes angulosadacédo dos angulos anteriores, sera usado

um indice superior (2) como esta representadotag&o:
0= {LIJ(Z) Feldi CD(Z)} =0 ;(Z) DD;(YZ) D]];;z) (11.3)

Ambas as espécies de angulos de Euler podem aseroreddas umas com as

outras mediante as igualdades
n n
b =9+ Zi0=0%0, =4 -2 (11.4)

Obtem-se outra representacédo do espaco eulerisseocsmsiderar a orientacao

da direcdo de laminacéo (DL) em projecao esteréogréom relacdo aos eixos do cristal e

usar o angulg, como a terceira coordenada ortogonal (figura Einge, 1982)

Na figura 15 a direcdo de laminacgéo é indicadeRi»(Rolling Direction).
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y =[010]

Figura 15 - Representacdo do espaco euleriano calinegdo do laminado em projecao

estereografica.
11.2. EIXOS E ANGULOS DE ROTACAO

Uma outra forma de apresentar uma rotacdo podekimta escolhendo os

eixos de rotacdo em funcao dos angulos de rot&&ixo de rotacdo pode ser indicado por

um vetor d, que pode ser representado pelas componented,,d,, de seus cossenos

diretores ou pelas coordenadas esféritigs .

Neste caso o angulo de rotacdo em relacdo a direcdé «. Nesta

representacéo pode-se escrever a rotacaa forma

0 ={d, o} ={9.. ¢} (11.5)

d = rotation

axis
()}
\ Y!

Figura 16 - Representacdo de uma rotacao pelocki@@nguloa
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Descreve-se a orientacdo do eixo de rotagd@or um ponto na projecdo
estereografica e usa-se o angulo de rotac&mmo a terceira coordenada, obtendo-se assim

uma representacao tri-dimensional da rotacao aridatacéo do cristal. (figura 17).

L x’ = [100]

Figura 17 — Representacgdo decdy DL em projecao estereografica

Pode-se, entretanto, também dar a orientacdo aekjpiaceixo de rotagdo por
ele proprio e medir o angulo de rotag@aocomo distancia até a origem. Obtem-se, entdo, uma

orientacdo espacial pelas coordenadas esféfigas (figura 18).

z=ND
A

y=TD

x=RD

Figura 18 - Representacdo da orientacdo espatéa peordenadas esféricigia

Na figura 17, x = RD (Rolling Direction) represergadirecdo de laminacao
indicada no texto por DL; y = TD (Transverse Direc} representa a direcdo transversal a
lamina indicada no texto por DT; z = ND (Normal &ition) representa a direcdo da normal a

lamina indicada no texto por DN. (Bunge, 1982)
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11.3. DIRECAO E ANGULO DO CRISTAL

Dada uma representacédo da orientacédo pela esoelband direcéo [hkl] do

cristal e assim uma diregéo fixada no sistema dedemadaskK, do cristal, obtém-se uma
orientacdo no sistema de coordenalasda amostra por meio de dois &ngulos representados

pelas coordenadas esfériaass (figura 19).

O sistema de coordenadas do cristal ndo fica caampénte identificado por
esses dois angulos, pois ele tem um grau de liderada seja, uma rotacdo na direcao [hkl]

que precisa ser fixada por um terceiro paramgt(@ngulo ).

z=ND

it

x=RD
Figura 19 - Orientac¢ao da diregao [hkl] de umtatism relagdo ao sistema de coordenadas
Kada amostra

Assim, a orientacdo de uma direcdo especifica [H&l]cristal relativa ao

sistema de coordenadas da amodtra={XYZ é descrita pelas coordenadas espaciais

a,B.y

z=ND y

y'=[010]

x=RD

x’=[100]
Figura 20 - Orientagéo da direc§ala amostra em relagéo ao sistema de coordenadas
Kg do cristal (Bunge, 1982)
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11.4. DIRECAO E ANGULO DA AMOSTRA

Como os dois sistemas de coordenadas, o sistegw@oddenadas da amostra e
o sistema de coordenadas do cristal sdo em prinedpiivalentes, todas as representacdes de
orientacdo, previamente descritas, podem ser usatdsrocamente, comecando com 0
sistema de coordenadas do cristal e buscando atag@® do sistema de coordenadas da

amostra em relacao a ele.

A orientacdo da amostra comeca com uma direcadhetzoa qual é fixada
em relacdo ao sistema de coordenadaddamostra (direcdo normal a lamina), e indica uma
orientacao relativa ao sistema de coordenagaddKcristal por meio de dois parametros (ou

angulos)a’, 5', conforme mostra a figura 19.

A posicdo da orientacdo do sistema de coordenadasnibstra precisa,

entretanto, ser indicada por um parametro adiciopal(figura 19). Essa escolha sera

particularmente simples se a direcdo da amostraafdirecdo do eixo Z do sistema de
coordenadas da amostra. Por exemplo, uma escaibpriggla do sistema de coordenadas da

amostra pode corresponder a direcdo normal ao damin

Indicando, neste caso, as coordenadas do sisteydo Kristal porp e a
(figura 20), € necessario um parametro adiciofialpara identificar completamente a

orientacdo do sistemasKda amostra. Esse parametro € definido pela dist@amgular da
direcdo de laminagdo (DL) dada pela direcdo X da o interseccdao S do plano de
laminacéo (plano X-Y) e o plano (100).

A representacdo das coordenadas de orientaca@lbésté indicada na figura
21, itens a e b. A orientagcdo da direcdo normatedatdo ao eixo do cristal é descrita pelos

angulos «,y, os quais ndo formam um sistema de coordenadascasféA rotacdo em

relacdo a direcdo normal é medida pelo anguliigura 22).

Obtem-se a origem para o0 angyto girando o sistema de coordenadas da

amostra na direcdo paralela ao sistema de coorderdual cristal, de modo que a direcéo

normal siga o trajeto mais curto do ponto de ies80 .,y , isto €, a rotacdo se da em

relacdo a um eixo no plano (001), que forma o angulcom a diregéo[loo]. Assim a
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direcéo de laminagédo, que originalmente esta rm;:iiix{loo], é transformada num ponto O,

que € a origem do angujo .

y’=[010]

Figura 21 - Representacao das coordenadas deagdenbiaxial

Indica-se a orientacdo da direcdo normal por soasdenadas em projecao
estereografica e o angul8, que pode variar entre 0° e 180° como a teromicidenada
ortogonal e, assim, obtém-se a representacdo é@atagéo como um ponto no volume

indicado na figura 22 (a).

Esta representacdo de orientacdo tem sido chaneafiguda de polo biaxial
(por R. O. Williams). Desse modo, a orientacdoptesentada pelos polos das duas direcdes

X =DL e Z = DN na projecao estereografica, aprestnna figura 21.

Nessas condicbes a orientacdo € representhmapgmdos das duas direcOes

X =DL e Z = DN, indicadas na figura 21, em progestereografica.

Observa-se que a simetria do cristal € clubica émat$a da amostra é
ortorrombica. Pela consideracdo dessas duas sasghode-se também usar o volume

representado na figura 22 (b) no lugar daquele dadmura 22 (a).
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[111]
[100] [113]

A NP i
[1((])0] pﬁ? : (1] : [110] B p
i Al Ly
by \ :
2
T (b)

(a)
Figura 22 - Representacdo da unidade assimétribecactno caso do cristal e simetria

ortorrdmbica no caso da amostra.

x’=[100]

y’=[01 0]\
AN N \ 4
\ \.\ .‘\ V 5
|

Figura 23 — Representacéo das direcdes detacio em projecdo estereografica

Uma representacdo similar que também estd nespm grua orientagdo da

direcdo normal pelas coordenadas esféricas. Emlltoemdire(;éc{llo] € usada como polo do

sistema de coordenadgg, (p,, p,), descrita pela figura 24.
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[100]

y’=[010]

27=[110]

x’=[100]

Figura 24 - Representagao das coordenada®y, p,) de orientagéo.

A coordenadap, € medida da interseccdo do plano (110) quenespéano
X" =Y no sistema de coordenadas usado. Estasdmmadas sdo identificadas pelos angulos
de Euler se as direcdes cristalograficas X[121|, Y= [112], " = [110 s&o usadas como

o sistema de coordenadas do cristal. (Bunge, 1982).
11.5. REPRESENTACAO DA ORIENTACAO DA FIGURA DE RO

E comum usar uma representacdo da orientacéo tus gspecificos de uma

direcédo cristalografica (hkl) por meio das coordiEsada amostra em projecao estereografica.

Como exemplo, uma orientacao desse tipo € repest®ent figura 24-a, pelos

seus p6los(100), (110 e (111). A orientacdo de um polo pode entdo ser descetasp
coordenadas polareg,, € V. » onde(hkl> inclui todas as diregOes simétricas e equivalentes

Nesta representagédog,, € ), nao sao independentes, pois a orientacdo é

determinada pelos dois polos.
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Pole figure (100) (110) (111)

x=RD x=RD x=RD

Ao
’Y_
w=r100], | =100 P\,
4|;jY1(m O] 'Y1ﬁ/
y=TD ~=ND y=TD < [==ND, y=TD z;ND
&= ¢'11T o
y’=[010] .

(a)

Inverse pole figure

x’=[100]

x=RD _ f3zp

y’=[010] deo

(b)

Figura 25 - Representacdo de algumas direcOeslogsificas em relacdo ao sistema de

coordenadas da amostra em projecao estereog(afticge, 1982).

11.6. REPRESENTACAO DA ORIENTACAO DE UMA FIGURABDPOLO INVERSA

De modo anélogo € possivel descrever a orientagi@s polos do sistema de
coordenadas da amostra em relacdo ao sistema ddewcadas do cristal em projecéo

estereografica figura 22 (b).

A orientacdo é entdo dada pelas coordenadas poldwsstrés polos

%L’ﬂDL;%T’ﬂDT;%N’ﬂDN )

Esta representacdo € analoga aquela da figurg pargos polos§100> . Uma

representacdo com polos em outras dire¢bes, tai® ¢6= DL, Y = DT, Z = DN néo é

peculiar, embora seja também possivel. (Bunge,)1982
11.7. REPRESENTA(;AO DE UMA ORIENTA(;AO PELOS INDIGEDEMILLER

Uma apresentacao freqientemente usada das oriestagétalograficas em
laminas consiste na especificacdo dos indices dierMiaquele plano cristalografico que é

paralelo ao plano da lamina, bem como daquelesdsadia direcdo cristalografica paralela a
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diregao de laminagdo que podem ser dado pela aylmid = (hki) Juvw] onde (hki) indica
os planos eEuvvx] indica as direcfes desses planos. (Bunge, Teiknalysis, 1982)

Esta expressdo € geralmente indicada para a rafaede da figura de polo
inversa para representar a orientacao das dire¢Ge®L e Z = DN pelos correspondentes

indices de Miller do mesmo modo que pelas coordenpdlares, 5. (Bunge, 1982).
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12. REPRESENTACAO MATRICIAL DAS ROTACOES

Na equacadl = (hkl)[uvw] antes descrita ndo serdo usados asdadnteiros
de Miller normais, mas a direcdo correspondente @ssenos diretores h'k',I'u',v',w'
(normalizados para unidade ou como versores) a@oaddos a estes, 0s versores r',s't' da
direcéo transversal, obtendo-se assim uma repegsenta orientacdd na forma matricial

dada por

u'r'h' q; &, A,
O=|v's'K|=| 3,8, 8| g] (12.1)
Wl || ay, a, a,

de acordo com propriedades dos operadores ortagemaAlgebra Linear.

Esta expressdo € equivalente para a representachiguch 24 (b), onde séo
expressas as trés diregbes X = DL, Y = DT, Z = D& peus cossenos diretores em

substituicdo as coordenadas pola®§. A matriz [a,.j]é a matriz de transformacéo das

coordenadas xyz para as coordenadas x'y'z' de nto pbitrario no sistema de coordenadas
Kg={X'Y'Z'} do cristal expresso por meio das coordeéas xyz de um sistema de coordenadas
Ka={XYZ} da amostra.

De acordo com o estudo da matriz de rotacdo ApftR mostrado que se o
sistema xyz gira com um angutp em torno de um eixo | que passa pela origem, olsEm
um novo sistema de coordenadas x'y'z'. As "velbastdenadas xyz, expressas em funcéo
das "novas" coordenadas x'y'z' ddo origem ao sistErrequacoes

X=a,X+ g, y+ 8,2
Y=, X+ &, Y+ 8,2
Z'=ay X+ &, Y+ 8,2

(12.2)

gue em forma matricial s&o expressas por

X A &y A3 | | X
Y= & a &l Y (12.3)
z Qg Ay gy | | Z

65



8 A, g
onde [a,.j ] =|la, &, a,| € a matriz de rotagdo do anguto em torno do eixo I, a qual foi

8y 8 g3

indicada por My ( a) ou M/(a ). Assim a matriz

X X'
y|=M(a)| Yy (124)
z z

exprime as coordenadas xyz em funcédo das coorderadta na rotacdo de um angutoem

torno de um eixo arbitrario I.

Para determinar as coordenadas x'y'z' em func&ocdardenadas xyz é
preciso montar o sistema de equagdes

X'=a, X+ a,yt a,z
y'=a,Xt a,yt &,z (12.5)
Z'= gy Xt 8y Y 3,2

ou na forma de equacao matricial

X' A &y A || X
V' =] & &, 8| Y (12.6)
z Q3 Q3 Qg3 [ 2

onde| 3, ]_l =[ g |, isto é, a inversa da matrjz, | é a transposta dessa matriz. Assim a

equacdao (12.6) pode ser escrita na forma matricial

X X
y'|=Mg(a).ly (12.7)
z' z

Na rotacdoll dada pela equacéo (12.1), a maEra'aﬂ € a transformacao das

coordenadas xyz para as coordenadas x'y'z' de nta pmbitrario no sistemag<{X'Y'Z'} do
cristal para um ponto do sistemasn¥XYZ} da amostra. Relacionando essas novas

coordenadas tem-se o sistema
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X'=g,X+8,Y+ g,¢
Y'=a,X+8,Y+ g,z (12.8)
Z'=a; X+ &,Y+ a,7

ou na forma matricial

X' ey a, a || X
Y'|=| & &, asl|| Y (12.9)
Z' 8y 83, 83| | £

Portanto a inverséo das equacoes (12.8) ou da fmairécial (12.9) da origem

ao sistema

X =a, X+ a,Y+ a,Z
Y=a,X+a,Y+ a,Z (19)
Z =8 X"+ a,Y+ 3,2

ou na forma matricial

XT [an 8y 8| [ X
Y |=|a;, & & Y (12)
Z | |ay e, a2

Das equacg0bes (12.8) segue-se que as colunas da E@t} Sa0 0S c0ssenos

diretores das dire¢bes X=DL, Y=DT, Z=DN no sistedeacoordenadas do cristal, isto é, os

cossenos diretores das dire¢cdes na figura de pedoso (fig.24 b). Da inversao das equacoes

(12.10), segue-se, entdo, de modo analogo, quimtess|da matriz[a,.j] Sa0 0S c0ssenos

diretores das dire¢bes X'=[100], Y'=[010], Z'=[0@4 figura (fig.25).

Com as notacdes ry r, para 0s cossenos diretores, a matriz orientacde pod

portanto, também ser escrita na forma
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100 100 100
Fanl P Sl B Sl S
[010] ,[010] , [010] | —|, DL . DT, DN
el vl Sl £ | vl Sivi g (12.12)
[001] .. [001] ,. [001] DL, DT, DN
rio p ooty | rotr Otr 9
Ks
e aRepaas letotag bbb -"-"'-: ,
:a11 a12 a13 , [100] =x N
| I (. LT TLE) RN T Y —— | o
S
ot o LEE oU8 TAT X LRt 3
:L a, a, ay j [010]=y &
NEIERS) PR RGO TV . (. (I (]
y ] 1 , &
By 13| |8y) | 1 [001)=2

KA x=RD y=TD z=ND
Inverse pole figures

Figura 26 — Linhas e colunas da Matriz A

Essa matriz orientagdo pode ser interpretada del@aamm a disposi¢cao do

produto de matrizes como esta mostrado abaixo:

a, a, a,|[[od] [X a,,.[100]+ a,,.[010]+ &,,.[001]] [X'
a, a, ay,||[01d|=|Y | < |a,.[100]+a,,.[010]+ a,,.[001]|=| Y" (12.13)
8, @y, 8y, |[001]] |Z 8,,.[100]+ a,.[010]+ a,.[001]| |Z'

A particular vantagem da representacdo matricith e® fato de que o
resultado de duas rotacfes sucessivas € dadorpelaigp de duas matrizes correspondentes e

por esta razdo néo se fala da soma, mas do prddutoas rotagoes.

Considerando a transformacdo das equacbes (12.6)dpas rotacdes

sucessivas, tem-se:

3
X =2 8.%X; X=) §.X= ax+ g ¥+ a X parail

i=1 j=1

=8y Xt 8%t 8% para F 2

=85+ 8%t % paraF3 (12.14)

68



Substituindox, em X, tem-se

3
Xy = Z{Z a,ﬁa}}xj = Zlaiji
=

3
i=1| j=1

=axtaX%t ax para k1l
= ayX t 8y Xt aX; para k=2

= Ay X tagX, +aX, parak =3 (12.15)

Escrevendo na forma matricial essas relacbes cbmt@penas os coeficientes

aj, da matriz produto tem-se a igualdade:

d; A Qg3 alzl a122 3123 ail iz a}13
Ay Ay Ay | = 3221 6?22 61223 - éZl ézz éz (12.16)
8y 83 g a321 agz a§3 a131 a%‘sz 3133

o = 0, .0,

onde a regra para a multiplicacdo de matrizes é

[%]{aﬁ]-[ﬂ:gqﬁ# (12.17)

de modo que os elementos das linhas da matriz daeea (rotacao],) sao assim
multiplicadas pelos elementos das colunas da mdé#ridireita (rotacédl,) e as somas dos

produtos desses elementos formam os termos dazrpalduto[aﬂ } . (Bunge, 1982).
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13. RELACOES ENTRE ORIENTACOES COM PARAMETROS DIFER ENTES

A orientacdo entre parametros diferentes para eridés de orientacbes de
direcdo e orientagdo de funcdes de distribuicdo $@n usada por diferentes autores e
empregada para converter parametros diferentesnumelacdo a outro. Isto tem sido feito
para duas variaveis dos angulos de Euler. No casoridtal com simetria cubica e uma
amostra com simetria ortorrombica, considera-seestgnuma porcao da orientacao espacial,

ou seja, aquela para a qual os angdig®, ou WO® sdo maiores que 90°. Nessa regido de

orientacdo espacial com as duas definicdes dodaande Euler, tém-se as seguintes relacdes

entre 0s mesmos, :g— W@ 9=00;4, :g_q;(Z)_

As relagOes entre as coordenadas pofayge os cossenos diretorgs,ir, de

uma direcédo sdo dadas por:

r, = senpcospf
r, = senyserf (13.1)
r, = cos®

Para a matriz de orientacaq][aexpressa em termos das coordenadas esféricas
das direcbes da amostra, ou seja, X=DL, Y=DT, Z=DN, sistema de coordenadas das

direcbes do cristal tem-se a seguinte representacao

seng, Cosfy.  Sengy COSfyr  Seng, Cosfpy
0 =| seng, senl,,  sermy, serfy;  sery,,semyy (13.2)
COS¢DL COS¢DT COS¢DN

Correspondentemente a essa matriz de orientacdesegpem termos das
coordenadas esféricas das direcbes do cristal,ey X'=[100], Y'=[010], Z'=[001] no

sistema de coordenadas da amostra, obtém-se a nogdigao:
S€IMY - COSY10g  SEW - SN, COY g

L= se,,-CoSY41,  SEWnyo- SGgye COH oy (13.3)
S€Mo1- COSYoo1  S€Woo1- SGNgoy  COP g
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onde as relacdes entre as coordenadas esf@gcas os cossenos diretoresryir, de uma

direcdo com angulgy sdo

r, =senp.cosy, [ = sep.sen, ,I= co® (13.4)

Os indices de Miller sdo obtidos para os cosseimetores pela multiplicacéo

por um fator n de modo a torna-los nimeros intefPasa os indices de Millghkl)do plano

de laminagéo e os indic@uw] da direcao de laminacgéao, definidos pela equacao
O = (hkl).[uvw], tem-se:
h=n.seng,,.cosf,,

k = n.seng,, .sens,,

| =n.cosg,,, onden=qh?+k*+|? (13.5)

u = n.semny,, .cospfy,

V = n.seng, .CospS,,

w=n.cosg, ,onden=~u’+v>+w (13.6)

Como as relagdes entre os cossenos diretqres, I, € as coordenadas
esféricasgl sdo k= semp.cosf, r,= semp. sef, r,= cosy, entdo a inversdo dessas equacoes

fornece os angulog e S pelas equacdes:
@=arccost, (13.7)

ry ry ry
seng = = = =, (13.8)
seny  J1-coSg |1-r
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cosp = = £ = (13.9)

se® [1-cosg | tr?

r,
[=arcsen——— = arccos— (13.10)

V- e

Usando essas relacfes para os indices de Millediregdes de laminacao e

normal a ela, obtém-se as expressdes

I I
@y = arccos- =arccos————

n /h2+k2+|2

k
Bon = arcsen——— = arcsen

nsemg,y n\/l—co§ B
_ k _ k _ k _ h
—arcsen———— = arcsehn = arcs —arccos—— (13.11)
-1 VR + K2+ 12-12 h2+k? h2+ k2
" n

para as coordenadas esfériggs e S, da direcdo normal.

Para as coordenadas esféricas da direcdo de ldminéam-se as relacdes:

@, —arccos—— arccos— (13.12)

n' VU + V2 + W

u u
By =arccos———— = arccos = arcces— arcees———
n'.semp, n'./1- co§quN / «/n'z—w
nI
u
=arccos = ar ccos— arcsen— (13.13)

\/u2+v2+wz—w2 NATEYa NETZ Y,

Para obter as relacGes entre a representacao ialagrias angulos de Euler é
mais facil comecar com as matrizes que corresporaietnés relacoes de Euler. A rotacéo

através de um angul@@ no plano x0y é descrita pelas equacdes de tranafdo

X =Cosa.X+sem.y cosa semy | , . N A
, onde M (a)= é a matriz rotagdo com angulo

y =-senn.x+cosa.y -seray cosa
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a do sistema x0Oy para o novo sistema x'0y. Comotnabs anteriormente, pode-se

determinar as trés rotacdes de Euler através domses calculos:

1°) Determinacgéo da matriz de rotagédo do anguButier % em relacdo ao eixo Z' no espaco
IR®,

13

¢1' 3|, onde Z' é o eixo com direcagae sera indicado por | e assim

o

1
= zx
=X
= X

w
N

33

tém-se
Mll MlZ M 1
DZ =M, (¢) =My(@) =M, M,,M,
M 11 |\/ll 2 |\/lll
que é a matriz de rotagdo com anggloeem torno do 3° eixo Z' =1 = 3.

Usando o simbolo de Kronecker e o operador de LENVIFTA, tem-se:

lsei= |

Osei# |

serp, parai, jz | (13.14)

ij i

M; =9, parai=j=1=3(,0uZ’), onde, :{

M; = 5” Cosg, +§;

1]

Calculando os elementos da mamgl', tem-se:

My, = 0y,c080, + £ 5e,= 1.cop + Osed = cag,
M, =0,,c08p,+ &, 5ep = 0.cop + lsep = seh,

My =My, =0,,c08p,+ &, 5e = 0.cog + Osepp = O
M,, =0,,C08¢,+€,,5ep = 0.cop + { Lisepp =~ seh,
M,, =0,,C08p,+ £ ,,5emp, =1.cosp, + Osep, = cog,

M, =M, =0,,c08p,+¢&;,sep = 0.cop + Osepp = 0
M, =M;, =0;,C080,+ € 5,5e = 0.cop + Osepp = O
M, =M;, =9,,C08p,+ & ;,5emp = O

M, =M;;,=0,,=1, poisi= j=1

Assim a primeira relagdo de Euler ou matriz deg&tado angulap, em torno do eixo Z' €

expressa por
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cosg, sep, O
05 =M, (4,) =M,(¢,) =| —serp, cosp, 0|= M, .¢,). =M,(¢),paraZ'=1=3 (13.15)
0 0o 1

2°) Determinacéo da matriz de rota@éﬁ'ou segunda relacéo de Euler

11M12 M13

M M, M, M
D;':Ml(w):Ml((o): Mu Mg My [5IMy Mo, Mo =My (¢), para X'=I=1
M; M;, M My Mg M

a1 Mg Mg, 3
Calculando os elementos da maffi7 , tem-se:
My=My1=9,=1,poisi=j=1=1

Mi2= M= J,,cosp+ &, serp= 0.cogp+ Osep=
Mi3= Miz= J,;cosp+ &£, serp= 0cogp+ Osep=
M21= M= J,,cosp+&,,Serp= 0.cop+ Osep=
Ma,= J,, cosp+ £,,semp= 1.cop+ Ose@p= cap
Mas= J,,cosp+ &, semp= 0.cop+ lsep= sep
M31= M3=9J,, cosp+£,,semp= 0.cop+ Osep=
M3o= 0, COSp+ £, ,sep= 0.cop— lsep=- sap
M33=9,,cosp+ £, sep= 1.cop+ Osep= cas

Entdo a segunda relacdo de Euler ou matriz dedwtegm angulap em torno do eixo X'

expressa por

1 0 0
05 =M, (@=M(@=|0 cosp sew|=M (¢) paraX=1=1 (13.15)
0 —-serp cosp
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3°) Determinacéo da matriz de rota@é ou terceira relacéo de Euler.

11 12 13

M, M, M M. M, M
DZZ =Mi(4,)=Ms(@,=| My, My, M= M, M, M, (=M, (@), paraZ' =1=3
M, M, M M, M, M

31 32 33

Calculando os elementos da maffiZ , tem-se:
M11=0,,C0Sp, + £, 5ep ,= 1.co® ,+ Osepp,= cap.
M1=9,,c089, + £, 5ew,= 0.cop ,+ 1sep ,= seh.
M;3=M15=9,,Cc0Sp, + £,,.sep ,= 0.cog ,+ Osep ,=
M21=9,,cosp, + £,,5ep ,= 0.cop ,+ { l)sep ,=— seh.
Myo=9,,cosp, + £,,5emp ,= 1.cop ,+ Osep ,= cap.
Mo = M23=09,,C089, + &£,,5€ep ,= 0.cop ,+ Gepp ,= |
Mi1=Mgz1=9;,,cosp, + £,,5ep ,= 0.cop ,+ Osepp ,=
M=M3s=09,,C0S9, + £,,5ep ,= 0.co® ,+ Osepp ,=
Mi=Ms3=0,=1,poisl=j=1=3

Ent&o a terceira relagéo de Euler ou a matriz tigdio com angulg, em torno do

eixo Z' é expressa por

cosg, serp, O
07 =M, (¢,) =| —sem, cosp, 0|= M,. ¢,), paraZ' =1=3 (13.16)
0 0 1

Multiplicando essas trés matrizes de acordo comuagioll =0, [, ,,

obtem-se a transformacédo das rotagbes dos angulpsp, em torno de um eixo | passando

pela origem dos eixo0g,6, €3, OU Seja,
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M( &, @95) =M ;(4,) s M (@D M (¢). (13.17)

Assim,
cosp, serp, 0] |1 0 0 cosp, serp, O
O (¢1¢2 ¢3) =0 ;2 ° D:g( o ;1 = _Ser¢2 COS¢2 Ol«| O Co® sew |*| — S% Caﬂl
0 0 1 |0 —serp cowp 0 0

cosp, sem,cow sep, sap| [ cop,  sgn
—-sery, Cosp, COy CO@,Sew|s|— sefy  Ca5,
0 -semp cosp 0 0

(COS¢1 CO$)2_Ser¢1 Se¢2 cog ) (S% Cq@z"’ C¢% S¢Q ags ) @D pe
(-cosp,sep, - sefh, cog, cop ) | sefy sgp+ cas, cgs, aps ) (dos gen (13.18)
(serp, cosp) (- cog, sep ) (cop )

Comparando os elementos desta matriz produto com elesentos
correspondentes u' V' W' e h' k' I' da equacad jkdbtém-se imediatamente a relacdo entre a
representacdo dos angulos de Euler e a represemtagiientacdo pelos indices de Miller, ou
seja, [ = (hkl).[uvw].

ul r.I hl
Assim na equagdo (12.1) temos a matriz rota¢de|v' s' k'|, cujos
w't' |
elementos da terceira coluna comparados com oseptem da terceira coluna da matriz

produto (¢, @¢,) d&o as equagodes:

h=nsemp sep,
k = n.sepcosg, (13.19)
| =n.cosp

Os elementos da primeira coluna da equacédo (ladparados com O0s

elementos da primeira coluna da matriz produ{g, ¢¢,) ddo as equagoes:

u=n'.(cosp, cogp, - sew, sep, cop )
V=n'.(—cosp,sep,— sep co®, cog ) (13.20)
w=n'.(se, sep)
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Pela inversdo dessas relacfes, obtem-se os andgil@siler, expressos em

termos dos indices de Miller, ou seja, (h k |)[wlv

Nas equacbes (13.21), da igualdade | = n. g@ggostem-se
I | I
COSp=— e @= arccos- = arcc 13.21
sp=—-eg¢ > (}\%h%kmz ( )
e da igualdade h = n.s@seng, tem-se
Semz = h = h = h = h = h = h (1322)
nsew n.1-cod g Ir]\/1_I2 N R TR ETS
. .~ _—
h
@, = arcsen——— (13.23)

Jvh? + K?

da igualdadek = nsempcosg, resulta de modo analogo

@, = arccosL (13.24)

@, = arcsenL = arccosL (13.25)

vh? + k? vh? + k?

Nas equagobes (13.22), da igualdade w sem, sew, tem-se:

Ser¢ = W = W = w = W = W
1 n'.semp n'_\/l_CO§¢ .\/ _E '\/n2_|2 \/h2+k2+|2—|2
n'.,/1 = n 2 VP + V+ W e T
serp, = il (13.26)

W _ W .
JE VW Jhe k2 Jurvew R R
2K+ 12

w b+ K+ |7
=arcse . 13.27
g {\/u2+v2+wz h? +k* } ( :
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Por meio dessas formulas, os angulos de Efjles, ¢, podem ser calculados

atraves dos indices de Miller numa rota¢@s(hk)[uvw.

Exemplo: Numa rotacéo feita em torno de um eix@lamo (h k ) = (0 1 1) formando um

angulog com a direcao [u v w] =[1 0 1]¢ pode ser calculado por

2 2
@ =arcse ! . 0221 +21 = arcse 1.\/5 = arcsérxﬁ (13.28)
JEZ+2+2 N 07 +1 J2 2

Em uma experiéncia de difracdo, as coordenggd#s de reflexdo do cristal

sdo determinadas pela escolha do indice de reflgddy enquanto que as coordenadas da

amostray, y sao determinadas pela orientacdo da amostra naddahifetro.

Para definir as coordenadag,y da amostra toma-se um sistema de

coordenadas instrumentais (I, J, K), tal que | éaixo normal (perpendicular) ao plano de
difracdo e J € um eixo coincidente com a direcafetke de radiacdo incidente no plano de

difracédo e que se afasta da fonte.

A partir dai define-se um conjunto padrdo de argdalerianos que sao

orientados a direita e representados forx,®), tal queQ e @ sdo angulos de rotacdo em

torno do eixo | ey € uma rotacdo em torno do eixo J a partir@e y , ¢ = 0.

Uma vez que a amostra pode ser montada de modoogsistema de
coordenadas Ik, Ks) da amostra ndo coincida com o sistema de cootdsnastrumentais

(I, 3, K), definem-se trés angulos eulerianos dacém €, ¥, ¢) da amostra que descrevem

a rotacdo do sistema (I, J, K) para o sistemaXl Ko) .

Da mesma maneira como foram definidos os angulpg (@), os angulos de
rotacao da amostrd, x ¢, @) séo definidos de modo que os angulbse @ sejam rotacdes
em torno de | ey; seja uma rotagdo em torno de J. Na aplicacédo deStiedo, os valores

finais destes trés angulos de rotacdo da amostienpser refinados como parte da analise de
Rietveld que esteja de acordo com a disposicadanga montagem da amostra.

Apos a inclusdo do angulo de difragdpa matriz completa de rotacéo é
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M=(Q-8)x(p+ @)Y Qs

(13.29)

Considerando os angulds, X, ® tais que Q e ® s&o rotacdes em torno do

eixo | e X é uma rotagdo em torno do eixo J, o anddloé uma corre¢do do angufd, o

angulo X, @ uma corregéo do angulo e o angulog é uma correcéo do angui.

Indicando(Q -6) =Q", xx.=X"e (p+@)=®", tem-se a matriz de rotagéo

completaM (Q", X", ®") =M, (®").M,(X").M,(Q") de acordo com o produto das matrizes

de rotacdo M (a), M1 (B) e Ms (), sendoQ"o primeiro angulo,X” o segundo eb"” o

terceiro. | é o primeiro eixo de rotacdo e J égusdo.

1°) Célculo da matriz de rotacaé, (" , gnde®" é o terceiro angulo de rotagédo e l;#e

primeiro eixo de rotacéo.

M, My, My, My, M, M;
MI(CDD): My My, My | =My My, My,
M; M3, My, M, M, My,

ondeM, (®° FM, (@) =M, ("), tomando | =g=1

. lsei =1 lsej =1
{Mij:Jij’|:J:|e§”: ] , 5”,: ]
Osal # | Osej #1
M, =6, cosp®+¢, sed” | sei, j#1,1=1
M||=M11:5M:1,p0i5i:j:|=1

M =M= J;,cosd” + ¢, serd” = 0.cos® [J+0.serd” =0
Mz =Mz =0,,cos®” + £, serd” = 0.cosd +0.serd"= 0
Mg = M1 =3,,cos®” + £,,,serd” = 0.cos® [+(-0).serd” =0

M2z =3,,cosd” + £,,,serd"” = 1.cosd +0.serd" = cosd"

(13.30)
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M2z = J,,cosd" + £, .serd” = 0.cos® [+1.serd"” = serd"”

Mg = Mz =0, cosd” + £ ,,serd” = 0.cos® [+0.serd” =0

M3z =3, cosd” + £ ..serd” = 0.cosd [+(-1).serd" = —serb”

M3z =3, = cosP" + £,..serd” = 1[¢osP" + Oserd" = cosP"”
1 0 0

M(®%) =M, (®°)=| 0 cos®” serd" (13.31)
0 -serd” cosd”

2°) Célculo da matriz de rotacig "), onde X" é o segundo angulo de rotacad &

0 segundo eixo de rotacao.

My, My, My, M, My, My
MJ(XD)= M, My My =My My My, (13.32)
My My, Mg, Mj My Mg,

onde M(X") = M_ (X") = My(X"), tomando J == 2

M1; = J;, cosX" +¢£,,,serK” =1.cosX"” + 0.serX " = cosX"
M1;= Mz = J,cosX " +¢,,,serX” = 0.cosX "+ 0.serK" =0
M1z =d,,c08X " + £, .seiX "~ = 0.cosX " + (-1).serX” = —serX"”
Mj1= My = J,,cosX "+ ¢,,,serX” = 0.cosX” + 0.serX"” =0
M= M2 =0,, =1,poisi=j=J=2

Mjs=Mgz = J,,C0sX "+ &,,.seX” = 0.cosX "+ 0.serX” =0

M3; =3, cosX "+ £,,,serX” = 0.cosX "+ LserX " = serX"
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M3y = Mzz =3, cosX " + &,,,seX” = 0.cosX "+ 0.serX” = 0
Ms3 =9,,cosX" +&,,.serX” =1.cosX"” + 0.serX " = cosX "

cosX" 0 -serx”
M,(x)=| o 1 o (13.33)
serX” 0 cosX"”

39 Calculo da matriz de rotagéq (@") , onde Q" é o primeiro angulo de rotaco e | =60
primeiro eixo de rotacao.
M, M, M, M, M, M,
Mi(Q%) =My My My [=[ My My, My, (13.34)
M, Mg, Mg, M, M, Mg,
onde M(Q")= Mel(QD)= M,(QD tomando I=g=
My=M;,;=9,=1poisi=j=1=1

M= Mip= J,,cosQ" +&,,semM” = 0.cosQ"” + 0.ser” =0
M = Mi3=9d,,c0sQ" + &, .ser” = 0.cosQ"” + 0.seQ” =0
Mg = Ma; = J,,cosQ" + £,,,se” = 0.cosQ"” + 0.se" =0
M2z =3,,cosQ"” + £,,,5eM"” =1.cosQ"” + 0.semM" = cosQ"
Ma3 = J,,c08Q" + £ ,,ser” = 0.cosQ” + LserQ" = serx”
M3 = M3y =3, cosQ" + £,,,seQ” = 0.cosQ"” + 0.ser” = 0
May =0, cosQ" + £,,,sem" = 0.cosQ" + (- 1).sem"” = —ser”
Ms3=9d,,cosQ" + &, ,.se” =1.cosQ" + 0.se” = cosQ"
1 0 0
M, (Q7)=]0 cosQ” sem" (13.35)
0 -sem” cosQ"”
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40, Calculo da matriz produtiel (Q°, X", @) =M, (®").M, (X").M, (Q")

=| 0 cosd” serd” 0o 1 0 |.l0 cosQ® sem”|-=

1 0 0 cosX”" 0 -sex"| |1 0 0
0 -serd” cos' serX” 0 cosX"” | |0 -se” cosQ”

(cosx“+0+0) (0+0+0) (-sex“+0+0) 1[1 © 0
(O+O+ser¢DDse|xD) 0+cosh"'+0 (0+0+senDDcosXD) 0 cox’ sem"”
(O+O+se|)(D.coscDD) 0-senp"”'+0 (O+O+cos>(D.cosﬂ>D) 0 -se®” cox’

(cosx?) 0 (~sex?) 1 o 0
M(Q",X",®% = | (sep'sex”) (cosd”) (serdcosx”)|[0 cosa” sem”
cosd’serk”) (-seng)) (cosg’.cosx”)|[0 -sem” cosQ”
M (QC X5, @) =

cosx?) (sexsem) (-sex"co’)

serpseix” (coxfcoﬂu—serﬁcoxfcoﬂu) (cosr/FsemD+ser¢3cosXDcosQD) (13.36)

cogpseX” (— serzﬁcos()u—co&rfcoé(usemm) (— semfsemm+coqfcos>(uco@u)

SubstituindoQ"=Q - 8,X” = xx, e ®"=@p+ ¢ na matriz M acima se obtem-se:

M(Q -8, xxs, 9+ @) =

(cosxx.) (senxx.serQ -6))
(sep+ @ )senny,)  (code+@)codQ - 8) - serp+ @ )cosyx.sedQ - 6))
(codg+ @ )senxx,) (-serlp+@)codQ - 6)-codp+ @ )cosyx.serfQ - 6))

(- senyx, codQ - 6))
(codp+ @ )serlQ - 6) + serlp+ ¢, ).cosxx, codQ - 6)) (13.37)
(- serlp+ @ )serlQ - 6) + codg+ @ )cosyx, codQ - 6))

Pela transformacao dos vetores cartesianos umitério (1,00), e= (0,1,0) e

e; = (0,0,1) com esta matriz de rotacdo M, as coomkesde orientacda/, y) da amostra sao

calculadas por:
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0
cog/=M

-sef,)sef-6) okpr o) - seft. ok -6)coby) ety a)
{—co@s)mo@—e)@em)@em—co@s)mosvs)@em—e)@ewﬂ (13.39
ook icok0-6) coby,)icoby) Eokpra)

1

M _Z(L)_ [C05€Q - H)CoiX) C05€¢7+ (05) - SerﬁQ - H)se|ﬁ¢)+ gos)]selﬁgs)cogus)
0 1_ [codQ - 6)cod y)sefp+ ) +sefQ - 6)codp+ @ )|codQ,) }D
tany=—c== - seffQ. )codQ - O)seffiy)sery. ) (13.39)
Ml o {[serﬁQ - 6)serfp+ @) -cogQ - 9)009&)00@& @ )] [F'l
o] [(sety,)-cosa-b)seity)cosy.)

{ - seffQ, ) 5efQ - 6) [todp+ @) - sefQ, ) [£04Q - 8) [tod x) Berfp+ @) }
¢ = arcco:| -codQ, ) [eodQ - 6) (Ber . ) Bery) - codQ, ) @od x. ) BedQ - 6) Berfp+ ¢ ) |(13.40)
+co4Q, ) [€04Q - 8) [eod x, ) [Lod y) Lode+ @)

[cod@ - 6)codx)codg+ @) - sefQ - G)sertp+ ¢ )lserQ, )cod v, )
{— [cod@ - 6)cod x)serlp+ @) + serQ - B)codp+ ¢ )] codQ, ) F D
y = arctar |- selQ,)codQ - )serx)serix,) (13.41)
{[Ser(Q - B)serlp+ @) - codQ - 6)cod x)codp+ ) E}_l
(serfx,)—codQ - E)sertx)cod x; )
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14. DISCUSSAO DA PARTE TEORICA

A correcdo da orientacao preferencial para as sidades dos raios difratados
levou os pesquisadores de cristalografia a umasiigpagdo tedrica usando Matemética
Superior com topicos sobre Séries Infinitas comlas somatorias, Equacdes Diferenciais a

Derivadas Parciais de Laplace e de Legendre e gdbute Distribuicdo Axial GeraA(ﬁ, )7)

que é uma funcéo das direcdeslo cristal ey da amostra.

Para a caracterizacdo da orientacdo preferencial rdms difratados foi
aplicado o programa GSAS que utiliza a funcdo decM®ollase e o0 modelo dos
Harménicos Esféricos para obter duas correcdesstargho da orientacdo. A primeira forma
de correcgdo utiliza a formula de March-Dollase parea distribuicdo cilindrica e simétrica,
com direcéo paralela ao feixe de raios incidermdesegunda correcdo disponivel no GSAS

usa a funcao de distribuicdo axial geral descoteaBunge (1982).

Na funcao de distribuicdo axial geral o fator h@mmo Y,m(ﬁ) do cristal para
cada reflexdich ¢ definido pelas coordenadas polar e azim(ggB) de um vetor unitario
coincidente com o vetoh e o fator harménicdy,"(y) da amostra para cada difragéi@

definido pelas coordenadas polar e aziml(r;taly) de um vetor unitario coincidente com o

vetor de difracéoy .

A determinacdo dos angulgs S e ¢,y na equacao axial geral é feita por
meio do estudo de matrizes de rotacéo utilizanddarggulos (¢1,¢,¢2) de Euler. A
determinag&o dos harménicos esféri¥dy@, ) e Y"(, y) em termos dos angulos de Euler

envolve a equacdo de Legendre obtida como soluefia ga equacdo de Laplace em

coordenadas esféricas.

O segundo angulg de Euler esta calculado na equacgéo (13.21), eiterc

angulog, na equagéo (13.25) e o primeiro angyjlma equacéo (13.27).

Num experimento de difracdo as coordenadas pno(axg;f)’) de reflexdo do

cristal sdo determinadas pela escolha dos inditek, () de reflexdo e séo calculadas no
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sistema de equacles, onde= serp.cosf3, r, = seng,sens, r, =cosp onde §, Iy € ; SA0 0S
cossenos diretores em funcdo dos anguio® § e estdo expressas nas equagdes (13.7) e

(13.10), respectivamente.

As coordenadas((//, y) de reflexdo da amostra sdo determinadas pela

orientacdo da amostra no difratdbmetro. Para dedicoordenadas da amostra é considerado
um sistema de coordenadas instrumentais (I, HriKke | € um eixo perpendicular ao plano de
difracdo e J € um eixo coincidente com a direcaded@ de raios incidentes ao plano de

difragao.

Nesse sistema de coordenadas, definem-se os argudomnos representados

por (Q,)(, ¢J), onde Q e ¢ sdo angulos de rotacdo em torno do eixgyl € uma rotacdo em

torno do eixo J, a partir do pontoQ, x,¢ = 0. A partir dai foi criado para a amostra um

sistema particular de coordenadas M, Ks) e os angulos eulerianos de rotaé@g,)(s,ws).

Na aplicacdo desse método os valores finais dégsedangulos de rotacéo da
amostra sdo refinados por meio da analise de Rietleeacordo com a disposi¢ao angular na

montagem da amostra. Incluindo entre esses angulesanos o angulo de difrac@y foi

considerada uma matriz de rotacdo completa exppessd = (Q —H))((qo+ gas) Q., onde

S
Q.€é uma corregao do angufd, o anguloy, € uma corregéo do angujp e o angulog, é

uma correcao do angufo

Substituindo Q-8=Q" xx. =X" e (p-@)=®", tem-se a matriz de
rotacdo completa expressa pM(QD,XD,CDD), de acordo com o produto de matrizes

desenvolvido no item 10.6, sendd’o primeiro angulo,X"o segundo e®"o terceiro, | € o
primeiro eixo de rotacdo e J € o segundo eixo. BEsddz foi calculada e estd expressa pela
equacao (13.36) ou pela equacgao (13.37).

Fazendo uma transformacéo dessa matriz M mediaapicacao dos vetores
cartesianos unitarios, & (1,0,0), e= (0,1,0) e ¢= (0,0,1), as coordenadas de orientacao

Y,y sao calculadas pelas equacdes (13.40) e (13espgcativamente.
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15. RESULTADOS EXPERIMENTAIS
15.1. REFINAMENTO DA ESTRUTURA DE UMA CHAPA DA LI& AL-6063.

O refinamento da estrutura de uma amostra comtagaa preferencial foi
realizado usando dados de difracdo de raios X dealrapa de aluminio Al-6063 laminada.
Esta liga comercial pertence a série 6XXX das ldmaluminio— magnésio- silicio, que séo
muito utilizadas em produtos extrudados. A liga6RB3 € de grande interesse industrial
devido a sua alta produtividade por ser altamexrtei@avel, além de possuir uma elevada
resisténcia mecanica. Na composicéo tipica dagda d quantidade em peso de,Bigpode
variar aproximadamente de 0,65% até 1,85%. Os daelasfracdo foram coletados em um

difratbmetro Rigaku MultiFlex com um monocromadanof

As condicdes experimentais foram: 40kV, 20mA’, 2@0 < 9¢°, A26 = 0.02,
radiacdoAcukq, fenda de divergéncia = 0,5fenda de recepcdo = 0,3 mm e tempo de
contagem 8 s. Para o refinamento da estruturatii@@agdo o modelo estrutural do arquivo
aluminium.cif da MAS (“American Mineralogical Soty8), com estrutura cubica de grupo
espacial Fm-3m. O ajuste do difratograma € apradema Figura 26 e os detalhes do ajuste
do perfil dos picos sdo apresentados nas Figuras Z8. Os resultados do refinamento séo
apresentados nas Tabelas 4 e 5. No anexo 1 setrengonfragmento do arquivo de saida do
GSAS, onde aparecem as incertezas de todos osqievarda Tabela 5.

Tabela 4 - Parametro de rede a, volume da célularianV, fator de vibracéo

térmica U e fatores de discordancia R.

a=4,06253(3) AV =67,048(1) K U =0,02(16) A
Rwp = 15,04%

R, = 10,39%
RBragg: 1,88%
X2=2773
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Tabela 5 - Coeficientes de perfil refinados da &mné¢ do GSAS.

GU=1,137x16 GV =-5296x16 GW =4,859x16 GP =0,000 LX =7,953
Ptec = 2,241x10 trns = -3,272x10 shft = 5,203x10 sfec = 0,000 S/L=4,427x¥0

H/L = 5,000x10" eta = 1,000 S400 = 0,000 S220 =0,000
12000
(220)
10000
% 8000 * lobs
% Ic.alc
S 6000 - —dr
(@]
o
8 4000 |
_.8 1 (311)
e 20004 (111) (200) k
= bk i
y T y T y T y T T T T T y
20 30 40 50 60 70 80 90
20(°)

Figura 27 - Ajuste do difratograma da chapa usanchmdelo estrutural do aluminio puro.
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Intensidade (contagens)

Intensidade (contagens)

10000 -

5000

I ! I ! I
64,4 64,8 65,2

20 ()

Figura 28 - Ajuste de perfil da reflexdo (220).

2000

1000

77.4 78,3
20 (°)

Figura 29 - Ajuste de perfil da reflexdo (311).
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O refinamento da orientacdo preferencial por harocodn esféricos foi
realizado usando uma simetria de amostra mmm (kdojnaté a ordem de 10, embora o0s
termos harmdnicos sejam significativos s6 até avaitordem, como mostra a Tabela 6. O
indice de textura, mostrado nessa tabela € calr@egundo a equacao 15.1. No anexo 1 se
encontra um fragmento do arquivo de saida do G®A&e aparecem as incertezas de todos
0s parametros da Tabela 6. Na Tabela 7 se mos@ecamparacgéo das intensidades obtidas
para chapa com as intensidades teéricas de umatranumsn cristalitos aleatoriamente

orientados.

As figuras de pélo foram calculadas para os quplamos cujas reflexdes
tiveram as maiores intensidades (Figuras 29 aBE3fl)todas elas aparece uma legenda, gerada
pelo programa, que indica a orientacdo da figuraacgegue: o eixo x da amostra esta na
direcédo horizontal e com sentido para a direiixo y esta na direcdo vertical, o0 angulo=

0° no centro e 90na borda e o angulp = 0 na direita e 90no topo do gréafico. Além disso,

a legenda também indica as densidades dos cont@m@sentados com cores diferentes.

Ny 11
J=1+ X 3 R

1=z m=-ln=-1 (15.1)

Tabela 6 - Refinamento da orientacao preferenciahprménicos esféricos.

w=-7,1141 X = —6,2835 ¢ = 28,3157
Termos harménicos esféricos (I,m,n) e coeficieMtEéﬁ) e Y"(y)

@.0.1) @2.1) @.41) 6.0.1) 6.2.1) 6.4.1)
-81,3745 -90,1674 -35,2142 9,8103 -12,6073 -99,9612
6.6.1) 8.0.1) 8.2.1) 8.4.1) (8.6.1) 8.8.1)
100.0000 4.5015 -3.3848 0.2074 100.0000 100.0000
(10,0,1) (10,2,1) (10,4.1) (10,6,1) (10,8.1) (10,10,1)
0 0 0 0 0 0

Indice de textura = 4513,7234
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Reflexao

Intensidade relativa (%)

Al puro sem Chapa laminada

textura de Al-6063
(111) 100 16
(200) 47 22
(220) 22 100
(311) 24 41
(222) 7 9

Tabela 7 - Comparacéo das intensidades das reflex®e e sem orientacéo referencial

Al laminado 1
1 1

from

1 Pole Figure — Stereographic Proi.

Semple X axis - horizontal to right
Sample Y axis - vertical
Pole figure psi 0 al center,
90 at rim
Pole figure gamma 0 at right,
90 al top
Contours are drawn at
0.000 10,989 21977
54.943

76.920 87909

Figura 30 - Figura de pdlo do plano (111).
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sample X axiz - horizontal to righ
sample Y axis - vertical
Pole figure ps1 0 &t center,
50 at Tim
Pole figure gamma 0 at right,
90 at top
Contours are drawn at
0.000 10.645 21.29]
53.22"

74518 85.164

Al laminado 1 . ) . from
2 0 0 Pole Figure — Stereographic Proi.

Figura 31 - Figura de pdlo do plano (200).

Spmple X axis — horizenlel to right
Sample Y &xzis — vertical
Pole figure ps1 ¢ al cenler,
# ot nm
FPole figure gamma 0 st right,
0 al top
Conteurs are drawn at
0.00¢ 2016 18.030
45 075
83105 ¥2.129]

Mouze (keyboard) comrands
Lefl(H) - Give denely

Right — five sphericol coords,
Both{¥} - Exit cursor meode

=

Al laminado 1 from
Z & 0 Fole Figure - Stereceraphic Prol.

Figura 32 - Figura de pdlo do plano (220).
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Sample X axis - horizontal to right

sample ¥ axis - verlical
Pole figure psi 0 at center,
90 at rim
Pole figure gamma 0 at right,
90 al top
Contours are drawn at
0.000 4331 B.663
21,857
622

(\nh)

30.320 34

Al laminado 1 from
3 1 Pole Figure — Stereographic Proi.

Figura 33 - Figura de pdlo do plano (311).

15.2. DISCUSSAO DA PARTE EXPERIMENTAL

O refinamento da estrutura pode ser realizadoat¥es aceitaveis dos fatores
de discordancia, embora o perfil ndo conseguissajsstado com a mesma alta precisdo com
que foram ajustadas as intensidades. Em tentapivateriores de ajuste do perfil foram
obtidos os valores de,R= 14,98 % e R= 10,55%, junto com valores ainda menores de
Reragg= 1,27 % € dey?=2.710. Observa-se que apesay & y 2 serem levemente melhores,
ndo diferem muito dos valores que aparecem na dadbelenquanto 0 drgg Melhorou
significativamente. Isto indica a dificuldade quetraduz a influéncia da assimetria

experimental, caracteristica do difratdmetro nacépam que foi realizada a coleta dos dados.

Essa assimetria € a que se pode observar nosidossrpais intensos (220) e
(311), aumentados nas Figuras 27 e 28, respectitam® refinamento pode ser realizado
com o modelo do aluminio puro sem considerar,3ilgdevido a que este seria quase

impossivel de detectar por sua quantidade em pegorao de 1 %.
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As quatro figuras de polo apresentadas indicam uhséribuicdo nao
homogénea dos planos (111), (200), (220) e (3&hgsos trés primeiros 0s que apresentam
maiores densidades na distribuicdo. A maior dedsidde 87,909, aparece na figura de polo
do plano (111), seguida de 85,164 para o plan6)(3a6to concorda com as intensidades
relativas teoricamente aleatérias mostradas naldab Como foi mencionado no caso de
uma placa laminada, que tem simetria mmm, o angolary € medido a partir da direcéo
normal ao laminado (ND) e o angufoé medido a partir da dire¢cdo do laminado (RD) na

direcéo transversal (TD) no plano do laminado.

Na figura de polo do plano (220) (Figura 31), aonaiensidade se encontra
em torno do extremo direito, que corresponde=al® e y =9C°, ou seja, este plano aparece
como mais favorecido na direcado do laminado e, emuentemente por simetria, também na
direcdo transversal. Pode-se concluir que os pldadamilia <220> estdo orientados muito
proximos a direcdo do laminado e, por simetria,tonproximos as direcdes perpendiculares
ao laminado. Isto faz com que sua reflexdo de Bregjg a de maior intensidade no

difratograma.

7z

O caso oposto € o do plano (111), que aparece @nsidhde zero nessa
direcdo (Figura 29), que significa que foi altaneefdesfavorecido” como consequéncia do
processo de laminacdo. A maior densidade deleepanuito proxima a direcao transversal
(y =90 e y = 90) e, por simetria, em direcdes proximasyde3d, pois os planos da familia
<111> formam &angulos de %@ntre si. Os planos (200) e (311) aparecem comidkmtes
altas em direges proximas, mas ndo coincidentesacdirecaoy = ey = 9¢°, em angulos

v aparentemente menores qué 46mo se pode observar nas Figuras 30 e 32.

O programa GSAS também permite obter graficos deildiicdo axial de
densidades para um angujofixo, nos quais, contrariamente as figuras de ,poiolui
densidades negativas. Todavia, esses graficosaitlastom mais clareza algumas das
observacbes anteriores, como por exemplo, a digtdb axial do plano (220) esta
representada na Figura 33 para(®, 45 e 90, onde se pode notar que a maior densidade da

distribuicdo esta enm’@ em 96.

Na Figura 34 tem-se distribuicdo axial do planoljltomy = 9C°, 3C,
mostrando as maiores densidades como foi discathtEriormente. Para o plano (311) foram

tomados juntos os graficos da distribuicdo axiahpa= (°, 20° e 45 e representados na
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Figura 35, com o objetivo de ilustrar melhor a ritisicio de densidades descrita
anteriormente. Uma andlise semelhante pode sézagalcom relagdo ao plano (200), cujos
minimos de densidade se encontram justamente mgadirdo laminado e na direcédo

transversal.

Além das andlises anteriores, 0 programa permiégatr graficos de
distribuicdo de erros para cada um dos graficodistebuicdo axial, assim como gerar um
arquivo que permitiria desenhar uma figura de goiotrés dimensdes. Esses graficos iriam
aumentar o volume deste trabalho além dos objetpropostos, porém, para um estudo

detalhado de amostras, objeto de pesquisa pode sgande utilidade.

Levando em consideracéo o fato da dependénciardpsquades fisicas com a
orientacdo preferencial, durante a realizagdo deatsmlho foram realizadas medidas de
condutividade elétrica na chapa de aluminio. Asidadforam tomadas com o sentido da
corrente na direcdo do laminado e na direcao temsak Como resultado ndo se observou

diferencas significativas entre ambas as medidas.
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Al laminado 1 from C:/Users/Ju

Axial distribution for 2 2 0 at gamma = 0.00
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Al laminado 1 from C:/Users/Ju
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Al laminado 1 from C:/Users/Ju

Axial distribution for 2 2 0 at gamma = 90.00
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Figura 34 - Distribuicdo axial do plano (220) paja =0°, b) 45 e c¢) 96. A maior densidade

da distribuicdo esta en? 8 em 98, com mais de 60 contagens.
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Al laminado 1 from C:/Users/Ju

Axial distribution for 1 1 1 at gamma = 90.00
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Figura 35 - Distribuicéo axial do plano (111) paya =9, b) 30.
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densidade (contagens)

30

-40

Figura 36 - Distribuicdo axial do plano (311) para(®, 20 e 45
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16. CONCLUSOES

Neste trabalho foi realizada uma descricdo detalhdd aplicacdo dos
harmonicos esféricos generalizados a correcdo oatagcdo preferencial em amostras
policristalinas. Para isto foram desenvolvidas, spas passo, algumas das deducdes
matematicas indicadas por Bunge (Texture AnalysMaterials Science, 1982) e combinadas
com as definicbes usadas por R. B. Von Dreele,riigoague deu inicio a esta aplicacdo no
GSAS (Quantitative texture analysis by Rietveldinehent, 1997; Journal of Applied
Crystalography, 30, 517 — 525, 1997). Foi desa@ita detalhe a origem dos parametros e
variaveis utilizadas na base matematica do GSAS paplementar a equacéo axial geral,

como parte do refinamento pelo Método de Rietveld.

O refinamento da estrutura de uma chapa de alumiiké®63 laminada foi
realizado, a partir de dados de difracdo de raipsusando a correcdo da orientacéo
preferencial por harmonicos esféricos generalizadlostrou-se que a escolha da simetria do
laminado mmm ¢é a correta e Unica possivel parss esigos. Foi obtido um fator de
discordancia Bagg = 1,88%, 0 qual, por ser aquele relacionado eajmeente com o ajuste
das intensidades das reflexdes, indica que a ag&otpreferencial foi corrigida com uma
precisdo publicavel. Foram determinados os termosidnicos até a 8a. ordem, que resultou
ser a maior ordem com termos significativos. Vafigsiras de polo da amostra foram
calculadas para os quatro planos, cujas reflex@esin as intensidades mais afetadas pela

orientacéo preferencial.

Uma andlise dos resultados foi realizada em defadlna varias familias de
planos cristalograficos, incluindo graficos de iditficdo axial de densidades, os quais
permitem uma visdo mais quantitativa da distribuida textura. Especialmente, mostrou-se
que os planos da familig 220> estdo orientados muito préximos a direcdo dankado.
Uma informacé&o deste tipo € de extrema importgpaia 0 estudo da relacdo entre a estrutura

cristalina e as propriedades fisicas e quimicasngteriais.
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17. ANEXO 1

1Al laminado 1 GENLES Version Win32 Dec 07 15:16:1
2009 Page 11
Restraint data statistics:
No restraints used
Powder data statistics Fitted -Bknd Free Average
Bank Ndata Sum(w*d**2) wRp RmwRp Rp wWRp Rp Nfree DWd
Integral
Hstgm 1 PXC 1 3499 9342.3 0.1487 0.102538P 0.0886 0.0000 0.0000 0 0.809
0.962
Powder totals 3499 9342.3 0.1487 0.102%8® 0.0886 0.0000 0.0000 0 0.809
No serial correlation in fit at 90% confidence 10898 < DWd < 2.102
Cycle4736 There were 3499 observations.
Total before-cycle CHI**2 (offset/sig) = 9.3423E3(0 6.9982E+01)
Reduced CHI**2 = 2.675 for 6 variables
Reflection data statistics
Histogram 1 Type PXC Nobs= 10 R(F**2) = D/Q
The value of the determinant is 0.3626*10.0**©)
Atom parameters for phase no. 1
frac X y z 100*Uiso 1Q@@r1 100*U22 100*U33 100*U12 100*U13
100*U23
Calculated unit cell formula weight: 107.928nsigy: 2.673gm/cm**3
Profile coefficients for histogram no. 1 and pdrase no. 1:
Coeff. : GU GV GW GP LX ptec trns shft sfec
S/L
Value : 1.137E+02 -5.296E+01 4.859E+01 OB 7.953E+00 2.241E+00 -
3.270E+01 5.230E+01 0.000E+00 4.427E-02

Sigmas : 5.948E+01 6.883E+01 1.984E+01 1.236E-01 4.612E-01 4.894E-
01
Shift/esd: 0.04 -0.03 0.01 0.00 0.04 -0.04

Coeff. : H/L eta S1 S2
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Value : 5.000E-04 1.000E+00 0.000E+00 OE>D

Sigmas

Shift/esd:

Profile coef. sum(shift/error)**2 :  0.01

CPU times for matrix build  0.05 sec; matrixension  0.00 sec

Final variable sum((shift/esd)**2) for cycle4736: 0.01 Time: 0.05 sec

Convergence was achieved

1Al laminado 1 GENLES Version Win32 Dec 15 15:40D:3
2009 Page 6
Restraint data statistics:

No restraints used

Powder data statistics Fitted -Bknd Free Average
Bank Ndata Sum(w*d**2) wRp RmwRp Rp wWRp Rp Nfree DWd
Integral
Hstgm 1 PXC 1 3499 9469.9 0.1497 0.1031@2 0.0888 0.0000 0.0000 0 0.795
0.958
Powder totals 3499 9469.9 0.1497 0.10319® 0.0888 0.0000 0.0000 0 0.795
No serial correlation in fit at 90% confidence 10806 < DWd < 2.094
Cycle4740 There were 3499 observations.
Total before-cycle CHI**2 (offset/sig) = 9.4699E3-(Q 7.1843E+01)
Reduced CHI**2 = 2.723 for 21 variables
Reflection data statistics
Histogram 1 Type PXC Nobs= 10 R(F**2) = 1/3

13 Columns of the 21 Column matrix are 0.0
Variable 1 OD 6 was not refined
Variable 1 OD 7 was not refined

Variable 1 SA 2 was not refined

100



Variable 1 OD 3 was not refined

Variable 1 OD 4 was not refined

Variable 1 OD 11 was not refined

Variable 1 OD 12 was not refined

Variable 1 OD 13 was not refined

Variable 1 OD 14 was not refined

Variable 1 OD 15 was not refined

Variable 1 OD 1 was not refined

Variable 1 OD 17 was not refined

Variable 1 SA 1 was not refined
The value of the determinant is 0.1147*10.0*281)
Atom parameters for phase no. 1

frac X y z 100*Uiso 100*U11 100*U22 100*U33 100*P1

100*U13 100*U23
Calculated unit cell formula weight: 107.928ndiey: 2.673gm/cm**3

ODF angle coefficients for phase no. 1:
Param. : om-0 chi-O phi-0
Coeff. : -7.1141 -6.2816 28.3161
Sigmas : 0.0000 0.0000 0.1931
Shift/esd: 0.00 0.00 -0.02

ODF sph. harm. coefficients for phase no. 1:

Param. : 401 421 441 640621 641 661 80821 8414
1

Coeff. : -81.3740 -90.1581 -35.2140 8291 -12.5991 -100.0000 49.8162
45074 -3.3866 0.1631

Sigmas : 0.0000 2.8150 0.00000000 1.4829 0.0000 0.0000 7.9195
3.5598 22.9881

Shift/esd: 0.00 0.02 0.000.00 0.05 0.00 0.00 0.000.02 -
0.02

Param. : 86 1 881 1001 121041 1061 108 1 1010 1
Coeff. : 100.0000 100.0000 0.0000 0000 -0.0070 -7.1087 0.0000 -100.0000
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Sigmas : 0.0000 0.0000 0.00000000 0.0000 1475.2634
0.00QQ***kkkikrik

Shift/esd: 0.00 0.00 0.000.00 0.00 -0.02 0.00 -0.04
ODF coeff. sum(shift/error)**2:  0.01

CPU times for matrix build  0.06 sec; matrixension  0.00 sec

Final variable sum((shift/esd)**2) for cycle4740: 0.01 Time: 0.06 sec

1Al laminado 1 GENLES Version Win32 Dec 15 153®:
2009 Page 7

Convergence was achieved

ODF angle coefficients for phase no. 1:
Param. : om-0 chi-O phi-0
Coeff. : -7.1139 -6.2834 28.3172
Sigmas : 0.0002 0.0000 0.0000
Shift/esd: 0.12 0.00 0.00
ODF coeff. sum(shift/error)**2:  0.01

ODF angle coefficients for phase no. 1:
Param. : om-0 chi-O phi-0
Coeff. : -7.1140 -6.2846 28.3172
Sigmas : 0.0000 0.0019 0.0000
Shift/esd: 0.00 -1.24 0.00
ODF coeff. sum(shift/error)**2:  1.55

ODF angle coefficients for phase no. 1:
Param. : om-0 chi-O phi-0
Coeff. : -7.1140 -6.2834 28.3173
Sigmas : 0.0000 0.0000 0.0002
Shift/esd: 0.00 0.00 0.47
ODF coeff. sum(shift/error)**2:  0.22
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