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Resumo

Shan e colaboradores! e Philippi e colaboradores?, em 2006, reabriram a perspectiva
de uso do lattice Boltzmann para a simulac¢ao de escoamentos nao isotérmicos e/ou a alto
numero de Knudsen através da resolucao direta da equacao de Boltzmann ao estabelece-
rem uma ligacao sistemética e consistente entre a Teoria Cinética dos Gases e 0os métodos
de lattice Boltzmann (LBM), determinando condigdes necessérias para a discretizagao do
espaco de velocidades em diferentes ordens do niimero de Knudsen. As redes obtidas
através do método proposto por eles, de abscissas prescritas, provaram ser estaveis em
escoamentos em uma ampla faixa de parametros.

Levando em consideracao que as redes obtidas através deste método aumentaram
significativamente o niimero de velocidades moleculares necessarias para a discretizagao do
espago de velocidades e os fenomenos fisicos descritos por esta formulacao possuem grande
complexidade, exigindo uma maior quantidade de parametros para que os coeficientes de
transporte do fluido simulado em varias escalas de Knudsen possam ser corretamente
ajustados, diversas adaptacoes aos LBMs convencionais precisaram ser realizadas.

Modelos de colisao a miltiplos tempos de relaxacao, adequados ao ajuste dos coefi-
cientes de transporte do fluido simulado, foram propostos. Um modelo de colisao a dois
tempos de relaxacao sera discutido e analisado nesta tese.

Do ponto de vista numérico, métodos mais acurados em relacao a sua discretizacao
espacial e temporal foram testados com o objetivo de melhorar a representacao numérica
dos efeitos fisicos relacionados a nimeros de Knudsen finitos, de forma que o comporta-
mento do modelo de colisao utilizado fosse representado com mais acuracia, evitando que
ele se confundisse com erros numéricos do método de solucao.

Condigoes de contorno adequadas a simulagao destes escoamentos também tiveram
que ser propostas. Seu uso em simulagoes utilizando diferentes métodos numéricos revela
a dificuldade em ajusta-las quando fendmenos em uma escala inferior a da fluidodinamica
sao considerados.

Todos os métodos propostos foram analisados através da expansao de Chapman-
Enskog. O objetivo destas andlises foi comparar os métodos numéricos e os modelos de
colisao no continuo teoricamente, prevendo as equacoes macroscopicas que eles deveriam
obedecer em diversas ordens do nimero de Knudsen.

Depois de uma extensa discussao tedrica sobre o método de lattice Boltzmann, di-
versas simulagoes foram realizadas com o objetivo de testar: i) o efeito que a correta re-
presentacao de ordens crescentes dos momentos da distribuicao de equilibrio do continuo
no espacgo discreto de velocidades possui, ii) a acurdcia dos diferentes métodos de dife-
rengas finitas empregados em diversas ordens de Knudsen, iii) a acurdcia das andlises de
Chapman-Enskog realizadas e por fim, iv) a influéncia das condigbes iniciais e de contorno
na evolucao de escoamentos simulados a diversas ordens do nimero de Knudsen.

Palavras-chave: métodos de lattice Boltzmann, quadratura por abscissas prescritas,
andlise de Chapman-FEnskog.
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Abstract

Shan et al.l) and Philippi et al.[z], in 2006, reopened the prospect of using the lattice
Boltzmann method to simulate non isothermal and/or high Knudsen number flows th-
rough the direct solution of the Boltzmann equation when they estabilished a systematic
link between the Kinetic Theory of Gases and the lattice Boltzmann methods (LBM),
determining necessary conditions for the discretization of the velocity space in different
orders of the Knudsen number. The lattices obtained through the method proposed by
them, a prescibed abscissas quadrature, proved to be stable in flows over a wide range of
parameters.

Considering that the lattices obtained by this method significantly increased the num-
ber of discrete molecular velocities required for the discretization of velocity space and
the physical phenomena described by this formulation can be very complex, requiring a
large number of parameters for setting the transport coefficients of the fluid simulated at
various Knudsen scales, several adjustments to the conventional LBMs must be done.

Collision models with multiple relaxation times, appropriate to adjust the transport
coefficients of the simulated fluid, were proposed. A simplified collision model with two
relaxation times is discussed and analysed in this work.

From the numerical point of view, more accurate methods in relation to their spatial
and temporal discretizations were tested with the aim of improving the numerical repre-
sentation of the physical effects related to finite Knudsen numbers, avoiding the numerical
error misinterpretations as real physical phenomena.

Suitable boundary conditions to simulate these flows had also to be proposed. Its use
in simulations using several numerical methods highlighted the difficulty in adjusting them
when physical phenomena of a scale more refined than the convencional fluid dynamics
scale are considered.

All the proposed methods were analysed theoretically through Chapman-Enskog ex-
pansions. The purpose of these analyses was to compare the numerical methods applied
and the collision models in the continuum theory, predicting the macroscopic equations
that they should obey in different Knudsen number orders.

After an extensive theoretical discussion about the lattice Boltzman method, several
simulations were done with the purpose of testing: i) the effect that the correct representa-
tion of increasing orders of the moments of the equilibrium distribution in the continuous
space have in the simulations, ii) the accuracy of the different finite difference methods
employed to simulate various Knudsen number order phenomena, iii) the accuracy of
the Chapman-Enskog analyses done and, iv) the influence of the initial and boundary
conditions in the flows simulated at several Knudsen number orders.

Keywords: lattice Boltzmann method, quadrature based on prescribed abscissas,
Chapman-Enskog analysis.
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1 Introducao

Os modelos de lattice gas foram concebidos como uma ferramenta para resolver proble-
mas fluidodinamicos complexos na metade dos anos 1980s, atraindo a atencao de diversos
pesquisadores pela forma intuitiva em que fenomenos fisicos complexos eram tratados em
escala microscopica. Todavia, as promessas de resolver escoamentos turbulentos, incluindo
efeitos térmicos desde a escala molecular e escoamentos a alto nimero de Knudsen, foram
adiadas quando diversos problemas, principalmente ligados ao ruido excessivo do método,

foram sendo observados.

No final dos anos 1980s e comeco dos anos 1990s, uma alternativa interessante a
estes modelos, que eliminava o ruido completamente, foi desenvolvida. No inicio, os
métodos de lattice Boltzmann (LBMs) foram concebidos como uma extensao simples dos
modelos de lattice gas, dos quais eles dependiam teoricamente. Depois de alguns anos a
conexao entre os métodos de lattice Boltzmann e a equagao de transporte de Boltzmann foi
ficando clara e os métodos de lattice Boltzmann voltaram a ser uma promessa na solu¢ao
de escoamentos complexos, baseados diretamente, desta vez, na solucao da equagao de

transporte de Boltzmann com operadores de colisao simplificados.

Entretanto, enquanto a simulagao de escoamentos isotérmicos através deste método
tinha uma boa recep¢ao em diversas areas da mecanica dos fluidos, principalmente devido:
i) a natureza explicita e local do método, que o fazia especialmente adequado ao processa-
mento paralelo de alto desempenhos; ii) a facilidade de aplicagao de condigbes de contorno
neste método, que o fazia adequado a simulagoes numéricas utilizando geometrias bastante
complexas, e.g., em meios porosos; e iii) a maneira intuitiva com que modelos de colisdo
simples reproduziam fenomenos complexos, especialmente em escoamentos multifasicos,
em uma escala macroscépica; as primeiras tentativas de fazer com que os métodos de

lattice Boltzmann simulassem escoamentos nao-isotérmicos com eficiéncia falharam.

Estes maus resultados em desenvolver métodos onde a equacao do balanco de ener-
gia fosse corretamente representada, causados especialmente pela instabilidade numérica
deles, ligada a dificuldade em sua derivagao a partir da Teoria Cinética dos Gases, acaba-

ram criando o mito de que os métodos de lattice Boltzmann eram estritamente restritos
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a solucao de problemas isotérmicos.

As tentativas posteriores de simular escoamentos nao isotérmicos passaram a utilizar
modelos hibridos, em que a equacao de balanco da energia era resolvida de maneira
complementar a solucao da equacao de Boltzmann, tornando o modelo aplicavel a solucao
de problemas termofluidodinamicos ao custo de duplicar a informacao que ja deveria estar

contida no modelo original, i.e., na distribuicao de moléculas do fluido simulado.

Em 2006, todavia, Shan e colaboradores!!! e Philippi e colaboradores? estabelece-
ram uma ligacao sistematica e consistente entre a Teoria Cinética dos Gases, i.e., entre
a equacao de Boltzmann, e os métodos de lattice Boltzmann ao estabelecer condicgoes
necessarias para a discretizacao do espaco de velocidades em diferentes ordens do niimero
de Knudsen com o objetivo de obter conjuntos de velocidades discretas com o menor ta-
manho possivel para a representacao de fenomenos isotérmicos ou nao. Parte desta tese

é dedicada a reconstruir os principais passos destes trabalhos e obter estas redes.

Neste contexto, a utilizagao do modelo de colisao BGK, que possui apenas um tempo
de relaxacao, precisou também ser revista. Embora um parametro livre seja suficiente para
representar um escoamento isotérmico com acuracia quando ele é utilizado para ajustar
a viscosidade cinematica do fluido, em fenomenos nao-isotérmicos ou a alto ntmero de
Knudsen um parametro apenas nao é suficiente para ajustar todos os coeficientes de
transporte deste fluido. De forma a contornar esta limitacao, modelos de colisao mais
complexos, a multiplos tempos de relaxacao, foram também derivados e testados nesta

tese.

Do ponto de vista numérico, em adicao a isso, métodos mais acurados em relagao
a sua discretizacao espacial e temporal foram testados com o objetivo de melhorar a
representacao numeérica dos efeitos fisicos relacionados a nimeros de Knudsen finitos, de
forma que o comportamento do modelo de colisao utilizado fosse representado com mais
acurdcia, evitando que ele se confundisse com erros numéricos do método de solucao da

equacao.

Neste trabalho, métodos de diferencas finitas de varias ordens foram utilizados para
discretizar a equacao de Boltzmann. A perspectiva de uso destes métodos nao se resume
somente ao caso supracitado. A flexibilizagao das caracteristicas dos métodos numéricos
utilizados tem importantes aplicacoes relacionadas ao uso de malhas adaptativas, me-
lhoramento da estabilidade do algoritmo, adaptacao de condi¢oes de contorno com mais

facilidade, entre outros.

De modo a avaliar o uso destes métodos de maneira tedrica, comparando-os com 08

modelos de colisao no continuo, foi utilizada como ferramenta a andlise de Chapman-
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Enskog. Posteriormente foram realizadas simulacoes para confirmar os resultados das
analises e medir os diversos efeitos fisicos ou numéricos associados com a equacao de
Boltzmann e sua discretizacao, em especial, i) o efeito da correta representacao de ordens
crescentes dos momentos da distribuicao de equilibrio do continuo no espago discreto de
velocidades, ii) a acuracia dos diferentes métodos de diferencas finitas empregados, iii) a
acurdcia da andlise de Chapman-Enskog realizada, iv) a influéncia das condigoes iniciais
e de contorno na evolugao do escoamento simulado, especialmente a ntimero de Knudsen

alto.

Esta tese estd organizada da seguinte maneira. No capitulo seguinte os principais
modelos de colisao utilizados durante esta tese serao derivados e analisados, bem como
sua relacao com os modelos de colisao com origem na Teoria Cinética dos Gases. No
terceiro capitulo a andlise de Chapman-Enskog destes modelos é realizada de maneira
detalhada, de forma a obter as equagoes de balanco em escala macroscopica que os fluidos
simulados por estes modelos devem obedecer em ordens crescentes do nimero de Knudsen

quando o espaco de fases é continuo.

No quarto capitulo os principais aspectos da discretizacao da equagao de Boltzmann
serao discutidos. Nos capitulos seguintes esta discretizacao é detalhada em relagao ao
espaco fisico primeiramente considerando o espaco de velocidades continuo, Capitulo 5,
e depois ignorando a discretizacao do espaco fisico e fazendo a discretizacao apenas em
relacao ao espaco de velocidades, Capitulo 6. As equacoes de balanco esperadas em
cada ordem do nimero de Knudsen nestas situacoes sao analisadas detalhadamente. No
Capitulo 7 as condigoes iniciais e de contorno utilizadas pelo método serao apresentadas
e no capitulo seguinte todas as hipoteses formuladas durante a tese sao testadas nume-
ricamente com o auxilio destas condigoes. O Capitulo 9 discute os principais resultados

encontrados, concluindo a tese.






2 Fundamentos da Teoria
Cinética dos Gases

2.1 Equacao de Transporte de Boltzmann

2.1.1 Descricao Microscépica

4 através

O escoamento de um fluido é descrito, usando a hipdtese do continuo
dos seus campos de densidade, velocidade e temperatura. Nesta escala, chamada neste
trabalho de macroscopica, os detalhes microscopicos deste fluido, e.g., a representacao de
cada molécula do fluido e suas forcas intermoleculares, nao sao relevantes, desde que sejam
propriamente definidas relagoes constitutivas nas equagoes de balanco da quantidade de

movimento e energia.

Neste tipo de descricao, quando as equacoes de balanco da massa, quantidade de
movimento e energia sao escritas, a pressao ¢ relacionada a densidade e a temperatura
localmente e o fluxo de calor e o tensor tensao sao definidos empiricamente, a modelagem
do escoamento deste fluido é concluida quando condicoes de contorno fisicamente repre-
sentativas, dependentes diretamente da densidade, velocidade e temperatura, sao fixadas

nas fronteiras do dominio de solucao.

Existem, todavia, fenomenos dificeis de representar através das equacoes de Navier-
Stokes, em que os detalhes da dinamica molecular tem grande influéncia sobre os padroes
de escoamento observadosm, e.g., os escoamentos a numero de Knudsen alto, definido
como a razao entre o livre caminho médio de uma molécula de um fluido e um compri-
mento macroscépico caracteristico ou os escoamentos envolvendo mais de uma fase ou
componente. Neste caso ¢ necessario o desenvolvimento de modelos alternativos ao acima

descrito.

Para que estes modelos sejam concebidos é necessario diminuir a escala de observagao
do fenomeno considerado de maneira a tornar mais claros os seus detalhes. Quando
esta escala é suficientemente diminuida, o fluido pode ser modelado, em uma primeira

aproximacao, como um conjunto de moléculas sem qualquer estrutura interna distinguivel,
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representadas por pontos materiais. Equagoes descrevendo o movimento destas moléculas

podem entao ser escritas como

dx;
= —, 2.1
&= 2.1)
d&;
F == 2.2

onde x; representa a posicao e &; a velocidade de cada molécula ¢ no fluido e F; representa
a forca total por unidade de massa que age nesta mesma molécula devido a forga gravitaci-
onal, a presenca de outras moléculas ou a presenca de paredes solidas por exemplo. Neste
tipo de descricao, chamada neste trabalho de microscépica, a forca de interacao entre
quaisquer duas moléculas pertencentes ao sistema considerado precisa ser determinada a

priori para que o modelo possa ser aplicado.

Uma vez que o potencial de interacao e a estrutura molecular sao definidos, a mo-
delagem do escoamento do fluido considerado é concluida quando condig¢oes de contorno
fisicamente representativas nesta escala sao fixadas nas fronteiras do dominio de solucao,
e.g., quando a forga de interacao entre as moléculas do fluido e as moléculas da fronteira

solida é determinada.

Descrever corretamente a forga de interagao intermolecular representa a primeira difi-
culdade encontrada quando um modelo microscépico € aplicado. O potencial de interagao
entre duas moléculas quaisquer depende das suas propriedades elétricas, sendo muito com-
plexo de ser modelado mesmo nas condi¢oes mais simples, e.g., em gases monoatomicos.
Desta maneira é muito comum que formas simplificadas destes potenciais sejam adota-
das para descrever a interacao intermolecular, e.g., o potencial de Lennard-Jones [6], e
a interacao entre as moléculas do fluido e da parede, e.g., através de condigoes de re-

flexao especular, reflexao difusa ou uma combinacoes destas duas usando um coeficiente

de acomodacao 3],

E muito importante reconhecer as diferencas entre as condigoes de contorno aplicadas
em modelos da micro e da macroescala. Na escala macroscopica, a velocidade, densidade,
pressao, temperatura e suas derivadas podem ser impostas diretamente nas fronteiras
do sistema considerado. Na escala microscépica, somente a forma de interacao entre as
moléculas do fluido e as moléculas nas fronteiras do sistema pode ser imposta, sendo
as variaveis macroscépicas determinadas nas fronteiras somente quando algum tipo de
média estatistica, i.e., temporal e/ou espacial e/ou de ensemble, é realizada. Isso pode
levar a dificuldades conceituais na modelagem da interacao entre o fluido e as fronteiras
do sistema quando as tnicas condicoes de contorno conhecidas sao as condicoes na escala

macroscépica.

O fato de que é necessaria a realizacao de médias para a obtencao das varidveis ma-
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croscopicas de resposta a um determinado problema resolvido nesta escala impoe um
segundo obstaculo a modelagem destes sistemas, que é a necessidade de simulacao da
dinamica de um grande ntimero de moléculas por um longo tempo, muitas vezes conside-
rando muitos sistemas ao mesmo tempo para que os resultados sejam representativos, o
que faz com que o custo computacional desta modelagem seja bastante elevado. Contudo,
mesmo que um supercomputador pudesse realizar este tipo de simulacao e armazena-
mento, os resultados encontrados possivelmente estariam contaminados pelos combinag¢ao
dos erros cometidos na dispendiosa determinagao das condigoes iniciais de velocidade e
posicao de um grande ntimero de moléculas e pelo erro de computacao acumulado, que

cresce rapidamente 7,

Todavia, se o interesse do modelista nao é acompanhar a evolucao de cada uma das
moléculas de um sistema particular, mas estudar o comportamento na escala microscépica
de diferentes sistemas que compartilham uma mesma caracteristica macroscopica, e.g.,
numero total de moléculas e/ou energia total, a formulacdo microscopica destes sistemas
pode ser manipulada através das ferramentas da Mecanica Estatistica de forma a produzir
uma formulacao, neste trabalho chamada de mesoscépica, em que os detalhes da interagao

intermolecular e a ignorancia sobre as condigoes iniciais do problema sao filtrados.

Nesta formulacao a descricao individual da trajetéria de cada molécula no espago de fa-
ses nao ¢ mais realizada, sendo o gas modelado agora pela funcao distribuicao de moléculas
f(x, &, t). Esta distribuicao representa a probabilidade de que uma certa molécula de um
determinado gas esteja localizada entre & e  + dx, com velocidade entre & e £ 4+ d€, no
tempo entre t e t + dt. Ao definir a fungao f desta maneira estao sendo ignorados todos

os graus de liberdade de movimento da molécula exceto o de translagao.

Espera-se, ao conceber este modelo, preservar varios detalhes da dinamica molecular
nao acessiveis através da descricao macroscopica do escoamento considerado e, a0 mesmo
tempo, facilitar a obtencao das quantidades macroscopicas de interesse na solugao de
escoamentos de fluidos, e.g., densidade, velocidade, temperatura, tensoes e fluxos de calor,

através de médias da funcao f no espaco de fases.

Nas proximas secoes os principais passos que levam, a partir da formulacao mi-
croscopica dada pelas Eqs. 2.1 e 2.2, a equacao de transporte de Boltzmann, que descreve

a evolucao temporal de f, serao revisados 13,7, 8],

2.1.2 Equacao de Liouville

Considerando o espago de fases composto pelas coordenadas de todas as moléculas

idénticas de um determinado gas e de suas velocidades, i.e., um espago formado por
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6N dimensoes, onde 3N dimensoes estao relacionadas as coordenadas espaciais de todas
as moléculas do gés e 3N dimensoes estao relacionadas as suas velocidades, a seguinte

expressao representa o estado do sistema em um tempo ¢:

0(331, ...,33]\[751, ...,£N,t) =
5 () — z1(1)) .0 (xx — (1) 5 (&1 — E1(1)) .0 (€ — En(D)) (2.3)

onde x; e &; sdo as coordenadas do espaco de fases considerado e x;(t) e &;(t) sao as

solugoes das Eqgs. 2.1 e 2.2 para cada molécula com indice 1.

Apesar da descricao do sistema através da funcao C ser aproximadamente equivalente
a descricao dada pela Segunda Lei de Newton 7 a primeira descrigao tem significado fisico
mesmo que a func¢ao C nao seja mais um delta de Dirac e sim uma funcao das coordenadas

do espaco de fases.

Se a Equacao 2.3 for derivada em relacao a ¢, x; e §;, a seguinte expressao pode ser
obtida:

Zs] Yo el (2.4

Esta equagao nao depende mais da solugao das equacoes de Newton escritas para cada
molécula, como na Eq. 2.3, embora dependa da determinacgao da posi¢ao e da velocidade
de todas as moléculas do sistema considerado no tempo ty. Sua solucao descreve o caminho
da fungdo C no espago de fases, que é orientado pelas velocidades caracteristicas §;(t) e

F(1).

A equacao acima pode ser escrita para qualquer sistema com numero de moléculas
e energia total fixos. A média da funcao C' no espago de fases, considerando todos os
sistemas possiveis que compartilham destas mesmas caracteristicas, é igual a uma funcgao
P, que possui equacao de evolugao similar:

N N

opP
ZEJ +Z Jaéj . (2.5)

A solucao desta equacao representa a probabilidade de que, em um sistema de N
moléculas, a molécula de nimero 1 tenha velocidade &; e esteja localizada na posi¢ao
xy, a0 mesmo tempo em que uma molécula de nimero 2 tenha velocidade &; e esteja
localizada na posi¢ao x5 e assim por diante, considerando cada uma das N moléculas que
compoem este sistema, em um certo tempo t. Note que se as moléculas consideradas forem
indistinguiveis, a funcao P deve ser simétrica com relagao as velocidades moleculares e

a posicao espacial de cada uma das moléculas no sistema. A Equacao 2.5 é chamada de
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equagao de Liouville

2.1.3 Hierarquia BBGKY

As propriedades macroscopicas de interesse na solucao de um escoamento qualquer
nao dependem frequentemente das médias tomadas com respeito a funcao distribuicao
P(xy, @, ..., xN, &1, &9, ..., €N, T), mas, ao invés disso, em médias tomadas com respeito a

distribuigoes de moléculas reduzidas Py(x1, o, ..., Tpr, €1, Eo, ..., Enr, t) definidas por:

PM(mlaw27 "'amMa£1a£27 7€M’t) =

/P(wlv L2, ...y TN, 517 €27 ) €N7 t>de+1dde€M+ld€N7 (26)

A Equacao 2.5 deve ser integrada no espaco de fases, utilizando a relacdo acima,
para que a equacao de evolucao das distribuigoes P,; possa ser obtida. Os limites de
integragao desta equagado sao os seguintes: i) o espago fisico onde o gés estd confinado,
considerando que nenhuma molécula deixa a regiao onde o gés esta e nao existe nenhuma
troca de energia entre as moléculas do gas e as fronteiras do sistema, e ii) todas as possiveis
velocidades que cada uma das moléculas que compoem o gés pode apresentar. Como o
gas é formado por moléculas classicas, as velocidades sao limitadas apenas pela energia
total do sistema, podendo variar entre —oo e oo no limite onde o nimero de moléculas é

infinito e a massa de cada molécula, m, é zero.

Considerando que as unicas forcas agindo em cada uma das moléculas j é causada
pelo potencial molecular ¢;; entre esta molécula e cada uma das outras moléculas ¢ que
compoem o sistema e considerando que este potencial depende somente da distancia entre
as moléculas r;; = |x; — x|, a forga resultante agindo em uma molécula pode ser calculada

através da equacao:
N

1 i
F;, = —— = 2.7
J m Z 4 81,']‘ ( )
Z:]ﬂl;é]
onde a massa de cada uma das moléculas deste sistema é idéntica. Substituindo a equagao

acima na equagao de Liouville e integrando a equacao resultante no espaco de fases dentro

dos limites de integracao acima descritos, encontra-se 9,

M M

aPM OPy = 199y 0Py
Z€] Z m aZEj ’ 85]
(N — M) 9o oP,
Z / g:ZH)' f‘g]“deHdgMH. (2.8)

Ao variar M entre 1 e N obtem-se um grupo de equacoes conhecido como hierarquia
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BBGKY. Conforme mostrado na equacao acima, as distribuicoes P,; dependem da in-
formacao contida nas distribuicoes Pas41y. Todavia, se uma determinada relacao entre
P41y e as distribuigoes Pr, P, ..., Pa—1) e Py for assumida, este sistema de equagoes

pode ser significativamente simplificado.

Na préoxima secgao, a Equagao 2.5 sera integrada no espago de fases com o objetivo de
se obter uma equacao de evolucao para P;. Pela eliminacao da dependéncia da equagao
resultante em relagao a distribuicao Py(x1, T2, &1, &2, t) através da hipdtese do caos mole-

cular, chega-se a equacao de transporte de Boltzmann, Equacao 2.9.

2.1.4 Equacao de Transporte de Boltzmann

Um géas composto por um infinito nimero de moléculas idénticas que interagem entre
si somente através de um potencial de curto alcance, tao curto que somente colisoes
binarias localizadas no espaco ocorrem e ao mesmo tempo suficientemente longo de forma
que o efeito das colisoes na dinamica do escoamento nao é desprezivel, obedece a seguinte

equagao, conhecida como equacao de transporte de Boltzmann 3],

atf(wa Ea t) + 5Vf(.’13, 57 t) =
[ U€ 0560 - S 605 (@ 60 0) € - il rdrdeds, (29)
onde f(x,&,t) é a funcao distribuigdo de moléculas relacionada a funcdo P; através de

f = NP;. O operador 0; representa a derivada %. As variaveis de integragao podem ser

representadas pela seguinte figura (mais detalhes em Cercignani[s] e Huang[lo]):

Figura 1: Variaveis de integracao no termo de colisao da equacao de trans-

porte de Boltzmann.

O operador de colisao, parte direita da Equacao 2.9, possui integrando que pode ser

divido em duas partes.

A primeira parte, que é sempre positiva, representa a taxa de colistes entre duas
moléculas cujas velocidades anteriores ao processo de colisdo sao iguais a &' e &] que,
depois de trocar quantidade de movimento e energia em uma colisao instantanea, tém

velocidades alteradas para & e &;. O resultado destas colisoes é um aumento do nimero
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de moléculas no volume do espago de fases definido por dxd€ na posicao definida pelas

coordenadas x e &.

A segunda parte, que é sempre negativa, representa a taxa de colisdes entre duas
moléculas cujas velocidades anteriores ao processo de colisao sao iguais a € e & que,
depois de trocar quantidade de movimento e energia em uma colisao instantanea, tém
velocidades alteradas para & e €]. O resultado destas colisdes é uma diminuigado do
nimero de moléculas no volume do espaco de fases definido por dxd€ na posicao definida

pelas coordenadas x e &.

Boltzmann™ derivou esta equacao considerando os aspectos geométricos de colisoes
binarias em um gas monoatomico. Seu método ¢ dificil de ser generalizado ou estendido
para situagoes em que algumas das hipotéses utilizadas por ele possam ser relaxadas.
Um procedimento sisteméatico e mais flexivel de derivacao da equacao de transporte de
Boltzmann pode ser construido seguindo as linhas da obtencao da hierarquia BBGKY

apresentada na secao anterior.

Considera-se inicialmente um gas composto por esferas rigidas no limite do gés de
Boltzmann, onde o nimero de moléculas é muito grande (N — 00), a massa de cada
molécula é muito pequena (m — 0) e o didmetro de cada molécula é negligivel (¢ — 0).
Deve-se observar que neste gds o efeito das colisoes, que é proporcional a No?, e a massa

do sistema, que é proporcional a Nm, nao sao nulos.

Integra-se entao a equacao de Liouville no espaco de fases, limitando desta vez o
espaco fisico acessivel a cada molécula numerada entre 2 e N a regiao externa a zona de
influéncia da molécula 1, i.e., limitando-se a |x; — 21| > o. No limite do gés de Boltzmann
as distribuicoes reduzidas dadas pela Equagao 2.6 e as distribuigoes reduzidas obtidas por

este procedimento sao iguaiS[S].

Nesta integracao, a partir da Equacao 2.5, o termo relacionado a derivada temporal

pode ser facilmente obtido,

oP opP;
—_— = —. 2.1
/|mk_m1|>a 5 dxs...dendEs...dEN 5 (2.10)

A derivada espacial pode ser integrada no espaco de fases com a ajuda da regra

da integral de Leibniz e do teorema da divergéncia de Gauss-Ostrogradsky conforme
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mostrado:
N
oP
Z/ &5 s dwydgy...dy =
=1 |z —x1|>0 L
oP
/ (/ 51.—d332> dmgdiL'NdEQdEN +
e —x1|>0 le2—x1|>0 63}1
al oP
> & ——dx; | dey...dx;_jdx, .. deydE,.. . dEy =
ox;
j=2 Y l@R—m1[>0 |zj—z1|>0 J
0
51.8— PdiBQ - Pél.ngdSQ dwgda:Ndégdi +
|ep—x1|>0 L1 J|zo—z1|>0 |eo—x1|=0
N
Z/ (% stn]dsj> dwz...dwj,1d$j+1...dilINd€2...d€N =
=2 e —a1|>0 |z;—x1|=0
O &
51-% - Z Py (1, @2, &1, &) &1.m;dS;d€; +
1 9 |@;—x1|=0
N
3 75 Py (w1, @2, &1, £2) €105, dE, . (2.11)
j=2 Y |®j—®i|=0
No espago fisico dado por |x; — @1 > o, a forca entre as moléculas ¢ e 1 é zero, de
forma que
N
P
= wr—ar>e &

A integracao da equacao de Liouville resulta, desta maneira, em

st oD R 66) (6 - €)mdSide — 0. (213

8 |x2—x1|=0

onde foram utilizadas as simetrias da funcao P em relacao as velocidade moleculares e as
posicoes de cada molécula. A integral de superficie mostrada na equacao acima pode ser
divida em duas partes, correspondentes aos hemisférios esquerdo, onde (€2 — &;1).ms > 0,
e direito, onde (&, — &1).n2 < 0. Note que as moléculas de nimero 2 que estao localizadas
no hemisfério esquerdo estao entrando na zona de influéncia das moléculas de nimero 1
e, portanto, estao na iminéncia da colisao, Figura 2. De maneira andloga, as moléculas de
nimero 2 que estao localizadas no hemisfério direito de integracao estao saindo da zona de
influéncia das moléculas de nimero 1, concluindo, desta forma, o processo de colisao em

que estavam envolvidas. E 1til considerar estes dois hemisférios de integracao de maneira
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independente, escrevendo

0P, 0P,
=+ 51-—1 + (N — 1)7{ Py (1, @2, €1,82) [(§2 — &1).m2|dS2dEs
ot Oz, (§2—&1).m2>0
-1 ¢ Py (@1, @ €1,6) (€ — £1) 1125 = 0. (2.14)
(€2—¢&1).n2<0
€€

™~

2

—

‘1

Plano perpendicular a £-&,

Figura 2: Dominio de integracao do termo de colisao da equagao de Boltz-

mann, Equacao 2.17.

Usando a hipdtese de que as moléculas do gas interagem somente através de colisoes
binarias, as moléculas que deixam a esfera proxima a molécula-alvo com velocidade rela-
tiva igual a (& — &;) podem ser diretamente relacionadas aquelas moléculas que entram
na esfera proxima a molécula-alvo no tempo (¢t — 7), onde 7 representa o tempo entre o

inicio e o fim do processo de colisao!®,
Py (), x5, €, &5, 1 — 7) = Pa (1,2, &1, €2, 1) - (2.15)

No limite do gas de Boltzmann, | - ¢y » @, ¢}, > &3 > x et —7 — 1.

A Equacao 2.14 corresponde a primeira equacgao da hierarquia BBGKY. De maneira a
fazer a descricao do sistema neste primeiro nivel indepedente das distribuigoes reduzidas
Py, onde M > 1, deve-se relacionar a distribuigdo P (@1, 2, &1, &2) as distribuigoes
Py (x1,&1) e Py (x2,&). Supondo que as velocidades e posigoes das moléculas antes do

processo de colisao nao sao correlacionadas, i.e., adotando a hipotese do caos molecular[u],

Py (x1,®2,€1,&) = P1 (x1,€1) P1 (22, &2) - (2.16)

Substituindo a equacao acima na Equacao 2.14, encontra-se

(9P1 Lo 0P
1 (9:81

(V=1) § (AEIP(E) ~ PUEIP(E) (6 ~ &) maldSada,  (217)
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que ¢ similar a Equacao 2.9.

2.1.5 Invariantes de Colisao

Considerando as equacoes de conservacao da quantidade de movimento e energia na

colisao binaria entre duas moléculas 1 e 2,

§i+& =& +&, (2.18)
§+& =82 +¢7, (2.19)

pode ser demonstrado® ® que, quando a seguinte integral, ver Equacao 2.17,

/90(51)96@1 = /90(51) (PL(&))P1(&y) — Pi(&1)Pi(&2)) |(&2 — &1).mo|dSad€ad€y, (2.20)

onde ¢(&;) é uma funcdo qualquer da velocidade molecular &;, é submetida a mudanga

de varidveis & — &2, &2 — &1, & — &, e &, — £}, encontra-se:

/90(51)9451 = /@(52) (PL(&)Pi(&3) — Pi(&1)Pi(&2)) (&2 — €1).m2|dS2d€ad€y . (2.21)

Esta mudanca de variaveis é equivalente a intercambiar as velocidades entre quaisquer

duas moléculas que estiverem na iminéncia de um processo de colisao.

A mudanca de varidveis & — &, & — &), & — & e &, — & no integrando da

Equacao 2.20, que é equivalente a inversao temporal de todas as colisoes, resulta em:

/ (€)= / S(€)) (PL(EDPL(EY) — Pi(€0)Pi(€)) | (€2—E1)maldSadendes, (2.22)

onde o sinal negativo se justifica fisicamente pela inversao do efeito das colisoes causada
pela inversao temporal. O determinante do Jacobiano J da transformacao d&;d&; =
|J(&1,&2,&,&,)|dE dE) é igual a um, o que pode ser demonstrado utilizando as leis de

conservagéo[?’], Egs. 2.18 e 2.19.

A inversao temporal das colisbes combinada com o intercambio entre as velocidades
de quaisquer duas moléculas que estiverem na iminéncia de uma colisao é equivalente a
troca de varidveis & — &5, &2 — &, & — & e &, — & no integrando da Equagao 2.20,

resultando em:

/@(El)Qdﬁl = — /SO(SQ) (PL(&)Pi(&5) — Pi(&1)Pi(&2)) [(§2—&1) | dSod€rdEy. (2.23)
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A combinacao das ultimas quatro equagoes resulta em:

[ tende -

1 [ (0l +o(E) — #l€) - 9(&) (PEI(E) - PiE)PIE)) x
(&2 — &1).m2|dS2d€2dEy, (2.24)

que representa uma importante propriedade de simetria do operador de colisao da equagao
de Boltzmann, €. Sempre que uma funcao qualquer ¢(&;) obedecer a relacao ¢(&;) +
0(&) = p(&)) + ©(&), a integragdo do operador de colisdo multiplicado por ¢(&;) no
espaco de velocidades &; é igual a zero. Neste caso, a funcao ¢(&;) é chamada de invariante
colisional. Os invariantes colisionais sao combinagoes lineares dos invariantes colisionais
elementares, i.e., p(&1) = 1,&; e £2, que representam a conservagiao da massa, quantidade

de movimento e energia em uma colisao.

2.1.6 Distribuicao de Equilibrio

No equilibrio, como o efeito das colisoes é nulo, a distribuicao f deve satisfazer,
Equagao 2.9,
fho=11, (2.25)

que pode ser escrita como
log f + log f1 = log f" + log f7. (2.26)

A fungao log f é, desta forma, um invariante colisional, Secao 2.1.5, e pode ser escrita
como uma combinacao linear dos invariantes colisionais elementares,
2

log f = am + b.m& + cmT, (2.27)

onde a, b e ¢ sao constantes a serem determinadas. Isto pode ser realizado reconhe-

cendo que, no equilibrio, as seguintes relagoes (chamadas de momentos de f e f¢?) sdo

verdadeiras:
nent) = [ flegnde = [ Foi.e e (2.28)
n(etulat) = [ f.g0gde= [ 16 g (2.20)
P O@D [ jaen© S i = [ w0 e, 20

Dn(z,t)RT(z,t)

onde n(x,t), n(xz,t)u(x,t sdo a densidade de particulas, quantidade de

movimento e energia de um gas em um ponto x do sistema no tempo ¢t e D é a dimensao



2.1 FEquacdo de Transporte de Boltzmann 16

deste sistema. Usando as relagoes acima pode-se obter a distribuicao de equilibrio deste

gas:

[ (x, € t) = (QWRT;Sé;fZ))D/2 exp (—W) . (2.31)

2.1.7 Teorema H

Ao multiplicar a equacao de Boltzmann, Equagao 2.9, pela fungao In f(&)d€ e integrar

o resultado no espaco de velocidades chega-se a

([ f(&)Inf(& [ &af(&)Inf(&)dE)
ot 0, B

/ﬁnﬂ©+1ﬂﬂ€M@D—f@ﬁ@ﬂﬂ&—&hmﬂd&%! (2.32)

Utilizando a propriedade de simetria demonstrada na segao anterior, Equagao 2.24, na

equacao acima,

O F(©) 0 F(€)dE) _ O(J af(€)InF(€)dE) _
ot 0z,
f(€>f<€1) ’ A o rdrde
Q/@(ﬂgﬁ@5>ﬁﬁﬁ@0 FE)F(€0) [€ — & rdrdederde < 0. (2.33)

Note que o lado direito da equagao é sempre negativo devido a propriedade:
(x —y)In(y/x) <0. (2.34)

Se a Equagao 2.33 for integrada no espago fisico e as moléculas obedecerem uma

condicao de contorno de reflexao especular[?’]7 Secao 7.1.1, obtem-se

O ([ f(&)In f(&)déd)
ot

<0. (2.35)

A fungao [(f(&)1n f(&)d€dx) é chamada de fungdo H e tem importancia equivalente a da
entropia, sendo a entropia algumas vezes escrita como S = —kH!. Note que qualquer
outra condicao de contorno que tenha fluxo de H nulo nas fronteiras também obedece a
inequagao acima e que a igualdade é valida somente se a fungao distribuicao f é igual a

funcao distribuicao de equilibrio de Maxwell, Equagao 2.31.

Nesta secao foi discutido o teorema H para um gas no limite de Boltzmann em um
espago de fases continuo. Em espacos de fases discretos e em especial nos métodos de si-
mulacao utilizados neste trabalho, no entanto, o teorema H conforme definido nesta se¢ao
nao é obedecido de forma exata, o que ainda é fonte de um debate focado principalmente
em um destes dois pontos: i) qual deveria ser a forma da fun¢ao H dos métodos de lattice

Boltzmann para que uma inequacao andloga a Equacao 2.35 fosse sempre vélida ou ii)
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qual deveria ser a forma da distribuicao de equilibrio discreta que poderia fazer a Equagao

2.35 valida, mantendo-se a forma da funcao H.

2.2 Solucao da Equacao de Boltzmann

A dificuldade de resolver a equagao de Boltzmann e de construir aproximagoes mais
completas para a hierarquia BBGKY encorajou o desenvolvimento de varias classes de
diferentes modelos de colisao mais simples de serem tratados tanto analiticamente quanto
numericamente. Muitos destes modelos foram validados com sucesso em diversos proble-

mas praticos. &

Um destes modelos, que é especialmente importante para a comunidade de lattice
Boltzmann, é o modelo BGKIM ¥l Ele foi construido empiricamente por Bhatnagar,
Gross e Krook e mais tarde foi mostrado valido como uma primeira aproximagao para a
equacio de transporte de Boltzmann escrita para moléculas de Maxwell® %, Sua simpli-
cidade, ja que apresenta apenas um parametro livre a ser ajustado a posteriori de acordo
com as propriedades do gas sendo simulado é, ao mesmo tempo, sua maior qualidade,
quando o escoamento que esta sendo representado é bastante simples, e.g., escoamentos
incompressiveis isotérmicos, e seu maior defeito, quando a complexidade do escoamento
sendo simulado é maior e o gas exige mais parametros para ser corretamente modelado,

e.g., quando a viscosidade e a difusividade térmica sao independentes.

6] astenderam o supracitado modelo através da expansao do operador

Gross e Jackson
de colisao escrito para moléculas de Maxwell em uma série de autofungoes que determinam
uma hierarquia de modelos cuja aproximacao de primeira ordem é o modelo BGK. Na

proxima secao este procedimento sera detalhado.

2.2.1 Multiplos Tempos de Relaxacao

O modelo de colisdo obtido de acordo com o procedimento de Gross-Jackson [ 16,

i.e., expandindo o operador de colisao em polinomios de Hermite, serd apresentado aqui

(17, 18]

seguindo a derivagao mostrada em Philippi e colaboradores . Considere a equagao de

transporte de Boltzmann:
of+&€EVf=Q, (2.36)

onde € é o operador de colisdo. Escrevendo a fungao distribui¢ao como f = f°¢ (1 + ¢)

quando f é proximo a f, o termo de colisao pode ser escrito para moléculas de Maxwell

COIHO[?’]

Q= f12L(e), (2.37)
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onde .Z(¢) é um operador linear. Apesar do operador acima poder ser mostrado vélido
para moléculas de Maxwell, a construcao do modelo poderia ser realizada de forma inde-
pendente. O ajuste dos parametros livres do modelo baseado em experimentos poderia

estender sua validade para outros tipos de moléculast®.

A perturbacao ¢ pode ser expandida em tensores polinomiais de Hermite, Apéndice

. . _ tu .
A, dependendo da velocidade peculiar C' = TR e

o0

©-
Il

1 n
n,a; (@, t) #™ (C), (2.38)

n=0

onde os subindices dos polinémios a((;im e A

aﬁy (C) foram omitidos por simplicidade.

Os coeficientes a((;) (x,t) podem ser relacionados aos momentos de f (x,&,t) através

de
[ rie= [ raa+ o=, (2.39)
[ sede= [ g1+ o)gde = pu, (2.40)
[ rede = [ ro s opgede = puu s pRTI 4 7. (2.41)
[155  e—wie= [ri0+0 S e wie=a. @)

onde I é a matriz identidade, T é o tensor tensdo viscoso® e q ¢ o fluxo de calor®l. Desta

1 2 3
forma, aé) =0, a( ) =0, afp,?m = Tap/pRT e afmlﬁﬁ = 2q./pRT?/?.

Usando a Equacao 2.38, o operador linear pode ser escrito comol®!

Z(¢) = %agﬂ (2.t) 2 (#™ (C)). (2.43)

O operador linear . (%ﬂ ™ (C )) também pode ser expandido em polinomios de Her-

mite,

A (C). (2.44)

A combinagao da equacao acima e da Equacao 2.43 resulta na forma completa do

operador linear Z(¢),

oo oo 1 . N
- Z Z n!m!fy(mm)afzﬁ (&, t) ™ (C). (2.45)

n=0 m=0

Nesta equacio 7™™ é o tensor de relaxacdo de ordem m + n. Nas préximas secoes

modelos simplificados serao derivados a partir da equacao acima através da formulagao
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de hipoteses sobre a forma dos parametros de relaxacao.

2.2.2 Modelo de Colisao BGK

De forma a obter um modelo de colisao com apenas um parametro de relaxagao,

escreve-se a Equacao 2.45 como:

ZZn.m.mmﬂm o G @D AL (C).(246)

n=0 m=0

Nesta equacao existem m indices mudos dados pelas letras gregas a,,[,,... € n indices
(m,n)

mudos dados pelas letras gregas a,y.... Se qualquer elemento do tensor v, °s" . o €
igual a um parametro livre v, se n = m e os indices mudos «,,(3,... forem uma permutacao
dos indices o, 5,,..., € é igual a zero caso contrario, a equacao acima pode entao ser escrita

COINO:
o)

1 n n
L) =Y g, @A (C). (2.47)

n=0
que é exatamente igual ¢, Equacao 2.38, vezes 7;. A equagdo de Boltzmann com este

modelo de colisao, chamado de operador de colisao BGK (4] pode entao ser escrita,

Of+&Vf=[nme)=n(f—[f) = w, (2.48)

T

onde o parametro livre v; é frequentemente substituido por 7 = —1/7v;, que representa

o tempo de relaxagao da funcao distribuicao f para uma distribuicao de equilibrio local

fe

2.2.3 Modelo de Colisao a Dois Tempos de Relaxagao (TRT)

Considerando novamente a expansao dada pela Equacao 2.46, lembrando que aéo) =0

1 .
e aél = 0, e isolando o termo que corresponde a n = 2, tem-se

= 1 m,2 2 m
29)=2 g Voot (E:1) Ho5, (O
(n) (m)
+Z Z nlmv%mﬁm anbn Gpns.. (1) A 5 (C). (2.49)

n=3 m=0

2 . . . .
Fazendo os elementos do tensor fyg:i an »p 1gUAIS a zero se m # n e diagonalizando

o segundo termo da equacao acima usando o mesmo procedimento aplicado na ultima
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secao, obtém-se

(2,2) e

v d,aB (2 2 1 n n
L(9) = Ll (@ ) AP (O) + Y —agh s (@) A (C). (2.50)
n=3
Impondo isotropia de quarta ordem para o tensor 7%25, ie.,
22 _
'775’045 =72 (504,3575 + 5@75&5 + 60455/37) ) (251)
onde 7, é outro parametro livre, e reagrupando os termos,
R% _ (72 - '71> (2) t %(2) C S i (n) ¢ j{”(n) C 2.59
((b) - 9 a(b,aﬁ (CC, ) af ( ) +n Z n'a¢,anﬁn... (.’B, ) anfn... ( ) : ( : )
n=0

A equacao de Boltzmann com este modelo de colisao, chamado de modelo de colisao a

dois tempos de relaxagao (TRT), pode entao ser escrita como

or+es = (o B w028 (©) (2.59)

A equacao acima pode ser utilizada, como serd demonstrado na Secao 3.3, para a
simulacao de escoamento de fluidos a um nimero de Prandtl varidvel. Outros modelos
com mais de dois parametros livres independentes e exatidao crescente, em termos do

nimero de Knudsen®, pode ser desenvolvidos facilmente se elementos de mais alta ordem
(m.n)

dO tensor Vambm Otnﬁn-

_ forem diferentes um dos outros ou diferentes de zero.

2.3 Equacoes da Fluidodindmica

2.3.1 Balanco de Massa

A seguinte equacao pode ser obtida multiplicando a equacao de Boltzmann, Equacao

2.9, por md§ e integrando no espago de velocidades:

Op + 0u (puy) = 0. (2.54)

2.3.2 Balan¢o de Quantidade de Movimento

A seguinte equacao pode ser obtida multiplicando a equagao de Boltzmann, Equacao

2.9, por m&d€ e integrando no espago de velocidades:

Oy (pua) + 85 (puaug + Pag) =0, (2.55)
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onde P,z ¢ o tensor tensao definido pela seguinte equacao:

m/ﬁ@ﬁzwww4m (2.56)

onde o primeiro termo do lado direito da equacao representa a fluxo macroscépico de
quantidade de movimento e o segundo termo representa o fluxo de quantidade de movi-
mento devido ao movimento aleatério das moléculas do gas no escoamento. Desta forma,

o tensor tensao pode ser escrito como:

m/ﬂ@ﬂm&wwM%z&ﬁ (2.57)

2.3.3 Balanco de Energia

A seguinte equagao pode ser obtida multiplicando a equagao de Boltzmann, Equagao

2.9, por m%dé e integrando no espaco de velocidades:

2 D 2 D
Oy (% + EPRT) + 95 (p uQuB + 5puﬁRT) + 0a (ugPop) + 0aga =0, (2.58)

onde ¢, é o fluxo de calor (ou fluxo de energia nao convectiva[?’}), definido pela equagao:

2 2
/ffa (%) d§ = uq (% + %) + Us Pag + a, (2.59)

onde o primeiro termo da parte direita da equacao representa o fluxo de energia devido a
conveccao em escala macroscopica e o segundo termo ¢é o trabalho realizado pela pressao.

O fluxo de calor pode ser alternativamente definido através da Equacgao 2.42.

2.3.4 Tensor Tensao e Fluxo de Calor

Quando equagoes em uma escala macroscopica estao sendo utilizadas para descrever
um dado escoamento, é necessario que equagoes constitutivas sejam escritas para o fluxo

de calor e o tensor tensao neste fluido.

Quando o presente método, em uma escala mesoscopica, é utilizado, nenhuma forma
para o tensor tensao e o fluxo de calor é postulada, uma vez que esta informacao ja esta
contida em f, Equagoes 2.57 e 2.42, sendo uma consequéncia direta do modelo de colisao
adotado. Quando este modelo é baseado em caracteristicas microscopicas do gas, e.g., a
forma do potencial de interagao intermolecular, os parametros livres deste modelo também

serao funcao destas caracteristicas, e.g., diametro médio da molécula.

Frequentemente, no entanto, a descricao do sistema considerado em funcao apenas de

suas variaveis microscépicas nao é satisfatéria, especialmente quando as variaveis de inte-
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resse em um dado escoamento sao médias sobre as varidveis microscopicas, e.g., densidade,
velocidade e temperatura. Neste caso, é importante estimar a relagao entre os parametros
e variaveis microscopicos do modelo e o comportamento macroscopico do gas, i.e., as

equagoes macroscopicas que este gas deve obedecer e seus coeficientes de transporte.

A andlise de Chapman-Enskog é uma ferramenta da Teoria Cinética dos Gases que
pode ser aplicada para fazer esta conexao e sera, neste trabalho, extensivamente utilizada,
veja Secao 3. O resultado desta analise é frequentemente uma relagao entre os coefici-
entes de transporte de um gas e os parametros moleculares que descrevem o potencial

intermolecular adotado.

Todavia, existem situacoes em que nenhuma formulacao macroscépica é satisfatoéria,
e.g., quando o livre caminho médio é comparavel as dimensoes do problema, e a equagao
de transporte de Boltzmann deve ser resolvida diretamente. Um dos mais importantes
debates na comunidade de lattice Boltzmann é se o lattice Boltzmann pode ou nao ser
aplicado para resolver este tipo de situagao, ver Secoes 3.2 e 8.5 e Succi*?! para maiores

detalhes.
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3 Anadlise de Chapman-Enskog

A andlise de Chapman-Enskog (CE) é um método de perturbacao baseado na ordem de
magnitude do nimero de Knudsen (Kn), definido como a relagao entre um comprimento
microscopico caracteristico, e.g., o livre caminho médio, e um comprimento macroscépico

caracteristicol®.

3, 7, 8], ainda

Apesar de seu limite de validade e sua convergéncia nao serem claros
assim esta andlise é uma ferramenta poderosa, especialmente no contexto dos métodos
de lattice Boltzmann (LBMs), para calcular os coeficientes de transporte de um dado gas

descrito por um certo modelo de colisao.

Neste capitulo este método sera aplicado com o objetivo de encontrar os coeficientes
de transporte de fluidos representados pelos modelos de colisao mostrados nas tltimas
secoes. Alguns dos passos aqui mostrados sao comuns a qualquer analise de Chapman-
Enskog (inclusive para modelos discretos) e serdo, por isso, cuidadosamente discutidos.
No Capitulo 4, este método serd aplicado para encontrar os coeficientes de transporte
de um fluido modelado pelos métodos de lattice Boltzmann que, como qualquer outro
método numérico, apresentam erros numéricos que podem influenciar a simulacdo de um

dado escoamento.

A influéncia dos erros originados nas discretizacoes espacial e temporal sera estudada
na Secao 5.1.3 e a influéncia dos erros relacionados a nao-preservacao dos momentos de alta
ordem da funcao distribuicao, i.e., originados na discretizacao do espacgo de velocidades,

serd discutida na Secao 6.7.

De maneira a aplicar este método, deve-se fazer previamente uma analise de escala
sobre a equagao que serd analisada. Isso serd realizado, na préxima segao, considerando

a equacao de Boltzmann com modelo de colisao BGK.
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3.1 Modelo BGK

3.1.1 Analise de Escala

O objetivo desta andlise de escala é identificar as principais escalas temporais e es-
paciais do fenomeno estudado, medindo as suas influéncias. De maneira a iniciar esta

analise, considere a equagao de transporte de Boltzmann com o operador de colisao BGK:

Of +EV] = feqT_f. (3.1)

Esta equacao pode ser adimensionalizada através da seguinte troca de variaveis:

t =0t (32)

x = Lx*, (3.3)
)

£= 55*, (3.4)

onde ¢ e # sdo tempos caracteristicos microscépico e macroscopico, respectivamente, e [ e
L sao comprimentos caracteristicos microscopico e macroscopico, respectivamente. Desta

maneira, a Equacao 3.1 pode ser escrita como:

4]

e re v =Sy, (35)

onde foi adotada a simplificacao I/L ~ §/ 01 i.e., as escalas temporais e espaciais foram
consideradas equivalentes. Se § é aproximadamente igual a 7, i.e., o tempo caracteristico
microscopico é aproximadamente igual ao tempo de relaxacao da fungao distribuicao para

a funcao distribuicao no equilibrio, a equacao acima pode ser escrita como:

Kn (O f + €.V f) = (/= f), (3.6)

onde Kn foi definido aqui como [/L ou, !

Ma Uv v

Kn=—= = —,
Re c,UL c,L

(3.7)

onde Ma e Re sao os numeros de Mach e de Reynolds, v é a viscosidade cinemaética, cs a

velocidade do som e L um comprimento caracteristico do sistema.

Na anélise de Chapman-Enskog, a distribuicao f ¢ dividida em escalas de tempo de

acordo com a seguinte expansao:

F=fO4Knf® 4+ Kn2f® 4+ Kndf® + (3.8)
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e a escala temporal é expandida em operadores desta mesma forma:

Of = 0y + Knoy + Kn?0y + Kn®05 + ... (3.9)

Tomando as duas equacoes acima, substituindo-as na Equagao 3.6 e reagrupando a

equacao resultante em ordens crescentes do niimero de Knudsen:

(f = fO) +
(O0f " + €00 f+ fV) +
Kn? (afeq-l-aof(l)‘i‘fa AR s )
(0ofT + 01 fO + 8o fP + €00 fO + fO) + ... =0, (3.10)

onde foi adotada novamente a notacao de Einstein.

Se o numero de Knudsen é pequeno, cada ordem do nimero de Knudsen pode ser

igualada independentemente a zero, de maneira que:

fO) = fea, (3.11)
fU = =001 — .00 £, (3.12)
F& = =0uf = 00 fV — £0ar 1V, (3-13)
J = =0uf = 01 fU = 00 f® = §.00- 1 (3.14)
3.1.2 Escoamento Nao Isotérmicos
Da Equacao 3.11,
fe(m,t) = fO(z, 1), (3.15)

i.e., a solucao de ordem zero da funcao distribuicao é a distribuicao de equilibrio com a
densidade, velocidade e temperatura do ponto @ considerado no tempo t. Das Equagoes

2.28, 2.29, 2.30 e 3.8 pode ser inferido que:
/ (f — fe9)de = / (Knf® + Kn?f® + Kndf® + ) d¢ = 0,(3.16)

/(f — feNy gde = / (Knf® + Kn?f@ + Kndf® + ) ¢d¢ = 0,(3.17)

Ve - 0.(3.18)

/(f—feq) & 2“ dé = /an(1>+Kn2f + K0’ fO . )—(5_2'“’2
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De maneira a fazer estas equagoes validas, cada escala precisa ser igual a zero indepen-

dentemente, de forma que
/ﬂm%ZO, (3.19)
[ rmede~o. (3.20)
/fmg%#fﬁzo, (3.21)

para todo n igual ou maior do que um. Esta propriedade é utilizada sistematicamente
com as Equagoes 3.12, 3.13 e 3.14 de maneira a obter as equagoes macroscopicas que este

fluido obedece em ordens crescentes do niimero de Knudsen.
Quando as Egs. 3.12 e 3.13 sao integradas no espaco de velocidades, obtem-se:

Oon + 00, (nuy) = 0, (3.22)
dn = 0. (3.23)

A derivada temporal pode ser obtida através da substituicao das equacOes acima na
Equacao 3.9. A equacao resultante é a equacao de balanco de massa, que nao apresenta
nenhuma corre¢gao em ordens mais altas do nimero de Knudsen. Isto pode ser observado
através da integragao das Equacoes 3.11, 3.12, 3.13 e 3.14 no espaco de velocidades com
a ajuda da Equacao 3.20, que representa a conservacao da quantidade de movimento na

escala microscopica em ordens crescentes do niimero de Knudsen. Ou seja,

On + 0y (nuy) = 0. (3.24)

Esta equacao foi escrita para n, que é o nimero de moléculas por unidade de volume,
mas poderia ter sido escrita para p, massa por unidade de volume, se fosse multiplicada

por m, a massa de cada molécula.

Multiplicando a Equagao 3.12 por £ e integrando no espaco de velocidades,

o o) + 005 ( [ 14,80 ) =0 (3.25)

A integral [ f1€,£sd€ pode ser resolvida se a Equagao 2.31 for utilizada, i.e.,

[ Fr6uade = oy + nRT5,, (3.26)

onde 6,5 ¢ o delta de Kronecker. Desta maneira, a Equacao 3.25 pode ser reduzida a

0o (nuy) + 008 (nugug) = —00, (RRT) . (3.27)
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Multiplicando a Equacao 3.12 por £2 e integrando o resultado no espaco de velocidades,

do (nu* + DnRT) 4 004 ( / fqu%ﬁdg) = 0. (3.28)

A integral [ f¢1€2¢zd€ pode ser resolvida utilizando-se a Equacao 2.31, i.e.,
/ fe1€%¢5de = nutug + nugRT(D + 2). (3.29)

Desta forma, a Equagao 3.28 pode ser reduzida a

2 D 2 D
o (% + EnRT) + 6003 (nu2u5 + EnRTu,g> = —005 (nRTug) . (3.30)

Esta é a equacgao de balanco de energia. Utilizando a Equacao 3.25 para subtrair dela o
termo relacionado a energia mecanica, ”7“2, pode ser obtida uma equacao para a evolucao

da energia interna do gas:

D D

Se a analise é truncada neste ponto, as seguintes equagoes sao obtidas quando as Egs.

3.27 e 3.31 sao multiplicadas por m e a Equacgao 3.9 ¢é utilizada:

O (pua) + 0 (puausg) = —0a (pRT) (3.32)

D D
O (EpRT> + 0p (EpRTU/B) = —pRT0zug. (3.33)

Estas equagoes representam o comportamento do escoamento no limite que Kn — 0,
quando os efeitos relacionados a viscosidade e a difusividade térmica sao tao pequenos
que podem ser desprezados. As Egs. 3.24, 3.32 e 3.33 formam o conjunto de equacoes de

(8]

Euler'™ para um gas que obedece a equacao de estado de gas ideal.

De maneira a obter equacgoes descrevendo o comportamento do fluido em condigoes de
numero de Knudsen baixo, mas nao necessariamente nulo, correcoes para as equagoes de
Euler podem ser obtidas sistematicamente pela multiplicacao das Eqgs. 3.13, 3.14 e assim

por diante, por 1, &€ e £2.

Desta forma, multiplicando a Equacao 3.13 por £ e integrando o resultado no espaco

de velocidades,

O (nuy) + 004 ( / f<1>ga55d§) =0. (3.34)
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A integral [ f(l)fa&;dﬁ pode ser resolvida através da utilizacao da Equacao 3.12, i.e.,

/ FOEEsde = / (O (FIE.E5) + 00, (FIEE4E,)) dE. (3.35)

Para que a equagao acima seja resolvida, é necessdrio calcular a integral [ f°1€,&58,d€.

Isto pode ser realizado com a ajuda da Equacao 2.31,

/feqﬁafg@dﬁ = nuaugly + NRTUs A pys, (3.36)

onde Angys = 00805 + Oay0ss + 0as0sy. O termo Oy (f feqéaégdé) pode ser calculado
através da combinacao da Equacao 3.26 com as Eqs. 3.22, 3.27 e 3.31. Desta forma, a

Equacao 3.34 pode ser escrita como:

Oy (nua) = 9205 (nRT (%ua + 8au5 — %5a587u7)) . (337)

Utilizando a definicao dada pela Equacao 3.9,

Op (Nug) = 0o (nug) + Knoy (nug,) =
—005 (nugqug) — 00, (nRT) 4+ 0705 (nRT (Opua + Oaus — S0aslyuy)),  (3.38)

que pode ser multiplicada por m e simplificada,

2
O (pua) + 0s (puqug) = =04 (pRT) + 0p (TpRT (@gua + Oqug — 55a687u7>> . (3.39)

O ultimo termo da equagao acima é o termo relacionado as tensoes viscosas. Ao
comparar esta equacgao a equacao de Navier-Stokes escrita para um fluido que obedece
a equagao de estado de gas idea1[4], a viscosidade dinamica, u, pode ser relacionada a 7

através da equacao:
pu=TpRT. (3.40)

De maneira a obter a equagao de balango de energia, a Equacao 3.13 é multiplicada

por £2 e integrada no espaco de velocidades,

01 (nu® + DnRT) + 9, ( / f<1>52d§) + 004 ( / f<1>§2gﬁd§) =0. (3.41)
O segundo termo da equacao acima é nulo,

/ FOEdE = / FO(E — w)2de + 2u. / FVedE — 2 / FVag = o, (3.42)

e o terceiro termo pode ser resolvido através da utilizacao da Equacao 3.12, i.e.,

/ FOeqde = — / (00 (F1E26,) + 00, (JI€%6,6.)) d. (3.43)
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A integral [ f¢162¢3E,d€ pode ser facilmente resolvida através do uso da Equagao 2.31,

/f6q§2§5§7d§ = nulugu, + nRT (u*g, + ugu, (D +4)) +n (RT)* (D +2) Jp,. (3.44)

O termo &y ([ f°1¢%¢5d€) pode ser calculado utilizando-se a Equacdo 3.29 em conjunto
com as Eqgs. 3.22, 3.27 e 3.31. A Equacao 3.41 pode entao ser escrita, depois de um pouco
de algebra, como:

nu? D
M ZLRT) =

620, ((?) nRT9; (RT) + nRTu, <8au5 VOt — %504587%)) . (3.45)

A partir das Eqgs. 3.9, 3.30 e 3.45 a derivada temporal pode ser reconstruida, i.e.,

2 D 2 D
O, (% + EPRT) + 95 (pu;ﬁ + 50“53T> = =05 (pugRT) +

s (T (?) pRTO5 (RT) + TpRTu, (aauﬁ + Optig — %fmékuy)) - (3.46)

Uma equacao de evolucao para a energia interna do gés pode ser obtida se a energia

mecanica for substraida da equagao acima, i.e.,

O <§pRT> + 0p <§pRTU5> =0 (7’ (?) pRT 04 (RT)) +
TpRT (Onup) (8au5 + Opug — %5a587u7> — pRTOsug (3.47)

O primeiro termo da parte direita da equagao acima estd relacionado a difusao de energia
térmica e, quando comparado com o conjunto de equacoes de Navier-Stokes-Fourier!,

fornece uma relacao entre 7 e a condutividade térmica k,
D+2
k=1 (%) pR’T. (3.48)

O segundo termo da parte direita da equacgao esta relacionado aos efeitos dissipativos
causados pela agao das forcas viscosas. A expressao TpRT, que multiplica as derivadas
deste termo, é a viscosidade dinamica do fluido e confirma a forma deste coeficiente de

transporte encontrada na equacao de balanco de quantidade de movimento, Equacao 3.40.

Pode ser deduzido, a partir das Eqs. 3.40 e 3.48, que o numero de Prandtl, Pr, é
igual a
14 . ,uCp

Pr=— =1 3.49
r=t=tr o, (349

onde v = u/p é a viscosidade cinematica, a = k/pCp é a difusividade térmica e Cp =

R(D+2)/2 é o calor especifico do gés a pressao constante. Nimeros de Prandtl diferentes
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de um podem ser utilizados nas simulagoes somente quando operadores de colisao mais

completos sao empregados, Secoes 2.2.1 e 3.3.

A forma dos coeficientes de transporte dada pelas Egs. 3.40 e 3.48 nao representa
exatamente a forma observada em um gas composto de esferas rigidas ou qualquer outro
potencial intermolecular independente da diregéom]. Isto acontece porque o tempo de
relaxacao foi assumido constante enquanto, na verdade, ele deve depender da temperatura

e densidade do gas e da velocidade molecular® 2!,

Note também que a forma das equagoes obtidas depende somente do seguinte conjunto

de momentos da distribuicao de equilibrio:

{17£a>£a£ﬂ7£a£ﬁ£77£2§afﬁ}a (3‘50)

que correspondem as Equagoes 2.28, 2.29, 3.26, 3.36 e 3.44. Este fato é de suma im-
portancia no processo de discretizacao do espaco de velocidades, Capitulo 6. Quando os
momentos da distribui¢ao de equilibrio até determinada poténcia (também chamada de
ordem) sao idénticos no espago continuo e no espago discreto de velocidades, as equagoes
obtidas pela analise de Chapman-Enskog destes dois modelos sao as mesmas até a ordem
do ntimero de Knudsen considerada. McNamara e Alder®? foram os primeiros a identi-
ficar esta propriedade dentro da comunidade de lattice Boltzmann, utilizando o trabalho

classico da Teoria Cinética dos Gases de Grad®®,

Este resultado, que é baseado na analise de Chapman-Enskog, pode ser generalizado
de modo a criar uma condicao de exatidao para diferentes ordens do niimero de Knudsen!.
Seguindo a analise de Chapman-Enskog, a equagao de balan¢o de massa é recuperada até
a ordem n do nimero de Knudsen se os momentos da distribuicao de equilibrio até a
ordem (n + 1) forem corretamente representados, e.g., para garantir que a equagao de
balan¢o de massa seja exata até a primeira ordem de Knudsen, momentos de até segunda

ordem da fungao distribuigao de equilibrio sao necessérios, i.e, {1,&,, &3}

Seguindo o mesmo raciocinio, a equacao de balanco de quantidade de movimento é
recuperada até a ordem n do numero de Knudsen se os momentos da distribuicao de
equilibrio até a ordem (n + 2) forem corretamente representados. A equagao de balango
de energia demanda a conservagao de momentos de ordem (n + 3) de forma £2£,&;...&,.
Note que o conjunto completo de momentos de ordem (n + 3), cuja forma é {,£36,&1...6,,
nao precisa ser corretamente representado pois, na obtencao da equacao de balanco de

energia, as ordens sucessivas do ntimero de Knudsen sao multiplicadas por £2 e nao por

gagﬁ'

Conforme serd mostrado na Secao 6, esta pequena diferenca é responsavel por uma
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significante reducao do ntimero de velocidades moleculares discretas necesséarias para re-
presentar um escoamento e por uma simplificacao destas velocidades, que se mantém
alinhadas aos eixos e diagonais principais do sistema de coordenadas utilizado. E inte-
ressante observar, todavia, que este resultado é valido somente para o modelo de colisao
BGK. Modelos de colisao mais complexos demandam a preservacao de momentos da dis-
tribuicao de equilibrio de ordens ainda mais altas, Secao 6.5.2.6, que necessitam de maiores

e mais complexos conjuntos de velocidades discretas para serem representados.

A anélise de Chapman-Enskog perde o seu valor quando o nimero de Knudsen cresce e
se aproxima de um. De um ponto de vista matematico, a convergéncia desta andlise pode

13,8 Além disso, nao é claro se

ser provada ou refutada em apenas alguns casos especiais
as diferentes escalas nao se confundem e invalidam a sua separacao ou se a distribuicao

local de equilibrio é uma aproximagao de ordem zero valida para a funcao distribuicao f.

Quando ordens crescentes do numero de Knudsen sao consideradas, as equacgoes ma-
croscopicas obtidas sao bastante dificeis de resolver devido aos termos nao lineares de alta
ordem (em relagao as derivadas) que a compoem e as complexas condigdes de contorno que
estes termos exigem. Do ponto de vista fisico, existe ainda muita controvérsia sobre a re-
levancia destas equagoes, conhecidas como equacao de Burnett e super-Burnett. Enquanto
alguns autores relatam boa concordancia entre a solucao obtida através da aplicacao destas

8, 24]

equagoes e resultados experimentais , outros entendem que esta analise nao é vélida

em qualquer escoamento que apresente qualquer discrepancia em relagao as equagoes de

Navier-Stokes-Fourier!.

3.1.3 Escoamentos Isotérmicos

Em diversos problemas fluidodinamicos comuns na engenharia a temperatura pode
ser considerada constante, eliminando a necessidade de se resolver a equacao da energia.

Neste caso, a funcao distribuicao de equilibrio ¢é igual al?l;

eq _ n(m7t) (E B u(w7t>)2
fe(x, € t) = Wexp <—TTO> , (3.51)

onde Ty é uma temperatura de referéncia constante.

A analise de Chapman-FEnskog pode novamente ser utilizada para predizer o compor-
tamento macroscopico deste sistema quando o nimero de Knudsen é pequeno. Conside-
rando a integracao das Equagoes 3.11, 3.12, 3.13 e 3.14 no espaco de velocidades, pode-se

observar que a equacao de balanco de massa é a mesma obtida na andlise anterior, de
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forma que as Eqgs. 3.22 e 3.23 continuam sendo vélidas:

Oon + 00, (nu,) = 0, (3.52)
Ovn = 0. (3.53)

Tomando a Equagao 3.12, multiplicando-a por £ e integrando-a no espacgo de veloci-

dades moleculares, obtem-se:
0o (nug) + 005 (nuqug) = —00, (nRT)) . (3.54)

Esta equacao é andloga a Equacao 3.25 obtida na secao anterior, com a diferenca de que

o termo relacionado ao gradiente de pressao apresenta agora uma temperatura constante.

Multiplicando a Equacao 3.13 por £ e integrando o resultado no espaco de velocidades,

01 (1) +003 ([ 196ade) =0, (3.55)
onde a integral [ f(V¢,E3d€ 6 igual a:

/ FOE Esde = / (O (FIE.E5) + 00, (FIEE4E,)) dE. (3.56)

As equacoes acima sao similares as Eqs. 3.34 e 3.35. Substituindo as Equacoes 3.26 e
3.36, escritas porém para uma distribuicao de equilibrio com temperatura constante Ty,

na equacao acima, obtem-se:
/ fYEEsdE = =y (nugup + nRTy0ap) — 00, (nugupty + nRTyusAopys) . (3.57)

As Egs. 3.52 e 3.54 podem ser utilizadas, juntamente com a equagao acima, para simpli-

ficar a Equacao 3.55. Deste modo, encontra-se:
01 (nuy) = 9285 (nRT, (Optg + Ouup)) - (3.58)

Este resultado é bastante surpreendente ja que era esperado que a equacao acima fosse
igual a Equacao 3.37. A diferenga entre estas duas equacOes tem origem no termo

o (%nRT), que € igual a, Equacao 3.31,

o (gnRT) = —00;3 (gnRTu5> — OnRTOgug, (3.59)

na primeira derivacao e igual a, Equagao 3.52,

80 (gnRTo) = —985 (gnRTol%) s (360)

na segunda. A energia interna do gds, ao se manter a temperatura igual a Ty na distri-
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buigao de equilibrio, é transferida entre os sitios do dominio sem ser afetada de nenhuma
forma pelo trabalho de pressao, que é eliminado da equacao de balanco de energia interna.
Fisicamente este sistema pode ser comparado a um modelo em que cada ponto do dominio
estd em contato com um reservatério de calor a uma temperatura constante igual a Tj

que absorve qualquer variacao de temperatura causada pelo trabalho de pressao.

As equacoes de balanco de massa e quantidade de movimento resultantes da analise

até a primeira ordem do ntimero de Knudsen sao entao:

Oip + Ou (pus) =0, (3.61)
Oy (pua) + 05 (puqug) = =04 (pRTH) + 05 (TpRTy (Opua + Oaug)).  (3.62)

Quando o numero de Mach, definido como U/c,, onde U é uma velocidade carac-
teristica macroscopica e c; € a velocidade do som, é pequeno o suficiente, as equagoes
acima podem ser utilizadas como uma aproximacao para escoamentos incompressiveis
isotérmicos. Esta aproximacao ¢ muito usual nos métodos de lattice Boltzmann[15],

Capitulo 4.

3.1.4 Fendomenos Puramente Difusivos

Quando a temperatura em um dado escoamento é constante e a velocidade do fluido
em qualquer ponto do dominio é imposta igual a zero, i.e., u = 0 e T = Ty, o fluido obedece
a equacao de difusao da massa. Esta equacao tem algumas aplicagoes praticas importantes
em algumas areas da engenharia[%], mas neste trabalho sera utilizada estritamente para
analisar e testar, usando simulagoes numéricas, os efeitos de alta ordem em relagao ao
nimero de Knudsen previstos pela andlise de Chapman-Enskog que, nesta situacao, é
muito simples de realizar devido a linearidade da distribuicao de equilibrio em relacao a
densidade do fluido, i.e.,

eq 1 £
f ($a€>t) = %exp (_ 2RT0> . (363)

A integracao sucessiva das Eqgs. 3.12, 3.13 e assim por diante no espaco de velocidades,

visando obter a equacao de balanco de massa, produz:

Iy = —04 ( / f@gadg) , (3.64)

em sucessivas ordens de aproximagao ¢q. Multiplicando esta equagao por m e integrando
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no espaco de velocidades obtem-se

dop = 0, (3.65)
O1p = 0*RT)0,0up. (3.66)

O resultado acima pode ser, através do emprego da Equagao 3.9, simplificado de modo a
se obter:
Oip = TRT10404p, (3.67)

que é valida como uma aproximagao de primeira ordem em relagao ao niimero de Knudsen

neste caso.

3.2 Escoamentos a Numeros de Knudsen Elevados

Nesta secao a anélise de Chapman-FEnskog sera utilizada para prever o comportamento
dos modelos de colisao apresentados quando fenomenos de alto nimero de Knudsen sao
considerados. O objetivo principal desta andlise é comparar os modelos de colisao deste
capitulo aqueles apresentados nos Capitulos 4, 5 e 6 que, como sao aplicados a espagos
fisico e de velocidades discretos, possuem erros de discretizacao que podem influenciar
significativamente o comportamento do fluido modelado. A validade destas analises sera

testada e discutida nas proximas segoes e no Capitulo 8, de resultados numeéricos.

3.2.1 Escomentos Unidimensionais

Modelos unidimensionais sao muito simplificados para a grande maioria dos problemas
na natureza. Sua simplicidade, todavia, é muito 1til para testar a dlgebra computacional
utilizada na analise de Chapman-Enskog e possibilitar a obtencao de equagdes em alta
ordem de Knudsen com solugao numérica mais simples, por nao possuirem termos de
derivadas parciais, tornando o processo de validagao das equagoes obtidas também mais

simples.

3.2.1.1 Fenomenos Puramente Difusivos

Seguindo a derivacao detalhada na Secao 3.1.4, as seguintes relacoes foram utilizadas:
[miwena = [ mraend = ol (3.68)

1 —1)¢
[msragngie = porre (FE ) gon @
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onde g > 1 e q!! representa o fatorial duplo de q. Conforme discutido na Secao 3.1.4, a
funcao distribuicao de equilibrio foi tomada como tendo velocidade macroscépica zero e

temperatura 7' constante.

A anélise de Chapman-Enskog deste sistema tem como resultado,

Tabela 1: Analise de Chapman-Enskog considerando um fenémeno pura-

mente difusivo unidimensional.

Equacao de Balanco de Massa

Kn® Op =20

Kn' e Kn? Op = TRTO0,0.p

Kn®e Kn Op = TRTO,0,p + T3 RT?%0,0,0,0,p

Kn® e Kn® Oyp = TRTO,0,p + T3 RT?0,0,0,0,p + 475 RT30,0,0,0,0,0,.p
Kn*~te Kn** 9,p=r a(i)T* 'RT'd,%p

onde a(i) = (i—1) 2 a(f)ali — j) e a(1) = 1

O operador 9,% p representa a derivada de ordem 2i de p em relacio a variavel espacial
x. E importante notar que todas as correcoes relacionadas as derivadas impares sao nulas,
ou seja, todos os coeficientes de dispersao sao iguais a zero. O parametro livre 7 é utilizado

aqui para controlar a difusividade massica, Secao 8.1.2.

3.2.1.2 Escoamentos Isotérmicos

Esta analise foi realizada considerando-se as seguintes relagoes:

n(zx,t) o (e—ue.t))?

V2rRT ’
/ flo.€.t)de = / Fe(e, €, 0)dE, (3.71)

/ flo. € t)Eds = / Fe9(z, €, 0)EdE. (3.72)

[z, & 1) = (3.70)

Conforme discutido na Secao 3.1.3, a funcao distribuicao de equilibrio tem temperatura

T constante.

A anélise de Chapman-Enskog deste sistema fornece os seguintes resultados,
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Tabela 2: Anélise de Chapman-Enskog de um modelo BGK isotérmico uni-

dimensional.

Equacao de Balango de Massa

Kn™ ¥Ym >0 0w+ 0.(pu) =0

Equacao de Balanco de Quantidade de Movimento

Kn° O (pu) + 0x(pu? + pRT) =0

Kn' O (pu) + 0, (pu? + pRT) = 270, (pRTO,u)

Kn? O (pu) + 0, (pu?® + pRT) = 270, (pRTOu)+
2720, [pRT (RT9,0, log (pRT) — )]

Kn? Oy (pu) + 0.(pu?® + pRT) = 270, (pRT D, u)+
2720, [pRT (RT0,0, log (pRT) — (9,u)*)]+

43 RT O, [0, (pRT0,0,u) — 2pRT (Oyu) (0,0, log pRT)]

As equacgoes acima sao muito dificeis de resolver mesmo numericamente por conta dos
termos nao-lineares envolvendo derivadas de alta ordem presentes nelas. As tentativas re-
alizadas pelo autor usando discretizagoes baseadas em volumes ou diferencas finitas foram
infrutiferas. Entretanto, mesmo se estas equagoes pudessem ser resolvidas, é dificil saber
se sua solucao poderia ter qualquer significado fisico devido a hipétese de temperatura
constante a alto nimero de Knudsen assumida no inicio da analise, ao modelo de opera-
dor de colisao assumido, que é muito simplificado, e aos problemas inerentes a andlise de

Chapman-Enskog!®.

Mesmo que a correcao de segunda ordem para as equacoes da fluidodinamica nao te-
nha significado fisico neste caso, os resultados da analise de Chapman-Enskog podem ser
comparados com os resultados numéricos que resolvem diretamente a equacao de trans-
porte de Boltzmann de maneira a validar a anélise. Se ambos os métodos apresentarem os
mesmos resultados nesta comparacao, as equagoes obtidas através da anélise de Chapman-
Enskog podem ser utilizadas para determinar algumas das propriedades da solugao obtida

pelo método numérico, e.g., o intervalo de estabilidade do método numérico utilizado?”.
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3.2.1.3 Escoamentos Nao Isotérmicos

Esta anélise foi realizada considerando-se as seguintes relagoes:

g t) = %6—%@252, (3.73)
/ f(r.€.t)de = / feu(a, €, 1), (3.74)
/ o6 t)ede = / Fei(a, €, DEde, (3.75)

2

/f 6 ) ( (Emu@ O’ e _ /feq(x,g,t)—(g_u(x’t))2df. (3.76)

A distribuicao de equilibrio utilizada foi a distribuicdo de Maxwell-Boltzmann completa,

com p, u e T dependendo de x e t.

A andlise de Chapman-Enskog deste sistema fornece os seguintes resultados,

Tabela 3: Analise de Chapman-Enskog de um modelo BGK nao isotérmico

unidimensional.

Equacao de Balango de Massa

Kn™, ¥Ym >0 0Op+ 0.(pu) =0
Equacao de Balanco de Quantidade de Movimento
Kn™, ¥Ym >0 9, (pu)+ d.(pu* 4+ pRT) =0
Equacao de Balanco de Energia
Kn° O (pRT) + 0, (puRT) = —2pRT (d,u)
Kn' Oy (pRT) + 0, (puRT) = —2pRT (0yu) + 370, (pRT (0. RT))
Kn? O (pRT) + 0, (puRT) = —2pRT (9,u) + 370, (pRT (0, RT)) +
6720, (pRTO, (RTO,u))
Kn? 0, (pRT) + 0, (puRT) = —2pRT (9,u) + 370, (pRT (9, RT)) +

6720, (pRTO, (RT,u)) + 37%0, [6pRTO, (RT (9,u)?)
+30, (p0, (RT?0,RT)) + pRT0, (RT?0,0, log p)

+pRT?0, (RT9,0,1og p) + p (9, RT)’]

E importante notar que, comparando os resultados acima como os das duas ultimas
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secoes, as equacoes de balanco de massa e da quantidade de movimento neste caso nao pos-
suem correcoes de alta ordem em Knudsen, enquanto no caso de escoamentos isotérmicos
apenas a equacao de balanco de massa nao apresenta nenhuma correcao. A viscosidade ci-
nematica em problemas unidimensionais nao possui nenhum significado, sendo a equagao

de balanco de quantidade de movimento igual a equacao de Euler!.

O parametro livre 7 é utilizado aqui para controlar a difusividade térmica em primeira
ordem de Knudsen. Os coeficientes de transporte de mais alta ordem nao podem ser

estabelecidos de maneira independente com o modelo de colisao adotado.

3.2.2 Escoamentos Bidimensionais

A formulacao bidimensional da equacao de transporte de Boltzmann com operador
BGK ¢é bastante efetiva para descrever uma série de diferentes fenomenos fluidodinamicos
e, por causa disto, ¢ muito mais importante do ponto de vista pratico do que a formulagao
unidimensional. Em contrapartida, as equagoes de balango macroscépicas neste caso
sao muito mais dificeis de serem obtidas via andlise de Chapman-Enskog e a resolugao
destas equagoes, mesmo numericamente, ¢ bem mais complicada do que a de seus pares
unidimensionais. Nas proximas se¢oes alguns resultados das anélises de Chapman-Enskog

aplicadas a diferentes sistemas bidimensionais serao apresentadas.

3.2.2.1 Fenomenos Puramente Difusivos

Seguindo a derivagao apresentada na Sec¢ao 3.1.4, as seguintes relagoes foram utiliza-

das:

[ mite.etdg = [ mei@. & 01 = plat (3.77)

[ miei. g nczegie =
fl}'

) RT™5* <1+(2 i ) (H (2_1>q> (p—1)1(g — D! (3.78)

ondep>1,q>1.

A andlise de Chapman-Enskog deste sistema fornece os seguintes resultados,
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Tabela 4: Analise de Chapman-Enskog considerando um fenémeno pura-

mente difusivo bidimensional.

Equacao de Balanco de Massa

Kn® Op =20

Kn' e Kn? Oyp =TRTV?p

Kn®e Kn? Oip = TRTV?p + T3 RT?*V? (V?)p)

Kn® e Kn® Owp = TRTV?p+ T3RT*V?*(V?p) + 47° RT*V? (V?* (V?p))
Kn*t e Kn** 0= Zle a(i)T**RT'"V?p

onde ali) = (i — 1) Y/ a(j)ali - j) e a(1) = 1

Note que as equagoes encontradas em duas dimensoes sao generalizagoes das equagoes
encontradas no caso unidimensional, Secao 3.2.1.1, e podem em muitas situagoes serem

analisadas e resolvidas utilizando os mesmos métodos.

3.2.2.2 Escoamentos Isotérmicos

Esta analise foi realizada considerando-se as seguintes relagoes:

n(x,t g—u(a,t))?
(z,t) el

frlw g n) = 5o (3.79)
/ fl@. €.0)dE = / fe(a €, 1)dE, (3.80)
/ f(z.€.0)Ede = / fe(a €, 1)EdE. (3.81)

A anélise de Chapman-Enskog deste sistema fornece os seguintes resultados,
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Tabela 5: Anélise de Chapman-Enskog de um modelo BGK isotérmico bidi-

mensional.

Equacao de Balango de Massa

Kn™ ¥Ym >0 0p+ 0u(pus) =0

Equacao de Balanco de Quantidade de Movimento

Kn° O (pua) + 0s(puqug + pRTS0p) =0
Kn' O (pug) + 0s(puaus + pRT0p) = TO(pRT (Oaup + Opuiy))
Kn? O (pug) + 0s(puqup + pRT60p) = T0s(pRT (Onup + Opuy))+

27204 [pRT (RT 005 log (pRT) — (9,u.) (9,u5))]

Os resultados unidimensionais, Tabela 2, e os resultados bidimensionais da tabela
acima sao muito similares. Ambos apresentam na primeira ordem do nimero de Knudsen
uma aproximacao para as equacoes de Navier-Stokes escritas para um escoamento incom-
pressivel isotérmico[4}, Secao 3.1.3. O parametro livre 7 pode ser utilizado neste caso para
ajustar o valor da viscosidade cinematica enquanto, na Secao 3.2.1.2, ele era utilizado

para ajustar o valor do segundo coeficiente de viscosidade.

3.2.2.3 Escoamentos Nao Isotérmicos

Esta analise foi realizada considerando-se as seguintes relagoes:

. n(x,t) _ulm)?
F@et) = mrw ¢ (3.82)

/f(w7£7t>d€ = /‘feq(sz’ﬂdg’ (383)
/ f(z. € e = / fei(a, €, 1)EdE, (3.84)
[rwen® =420 — [ riwen®ute o)

A andlise de Chapman-Enskog deste sistema fornece os seguintes resultados,
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Tabela 6: Anélise de Chapman-Enskog de um modelo BGK nao isotérmico

bidimensional.

Equacao de Balango de Massa

Kn™ ¥Ym >0 0p+ 0u(pus) =0

Equacao de Balanco de Quantidade de Movimento

Kn° O (pua) + 0s(puqus + pRT645) = 0

Kn' O; (pua) + 05(puaus + pRT0g) = 705 (pRT (Oaup + Optia — 0ap(0yu,)))

Kn? O (pug) + Os(puaus + pRT0p) = 705 (pRT (Daug + Dptiq — dap(Dyuy)))

)
)

)
)
+7203 (PRT (2(Oatiy)(Dptty) = OOty ) (Oty)
+7205 (pRT (2 (RT 9,05 log pRT — 8,05 RT) — 045 (RTO,0, log pRT — 0,0, RT)))

Equacao de Balango de Energia

Kn° O (pRT) + 0y (puo RT) = —pRT (Ontia)
Kn' O (pRT) + Ou (puaRT) = —pRT (Ontia)
+2704 (pRT (0o RT)) + TpRT (Oatip) (atig + Dptie — bup(yu,))
Kn? Oy (pRT) + 0y (puaRT) = —pRT (Oauy)
+270, (0RT (0o RT)) + TpRT (Ontip) (Oatis + Ogtia — Ous(Dyus))
142720, (PRT?0005ug) + 7200 (pRT?0305u,)
—272pRT (Ouig) 0u03RT + T2 pRT (Ontia) 0505 RT
—472 (Oqup) O (PRTOGRT) 4 472 (Oytia) 05 (0RTO3RT)
+27%pRT (Jaup) (Oyup) (Oyua) — 2pRT (Oaug) (Oaus) (Oyu,)
+272pRT? (Oyup) 0a0slog pRT — T2pRT? (Datia) 9305 log pRT

+2720, (PRT 0o (RTOgup)) — 2720, (pRT 5 (RTDpuy)) — 27204 (pRT O (RT Oqup)) -

Note que existem diversas diferencas entre o escoamentos unidimensional, Tabela 3,
e o bidimensional. Estas diferengas podem ser relacionadas ao efeito da viscosidade nas
equagoes de balango da quantidade de movimento e energia no caso bidimensional. As
equacoes obtidas até a primeira ordem do nimero de Knudsen sao o conjunto completo

das equacoes de Navier-Stokes-Fourier escritos para um escoamento Compressivel[4].
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As correcoes de alta ordem as equagoes encontradas sao bastante complexas e dificies
de resolver devido ao grande nimero de termos, nao-linearidades e derivadas de alta or-
dem. Apesar de nao haver garantia de que estas equagoes representam qualquer fenomeno
fisico, uma andlise cuidadosa dos resultados obtidos em alta ordem sugere um acoplamento

nao-linear entre os diferentes termos de baixa ordem destas equagoes.

3.3 Modelo de Colisao a Dois Tempos de Relaxacao
(TRT)

Como foi algumas vezes enfatizado neste trabalho, o modelo de colisao BGK, por
possuir apenas um parametro livre, nao é adequado para descrever escoamentos em que
o numero de Prandtl seja diferente de um. Para corrigir esta limitacao foi proposto o
modelo de colisao a dois tempos de relaxagao (TRT), cuja anélise de Chapman-Enskog
sera detalhada nesta secao. A Equacao 2.53, que ¢ a equagao de evolucao deste modelo,

Of +EVF = feu (W + Magf;ﬁ (z,t) 3 (C)) , (3.86)

pode ser adimensionalizada pela mesma mudanca de varidvies aplicada ao modelo de

colisao BGK, i.e., utilizando as relagoes dadas pelas Eqs. 3.2, 3.3 e 3.4.

Seguindo a analise de Chapman-Enskog apresentada na Secao 3, a derivada temporal
pode ser expandida como na Equagao 3.9 e a funcao distribuigao como na Equacgao 3.8.
Reconhecendo que a expansao do coeficiente agiﬁ (x,t) em ordens do niimero de Knudsen
é uma consequencia direta da expansao da funcao distribuicao f no nimero de Knudsen,

Equacao 2.41, obtém-se

@) (2.1) = Tap f (an(l) +Kn2f(2) +Kn3f(3) + m)g@gﬁdg.

Ay o JRT JRT (3.87)

A Equagao 3.86 pode ser entao ser separada em diferentes ordens do numero de

Knudsen como segue, onde foi adotado o tempo caracteristico microscépico como —1 /1,

Mg Eqd
0o+ E0ar f = fO + (qafm — 1) (f f2p§%7€6 E) J*(CaCls = dap) (3.88)
&)
L+ 00 f Y + &0ar fU = FO + (o) — 1) (%) f(CaCl = dag) (3.89)

onde C,Cp — 9,5 € 0 tensor polinomial de Hermite de segunda ordem, Equacao A.4, C,

é a velocidade peculiar definida como %_ﬁ, Secao 2.2.1.

Quando a Equacgao 3.88 é multiplicada sucessivamente por 1, &, e &2 e integrada

no espago de velocidades, as equagoes de balango da massa, quantidade de movimento
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e energia obedecidas por um gas cujas moléculas seguem o modelo de colisao TRT sao

obtidas no limite Kn — 0,
/feq (CaC — dap) d€ = /feq (CaC — dap) &d€ = 0, (3.90)
/feq (CQCB - 5a6) §2d€ == ZpRTéag. (391)

Substituindo a relacao acima na Equacao 3.88 de maneira a obter a equacao de balanco
de energia e reconhecendo que 7,, = 0, através da relacao de conservacao da energia,
Equacao 2.30 e Equacao 2.41, pode ser demonstrado que um fluido descrito pelo modelo
de colisao TRT obedece as mesmas equacoes da fluidodinamica que um fluido descrito

pelo modelo de colisao BGK no limite em que Kn — 0, Eqgs. 3.24, 3.32 e 3.33.

A préxima correcao para as equagoes da fluidodinamica, de ordem mais alta em relacao
ao numero de Knudsen, pode ser obtida através da multiplicacao da Equacao 3.89 por 1,
¢, e £ com posterior integragao. O lado direito desta equagao é nulo devido as equagoes
de conservacao microscopicas. O lado esquerdo desta equacao possui termos f f (l)ﬁafﬂ,dﬁ
e [ fWE2E,d€E quando multiplicado por &, e £2 respetivamente. Estes dois termos podem
ser avaliados através da multiplicagao da Equacao 3.88 por &,&s e £2€,, com posterior

integracao.

Para que este integragao possa ser realizada, dois momentos adicionais da funcao

distribuicao de equilibrio sao necessarios:
/feq (Ca05 — (Sag) f,yfgdf = ((5a7555 + 5a55/3,y) pRT, (392)

/feq (Ca05 - 5a6> §2£7d€ = (5571604 + (Sa«/Ug + (Sagu,y) 2,0RT (393)

Obtém-se, desta forma,

A ( / f%sads) + 00, ( / feqfafyfsdﬁ) — (/) ( / f“)aasde) . (3.04)
9 ( / feq£2€7d£> 60, ( / f@q@saads) _

( / f“)é%ds) (/- 1) ( / f‘”éafﬁdﬁ) (st + Gart) . (3.95)

O desenvolvimento algébrico da equacao acima leva a, ver Segao 3,

RT 2
O (pua) + 05 (puqug) + 0n (pRT) + 0p (p7— (@gua + Oqug — 55a587u7)> =0, (3.96)
2

que é a equacao de balango de quantidade de movimento obedecida pelo fluido em primeira

ordem do nimero de Knudsen. Neste caso, Equacgao 3.40, a viscosidade cinematica p pode
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ser relacionada a 7, através da equacao:

RT
§= —pv — 7opRT. (3.97)
2

Como 7 é sempre um nimero negativo e ¢ mais comum utilizar um tempo de relaxagao
como parametro livre ao invés de uma frequéncia, v, é frequentemente igualado a —1/7y,

e Ty é entao utilizado como parametro livre do modelo.

Com a ajuda das Eqs. 3.22, 3.25 e 3.28 para avaliar as derivadas dy e da Equacao 3.9
para reconstruir a derivada temporal, a Equacgao 3.95, depois de um dispendioso exercicio

de algebra, pode ser simplificada de forma a obter-se:

2 D 2 D
O (% + E,ORT) + 0p (pu;ﬁ + ?OUBRT) = —0g (pugRT) —

1 (D+2 RT 2

85 (— (—+> pRTa,B (RT) + p—ua (aoﬂw + 85ua — _504,387u7)) . (398)
gl 2 Y2 D

Esta é a equagao de balanco de energia obedecida por um géas cujas moléculas seguem um

modelo de colisao a dois tempos de relaxacao quando corregoes até a primeira ordem de

Knudsen sao a ela incluidas.

Uma equacao de evolugao para a energia interna deste gas pode ser obtida se a energia

mecanica for subtraida da equacao acima, i.e.,

Oy (ngT) + 0 <§,0RTUB) = —0p (i (#) pRTOp (RT)> -

M
T 2
% (8au5) (8QUB -+ 85ua — Eéagawuv) — pRT@gUB. (3.99)

O segundo termo na parte direita da equagao acima estd relacionado aos efeitos dissi-
pativos causado pela acao das forgas viscosas. A expressdo —pRT /v, multiplicando as
derivadas ¢é a viscosidade e confirma a forma encontrada na equacao de balanco da quan-

tidade de movimento, Equacao 3.97.

A relacao entre a condutividade térmica k e o parametro v, é dada por[4]

1 (D+2 D+2
k=—— (—+) pR*T =1, <—+> pR*T. (3.100)
24! 2 2

Como 7; é sempre um nimero negativo e € mais comum utilizar um tempo de relaxagao
como parametro livre ao invés de uma frequéncia, v; é frequentemente igualado a —1 /7y,

e 11 € entao utilizado como parametro livre do modelo.

Pode ser deduzido a partir das Eqgs. 3.97 e 3.100 que o nimero de Prandtl é, neste

caso, igual a

proV _HCr _ T (3.101)
(0]
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Note que, como o modelo de colisao TRT possui dois parametros livres, 71 e 75, ele pode

ser utilizado para ajustar o nimero de Prandtl livremente.

Desta forma, como no exemplo do modelo de colisao BGK, as equacgoes resultantes da
andlise de Chapman-Enskog dependem somente dos momentos da funcao distribuicao de
equilibrio. Quando o modelo de colisao a dois tempos de relaxacao é considerado, além
do conjunto de momentos {1, &,, £as, Ealséys §280és}, Eas. 2.28, 2.29, 3.26, 3.36 e 3.44,
também os momentos {€,38,E5, E2608sE, ), Eqs. 3.92 e 3.93, sdo necessdrios para que a

andlise de Chapman-Enskog seja realizada até a primeira ordem do nimero de Knudsen.

Uma inspecao cuidadosa da anélise de Chapman-Enskog realizada mostra que quando
o modelo de colisao TRT é considerado, os momentos necessarios para recuperar cada
correcao da andlise de Chapman-Enskog até uma determinada ordem do nimero de Knud-
sen crescem por uma poténcia quando comparados com a analise do modelo de colisao
BGK, i.e., utilizando o modelo de colisao TRT, as equacgoes de balanco de massa, quan-
tidade de movimento e energia sao recuperadas até a ordem n do nimero de Knudsen se
os momentos da fungao distribuigao de equilibrio até as ordens (n +2), (n+3) e (n+4)

forem corretamente representados.

E interessante notar que quanto maior o numero de tempos de relaxacao diferentes
considerados na linearizagao e diagonalizacao do operador de colisao, Secoes 2.2.1, 2.2.3
e 2.2.3, melhor deve ser descrita a funcao distribuicao de equilibrio através de seus mo-
mentos. Em uma andlise de Chapman-Enskog, considerando corre¢oes de ordem até n em
relacao ao nimero de Knudsen e um truncamento da expansao em polinomios de Hermite
no termo de ordem m, sao utilizados momentos da distribuicao de equilibrio de ordem
até (n+m), (n+m+1) e (n+m + 2) na derivagdo das equagoes de balan¢o de massa,

quantidade de movimento e energia.

Como sera discutido com mais detalhes mais tarde, Secao 6, a ordem dos momentos
da distribuicao de equilibrio que devem ser representados em um espaco discreto de ve-
locidades é determinante no nimero de velocidades independentes pelo qual este espago
¢ composto. Quanto maior a ordem dos momentos da distribui¢ao de equilibrio, maior é
este conjunto de velocidades. Desta forma, os métodos numéricos que utilizam modelos
de colisao com mais de um tempo de relaxagao sao mais caros computacionalmente do
que os métodos numéricos que utilizam o modelo de colisao BGK. Em contrapartida, os
primeiros métodos tém uma quantidade maior de parametros livres, que proporcionam

uma maior flexibilidade na definicao do modelo de fluido que sera simulado.

Acredita-se, ainda, que a inclusao de ordens maiores de momentos na distribuicao

de equilibrio discreta pode trazer estabilidade aos algoritmos utilizados, i.e., redes com
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um maior nimero de velocidades podem representar melhor os fenomenos fisicos de alta
ordem, diminuindo os efeitos numéricos dos algoritmos. Siebert!?® mostra que em diversos

casos isto pode ser verdadeiro.

Este capitulo mostrou os aspectos gerais da equacao de transporte de Boltzmann e
sua conexao com as equagoes de balango macroscopicas via andlise de Chapman-Enskog.
No préximo capitulo os métodos de Boltzmann para redes serao apresentados e situados

historicamente.
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4 Discretizacao da FEquacao de
Boltzmann

4.1 Solucao da Equacao de Boltzmann

A forma completa da equacao de Boltzmann, Equacao 2.9, é dificil de resolver e

579 No capitulo anterior fo-

analisar devido a nao-linearidade do termo de colisdo !
ram estudadas alternativas a esta equacao no ambito tedrico com o objetivo de tornar
o processo de solucao da equacao de Boltzmann simples e possivel, mantendo a maior
quantidade possivel de informagoes sobre o fenémeno fisico possivel, e.g., considerando o

modelo TRT para representar escoamentos a nimero de Prandtl varidvel.

No contexto da Teoria Cinética dos Gases, existem diversas alternativas que podem ser
empregadas para resolver a equacao de transporte de Boltzmann ou um de seus modelos
136,91 Nesta secéo, os métodos de lattice Boltzmann (LBMs) serao discutidos como uma

destas alternativas, aplicando os modelos de colisao desenvolvidos no tultimo capitulo.

4.2 Meétodos de Lattice Boltzmann

Existem trés diferentes formas de interpretar os LBMs.

Os primeiros LBMs foram criados apds o desenvolvimento dos modelos de lattice

2931 Secao 4.3, e obedecem o mesmo principio basico deles,

gas e cellular automata
i.e., que sistemas complexos podem ser descritos por regras simples que representem
as caracteristicas mais importantes deles enquanto detalhes menos importantes para a

dinamica destes sistemas sao ignorados.

A funcao distribuicao é interpretada como um conjunto de moléculas ou particulas
que colidem e propagam dentro de uma rede obedecendo as leis de conservacao como se
elas fossem verdadeiramente um grupo de bolas de borracha. Os modelos de colisao e as
condicoes de contorno sao projetados através desta visao, pensando em como um grupo

de particulas qualquer responderia a um estimulo causado pela presenca de um outro
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grupo de particulas presentes nas fronteiras do sistema, e.g., em escoamentos multifasicos
a presenca de particulas de mesma espécie de um grupo considerado ou de outra espécie
estimula a criacao de forgas empiricas atrativas entre particulas de mesma espécie e re-
pulsivas entre particulas de espécie diferente, fazendo com que padroes de imiscibilidade

ou transicao de fases sejam representadost®?.

Quando os LBMs comecaram a ser utilizados em larga escala, percebeu-se que estes
métodos eram computacionalmente bastante robustos, qualidade que atraiu a atencao de
pesquisadores em diversas areas diferentes. A segunda forma de interpretar os LBMs entao
emergiu, que é a visao destes métodos como solvers matemaéticos aplicados na resolugao
de equacoes hiperbdlicas.

Aplicagoes recentes que sao parte desta classe de métodos incluem a solucao de proble-

[33] [34] (19]

mas envolvendo dinamica de galaxias'™”, magnetohidrodinamica'™™, mecanica quantica

(9], Aqui a funcao distribuicao nao é necessariamente conectada com qualquer

e outras
variavel da Teoria Cinética dos Gases e é utilizada somente como uma variavel inter-
mediaria para recuperar alguma quantidade através de médias sobre estas variaveis, e.g.,
a massa, quantidade de movimento e energia na fluidodinamica ou o campo magnético
na magnetohidrodinamica. Os modelos de colisao e condi¢oes de contorno sao projetados
sempre pensando em como uma soma poderia fornecer como resposta um valor prescrito

para uma variavel de interesse.

Quando o numero de aplicagoes dos métodos de lattice Boltzmann aumentou, a co-
nexao entre a equacao de transporte de Boltzmann e estes métodos foi ficando cada
vez mais evidente e uma base tedrica para esta conexao foi sendo criada. Os trabalhos
que entao surgiram sobre as discretizacoes da equagao de Boltzmann do espago fisico,

35-38 1,2, 36, 39, 40}, sem a necessidade de se referir teoricamente

temporal[ I'e de velocidades!
aos modelos de lattice gas, abriram uma nova perspectiva para o uso dos LBMs como um
método para resolver diretamente a equacao de transporte de Boltzmann, expandindo o
limite de aplicacao destes métodos para outros problemas relacionados mais diretamente

a Teoria Cinética dos Gases, e.g., escoamentos a alto numero de Knudsen.

As diferencas entre as trés formas de se interpretar os LBMs estao relacionadas a
forma com que estes métodos sao derivados, o modo como as condi¢oes de contorno sao
vistas e a forma com que os erros numéricos destes métodos sao estimados. Dependendo
da aplicacao ou de maneira que o entendimento sobre o método seja melhorado, uma ou

outra forma pode ser utilizada.

Seguindo a visao do LBM como um método para resolver a equacao de Boltzmann

utilizando os modelos de colisao mostrados no Capitulo 2, nos proximos capitulos sera
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discutido como esta discretizacao é realizada, como determinar suas condi¢oes de contorno
e o que pode ser feito para que os LBMs sejam um método confidvel para resolver a equacao
de transporte de Boltzmann. Na proxima secao os modelos de lattice gas e sua conexao

com os LBMs serao apresentados.

4.3 Modelos de Lattice Gas

Os métodos de lattice Boltzmann foram primeiramente propostos como uma extensao
dos modelos de lattice gas[41], que sao um tipo de automato celular no qual uma rede
regular, composta por um conjunto de pontos, contém particulas ficticias que viajavam
de ponto a ponto em tempos discretos, se encontrando nestes pontos ao final de cada
passo de tempo e trocando quantidade de movimento e energia, Figura 3. A etapa onde
as particulas trocam quantidade de movimento e energia da-se o nome de colisao e a outra

dé-se o nome de propagacao.

As velocidades das particulas, nestes modelos, sao restritas a valores discretos, de
maneira que a cada passo de tempo as posicoes das particulas coincidem com as posig¢oes
dos pontos discretos da rede. De maneira a recuperar corretamente as equacoes da massa,
quantidade de movimento e energia, o conjunto de velocidades discretas precisa obede-
cer certas condigoes de isotropia, e.g., quando as equacoes de Navier-Stokes devem ser

recuperadas, as redes devem ser isotrépicas ao menos até a quarta ordem 129, 30], Secao 6.

A seguinte equacao representa a dinamica do modelo:

onde N; é uma variavel booleana que representa a presenca de uma particula com velo-
cidade molecular & em um certo ponto da rede considerada. O indice ¢ representa cada
uma das velocidades discretas da rede, e.g., Secao 6.5.1.1, e o operador €); representa o

efeito das colisoes sobre a variavel IV;.

Esta equacao de evolugao pode ser dividida em dois passos principais:

1. Colisao

N/ (z,t) = N; (z,t) + Q; (x,t) (4.2)

Neste passo as particulas trocam quantidade de movimento. O balanco de energia
¢é raramente obedecido nestes primeiros modelos ja que o nimero de velocidades
discretas necessarias para representar este escoamento era desconhecido e grande,
o que diminuia muito a capacidade de processamento destes modelos devido a um

passo de colisao consideravelmente mais complexo, dificuldades na aplicacao das
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condicoes de contorno e necessidade de médias mais demoradas, considerando um
espaco fisico maior ou um maior niimero de sistemas para atenuar significativamente

o ruido que é caracteristico destes modelos.

Devido ao fato do ntmero de estados microscdpicos possiveis deste sistema ser li-
mitado, todos os estados podem ser, se o numero de velocidades discretas nao for
excessivamente grande, descritos e armazenados em uma tabela de colisao, na qual
variaveis de entrada, i.e., o nimero de particulas, a quantidade de movimento e a
energia em um ponto, dao acesso a conjuntos de estados que compartilham destas

mesmas propriedades.

Esta tabela pode ser construida porque o ntimero maximo de particulas com uma
certa velocidade discreta é um. Apesar do uso desta tabela fazer com que o algo-
ritmo fosse muitissimo rapido, a restricao em relagdo ao nimero de particulas com
uma determinada velocidade é responsavel por uma das maiores desvantagens deste

modelo, a funcao distribuicao de equilibrio de Fermi-Dirac que dai resultal'®.

O passo de colisao consiste na medida das varidveis de entrada e depois disto, de
um sorteio de um estado de saida através dos estados possiveis detalhados na tabela

de colisao. A Figura 3 mostra este processo em uma rede D2Q9, Secao 6.5.1.1.

¢ $ { } i
3 B aha

Figura 3: Etapa de colisao nos modelos de lattice gas.

2. Propagacao
N; (x + &0t,t + 0t) = N/ (z, 1) (4.3)
Neste passo, particulas com velocidade &; propagam entre os diversos pontos da rede

entre os sitios conectados por vetores €;0t. A figura 4 mostra este processo em uma
rede D2Q9, Secao 6.5.1.1.
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Figura 4: Etapa de propagacao nos modelos de lattice gas.

Apesar do grande entusiasmo com o qual os modelos de lattice gas foram recebidos
[42]

pela comunidade cientifica, e.g.
Uma estranha e nova corrente da fisica tedrica encontrou uma forma de evitar
completamente os calculos que os computadores acham tao complicados. Ao
invés de usar equacgoes complexas para modelar o escoamento de fluidos, os
fisicos estao criando modelos matematicos fantasticamente simples conhecidos

como automatos celulares.!

Foi logo constatado que as aplicagoes nas quais os modelos de lattice gas poderiam ser
usados eram severamente limitadas pelo grande ruido apresentado na medida das varidaveis
macroscépicas de interesse, pela dependéncia da pressao fluidodinamica em relagao a
velocidade macroscopica do gas, conhecida como quebra da invariancia galileana, pela
funcao distribuicao de equilibrio de Fermi-Dirac e pela dificuldade em simular escoamentos

a alto numero de Reynolds[m.

4.4 Modelos de Lattice Boltzmann

De maneira a eliminar a grande quantidade de ruido presente nos modelos de lattice
gas foi idealizado um modelo que ao invés de utilizar variaveis booleanas para indicar a
presenca ou auséncia de particulas com determinada velocidade utiliza varidveis reais, de

acordo com a equagao:

onde f; representa o nimero esperado de particulas com velocidade ¢. Para que este mo-

delo seja fechado é necessario determinar uma forma para o operador de colisao €2; (x, t).

'Uma traducdo livre de: ”A strange new wing of theoretical physics has found a way to sidestep
completely the calculations that computers find so fiendish. Instead of using complex equations to mirror
fluid flow, physicists are creating fantastically simple mathematical models known as cellular automata.”
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Nestes primeiros modelos o operador de colisao é ajustado livremente de forma que as

equagoes da hidrodinamica na escala macroscopica sejam corretamente representadas.

McNamara e Zanetti*® foram os primeiros a propor a equagao acima considerando um
operador de colisao semelhante aquele utilizado pelos modelos de lattice gas. O nivel de
ruido deste método foi bastante diminuido em relacao aos modelos de lattice gas em troca
de um custo computacional bem maior. Apesar deste modelo nao ter sido muito utilizado
por compartilhar os mesmos problemas dos modelos de lattice gas, ele foi importante como
um primeiro passo no desenvolvimento que deu origem aos métodos de lattice Boltzmann

modernos.

Higuera e Jimenez® simplificaram o método de McNamara e Zanetti através da
expansao da funcao distribuicao em uma série que tinha a distribuicao de equilibrio, que
neste trabalho é idéntica a distribuicao de equilibrio dos modelos de lattice gas, como

centro. A equacao de evolucao deste método é
fi(@+ &ot,t+0t) = fi(@,t) + Y Ay (fi (z,t) — [ (,1)) (4.5)
J

quando termos de segunda ordem sao desprezados. Mais tarde o operador de colisao
proposto por Higuera e Jimenez, Equacao 4.5, foi explorado com mais detalhes, dando

origem ao método a multiplos tempos de relaxacio (MRT)!9,

Chen e colaboradores®® e Qian e colaboradores!®

propuseram ao mesmo tempo uma

simplificacao para a equagao acima através da diagonalizacao do operador de colisao, os

primeiros para uma aplicagao em magnetohidrodinamica e os segundos para uma aplicagao

em fluidodinamica. A equacao encontrada, que possuia um unico parametro livre 7*, é
€q

7—*

que pode ser considerada uma aproximacao de primeira ordem para o operador de colisao
BGK, Equacao 3.1.

Qian e colaboradores®! foram ainda mais longe e propuseram uma distribuicao de
equilibrio que substituia a distribuicao de equilibrio anterior, que foi construida com base
nos modelos de lattice gas e era uma distribuicao de Fermi-Dirac, eliminando assim os
problemas relacionados a falta de invariancia galileana até a primeira ordem do niimero

de Knudsen, Capitulo 6.

Eles fizeram isto expandindo a funcao distribuicao de equilibrio em uma série de
poténcias e, deixando os coeficientes da expansao livres, realizando a analise de Chapman-
Enskog do modelo. As equagtes resultantes em primeira ordem do nimero de Knudsen

foram ajustadas entao de forma a corresponderem as equagoes de Navier-Stokes de um
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escoamento isotérmico. O modelo proposto por eles, conhecido como LBGK, espalhou-
se rapidamente entre a comunidade de mecanica dos fluidos devido principalmente a
sua simplicidade e a performance do algoritmo resultante, conhecido por ser facilmente
adaptavel ao processamento paralelo. Os conjuntos de velocidades discretas utilizados
por eles neste artigo, Capitulo 6, adotaram a nomenclatura Di()j onde i é o nimero
de dimensoes do sistema considerado e 7 ¢ o nimero de velocidades discretas da rede

considerada.
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5 Dascretizacao do Espaco Fisico
e do Tempo

5.1 Métodos de Lattice Boltzmann

No ultimo capitulo foram mostrados diferentes LBMs que compartilhavam uma mesma
caracteristica, a de possuir um operador de colisao €2; (x,t) modelado empiricamente, sem
qualquer conexao formal com a Teoria Cinética dos Gases. Isto aconteceu principalmente
porque, como foi discutido no ultimo capitulo, os primeiros métodos de lattice Boltz-
mann foram pensados como uma espécie de classe de cellular automata, cujas bases de
desenvolvimento sao essencialmente numéricas e empiricas. Quando a relagao entre a
funcao distribuicao no LBM e a funcao distribuicao da Teorica Cinética foi ficando clara,
uma série de pesquisadores tentou fazer uma conexao mais formal entre a equacao de

transporte de Boltzmann e os métodos de lattice Boltzmann.
Esta conexao é desejavel por diferentes razoes.

Quando o interesse pela aplicagao dos modelos de lattice gas e lattice Boltzmann na
resolucao das equagoes de Navier-Stokes aumentou, diversas questoes de ordem pratica
foram surgindo, por exemplo, estudos sobre a estabilidade numérica dos métodos e so-
bre o uso de malhas adaptativas (que sdo de fundamental importancia em problemas de
fluidodindmica). Muitos destes problemas podem ser estudados de um ponto de vista
essencialmente numérico, o que justifica a procura por uma conexao entre os LBMs e a
equacao de transporte de Boltzmann com o objetivo de esclarecer algumas das hipdteses
niumericas adotadas nas derivagoes do método, procurando, desta forma, melhorar o al-

goritmo resultante ou determinar seu dominio de aplicacao.

Na década de 1990, o interesse cientifico pelo LBM cresceu devido a sua capacidade
de lidar com escoamentos complexos utilizando modelos robustos baseados apenas na
intuicao fisica do desenvolvedor do modelo. Todavia, a conexao entre os métodos de
lattice Boltzmann e a equacao de transporte de Boltzmann poderia melhorar estes modelos

através da utilizagao de desenvolvimentos da Teoria Cinética dos Gases de forma mais
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direta, e.g., através da utilizacao de modelos de colisao conhecidos e condi¢oes de contorno

mais proximas da realidade.

Na proxima secao sera apresentada uma forma de derivar os LBMs a partir da equagao

de transporte de Boltzmann com um modelo de colisao BGKES!

. Esta derivacao é usual-
mente realizada pela discretizagao da equacgao de transporte de Boltzmann em dois passos,
o primeiro relacionado a discretizacao do espaco fisico e temporal e o segundo, que sera
discutido com mais detalhes somente no préximo capitulo, relacionado a discretizacao do

espaco de velocidades.

Neste capitulo, todas as analises apresentadas foram realizadas considerando que o
espaco de velocidades é continuo. Procurou-se, com esta medida, desacoplar os erros
numéricos originados na discretizagao espacial e temporal dos erros numéricos originados

na discretizacao do espaco de velocidades.

5.1.1 Derivacao de He and Luo

A equagao de evolugdo do modelo de colisao BGK, Equagao 3.1, multiplicada pelo

t/T

fator de integracao e€"/7, pode ser escrita como

D (et/Tf) B et/rfeq
Dt (5.1)

onde % ¢é a derivada material 0, + £.V. A integracao da equagao acima entre o tempo ¢
e o tempo t + dt ao longo da trajetéria de velocidade caracteristica € no espago de fases
tem como resultado

e—5t/T

flx+ €0t & t+t) — e f (x,€,t) =

t+6t ,
/ WO fed (- () — )€, €, 1) dt.
t
(5.2)
De maneira a realizar a integracao remanescente na equacao acima, deve-se postular
como a distribuicao de equilibrio varia entre o tempo ¢ e t + 6t ao longo da trajetéria
de integracdo. Como uma primeira aproximagao, de ordem dt/7, pode-se considerar

fl(x+ (t' — )€, &, 1) constante ao longo desta trajetoria,

f o+ €0t €.t +0t) — e f (&) = (1— /7)) [ (2, £,1). (5.3)
Expandindo as exponenciais em termos de dt/7 e mantendo somente os termos de ordem
zero e um, obtém-se

feq(a:,f,t)—f(az,ﬁ,t).

flo+ €0t & t+6t) = f(x.&.1)+ 7 /ot

(5.4)
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Outros modelos poderiam ser obtidos se a forma da distribuicao de equilibrio ao longo
da trajetoria fosse assumida diferente ou se outros termos de alta ordem fossem considera-
dos na deriva(;éo[%]. Apesar deste procedimento nao gerar uma diversidade muito grande
de algoritmos e a equagao acima poder ser obtida de forma mais direta considerando a
aproximacao de primeira ordem da derivada material pelo método de diferengas finitas,
ele ¢ um marco importante para o desenvolvimento do LBM, pois constitui a primeira
derivacao completa do LBM a partir da equacao de transporte de Boltzmann quando a

discretizacao do espaco de velocidades também é considerada, Capitulo 6.

5.1.2 Analise de Escala

De maneira a aplicar a anélise de Chapman-Enskog, Capitulo 3, ao esquema de colisao
e propagacao dado pela Equacao 5.4, uma analise de escala precisa ser realizada. Neste
caso, o objetivo da andlise ¢ avaliar o erro numérico relacionado a discretizacao espacial

e temporal do método em diferentes ordens do niimero de Knudsen.

Expandindo o lado esquerdo da Equacao 5.4 em séries de Taylor em torno do ponto

x, & et do espago de fases,

%ﬁ (O +EV) .. = feqT_ Lo 69

@+E9) f+ 5 0+ €V +

onde o primeiro termo do lado esquerdo da equacao acima representa o termo de transporte
da equacao de Boltzmann e o segundo termo é o maior erro cometido ao discretizar a

equacao de evolugao do modelo BGK através deste método.

Nesta analise de escala é importante saber quao grande é o passo de tempo 0t em
relacao ao tempo de relaxagao 7. Lembrando que 7 é um tempo caracteristico do gas
que esta sendo modelado e §t é um tempo caracteristico do método numérico empregado,
se 0t é maior do que 7, tem-se um método sobrerelaxado, que é computacionalmente
eficiente e instavel. Por outro lado, se 0t é menor do que 7, 0 método é mais estavel mas
computacionalmente mais caro. Frequentemente, de maneira a manter um equilibrio entre
os custos computacionais do método e a estabilidade do algoritmo, adotam-se valores de

0t bastante préximos a 7.

5.1.3 Analise de Chapman-Enskog

Nesta se¢ao sao mostradas as equagoes resultantes da analise de Chapman-Enskog do
algoritmo de colisao e propagacao, Equacao 5.5. Os resultados desta andlise serao testados

numericamente na Secao 8.1.1. Seguindo um procedimento similar aquele empregado no
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Capitulo 3, uma analise de escala foi realizada a partir da Equacgao 5.5,

n() (feq

_ f(o)) +
TLl ((%feq +

€4 f1+ fO) +

n? (01 + Ao Y + & Dar Y + [P

5t

5 (000017 + 26.0a- 00 f*" + €850 06*1’6‘1))

n® (Do f "+ O fD + 0o f ) + €100 [P + f¥

5t
5t2

+ O[Kn ]

(alao £+ 0001 £ + 0000 f V) + 26500-00 f1 + 2850000 f V) + £56500-05- )

6.3 Q000007 + 3¢, 0000 f° + 3,830+ 0p- 00 7 + E1£5€] 00 O O feq))
= 0. (5.6)

Pode ser observado pela equacao acima que as duas primeiras equacoes da expansao em

relacao ao nimero de Knudsen nao foram influenciadas pelos erros do algoritmo. Isto

significa que as equagoes obtidas na aplicacao da analise de Chapman-Enskog ao modelo

continuo sao validas ainda em ordem zero. A partir da primeira ordem, todavia, os erros

numéricos do algoritmo precisam ser calculados.

As equacoes obtidas no caso de um modelo puramente difusivo bidimensional estao

resumidas na Tabela 7. Como pode ser observado, a forma das equacoes obtidas é muito

similiar a do continuo, Tabela 4, apesar da forma dos coeficientes de transportes ser

diferente.

Equagao de Balanco de Massa

Kn® Op =20

Kn' and Kn* Op=71(1— %) RTV?p

Kn® and Kn* Op=1(1—-2)RTV?p+7° (1 — 204 5t2) RT?V?(V?p)

Kn® and Kn® Op=1(1- L) RIVp+ 73 (1 0t 4 272) RT?*V? (V?p)
475 (1= 30+ B - B0 1 55 ) RTOV2 (V2 (V)

Tabela 7: Anélise de Chapman-Enskog do esquema de colisao e propagacao,

considerando um fendémeno puramente difusivo.

E interessante notar que todas as correcoes para os coeficientes de transporte sao de

primeira ordem em relacao a dt, conforme esperado quando o esquema de discretizagao

da derivada material ¢ analisado. E comum, todavia, incorporar os erros do algoritmo
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na definicao do primeiro coeficiente de transporte do gas modelado, o que é equivalente
a mudanca de varidveis: 7 — 7’ + % ou a definir o que pode ser chamado de viscosidade

aparente[‘m .

Neste caso os coeficientes de transporte podem ser reescritos como

ot
T (1 - 2—) RT — 7'RT, (5.7)
T
2 2
3 (1 - 32—5’5 + %) RT? — 77 (1 - jtm) RT?, (5.8)
T T T
50t 250t*  56t0 ot 50t ott
5 3 5 3
i (1 T2 T %o 2474) RIT = 4 (1 BETICI 247/4) RIT"(5.9)

e considera-se que os maiores erros numéricos do algoritmo sao de segunda ordem em
relacao ao tempo. Uma propriedade interessante do algoritmo analisado, Secao 8.1.2.2, é

que apenas a correcao de primeira ordem é diferente de zero quando 4t é igual a 7.

As equagoes obtidas através da expansao de Chapman-Enskog quando um escoamento
isotérmico é modelado estao resumidas na Tabela 8 e podem ser comparadas com as

equagoes obtidas quando o modelo continuo é analisado, Tabela 5.

Equagao de Balanco de Massa

Kn® Oip+ Oalpuy) =0
Kn' 0ip+ 0u(pua) =0

Kn? Oip+ 0u(pua) = (%) 000 (PRT Oyup)

Equagao de Balanco de Quantidade de Movimento

Kn® 0, (pua) + 0s(pugus + pRT645) = 0
Kn' 0, (pua) + 0s(puaus + pRTSxs) = (7 — §) Os(pRT (Dot + Opuia))
Kn® 0y (pua) + 05(puaus + pRTag) = (7 — L) 05(pRT (Oatg + Igua))
+ (272 27t + %) 05[pRT (RT 8,05 log (pRT) — (8ua) (8us))]

+ (%) (wad30, (pRTO3u,) — 0, [pRT (91, (Datus + Dgua)] = pRT (9g1,) (950114)

Tabela 8: Anélise de Chapman-Enskog do esquema de colisao e propagacao,

considerando um modelo BGK isotérmico bidimensional.

Neste caso a viscosidade é proporcional a 7 — dt/2, resultado que é bastante similar

ao caso puramente difusivo onde o coeficiente de difusao também era proporcional a
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T — 0t/2. Se a mesma mudanga de variaveis for aplicada, i.e., 7 — 7" + %, os coeficientes
de transporte obtidos serao de segunda ordem em relagdo ao tempo, mas neste caso
existirao novos termos nao fisicos, i.e., termos que nao podem ser diretamente ligados ao
modelo de colisao adotado, mas somente ao método numérico utilizado, nas corregoes de
alta ordem, e.g., a equacao de balanco de massa apresenta um termo espiirio em segunda
ordem de Knudsen que é proporcional a §t? enquanto, no modelo continuo, as correcoes

de alta ordem para a equacao de balango de massa sao nulas.

Admitindo que a andlise de Chapman-Enskog é uma ferramenta analitica confiavel
para avaliar os métodos numéricos aqui mostrados, os erros de segunda ordem destes
métodos limitam a utilizagao do esquema de colisao e propagacao a resolucao de problemas

a baixo nimero de Knudsen. Alguns autores, todavia, contestam esta conclusao.

Benzi e colaboradores*®

, comparando os resultados das simulagoes através dos LBMs
diretamente com resultados experimentais em problemas simples, fizeram modificacoes nas
condigoes de contorno para fazer a simulacao de problemas a alto nimero de Knudsen
possivel. Esta alternativa é comum a outros métodos que visam simular o escoamento a
nimero de Knudsen médio que utilizam as equagoes de Navier-Stokes-Fourier como base,

alterando as condigoes de contorno para modelar o efeito de escorregamento[5].

0]

Junk e colaboradores*” e Sbragaglia e Succi® propuseram novas andlises para obter

as equagoes macroscopicas do gas modelado em diferentes ordens do niimero de Knudsen.

Junk e colaboradores!*” realizaram uma expansio assintética cujo limite macroscépico
a baixo numero de Knudsen sao as equacoes de Navier-Stokes escritas para um escoamento
incompressivel. Seu objetivo principal foi avaliar o erro cometido em diferentes escalas

quando este tipo de fenomeno é representado.

Shragaglia e Succil? analisaram os limites dos LBMs a um nimero de Knudsen muito
baixo ou muito alto, chegando a conclusao de que o método deve ser exato nestes casos.
Através de uma andlise apenas qualitativa, argumentaram que os desvios do LBM em
relacao ao modelo BGK no continuo devem ser pequenos a nimeros de Knudsen inter-

mediarios entre estes dois limites.

Qian e Zhou?” realizaram a analise de Chapman-Enskog utilizando o esquema de co-
lisao e propagacao com velocidades discretas de forma a encontrar as equagoes de balango
a alto nimero de Knudsen. Neste trabalho eles nao reconheceram os termos encontrados
pela analise em segunda ordem como erros numéricos verdadeiramente, mas relacionaram
estes termos aos possiveis coeficientes de transporte do gas nesta escala. Também nao
procuraram analisar ou separar os erros numéricos originados na discretizacao do espago

fisico, do tempo e do espaco de velocidades. Os resultados de suas anédlises foram testados
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numericamente em casos simples, com excelentes resultados.

Neste trabalho as correcoes de alta ordem para as equagoes macroscopicas nos métodos
de lattice Boltzmann foram avaliadas somente em escoamentos bidimensionais isotérmicos
ou puramente difusivos. A andlise de Chapman-Enskog de alta ordem dos LBMs em esco-

amentos nao-isotérmicos leva basicamente as mesmas conclusoes discutidas nesta sec¢ao.

Na segao seguinte o modelo de colisao a dois tempos de relaxagao (TRT), Secao 3.3,
que utiliza o esquema de colisao e propagacao para discretizacao espago-temporal serd
submetido a analise de Chapman-Enskog. Quando, no modelo TRT, os dois tempos de

relaxacao sao idénticos, ele se torna equivalente ao modelo BGK.

5.2 Modelo de Colisao a Dois Tempos de Relaxacao

O modelo de colisao TRT no continuo, Equacao 3.86, pode ser discretizado no espaco
e no tempo através do esquema de colisao e propagacao, com célculo explicito do termo

de colisao, ou seja,

(feq (waéa t) — f ($a€>t))

flx+ &6t & t+0t) = f(x, &)+ " n
1 _ 1 ff(mvéat) faﬁﬁdf eq (2)
(Tl/(St 7-2/5t> ( 2pRT ) f (Q?,E,t)%ﬁ (C) (510)

onde vy = —1/1 e 1o = —1/7.

5.2.1 Analise de Chapman-Enskog

Considerando um fendmeno nao-isotérmico modelado pela equacao de evolugao acima,
de forma equivalente a utilizada na Secao 3.3, foram expandidos f e a derivada temporal
da expansao em séries de Taylor da Equacao 5.10 em ordens do nimero de Knudsen. As
duas primeiras ordens desta expansao podem ser igualadas separamente a zero de forma

a que seja obtido

Ouf* + 600 [ =
—fV 4 (L~ /) (f JEaEade

SpRT ) f(CCs — dap) , (5.11)

ot
O + 00V 4 €10 F + T (G0D0S ™ + 26300 00T + €630 0 1) =
1

f f(Q)fafﬁdE

_f(z) + (1 —7y/7) ( SoRT

) [ (CaCl — agp) - (5.12)

Procedendo a andlise de Chapman-Enskog, em ordem zero de Knudsen as equagoes
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de balanco encontradas sao idénticas, ver Eqs. 3.90 e 3.91, as equagoes de balanco no

continuo nesta ordem, Eqs. 3.24, 3.32 e 3.33.

Em ordem primeira de Knudsen, quando a Equacao 5.12 é multiplicada por 1, &, e &2
e integrada no espaco de velocidades, verifica-se que o seu lado direito é zero. O lado
esquerdo desta equacio, que apresenta termos da forma [ f1¢, &, d€ e [ fWEXE,dE, pode
ser calculado através da Equagao 5.11. O resultado desta analise, ver Capitulo 3, sao as

seguintes equacoes de balanco de massa, quantidade de movimento e energia,

Op + Oa(puq) =0, (5.13)
Oy (pua) + 9p (puaug) + 0u (PRT) =

+ (T — %) oF (pRT (c%ua + Daup — %5%867“7)) ) (5.14)
o0 (GorT) + 05 (Gomrus) = (m = 5 ) (252) 0s orerey (1))

+ (7’2 — %) pRT (Onup) (8au5 + Ogtig — %504587%) — pRTOgup. (5.15)

Os coeficientes de transporte deste modelo, i.e., a viscosidade dindmica e a conduti-

vidade térmica sao iguais altl,

p=(r—5)pRT, (5.16)
= (= %) (B2) pR°T, (5.17)
e o numero de Prandtl ¢ igual a,
v _uCp (-9
o=l = (5.18)

A verificacao deste resultado foi realizada na Secao 8.1.1.2.

5.3 Resolvendo a Equacao de Lattice Boltzmann

O esquema de colisao e propagacao, Equagao 5.4, ¢ um método bastante robusto para
resolver a equacao de transporte de Boltzmann com o objetivo final de recuperar a solugao
das equacoes de Navier-Stokes para um dado problema. As origens do bom desempenho
do método estao ligadas a forma de sua equagao de evolugao, cujo termo advectivo é linear

e cujo termo nao-homogéneo ou termo de colisao é local e explicito, apesar de nao-linear.

Todavia, o esquema de colisao-propagacgao nao ¢ a inica forma de discretizar a equagao

de Boltzmann. Sendo uma equacao hiperbdlica nao-homogénea, esta equacao poderia

[51]

ser discretizada utilizando qualquer outro método numérico conhecido Apesar da
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grande importancia do esquema de colisao e propagacao, existem diversas razoes para

que métodos numéricos alternativos sejam estudados.

Em escoamentos a alto nimero de Knudsen, como foi mostrado na se¢ao anterior,
o esquema de colisao e propagacao pode apresentar erros da mesma ordem dos termos
de alta ordem originais do modelo de colisao, prejudicando seriamente a sua aplicagao.
Estes erros podem ser, a principio, eliminados ou diminuidos através do uso de métodos

numéricos de discretizacao de ordem mais alta.

No esquema de colisao e propagacao a discretizacao do espaco fisico e do tempo estao
acopladas pela discretizacao do espaco de velocidades. Em outras palavras, o nimero de

Courant (CFL) é sempre igual a um:

§ot|  [€ot]
FL=—"—=2>_=1 1
¢ ERRRATY T (5.19)

onde oz é a distancia entre dois pontos adjacentes do espago fisico. Note que, no esquema
de colisao e propagacao, esta distancia é sempre proporcional a velocidade molecular.
Um método alternativo de discretizagao poderia resultar em um CFL flexivel, i.e., o CFL
poderia variar de ponto a ponto no dominio do espaco fisico e depender da velocidade
molecular discreta considerada. Uma aplicacao bastante intuitiva de um método deste

tipo seria na construcao de malhas numéricas adaptativas.

Os LBMs, como sao escritos para uma funcao distribuicao f e nao para as variaveis
macroscopicas massa, velocidade e temperatura, apresentam problemas de indeterminacao
quando as condicoes de contorno dependem diretamente destas quantidades ou de suas
derivadas, mesmo quando problemas fluidodinamicos bastante simples sao abordados.
Neste contexto seria tutil utilizar um método numérico flexivel que pudesse adaptar seus
pontos de solugao as fronteiras e/ou considerar a informacao de mais pontos do dominio

quando uma certa condigao de contorno ¢ imposta, para tentar minimizar estes problemas.

Os modelos térmicos e os escoamentos a alto nimero de Knudsen, como mostrado na
Secao 3, demandam que momentos de alta ordem da distribuicao de equilibrio sejam corre-
tamente representados. Quanto maior a ordem do momento da distribuicao de equilibrio
que precisa ser representado, maior é o conjunto de velocidades minimo resultante da
discretizacao do espaco de velocidades. Quando um esquema de colisao e propagagao ou
qualquer outro esquema que restrinja o conjunto de velocidades a vetores ligando pon-
tos de uma rede regular estd sendo utilizado, o niimero de velocidades discretas é ainda
maior ja que uma restricao a mais é imposta na discretizacao do espaco de velocidades, a

restricao de que as relagoes entre as velocidades discretas devem ser inteiras, Capitulo 6.

Um conjunto grande de velocidades discretas pode gerar problemas na aplicagao de
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condicoes de contorno mais simples e amplamente utilizadas com os LBMs devido a na-
tureza lagrangiana do algoritmo, e.g., a condicao de bounce-back pode nao ser aplicavel,
Capitulo 7. Alguns métodos alternativos aqui mostrados nao apresentam este problema,
ja que a evolucao do algoritmo depende apenas da informacao dos nés imediatamente

mais préximos ao ponto sendo resolvido.

Neste trabalho sera considerada a aplicagao dos métodos de diferencas finitas na
discretizacao do modelo de colisao BGK, Equacao 3.1. Os métodos de diferencas finitas
foram utilizados aqui devido a sua simplicidade de aplicacao em relacao aos métodos de

52,531 " Os objetivos deste trabalho foram: i) avaliar o método

volumes e elementos finitos
de diferengas finitas como uma ferramenta para simular escoamentos nao-isotérmicos e/ou
a alto nimero de Knudsen através da equagao de transporte de Boltzmann e ii) propor e

avaliar condicoes de contorno adequadas a simulacao de escoamentos nao-isotérmicos.

5.4 Meétodos de Diferencas Finitas

Cao e colaboradores® foram os primeiros a propor métodos de diferencas finitas
para resolver a equacao de transporte de Boltzmann com um operador de colisao BGK.
Apesar deles terem encontrado resultados promissores, os detalhes da implementacao dos
algoritmos nao foi mostrado, especialmente os detalhes sobre as condicoes de contorno

implementadas, os passos de tempo utilizados e a convergéncia do método.

Sofonea e Sekerkal®”

alguns anos mais tarde propuseram uma série de esquemas ba-
seados nas velocidades caracteristicas do problema, &;, para discretizar a equacao de
Boltzmann e analisaram a influéncia dos erros de discretizagao nas equagoes encontradas
através da analise de Chapman-Enskog até a primeira ordem do nimero de Knudsen em
condicoes isotérmicas. O objetivo deles era criar métodos numéricos aplicaveis a escoa-
mentos multifasicos onde a velocidade do som das diferentes fases pudesse ser ajustada

21 eles

livcemente dentro de uma grande faixa de variagao. Em trabalhos subsequentes
efetivamente aplicaram os métodos de diferencas finitas a escoamentos multifasicos, tes-
tando também o esquema de limitadores de fluxol®! para reduzir o efeitos ndmericos
nao-fisicos eventualmente presentes nas simulacoes. Ambos os artigos discutem limitada-
mente as condi¢oes de contorno utilizadas e, para assegurar a convergéncia do método,
utilizam passos de tempo excessivamente pequenos, criando duvidas sobre a utilidade

destes métodos.

38] propuseram um modelo de miltiplas velocidade para simular

Watari e Tsutahara
escoamentos nao isotérmicos. Apesar de seus resultados serem bastante bons, eles nao

discorrem sobre pontos importantes do método. As condicoes de contorno utilizadas por
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eles nao sao detalhadas e nao é claro, por exemplo, se o esquema utilizado por eles conserva
a massa. Os parametros utilizados nas simulagoes nao sao, algumas vezes, mostrados, e.g.,
o numero de pontos do dominio discreto. Estes parametros sao muito importantes para
avaliar o método numérico que eles empregaram, que é semelhante ao esquema upwind de
segunda ordem mostrado na secao abaixo, ja que eles podem afetar de maneira importante

os erros numéricos do método.

Neste capitulo serao apresentados duas classes diferentes de métodos. Os primeiros
métodos tem sua discretizagao espacial e temporal realizadas de forma desacoplada, ge-
rando um grupo de métodos para aproximar a derivada temporal e a espacial que sao
mais tarde reunidos para formar a equagao de evolu¢ao do método como um todo. O
objetivo destes métodos, neste trabalho, é resolver a equacgao de Boltzmann com modelo

de colisao BGK para escoamentos nao-isotérmicos.

Na segunda classe de métodos as discretizacoes do espaco e do tempo sao realizadas
de forma acoplada, semelhante a realizada no esquema de colisao e propagacgao. Seu
proposito é aumentar a ordem do erro na discretizacao da derivada material em relagao ao
esquema de colisao e propagacao. Estes métodos serao analisados através da expansao de
Chapman-Enskog na Se¢ao 5.7 e mais tarde serao empregados na solucao de escoamentos

a alto numero de Knudsen no Capitulo 8.

5.5 Discretizacoes Desacopladas

5.5.1 Discretizacao do Tempo

A discretizacao temporal foi realizada considerando os métodos mostrados abaixo®.
Esquema de upwind de primeira ordem,
x, &, t+0t) — f(x, &t
Of (w.g 1) = L @ETF =@ &1 | 515 (5.20)

ot

Esquema de Runge-Kutta de segunda ordem,

feq (Q?,E,t) —f(ZB,E,t)

T

atf (w7 57 t) = R (f7 w? E? t) = _€Vf (m7 £7 t) +

F(eet+) = f@en+ GrMLeED

ot

flx, & t+0t) = f(m,£7t)+5tR(f,w,£,t+§>. (5.21)
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Esquema de Runge-Kutta de quarta ordem,

Of (@.61) = R(fwbt)= £V (0 &)+ 280 f@E])

-
fay (w,E,H%) = f($>§,t)+%R(f,:v,§,t)
fe) (w,&tJr%) = f(waﬁ,t)‘i‘%R(f(l),w,ﬁ,t—i-%)
fi) (z, &, t+dt) = f(ac,ﬁ,t)—i—étR(f(Q),w,g,t—i—%)
[z, & t+0t) = f(m,ﬁ,t)Jr%<R(f,w,£,t)+2R<f(1),w,§,t+%)+
2R (f(g),a:,ﬁ,t+ %) +R (f(g),:c,g,t+5t)) . (5.22)

5.5.2 Discretizacao Espacial

A derivada espacial é avaliada na direcao da velocidade molecular €, que sera discre-

tizada posteriormente, utilizando os seguintes esquemas:

Esquema upwind de primeira ordem,

f () — f (@ — EAL)
At

EV )pes = +0[AY]. (5.23)

Esquema upwind de segunda ordem,

EV )ags = (@) -dfw = 52;) G SO (A7) (5.24)

Esquema upwind de terceira ordem,

EVf)e, = 2f (x + EAL) +3f (x) — gigx — EAL) + f (z — 26AL) Lo[af]. (5.25)

Esquema de diferencas centrais de segunda ordem,

f(x+ EAL) — f (x — EAL)
2At

EV [)per = + 0 [A¢]. (5.26)

Esquema de diferencas centrais de quarta ordem,

—f(x+26At) 4+ 8f (x + EAL) — 8f (x — EAL) + f (x — 26AY)
12At

EV )aer = +o[ar].

(5.27)

Onde £.Vf), ¢ representa o produto escalar entre a velocidade molecular e o gradi-
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ente de f no ponto (x,&,t) e

ox
At = — 5.28
! &’ (5.28)

onde dx é a menor distancia entre dois nés da malha na direcao da velocidade molecular &.
E importante notar que At nao é igual ao passo de tempo do método e nao necessariamente

é igual para cada velocidade discreta &.

Note também que, no caso do nimero de Courant, CFL, ser diferente de um e depender
da velocidade através de At, tem-se

|&ot|  |&at] ot

L= S T eAt®] Ay

(5.29)

Os métodos numéricos utilizando as discretizacoes acima sao compostos de um es-
quema de discretizacao temporal e um esquema de discretizacao espacial reunidos, e.g.,
um método que aplicada esquemas de primeira ordem para as derivadas temporal e espa-

cial é

(O +EV e, = f(‘”f’”‘sgi—f(w’&ﬂ+f(w7£,t)—fA(;v—£At,€,t)

f€q<m7€7t)_f(w7£7t) +0

T

(AL, 51] (5.30)

5.6 Discretizacao da Derivada Material

O esquema de colisao e propagacao pode ser visto como uma aproximacao upwind
para a derivada material de f, i.e., O,f + €.V f, ao longo da velocidade caracteristica &.
Neste trabalho os métodos de Runge-Kutta® descritos abaixo foram aplicados seguindo
a mesma velocidade caracteristica. As principais desvantagens deste método sao o seu

custo computacional bastante alto e a dificuldade em aplicar as condi¢oes de contorno.

Esquema de Runge-Kutta de segunda ordem,

Df(w7£7t> _ _feq(w7£7t)_f<w7£7t)
PIEED — Rfeer = -
) o )

Fe+egeity) = T@ent FRU@ED

Flx+ &0t E,1+0t) = f(w,g,t)+5tR(f,w+£%,£,t+%). (5.31)
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Esquema de Runge-Kutta de quarta ordem,

Df@&n) F (@, 6.1) — f (,6.1)
—p = BUhx &Y= -
o (e+€5.6045) = F@&n+ FR(EaED

o (e + 65604 5) = S@en+ GR(footegerty)

fio) (®+ &0t € t+0t) = f(:cgt)+5tR(f zc+£ £t+5t>

2
fla+ €t b+ o) = f<as£t>+%(R(f,w,s,t>+2R<f1),x+g &)+
2R<f ac—|—£ Et+52t)+R(f(3),a:+§5t,£,t+5t)>.

(5.32)

5.7 Analise de Chapman-Enskog

5.7.1 Discretizacoes Desacopladas do Espaco e do Tempo

Tomando a Equacao 5.30 e expandindo cada termo em séries de Taylor ao redor do

ponto (x, &, t) chega-se a

0 +&atuf =1

ot ot? At? 3 A3
S 00 + =000 + —gagﬂa O3 + =5-6a8s8,0a050, f + O (663, At?] (5.33)

_|_

Na expansao de Chapman-Enskog mostrada na Secao 5.1.3, os erros numéricos do
método foram incluidos na andlise de maneira a prever os seus efeitos nas corregoes em
diversas ordens do ntmero de Knudsen. Isto podia ser realizado porque o parametro
0t que multiplicava os erros é constante para cada velocidade molecular £, permitindo a
integracao dos erros ou, no espaco discreto, a quadratura dos erros no espago de velocida-
des. Neste caso, todavia, os parametros que multiplicam os erros em relacao a derivada
espacial sdo proporcionais a poténcias de At que, como foi visto na Sec¢ao 5.5.2, depende
de cada velocidade molecular. Desta forma, o efeito numérico nas equagoes macroscopicas

nao pode ser previsto neste caso através da andlise de Chapman-FEnskog.

Apesar desta ser uma importante desvantagem destes métodos, e.g., no esquema de
colisao e propagacao o erro nos coeficientes de transporte na primeira ordem de Knud-
sen ¢ da mesma ordem de magnitude dos coeficientes de transporte obtidos, tornando
a aplicacao deste método muitissimo limitada se estes erros nao pudessem ser previstos,

esta desvantagem nao impede a sua aplicagao, ja que se conhecem as equacoes que este
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modelo deve seguir no caso continuo, que foram derivadas no Capitulo 2. O erro causado
pela adocgao destas equacoes como representativas dos métodos numéricos acima sera ana-
lisado na Secao 8.1.2.3 através de simulagoes numéricas e comparagao com a andlise de

Chapman-Enskog no espago continuo.

5.7.2 Runge-Kutta de Ordem §t2

De maneira a realizar a andlise de Chapman-Enskog deste método, Eqs. 5.34 e 5.35,
a distribuicao de equilibrio na sua segunda etapa, f¢ (:13’ JE 4+ %), deve ser escrita em
termos da densidade, velocidade e temperatura do gas modelado no tempo ¢ + %. Es-
tas variaveis sao funcoes da distribuicao f (:13’ JE 4+ %), calculada na primeira etapa do
método. Isto pode ser feito facilmente, devido as nao linearidades da distribuicao de
equilibrio em relacao a fungao distribuicao, somente quando a relagao entre a distribuicao
de equilibrio e a funcao distribuicao é muito simples, e.g., esta relagao é linear quando o

caso de um fendmeno puramente difusivo, Se¢oes 3.2.1.1 e 3.2.2.1, é considerado.

Nesta se¢ao a analise de Chapman-Enskog do esquema de Runge-Kutta de segunda
ordem para a derivada material serd realizada para um gés onde a massa ¢ conservada mi-
croscopicamente, mas a velocidade é tomada como igual a zero e a temperatura constante
na distribuicao de equilibrio. Considerando a forma explicita do esquema de Runge-Kutta

de segunda ordem,

2
flex+ &0t Et+0t) = f(x,& 1)+

2 T

(e i)~ pimenst (Insn-

/ <‘”’£’t)) , (5.34)

5t (feq ($+€%,E,t+%)T—f(m+£%,§,t+%))(5_35)
onde ce
(2, €. 1) = m,w%, (5.36)
(]
n(, t) = / [, & 1)de’ = / f(@. € t)de. (5.37)

Utilizando as duas relacoes acima, a distribuicdo de equilibrio no tempo ¢ + & pode

ser escrita como

fea <m+g £t+52t) (/f(w+£ €t + )dﬁ)(p;—;&%z (5.38)

Substituindo a primeira etapa do algoritmo de Runge-Kutta, Equacao 5.34, na equacao

acima e expandindo cada termo do integrando em séries de Taylor em torno do ponto



5.7 Andlise de Chapman-Enskog 70

(:B’é/’t)a
5 a 5 n
f (ai‘ + f 5 t+ ;) — (/ (nzzo Qntn'(£ N 5/)n : an+ (5.39)
5t = ot" e
n=0

onde £ : V é igual a £,0,, (€)7 : V2 é igual a £,£39,05 e assim por diante.

Tomando a segunda etapa do algoritmo de Runge-Kutta, Equagao 5.35, substituindo
a Equacao 5.39 e a primeira parte do algoritmo nela e expandindo o termo esquerdo da

equagao resultante em séries de Taylor em torno do ponto (x, &,t), obtém-se

> 70 n—1 Nn oo Stm
> Z! gt{ = (/ (Z Qntn!(ﬁ &)V (5.40)

_5t > §tn . I exp( 2‘5_5) feq_f
+§<;2nn!(£—§) V(S —f)>)d£>(R—T)}§/Q f——( - )

Que é a equacao caracteristica do método no tempo ¢, no ponto . Adimensionali-

zando a equagao acima da maneira usual, Secao 3.1.1, obtém-se

= (ot\" " Kn" D" f 2SN KN L e o
S () ([ (S (2) K

n=1

ot 0 SE\" Kn? % “\n . *n [ req + | €XP <_i)
a7 (Z(?> o (& €V —f)))de )W
+feq_f_5 (feqT f)' (5.41)

Ao expandir f e a derivada temporal adimensionalizada 0; em poténcias do nimero de
Knudsen e separar os termos de acordo com a ordem da poténcia do nimero de Knudsen

resultante, Secao 3.1.1, obtém-se na ordem zero a seguinte expressao,

Do f9 + (1 — ﬁ) g vrfel = ) (—T — 1) (5.42)

e na ordem primeira de Knudsen a seguinte,

(&> (00 + & V") (00 + & . V") fU+ (0 + & V) fU + 0y f0 = (5.43)

222‘

() (7 e erw o)) i (3 1)

( (C% : *—s*’xs*—&*'%V*V*fe”<¥)%<€*‘5*'>'V*fm
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Como pode ser observado através da inspecao das equacgoes acima, a complexidade da
andlise de Chapman-FEnskog cresce muito rapidamente quando altas ordens do ntimero de
Knudsen sao consideradas nos métodos de Runge-Kutta. Neste trabalho esta andlise s6
pode ser realizada quando um sistema algébrico computacional (o software Mathematica®)
foi utilizado e, mesmo assim, somente quando a distribuicao de equilibrio dependia line-

armente da funcao distribuicao.

Na Tabela 9, as equacoes obtidas pela andlise estao resumidas para o caso unidimen-
sional. O caso bidimensional foi testado posteriormente admitindo que os coeficientes
de transporte eram os mesmos e que a derivada de segunda ordem 0,0, poderia ser
substituida pelo Laplaciano V2. Os resultados numéricos encontrados em uma e duas
dimensoes confirmaram a forma dos coeficientes de transporte obtida pela anédlise, Secao
8.1.

Note na tabela abaixo que os erros numéricos nos coeficientes de transporte em relacao
ao modelo continuo, Tabela 1, em diferentes ordens do nimero de Knudsen sao de segunda
ordem em relagao ao tempo e sao sempre positivos, i.e., a difusividade ntimerica é sempre

positiva neste método.

Equagao de Balango de Massa

Kn® Op=0

Kn' and Kn? Op = TRT0,0.p

st 35t2  &t3

Kn® and Kn* 0,p = TRTO0,0,p + 13 ( - :r ‘”j 2873) RT?0,0,0,0,p

~ TRT,0,p + 7° RT?0,0,0,0,p (1 - )

5t 35t2  &t3

Kn® and Kn® 0,p = TRTO,0,p + 7'3( P i) RT?0,0,0,0,p

3
1-4t)
2 3 4 5
25t 76t2 _ 151513 | 1436¢% _ 135t
5 (1_T+ - T 5+

372 9673 ' 19274 64r
1
5t
(1_ 27)

~ TRT,0,p + T2 RT%0,0,0,0,p (1 oG ¢ B g S B )

3275

4T ) RT?30,0,0,0,0,0.p

2 3 4 5
AT RT50,0,0,0,0,0,p (1 -+ 2y 4 10 4 100 4 900 )

Tabela 9: Resultados da anélise de Chapman-Enskog do esquema de Runge-
Kutta de ordem 42, considerando um fenomeno puramente difu-

Sivo.
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5.7.3 Runge-Kutta de Ordem dt*

A andlise de Chapman-Enskog deste método segue a mesma linha da andlise da secao
anterior, i.e., o ultimo passo do método é escrito em uma funcao dos passos anteriores,
sendo a distribuicao de equilibrio f°?, que depende somente da densidade, e as fungoes
distribuicao f(1), f2) e f(3) escritas em termos da funcao distribuigao f. Os resultados
finais da analise sao mostrados na Tabela 10 em uma dimensao. Estes resultados podem
ser generalizados para mais de uma dimensao se as derivadas espaciais de segunda ordem

0,0, forem substituidas pelo Laplaciano V2.

Os coeficientes de transporte aparentes obtidos pela andlise sdo sempre maiores do
que os coeficientes de transporte do continuo, Tabela 1, como acontecia com o método
de Runge-Kutta de ordem 6t2. Neste método, todavia, os erros sao de quarta ordem em
relacao a dt, conforme o esperado. Todos os resultados mostrados aqui foram testados

numericamente na Segao 8.1.

Equagao de Balanco de Massa

Kn® Op =20

Kn' and Kn? Oyp = TRTO,0.p

st 5t2  st3 | st sed 516

1—
Kn? and Kn* atp _ TRT(%@xp—i— 7_3( 27 T 6:2 243 T84 19275+1152T6>RT2aw8maxawp

5t 6t2  5t3
(1 2r T 672 2473 )

4874

4 5 8
~ TRTO,0,p + T RT?0,0,0,00p (1 + 155 + 1855 + s + )

st 54 5t8

Kn® and Knb atp _ TRTaJU@Ip + 7_3( 27 T 6:2 243 T84 192T5+1152T6> RT28$8x8zaxp

5t 5t2 _ 5t3
(1 27 T6r2 2473 )

st 5t2 53

472 473 19274 76875 +> RT3ax8xax8xaxaxp

10t 612 5ed 3
27 2 9473

1_L&+56t2 36t3+716t4 ~ 1096t°
27

+475 (

~ TRTO,0,p + T RT?0,0,0,00p (1 + 15 + 1805 + s + )

475 RT30,0,0,0,0,0,p (1 e 4 Ly L e )

Tabela 10: Resultados da analise de Chapman-Enskog do esquema de
Runge-Kutta de ordem dt*, considerando um fenémeno pura-

mente difusivo.
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6 Daiscretizacao do Espaco de
Velocidades

Nos ultimos capitulos os modelos de colisao e os métodos de lattice Boltzmann foram
derivados assumindo que o espaco de velocidades era continuo. Isto foi realizado de forma
a simplificar a discussao sobre a fisica dos modelos de colisao derivados e separar os erros
numéricos causados pela discretizacao do espaco fisico dos erros numéricos causados pela

discretizacao do espaco de velocidades.

Quando métodos mesoscdpicos como os aqui mencionados sao utilizados, todavia,
a discretizacao do espaco de velocidades precisa ser realizada de alguma maneira. De
maneira a proceder com esta discretizagdo é importante i) entender como um espago
discreto de velocidades pode influenciar a obtencao dos modelos de colisao e dos LBMs
e ii) estabelecer uma condic¢ao de acurédcia em relacao a esta discretizagao, de forma que

modelos progressivamente mais exatos possam ser obtidos sistematicamente.

Uma analise cuidadosa dos modelos de colisao derivados neste trabalho, Capitulo 2,
mostra que estes modelos dependem somente dos momentos da funcao distribuicao f e da
distribuicao de equilibrio f em relacao as crescentes ordens da velocidade molecular &.
A derivada material de f no espaco fisico, por sua vez, é determinada uma vez que uma
velocidade molecular qualquer é fixada. Desta forma, se os momentos de f e f°¢ em um
espago discreto de velocidades, determinados através da quadratura de f e f°? multipli-
cados por ordens crescentes da velocidade molecular &, forem iguais a estes momentos no
espaco continuo de velocidades, o modelo discreto de Boltzmann serd idéntico ao modelo

continuo.

Todavia, a representacao de todos os momentos das fungoes distribuicao no espaco
discreto de velocidades nao é possivel, ja que isto demandaria o emprego de um nimero
infinito de velocidades moleculares. Para que a ordem dos momentos que devem ser
representados fielmente no espaco discreto de velocidades diminua, tornando viavel a
resolucao do problema de quadratura, é preciso que um limite em relacao as ordens dos

momentos representados seja estabelecido sistematicamente.
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A anslise de Chapman-Enskog ¢é utilizada para determinar este limitel" 2. A expanséo
de Chapman-Enskog resulta em uma hierarquia de equagoes para cada ordem do ntimero
de Knudsen, onde cada uma delas relaciona a correcao de ordem n da funcao distribuicao
as ordens até (n—1) dos operadores temporais e da derivada espacial aplicados até a ordem
(n — 1) da correcao para a funcdo distribuigdo. Neste procedimento o termo de ordem
zero na expansao de f em ordens do niimero de Knudsen é a distribuicao de equilibrio. As
correcoes subsequentes para f podem ser escritas recursivamente em termos das menores
ordens até que cada correcao para f ¢é escrita em termos de operadores temporais e
derivadas espaciais aplicados a distribuicao de equilibrio, reduzindo a quadratura de f a

quadratura destes operadores aplicados a distribuicao de equilibrio.

Shan e colaboradores!!) mostraram que, considerando o modelo de colisao BGK, estes
operadores contém até a ordem n da velocidade molecular £ multiplicando a distribuicao
de equilibrio em uma expansao de ordem n em relagao ao nimero de Knudsen. Uma
andlise similiar aplicada ao modelo TRT, Secao 2.2.3, mostra que a expansao de ordem n
do nimero de Knudsen contém até a poténcia (n + 1) da velocidade molecular multipli-

cando a distribuicao de equilibrio feq.[%]

Além disso, nas Secs. 3.1.2 e 3.3 foi demonstrado que, na obtencao da equacao
de balan¢o de massa, quantidade de movimento e energia, cada equacao na hierarquia
mencionada acima precisa ser multiplicada por 1, € and £? antes de ser integrada no
espaco de velocidades. Desta maneira, se um dado algoritmo é projetado para simular o
comportamento de um fluido até a ordem n do nimero de Knudsen, a quadratura dos
momentos da distribuicao de equilibrio precisa ser exata no espaco discreto até a poténcia
de ordem (m+p), onde m estd relacionado a andlise de escala (e é igual a n para o modelo
de colisao BGK) e p esta relacionado as equagdes de balango que um fluido deve obedecer,
sendo igual a zero, um e dois nos balancos de massa, quantidade de movimento e energia

respectivamente.

No Capitulo 5 foram derivadas discretizacoes espaciais e temporais. Uma analise dos
métodos derivados mostra que alguns deles sao dependentes da discretizacao do espago
de velocidades, ja que eles foram discretizados ao longo da velocidade caracteristica da
derivada material na equacao de transporte de Boltzmann, i.e., a velocidade molecular no

espaco de fases.

Por exemplo, as discretizacoes da derivada espacial mostradas na Secao 5.5.2 serao
consideradas aqui. Nestes métodos a derivada espacial da funcao no ponto x é avaliada
utilizando os valores desta funcao nos pontos « + 26At, x + EAL, @, x — EAL e ¢ — 2EAL.
Esquecendo a discussao sobre as condi¢oes de contorno do método por enquanto, se x é

um ponto do espaco fisico, todos os pontos x + 26AL,  + EAL, @, * — EAL e x — 2EAL
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também devem ser pontos do espaco discreto ou algum tipo de esquema de interpolagao

deve ser aplicado para avaliar a derivada espacial.

Note que o parametro At, que nao deve ser confundido com o passo de tempo do
método, dt, Secao 5.5.2, pode ser diferente para cada velocidade discreta & nos métodos
de diferencas finitas considerados. De um ponto de vista pratico, como sera mostrado no
final deste capitulo, as redes obtidas para serem utilizadas por estes métodos tém alguma
flexibilidade na escolha das razoes entre os modulos das velocidades discretas utilizadas,

sendo conhecidas como redes nao space-filling.

Podem ser criados ainda esquemas numéricos cuja derivada espacial é estimada uti-
lizando pontos em direcoes nao coincidentes com as velocidades moleculares discretas.
Estas redes nao space-filling, devido a grande liberdade de escolha dos modulos e dire¢oes
das velocidades discretas que a compoe, podem representar momentos de alta ordem com
um nimero bastante reduzido de velocidades mas, por serem bastante complicadas de

implementar numericamente, foram estudadas apenas teoricamente.

Em alguns métodos, todavia, o parametro At deve ser constante e numericamente
igual a dt, e.g., Equacao 5.4. Neste caso, se & é um ponto do espaco fisico discreto longe
do contorno, cada um dos pontos & + &£;0t e « + (§; + &;) 0t, onde i e j sao indices para
cada uma das velocidades moleculares discretas, que sao acessiveis a partir de & em um e
dois passos de tempo respectivamente devem ser também pontos do espaco fisico discreto.
Esta restrigao limita as redes utilizadas por estes métodos a redes regulares, chamadas de

space-filling.

Neste capitulo sera mostrado como distribuigoes de equilibrio discretas e redes space-
filling ou nao space-filling podem ser obtidas considerando todos os aspectos descritos
acima, utilizando a quadratura com abscissas prescritas®. Ao final do capitulo serd dis-
cutida a forma dos erros numéricos esperados quando redes de baixa ordem sao utilizadas

para simular escoamentos que demandam redes de alta ordem.

6.1 Determinacao da Distribuicao de Equilibrio em
um Espaco Discreto

A discretizacao do espago de velocidades é realizada de forma que todos os momen-
tos da distribuicao de equilibrio do continuo até determinada ordem sejam corretamente
representados no espaco discretizado pela quadratura da distribuicao de equilibrio escrita
neste espaco. E desejavel e esperado que esta distribuicao seja construida de maneira que

quando o numero de velocidades discretas crescer ou quando a ordem até a qual os mo-
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mentos de [ sao representados no espaco discreto aumentar, a distribuicao de equilibrio
discreta se aproxime cada vez mais da distribuicao de equilibrio de Maxwell-Boltzmann

do continuo.

Nos modelos de lattice gas, a etapa de colisao era realizada de maneira empirica
considerando uma rede dada a priori, Secao 4.3. Esta rede era determinada pela im-
posicao, em modelos isotérmicos, de isotropia de quarta ordem dos tensores formados
pela multiplicacao dos vetores da rede, assegurando desta forma que o termo viscoso da
equacao de Navier-Stokes era corretamente recuperado mais tarde, quando a analise de

Chapman-Enskog do modelo era realizadal?”).

Chen e colaboradores!*? e Qian e colaboradores®!

, j& no ambito dos LBMs, expan-
diram a distribuicao de equilibrio em uma série de poténcias da velocidade macroscépica
do fluido, determinando os coeficientes da expansao a posteriori através da expansao
de Chapman-Enskog, de forma que as equacoes de Navier-Stokes fossem corretamente
recuperadas em primeira ordem do nimero de Knudsen. Esta formulagao, muito ade-
quada para o caso isotérmico, falhou em prover modelos adequados para escoamentos nao

isotérmicos e acabou por criar o mito de que os métodos de lattice Boltzmann nao seriam

adequados para descrever escoamentos nao isotérmicos ou a alto nimero de Knudsen.

Mais tarde, He e LuoP®? e Abel®. procurando por uma conexao tedrica mais consis-
tente entre a equacao de transporte de Boltzmann e os métodos de lattice Boltzmann,
reconheceram que a f? discreta era uma expansao de baixa velocidade da distribuicao de
equilibrio do continuo e, realizando a discretizacao do espacgo de velocidades através da
comparacao da quadratura de Gauss-Hermite dos momentos de f°¢ no espaco discreto e
da integracao de f°? no espago continuo, chegaram a conjuntos de velocidades discretas
bastante conhecidos na comunidade de lattice Boltzmann. Apesar da formulacao empre-
gada por eles ser sistematica, novos modelos, que permitissem a simulacao de escoamentos

nao isotérmicos e/ou a alto nimero de Knudsen, ndo foram obtidos através desta andlise.

Shan e He*) melhoraram a descrigao da distribuigao de equilibrio através da sua
expansao em polinomios de Hermite, relacionando os métodos de lattice Boltzmann ao
sistema de treze momentos de Grad®®. Shan e Colaboradores[l], alguns anos depois,
estenderam este trabalho, determinando condigoes suficientes para o método de lattice

Boltzmann descrever um certo escoamento em diversas ordens do numero de Knudsen.

Philippi e colaboradoresm, em paralelo ao trabalho de Shan e colaboradores[”, en-
contraram as menores redes space-filling que poderiam representar momentos crescentes
da distribuicao de equilibrio no espaco discreto através de uma quadratura de abscissas

prescritas. Estas redes foram testadas numericamente mais tardel'® % 56], provando ser
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[28]

muito estaveis em uma ampla faixa de parametros. Neste capitulo a discretizacao do

espaco de velocidades realizada por eles sera apresentada com detalhes.

Uma outra corrente de pesquisadores[l‘(ﬂ partiu do principio que a distribuicao de
equilibrio discreta deveria ser aquela que fosse um minimo da funcao H no espaco de
fases discreto quando a densidade, velocidade e temperatura do géds sao fixados. Neste
caso a f° no espaco continuo e a f°? no espaco discreto precisam ter alguma correlagao
somente no limite em que o nimero de pontos discretos do espaco de fases tende ao infinito.
Nao obstante, as redes e as distribuicoes de equilibrio obtidas através deste método tem
apresentado uma semelhanca cada vez maior com as redes obtidas através do método

[57]

das abscissas prescritas, e.g., Chikatamarla e Karlin”" indicando que a quadratura com

abscissas prescritas poderia ser utilizada para representar a funcao H.

6.2 Métodos de Boltzmann para Escoamentos Nao-
Isotérmicos

Desde que os LBMs se mostram uma boa ferramenta para a simulacao de escoa-
mentos isotérmicos houveram tentativas de estender estes métodos a escoamentos nao
isotérmicos. Estas tentativas, a principio, consistiam em estender a expansao da distri-
buigao de equilibrio a uma ou mais ordens adicionais e fazer os coeficientes da expansao

dependentes também da temperatura[g& 58-60]

8] expandiram a distribuicao de equilibrio até a terceira

Alexander e colaboradores!”
ordem em relagao a velocidade macroscopica do gas considerado. Os coeficientes desta
expansao foram determinados a posteriori de forma que as equacoes macroscépicas obti-
das correspondessem as equagcoes de Navier-Stokes-Fourier escritas para um escoamento
nao isotérmico. Os resultados numéricos apresentados por este método foram apenas
razoaveis, os parametros e condigoes de contorno utilizados nas simulagoes realizadas por

eles foram discutidos com poucos detalhes e o intervalo em que o método é estavel nao

ficou claro.

Chen e colaboradores!®

expandiram a distribuicao de equilibrio até a quarta ordem
em relacao a velocidade macroscépica do gas considerado, com coeficientes novamente
determinados a posteriori através da analise de Chapman-Enskog. Foram consideradas,
neste trabalho, redes de varias velocidades para a descricao dos momentos de alta ordem
da distribuicao de equilibrio. Testes com este modelo revelaram uma grande dificuldade

em estabelecer parametros computacionais de modo que as simulagoes convergissem.

Pavlo e colaboradores® reconheceram que redes com um maior nimero de veloci-
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dades eram necessarias para simular escoamentos nao isotérmicos, mas confundiram a
necessidade de recuperar momentos de alta ordem com a necessidade de impor a isotro-
pia dos tensores formados pela multiplicagao dos vetores da rede até alta ordem. Esta
confusao resulta do fato de que a recuperacao de momentos de alta ordem de f¢ leva
a condicao de isotropia da rede, mas o contrario nao acontece. Os resultados numéricos
apresentados por eles apresentam pequena faixa de estabilidade, resultante possivelmente
do fato de que a interpolagao que eles precisam realizar para adequar a rede, dependente
da temperatura, ao espaco fisico discreto cria grupos de distribuicoes negativas invaria-

velmente.

38) reconheceram que tensores polinomiais de até quarta ordem

Watari e Tsutahara
precisavam ser representados no espago discreto para que o conjunto completo das equagoes
de Navier-Stokes-Fourier seja corretamente recuperado em primeira ordem de Knudsen.
Para determinar os conjuntos de velocidades discretas adequadas para resolver o problema
de quadratura eles realizam a expansao de f°? em ordens da velocidade molecular com
coeficientes dependentes da temperatura, consideraram uma rede com multiplas velocida-
des e, depois de encontrar pesos adequados a quadratura, utilizaram um parametro livre

resultante da derivacao para aumentar a estabilidade do algoritmo.

As redes encontradas por eles, excessivamente grandes, i.e., 29 e 77 velocidades discre-
tas sao utilizadas para representar momentos de até quarta ordem de forma incompleta
em duas e trés dimensoes, nao foram obtidas de forma sistematica. As condicoes de
contorno utilizadas por eles e os efeitos numéricos provavelmente presentes no algoritmo,
que mescla um esquema de Euler na discretizacao temporal e um algoritmo upwind de
segunda ordem na discretizacao espacial, nao sao mencionados neste artigo ou em outros

subsequentes.

Paralelamente a esta abordagem, uma série de pesquisadores optou por desenvol-
ver métodos que resolvessem a equacao da energia de forma independente da resolucao
da equacao de Boltzmann, frequentemente modificiando as distribuicoes de moléculas
encontradas pela inclusao de termos-fonte dependentes da resolugao da equacao da ener-

27,61 Este método, ape-

gia, determinados a posteriori via andlise de Chapman-Enskog
sar de apresentar excelentes resultados e de ter se tornado popular através do software
PowerFLOW®), duplica a informacao que ja faz parte da funcao distribuicao e deveria

ser consequéncia direta do modelo de colisao empregado.

[ 40) ¢ Philippi e colaboradores?, uma

A partir dos trabalhos de Shan e colaboradores
série de novas distribuigoes de equilibrio no espaco discreto e redes foram obtidas através
da expansao da distribuicao de equilibrio do espaco continuo em polinémios de Hermite,

com posterior quadratura dos momentos de ordem crescente. Estes métodos provaram
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(28]

ser superiores aos existentes em termos de estabilidade'™™, além de manterem a conexao

com a f do continuo, desejavel por diversas razoes ja discutidas no Capitulo 5.

6.3 Quadratura da Distribuicao de Equilibrio com
Abscissas Prescritas

Uma condigao necessaria para que os métodos discretos de Boltzmann sejam repre-
sentativos da equacao de transporte de Boltzmann no continuo com um certo operador
de colisao até uma determinada ordem do numero de Knudsen é que as integrais da

distribuicao de equilibrio sejam calculadas de forma exata pela seguinte quadratura
[ rrutede = S wisrig), (61)

para todos os momentos de interesse, (&), Secao 3.1.2. Na equagao acima w; é um peso

relacionado a velocidade discreta &;.

De maneira a proceder com esta derivacao é util adimensionalizar o espaco de fases.
Como a f“ tem unidade de niimero de moléculas por unidade de velocidade e volume,
dois niimeros caracteristicos sao necessarios. Considerando uma dimensao do espaco fisico
caracteristica L e uma velocidade molecular caracteristica v/ RTjy, onde Ty é uma tempe-

ratura caracteristica, a distribuicao de equilibrio, Equacao 2.31, pode ser escrita como

feq* (£ £ t\/RT())
L’ \/RTy’ L

(mvt) (5 — U(Q’J,t))2
€q t — = B —— 6.2
f @, &.1) LoRTP kT (e, )02 P\ ort(my) ) O
onde f* é uma distribuicao de equilibrio adimensionalizada que pode ser escrita como

n*(xo, to) (& — wo(o, to))?
(27 (6(@o, to) + 1))P2 0 (_ 2 (0(xo, to) + 1) ) ’ (6.3)

e (0, &0, to) =

onde as varidveis x, &, t, n(x,t), u(x,t) e T(x,t) foram substituidas pelas expressoes
Lxy, VRTy&,, tl?%LT v mo’to , vV RTyug(xo, o) e (0(xg,to) + 1)Th, respectivamente.

A distribuigao acima, f°*, pode ser expandida em polinémios de Hermite como segue

e/ N1

[ (20, &0, t0) = W ZO EGZ&)M, (o, to) 7, a,B’y (&o) (6.4)
onde o peso e~%/2 foi incluido para fazer a derivacao mais simples e aﬁél)ﬁw ¢é dado por,
Apéndice A,

aZéﬁjB%_, (20, t0) = /feq* (20, &0, o) A, a/gv (&) d&o. (6.5)

A base de polinémios de Hermite foi escolhida por uma série de razoes: i) a expansao
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em séries de Taylor de f°? com centro em uma velocidade macroscépica igual a zero e
em uma temperatura de referéncia 7Tj da origem aos polinémios tensoriais de Hermite
multiplicados por coeficientes iguais aos momentos de f¢¢, Equacao 6.5, ii) o truncamento
de termos de alta ordem na expansao em polindmios de Hermite nao altera o valor dos
momentos de baixa ordem de f¢, iii) na Teoria Cinética dos Gases os polinémios de
Hermite foram explorados extensivamente, e.g., por Grad®, que relacionou os primeiros
treze primeiros momentos da equacao de transporte de Boltzmann a equacoes diferenciais

parciais, o sistema de treze momentos de Grad.

Em resumo, quando a Equagao 6.1 é submetida as mudangas de variaveis propostas,

ela torna-se simplesmente
[ e, = S (e (6.6)

De maneira a encontrar os pesos w; e as abscissas &y que fazem a equacao acima valida
para todos os momentos ¥(&p), é util expandir ¥)(&y) em polinomios de Hermite, Apéndice
A,

V(&) =D b0 Y (&), (6.7)

e utilizar a Equacao 6.4 para obter

— baQﬁzvz e=%/2
ZZ eq,alﬁﬂ1 ( 0>t0)/(2ﬂ_)D/2 04151% (50) O(Qﬂg’yz (SO)dﬁﬂ

n=0 p=0
—2,/2
b ﬁ v e o (n)
ZZZ e Eq’alﬁl’Yl ( 07t0> Wy (27T)D/2%1,31’Y1.., (EO) azﬁz’Yz (EOZ)‘ (68)
i n=0 p=0

Se esta andlise for restringida ao caso em que o momento genérico ¥ (&y) coincide com
um polinémio de Hermite, sem perda de generalidade, ja que qualquer momento pode ser

escrito como uma soma de polinomios de Hermite, tem-se

- 1 *(n) 6758/2 (n)
> S @00) [ o e, (€0 L, (&)t =
n=0

3_5(2)1'/

1
() -
zi: nz% n' ae%alﬁlwlm (w()’ to) wl (27T)D/2 alﬁyyl (SOZ) OIQBQ’YQ (507/) (69)

Como os polinomios de Hermite sao ortogonais com relacao ao produto interno acima e

os coeficientes az,gn) sao independentes uns dos outros, deve-se ter

e—€3/2
/(QW)D/Q a1ﬁﬂ1 (&) 2, oc2,3272 (&) d&o = ZW a16171 (oi) A, Oczﬁzw (&o:), (6.10)

2
onde W; é igual a w; - 5) D//Q, para todo polinémio " (&o;) de ordem menor ou igual

1/31’71

(
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a ordem de interesse, definida de acordo com o tipo de problema que se esta tentando

resolver, Secao 3.1.2.

Em Philippi e colaboradores® foi demonstrado que a correta representagao da norma
dos polindmios de Hermite no espago discreto de velocidades garante a sua ortogonali-
dade neste espaco com relacao ao produto interno dado pela Equacao 6.10 se eles forem

indepedentes e a rede for de Bravais®’,

52w
/(ZW)D/Q%IBYYL. ( dEO ZW a15171 (501) . (611)

Para que esta quadratura seja completada é preciso definir as abscissas &y;. Isto é realizado
através da associagao de sub-conjuntos prescritos de velocidades de mesmo modulo que
respeitem da melhor forma possivel as simetrias da malha, possuindo pesos, W;, e modulos,

a;, comuns,

|4l
Vv RTj

Na simulacao de algoritmos acoplados, e.g., Secoes 5.1.1 e 5.6, as discretizagoes es-

|Soil =

= a; (6.12)

pacial, temporal e do espago de velocidades nao sao independentes, i.e., o nimero de
Courant é sempre constante e igual a um, Secao 5.19. Neste caso é preciso estabelecer
uma relagao a priori entre os modulos a; de cada um dos sub-conjuntos de vetores que

formarao a rede completa para assegurar que esta rede sera space-filling.

Considere os dois sub-conjuntos de velocidades {{as}, {—a2}} e {{a1}, {—a1}} em uma
dimensao, por exemplo. Fazendo-se as = 2a;, obtém-se a rede space-filling formada pelos
vetores {{2a1},{a1}, {—a1}, {—2a1}}. De maneira geral, todo sub-conjunto de velocidades
adicionado a uma rede terda modulo dependente de apenas um parametro quando esta rede
for space-filling. Neste trabalho este parametro serd o modulo do primeiro sub-conjunto,

que conecta um no ao seu vizinho mais préximo.

|€1\

Como a; = e & = &, onde dx é a menor distancia entre dois nés da rede e dt

é o passo de tempo do algoritmo,

oz /ot
- VRT,

onde a é também chamado de fator de escalal?, definido em uma rede space-filling. Uma

(6.13)

vez que este fator de escala é determinado, obtém-se a relacao entre o passo de tempo, a

discretizacao da malha de simulacao e a constante Tj,.

A distribuicao de equilibrio discreta encontrada através deste procedimento tem entao
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a forma, Equacao 6.4,

N
. . n
fr= WD il (@oto) Ho5. (o) (6.14)
n=0

onde N é a ordem do truncamento desta série.

6.4 Quadratura Unidimensional

Apesar de problemas unidimensionais serem bastante limitados e nao terem grande
importanica pratica, o estudo destas redes pode trazer um grande entendimento em temas
importantes relacionados a construcao de conjuntos de velocidades discretas pelo método
de quadratura e no efeito da inclusao de momentos de alta ordem na distribuicao de

equilibrio, como serd mostrado nesta secao e na Secgao 8.2.

Considere, por exemplo, o conjunto de abscissas de valores: {a,0, —a}, caracteristico
de uma rede space-filling de trés velocidades. Para manter a norma do momento de ordem

zero, um, dois e trés neste espaco, faz-se:

6_5(%/2
e=50/? 2 l 2
Jon (§o) " d& = ZWi(SOi) : (6.16)
6*5(2)/2 5 9 9 2
ﬁ(fo_l) d§o = ZWz‘(ﬁm—l) : (6.17)
—€2/2
i (@ -s0) a6 = 2 (6 - 36)” (6.18)

A 1 2 3 Ao o
Onde os polinémios #©), A ), A2 e jﬁ(mﬁ, Apéndice A, foram substituidos na
Equacao 6.11. Note que existem trés incégnitas e quatro equagoes no sistema acima.
Resolvendo primeiramente as equagoes correspondentes as ordens zero, um e dois, obtém-

Se
a=+3, Wy=2/3, Wy =1/6. (6.19)

Através da substituicao destes valores na equacao correspondente ao momento de terceira
ordem, observa-se que ela ¢é insolivel. Para tornar possivel a solucao deste sistema até
a terceira ordem é necessario adicionar mais uma incognita a ele. Isto se faz com a
adi¢ao de mais um sub-conjunto de velocidades moleculares a rede. Se as redes sao space-
filling, a adicao de mais um conjunto de velocidades adiciona uma incégnita ao conjunto
de equacoes, o peso da rede adicionada. Se o esquema é nao space-filling a adicao de

mais uma velocidade molecular ao sistema faz com que ele ganhe duas incégnitas para



6.4 Quadratura Unidimensional 83

serem trabalhadas, o peso relacionado a cada direcao e o médulo da velocidade molecular

adicionada.

A Tabela 11 mostra algumas redes space-filling e nao space-filling adequadas para
simulacoes em uma dimensao em diversas ordens, obtidas pela inclusao sistematica de
sub-conjuntos de velocidades a rede completa de modo a tornar a solugao do problema
da quadratura possivel. As redes nao space-filling sao sempre denotadas por um n. A
Tabela 15, que contem os pesos, as velocidades moleculares e os fatores de escala das redes

space-filling obtidas neste trabalho encontra-se no Apéndice B.1.

Tabela 11: Redes Unidimensionais

Momento Space-filling Referéncias Nao space-filling Referéncias
% D1Q3 157] D1Q3 157]
% D1V5 Tabela 12, b7 D1V4n 157]
¢ D1V7 Tabela 15 D1V5n 157]
1% D1V9 Tabela 15 D1V6n 157]
% D1V11 Tabela 15 D1VTn 157]
7 D1V13 Tabela 15 D1V8n 157]
¢s D1V15 Tabela 15 D1V9n 157]

Redes minimas nao space-filling foram encontradas primeiramente por Chikatamarla

57 utilizando uma quadratura de Gauss-Hermite de abscissas nao prescritas, na

e Karlin
qual a forma dos vetores &y; que satisfazem a condicao de norma e ortogonalidade, Equagao
6.11, é calculada analiticamente. O sistema de equagcoes obtido por eles é solivel apenas
em uma dimensao e as redes obtidas através dele sao sempre nao space-filling, com excegao

da rede D1Q3.

No mesmo trabalho, estes autores apresentaram diferentes solucoes para o problema
de encontrar uma rede space-filling com cinco velocidades que represente momentos da
distribuicao de equilibrio de até terceira ordem, nao encontrando por tentativa e erro, to-
davia, nenhuma rede com velocidades {0, £1,+2} e pesos reais e positivos W; que pudesse
representar momentos de quarta ordem. No presente trabalho, o método das abscissas
prescritas foi aplicado a uma rede genérica formada pelas velocidades {0, +a,+b}. Os

resultados desta andlise estdo resumidos na Tabela 12.
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Tabela 12: Rede D1V5.

Wy Wi Wy a

{0, +a, +2a} sem solucao

{0,4a,4+3a} 7,446420x1072 4,185854x107  4,418248x1072 7,826711x107!
{0, £a,£3a}  6,366469x10"  1,814146x10~  2,619607x10~*  1,649472
{0,+a,+4a} 6,513812x107" 1,742737x10~'  3,575170x10~° 1,691054
{0,42a,+5a} 3,104390x107  3,099684x10~"  3,481213x1072 4,867720x10~*
{0,42a,4+5a} 6,167610x10~1  1,905078x10~!  1,111679x1073 7,956463x10~"

2(b*—6b%+3) (b2—3)3 3 6
{O’ *a, ib} 3b2(b2—5) 6(b0—11674+4562—75) b2 (b*—6b2415) \ 3+ 3-p2

Os pesos e a velocidade a obtidos dependem apenas do parametro b. Eles precisam ser
reais e positivos para que a rede seja uma solucao valida para o problema de quadratura.
Desta forma o parametro b é restrito a valores maiores ou iguais a V3 4+ v/6. A razao

entre as duas velocidades da rede pode ser escrita como

b_ by(b? —3) (6.20)

V3P -5)

Esta funco apresenta um minimo (b/a ~ 2,107) quando b = /5 + 1/10. Isto significa
que a razao entre b e a precisa ser ao menos maior do que 2, 107 para que o sistema tenha
uma solucao valida. Existem duas solucoes possiveis para o problema da quadratura
quando a razao entre as duas velocidades é menor do que v/2 + v/3 e apenas uma solucio
possivel quando a razao é maior do que esta, Tabela 12. Se o parametro b for escolhido
de forma que os momentos de quarta ordem sejam corretamente representados no espaco
discreto, a rede D1V5n é obtida. Quando o parametro b é escolhido que maneira a fazer
o peso Wy =0, a rede D1V4n é obtida, 57,

6.5 Quadratura Bidimensional

Em um problema unidimensional a direcao dos vetores que compoe a rede é limitada a
valores positivos ou negativos somente. Quando mais de uma dimensao é considerada, as
diregoes das velocidades adicionadas ao conjunto final discretizado pode ser qualquer uma.
Frequentemente, todavia, as direcoes das velocidades pertencentes a cada sub-conjunto
sao escolhidas de forma a manter as simetrias da rede em relacao a reflexao especular

deste conjunto em torno dos eixos e a sua rotagao em noventa graus.
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6.5.1 Redes Space-Filling

6.5.1.1 Redes de Segunda Ordem

Uma rede de primeira ordem pode ser construida facilmente em duas dimensoes

através do conjunto de vetores,

{{&,0},{—@,0},{0, a}>{0>_a}} (6-21)

Quando o peso e o fator de escala sdo iguais a 1/4 e 1, respectivamente, ver Equagao
6.11. Observe que nesta ordem existem trés equacoes a serem resolvidas, referentes aos
polinomios 2 A e %(1), mas 4" e %@(1) sao iguais devido a simetria da rede em
relacao a troca de indices, de forma que apenas duas sao independentes. As duas novas
equagoes que sao adicionadas a este sistema em segunda ordem, referentes aos polindmios

AL e %2,2), exigem a inclusao de mais dois sub-conjuntos de velocidades a rede.

Considere entao, de uma forma mais geral, a construgao de um grupo de sub-conjuntos

de quatro velocidades de acordo com a figura abaixo.

A

Figura 5: Exemplo de rede formada por velocidades discretas res-

tritas as direcoes principais.

Montando um sistema de equacoes para resolver este problema em ordens crescentes
em relacao aos momentos de f/, observa-se que o momento discreto &,§, ¢ zero em cada
uma das velocidades desta rede. Desta maneira este tipo de construcao nao pode assegurar
a condicao de norma do polindmio de Hermite j%(;), nao sendo adequado para representar

todo o conjunto de momentos de segunda ordem.

Poderia-se sugerir que a norma do polinomio Jf;(yz) seria corretamente recuperada
se este conjunto de vetores fosse rotacionado por algum angulo qualquer, fazendo com
que o momento em questao nao fosse zero. De fato, existem angulos de rotagao que
podem fazer todas as normas dos polinomios de Hermite de até segunda ordem no espaco
discreto equivalentes as normas destes polindmios no espago continuo, e.g., quando a rede

, . . N . 2
é rotacionada em 22, 5°. Todavia, pode ser demonstrado que o polinomio %’éc(y)(&)z‘) pode
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ser escrito como

A ) = 2D 2 ) -

tan(2«)

5y (o), (6.22)

quando a rede é rotacionada por um angulo «, tornando impossivel resolver a condigao

de ortogonalidade deste polinomio neste tipo de rede.

De modo a resolver esta quadratura, considere uma rede forma por dois sub-conjuntos

de velocidades rotacionados em 7/4,

{{0,0},{a,0},{—a,0},{0,a}, {0, —a}, {a,a},{—a,a},{—a, —a},{a, —a}}, (6.23)

representada na figura abaixo,

\ 4
Figura 6: D2Q9

As condigoes de norma, Equagao 6.11, quando aplicadas ao conjunto de vetores da

Equacao 6.23, geram o seguinte sistema

Wo+4W, +4W, =1, 29, (6.24)

20°Wy +4a®Wo =1, NV e D, (6.25)

Wo +2W; +2(a” — 1)°Wy +4(a> = 1)°Wa =2, D e HD, (6.26)
da'Wy =1, A2, (6.27)

que possui solu¢ao quando os pesos Wy, Wy e W5 e o fator de escala a sao iguais a 4/9,

1/9, 1/36 e v/2, respectivamente.

6.5.1.2 Redes de Terceira Ordem

De maneira a se obter uma rede de terceira ordem ¢é natural adicionar a ela sub-

conjuntos de vetores de médulo 2a na direcao axial e 2v/2a na direcao diagonal para que
- . . 3 3 .

as equagoes relativas aos polinomios ) e %&g possam ser resolvidas. No entanto,

quando isso é realizado, nenhuma solucao com pesos reais positivos é encontrada.
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A inclusao de mais um sub-conjunto de vetores, de médulo 3a, a esta rede torna
o sistema indeterminado com um parametro livre. Este parametro pode ser utilizado
para zerar o peso relativo a velocidade 2a, procedimento que é equivalente a exclui-
la do conjunto de velocidades discretas, que volta a possuir 17 velocidades. A figura
abaixo ilustra esta rede, cujas velocidades e pesos podem ser encontrados na Tabela 17
do Apéndice B.2.1,

A
A
Y
\ 4

Y

Figura 7: D2V17

6.5.1.3 Redes de Quarta Ordem

Com o objetivo de se obter uma rede de quarta ordem, mais trés sub-conjuntos de
velocidades precisam ser incluidos no grupo correspondente a rede de terceira ordem, cada
um deles gerando uma incognita com a funcao de representar a norma dos polinomios
A e J“ﬁ(ﬁ%y e %(f;y, respectivamente, no espaco discreto. Devido a simplicidade de
tratamento do método e aplicagao das condi¢oes de contorno em redes compostas apenas
por velocidades nas direcoes principal e diagonal, e.g., a condi¢ao de bounce-back s6 pode

ser aplicada em redes deste tipo, é natural que se procure por elas nesta quadratura.

Infelizmente, neste caso, nao importa quantos sub-conjuntos de velocidades sejam
adicionadas a rede, ji’ﬁv(fgzy e %(Jlﬁy sempre serao idénticos ponto a ponto no espaco discreto
de velocidades. Desta forma, a condigao de ortogonalidade destes dois tensores nao pode
ser atendida ao menos que se adicione ao conjunto de vetores da rede sub-conjuntos de
velocidades que contenham vetores nao alinhados com as dire¢oes principais e diagonais da
malha. Neste trabalho, seguindo o artigo de Philippi e colaboradoresm, foram adicionados
os vetores de forma (£1,+2) e (+2,£1) ao conjunto de vetores dado. A rede obtida pela

solugao do sistema resultante estd ilustrada abaixo,
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~ //
— \\

/4

Y

Figura 8: D2V37

enquanto seus pesos e velocidades encontram-se na Tabela 19 do Apéndice B.2.1.

6.5.1.4 Redes de Quarta Ordem Incompletas

Na Secgao 3.1.2 foi discutido que, em alguns casos, a representacao do conjunto com-
pleto de momentos de quarta ordem no espago discreto, £,£36,&s, € desnecessaria, sendo
imprescindivel apenas representar a contragao destes momentos de forma £2¢,€5. Para que
estes momentos sejam recuperados ¢ suficiente que as somas S5, —1—%’;(;1?3?,, %i(fa)cy—i—%(;y)y
e %g(;?y + %%)y sejam linearmente independentes e ortogonais entre elas e entre elas e os
polinomios de Hermite de mais baixa ordem e sua norma seja corretamente recuperada

no espaco discreto de velocidades.

Neste caso, redes formadas por sub-conjuntos de velocidades restritas as direcoes
principal e diagonal sao suficientes para representar os momentos. Ao buscar conjuntos de
velocidades com esta forma, pode-se encontrar duas redes independentes de 25 velocidades,
chamadas de w; e w6[2], quando vetores de médulo méximo 4a e 3v/2a sdo considerados

nas diregoes principais e diagonais, respectivamente,

Figura 9: D2V25wl Figura 10: D2V25w6

Essas redes possuem trés vantagens principais em relagao as redes de quarta ordem
completas, Secao 6.5.1.3, a de serem mais simples de programar, adaptarem-se melhor as

condic¢oes de contorno e possuirem um nimero menor de velocidades.
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Quando a ordem dos momentos que devem ser recuperados em uma quadratura au-
menta e, com ela, o nimero e a variedade de sub-conjuntos de velocidades que precisam
ser adicionados a rede completa para que esta quadratura seja soluvel, é comum que dife-
rentes redes possam ser obtidas com aproximadamente o mesmo nimero de velocidades,

como neste caso.

Testes realizados com as duas redes acima apresentaram resultados numéricos bastante
similares, de modo que arbitrariarmente optou-se pela utilizacao da rede mais compacta,
i.e., com a menor razao entre o maior médulo de uma velocidade da rede e o menor,
neste caso em particular ou em qualquer outro caso em que redes com aproximadamente

o mesmo numero de velocidades pudessem ser obtidas, e.g., Se¢ao 6.5.2.3.

Note também que os pesos e o fator de escala obtidos nesta tese sao ligeiramente

4 Isto se deve ao

diferentes daqueles utilizados por Siebert®®! ¢ Philippi e colaboradores!
modo como os polinomios de Hermite foram definidos neste trabalho, Apéndice A, e a
forma como foram determinados os polinomios de quarta ordem que fazem parte desta

discretizacao.

6.5.1.5 Redes de Quinta Ordem

Escoamentos a alto nimero de Knudsen, Secoes 3.2 e 8.5, ou com multiplos tempos
de relaxacao, Secoes 2.2.1 e 2.2.3, demandam a representacao de momentos de alta ordem
no espago discreto. Seguindo procedimento semelhante ao adotado nas tltimas segoes, a

seguinte rede de quinta ordem foi obtida,

A
A
A
Y
Y
Y

Figura 11: D2V53

Suas velocidades e pesos estao detalhados no Apéndice B.2.1, Tabela 20. Quando
momentos de alta ordem, n, sao considerados na discretizacao do espago de velocidades, o
numero de velocidades discretas obtidas cresce rapidamente devido a inclusao de (n + 1)
equagoes independentes ao sistema da quadratura a cada momento adicionado e ao au-
mento da complexidade dos sub-conjuntos de velocidades que devem ser adicionados a

rede para tornar este sistema soluvel.
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6.5.1.6 Redes de Sexta Ordem

A menor rede encontrada neste trabalho para representar momentos de até sexta
ordem encontra-se abaixo. Os pesos e velocidades desta rede estao detalhados no Apéndice
B.2.1, Tabela 21.

Figura 12: D2V81

Foi observado, neste caso, que o sistema de equacoes para a recuperagao dos momen-
tos de sexta ordem é soltivel somente quando velocidades fora das diregoes principais,

diagonais e da forma (na,a), onde n é um nimero inteiro, sao incluidas na rede.

Quando a ordem dos momentos que devem ser representados no espaco discreto au-
menta muito, os sistemas resultantes do procedimento de quadratura sao cada vez mais
dificies de resolver devido a presenca de um grande nimero de varidaveis e de nao li-
nearidades. As solucgoes encontradas sao frequentemente invalidas por incluirem pesos

imaginarios ou negativos.

Neste trabalho adotou-se a metodologia de se encontrar redes com um grande nimero
de sub-conjuntos de velocidades, com pesos que pudessem ser anulados ou ajustados a
posteriori. As diversas combinacgoes de sub-conjuntos que possuem a mesma acuracia
fazem com que seja dificil afirmar que uma rede qualquer encontrada assim seja a que
tem o menor numero de velocidades em determinada ordem. Todavia, apds a procura
exaustiva por solucoes realizada, pode-se afirmar que este nimero de velocidades, 81, esta

bem préximo do minimo nesta ordem.

Do ponto de vista pratico, a adocao de redes com este nimero de velocidades em
simulagoes cotidianas é limitada pelos seus grandes gastos de memoria RAM e proces-
samento, dificuldades de programagao, problemas na definicao e aplicacao das condigoes
de contorno e erros ntumericos devido a multiplicacao e soma de quantidades numéricas
muito dispares, como as poténcias das componentes das velocidades moleculares e os pesos

encontrados.
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6.5.2 Redes Nao Space-Filling

As restrigoes a obtencao de redes nao space-filling dependem basicamente da discre-
tizagao do espaco fisico e temporal realizada. Se forem adotados algoritmos cujas discre-
tizacgoes espaco-temporal e de velocidades sao totalmente desacopladas, redes compostas
por velocidades discretas com direcoes e modulos arbitrarios podem ser utilizadas desde
que, obviamente, estas velocidades sejam suficientes para representar os momentos de f©

até a ordem desejada, Secao 3.1.2.

Todavia, existem discretizagoes espaco-temporais que exigem que as velocidades dis-
cretas estejam alinhadas a vetores que partem de um né da malha e chegam aos nos
vizinhos, limitando as escolhas das direcoes destas velocidades, mas permitindo ainda que
haja liberdade de escolha do médulo de cada sub-conjunto de velocidades, Segao 5.5. Re-
des adequadas a cada um destes dois tipos de algoritmos serao apresentadas nas proximas

secoes.

Quando redes nao space-filling sao utilizadas é importante manter a razao entre o
maior e o menor modulo de uma velocidade da rede a menor possivel. Isto acontece porque
o numero de Courant por direcao depende, em alguns métodos, do médulo da velocidade
molecular em questao, Equagao 5.29. Os algoritmos utilizados neste trabalho, quando
o ntmero de Courant é pequeno, tendem a apresentar grande difusividade numérical®",
enquanto a Courant muito alto eles tendem a ser instaveis. Redes compactas garantem que
estes algoritmos, quando aplicados as menores velocidades da rede, apresentem pequena

difusividade numérica, enquanto mantém a estabilidade nas maiores velocidades.

Ademais, redes compactas comumente possuem pesos maiores, minimizando os pro-
blemas com erros de arredondamento na determinagao da distribuicao de equilibrio a alta
ordem, e uma maior facilidade de manipulacao das condi¢oes de contorno. Deste modo
serao apresentadas nas préximas segoes, sempre que possivel, alternativas as menores re-
des encontradas, com uma razao entre o maior e o menor modulo dos vetores da rede

menor.

6.5.2.1 Redes de Segunda Ordem

Para que momentos de ¢ até segunda ordem sejam representados no espaco discreto,
é necessario que a rede tenha pelo menos 7 velocidades (um sub-conjunto hexagonal e uma

distribuicao de velocidade zero), formando o seguinte conjunto de vetores space-filling,
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Figura 13: D2Q7

Esta rede é uma solugao do problema da quadratura até segunda ordem quando os

pesos Wy e Wy e o fator de escala a sdo iguais a 1/2, 1/12 e 2, respectivamente. Mesmo

sendo space-filling, esta rede foi incluida nesta secao por ser a menor solugao possivel para

o sistema de quadratura em segunda ordem, para redes space-filling ou nao. No passado

ela foi bastante utilizada nos modelos de lattice gas, mas com o tempo foi sendo esquecida

devido ao desconforto de se utilizar um algoritmo escrito para uma rede hexagonal quando

havia a possibilidade de escrevé-lo para uma rede quadradra, a D2Q9.

6.5.2.2 Redes de Terceira Ordem

Se for considerada a seguinte rede na tentativa de representar polinomios de Hermite

de terceira ordem,

Figura 14: D2V33n

serao obtidas as seguintes equagoes,

Wo + 320, =1,

16a*W; =1,

Wo + 4(3a* — 8a* + 8)W, = 2,
4a' Wy =1,

a*(5a* — 36a” + 72)W; = 3,
a*(a* — 4a* + )W, =1,

720
%(1) e %ﬂy(l),
HD e ALY,
),
K5 e Ay
B o B
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Estas equagoes tém solugao até segunda ordem quando Wy, Wi e a s@o iguais a 1/2,
1/64 e 2, respectivamente. Entretanto, nao importa quantas dire¢oes sejam adicionadas
a este sub-conjunto, nao existe solugao para o sistema acima ao menos que se incorporem

sub-conjuntos de velocidades a esta rede com modulo diferente de zero e a.

Uma rede composta por dois sub-conjuntos quadrados defasados de 45°; anédloga a rede
D2Q9, Figura 6, possui uma variavel livre que pode ser ajustada para recuperar parte
dos polinomios de terceira ordem. Todavia, como sao duas as equacoes independentes
adicionadas a este sistema neste caso, correspondentes aos polinomios de Hermite %@ e
%@3, ele permanece insoltivel. A inclusao de mais um sub-conjunto de quatro velocidades
alinhado a dire¢ao principal ou a diagonal faz com que ele se torne solivel, restando ainda
no sistema um parametro livre que pode ser utilizado para zerar o peso correspondente a

velocidade nula.

As redes obtidas, mostradas nas figuras abaixo, diferem entre si por uma rotacao de
45°,

A
\ 4
A
\ 4

A\

Figura 15: D2V12, Figura 16: D2V12,

Seus pesos e vetores estao detalhados no Apéndice B.2.2, Tabela 22.

6.5.2.3 Redes de Quarta Ordem

A menor rede de quarta ordem encontrada através da quadratura de abscissas pres-
critas foi a D2V19n, Apéndice B.2.2, Tabela 24, formada pela composicao de trés redes
hexagonais e uma velocidade nula. Esta rede, entretanto, possui geometria complicada de
trabalhar quando uma malha cartesiana é utilizada, limitando sua aplicacao a algoritmos
cujas discretizacgoes espaco-temporal e de velocidades sao realizadas de maneira total-
mente desacoplada. A razao entre o médulo da maior e da menor velocidade, ~ 2,154,

todavia, é bastante favoravel.
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A
Y

Figura 17: D2V19n

A menor rede encontrada neste trabalho que possui simetria em relacao a troca de
eixos foi a D2V20, Apéndice B.2.2, Tabela 25. Esta rede, cuja maior razao entre seus
modulos de velocidade é ~ 4,081, possui um sub-conjunto de velocidades, o maior deles,
com relagao entre as componentes x e y irracional, limitando sua aplicacao a algoritmos
cujas discretizagoes espaco-temporal e de velocidades sao realizadas de forma totalmente

desacoplada.

A inclusao de uma distribuicao de moléculas com velocidade nula a esta rede torna a
escolha da sua geometria mais flexivel. Neste trabalho, ao ser adicionada esta velocidade
a rede, formou-se a D2V21, Apéndice B.2.2, Tabela 26, cuja razao entre o maior e o menor
modulo de seu conjunto de velocidades é 2,998 e cujos vetores estao alinhados aos vetores

que ligam os nés da rede aos seus vizinhos mais préximos, conforme a figura abaixo.

Ly 4
« "\ _» \1/
~ L ~ L
1 ~ L ~
T XN T [¥\
v \
Figura 18: D2V20n Figura 19: D2V2In

6.5.2.4 Redes de Quarta Ordem Incompletas

Limitando as velocidades moleculares discretas as direcoes principais e diagonais de
uma malha cartesiana por conveniéncia, foi encontrada a seguinte rede nao space-filling

de quarta ordem incompleta,
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A
Y

Figura 20: D2V17n

No processo de obtencao desta rede um parametro permanece livre para ser ajustado.
Infelizmente este parametro nao pode ser utilizado para anular qualquer peso corres-
pondente a um sub-conjunto da rede pois isto faz com que os outros pesos se tornem
imaginarios ou negativos. Desta forma, optou-se por ajustar este parametro de modo a
fazer com que a rede fosse a mais compacta possivel, com os pesos e velocidades listados
na Tabela 23, Apéndice B.2.2.

6.5.2.5 Redes de Quinta Ordem

Seguindo procedimento semelhante ao adotado nas tltimas secoes, a seguinte rede de

quinta ordem foi obtidal*™,

Y

Figura 21: D2V28n

Esta rede foi desenvolvida para tornar possivel a aplicagao de algoritmos cuja discre-
tizagao espacial pressupoe a utilizagdo do valor de f(&;) em nds na diregao das velocidades,
como pode ser observado na figura acima e na definicao dos pesos, Apéndice B.2.2, Tabela
27. Possivelmente redes um pouco menores poderiam ser obtidas se esta condigao fosse

relaxada.

Observe que a diferenga do nimero de velocidades entre as redes nao space-filling e
as redes space-filling se torna bastante importante a medida que a ordem dos momentos

recuperados aumenta, e.g., em terceira, quarta e quinta ordens, 17, 37 e 53 velocidades
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sao necessarias a quadratura de redes space-filling e 12, 19 e 28 velocidades a de redes

nao space-filling, respectivamente.

6.5.2.6 Outras Redes

Diversas outras redes nao space-filling podem ser obtidas se sub-conjuntos formados
por vetores ligando o centro de poligonos regulares aos seus vértices forem utilizados.
Neste trabalho diversas redes formadas por poligonos semelhantes foram construidas com

o intuito de estudar os requerimentos geométricos do problema de quadratura aqui posto.

Na Secao 6.5.1.1 foi considerada a composicao espacial de diversas redes quadradas
em uma mesma dire¢ao, Figura 5, e foi observado que, qualquer que seja o nimero de
sub-conjuntos de velocidades adicionados a uma rede, o conjunto de vetores resultante
jamais serd capaz de representar todos os momentos de segunda ordem de f°?. Pode ser
demonstrado, contudo, que apenas uma rede quadrada e uma distribuicao de moléculas

parada ja sao suficientes para representar os momentos de primeira ordem.

A rede D2Q7, Figura 13, formada por apenas um hexagono e uma distribuicao de
moléculas com velocidade nula é suficiente para representar momentos de segunda ordem
de f°4, mas qualquer quantidade de redes hexagonais adicionadas a ela em uma dire¢ao
alinhada a principal, de forma andloga a rede mostrada na Figura 5, resulta em um
sistema sem solugao em terceira ordem. Ao se aumentar o nimero de direcoes de cada sub-
conjunto, todavia, pode-se deduzir uma rede formada por dois octégonos que é suficiente

para representar os momentos de terceira ordem.

Na tabela abaixo é mostrado o nimero minimo de poligonos (redes) de até doze lados
que devem ser sobrepostos para que o sistema da quadratura seja solivel até determinada

ordem.

Tabela 13: Redes nao space-filling, formadas por poligonos regulares, sufici-

entes para a quadratura dos momentos listados em 2D.

quadrados  hexagonos octogonos decidgonos  dodecagonos
Ea 1 rede 1 rede 1 rede 1 rede 1 rede
£ap sem solucao 1 rede 1 rede 1 rede 1 rede
£aépEy sem solucao sem solucao 2 redes 2 redes 2 redes
£a&584Es sem solucao sem solucao sem solucao 2 redes 2 redes
§a€pE1E56e sem solugao sem solucao sem solugao sem solucao 3 redes

§abp8yEs8ec

sem solugao

sem solugao

sem solugao

sem solugao

sem solugao
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A impossibilidade de solucao nos casos mostrados segue do limite de isotropia dos
tensores formados pela multiplicacao dos vetores das redes mostradas. De modo a recu-
perar momentos de ordem n por uma certa discretizagao, redes que possuem isotropia
de ordem minima 2n sao necessarias. Foi observado neste trabalho que sub-conjuntos
formados pelos vértices de poligonos regulares de 2n lados possuem isotropia de ordem

2n — 1, nao sendo portanto suficientes para representar momentos de ordem n.

Composigoes de sub-conjuntos deslocados entre si por um angulo de 180°/lados graus,
e.g., sub-conjuntos quadrados deslocados entre si de 45° nas Figs. 6, 7, 9 e 20, entre outras,
se comportam, em relagao a isotropia, como redes formadas por poligonos regulares com
duas vezes mais lados que os sub-conjuntos que as formam, fazendo com que a solugao do
problema de quadratura seja possivel com um ntmero menor de diregoes, e.g., fazendo
com que a rede D2V19n seja uma solugao possivel para a quadratura de quarta ordem,
Figura 17, mesmo que com qualquer composicao de redes hexagonais nao seja possivel

recuperar momentos nem de terceira ordem.

Outras redes adequadas a quadratura de momentos de diferentes ordens foram obti-
das por diversos autores®®. Nao existe noticia de sua aplicacdo aos métodos de lattice

Boltzmann.

6.6 Quadratura Tridimensional

A adicao de mais uma dimensao ao sistema da quadratura provoca uma nova ava-
lanche de possibilidades de escolha dos conjuntos de velocidades que formarao o espaco
discreto. Todavia, esta grande variedade deve ser limitada de alguma forma para que
somente solugoes de valor pratico significativo sejam obtidas. Decidiu-se, com este obje-
tivo, limitar a busca de solucoes para o problema da quadratura tridimensional apenas

aos sub-conjuntos de velocidades mostrados nesta secao.

Na figura abaixo estao relacionados um sub-conjunto de velocidades tridimensionais
correspondente aos vetores alinhados com as direcoes principais de um conjunto de coor-
denadas cartesianas, D3V6, e um sub-conjunto correspondente as diagonais de um cubo

com centro na origem deste mesmo sistema de coordenadas, D3V8,
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A
\4

T~

Figura 22: D3V6 Figura 23: D3V8

Na figura abaixo estao relacionados um sub-conjunto de velocidades tridimensionais
correspondente aos vetores paralelos as diagonais das faces do cubo acima mencionado,
D3V12, com centro na origem, e outro sub-conjunto de velocidades de forma (42a, £a, 0),
D3V24,

/ A7
/ - %”

Figura 24: D3V12 Figura 25: D3V24

6.6.1 Redes Space-Filling

6.6.1.1 Redes de Segunda Ordem

A combinacao do sub-conjunto D3V6 com os sub-conjuntos D3V8 e D3V12 d4 origem
as redes D3Q15 e D3Q19, Tabelas 28 e 29 do Apéndice B.3.1, respectivamente. Estas redes
sao amplamente utilizadas na simulacao de escoamentos isotérmicos através dos métodos
de lattice Boltzmann. Observe que a projecao de ambas estas redes em duas dimensoes

em planos normais as dire¢oes principais desta rede tem como resultado a D2Q9.

6.6.1.2 Redes de Terceira Ordem

Em trés dimensoes o niimero de equacoes aumenta mais rapidamente do que em duas.
No caso de redes de terceira ordem o polinomio de Hermite L%’;(y?’z) precisa também ter
sua norma preservada, o que adiciona uma equagao a mais ao sistema da quadratura
em terceira ordem (em relacdo ao caso bidimensional). A menor rede obtida através
da solucao deste sistema possui trés sub-conjuntos D3V6, um D3V8, um D3V12 e uma
velocidade nula, tem 39 velocidades e projecao em duas dimensoes com 21 velocidades,
Tabela 30 do Apéndice B.3.1.
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A rede D2V17, menor rede space-filling de terceira ordem em duas dimensoes, Secao
6.5.1.2, é uma projecao de uma rede tridimensional de 41 velocidades formada por duas
redes D3V6, duas redes D3V8 e uma rede D3V12, Tabela 31 do Apéndice B.3.1.

6.6.1.3 Redes de Quarta Ordem

Os pares de polinémios ,%’?E%%y e %(;y)y, . e ALY, e %(;22 e %(ZA;)Z sao ideénticos
pontos a ponto quando redes formadas apenas pela combinacao dos sub-conjuntos D3V6,
D3V8 e D3V12 sao construidas, de forma analoga ao que acontecia em duas dimensoes,
Secao 6.5.1.3. Para que uma rede de quarta ordem completa possa ser obtida, é necessario
que seja incluido no sistema da quadratura um sub-conjunto de velocidades que possua
vetores nao alinhados com as direcoes principais, com as diagonais de um cubo e de suas

faces, e.g., Figura 25.

Neste trabalho foi obtida uma rede de 107 velocidades em quarta ordem, Tabela 33
do Apéndice B.3.1, composta por uma velocidade nula, trés sub-conjuntos D3V6, dois
D3V8, dois D3V12 e dois D3V24. A grande quantidade de combinacoes possiveis entre
os diversos sub-conjuntos que compoem uma rede nesta ordem impede que se estabeleca
com precisao o nimero minimo de velocidades que esta rede pode possuir. Espera-se,
todavia, que se uma rede menor que esta for encontrada, sua diferenca em relacao a rede

de 107 velocidades sera pequena.

Devido ao grande nimero e a variedade de vetores que compoe redes desta ordem,
sao previstas grandes dificuldades na definicao e aplicagao de condigoes de contorno que
assegurem a continuidade de temperatura e velocidade nas fronteiras sélidas do dominio

de simulagao.

6.6.1.4 Redes de Quarta Ordem Incompletas

De forma analoga ao realizado na Secao 6.5.1.4, foram somadas duas a duas todas as
combinagoes de conjuntos de polinémios de Hermite de forma e%’jl(;? e %’jf;? para formar
a base de polinomios discretos que poderia solucionar esta quadratura.

Equacgoes que garantiam a norma e ortogonalidade da soma de cada um destes con-
juntos foram incluidas no sistema da quadratura. Diversas combinagoes de redes foram
procuradas de modo a minimizar o conjunto de velocidades desta ordem, capaz de simular

o conjunto completo das equagoes de balanco até a primeira ordem de Knudsen, i.e., as

equacoes de Navier-Stokes-Fourier.

A menor rede encontrada através deste procedimento possui 59 velocidades e é com-
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posta por trés sub-conjuntos D3V6, dois D3V8, dois D3V12 e uma particula parada,
Tabela 32 do Apéndice B.3.1, ou seja, nao possui velocidades desalinhadas as direcoes
principais, diagonais do cubo e das faces, conforme desejado, de forma analoga ao caso

bidimensional, Secao 6.5.1.4.

6.6.2 Redes Nao Space-Filling

De forma geral, sub-conjuntos de velocidades inspirados em composicoes de tetraedros,
dodecaedros ou icosaedros poderiam ser procurados com o objetivo de minimizar o niimero
de velocidades das redes obtidas. Decidiu-se, todavia, limitar a procura aos sub-conjuntos
de redes mostrados na secao anterior de forma a facilitar a implementagao numérica dos
conjuntos encontrados. Redes formadas pela composicoes de tetraedros, dodecaedros ou

icosaedros podem ser encontradas em Cools!®? e suas referéncias.

6.6.2.1 Redes de Segunda Ordem

Como exemplo de uma rede de segunda ordem nao-space-filling formada por um ico-
saedro, tem-se a rede D3V1317. Esta rede nao é simples de representar e programar,
possuindo pequeno ganho em relagao ao nimero de velocidades quando comparada com

as redes D3Q15 e D3Q19, Secao 6.5.1.6, de muito maior valor pratico.

6.6.2.2 Redes de Terceira Ordem

Observou-se, ao resolver o sistema da quadratura de terceira ordem tridimensional,
que necessariamente ele precisa conter trés subconjuntos distintos de velocidades. O
menor destes conjuntos, formado por um sub-conjunto D3V6, um D3V8, um D3V12
e uma distribuicao de moléculas parada, forma a rede minima D3V27n, Tabela 34 do
Apéndice B.3.2.

6.6.2.3 Redes de Quarta Ordem

Uma rede de 52 velocidades*” pode ser obtida pela resolucdo da quadratura nesta
ordem. Todavia, como esta rede possui uma razao entre o maior e o menor modulo das
velocidadas de seu conjunto de ~ 7,538, sua aplicagao a certos algoritmos ¢é limitada,
Secao 6.5.2. Quando uma velocidade nula é adicionada a este conjunto de forma a criar
um parametro livre (o peso relacionado a esta velocidade) para ajustar esta razao, pode-
se obter uma rede de 53 velocidades cuja razao entre o maior e o menor médulo das

velocidades de seu conjunto é ~ 3,317, Tabela 36 do Apéndice B.3.2.
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6.6.2.4 Redes de Quarta Ordem Incompletas

A menor rede encontrada neste trabalho que pode simular problemas nao isotérmicos
em trés dimensoes possui 33 velocidades, Tabela 35 do Apéndice B.3.2, sendo formada
por dois sub-conjuntos de 6 velocidades, um de 8 e um de 12, além de uma velocidade

nula.

O pequeno numero de velocidades desta rede é um grande atrativo para sua aplicacao.
Note que a menor rede space-filling de quarta ordem incompleta aqui mostrada tem quase
o dobro de velocidades, 59, Secao 6.6.1.4, e uma rede tridimensional de mesma ordem

encontrada por Watari e Tsutaharal®® ¢ composta por 77 velocidades.

6.7 Efeitos do Truncamento da Funcao Distribuicao
de Equilibrio

Neste trabalho, até a presente se¢ao, considerou-se que a partir do momento em que se
definia o nivel de detalhamento da descricao de um fluido em um sistema, se estabelecia
uma condicao minima de representacao dos momentos da distribuicao de equilibrio no
espaco discreto que nao poderia ser violada, Secao 3.1.2. Nesta secao sera considerado o
caso em que esta condi¢ao minima nao é obedecida e erros sao incorporados as equagoes
de balanco. O objetivo deste estudo é entender a natureza dos erros adicionados e sua

importancia.

Para fazer a anédlise dos erros supracitados, deve ser realizada a analise de Chapman-
Enskog em cada rede individualmente. Os momentos de ordem alta que sao necessérios a
analise, mesmo que espurios, sao computados, através de um quadratura, diretamente da
distribuicao de equilibrio discreta truncada até uma ordem mais baixa. As equacgoes obti-
das desta maneira devem ter os erros relacionados a discretizacao do espaco de velocidades

incorporados.

Nas trés préoximas secoes trés redes diferentes serao analisadas em relagao a seus erros
de alta ordem quando fenomenos puramente difusivos, D1Q3, fenomenos isotérmicos,
D2Q9, e fenomenos nao-isotérmicos, D2V17, sao simulados com um esquema de colisao e
propagacao. No Capitulo 8 estas mesmas redes serao analisadas do ponto de vista pratico,
através de simulagoes, de modo que fiquem mais claros os erros numéricos cometidos

quando elas sao utilizadas.
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6.7.1 D1Q3

Em um dominio unidimensional, quando apenas trés velocidades sao utilizadas para
representar o espaco de velocidades em um fenomeno puramente difusivo, obtém-se as
mesmas equagoes de quando o espago de velocidades nao foi discretizado, Tabela 7, até
quarta ordem de Knudsen. Isso acontece porque o problema é muito limitado e termos
nao lineares nao sao observados. Em ordens mais altas a forma das equacoes com e sem

erros é muito semelhante, mas os coeficientes de transporte sao bastante diferentes,

5t 5t ot?
op=rt (1 — Z) RTV?p 4+ 72 (1 _ 3ot + —) RT*V? (V2p)

2r 2712

95 ( 56t Totr ot* TSttt

1 =4 7

27 3712 73 + 2474 24075

) RT*V?(V?*(V?p)). (6.34)

Note que o coeficiente de transporte de quinta ordem é negativo devido a contabilizacao
do erro na analise, o que pode causar instabilidade se este termo se tornar importante,
i.e., se o numero de Knudsen do escoamento for muito alto. Foram também observados
termos desta natureza quando outras redes, em escoamentos mais complexos fisicamente,

foram utilizadas.

6.7.2 D2Q9

A rede D2Q9 e suas equivalentes em trés dimensoes, a D3Q15 e a D3Q19, todas de
segunda ordem, sao as redes mais utilizadas com o LBM para a simulagao de escoamen-
tos isotérmicos até a primeira ordem de Knudsen, fenomeno que exige a preservacao de

momentos de f°? de até terceira ordem no espaco discreto.

Neste cenario a equacgao de balanco de massa, conforme foi demostrado no Capitulo 3,
nao deve conter nenhum termo esptrio, ja que sua derivagao exige, até a primeira ordem,

apenas a preservacao dos momentos de ordem zero, um e dois de f€9.

A equacao de balanco de quantidade de movimento, entretanto, deve apresentar al-
guma discrepancia. Se a analise de Chapman-Enskog for realizada considerando os mo-
mentos obtidos diretamente da rede D2Q9 com distribuicao de equilibrio truncada até

segunda ordem, pode-se obter

8t (pua) + Gg(puau5 + pRT(Sag) =

<T = %) (05(pRT (Oaug + Ostia)) — 050y (pUiatiguy)) - (6.35)

Comparando este resultado com a Tabela 8 da Secao 5.1.3, pode-se observar a presenca, na

equacao acima, do termo espurio dg0, (pusugu,), cuja magnitude é importante somente
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quando a velocidade do escoamento é grande. Como este método é frequentemente utili-
zado para a simulagao de escoamentos incompressiveis, o que ja pressupoe a utilizacao de
baixas velocidades, Secao 3.1.3, este erro pode ser considerado aceitavel. As redes D3Q15

e D3Q19 apresentam termos espurios semelhantes.

Se for adotada uma distribuicao de equilibrio cuja temperatura nao é constante, na
tentativa de simular um escoamento nao-isotérmico, verificar-se-4 uma discrepancia entre
a equacao da energia do LBM, Equacao 3.47, e a equagao de energia escrita para a a rede
D2Q9 mesmo em ordem zeropg], de forma que uma rede como esta dificilmente podera

ser considerada confidvel para a simulacao de um fenomeno nao-isotérmico.

6.7.3 D2V17

De forma a recuperar o conjunto completo de equacoes de balanco de massa, quanti-
dade de movimento e energia até a primeira ordem do ntimero de Knudsen é necessario
que momentos de quarta ordem sejam corretamente representados, Secao 3.1.2. Se uma
rede de terceira ordem é utilizada, momentos de quarta ordem serao incorretamente avali-
ados, causando erros na equagao de balango de energia que serdo proporcionais a 63, fyu?,

4 (28]

ug e suas derivadas, Equacao 6.3. Siebert“™ obteve a forma exata desta equagao em sua

tese.

A aplicabilidade desta rede a problemas nao-isotérmicos nao é clara pela andlise sim-
ples da equacao obtida. E necessdrio analisar o problema sendo resolvido de forma a
garantir que os termos espurios que fazem parte da equagao de balanco de energia do
método sejam realmente despreziveis. Na Secao 8.1 esta rede sera testada em problemas
simples para comparacao dos coeficientes de transporte aparente e teérico do método. A

andlise de seus limites de estabilidade numérica foi realizada por Siebert®.

Devido a dificuldade em analisar os erros exatos que foram cometidos em modelos mais
complexos e a falta de generalidade que é comum destas andlises, o TRT nao foi analisado
através da expansao de Chapman-Enskog. Da mesma forma que o caso analisado nesta
se¢ao, o TRT foi simulado com redes de diferentes ordens com o objetivo de verificar os

coeficientes de transporte tedricos do método.

No proximo capitulo serao apresentadas as principais condi¢oes de contorno utilizadas

no método de Boltzmann para redes e suas limitacoes.
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7 Condicoes Inictais e de
Contorno

As condigoes de contorno nos métodos de lattice Boltzmann dependem principalmente

do objetivo do método, i.e., que tipo de fenomeno fisico quer-se representar.

Frequentemente o objetivo do usuario do método é encontrar uma solucao para as
equagoes de Navier-Stokes-Fourier em um dado problema. Neste caso as condigoes de
contorno devem garantir a continuidade de velocidade e temperatura nas imediagoes das
fronteiras solidas do sistema, ou seja, nenhum tipo de efeito de escorregamento nas proxi-
midades das fronteiras sélidas é esperado. Em alguns casos a solugao encontrada através
dos métodos de lattice Boltzmann pode assim ser validada através de sua comparagao com
solugoes numeéricas encontradas por outros algoritmos que estejam resolvendo diretamente

as equacoes de Navier-Stokes-Fourier.

Neste cenario um dado problema tem geralmente condi¢oes de contorno relacionadas a
pressao, temperatura, velocidade e/ou suas derivadas. Como todas estas quantidades sdo
relacionadas a quadratura da funcao distribuicao na fronteira, é esperado que o problema
seja indeterminado por conta do infinito niimero de maneiras de arranjar as distribuigoes

na fronteira com a mesma resposta em escala macroscépica.

Entretanto, se em determinado fenomeno a interacao entre o fluido e as fronteiras
solidas é importante, as condigoes de contorno devem ser projetadas para modelar direta-
mente esta interacao, de forma que cada particula que chega a fronteira siga um caminho
deterministico ao se afastar dela. Neste caso, quando o nimero de Knudsen do escoa-
mento ¢ alto, efeitos fisicos diversos podem ser observados nas imedigoes da parede[S’ 6, 9]
fazendo com que a solucao encontrada através da aplicacao do LBM possa ser validada

apenas através de sua comparagao direta com experimentos.

Todavia, quando o nimero de Knudsen tende a zero normalmente a condigao de conti-
nuidade ou nao-escorregamento de velocidade e temperatura nas imediagoes das fronteiras
sélidas é observada experimentalmente. Da mesma maneira, quando um modelo qualquer

de interacao entre as moléculas do fluido e das paredes ¢é aplicado ao LBM, espera-se que
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a Knudsen baixo nao haja escorregamento. Desta forma muitas vezes é admitida uma
condicao de contorno nas fronteiras sélidas baseada na interagao das moléculas do fluido e
da parede mesmo quando o objetivo do método é solucionar um problema a baixo niimero

de Knudsen, evitando assim a sua indeterminacao.

Neste capitulo os modelos mais comuns de interagao das moléculas de um fluido com as
fronteiras sélidas de um dominio, muitos deles com raizes na Teoria Cinética dos Gases,
serao mostrados. Um breve resumo de como estes modelos sao aplicados aos métodos

numeéricos mostrados nesta tese sera realizado em sequeéncia.

No LBM, como a variavel sendo resolvida é a distribuicao de moléculas, pode-se ter um
problema indeterminado ao serem utilizados somente os campos de densidade, velocidade
e temperatura para a determinacao da condicao inicial do sistema, de maneira analoga
ao que ocorre com as condigoes de contorno. Quando o nimero de Knudsen é baixo
comumente considera-se a distribuicao de equilibrio ponto a ponto uma boa estimativa
da condicao inicial e a indeterminacao supracitada é eliminada. Quando o niumero de
Knudsen ¢ alto, todavia, a evolucao do sistema no tempo pode ser bastante sensivel as
diferentes formas da distribuicao de moléculas tomadas como condicao inicial, Segao 8.1.2.
Na Secao 7.3 uma alternativa a utilizacao da distribuicao de equilibrio como condicao

inicial do sistema sera apresentada.

7.1 Modelos de Interacao das Moléculas de um Fluido
com as Fronteiras Sélidas de um Sistema

7.1.1 Reflexao Especular

Nesta condicao de contorno as moléculas que atingem uma parede em determinado
ponto retornam ao fluido com uma velocidade molecular igual a velocidade normal a

parede na direcao dela e uma velocidade tangencial nao alterada,

Figura 26: Distribuigoes de moléculas refletidas especularmente.

Pode ser observado que a auséncia de interacao entre estas moléculas e a parede na
diregao tangencial a ela faz com que haja escorregamento puro destas junto a parede.

Esta condicao pode ser utilizada em fenomenos que mantém uma simetria especular,
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diminuindo o tamanho da malha necessaria para resolver este tipo de problema, ou em
associacao com a condicao de bounce-back para criar condicoes de velocidade nao-nula
nas fronteiras solidas. Como cada distribui¢cao de moléculas mantém o mddulo de sua
velocidade depois de interagir com a parede, o fluxo de calor, Equagao 2.59, resultante da

aplicacao desta condicao é sempre nulo.

7.1.2 Condicao de Bounce-Back

Nesta condicao de contorno as moléculas que atingem uma parede sélida em determi-

nado ponto retornam ao fluido com o mesmo moédulo de velocidade com que a atingem,

mas na direcao contrarial®,

Figura 27: Condicao de contorno de Bounce-Back.

Neste caso as particulas sao refletidas de modo que a velocidade macroscopica regis-
trada na parede é zero quando o numero de Knudsen é baixo, Secao 8.5. Esta é a condicao
de contorno mais simples de ser implementada em uma rede regular formada por vetores
limitados as direcoes principais e diagonais da malha, sendo amplamente utilizada em
uma variedade de problemas fluidodinamicos, especialmente em simulagoes de fenomenos

isotérmicos.

O fluxo de calor, Equacao 2.59, resultante de sua aplicacao é nulo devido a conservagao
do modulo de sua velocidade antes e depois da interagao com a parede, limitando bastante

a aplicacao desta condicao quando fenomenos nao-isotérmicos sao considerados.

7.1.3 Condicao de Equilibrio ou Difusa

Nesta condicao de contorno as particulas que atingem uma parede qualquer retornam
ao fluido com uma distribui¢ao de moléculas correspondente a distribuicao de equilibrio
com a temperatura e velocidade da parede, i.e., admite-se que as moléculas do fluido que

interagem com a parede entram em equilibrio com ela,
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Figura 28: Condicao de contorno de equilibrio ou difusa.

Diversas formulacoes para esta condicao de contorno foram adotadas por diferentes

autoresm’ 63]

. Sua aplicacao ao LBM ¢é 1til na imposi¢ao de uma condicao de contorno de
temperatura e velocidades constantes nas fronteiras sélidas em fenomenos nao isotérmicos
ou de imposicao de velocidade em escoamentos isotérmicos. Apenas no limite de baixo
nimero de Knudsen essa condicao de contorno nao apresenta escorregamento em relagao

a velocidade e a temperatura.

7.1.4 Reconstrucao da Funcgao Distribuicao nas Fronteiras

Generalizando a condicao de equilibrio apresentada na se¢ao anterior, pode-se escrever
uma funcao distribui¢ao f em um método de lattice Boltzmann como uma soma de duas
distribuicoes, uma f¢ dependente dos momentos de baixa ordem de f, i.e., densidade,
velocidade e temperatura, e uma f"“? dependente dos momentos de alta ordem de f, i.e.,

tensao viscosa, fluxo de calor, ...,

N

o S S = 3D (00, T) Ha) +

n=0 n=2

|~

O (g ) Ha). (T1)

S

Neste caso a temperatura e a velocidade do fluido na fronteira sélida sao impostos
frequentemente pela condigao de contorno. Os momentos de alta ordem sao determinados
através da extrapolagao dos dados dos sitios mais proximos a fronteira e a densidade é
determinada pela resolucao da equacao de balango de massa ou quantidade de movimento

ou também por extrapolagao.

Eventualmente pode-se impor como condicao de contorno na fronteira sélida o fluxo de
calor ou a tensao viscosa, extrapolando-se a partir da regiao de fluido préxima a fronteira

o valor da temperatura ou da velocidade macroscopica quando necessario.

7.2 Aplicacao de Condicoes de Contorno aos LBMs

As condigoes de contorno nos métodos de lattice Boltzmann sao fundamentais para a

resolucao da maioria dos problemas de interesse em engenharia.
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Diversas formulagoes baseadas nos modelos fisicos/matematicos acima foram propos-
tas para impor esta velocidade quando fenomenos isotérmicos sao representados, umas
com o objetivo de evitar o escorregamento nas imediagoes da parede de modo a simular o
escoamento a baixo nimero de Knudsen e outras com o objetivo de representar com mais
acuracia a interacao entre as paredes sélidas e o fluido, de maneira a representar melhor

0 escoamento a alto nimero de Knudsen!?" %,

No esquema de colisao e propagacao em um problema isotérmico, por exemplo, impoe-
se velocidade macroscépica do fluido na fronteira sélida como nula quando se acompanha
uma distribui¢ao de moléculas durante sua etapa de propagagao e inverte-se sua velocidade
todas as vezes que esta distribuicao interage com as fronteiras sélidas de um certo dominio,

i.e., aplica-se a condicao de bounce-back intuitivamente.

64 propuseram um modelo em

Para impor uma velocidade nao-nula a parede, Zou e He
que a distribuicao de nao-equilibrio era refletida obedecendo a condicao de bounce-back,
mas a distribuicao de equilibrio era determinada de acordo com a velocidade macroscopica

que se queria impor.

Estas condicoes, de aplicacao trivial quando o esquema de colisao e propagacao é
utilizado, fizeram muito sucesso entre projetistas cujo objetivo era simular a equagao de
Navier-Stokes em geometrias complexas, e.g., a industria automobilistica e areas ligadas

a simulacao de escoamentos em meios porosos[l“r” 19, 64]

Em problemas nao isotérmicos foram testadas inicialmente condicoes similares as dos
problemas isotérmicos. O resultado, entretanto, foi menos animador, ja que, em geral,
elas foram formuladas em bases empiricas, considerando frequentemente o LBM como
um método lagrangiano, de forma que estas condigoes sao frequentemente restritas a
rede utilizada pelo método ou, o que é mais grave nas aplicacoes aqui consideradas,
simplesmente nao foram projetadas para serem aplicadas a situagoes em que o balanco de

energia na fronteira ¢ importante.

As mais simples delas, i.e., as de bounce-back e de reflexdo especular, por exemplo,
representam muito bem um fluxo de calor nulo nas fronteiras do sistema, mas falham
em representar um fluxo de calor constante diferente de zero ou temperatura fixa devido
a limitagao de seu modelo, onde cada uma das distribuicoes de moléculas conserva seu

modulo de velocidade durante a sua interacao com as fronteiras solidas do dominio.

Além disso, o uso de um grande numero de velocidades discretas dificulta o acom-
panhamento de todas as suas distribuicoes individualmente, e em alguns casos pode até
mesmo impedir que condi¢oes de natureza essencialmente lagrangiana sejam aplicadas,

pois as particulas que interagem com a parede podem retornar a um ponto do dominio
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simplesmente inexistente. Ademais, diferentes distribuicoes de moléculas chegam a dife-
rentes pontos das fronteiras sélidas em tempos diversos, dificultando a contabilizacao das

propriedades macroscépicas do fluido nas fronteiras.

Percebe-se que, Secao 2.42, o médulo das velocidades das distribuicoes de moléculas
que interagem com as paredes solidas deve mudar de alguma forma ou entao, o que faz
mais sentido fisico, elas devem ser refletidas em diversas dire¢oes com diferentes modulos
de velocidade para que algum fluxo de calor seja observado nesta interacgao, e.g., Figura
28.

Ao mesmo tempo, ao final da interac¢do fluido/parede, as moléculas do fluido devem
adquirir a velocidade média da parede ou uma velocidade préoxima a esta quando existe
escorregamento. A combinacao destes dois efeitos fisicos é bastante dificil de modelar
simplesmente pela consideracao de como algumas poucas distribuicoes de moléculas estao
interagindo com a parede. E mais simples, principalmente do ponto de vista tedrico,

considerar este problema no espago continuo de velocidades.

Desta maneira, considera-se que as condigcoes de contorno modeladas pensando no
LBM de um ponto de vista essencialmente lagrangiano passaram a nao ser suficientes
para representar o processo de interacao das particulas com as paredes quando fenomenos
nao isotérmicos sao simulados. Uma alternativa que pode ser utilizada para resolver este
problema é reconstruir a distribuicao de moléculas na fronteira a partir do conhecimento

de seus momentos, Segao 7.1.4.

McNamara e colaboradores!® fez isso pela primeira vez criando sitios-fantasma na
parede solida conectando os nés do dominio e as dire¢oes de propagacao da rede. Os mo-
mentos conhecidos destes sitios-fantasma (velocidade e temperatura) foram diretamente
substituidos na distribui¢ao de equilibrio, enquanto os momentos nao conhecidos (densi-
dade, tensao, fluxo de calor, ...) foram extrapolados utilizando um esquema de diferengas

finitas.

As distribuicoes encontradas foram propagadas de acordo com o esquema de colisao e
propagacao usual. Os resultados encontrados por eles e, mais tarde, também por Watari

(38]

e Tsutahara'”® utilizando o mesmo esquema, mostram excelente continuidade dos valores

das variaveis macroscépicas do problema nas imediacoes das fronteiras sélidas.

Todavia, conforme esperado de um esquema tao simples de imposicao da densidade,
foi observado que a massa nao se conservava na grande maioria dos testes realizados.
Nas simulagoes realizadas durante este trabalho foram observados erros da ordem de até

(65]

10% em relacao a massa total inicial, McNamara e colaboradores™, em suas simulacoes,

acusam um erro menor do que 1% enquanto Watari e Tsutahara ignoraram este problema.
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Para impor esta condicao nos métodos de diferencas finitas utilizados nesta tese,
exatamente no ponto limite entre o fluido e a parede sélida é alocado o tltimo né de
fluido do dominio. Neste ponto os momentos de alta ordem desconhecidos da funcao
distribuicao até a ordem da rede utilizada nas simulagoes sao determinados no sitio a
partir da informacao dos fluidos mais proximos a fronteira, utilizando um esquema de

extrapolacao.

Para determinar a densidade do fluido na fronteira, diversas alternativas podem ser
utilizadas. O modo mais simples de se determinar esta densidade é através da extrapolagao

[65]

do valor da densidade dos sitios vizinhos, McNamara e colaboradores Nesta tese,

todavia, diversos outros modos foram testados,

e resolver o balango de massa no sitio da fronteira contabilizando todas as distribuigoes
de moléculas entrando e saindo do ultimo sitio, i.e., utilizando um esquema de
volumes finitos cuja entrada sao as distribuigoes de moléculas nos sitios proximos a

fronteira e cuja saida ¢é a densidade na parede que conserva a massa do sistema.

e resolver a equacao de balanco de massa do continuo utilizando um esquema de

volumes finitos nas imediagoes do contorno.

e resolver a equacao de balanco de massa do continuo utilizando um esquema Runge-

Kutta de segunda ordem nas imediagoes do contorno.

e considerar que dP/dx = 0 onde z é a diregdo normal a fronteira, condi¢do comum
na solucao da equacao de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis. Esta condigao

foi utilizada em escoamentos isotérmicos como teste.

e resolver a equacgao de Navier-Stokes nos sitios da fronteira para um fluido com-

pressivel de modo a obter a pressao na fronteira.

Certamente é interessante manter a consisténcia do modelo desenvolvido, i.e., é muito
melhor que a condicao utilizada se baseie apenas nas distribui¢goes de moléculas no con-
torno, sem a necessidade de se recorrer as equacoes de balango macroscopicas para se
fazer isso. Todavia, uma vez que as primeiras alternativas falharam em conservar a massa

no contorno, optou-se pela diversificacao dos métodos.

Nenhuma destas tentativas manteve a conservagao da massa no sistema. Apesar de
uns métodos compremeterem mais ou menos esta conservacao e a estabilidade do algo-
ritmo, nenhum deles foi considerado adequado para a simulagao de escoamentos de fluidos.
Desta forma, o esquema de McNamara e colaboradores® foi mantido nas simulacoes do

Capitulo 8 apenas para que o algoritmo numérico do LBM pudesse ser avaliado.
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Pensou-se entao que talvez os esquemas de diferencas finitas é que provocassem este
problema de falta de conservacao da massa. Todavia, testes em redes periédicas com
grandes gradientes nao mostraram nenhum problema de conservagao nem da massa, nem
da quantidade de movimento, nem da energia, pelo menos nao globalmente. Ademais,
alguns dos métodos aqui utilizados poderiam ter sido derivados a partir de uma formulacao

conservativa em volumes finitos.”"

7.3 Condicoes Iniciais

Comumente sao utilizadas como condigao inicial de um dominio de simulagao nos
métodos de lattice Boltzmann uma distribuicao de equilibrio ajustada com os dados de
densidade, velocidade e temperatura do fenémeno considerado, i.e., f = f¢ (p,w,T). Em
problemas a alto nimero de Knudsen, todavia, a evolu¢ao do método de lattice Boltzmann
no tempo pode ser muito sensivel a condicao inicial utilizada, Secao 8.1.2, de forma que
passa a ser mandatoério para a correta descricao da evolucao do sistema nesta escala
que uma aproximacao de ordem mais alta em relacao a Knudsen seja adotada para a

distribuicao de moléculas iniciall®l,

A distribui¢ao de moléculas f em um ponto pode ser escrita e calculada como, Se¢ao

3.1.1, Equacao 3.8,[66]
f=r 94 Knf® + Kn?f® 4 Kndf® 4 Kn* @ 4 (7.2)

Uma vez que todo o campo de densidade, velocidade e temperatura é dado, espera-se
que f possa ser calculado a partir de suas diferentes correcoes em relacao ao niimero de
Knudsen, f™, uma vez que elas dependem apenas das derivadas das distribuicoes de
ordens mais baixas, o que, quando escrito recursivamente, significa que elas dependem

apenas da distribuicao de equilibrio e suas derivadas de diversas ordens.

Considere, por exemplo, a andalise de Chapman-Enskog do esquema de colisao e pro-
pagacao, Equacao 5.6, e admita que o espago de velocidades nao foi ainda discretizado (em

espagos discretizados a extensao da andlise é trivial). Neste caso as diferentes corregoes
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nas diversas ordens de Knudsen podem ser escritas como,

eq __ n (E—’U;)2
= e (<) (7-3)
PO = O €
ofes afei afei
= () O~ (@) G — (OOT) S — 0 S (7.9
fO = —ofr—opfY — €00 1V
o fed o fed o feq
= —(0p) gp — (O1u). 8f'u, — (0i7T) E)fT
o fed o feq o fea
@+ €20) () 7+ (@) S+ @6T) S + 650 1) (19

onde, naturalmente, todas as distribui¢oes mostradas dependem de @, & e t e a densidade,
velocidade e temperatura dependem de & e t. Uma vez que a andlise de Chapman-
Enskog é realizada, todos os termos da equacao acima podem ser avaliados, lembrando
que a derivada temporal e a espacial sao comutativas, mas os operadores temporais nao

o saol?,

No método de Runge-Kutta de segunda ordem estas mesmas distribui¢oes podem ser

calculadas através das Eqgs. 5.43 e 5.42, baseadas na Equagao 5.41.
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8 Resultados

No decorrer dos capitulos iniciais desta tese uma série de questoes foram formuladas
sobre o comportamento dos métodos de lattice Boltzmann quando diferentes discretizagoes
espago-temporais e do espaco de velocidades sao aplicadas a diferentes modelos de colisao

em ordens crescentes do numero de Knudsen.

No ambito tedrico, a andlise de Chapman-Enskog foi utilizada extensivamente para
prever o comportamento do fluido nestas diferentes escalas. O objetivo primeiro deste
capitulo é validar as andlises realizadas através da simulacao de fenomenos fisicos sim-
plificados, eliminando qualquer influéncia das condigoes de contorno pela utilizacao de

malhas periddicas, Secoes 8.1 e 8.2.

Existem casos, todavia, que a anédlise de Chapman-Enskog nao é facilmente aplicada,
Secoes 5.5 e 5.6, pois os erros relacionados a discretizacao espaco-temporal do método
nao podem ser somados de maneira simples para que sua influéncia seja determinada
analiticamente. Nestes casos é preciso que os coeficientes de transporte do fluido simulado
sejam estimados de alguma outra forma, e.g., através da andlise de Chapman-Enskog
destes modelos de colisao no espaco continuo, Capitulo 3, e comparados com os resultados

das simulacoes de modo a avaliar sua acuracia. Este é o segundo objetivo deste capitulo.

Ao final deste capitulo algumas simulagoes com aplicagao pratica mais evidente foram
realizadas de forma a analisar o comportamento do LBM em situagoes de baixo niimero
de Knudsen. O objetivo aqui foi avaliar o LBM como uma ferramenta para simular
escoamentos nao-isotérmicos com foco em suas caracteristicas mais peculiares, de maneira
a tornar possivel sua comparacao com outros métodos numéricos desenvolvidos para a
simulagao de problemas na escala das equacoes de Navier-Stokes. Dentro deste objetivo
serao salientados os principais desvios esperados entre a solucao das equacoes de Navier-
Stokes e a solugao da equacao de transporte de Boltzmann quando o nimero de Knudsen

¢é finito.
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8.1 Medicao dos Coeficientes de Transporte

8.1.1 Difusao de um Degrau

8.1.1.1 Formulacao do Problema

Uma forma simples de testar a acuracia da andlise de Chapman-Enskog em relagao a
sua previsao dos coeficientes de transporte dos fluidos simulados e a estabilidade numérica
dos métodos desenvolvidos é medir a difusividade de densidade, quantidade de movimento
ou energia em um dominio unidimensional em equilibrio mecanico, alinhado com uma
certa direcao x e dividido em duas camaras com densidades, velocidades na direcao y
ou temperaturas diferentes, representadas pela funcao genérica g (x, t) de acordo com a

figura abaixo,

a(x.t) 1

G .

Figura 29: Difusao de um degrau de uma propriedade.

A evolucao temporal da difusao deste degrau pode ser medida e, através dela, determi-
nados o valor da difusividade de massa em fenomenos puramente difusivos, a viscosidade
cinematica quando o degrau se refere a velocidade do fluido na direcao y e esta velocidade
¢ pequena ou a difusividade térmica quando o degrau ¢ formado por duas temperaturas

diferentes.

Admitindo que a equacao abaixo é representativa deste fenomeno,

09 (v, 1) _ g(a, 1)

= 8.1
ot ox? 7 (8.1)

pode-se obter, quando as seguintes condi¢oes de contorno sao impostas:
g(x, 0)=go+ A, V<0, g(x, 0)=go— A, Va>0, (8.2)

g(—o0, t) =go+ A, g (0, t) = go, g (oo, t) =gy — A, (8.3)
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a solucao analitica abaixo,

g(x, t) =go — AFErf {2 (8.4)

x
(at>1/2 ’
onde Erf é a funcao erro. O coeficiente de difusividade o pode ser medido através do

ajuste da equagao acima a fungao g (z,t) determinada através de simulagao.

De modo a garantir que esta solucao seja representativa das simulagoes realizadas,
utiliza-se uma malha bastante extensa e periddica, eliminando completamente a influéncia
das condigoes de contorno do método na solucao encontrada em troca de um tempo de

processamento maior.

8.1.1.2 Validagao da Analise de Chapman-Enskog no Esquema de Colisao e
Propagacao

Inicialmente foram medidos os coeficientes de transporte em um escoamento nao-
isotérmico representado por um esquema de colisao e propagacao, Segao 5.1.3, Eqgs. 5.16

e 5.17, quando 7 = 74, = 7, = 1. Na figura abaixo sao mostradas as relagoes entre a

viscosidade cinematica e 0 = g—%} — 1, Secao 6.3, e entre a difusividade térmica e 8 quando

as redes D2V17, D2V25w6 e D2V37 sao empregadas,

L] PL

06 | e Dav17 - 0,6} e D2v17 LT
3 = D2V25w6 e © = D2V25w6 .
£ s D2V37 - ks} 4 D2v37 .7
£ £
2 e
& 04 ° 0,4r 1
(0]
8 z
S . >
8 2 02
E 0,2} E‘O= e T

0.0 L L 1 0,0 L L L

0,6 -0,3 0,0 03 0,6 0,6 03 0,0 0,3 0,6
0 0
(a) (b)

Figura 30: Coeficientes de transporte medidos em diferentes redes utilizando
o esquema de colisao e propagagao. Os pontos sao resultados de
simulagoes numeéricas e as linhas a previsao realizada pela andlise

de Chapman-Enskog.

Ambos estes coeficientes de transporte foram medidos em unidades de rede. Note que

o fator de escala nas diferentes redes foi definido pela relagao a = \5/9%’ Equacao 6.13.

Quando 0z = 1 e 6t = 1 (em unidades de rede), pode-se encontrar RTj a partir do fator

de escala a determinado pelo processo de discretizagao do espago de velocidades, Se¢ao
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6.3. Como este fator é caracteristico de cada rede, Apéndice B.2, existe uma pequena
diferenca entre os valores dos coeficientes de transporte em cada uma delas quando um

mesmo 6 é utilizado, Segao 5.1.3.

Analisando os gréaficos acima percebe-se que as redes D2V25w6 e D2V37 apresentam
grande concordancia entre os resultados numéricos e analiticos, tendéncia que se repetiu
quando as redes D2V53 e D2V81 foram testadas. Entretanto, a rede D2V17 apresenta
grande discrepancia entre os resultados das simulacoes e os resultados analiticos no caso
da difusividade térmica. Esta discrepancia é explicada pelo modo como foi realizada a
andlise de Chapman-Enskog, Se¢ao 5.1.3, que admitiu que todos os momentos de até

quarta ordem eram iguais no espago discreto e no espago continuo.

Siebert!?® mostrou que quando esta andlise é realizada considerando os momentos de
f¢? discretos especialmente para a rede D2V17, Secao 6.7.3, pode-se prever com exatidao
a dependéncia da difusividade térmica em relacao a temperatura, corrigindo o resultado
analitico mostrado acima. Ainda assim, a equacao de balanco de energia para a rede
D2V17 em primeira ordem de Knudsen apresenta diversos termos espurios que podem
influenciar significativamente o comportamento do fluido simulado em baixa ordem de

Knudsen.

A dependéncia dos coeficientes de transporte deste fluido em funcdo do tempo de

relaxacao 7 quando 6 = 0 é mostrada na figura abaixo, FEqs. 5.16 e 5.17,

© 1F e D2V17 Y 1 o D2v17 E
S = D2V25w6 : 8 = D2V25w6 -
B A D2v37 o 2 4 D2v37
£ E
£ . =
(@) I E 3 © 01F E
2 g
o e
S =
2 2
2 0,01F E 80,01} . -
S .

0,01 0.1 T 0,01 0.1 1T 112

(a) (b)

Figura 31: Coeficientes de transporte medidos em diferentes redes utilizando
o esquema de colisao e propagagao. Os pontos sao resultados de
simulagoes numéricas e as linhas a previsao realizada pela anélise

de Chapman-Enskog.

Esta comparagao mostrou uma excelente concordancia entre os resultados numéricos

e analiticos em uma ampla faixa de parametros. Diferencas entre os coeficientes medidos
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e os tedricos foram observadas apenas quando a viscosidade ou a difusividade térmica
era muito baixa, causando problemas de instabilidade nos métodos devido a dissipacao
muito lenta dos erros numéricos, ou quando este coeficiente de transporte era muito alto

e efeitos fisicos relacionados a um numero de Knudsen finito se tornavam importantes.

67) mediram a viscosidade cineméatica de um fluido quando eram

Nie e colaboradores
utilizadas, em um escoamento isotérmico, as redes D2V9 e D2V17, em uma condigao de
velocidade na direcao = constante e nao nula. Os resultados encontrados por eles chamam
a atencao pela constatagao da quebra de invariancia galileana nas simulagoes realizadas
com a rede D2Q9. Conforme discutido na Segao 6.7.2, esta quebra é esperada quando a
velocidade de translagao do dominio cresce, aumentando o erro relacionado a discretizagao

do espaco de velocidades na equacgao de balanco de quantidade de movimento do método

a baixo nimero de Knudsen.

Os mesmos testes foram realizados em um modelo de colisao TRT utilizando um
esquema de colisao e propagacao. A excelente concordancia entre os resultados analiticos
e numéricos em redes de alta ordem valida a andlise de Chapman-Enskog realizada, Secao
5.2. No gréfico abaixo ¢ mostrada a variacao da viscosidade cinematica em fungao do

nimero de Prandtl quando a difusividade térmica do fluido simulado é constante,

100,000
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Figura 32: Viscosidade cinematica medida em relacao ao niimero de Prandtl

do fluido, comparada a previsao analitica realizada (retas).

Note que como os dois fenomenos difusivos aqui mostrados, i.e., difusao da quantidade
de movimento e da energia, tém escalas temporais diferentes quando o nimero de Prandtl
¢ diferente de um, sao esperados efeitos relacionados a instabilidades numéricas a baixo
coeficiente de transporte e efeitos de nimero de Knudsen finito a alto coeficiente de

transporte em duas escalas.
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8.1.2 Difusao de uma Onda Sinusoidal

8.1.2.1 Formulagao do Problema

O problema acima ¢é bastante util para comparar os resultados da andlise de Chapman-
Enskog e os coeficientes de transporte aparentes medidos nas simulacoes quando efeitos
dispersivos estao presentes nos métodos numéricos utilizados. Existe porém uma forma
alternativa de realizar esta medicao que pode ser implementada numericamente com uma

grande facilidade, automatizando o cédlculo destes coeficientes.

Considere a difusdo de uma propriedade g (z,t) regida pela equagao abaixo,

Gy (e, 1) SN, Pyl 1)
o XA (5.5

Onde A; sao coeficientes de difusividade relacionados as derivadas espaciais de ordem
2i. A equacao acima foi assim definida para que os resultados das andlises de Chapman-
Enskog resumidos nas Tabelas 7, 9 e 10 pudessem ser devidamente testados. Se o dominio
de solugao desta equagao for periédico, pode-se expandir a funcao g (x, t) em séries de

Fourier como

o) = aolt) 13 (an(t) cos (Q”L”> + bu(t) sin <2"L”>) | (8.6)

n=1

onde L é o comprimento do dominio. Substituindo a equacao acima na Equacao 8.5
e utilizando as propriedades de ortogonalidade das séries de Fourier, pode-se resolver a
equacgao resultante quando condicoes iniciais apropriadas sao fornecidas. Considerando a

onda sinusoidal abaixo como condigao inicial,

g(xt)

e[}

Figura 33: Difusao de uma onda sinusoidal.

onde A é o desvio méaximo entre g(z, t) e a média de g(z, t) no dominio, gy, pode-se
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obter
ao(t) = 9o, (8.7)
a,(t) =0V n, (8.8)
bi(t) = Aexp ( (1) 4, (%T) Zt) | (8.9)
bo(t) = 0V 1 4 1. (8.10)
ou seja,

g(z, t) = go + Aexp (i(—l)%i (2%)2 t> sin (%Tx) : (8.11)

=1

Esta equacao pode ser rearranjada da seguinte forma,

a= 1ln (ASL(Q%QC)) , (8.12)

g(z, t) — go

onde a = Y 0 (—1)(=D 4, (2”)%.

T
Através da equagao acima pode ser encontrada a difusividade « da propriedade g (z, t)
em funcao ao tempo se g (x, t) permanecer com a forma de um seno, o que aconteceu sem-
pre que este algoritmo numérico era convergente. Para que isto seja realizado considera-se
teoricamente que a cada passo de tempo uma nova rede foi iniciada com um novo A cor-
respondente ao valor de g (z, t) — go no ponto x = L/4, de forma que a equagao acima

pode ser escrita como
1 —

onde &t é o passo de tempo do método e a difusividade é medida exatamente no ponto de

(8.13)

pico da onda sinusoidal.

8.1.2.2 Validacao da Analise de Chapman-Enskog em Alta Ordem de Kn

Considerando um fenomeno puramente difusivo, a rede D1V11, de sexta ordem, Ta-
bela 11, foi utilizada em conjunto com um esquema de Runge-Kutta de segunda ordem
para a derivada material, Se¢ao 5.6, para simular a difusao de massa com condicao inicial
de distribuicao sinusoidal em uma malha composta por 1024 nés. A analise de Chapman-
Enskog deste método considerando os momentos de f¢? desta rede até a ordem 11 do

numero de Knudsen foi realizada.

Nos graficos abaixo é mostrada a evolucao temporal da difusividade massica medida,
i.e., a, em simulagoes cuja condi¢ao inicial é uma funcao sinusoidal da massa, sendo a

funcao distribuigao no inicio destas simulagoes determinada pela Equacao 7.2 da Segao
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7.3, em aproximagoes de ordem zero, feq, até quatro, f4. Sao mostradas também nos

graficos abaixo as previsoes tedricas dos valores de o em ordens crescentes do nimero de

Knudsen, entre primeira, Knl, e décima primeira ordens, Knl1,
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Figura 34: Medicao da difusividade massica em funcao do tempo em um

fenomeno puramente difusivo simulado em uma rede D1V11 com

um método de Runge-Kutta de segunda ordem considerando di-

ferentes condicoes iniciais. Resultados da andlise de Chapman-

Enskog em ordens crescentes sao também mostrados.

O numero de Knudsen neste problema, determinado pela relaggo Kn = a/(Lcg),

Equacao 3.7, foi tomado como igual a 0,016. Todos os gréaficos acima mostrados referem-
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se a0 mesmo conjunto de simulacoes, com escala em y detalhada crescentemente.

Na Figura 34a percebe-se que de maneira geral todas as simulagoes realizadas conver-
gem aproximadamente para um mesmo ponto. A partir do passo de tempo 20000, porém,
todas elas tendem a desviar do patamar previsto. Isto acontece apenas porque a onda
difundiu tanto que o erro de arredondamento do tipo real utilizado no algoritmo numérico

passou a ser importante, ver Equacao 8.13.

Na Figura 34b o grafico é aproximado, no eixo y, para o intervalo entre 145 e
148. Percebe-se nitidamente que as simulacoes realizadas desviam da previsao tedrica
de primeira ordem de Knudsen, Knl, neste grafico. Pode ser observado também que as
condicoes iniciais considerando termos de ordem mais alta em Knudsen convergem muito
mais rapidamente para préoximo dos valores tedricos previstos em alta ordem de Knudsen

do que a condic¢ao inicial equivalente a distribuicao de equilibrio.

Nas Figs. 34c, 34d, 34e e 34f aumenta-se ainda mais a aproximagao no eixo y para
a regiao proxima da previsao tedrica de ordem 11. Percebe-se com clareza que previsoes
tedricas em ordens subsequentes de aproximacao em Knudsen aproximam-se com precisao
crescente dos resultados das simulacoes realizadas. Além disso, percebe-se que quanto
maior a ordem da distribuicao de moléculas considerada como condi¢ao inicial, também

maior é a rapidez com que a simulagao converge para os valores tedricos previstos.

Estes mesmos testes foram realizados com o método de Runge-Kutta de quarta ordem,
Secoes 5.6 e 5.7.3, Tabela 10, e com o esquema de colisao e propagacao, Secao 5.1.3, Tabela
7, utilizando tanto a rede D1V11 quanto a rede D1V3, Secao 6.7.1. Os resultados de todos
estes testes confirmaram as conclusoes acima discutidas e reafirmaram a importancia da
condicao inicial da distribuicao de moléculas na modelagem de um escoamento a niimero

de Knudsen finito.

Quando ¢ utilizado um esquema de colisao e propagacao, neste caso, foi observado que
quando o valor de 7 é igual a dt as correcoes de alta ordem se anulam, ver Tabela 7. Foi
verificado entao através de simulacao que a difusividade medida nesta situacao realmente
dependia somente da correcao de primeira ordem e convergia para o valor tedrico em
poucos passos de simulagao. Em determinadas situacgoes, i.e., quando o objetivo é resolver
um problema a baixo nimero de Knudsen, o ajuste dos parametros de determinados
métodos pode ser realizado de forma que as corre¢oes de alta ordem em Knudsen sejam

pequenas ou nulas, conforme foi realizado neste exemplo.
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8.1.2.3 Coeficientes de Transporte em Métodos Numéricos Desacoplados

Depois de validada a anélise de Chapman-Enskog nos exemplos de aplicacao anterio-
res, procurou-se, no problema abaixo, avaliar a diferenca entre os diversos métodos de dife-
rengas finitas desacoplados, Secao 5.5.2, e o esquema de colisao e propagacao. Como estes
métodos nao podem ser analisados facilmente através da expansao de Chapman-Enskog,
Secao 5.7, considera-se que o fluido representado por eles tem os mesmos coeficientes de
transporte do continuo, Capitulo 3, e.g., no modelo BGK, a viscosidade cinematica é dada

por v =TRT.

Inicialmente foi utilizado um esquema de Runge-Kutta de segunda ordem, Sec¢ao 5.5.2,
para a discretizacao temporal, aplicado a uma rede D1V7, de quarta ordem, Tabela 11.
Diversos esquemas de diferencas finitas foram utilizados para a discretizacao espacial
da malha, cujo comprimento foi tomado como constante, L. = 1. Para que todos os
esquemas aqui descritos pudessem ser devidamente comparados, foi tomada uma mesma

temperatura de referéncia RTy = 1 em todos eles.

Enquanto no esquema de colisao e propagacao e nos esquemas de discretizacao da
derivada material, Secao 5.6, o fator de escala de a é uma constante, ja que a etapa de
propagacao das particulas deve leva-las exatamente a um né da rede, nos métodos de
diferencas finitas este valor pode ser ajustado, Secoes 5.5.2 e 6.3, i.e., no esquema de
colisao e propagagao,

&oi = & ae; (8.14)

VRT,

onde ey; sao vetores cujas componentes sao inteiras. Nos métodos de diferencas finitas
isso nao é necessario, de maneira que, neste problema,

Nzt |€|

CFL =
L

(8.15)

Nas simulagoes aqui realizadas o passo de tempo do método, dt = 0, 001, foi tomado como
constante, de forma que quando Nx foi variado ajustou-se o valor de dz, ja que € também

¢é constante. Os resultados destas simulacoes estao resumidos na figura abaixo,
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Figura 35: Comparacao entre diversos esquemas de diferencas finitas para a
discretizacao espacial quando ¢ utilizado um esquema de Runge-

Kutta de segunda ordem para a discretizagao temporal.

Os expoentes de variagao do erro em relacao ao numero de pontos da rede foi 2,9,
2,983, 1,969 e 3,773 nos esquemas de upwind de ordem dois e trés e nos esquemas
de diferencas centrais de ordem dois e quatro respectivamente. Note que o erro nos
esquemas de diferencas centrais foi menor do que os esquemas upwind em uma ampla
faixa de valores, embora ambos apresentem erros bastante significativos em grande parte
das simulacoes realizadas, erros estes que estao relacionados a grande difusao numérica

caracteristica destes esquemas[m].

Pode ser observado ainda que o esquema de diferencas centrais de quarta ordem
apresenta erro constante a partir de Nx = 100. A diferenca entre os valores simulados e
a previsao teodrica, neste caso, pode estar relacionada a efeitos de alta ordem de Knudsen

presentes nas simulacoes, mas nao levados em conta na previsao tedrica.

O mesmo experimento foi realizado com o método de Runge-Kutta de quarta ordem,
Secao 5.5.2, e com passos de tempo menores. Os resultados nao melhoraram significativa-
mente em relacao aos acima mostrados, indicando que os erros na discretizacao espacial
sao mais importantes do que os erros na discretizacao temporal. A estabilidade porém,

foi maior, padrao que também se repetiu em outros testes realizados.

Para que estes resultados fossem comparados quantitativamente com o esquema de
colisao e propagacao foi escolhida esta mesma rede, D1V7, simulando-se um fluido de
mesma difusividade térmica em duas situacoes com 100 pontos na malha e com 20 pontos

na malha, respectivamente, utilizando diversos métodos diferentes,
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Esquema de Colisao e Propagacao nx 0t CFLjue Erro

Sem correcao 20 0,04177 1,000 2078%
Sem correcao 100 0,00835 1,000  48,31%
Com correcao 20 0,04177 1,000  0,45%
Com corregao 100 0,00835 1,000 0,16%

Runge-Kutta de Segunda Ordem nX  Otmar CFLuz Erro

Upwind de Primeira Ordem 20 0,00170 0,122 1193%
100 0,00110 0,395 242%
Upwind de Segunda Ordem 20 0,00150 0,108  65,24%
100 0,00080 0,287  0,73%
Upwind de Terceira Ordem 20 0,00180 0,129  19,52%
100 0,00130 0,467  0,15%
Centrais de Segunda Ordem 20 0,00200 0,144 3,26%
100 0,00190 0,682  0,14%
Centrais de Quarta Ordem 20 0,00200 0,144  0,08%

100 0,00190 0,682  0,01%

Runge-Kutta de Quarta Ordem nX  Otmar CFLuz Erro

Upwind de Segunda Ordem 20 0,00210 0,151  65,24%
100 0,00110 0,395  0,73%
Centrais de Segunda Ordem 20 0,00270 0,194 3,26%

100 0,00260 0,934  0,14%

Tabela 14: Comparagao entre os métodos de diferencas finitas desacoplados

e o método de colisao e propagacao, quando Kn = 0,001.

O tempo final em cada uma das simulagoes cujos resultados sao mostrados na tabela
acima foi o mesmo, apesar dos passos de tempo serem diferentes em cada esquema. Sao
mostrados na tabela os passos de tempo maximos utilizados antes que o algoritmo se

tornasse instavel e o CFL,,,, relacionado a este tempo e a mais alta velocidade molecular
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da rede. A coluna ”Erro” se refere ao erro percentual entre a difusividade térmica tedrica

e a medida nas simulagoes.

Apesar do caso acima descrito ser bastante especifico, suas conclusoes sao gerais, tendo

sido observadas em diferentes simulagoes realizadas durante toda esta tese.

O numero de Knudsen nestas simulacoes é igual a aproximadamente 0,001. Nesta
escala sao esperados efeitos de alta ordem apenas marginais, i.e., 0s erros numéricos
relacionados a discretizacao do espaco e do tempo devem ser muito maiores que os efeitos

relacionados a um alto numero de Knudsen.

Em todas as simulagoes realizadas os passos de tempo no caso de uma rede composta
por 20 sitios foi maior do que no caso da rede composta por 100 sitios. Isto acontece
porque a instabilidade do método estd muitas vezes ligadas a razao entre dx e dt. Note
porém que o aumento de dx em cinco vezes nao foi suficiente para aumentar o passo de
tempo permitido em cada um dos métodos de diferencas finitas também em 5 vezes. O

esquema de colisao de propagacao é a Unica excecao a esta regra.

De maneira geral foi observado que o menor passo de tempo estavel em cada método
foi controlado principalmente pelo maior nimero de Courant. No esquema de colisao e
propagagao este ntimero é constante e o método muito estavel em uma ampla faixa de

parametros.

Nos esquemas de colisao e propagacao, se o erro nos coeficientes de transporte nao

tivesse sido previsto através da andlise de Chapman-Enskog, seria dado pelas linhas ”Sem
= A0 : 7 ’ .

correcao”. Perceba que sua magnitude é bastante grande e comparavel ao esquema upwind

de primeira ordem com Runge-Kutta de segunda ordem.

Todavia, em esquemas cuja etapa de adveccao ¢é exata, ou seja, nos esquemas baseados
na discretizagao da derivada material, os erros numéricos podem ser determinados via
andlise de Chapman-Enskog e eventuamente podem ser incorporados na definicao dos
coeficientes de transporte. Esta vantagem, pelo que mostram os erros numéricos na tabela
acima, ¢ de vital importancia para a simulacao dos métodos de lattice Boltzmann. Os
erros numéricos dos algoritmos desacoplados sao aceitaveis apenas quando dx e dt sao

muito pequenos, limitando muito a utilizagao destes métodos.
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8.2 Tubo de Choque de Sod

8.2.1 Formulacao do Problema

O experimento do tubo de choque de Sod®® ! funciona com dois compartimentos
em um duto liso separados inicialmente por uma membrana fina. Nessas camaras, como
condicao inicial, é imposta uma diferenca de pressao. O esquema pode ser visualizado
com mais clareza na figura abaixo. No tempo zero do experimento a membrana é retirada
repentinamente permitindo que o fluido de maior pressao entre em contato com o de
menor pressao gerando uma onda de compressao na direcao do fluido de baixa pressao e,

simultaneamente, uma onda de expansao que se move na direcao da zona de alta pressao,

Alta Pressio Baixa Pressio

Figura 36: Tubo de choque de Sod.

A velocidade de propagacao das ondas de choque é diferente, dado que a velocidade
do som na rede depende da temperatura do fluido. Quanto maior a diferenca entre as
pressoes, maior deve ser a diferenca entre as temperaturas na regiao central do tubo de
choque e conseqiientemente, maior deve ser a diferenca entre as velocidades das ondas de
compressao e expansao. A velocidades destas ondas podem ser previstas analiticamente
através da equacao de Euler®. Variacoes infinitesimais de pressio dao origem a ondas

que viajam a uma velocidade igual a velocidade do som no dominio®.

No contexto da simulacao numérica de escoamentos compressiveis este problema é
utilizado como um teste rigoroso de estabilidade e acuracia de um método devido aos
seus grandes gradientes, que sao fontes comuns de instabilidade, principalmente quando
a razao entre as pressoes simuladas é grandel®l. Nestes problemas é comum também que
transparecam problemas de difusividade numérica nas discontinuidades presentes, difusao

que muitas vezes ¢ essencial para garantir a estabilidade do método numéricol®.
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8.2.2 Efeito da Recuperagao de Momentos de Ordem Crescente
da Distribuicao de Equilibrio

Inicialmente foi medida a velocidade do som em funcao de 6, Secao 6.3, em diferentes
redes utilizando o esquema de colisao e propagacao e considerando uma diferenca de

pressao entre as duas camaras muito pequena (1,000001 e 1).
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Figura 37: Medida da velocidade do som em um dominio com relacao ao

desvio da temperatura 6.

A previsao tedrica acima representada pelas linhas concorda com os resultados das

simulagoes até a ordem do erro de arredondamento das varidaveis reais utilizadas.

No conjunto de simulagoes seguintes o tubo de choque de Sod foi utilizado para com-
parar redes de diversas ordens encontradas no Capitulo 6, i.e., as redes D1V4n, D1Vbn,
D1V7n e D1V9n, capazes de recuperar momentos de terceira, quarta, sexta e oitava ordem
respectivamente, e estudar o efeito causado pelo refinamento de malha nos resultados en-
contrados. Foram utilizados nestas simulacoes um esquema de Runge-Kutta de segunda
ordem e um esquema upwind de terceira ordem. Simulagoes nas redes bidimensionais
D2V17, D2V37, D2V53 e D2V81 foram realizadas utilizando o esquema de colisao e pro-

pagacao, apresentando resultados similares.

O tubo de choque, a esquerda, foi iniciado com uma densidade de 8 e uma temperatura
igual a 1 e o dominio a direita foi iniciado com uma densidade de 1 e uma temperatura
de 0,75, de forma que a razao entre as pressoes a direita e a esquerda é igual a 10. As
figuras abaixo mostram a distribuicao de pressao no dominio quando duas discretizacoes
espago-temporal sao utilizadas, a primeira (& esquerda) quatro vezes mais grosseira do que
a segunda (& direita). Resultados em discretizagoes ainda mais finas mostram resultados

similares aos resultados das Figs. 38b, 38d e 38f,
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Figura 38: Simulacao do tubo de choque utilizando duas discretizagoes

espaco-temporais diferentes, em um dominio unidimensional.

Para que estas simulacoes pudessem ser realizadas foi adotado um mesmo valor para o
fator de adimensionalizacao, R1y, em todas as redes utilizadas. Foram utilizados também

mesmos valores de dx e 6t em cada simulagao.
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Nas Figs. 38a, 38c e 38e podem ser observadas diversas instabilidades, que poderiam
ter sido causados tanto pela discretizagao espaco-temporal quanto pela falha em repre-
sentar corretamente a distribuicao de equilibrio no espaco discreto. Analisando a onda
de expansao com detalhes, Figura 38c, pode ser observado que todas as redes utilizadas
apresentaram o mesmo comportamento, sugerindo que o que causa as instabilidades nao

¢é a discretizacao do espaco de velocidades, mas sim a discretizacao espago-temporal.

Quando a malha é refinada e o passo de tempo é diminuido, Figura 38d, esta espec-
tativa é confirmada pelo desaparecimento das instabilidades, tanto na onda de expansao
quando na onda de compressao, e.g., compare as Figs. 38e e 38f. A diferenca entre a
solucao de Euler (pontilhada)[Gg] e a solugao da equacao de Boltzmann mostrada se deve
tanto a aspectos fisicos do modelo, i.e., a difusividade térmica e os efeitos de alta ordem

em Kn, quanto a possiveis erros no algoritmo, e.g., a difusividade numérica.

De qualquer forma, os resultados em ordens crescentes de Knudsen estao em excelente
conformidade uns com os outros, exceto a rede D1V4n, de terceira ordem, e sao muito
estaveis para razoes entre as pressoes iniciais de até 50 se a temperatura média inicial e
o passo de tempo forem diminuidos e a difusividade térmica for aumentada, ajudando a

dissipar erros relacionados a dispersao numérica.

No esquema de colisao e propagacao razoes entre as pressoes iniciais de até 8 sao
possiveis de simular. Esta diferenca em termos de estabilidade pode estar ligada a alta
difusividade numérica dos métodos de diferencas finitas desacoplados, que pode ajudar
a difundir os erros numéricos dispersivos do método, responsaveis pelos problemas de
instabilidade numérica. Redes de ordem mais alta, em todos os métodos, mostraram uma

estabilidade numérica maior, ver Siebert!? para maiores detalhes.

Posteriormente o modelo de colisao a dois tempos de relaxacao (TRT) também foi
testado neste problema, quando foram simulados niimeros de Prandtl entre 0,005 e 300.
Novamente a um coeficiente de transporte baixo instabilidades eram mais comuns e a alto
coeficiente de transporte efeitos de Knudsen finito eram observados, seja ele a viscosidade

cinematica ou a difusividade térmica.

De modo a estudar a diferenca entre a solucao tedrica e a simulagao realizada nos
perfis de onda mostrados acima, foi investigado com mais detalhes o perfil de tempera-
tura e densidade destas ondas em um caso em que a difusividade térmica do modelo foi

aumentada e a diferenca de pressao entre as duas camaras diminuida,
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Figura 39: Distribuicao de temperatura e densidade no problema do tubo
de choque de Sod.

No centro do dominio, ponto inicial dos caminhos das ondas de pressao, existe uma
diferenca de temperaturas induzida pela formacao destas ondas. Neste ponto, como a
pressao esta equilibrada, pode-se medir a difusividade térmica de modo analogo ao reali-

zado na Secao 8.1.1.

As medicoes realizadas neste caso, considerando uma série de temperaturas médias
e viscosidades diferentes, mostraram que a difusividade térmica no centro do dominio é
semelhante aquela prevista pela andlise de Chapman-Enskog. Diferencas idénticas as en-
contradas na Segao 8.1.1 foram aqui registradas. As mesmas medigoes, quando realizadas
em simulacoes utilizando o esquema de colisao e propagacao, apresentaram diferencas de

menos de 1% em relacdo a previsao tedrica.

Foi demonstrado, desta maneira, que a difusividade térmica no centro do tubo de
choque esta diretamente ligada a difusividade térmica do fluido que se esta simulando.
Nas ondas de expansao e compressao o mesmo efeito difusivo também estd presente mas,
nesta tese, estes efeitos nao foram medidos nestes pontos. Note que a solucao tedrica
mostrada considera um fluido de viscosidade e difusividade térmica nulos, por isso a

diferenca entre os perfis de onda.

8.3 Escoamento de Couette com Dissipacao Viscosa

Neste problema, de solugao bastante simples, podem ser analisadas as condigoes de
contorno discutidas no capitulo anterior. Foi utilizado aqui novamente um esquema de
Runge-Kutta de segunda ordem e um upwind de terceira ordem nos sitios distantes das

fronteiras, Segao 7.2.
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Utilizando as condicoes de contorno descritas no inicio da Secao 7.1.4, o escoamento
de Couette entre duas placas planas infinitas a diferentes temperaturas e velocidades foi
simulado utilizando a rede D2V17n, Secao 6.5.2.4. O numero de Eckert, neste problema,

¢é dado por
2
Ec = U—7
Cy AT

onde U ¢ a velocidade da parede leste, Cy é o calor especifico a volume constante e AT

(8.16)

é a diferenca de temperatura entre as duas paredes.

A velocidade foi tomada como igual a zero na parede oeste e, de acordo com o niimero
de Eckert, diferente de zero na parede leste. Na parede oeste a temperatura é de 0,99
e na parede leste 1,01, em unidades de rede. As simulacoes foram realizadas utilizando
numeros de Eckert entre 1 e 32 e os resultados foram resumidos nas Figs. 40a e 40b.
Houve uma étima concordancia entre os resultados experimentais e os tedricos em toda a
faixa do nimero de Eckert simulada, mesmo quando o nimero de pontos do dominio era
muito pequeno e o nimero de Mach era alto. Nenhum escorregamento de velocidade ou

temperatura foi registrado.
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Figura 40: Escoamento de Couette. A temperatura a) e a velocidade b)
sao comparadas com a solucao dada pelas equacoes de Navier-
Stokes-Fourier. Os pontos correspondem as simulacoes realiza-
das através do LBM utilizando duas malhas diferentes, uma com

cinco pontos e outra com vinte.

8.4 Cavidade Quadrada com Tampa Deslizante

No problema da cavidade quadrada uma velocidade nao-zero é imposta no topo de

uma caixa fechada quadrada, Secao 7.1.4. Frequentemente este problema é utilizado para
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comparacao de diferentes métodos numéricos em mecanica dos fluidos, tanto em relagao

a precisao quanto em relagao aos limites de estabilidade de cada método.

Neste teste um esquema de Runge-Kutta de segunda ordem foi utilizado em conjunto
com um esquema upwind de terceira ordem. As simulacoes aqui mostradas utilizaram
uma rede D2V17n e uma distribuicao de equilibrio isotérmica. Os resultados mostrados
abaixo, quando Re = 1000, apresentam uma boa concordancia com o trabalho de Ghia e

[70]
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Figura 41: Escoamento em uma cavidade quadrada, Re = 1000. Sao mos-
tradas a componente da velocidade na direcao horizontal ao longo
do eixo médio da cavidade x = 0,5L e a componente vertical ao
longo do eixo médio da cavidade y = 0,5L. A velocidade mos-

trada foi adimensionalizada pela velocidade maxima na malha.

Apesar destes resultados poderem ser considerados muito bons, eles foram obtidos
somente quando um dominio bastante refinado e um pequeno passo de tempo foram
utilizados, requerendo um nimero significantemente grande de passos de tempo para a
convergencia. Os métodos de lattice Boltzmann sao caracterizados por simularem o regime

transiente, sendo o regime permanente muito lentamente atingido em muitos casos.

Esta simulacao foi realizada a diferentes nimeros de Reynolds. Soluc¢oes a Reynolds
mais baixo demoraram menos, exigiram uma discretizacao mais grosseira e foram mais
acuradas do que no numero de Reynols mostrado, de 1000. Numeros de Reynols mais
altos exigiram passos de tempo significativamente menores para a convergencia e uma

discretizacao mais detalhada do espaco fisico para que a solucao fosse precisa.

Simulacoes realizadas através do esquema de colisao e propagacao tenderam a apre-
sentar uma convergéncia mais rapida, além de nao sofrerem com a falha de conservagao

da massa quando condig¢oes mistas entre bounce-back e especular foram utilizadas como
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condicao de contorno na parede movel.

A convergéncia mais rapida no esquema de colisao e propagacao pode ser explicada
pelo coeficiente de difusdo negativo trazido pelo erro numérico proporcional a —dt/ 237,
Secao 5.1.3. Este efeito é absorvido da definicao da viscosidade e da difusividade térmica,
permitindo que simulagoes a niimero de Reynolds mais altos, com passos de tempo maiores
quando comparados aos métodos de diferencas finitas de alta ordem, sejam realizadas
estavelmente, ja que a sobrerelaxacao no termo de colisao leva a viscosidades que podem
ser bastante baixas quando comparadas com as viscosidades dos métodos de diferencas

finitas.

Mesmo assim existem situagoes em que o esquema de colisao e propagacao nao é
estavel por ser pouco flexivel na escolha de seu passo de tempo. Nestes casos os métodos
de diferencas finitas tém alguma vantagem em relacao a ele, com a ressalva deste passo
de tempo nao poder ser ajustado a um valor excessivamente pequeno, tornando a difusao
numérica no método muito grande e retardando o andamento das simulagoes de maneira

excessiva.

8.5 Escoamentos em Meios Porosos

O objetivo deste estudo foi simular o escoamento a baixo nimero de Reynolds em
estruturas porosas descritas através de microtomografia ou reconstruidas estatisticamente
a partir de laminas delgadas, utilizando o esquema de colisao e propagacao para o célculo
da permeabilidade absoluta com posterior comparagao direta dos resultados encontrados

com medicoes laboratoriais.

Inicialmente foi simulado o escoamento de Poiseuille!!

entre duas placas planas através
da imposicao de uma diferenca de pressao entre a entrada e a saida do dominio. Diferenca
de pressao que foi imposta considerando um dominio periodico em que as trés primeiras
colunas de fluido eram submetidas a uma for¢ga de corpo. Quando o sistema atingiu a
condicao de regime permanente foi medida a diferenca entre as pressoes de entrada e saida

do duto e o perfil de velocidade no seu centro na direcao normal as placas.

Através da integracao deste perfil foi calculada a vazao no duto e, quando esta vazao foi
relacionada a diferenca de pressao no dominio, pode-se calcular o valor da permeabilidade
absoluta. No gréfico abaixo, a esquerda, é mostrada a medicao da permeabilidade absoluta
realizada utilizando-se as redes D1Q9 e D2V17 em funcao do tempo de relaxacao utilizado.

A linha pontilhada se refere a sua previsao tedrica,
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Figura 42: Permeabilidade absoluta medida em funcao do tempo de re-
laxagao utilizado (esquerda). Diferenga percentual entre a per-
meabilidade absoluta no limite de baixo Kn e esta permeabili-

dade medida a Kn finito (direita), definido como a razao entre
Ma e Re?.

No grafico a direita é mostrado o desvio percentual entre a permeabilidade absoluta no
limite de baixo nimero de Knudsen, i.e., quando 7 — 0, 5t, e esta mesma permeabilidade
medida a nimero de Reynolds finito. A escala de poténcia caracteristica deste desvio foi

medida e ¢ igual a 2, 000.

Pode ser observado também que existe um 7 em que a diferenca entre a previsao
tedrica da permeabilidade absoluta e as medigoes é nula. Este tempo de relaxacao, entre
0,85 e 0,95, é utilizado algumas vezes em simulacoes a baixo nimero de Knudsen de
maneira a minimizar os erros do método, aproximando a solugao encontrada da solugao

(71

das equagoes de Navier-Stokes I, Seu valor depende da condicao de contorno utilizada e

da geometria do problema.

E interessante notar ainda que, Tabela 8, um dos termos de segunda ordem em relacao
ao numero de Knudsen na equacgao de balanco de quantidade de movimento encontrada

pela andlise de Chapman-Enskog tem coeficiente de transporte igual a (27’2 — 270t + %),

que ¢ igual a zero quando 7 = dt (3+6\/6), ie., 7~ 0,9080t, valor muito préximo ao erro

nulo neste problema.

A nimero de Knudsen baixo os valores medidos nas simulacoes realizadas nao conver-
giram exatamente para o valor tedrico de permeabilidade absoluta. Este desvio pode estar
ligado tanto a condicao de contorno utilizada quanto ao modelo BGK representado pelo
esquema de colisao e propagacao. Note que mesmo quando 7 — 0,50t e, desta forma,

a viscosidade cinematica tende a zero, existem termos em alta ordem de Knudsen que
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nao se anulam e podem, eventualmente, ser importantes neste caso, e.g., na Tabela 8, em

segunda ordem de Knudsen, o termo proporcional a §t2.

Os desvios aqui registrados devido a fisica do modelo a niimero de Knudsen finito sao
indesejaveis na simulacao de escoamentos em meios porosos a baixo nimero de Reynolds.

(72]

Pan e colaboradores' ™ sugerem a utilizacao de métodos de lattice Boltzmann a multiplos

tempos de relaxacao para diminuir estes desvios.

Tendo estudado o comportamento do método no escoamento de Poiseuille, foram
realizadas entao vérias simulagoes do escoamento em um meio poroso obtido através da
binarizagao de uma imagem microtomografica deste meio, de resolucao 3,81um. Trata-se

de um arenito de afloramento Botucatu.

Os resultados da figura abaixo mostram a permeabilidade absoluta medida em func¢ao

do nimero de Knudsen nesta série de experimentos,

-e-DP - D3Q19
5000 -=-Gravidade - D3Q19
DP - D3Q19 duplicado

-e-DP - D3Q19 duplicado ¢/ filtro
-+ DP - D3Q19 triplicado
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Figura 43: Permeabilidade absoluta medida em funcao de Kn.

Foram utilizadas primeiramente duas forcas motrizes diferentes neste escoamento, uma
forga de corpo (gravidade) e uma diferenga de pressao (DP). Como nao foram encontradas
diferencas significativas entre os resultados destas simulagoes, ver figura acima, optou-se

pela aplicacao de uma diferenca de pressao nos experimentos numéricos subsequentes.

Os resultados em vermelho escuro, da simulacao deste escoamento utilizando uma
rede D3Q19, de segunda ordem, em uma malha formada por 150x150x150 sitios servem

de base de comparacao para todos os resultados encontrados posteriormente. Devido ao
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grande numero de nés destas malhas, todas as simulagoes foram realizadas utilizando pro-

cessamento paralelo em um cluster de 16 processadores de propriedade do LMPT /UFSC.

Os resultados em amarelo sao referentes a simulacao de um escoamento em um meio
em que todos os voxels foram duplicados de tamanho em todas as diregoes, de maneira
que a discretizagdo do meio ficasse mais fina, com o custo de 8x a memoria gasta no
primeiro caso e tempo de processamento consideravelmente maior (apesar do tempo de
processamento no LBM ser linear em relacao ao nimero de sitios de fluido, o fendmeno

fisico costuma estabilizar muito mais lentamente em uma rede maior).

Pode ser notado, a partir da comparacao entre as curvas ”DP - D3Q19”, ”DP - D3Q19
duplicado” e "DP - D3Q19 triplicado” que a melhora no refinamento da malha tem im-
pacto consideravel na curva de permeabilidade absoluta em relacao ao nimero de Knudsen
obtida. Este impacto, todavia, tende a ser bem menor quando a discretizacao do meio po-
roso vai sendo melhorada, i.e., a difusividade numérica, responsavel por uma diminuicao
nao fisica da permeabilidade absoluta quando o Knudsen é diminuido nas simulagoes rea-
lizadas, ver figura acima, tende a um valor pequeno uma vez que a discretizacao espacial

¢ melhorada.

Foi realizado ainda um teste no qual uma imagem microtomografica deste meio poroso
em escala de cinza foi duplicada antes de sua binarizacao, tendo suas fronteiras solidas
determinadas apenas apos a passagem de um filtro cujo efeito esperado era o de melhorar a
representacao do meio poroso em escala sub-voxel. De fato este filtro acabou atenuando ou
suavizando as superficies do meio poroso, aumentando desta forma a sua permeabilidade

absoluta, ver sequeéncia "D3Q19 duplicada com filtro” na figura acima.

Por fim, utilizou-se a rede D3Q39, de terceira ordem, com o objetivo de avaliar o efeito
da inclusao de momentos de mais alta ordem na distribuicao de equilibrio discreta nestas
simulagoes. Percebe-se, neste caso, que a difusao numérica do método foi consideravel-
mente maior, provocando uma grande queda na curva de permeabilidade absoluta quando
o nimero de Knudsen era também diminuido. Quando este meio foi duplicado observou-
se padrao semelhante a rede D3Q19, em que os resultados convergiram aproximadamente

para um mesmo padrao, independente da discretizacao espacial.

Nao foi possivel triplicar este meio poroso e utilizar a rede D3Q39 no algoritmo
numérico por problemas de meméria RAM disponivel. Note que esta rede deve gas-
tar mais do que duas vezes mais memoria RAM do que a rede D3Q19 e muito mais tempo
de processamento, haja visto que a distribuicao de equilibrio discreta desta rede possui

mais termos do que a distribuicao discreta da rede D3Q19.

O resultado experimental da permeabilidade absoluta neste meio foi de 4500mD.
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Percebe-se, pela figura acima, que apenas o conjunto ”DP - D3Q19 duplicada com filtro”
ficou proximo deste valor. Acredita-se que isto aconteceu apenas por puro acaso, devendo
outras simulagoes serem realizadas para que este estudo seja conclusivo. Deve-se ressaltar
que o meio poroso utilizado é apenas uma pequena parte do meio poroso original, onde
foi realizado o experimento. Desta forma é natural que diferencas entre os resultados das

simulagoes realizadas e a permeabilidade medida em laboratério sejam encontradas.

8.6 Analise do Uso de LBMs Alternativos ao Es-
quema de Colisao e Propagacao

Neste ponto algumas das expectativas relacionadas ao uso de métodos alternativos ao
esquema de colisao e propagacao para a resolucao da equacao de transporte de Boltzmann

podem ser reavaliadas.

Primeiramente, os métodos de diferencas finitas foram utilizados para que a estabi-
lidade e acuracia de seus algoritmos numéricos fossem claramente melhores do que no
algoritmo de colisao e propagacao. As simulagoes aqui mostradas utilizando os métodos
de diferencas finitas chamados neste trabalho de desacoplados, Secao 5.5, apresentaram
erros maiores do que no esquema de colisao de propagacao em muitos casos. Apenas
quando os dominios utilizados foram discretizados muito refinadamente bons resultados

puderem ser obtidos com estes métodos.

Dificilmente este tipo de formulacao poderia ser utilizada para a previsao de efeitos
em numeros de Knudsen finitos. Isto acontece porque efeitos nesta ordem sao muito sutis,
podendo se confundir facilmente com os erros numéricos de um método se eles nao forem

de uma ordem mais baixa.

O esquema de colisao e propagacao, em relagao aos métodos de diferencas finitas
desacoplados, possui a grande vantagem de ter adveccao exata e por isso permitir que
sua andlise de Chapman-Enskog em alta ordem seja realizada de maneira relativamente
simples. Na andlise realizada nesta tese, Secao 5.1.3, foi constatado que em ordem um
do nimero de Knudsen este erro poderia ser incorporado na definicao do coeficiente de
transporte do fluido, de modo que o erro em relacao a equacao de Navier-Stokes nesta

escala é zero.

Em alta ordem, todavia, o esquema de colisao e propagacao apresenta erros numéricos
que nao podem ser resumidos simplesmente a um ajuste da definicao dos coeficientes de
transporte para que seu efeito seja corrigido, Secao 5.1.3. Nestes casos outros algoritmos

numéricos devem ser utilizados para diminuir ou mesmo suprimir os erros numéricos
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encontrados.

Os métodos de Runge-Kutta de segunda ordem e quarta ordem para a derivada ma-
terial, assim como o esquema de colisao e propagacao, possuem adveccao exata e, além
disso, teoricamente tém acuracia maior que o esquema de colisao e propagacao. Todavia,
a analise de Chapman-Enskog destes métodos pode ser bastante complicada devido a nao
linearidade da distribuicao de equilibrio em relacao a velocidade macroscopica e tempe-
ratura do fluido, tendo sido realizada neste trabalho apenas quando esta distribuicao era

dependente unicamente de densidade deste fluido.

Testes com estes métodos nao foram realizados para a determinacao de seu desvio em
relacao a equagao de Boltzmann do continuo em problemas isotérmicos ou nao-isotérmicos
ja que mesmo no caso mais simples de todos estudado aqui, um fenomeno puramente
difusivo, estes erros em relacao aos coeficientes de transporte do fluido simulado eram

importantes, apesar de manterem a ordem de aproximagao do método, ver Tabelas 9 e
10.

Duas alternativas para que a forma dos coeficientes de transporte do fluido simulado
por estes métodos sejam determinados sao tentar realizar a anélise de Chapman-Enskog
apesar das grandes dificuldades em tratar as nao-linearidades da distribuicao de equilibrio
ou tentar descobrir a forma destes coeficientes de transporte diretamente através de si-
mulagao numérica. Apesar desta tltima alternativa ser viavel quando sao considerados
escoamentos até a primeira ordem de Knudsen, ela é quase impossivel de ser realizada a
alto nimero de Knudsen, ja que, neste caso, sao esperados desvios fisicos muito dificeis

de separar dos erros numéricos do método se estes ultimos forem grandes.

Métodos de volumes finitos ou elementos finitos poderiam também ser testados para
a discretizagao espaco-temporal. Nas experiéncias realizadas por este autor com métodos
de volumes finitos variados nenhum deles funcionou de maneira satisfatéria. De fato,
os mesmos problemas de alta difusao numérica dos métodos de diferencas finitas foram

observados nestes métodos.
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9 (Conclusao

Neste trabalho a equagao de Boltzmann foi inicialmente simplificada através de mo-
delos de colisao a um ou mais tempos de relaxacao cuja forma foi deduzida quando os

espagos temporal, espacial e de velocidades moleculares foram considerados continuos.

De modo a resolver as equacoes obtidas apds esta simplificagdo, foram realizadas
em etapas a discretizacao do espaco fisico e temporal e, posteriormente, do espaco de
velocidades moleculares. O objetivo de realizar esta discretizagao em etapas foi separar e

deixar mais claros os erros cometidos quando cada uma delas é realizada.

No ambito tedrico a analise de Chapman-Enskog foi a principal ferramenta utilizada
para que a comparacao entre estas diferentes etapas e os modelos de colisao aplicados
ao espago continuo pudesse ser realizada em diversas ordens do numero de Knudsen.
Posteriormente foram realizadas uma série de simulagoes com o objetivo de validar as
analises teodricas realizadas, avaliando os métodos desenvolvidos através de aplicacoes

praticas.

Primeiramente foi realizada a discretizacao espaco-temporal de todos os modelos de
colisao continuos deduzidos. Nesta discretizacao, na qual foram utilizados os métodos de

diferencas finitas, dois tipos principais de métodos de lattice Boltzmann foram obtidos.

Nos primeiros, chamados de desacoplados, a discretizacao do espaco fisico e do tempo
foi realizada de forma independente. Neste caso a analise de Chapman-Enskog nao pode
ser aplicada diretamente a equacgao de evolucao do método por causa da advecgao nao
exata das distribuicoes de moléculas. Na falta de outra alternativa, a analise de Chapman-
Enskog no continuo é entao considerada como representativa do método numérico. Estu-
dos comparando a previsao tedrica encontrada desta maneira e resultados numeéricos do

método revelaram problemas recorrentes de alta difusao numérica e estabilidade.

Nos segundos, cujas diferencas finitas foram aplicadas a discretizacao da derivada
material diretamente, este problema é minimizado quando a anélise de Chapman-Enskog
pode ser aplicada, de forma que os erros cometidos na discretizacao espaco-temporal
podem ser previstos em ordens crescentes do nimero de Knudsen. Eventualmente estes

erros podem ser incorporados a definicao dos coeficientes de transporte nas equagoes de
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balanco macroscopicas obtidas, como no caso do esquema de colisao e propagacao até

primeira ordem de Knudsen.

Todavia, nos métodos de mais alta ordem, e.g., Runge-Kutta de segunda ou quarta
ordem, esta andlise pode ser bastante complicada devido a nao linearidade da distribuicao
de equilibrio em relagao a velocidade macroscépica e temperatura do fluido, tendo sido

realizada neste trabalho apenas quando ela era dependente unicamente de sua densidade.

Depois desta etapa foi realizada a discretizacao do espaco de velocidades de maneira
detalhada. Através da analise de Chapman-Enskog puderam ser deduzidas condigoes
necessarias para a correta recuperagao das equagoes de balango macroscépicas em ordens

crescentes de Knudsen.

Considerando estas condicoes, redes space-filling, necessarias a aplicacao em métodos
numeéricos baseados na discretizacao da derivada material, e redes nao space-filling, que
sao menores do que as redes space-filling e adequadas a simulagao numérica por métodos
desacoplados, foram obtidas em diferentes ordens. Foram detalhadas neste trabalho as
principais caracteristicas geométricas destas redes, bem como detalhes de sua obtencao

através do método de quadratura por abscissas prescritas.

Por fim, no tdltimo capitulo antes deste, os resultados numéricos de diferentes si-
mulagoes realizadas durante esta tese foram analisados. Estes resultados confirmaram
as previsoes tedricas realizadas pela analise de Chapman-Enskog acuradamente. Foi ob-
servado em diversos experimentos numéricos que efeitos de alta ordem em Knudsen sao
realmente importantes na simulacao de fluidos pelo método de lattice Boltzmann e muitos

deles podem ser previstos por esta analise.

Diversos pontos importantes deste trabalho permanecem em aberto, merecendo con-

sideracao cuidadosa em um futuro préximo.

O mais importante deles certamente é a adequacao de condicoes de contorno confiaveis
para a simulacao de problemas nao-isotérmicos que permitam a imposi¢ao de fluxo de
calor, temperatura e velocidade macroscopica em suas fronteiras sélidas, em condigoes
de baixo ou alto nimero de Knudsen, e nao apresentem problemas com a conservagao
da massa localmente. Isto tem importancia capital na utilizacao dos métodos de lattice
Boltzmann em escoamentos mais complexos, aplicacoes que nao puderam ser avaliadas

neste trabalho com profundidade.

Outro ponto importante em relagao a aplicagoes futuras deste trabalho é a analise
tedrica mais detalhada e aplicagao pratica do modelo a dois ou mais tempos de relaxacao.
Embora o modelo de colisao BGK seja muito util na simulacao de escoamentos em que

a temperatura nao é um parametro importante para sua evolugao e, portanto, apenas
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um coeficiente de transporte, a viscosidade cinematica, ja é suficiente para descreveé-lo de
maneira aceitavel, em situagoes de escoamento nao-isotérmico é muito importante que a
difusividade térmica possa ser ajustada de maneira independente a viscosidade, obtendo-

se numeros de Prandtl variaveis.

Além disso, em alto numero de Knudsen sao esperados efeitos fisicos governados por
coeficientes de transporte que também devem ser ajustados de forma independente dos
primeiros. Nesta tese foram verificados em casos bastante simplificados a importancia
destes coeficientes de transporte através de simulagoes numéricas. Uma extensao impor-
tante deste trabalho seria comparar resultados obtidos através de simulacao a resultados

experimentais em alto nimero de Knudsen de forma direta.

Um outro ponto desconsiderado neste trabalho e que merece uma atencgao especial nas
proximas investigacoes é a funcao H e a segunda lei da termodinamica. Os métodos aqui
desenvolvidos nao obedecem esta lei, mas a quadratura da funcao H poderia ser realizada
a principio, quem sabe com a constatagao de que novas condig¢oes sao necessarias para

que a discretizagao do espago de velocidades seja realizada de maneira correta.

Métodos de volumes finitos ou elementos finitos poderiam também ser testados para
a discretizagao espago-temporal. Nas experiéncias realizadas por este autor com métodos
de volumes finitos variados nenhum deles funcionou de maneira satisfatoria. De fato,
os mesmos problemas de alta difusao numérica dos métodos de diferencas finitas foram

observados nestes métodos.
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APENDICE A - Polinémios de Hermite

Definindo uma funcéo peso, w (), como w (x) = e~*"/2/ (2r)”/?, os tensores polino-
miais de Hermite podem ser escritos como
25 (@) = " 0,0,0,0. (w (), (A1)
onde n é a ordem do tensor polinomial %(gg e a, 3,7... sao subindices que seguem a
notacao de Einstein. O operador 0, corresponde a derivada de uma funcao em relagao

a coordenada espacial rotulada por a. Desta forma, os primeiros quatro polinomios de

Hermite sao:

HO () =1, (A.2)
HD (@) = . (A.3)
A (@) = Tty — Dap, (A4)
%(;’L () = Ta®pTy — Tadpy — T0ay — Tydap. (A.5)

Os polinomios de Hermite sao ortogonais com relagao ao seguinte produto interno:
/w (x) t%fy(fﬁ)mm (x) ji”cgg;wm () de = Opm(nalngl..np!), (A.6)

onde 9,,,,, € o delta de Kronecker, sendo igual a um somente se as dimensoes dos polinomios
™ e A#™) sao iguais e os subindices a;f17i... puderem ser escritos como uma per-
mutacao dos subindices ayf575..., n, representa o nimero de vezes que cada subindice x,

se repete no conjunto de subindices considerado.

Qualquer fungao f (x) que seja quadrado integravel pode ser expandida em polinémios

de Hermite como segue
o0

]- n n
fl@) =) —agg, Ay (x), (A7)
n=0

(n)

onde foi adotada a notagao de Einstein. Os coeficientes da expansao acima, a,g. ., sao

dados por
afxnﬂ)v... - /W (z) f (x) c%ﬁ(g)y (x) de. (A.8)






APENDICE B - Redes

B.1 Redes Unidimensionais

ordem, respectivamente.
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Tabela 15: Redes unidimensionais de quarta, quinta, sexta, sétima e oitava

D1V7

D1V9

D1V11

D1V13

D1V15

Cs

1, 44702
4,76670x10"!
2,33915x10~
2, 69382x102
8,12130x10~*

2, 55463
1,67240x10~!
3,03154x10""!
5,33029x10~2
5,79215x10~2

2,00126x1073

1, 78560
3,86938x10""
2,41783x10
5,80225x10~2
5,61526x10~°
2,06525x10~4
3,27447x107

2,83247
2,09278x10
2,33125x10!
9,40511x10~2
5,69234x102
7,50077x1073
3,70056x1073

6,07843x1075

2, 06955

3,33881x107!
2,35234x107!
8,22616x10~2
1,42801x102
1,23015x1073
5,26766x107°
1,10667x10~6
1,29492x10~8

B.2

Redes Bidimensionais

B.2.1 Redes Space-Filling

& i W
(0,00 1 3
(£a,0) 4 3
(£a,+a) 4 5

Tabela 16: D2Q9, rede de segunda ordem.



B.2 Redes Bidimensionais

148

Tabela 17: D2V17, rede de terceira ordem.

Tabela 18: D2V25, duas redes de quarta ordem incompletas.

& 1 Wi
575+193v/193
(07 O) 1 8100
(:l:a, 0) 4 33551—88(1)6/@
(j:a j:a) 4 655+17/193
) 27000
(£2a,£2a) 4 O35 I0v10
1445—1011/193
(£3a,0) 4 162000
= /5 (25 +V193)

& i W;(D2V25w1) W;(D2V25w6)

- —1405/33

(0,0) 1 2,35182082935646 x 1071 31309 405v33
(+£a,0) 4 0 6267—331/33
(+a,4a) 4 1,01815383428424 x 1071~ 23£2L/33
(+£2a,0) 4 5,92113509356389 x 1072~ 2L334370V33
(£2a,£2a) 4 2,00409068664401 x 1072~ 233439V33
- 627+611/33
(£3a,0) 4 6,79520191907580 x 1073~ G2TE0LvI3

(£3a,£3a) 4 1,14374524668275 x 1072 0

- 7+169+/33
(£4a,0) 4 2,19789086982699 x 1073 3ZTL60v4S

G = 0,834659460211219, a5 = 51/% (15 — v/33)

Tabela 19: D2V37, rede de quarta ordem.

&

—

W;

(0,0)
(£a,0)
(+a,+a)
(+2a,0)
(+2a, +a)
(+2a, +2a)
(+3a,0)
(+3a, +a)

= ks 00 B e e

oo

2,33150669132353 x 107!
1,07306091542219 x 10~!
5, 76678598887949 x 102
1,42082161584508 x 1072
5,35304900051378 x 1073
1,01193759267358 x 1073
2,45301027757717 x 1074
2,83414252994198 x 1074

a = 1,19697977039307
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Tabela 20: D2V53, rede de quinta ordem.

& 1 Wi

(0,0) 1 1,85653641466989 x 10~
(£a,0) 4 9,73526695282692 x 102
(+a,%a) 4 6,18473722490088 x 102
(£2a,0) 4 2,07479449922149 x 102
(£2a,4a) 8 9,16147186431040 x 103
(£2a,42a) 4 2,63104246524789 x 10~3
(£3a,0) 4 8,28526388718251 x 10~
(£3a,4a) 8 8, 88323453650492 x 1074
(£4a,4a) 8 2,37359243299528 x 1077
(£3a,43a) 4 3,13644871589413 x 10~
(£5a,0) 4 6,07038053094217 x 10~7

a =1,062013780610965

Tabela 21: D2V8]1, rede de sexta ordem.

& 1 Wi

(0,0) 1 1,53813685619933 x 107!
(*a,0) 4 9,03845772240304 x 1072
(fa,+a) 4 6,09150169360391 x 102
(+2a,0) 4 2,42209449745106 x 102
(£2a,+a) 8 1,31464865423442 x 102
(£2a,4+2a) 4 3,96250694776903 x 1073
(+3a,0) 4 1,85426344505752 x 1073
(£3a,4£a) 8 1,60350954992801 x 10~3
(£3a,+2a) 8 2,22491420911573 x 10~
(+4a,0) 4 1,00053975217684 x 104
(+4a,+a) 8 3,43983276583145 x 1075
(£3a,+3a) 4 5,44948043276956 x 10~°
(£da,+2a) 8 1,88370673442359 x 10~
(£5a,0) 4 2,40444982109759 x 1076

(£5a,+2a) 8 4,35010935503406 x 10~7

a = 0,9700084987393947
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B.2.2 Redes Nao Space-Filling

Tabela 22: D2V12n, duas redes de terceira ordem.

& 1 Wit Wia
(+a;,0) 4 L (5+2V5) 1/36
(+b;,+b;) 4 1/36 % (5+2v5)
(£¢;,0) 4 = (5—2v5) 0
(£d;, £d;) 4 0 4i (5 —2v5)
a=4/3(3-VE),  bh=v3 L =/2(3+VB),

as = /6, by = %(3—\/5), dy = (3—1—\/_)

= 0o

Tabela 23: D2V17n, rede de quarta ordem incompleta.

& 1 Wi
(0,0) 1 2,91120705068934 x 101
(£a,0) 4 1,17544259079499 x 10~*
(fa,#£a) 4 4,99848074155116 x 102
(£b,0) 4 7,38568353112397 x 1073
(e, +c) 4 2,30507370663218 x 1073
a=1,36967763379 c = 2,38098279882
b = 2,98493018050

Tabela 24: D2V19n, rede de quarta ordem.

§i i W,
(0,0) 1 31
a(sen(mi/3), cos(mi/3)) 6 _605-11-1155210@
b(sen(mi/3 + m/6), cos(mi/3 +/6)) 6
c(sen(mi/3), cos(mi/3)) 6 _605I1155210\/ﬁ

a—2\/ 6 — /15 b—2\/_c—2\/ (6 + V/15)
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Tabela 25: D2V20n, rede de quarta ordem.

§i

i

Wi

(+a, ta)
(£b,0)
(£e, £0)
(+d, +e)

4
4
4

8

1,88925845284202 x 10~*
3,93820098682627 x 1072
2,08333333333333 x 102
4,29405757101158 x 10~*

a = 0,68125003863
b= 2,17532774716
c = 1,73205080757

= 1, 3665853546
e = 3,6873494659

Tabela 26: D2V21n, rede de quarta ordem.

§i

i

Wi

(0,0)
(f+a,+a)
(£b,0)
(£e, £0)
(3d, £d)

1
4
4
4

8

2,05660006833783 x 107*
1,40509662171466 x 10~
4,38226426701393 x 1072
1,24095396776270 x 102
9,21576886161059 x 10~*

a = 0,84919384991
b= 2,06813606112

c=1,8616199350
d =1,1386549808

Tabela 27: D2V28n, rede de quinta ordem.

§i

[

Wi

(£a, +a)
(£b,0)
(¢, +c)
(+2d, +d)
(£e,0)
(£, £f)

B~ 00 &= &=

4

1,65178143204339 x 10~*
4,76436948919026 x 102
3,13893609813488 x 1072
2,60416666666667 x 1073
5,66775193567500 x 104
1, 36923955088259 x 10~°

a = 0,60908304548
b=1,96450120032
c=1,45841718745

d=1,4142135623
e = 3,6707040697
[ =3,4441308266
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B.3 Redes Tridimensionais

B.3.1 Redes Space-Filling

Tabela 28: D3Q15, rede de segunda ordem.

& i W
(0,0,00 1 2/9
(£a,0,0) 6 1/9
(£a,+a,£a) 8 1/72
a=+3

Tabela 29: D3Q19, rede de segunda ordem.

& W
(0,0,00 1 1/3
(£a,0,0) 6 1/18
(£a,+a,0) 12 1/36
a=+/3

Tabela 30: D3V39, rede de terceira ordem.

& i Wi
0,0,0) 1 1/12
(£a,0,0) 6 1/12
(+a,ta,+a) 8 1/27
(£2¢,0,0) 6 2/135

(420, +2a,0) 12 1/432
(£34,0,0) 6 1/1620
a=+/3/2
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Tabela 31: D3V41, rede de terceira ordem.

§i

i

Wi

(0,0,0)
(+a,0,0)
(+a, +a,0)

(£a,+a,+a)

(+2a, +2a, +2a)

(£3a,0,0)

1

=5 (955 — 59v/193)

3863v193—-50135

6 54000
12 186624 5
125(25+\/193)

8 1051+/193—14395
54000

8 685—49v/193
108000

6 1445-101/193

162000

a=1y/3 (25 +v/193)

Tabela 32: D3V59, rede de quarta ordem incompleta.

& 1 Wi
(0,0,0) 1 9,58789162377528 x 102
(+a,0,0) 6 7,31047082129148 x 1072
(+a,+a,0) 12 3,46588971093380 x 103
(+a,+a,2£a) 8 3,66108082044515 x 10~2
(+2a,0,0) 6 1,59235232232060 x 10~2
(£2a,424,0) 12 2,52480845105094 x 10~3
(£2a,+£2a,42a) 8 7,26968662515159 x 107
(+3a,0,0) 6 7,65879439346840 x 10~

a = 1,20288512331026

Tabela 33: D3V107, rede de quarta ordem.

3 i W;
(0,0,0) 1 7,57516860965017 x 102
(#a,0,0) 6 6,00912802747447 x 1072
(+a, +a,0) 12 3,13606906699535 x 103
(+a,+a,+a) 8 3,63392812078012 x 102
(+2a,0,0) 6 1,32169332731492 x 1072
(+£2a,4a,0) 24 4,48492851172950 x 1073
(+£2a,42a,0) 12 2,48755775808342 x 1073
(£3a,+a,+a) 24 6,07432754970149 x 1074
(£2a,4+2a,4+2a) 8 4,64179164402822 x 10~*
(+4a,0,0) 6 4,51928894609872 x 107"

a=1,07182071542885
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B.3.2 Redes Nao Space-Filling

Tabela 34: D3V27n, duas redes de terceira ordem.

&ij 1 Wi Wi
8(90—+/15) 8(90++/15)

(0’ O’ 0) 1 2205 2205
270+461/15 270—46v15
(+a;,0,0) 6 2040415 AT
162—41y/15 16244115

(ibj’ ibj’ O) 12 6174 2174
(£¢j, £¢j, £¢5) 8 183202V 10 T8 0aVIp

ar=/1(15-VI5) b=V6+VIE o=V0-2/15
agz,/§(15+\/ﬁ) by = V6 —V15 =19+ 2V15

Tabela 35: D3V33n, rede de quarta ordem incompleta.

—e

& Wi
(0,0,0) 1 1,69544317872168 x 107"
(#a,0,0) 6 7,53752058968985 x 102
(b, &b, £b) 8 3,90045337112442 x 1072
(£¢,0,0) 6 6,86518217744201 x 1073
(£d, £d, 0) 12 2,08142366598628 x 1073
a=1,07182071542885 ¢ = 2,92338002226218

b =1,21422495340964 d = 2,49326392161601

Tabela 36: D3V53n, rede de quarta ordem.

& 1 Wi
(0,0,0) 1 1,60453547343974 x 107!
(+a,0,0) 6 7,17493485726724 x 1072
(£b, £b, £b) 8 3,85210759331158 x 102

(¢, +d,0) 24 4,11522633744856 x 1073
(Ee, &e, te) 8 2,44958972443801 x 10~*

(££,0,0) 6 2,61083127915713 x 107
a = 1,45239166695403  d = 2,66422150193135
b=1,12267801869052 e = 2,40894358132745
c=1,37910253014295  f = 4, 81788716265490
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APENDICE C - Lista de Publicagées

Durante a confeccao desta tese os seguintes artigos foram publicados e podem servir

como referéncia adicional:

C.1 Congressos e Conferéncias

e SURMAS, Rodrigo; SANTOS, Luis Orlando Emerich dos; PHILIPPI, Paulo Ce-
sar. Caracteristicas da Formacgao de Desprendimento de Vortices em Grupos de

Cilindros. Em: Segundo Congresso Brasileiro de Pesquisa e Desenvolvimento em

Petréleo e Gas, 2003, Rio de Janeiro, Brasil.

¢ HAVERROTH, Guilherme Eller; SURMAS, Rodrigo; HEGELE, Luiz Adolfo. Va-
lidacao do modelo de Lattice-Boltzmann a vdrios tempos de relaracao para esco-
amento em torno de cilindros. Em: XII Congresso Nacional de Estudantes de

Engenharia Mecanica, 2005, Ilha Solteira, Brasil.

e CARELLI, Daniel; SURMAS, Rodrigo; HEGELE, Luiz Adolfo. Simulagoes de flui-
dos utilizando a equacao generalizada de Boltzmann. Em: XII Congresso Nacional

de Estudantes de Engenharia Mecanica, 2005, I1Tha Solteira, Brasil.

e DA SILVA, Michael Frederico Paiva; SURMAS, Rodrigo; DOS SANTOS, Luis Or-
lando Emerich; PHILIPPI, Paulo César. Analysis of contact angle in capillary
invasion. Em: 18th International Congress of Mechanical Engineering, COBEM
2005, 6 a 11 de novembro, 2005, Ouro Preto, Brasil.

e HEGELE JR, Luiz Adolfo; SURMAS, Rodrigo; SIEBERT, Diogo; DOS SANTOS,
Luis Orlando Emerich; PHILIPPI, Paulo César. Thermal Lattice-Boltzmann in Two
Dimensions. Em: DSFD 2006, Discrete Simulation of Fluid Dynamics, 21 a 25 de
agosto, 2006, Genebra, Suica.

e PHILIPPI, Paulo César; HEGELE JR, Luiz Adolfo; SURMAS, Rodrigo; SIEBERT,
Diogo; DOS SANTOS, Luis Orlando Emerich. From the Continuous to the lattice-
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Boltzmann Equation: Beyond BGK Collision Models. Em: DSFD 2006, Discrete
Simulation of Fluid Dynamics, 21 a 25 de agosto, 2006, Genebra, Suica.

e PICO, Carlos Enrique; SURMAS, Rodrigo; PHILIPPI, Paulo César. Volume Ezxclu-
sion for Reducing Compressibility Effects in Lattice Boltzmann Models. Em: DSFD
2006, Discrete Simulation of Fluid Dynamics, 21 a 25 de agosto, 2006, Genebra,
Suica.

e PHILIPPI, Paulo César; DOS SANTOS, Luis Orlando Emerich; ORTIZ, Carlos
Enrique Pico; WOLF, Fabiano Gilberto; HEGELE JR, Luis Adolfo; SURMAS, Ro-
drigo; SIEBERT, Diogo Nardeli. Discrete methods in microhydrodynamics (invited

lecture). Em: 11th Brazilian Congress of Thermal Sciences and Engineering, EN-
CIT, 2006, Curitiba.

e SURMAS, Rodrigo; PICO, Carlos Enrique; PHILIPPI, Paulo César. Simulating
thermohydrodynamics by finite difference solutions of the discrete Boltzmann equa-
tion. Em: DSFD 2007, 16th Discrete Simulation of Fluid Dynamics: Micro, Nano
and Multiscale Physics for Emerging Technologies, 23 a 27 de julho, 2007, Banff,

Canada.

e CARBONI, Julian Machado; SURMAS, Rodrigo and PHILIPPI, Paulo César. Si-
mulagao do Tubo de Choque Utilizando o Método de Boltzmann para Redes. Em:
XIV Congresso Nacional de Estudantes de Engenharia Mecanica, CREEM 2007,
Uberlandia, MG.

e NALIN, Daniel; SURMAS, Rodrigo; PICO, Carlos Enrique and PHILIPPI, Paulo
César. Determinacao da Permeabilidade Absoluta Utilizando o Método de Boltz-

mann para Redes. FEm: XIV Congresso Nacional de Estudantes de Engenharia

Mecanica, CREEM 2007, Uberlandia, MG.

e TEIXEIRA, Antonio Vinicius Gomes; SURMAS, Rodrigo and PHILIPPI, Paulo
César. Stmulacoes de Decomposicao Espinodal Hidrodinamica Utilizando o Método

de Boltzmann para Redes. Em: XIV Congresso Nacional de Estudantes de Enge-
nharia Mecanica, CREEM 2007, Uberlandia, MG.

e CARELLI, Daniel; PHILIPPI, Paulo Cesar; SURMAS, Rodrigo; WOLF, Fabiano
G. and LACERDA, Vicente F. Measurement of Liquid-Fluid Interfacial Tension by
the Pendant Drop Method Using Image Analysis. Em: 19th International Congress

of Mechanical Engineering, 5 a 9 de novembro, 2007, Brasilia, Brasil.

e TEIXEIRA, Antonio Vinicius Gomes; SURMAS, Rodrigo, HEGELE JR., Luiz
Adolfo; DOS SANTOS, Luis Orlando Emerich; PHILIPPI, Paulo César. Lattice
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Boltzmann Simulation of Hydrodynamical Spinodal Decomposition. Em: 19th In-
ternational Congress of Mechanical Engineering, 5 a 9 de novembro, 2007, Brasilia,

Brasil.

C.2 Artigos

e SURMAS, Rodrigo; SANTOS, Luis Orlando Emerich dos; PHILIPPI, Paulo Cesar.
Flow Interference in Bluff Body Wakes. Em: LECTURE NOTES IN COMPUTER
SCIENCE, 2657, 967-976, 2003.

e SURMAS, Rodrigo; SANTOS, Luis Orlando Emerich dos; PHILIPPI, Paulo Cesar.
Lattice Boltzmann Simulation of the Flow Interference in Bluff Body Wakes. Em:
FUTURE GENERATION COMPUTER SYSTEMS, Volume 20, Issue 6, 951-958.
Agosto de 2004.

e PHILIPPI, Paulo César; HEGELE, Luiz Adolfo; DOS SANTOS, Luis Orlando Eme-
rich; SURMAS, Rodrigo. From The Continuous to the Lattice Boltzmann Equation:
The Discretization Problem and Thermal Models. Em: PHYSICAL REVIEW E,
Volume 73, Issue 5, Artigo No. 056702, Parte 2, Maio de 2006.

e SIEBERT, Diogo Nardelli; HEGELE Jr., Luiz Adolfo; SURMAS, Rodrigo; SAN-
TOS, Luis Orlando Emerich dos e PHILIPPI, Paulo César. Thermal Lattice Boltz-
mann in Two Dimensions. Em: INTERNATIONAL JOURNAL OF MODERN
PHYSICS C, Volume 18, Issue 4, 546-555. Abril de 2007.

e PHILIPPI, Paulo César; HEGELE Jr., Luiz Adolfo; SURMAS, Rodrigo; SIEBERT,
Diogo Nardelli; SANTOS, Luis Orlando Emerich dos. From the Boltzmann to the
Lattice Boltzmann Equation: Beyond BGK Collision Models. Em: INTERNATIO-
NAL JOURNAL OF MODERN PHYSICS C, Volume 18, Issue 4, 556-565. Abril
de 2007.

e SURMAS, Rodrigo; PICO, Carlos Enrique; SANTOS, Luis Orlando Emerich dos
e PHILIPPI, Paulo Cesar. Volume Ezclusion for Reducing Compressibility Effects
in Lattice Boltzmann Models. Em: INTERNATIONAL JOURNAL OF MODERN
PHYSICS C, Volume 18, Issue 4, 576-584. Abril de 2007.

e SURMAS, Rodrigo; PICO, Carlos Enrique e PHILIPPI, Paulo Cesar. Simulating
Thermohydrodynamics by Finite Difference Solutions of the Boltzmann Equation.
Em: EUROPEAN PHYSICAL JOURNAL - SPECIAL TOPICS, Volume 171, 81-
90, 2009.
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