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RESUMO

Sistemas competitivos arbitrarios do tipo Lifshitz apresentam diversos eixos de com-
peticao e podem ser tratados pelo modelo CECI, que é o caso mais geral dentre os
modelos que exibem o ponto de Lifshitz como caracteristica. Para formular o problema
das transicoes de fase nesses exemplos de sistemas complexos, introduzimos uma técnica
de teoria de campo escalar de massa nula e aplicamos o método de subtragdo minima,
como meio de renormalizacao, para calcular, perturbativamente, os expoentes criticos
do modelo C'ECI, tanto no caso anisotropico, quanto no caso isotrépico. Para o caso
isotropico desse modelo, conseguimos também calcular os expoentes criticos exatamente
até O(e2) (até O(e2) para a dimensdao anomala 7,), 0 que nos permitiu por a prova a
aproximacao realizada nos outros casos. E importante frisar que o calculo dos expoentes
criticos por subtragao minima para o caso isotropico exato do modelo C ECI é a novidade
trazida por este trabalho.

Palavras-chave: Subtracao minima, expoentes criticos, ponto de Lifshitz, modelo

CECI.
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ABSTRACT

Competitive systems of arbitrary Lifshitz type have different axes of competition and
can be treated by the C'EC'I model, which is the most general case among the models
that exhibit a Lifshitz point critical behavior. In order to formulate the problem of phase
transitions in these examples of complex systems, we introduce a technique for scalar
field theory of zero mass and apply the method of minimal subtraction as a means of
renormalization to calculate perturbatively the critical exponents of the C'ECT model for
the anisotropic, as well as in the isotropic case. For the isotropic case of this model, we
also calculate the critical exponents exactly up to O(€2) (up to O(e3) for the anomalous
dimension 7,), which allowed us to test the approach undertaken in other cases. It is
important to note that the exact calculation of critical exponents by minimal subtraction
for the C EC'IT model is the novelty brought up by this work.

Keywords: Minimal subtraction, critical exponents, Lifshitz point, C ECI model.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Uma das caracteristicas da matéria que mais chama a atencao, desde tempos remotos,
tanto de leigos quanto de cientistas, é a sua capacidade de transicionar entre estados que
possuem propriedades totalmente distintas. Toda essa atencao dedicada a esse fenomeno
da natureza, nao se deu apenas pelas intrigantes dividas advindas da simples observacao
de sua ocorréncia, mas também da possibilidade de sua utilizagao préatica. Desde que o
homem compreendeu que uma transicao de fase esta ligada, principalmente, a tempera-
tura do material observado, um notério salto evolutivo ocorreu, pois com isso ele pode
fabricar sua primeira ferramenta metalica, através do dominio da técnica de fundigao
de metais, o que, com toda a certeza, o ajudou em seus problemas domésticos e soci-
ais. Esse salto evolutivo também o levou a conjecturar idéias e argumentos sobre tal
fenomeno, tanto no sentido do aprimoramento e aprendizado de novas técnicas, quanto
no natural e consequente surgimento de uma base tedrica para a sua explicacao.

Com o desenvolvimento dos principios e consequéncias da teoria termodinamica,
as transicoes de fase puderam ser traduzidas matematicamente, trazendo a tona pro-
priedades gerais comuns a diversos sistemas fisicos que estao préximos a transicao. Ao
longo da evolucao dos conceitos referentes as transigoes de fase, algumas defini¢coes foram
impostas pela fenomenologia observada. Uma dessas definicoes ¢ a que as classifica em
transicoes de primeira e segunda ordem, onde o termo, primeira ordem, refere-se a descon-
tinuidade, quando comparados os valores acima e abaixo da transicao, de quantidades
como a entropia, densidade da substancia e a magnetizacao, as quais sao derivadas de
primeira ordem da energia livre. No caso de uma transicao de primeira ordem, tem-se
a coexisténcia de duas fases distintas, ordenada e desordenada, no ponto de transicao.
Um exemplo desse tipo de transicao é o fenomeno de vaporizacao da agua a 100°C e
pressao de 1 atmosfera, onde liquido e gas ocorrem ao mesmo tempo em pontos diversos
da amostra. J& o termo transicao de segunda ordem aplica-se as transi¢oes nas quais as
derivadas primeiras da energia livre variam de forma continua quando o sistema muda de
fase. Nesse caso, derivadas de ordens superiores nao sao necessariamente continuas. Para
esse tipo de transicao temos que a fase ordenada se transforma continuamente na fase de
alta temperatura e vice-versa; acontece aqui que a fase ordenada se torna indistinguivel da
fase desordenada em qualquer escala de observacao. Entende-se por fase ordenada aquela
de menor simetria, onde essa quebra de simetria é causada pela diminuicao da tempera-
tura, quando saimos de um valor de temperatura acima da temperatura de transicao para
uma temperatura abaixo da mesma. Por exemplo, no caso de um sistema magnético, as
duas fases em que o sistema pode ocorrer (ferromagnética/paramagnética ou antiferro-
magnética/paramagnética) possuem diferentes simetrias espaciais, pois acima da tempe-
ratura de transicao (temperatura de Curie), onde nao existe magnetizacao, o sistema é
rotacionalmente invariante. Abaixo da temperatura de transicao ocorre a chamada mag-



INTRODUCAO 2

netizagao espontanea, que define uma direcao preferencial no espaco, destruindo assim a
invariancia rotacional. Vemos com esse simples exemplo que a magnetizacao ¢ uma me-
dida da simetria do sistema e por isso é chamada de parametro de ordem. Este parametro
tem por propriedades gerais, ser uma funcao continua na fase ordenada, diminuindo seu
modulo continuamente, até ser nulo no ponto de transicio de segunda ordem (ponto
critico), fixando-se com o valor nulo na fase desordenada. No caso do sistema liquido-
gas, pode-se verificar que o parametro de ordem associado a transicao é a diferenca de
densidade entre as fases, possuindo todas as propriedades referidas, e que o ponto critico
desse sistema, ponto no qual a diferenca de densidade se anula, situa-se no final da linha
de transicao de primeira ordem no diagrama de fases.

Uma péagina importante no desenrolar do tratamento das transigoes de fase comegou a
ser escrita com a descoberta dos fendmenos criticos [1]. O termo critico refere-se as pro-
priedades termodinamicas dos sistemas préximos a temperatura critica T, (Temperatura
de transi¢ao) de uma transicao de fase de segunda ordem. Diversos sistemas exibem o
comportamento critico, contudo, é fato que o sistema mais popular que exibe criticalidade
é o liquido-gas, seguido dos sistemas magnéticos.

Uma transicao de fase de segunda ordem é caracterizada por singularidades nas suas
fungoes termodinamicas: energia livre e derivadas correspondentes, como magnetizacao,
calor especifico e susceptibilidade [2, 3, 4], onde singularidade aqui nao indica divergéncia
a priori. Nos casos mais simples, estas singularidades ocorrem para valores criticos bem
especificados dos parametros externos. E comum a utilizagao de leis de poténcia para
expressar e caracterizar essas singularidades, cujos expoentes, denominados expoentes
criticos, determinam a natureza do comportamento critico para um dado sistema. Através
da introducao do parametro, denominado temperatura reduzida t, onde

T-T,
= T, (1.1)

que mede a distancia em relacao ao ponto critico e nos da a informagao sobre em qual
lado da transicao estamos, podemos expressar o comportamento assintotico das funcoes
termodinamicas, definindo com isso os expoentes criticos da seguinte forma

t

C~t|=¢, (1.2)

onde « é o0 expoente critico associado a singularidade do calor especifico C' quando ¢t — 0.

M~ |t]?, (1.3)

onde  é o expoente critico que caracteriza o parametro de ordem M (magnetizacao
espontanea no caso de sistemas magnéticos, ou a diferenga de densidade no caso liquido-
gas), mostrando como M — 0, para T'— T,. Ainda temos

X~ W*Va (1~4)
onde o expoente critico v esta associado a divergéncia da susceptibilidade /compressibilidade
isotérmica x quando t — 0, e
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M ~ Hb. (1.5)

Essa ultima expressao (equagao de estado), que define o expoente critico d, nos d& a
relac@o entre o parametro de ordem na isoterma critica (¢t = 0) e o campo externo/pressao
aplicada H.

Olhando agora para as correlagoes existentes nos sistemas que exibem o comporta-
mento critico, por exemplo, as correlagoes entre os spins no caso magnético, podemos
considerar ainda mais dois expoentes criticos. As funcoes de correlacao sao de grande
utilidade no estudo das flutuacoes que ocorrem em tais sistemas e definem os dois ltimos
expoentes. Consideremos a funcdo de correlacao g(R) entre dois spins, indicados generi-
camente por s; e s;; localizados nas posicoes r; e rj, respectivamente, participantes de um
sistema magnético que pode ser tratado pelo modelo de Ising, modelo que abordaremos
mais tarde, situados a uma distancia R

g(R = [r; —x;]) = (sis;) — (s:)(s;), (1.6)
onde o simbolo () indica a média termodinamica do argumento em questao. A equagao
(1.6) mensura a probabilidade condicional de que o spin em um dado sitio aponte em uma
certa dire¢ao, dado que o spin numa origem definida também aponte na mesma direcao. O
segundo termo a direita na equagao (1.6) garante que se esta descontando a possibilidade
de os spins serem paralelos nao devido a correlacao direta entre eles, mas por se estar
numa fase de baixa temperatura, onde a magnetizacao espontanea tende a alinhar todos
os spins na mesma direcao [5]. Podemos escrever ainda a fungao de correlagao da seguinte
forma

gt = [ri —1;]) = ((si = (50)) (55 = (53))) = {(si = M) (s; — M)). (1.7)
Essa funcao é denominada funcao de correlacdo spin-spin. De acordo com a definicao,
espera-se que g(R) se comporte da seguinte maneira [5]

exp(—R/E(t))
8(R) ~ — i (1.8)
onde d é o nimero de dimensoes do sistema, & é o comprimento de correlacao, o qual
nos da a escala do alcance das correlacoes entre as flutuagoes, neste caso especifico,
flutuagoes da magnetizacao. Em uma transicao de primeira ordem, o comprimento de
correlacao é sempre finito, o que impede a ocorréncia, do que chamaremos posteriormente
de, invariancia por escala, para esse tipo de transi¢ao. Porém, proximo a uma transicao
de segunda ordem, o comprimento de correlagao, ou seja, o alcance das correlagoes entre

as flutuacoes, diverge e sua forma assintotica para t — 0 é dada por

&(8) ~ [t (1.9)
onde v é o expoente critico associado a divergéncia do comprimento de correlacao numa
transicao de segunda ordem. Em T, a equacao (1.8) mostra que as correlagoes tomam
a forma de uma lei de poténcia, g(R) ~ R~(4=2*") onde 1 é um dos expoentes criticos,
recebendo o nome de dimensao anomala.
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Um modelo simples que nos permite entender os sistemas magnéticos, no que diz res-
peito as suas propriedades criticas, como também calcular os expoentes criticos, é o mo-
delo de Ising [6], o qual serd de grande importancia para a nossa fundamentacao tedrica,
permitindo o paralelo entre os sistemas com e sem competicao. O paradigma tedrico
desse modelo consiste em spins que interagem entre si através de interacoes quanticas
de troca. Atomos com spin resultante diferente de zero sao localizados em pontos de
uma rede cristalina regular em d dimensoes denominados sitios, portanto a estatistica
relevante no caso é a de Maxwell-Boltzmann. A cada sitio associamos uma variavel de
spin que pode assumir os valores +1. Em consequéncia, realizacoes experimentais devem,
em principio, ser procuradas em magnetos isolantes, por apresentarem elétrons desem-
parelhados, o que resulta num momento magnético efetivo nos sitios. A distancia entre
os sitios mais proximos é chamada de parametro de rede e somente as interacoes entre os
spins desses sitios, que sao denominados de primeiros vizinhos, sao consideradas.

No modelo de Ising, as variaveis de spin s6 podem assumir valores que representam
sentidos diferentes ao longo de uma mesma direcao, portanto, o parametro de ordem M
possui apenas uma componente. Porém, diversos sistemas fisicos que exibem comporta-
mento critico tém o seu parametro de ordem com N componentes. Esses sistemas, com
N > 1, podem ser descritos por alguns outros modelos que levam esse fato em consi-
deracao. Por exemplo, no modelo XY o parametro de ordem ¢ caracterizado por possuir
duas componentes, ou seja, N = 2. Ja o modelo de Heisenberg descreve um sistema com
um parametro de ordem com trés componentes, N = 3. O modelo de Ising (N = 1)
em d = 2 é um dos poucos modelos teéricos nao-triviais que podem ser resolvidos exata-
mente (temperatura critica, todos os expoentes criticos, fun¢do de particdio a campo zero,
fungoes de correlagao)[7].

Uma das mais fundamentais caracteristicas fisicas dos sistemas que exibem o com-
portamento critico é, sem duvida, a invariancia por escala, ou seja, quando o sistema
estd no ponto critico (T' = T), ele apresenta as mesmas propriedades em qualquer escala
de observacao, isto porque, tanto as flutuacoes, por exemplo, no parametro de ordem,
ocorrem em todas as escalas de distancia quando o sistema se aproxima do ponto critico,
como também o comprimento de correlagao torna-se infinito, isto é, & — co. Nos sistemas
magnéticos préximos ao ponto critico, observam-se dominios magnéticos desde a ordem
do tamanho da amostra, até os tamanhos microscépicos (Figural.l).

Também numa transicao liquido-gas, ocorre o fenomeno da opalescéncia critica, no
qual um fluido transparente torna-se branco como leite. Sabe-se que o efeito é causado
pelo espalhamento da luz que passa através do fluido. Tal espalhamento é devido as
flutuagoes na densidade do mesmo. Essas flutuagoes chegam até a ordem do comprimento
de onda da luz visivel, causando entao uma similar alteracao no indice de refracao, o que
permite a ocorréncia do fenémeno [3]. J& em uma transi¢ao de fase de primeira ordem
nao existe invariancia por escala, pois as flutuagdes tém um alcance finito (tamanho tipico
das bolhas na transicao liquido-gas).

Uma importante consequéncia do fenomeno de invariancia por escala, é que como as
correlagoes ocorrem em todas as escalas de distancia, também as fungoes termodinamicas
de correlagao do sistema devem ser invariantes por transformagoes de escala [5]. Este fato
prové os fundamentos das idéias do grupo de renormalizag¢ao, a partir dos quais podemos
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(d) T=T, (e) T=<=T,

Figura 1.1 Simulacdo computacional para o modelo de Ising em duas dimensdes: acima
da temperatura critica, os estados (a) e (b) sio desordenados. Em (c), T = T., dominios
magnéticos, da ordem de quantidades microscopicas até o tamanho da amostra, sao permitidos
e temos ainda uma magnetizacdo nula. Abaizo de T., dominios magnéticos maiores tomam
forma tornando-se predominantes e o sistema exibe uma magnetizacao diferente de zero.

construir procedimentos calculacionais para obter estimativas numéricas de parametros
e expoentes criticos. Levando em consideracao a propriedade de escala, vemos que as
fungoes termodinamicas que descreverao o fendmeno devem ser homogéneas, o que ex-
pressara matematicamente essa caracteristica na determinacao das quantidades criticas.
Por exemplo, a equacao de estado que descreve a relagao entre a magnetizacao, a tempe-
ratura e o campo magnético pode ser dada por

h=M°f(M,t), (1.10)

o que, por argumentos de homogeneidade da funcao, reescala de parametros e a utilizacao
do grupo de renormalizacao, pode ser escrita como

h= Mf(t/MYP). (1.11)

Esse tipo de relagao tem sido coerente com as verificagoes experimentais e esta de acordo
com varias aproximagoes e modelos, tais como aproximagcoes de campo médio e modelo
esférico.

Com respeito a aproximacao de campo médio proposta por Landau, cuja hipdtese
bésica é assumir que as interacoes do sistema podem ser trocadas por um campo ex-
terno efetivo, temos que embora ela nao seja muito boa do ponto de vista quantitativo,
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pois despreza as importantes flutuagoes numa transicao de fase de segunda ordem, nor-
malmente é um interessante guia qualitativo e é sempre um bom meio de comparacao
para as teorias mais sofisticadas que consideram tais flutuagoes. Por exemplo, os ex-
poentes criticos que sao obtidos dessa teoria sao considerados como um limite classico
para os expoentes criticos obtidos por teoria quantica de campos, e foram levados em
consideragao nesse trabalho como um dos argumentos de confiabilidade dos resultados
obtidos. Os expoentes criticos calculados pela teoria de campo médio sao: o = o = 0,
8= %, y=v=1Lv=Vv= %, d = 3 en =0, onde os expoentes com o simbolo ()
indicam o resultado para as temperaturas abaixo da temperatura critica. Embora, por
argumentos apenas termodinamicos, eles pudessem ser diferentes de seus pares, a partir
dos argumentos da teoria de escala, pode-se conferir que os expoentes sao iguais em torno
da transicao.

Um fato de grande significancia sobre os expoentes criticos, tanto os calculados por
campo médio como por outra teoria, é que eles nao dependem dos detalhes microscépicos
do sistema em questao, o que implica dizer que sistemas aparentemente distintos possuem
os mesmos expoentes criticos. O que os coloca no mesmo patamar, com relacao aos seus
expoentes, é apenas o numero d de dimensoes espaciais e o nimero N de componentes
do parametro de ordem. Esses dois parametros formam o que chamamos de classe de
universalidade e quantidades como expoentes criticos e razoes entre as amplitudes criticas
sao conhecidas como grandezas universais.

Como ja mencionado, o modelo de Ising s6 leva em consideragao interacgoes de troca en-
tre os primeiros vizinhos, existem, contudo, consequéncias e resultados interessantissimos
no desenvolvimento de um modelo que permita interagoes entre vizinhos mais distantes.
Imagine, por exemplo, um tipo de modelo de Ising em que além de interacoes ferro-
magnéticas entre os primeiros vizinhos, interagoes antiferromagnéticas entre os segundos
vizinhos também sejam permitidas. Sendo J; a interacao de troca entre os primeiros
vizinhos e Js a interagao de troca entre os segundos vizinhos, se ambos os acoplamentos
fossem maiores que zero, o sistema apresentaria novamente um comportamento ferro-
magnético. Novas propriedades fisicas surgem quando temos J; > 0 e Jy < 0. Observe
que nesse caso teremos uma competicao entre o estado ferromagnético e o estado antifer-
romagnético.

Ao tratarmos de universalidade, nao estavamos levando em consideracao sistemas que
exibem competicao, porém, verifica-se que o termo, classe de universalidade, também
se aplica nesse caso, sendo encontradas também, através da aplicagdo dos modelos,
grandezas universais. Veremos, no entanto, como as competicoes alteram a classe de
universalidade (N, d). Estamos interessados aqui em modelos que exibem competigao
do tipo Lifshitz. O comportamento critico de Lifshitz foi inicialmente descrito por Horn-
reich, Luban e Shtrikman [8] no contexto de modelos de sistemas magnéticos e possui
aplicagoes em varios sistemas fisicos reais como: cristais liquidos ferroelétricos [9, 10, 11],
supercondutores de alta temperatura [12, 13, 14], ferroelétricos uniaxiais [15], alguns tipos
de polimeros [16, 17, 18, 19] e materiais magnéticos [20, 21, 22, 23, 24] .

A forma mais simples de se introduzir e tratar interagées competitivas, comegando
com um modelo d-dimensional, é permitindo que o acoplamento J, < 0 exista apenas para
uma unica direcao espacial dentre as d dimensdes do modelo. O comportamento critico
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dos sistemas descritos por esse modelo, que recebe o nome de AN NN (azial next-nearest-
neighbor Ising) [25, 26, 27], é conhecido por comportamento critico de Lifshitz uniaxial
e ocorre quando a razao Jo/J; possui um valor especifico, que depende da temperatura
de transicao. Abordaremos o caso em que as interagoes entre os primeiros vizinhos sao
idénticas em qualquer direcao espacial, existindo competicao entre eles ou nao. Ao eixo
paralelo a direcao espacial em que ocorre a competicao entre os primeiros e os segundos
vizinhos damos o nome de eizo competitivo. Observe a representacao do modelo ANNNT
em d = 3 na Figura 1.2.

T
LT

Figura 1.2 Representacdo do modelo ANNNI em d = 3. As interacdes entre os primeiros
vizinhos, que sdo identificadas por Ji, ocorrem em todos os eixos (interagées tipo Ising fer-
romagnéticas). As interagoes até sequndos vizinhos existem apenas em uma dire¢Go e $Go
caracterizadas por Jo, que possui sinal contrdrio a Ji.

A energia de um sistema descrito pelo modelo ANN NI é dada pela hamiltoniana

H=— Jl Z Z Sijs(i+1)j — J2 Zsizs(H-Q)z? (1.12)
4 ¢ %

J=T1,

onde o primeiro termo leva em conta apenas a contribuicao das interacoes entre os
primeiros vizinhos em todos os eixos, sendo que j = xy,---, x4 ¢ o indicador do eixo
que estd sendo considerado ao somarmos a contribuigao dos vizinhos mais préximos (s; e
si+1). O segundo termo trata-se da contribuigao das interagoes entre os segundos vizinhos,
que ocorrem em apenas um eixo, sendo indicado aqui por z.

Para sistemas magnéticos que exibem o tipo de competicao descrita pelo modelo
ANNNI, o diagrama de fases apresenta, além das ja conhecidas fases ferromagnética e
paramagnética, uma fase chamada modulada(helical)(Figural.3) [28].

O diagrama de fases do modelo ANNNI (Figura 1.3) apresenta uma fase desorde-
nada (paramagnética), uma fase uniformemente ordenada (ferromagnética), e uma regiao
denominada de fase modulada. A fase modulada apresentada pelo modelo ANNNIT
exibe uma organizagao quase-periédica unidimensional desenvolvida ao longo da diregao
da magnetizacao. Nesta fase a magnetizacao varia senoidalmente. Extensoes do modelo
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Paramagnetic

— Ferromagnetic

Helical,

0 10
P

Figura 1.3 Diagrama de fases para um comportamento critico de Lifshitz uniazial de sequndo
cardter, onde o termo sequndo cardter refere-se ao acoplamento até sequndos vizinhos. A linha
tracejada indica uma transicdo de fase de primeira ordem que termina no ponto de Lifshitz de
sequndo cardter. A linha continua indica uma transicao de fase de sequnda ordem (transi¢ao
ordem-desordem). O parametro P é definido por P= Jy/J;.

AN N NI, no que diz respeito ao nimero N de componentes do parametro de ordem, como
é o caso dos modelos ANNN XY (Azial-Next-Nearest-Neighbor XY'), que possui N = 2,
e ANNNH (Azial-Next-Nearest-Neighbor Heisenberg), com N = 3, apresentam vetores
de spin que precessionam em torno do eixo de modulagao, o que pode ser visualizado na
Figura 1.4.

060006 111149

Figura 1.4 Representac¢ao esquemdtica dos spins na fase modulada. Em (a) para o modelo

ANNNXY e em (b) para o modelo ANNNH.

Observe na Figura 1.3 que as linhas que delimitam as trés fases encontram-se num
determinado ponto, onde as fases coexistem, denominado ponto de Lifshitz. Nesse ponto
de coexisténcia, o sistema apresenta uma temperatura de transicao chamada temperatura
de Lifshitz (Ty). Com respeito as realizacoes e investigagoes experimentais do modelo
ANNNI, o composto MnP tem confirmado as expectativas tedricas [20, 21, 22, 23].

Uma intuitiva generalizagao do modelo AN N N pode ser implementada, ao permitir-
mos que .J5 exista em m diregoes espaciais, isto é, teremos agora m dire¢oes competitivas.
O sistema entao apresentara um comportamento critico do tipo Lifshitz m-azial, que
possui dois tipos de comprimentos de correlagao, um referente ao subespago competitivo
e o outro relacionado ao subespaco nao competitivo. A classe de universalidade sofrera
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uma modificacao, incluindo em sua especificagao o niimero m de dimensoes competitivas,
sendo agora identificada por d, N e m. Os sistemas com os mesmos valores para d, N e
m, ou seja, numa mesma classe de universalidade, terao os mesmos expoentes criticos e
as mesmas razoes entre amplitudes acima e abaixo da transigao [24, 29, 30, 31, 32, 33].

Existe ainda uma sutileza importante com respeito ao modelo Lifshitz m-axial no que
tange a diferenca entre os casos com m = d e m < d, o primeiro caso ¢ denominado
1sotropico possuindo um unico comprimento de correlacao e nao pode ser obtido do
segundo caso, denominado anisotrdpico, ao aplicarmos o limite d — m [34].

Passaremos agora a descrever o modelo que sera o foco das nossas investigagoes no
presente trabalho, do qual extrairemos os expoentes criticos por um método ainda nao uti-
lizado no caso isotrépico exato, onde o termo exato refere-se ao cédlculo sem aproximacoes
das integrais de Feynman que aparecem naturalmente no decorrer do processo.

A idéia aqui é incluirmos no modelo de Ising original uma interacao competitiva até
segundos vizinhos em ms diregoes espaciais, outra, até terceiros vizinhos, em mg diregoes
espaciais, perpendiculares ao subespago com acoplamento apenas entre primeiros vizinhos
e ortogonais ao subespaco de mo componentes, e assim por diante, incluindo dessa forma
uma interagao competitiva que atue até o L-ésimo vizinho em my diregoes. Esse modelo
de interagoes arbitrarias é chamado de modelo C EC'I (competing exchange coupling Ising
model) e pode ser utilizado tanto no caso anisotrépico quanto no isotrépico [28]. Cada
subespaco dard origem a um distinto comprimento de correlacao, ou seja, £ para as
diregoes pertencentes ao subespaco nao competitivo, & para as diregoes pertencentes
ao subespago competitivo ms-dimensional, etc., e & caracterizando o subespago m -
dimensional. A Figura (1.5) [28] representa um caso simples do modelo CECT em trés
dimensoes, com ms = m3 = 1lemy = --- = my = 0. Observe que existem dois subespacos
competitivos e, portanto, trés diferentes tipos de comprimento de correlagao.

O diagrama de fases também acompanha essas notaveis mudancas, apresentando uma
outra fase modulada (Figura 1.6) [28]. Note também que os modelos ANNNI e m-axial
sao casos particulares do modelo CECI.

A classe de universalidade do modelo C' ECT anisotrépico é identificada pelos parame-
tros d, N, mo, ---, my. Para o caso isotréopico do modelo CEC, isto é, quando temos
m, = d, onde n representa qualquer valor de 1 a L, identificando o nimero de vizi-
nhos acoplados, observamos apenas um tunico comprimento de correlacao e a classe de
universalidade ¢é identificada agora por N e d = m,,.

Sistemas competitivos arbitrarios do tipo Lifshitz, descritos pelo modelo CECI, sao
exemplos de sistemas, que por apresentarem diversos tipos de eixos competitivos, exibem
também multiplos parametros de escala independentes. Para formular o problema das
transicoes de fase nesses exemplos de sistemas complexos, foi introduzida uma técnica
de teoria de campo escalar de massa nula com autointeracao quartica para o campo
(parametro de ordem) e com derivadas de ordem superior caracterizando cada eixo de
competicao. O objetivo do presente trabalho é determinar os expoentes criticos pertur-
bativamente, tanto no caso anisotropico, quanto no caso isotrépico, sendo que este tltimo
dividir-se-4 em dois, pois o analisaremos em sua forma aproximada e exata, pela aplicagao
do método de subtracdao minima de polos dimensionais. Vale ressaltar que o calculo dos
expoentes criticos por subtracao minima para o caso isotrépico exato do modelo CECT
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Figura 1.5 Ezemplo simples do modelo CECI com interagoes competitivas entre sequndos vi-
zinhos como também acoplamento entre terceiros vizinhos. Este sistema tem trés comprimentos
de correlacdo independentes e apresenta o que chamamos de comportamento critico de Lifshitz

genérico do terceiro cardter.
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Figura 1.6 Projecao do diagrama de fases para o comportamento critico de Lifshitz genérico
do terceiro cardter do modelo CECI. A linha continua indica uma transicdo ordem-desordem
e as linhas tracejadas indicam uma trasi¢io de primeira ordem entre as fases ordenadas (fer-
romagnética e moduladas). As fases ferromagnética e paramagnética continuam ocorrendo no
ponto de Lifshitz genérico de terceiro cardter. Os parametros p; e p; estao associados a um

conjunto de valores das razoes Jr/J1, Jr—1/J1,

Lifshitz (Ty,).

JJo/J1, e a uma temperatura critica de



INTRODUCAO 11

¢é a novidade trazida através deste trabalho.

Analogias entre teoria quantica de campos e mecanica estatistica serao uma constante
no desenrolar dos proximos capitulos, por isso, no capitulo 2, comegaremos abordando
o modelo de Ising para o magnetismo e mostraremos, sem muitos detalhes, como obter
a descricao do modelo em termos de campos escalares e integrais funcionais a partir da
transformacao gaussiana. Embora este método de construcao do paralelo entre as teorias
seja heuristico, nos ajudard, tanto na compreensao da analogia entre as duas, quanto
nas generalizacoes necessarias para a descricao do modelo CEC'I. Apresentaremos ainda
no capitulo 2, tépicos importantes da descricao de teoria quantica de campos referentes
ao problema. Por exemplo, veremos como as funcoes de Green e funcoes de vértice
irredutiveis a uma particula (1PI do inglés “one particle irreducible”), que denotam as
funcoes de correlacao, desempenham um papel fundamental na descri¢ao das propriedades
do sistema, estando relacionadas a uma das mais importantes caracteristicas do mesmo:
as simetrias com relacao a fase ordenada e desordenada. Também, através da analise
da quebra de simetria, identificaremos o campo como o parametro de ordem do modelo.
Introduziremos entao as técnicas de renormalizacao, as quais, devidamente implemen-
tadas, nos permitirao extrair os infinitos que surgem no célculo de diversas quantidades
de fundamental importancia. Por fim calcularemos os expoentes criticos relacionados ao
modelo de Ising por subtracao minima, exemplificando e argumentando sobre o método
que posteriormente sera efetivamente aplicado ao modelo CEC.

No capitulo 3, apresentaremos inicialmente as devidas generalizagoes dos objetos
matematicos referidos no capitulo 2 para o modelo de Ising, o que nos permitira tratar
o modelo CECT adequadamente. Realizaremos entao o calculo dos expoentes criticos uti-
lizando subtracao minima, como procedimento de renormaliza¢ao, para o caso anisotrépico
até a ordem €2, utilizando regularizacao dimensional para resolver os diagramas de Feyn-
man (apéndices), nos valendo de uma aproximagao que é consistente com a homogenei-
dade dessas integrais. O calculo serd executado no espaco dos momentos.

Ja no capitulo 4, obteremos os expoentes criticos para o caso isotrépico aproximado,
onde nos utilizaremos da mesma aproximacao feita no caso anisotropico. Realizaremos
ainda o calculo explicito, também pelo método de subtragao minima, dos expoentes
criticos do modelo CEC'I para o caso isotrépico exato e finalizaremos o capitulo fazendo
uma comparacao grafica entre os casos isotropico exato e aproximado.

Teceremos alguns comentarios sobre os nossos resultados no capitulo 5, evidenciando
as vantangens do método de subtragao minima, assim como a qualidade da aproximacao
feita para o caso anisotrdpico, que ainda nao foi resolvido exatamente. Concluiremos,
apontando perspectivas do trabalho realizado.



CAPITULO 2

FENOMENOS CRITICOS E TEORIA QUANTICA DE
CAMPOS

Ja é bastante conhecido e bem estabelecido o tratamento dado pela termodinamica
e mecanica estatistica as transicoes de fase tanto de primeira, quanto de segunda or-
dem. Dentro do tratamento das transicoes de segunda ordem, os fenomenos criticos con-
seguiram desencadear um grande interesse, demonstrando, a cada abordagem e exaustiva
discussao, ser uma “arvore de 6timos frutos”, nao frustrando os que se esforcaram para
alcanca-los. E facil entender entao, o motivo pelo qual esse mesmo interesse esteja longe
de se extinguir, quer seja no sentido das aplicacoes, quer seja para um maior entendimento
tedrico dos sistemas que exibem o comportamento critico. Por isso, em paralelo com o
crescimento das técnicas experimentais e computacionais no que diz respeito a obtencao
de resultados significativos, resultados esses que comprovam ou nao as idéias criativas
para descricao fenomenoldgica, tivemos também um grande avanco quanto aos métodos
matematicos aplicados para modelar diversos sistemas fisicos que tém por caracteristica
exibirem criticalidade. Dentre esses métodos, a utilizacao das técnicas de teoria quantica
de campos para formular o problema das transicoes de fase em termos de integrais fun-
cionais tem demonstrado ter alto poder de resolucao, como também de generalizacao,
apontando entao um “Norte” para novas incursoes e pesquisas nessa area.

2.1 REPRESENTACAO DO MODELO DE ISING EM TERMOS DE INTEGRAIS
FUNCIONAIS

Para a introducao do método de integrais funcionais como representacao das transigoes
de fase e fenomenos criticos, abordaremos de maneira suscinta, e, evidentemente, sem
pretensoes de descrever detalhes das deducoes, o modelo de Ising para o magnetismo.
Embora este seja um modelo simples, nos da o arcabouco necessario a implementacao do
método e permite-nos conceber as futuras generalizagoes do mesmo, pois a técnica pode
ser aplicada em casos bem mais gerais.

Através da descricao que se seguird, estaremos aptos a desenvolver expansoes per-
turbativas e utilizaremos o formalismo diagramatico para as mesmas, seguindo assim o
caminho indicado pela teoria quantica de campos. Ao leitor interessado em uma abor-
dagem mais detalhada, recomendamos os livros de referéncia [35, 36, 37], sobre os quais
se apoia esta explanacao.

Para construirmos o modelo de Ising para o magnetismo, consideraremos inicialmente
uma rede hipercibica em d dimensoes. Embora os resultados independam do tipo de rede
estudada, visto que os expoentes criticos sao grandezas universais, nao dependendo de
parametros geométricos especificos da rede, essa simplifica em muito a nossa abordagem.
A cada ponto ¢ = (1,2,3,--- , N) dessa rede discreta, que denominamos de sitio, associa-

12
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remos uma varidvel s; que pode assumir os valores também discretos +1 (para cima, Up)
ou —1 (para baixo, Down). Se considerarmos que a varidvel s; é uma variavel de spin,
para uma determinada configuracao dos spins na rede, das quais existem 2 configuracoes
(onde N é o ntimero de sitios), poderemos escrever a energia do sistema como

E{Sl} = — Z Jijsisj — Zhisi, (2.1)
<iyj> i
onde < 7,7 > indica que a soma ¢ realizada sobre os pares de vizinhos mais préximos,
Jij representa a interagao entre os spins e h; ¢ o campo magnético externo aplicado que
se acopla com o spin do sitio ¢ de forma linear. Vemos a partir da equagao (2.1) que,
para J;; positivo, a configuracao com spins no mesmo sentido é favorecida (acoplamento
ferromagnético), pois teremos mais baixa energia nessa situacao; pelo mesmo motivo,
para J;; negativo, a configuragdo com spins antiparalelos é favorecida (acoplamento an-
tiferromagnético).
A probabilidade de um estado ou configuragao ocorrer é dada pelo peso de Boltzmann
definido como

P{s;} = exp|—BE{s;}] = exp ( Z K;jsisj+ Z Hm), (2.2)
<ij> i
onde 8 = (kgT)™ !, Kij = 8J;; e H; = Bh;. O simbolo kg é a constante de Boltzmann e
T é a temperatura absoluta.
A funcao de particdo é dada pela soma das probabilidades das 2V configuracoes, ou
seja,

Z{H;} = Zexp[—ﬁE{si}] = Zexp [ Z Kijsisj + Z Hisi]. (2.3)
{si} i

{Si} <t,7>
A funcdo Z{H;} acima tem a propriedade de gerar todas as fungoes de correlacdo. Por
exemplo, a magnetizacao média no sitio ¢ é dada por

0z
0H;

Mi - <Si>Hi:0 = Z_l (24)

H;=0
A simetria da energia na troca de s; por —s;, quando H; = 0, implica M = 0. Também,
se J;j = Ji—j, quando H; = H, o sistema ¢ invariante por translacao. Consequentemente
(s;) = (s) e nds podemos escrever

M(H) = %Z‘lg—fl = %ZM' (2.5)

Existem outros potenciais termodinamicos que podem ser obtidos da fun¢ao de particao,
entretanto nao iremos discuti-los aqui e o leitor interessado é aconselhado a consultar

137].
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Passaremos agora a discutir o procedimento que nos levara a uma descricao do modelo
de Ising em termos de campos escalares continuos. Através da tranformagao de Hubbard-
Stratonovich (transformagdo gaussiana)

/ I—IdxZ exp ( ZL‘ZV xj + sixi> = Constante x exp(s;V;;s;). (2.6)

onde os indices repetidos indicam uma soma e V;; sao os elementos de uma matriz
simétrica positiva definida V| a equagao (2.3) pode ser reescrita

Z{H} = exp(s;Kijs;j+His;) o< Y /_ Hd@exp[ G+ ((bﬁHi)si}, (2.7)

{si} {si}

onde os campos auxiliares ¢’s sao as nossas variaveis continuas. Usando a translagao
~ . N . .

¢i = ¢; — H; na expressao (2.7) e definindo, D¢ = [[.L, d¢; como a medida da integral,

chegamos a

20} = [~ Doep | - 16~ MK 0y~ H)| L ewlos).  (28)

{si}
Podemos desenvolver o somatorio acima da seguinte forma
Z exp(¢;si) = H[exp(gbz)—i—exp H 2(cosh ¢;) = Constantexexp [Z In(cosh gbz)} :
{si} @ i

(2.9)

Aplicando agora a transformacao linear, v; = ;K 1<;5j, nos campos, podemos escrever

Z{Hz} X exp — 1.[{Z‘f(i—-lflj D@Z) exXp — @szZ]@D] —|— Hﬂ?/)z —|— ln[cosh(QKiﬂ/}j)] .
4 J -

(2.10)
Temos ainda que (Incoshz = Jz2—La?+- -+ ). Com isso podemos desenvolver o somatério
em (2.10), ou seja,

4
Z ln[cosh(ZKiﬂ/}j)] = Z |:2(KZJ)2 — g(KZ]¢])4 +-- :| . (2.11)
Conseguiremos simplificar ainda mais a nossa descri¢ao se passarmos do espaco das coor-
denadas para o espaco dos momentos através da transformada de Fourier das quantidades
envolvidas. Fazendo entao

W = (r;) = % > " exp(—ik-1;)¥(k), (2.12)
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H,=H(r;) = %Zexp(—ikmi)H(k), (2.13)
Kij=K(r;—r)) = %Z exp|(—ik - (r; — ;) K (k)], (2.14)

e substituindo as expressoes acima em (2.10), sabendo que para K (r; —r;) real, K(—k) =
K*(k), podemos reescrever o argumento da exponencial como

1
- N{ ST ~ 2K (0PIl + H(-k)u(0) |+
(2.15)
3N2 Z Ok(ky + -+ k) K(ky)vo(ky) - - - K (ky)p(ky).
Desenvolvendo agora a transformada de Fourier inversa para K (k), temos
ZK exp(ik-R) =Y K(Ria)exp(ik - Ria), (2.16)
onde o indice ¢ indica a direcao espacial e @ = 1 ou 2, rotula os dois vizinhos mais

préximos para cada dire¢ao. A expansao da exponencial em (2.16) em poténcias de k é

kia®

2 )
onde o produto interno é dado por (—1)*k;a, sendo a o parametro de rede e |k| = k. Os
termos impares nao sao levados em conta na expansao devido a simetria com respeito a
a, de modo que obtemos uma quantidade escalar. Substituindo (2.17) em (2.16) ficamos
com

exp(ik-R;,) =1— (2.17)

K(k) = Ko(1 — p?k?), (2.18)
onde Ky = 2dg.J, sendo que 2d é o nimero de vizinhos mais préximos em d dimensoes e
a
= - 2.1

P = (2.19)

Substituindo agora (2.18) em (2.15) temos
1 _ )22 (— _
N ZKoKl 2Ko) + (4Ko — 1)p*k* (k) (k) + H(—k)p (k) o+
(2.20)

a2 6k(2k) (k).
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onde consideramos até ordem k? para a parte quadrédtica nos campos e até ordem k°
para a parte quartica, isto devido ao fato de que os outros termos sao irrelevantes para
o comportamento critico do sistema que estamos considerando. E interessante notar que
para Kg = %, o termo independente de k na parte quadratica dos campos se anula, isso
nos permite mensurar a temperatura critica em uma aproximacao de campo médio. Por
essa aproximacao vemos que Ty = 4dJ. Vale ressaltar que a aproximacgao de campo
médio nao leva em conta as flutuagoes do campo. Expandindo agora Kq em torno de Ty,
podemos escrever

S () uR0u09 + w00

_%{1_4(%%)] ) ak(gki)wkl)---w(k@.

ky-ky

(2.21)

No limite de volume infinito podemos transformar as somas em k em integrais, definindo

as relagoes

N d
Zf(k‘) = (2:)d /ddk, (2.22)
k

Y
%5(1{:), (2.23)

onde em (2.23) temos as funcoes delta de Kronecker e de Dirac respectivamente. Re-
definindo o campo 1 como ¥(k) = p~'a~2¢(k), teremos nesse limite que (2.21) se torna

or(k) =

5 [ e (o + #)o(-10609 + 0L (-0 +

_ 3@45—&)36! {1 _ 4(T;T°)} /ddk:l : --ddkmk(gki)ab(kl) - p(ka).

0

(2.24)

Podemos, através da transformada de Fourier inversa dos campos em (2.24), escrever

A
—/ B(IWI2 + 1’ + aqb“ — Jcb)}d%, (2.25)

_ 2 _ d .
onde p? = 7/;2 F‘ZO, A= aid_d {1 — 4(TT0T°)] e J = paz H. Este resultado é de fundamental
importancia, pois a analogia entre o tratamento para os fenomenos criticos, em mecanica
estatistica e teoria quantica de campos, se da através do reconhecimento de que o ar-
gumento da exponencial em (2.3) estd escrito em (2.25) como o negativo da acao para
uma teoria quantica de campo escalar com termos de interacao e de fonte. Nesse caso

especifico, temos uma teoria de campos mapeada no espago-tempo euclideano através
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da rotagao de Wick [37, 36]. Com essa identificacdo vemos que a func¢do de particao é
exatamente o funcional gerador de campos escalares, onde ¢ é o campo, que como vere-
mos na segao (2.2) é o anédlogo da magnetizacao, y é a massa, que como podemos ver, o
seu quadrado ¢é proporcional a diferenca entre uma dada temperatura 7" e a temperatura
de transicao Ty, ou seja, na temperatura critica teremos uma teoria quantica de campo
escalar nao massiva, e por fim, A é a constante de acoplamento, estando junto ao termo
de interacao ¢?.

Podemos escrever o argumento da integral em (2.25) como sendo £ = Lo+ L + Ls,
onde

Lo=5(V6F + w267, (2.26)

¢ a densidade lagrangeana para o campo livre, isto é, sem interacao entre os campos e
sem fonte;

A
Lint = a¢4a (2.27)

¢ a densidade lagrangeana de interagao e

Ls=—Jo¢, (2.28)

¢é o termo de fonte.

E importante salientar, que o surgimento de um termo IVo]? = [VM(z)]? na den-
sidade lagrangeana L', é uma caracteristica desejavel e importante dessa descrigao. Por
quanto este termo mede as flutuagoes (variagoes) no parametro de ordem M (x), flutuagoes
essas que nao podiam ser tratadas pelo modelo originalmente proposto por Landau. No
modelo de Landau, a funcao de particao ¢é escrita como a exponencial de um potencial ter-
modinamico, onde este, por sua vez, é funcao do parametro de ordem em torno do qual se
faz uma expansao em série de poténcias. Esse tipo de expansao nao pode, evidentemente,
gerar um termo de derivada do parametro de ordem. Isto significa que o modelo despreza
as flutuagoes do parametro de ordem na transicao. Portanto, essa descricao torna-se
ruim, do ponto de vista quantitativo, ao nos aproximarmos do ponto critico, pois nessa
regiao, que pode ser definida por [T — Ty| < 1, as flutuagdes tornam-se infinitamente
grandes, e os termos de derivada do parametro de ordem tornam-se importantes.

Vale ressaltar que a transformacao de Hubbard-Stratonovich é uma forma heuristica
de conseguirmos a descricao do modelo em termos de campos continuos. Do ponto de vista
da teoria de campos, tal transformagao é desnecessaria, embora seja conveniente para uma
abordagem mais simples e didatica. Poderiamos obter a mesma densidade lagrangeana
em (2.25), determinando as simetrias do parametro de ordem para construir, a partir do
campo e de suas derivadas, todos os possiveis invariantes com respeito a simetria do grupo,
levando em consideracao, obviamente, as simetrias do espago-tempo. No caso especifico
do modelo de Ising, precisamos incluir apenas (V¢)2, ¢? e ¢*, com coeficientes arbitrarios,
pois a simetria, quando fazemos ¢ — —¢, permite apenas poténcias pares aparecendo no
polinomio. Outros monémios sao irrelevantes para a descricao do comportamento critico
do sistema. O significado do termo irrelevante sera visto na secao 2.3.
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Voltando a funcao de particao ou, em nossa linguagem a partir de agora, funcional
gerador, podemos escreve-la como

[ Do exp{— [ (£ — J¢)d'x)
[ Dopexp{— [ Ld?z}
onde L ¢é a densidade lagrangeana sem o termo de fonte e o denominador é escrito para
normalizar Z(.J), pois queremos que ele seja 1 para J = 0.
Sendo o termo de fonte linear com o campo, podemos escrever Z{J} da seguinte
maneira

Z{J} =

(2.29)

Z{J} = NV exp { - /ﬁint(%@)) ddx} exp {%/ddwddyJ(x)Go(x - y)J(y)},

(2.30)
ja que as derivadas com respeito a fonte reconstituirao o termo de interacao a sua forma
original. Em (2.30), N~! é o fator normalizador de Z, G é o propagador da teoria livre,
logo, a segunda exponencial é o funcional gerador da teoria livre, simbolizado aqui por
Zp{J}, ou seja,

Z{J}y =N exp{ - /ﬁint<%@>ddx}zo{J}. (2.31)

Em termos de derivada funcional com respeito a J, nossa densidade lagrangeana de
interacao € escrita como

expandindo entao a exponencial do termo acima, teremos

Z{J} =N—1§%%(— %)n/dd:pl---ddmn [%r LU((S—%)TZO{J}' (2:33)

Uma simplificacao interessante e apropriada no tratamento dos termos da expansao
(2.33), sdo os diagramas de Feynman, os quais tém como regra bésica associar a cada
propagador Gy, que aparece na expansao, uma linha que conecta os pontos especificados
em seu argumento com o ponto especificado pela fonte. A partir de Z{J} podemos definir

G an o) = (o) - o) = LA ER JIE =IO,

(2.34)
onde G™) ¢ denominada funcao de Green de N pontos da teoria que estamos descrevendo,
a qual é a média dos campos ¢(z1) a ¢(ry). Em mecéanica estatistica temos como analogo
das funcoes de Green de N pontos as funcoes de correlacao, que sao definidas a partir da
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funcao de particao. Devido a linearidade da fonte J com o campo ¢, podemos escrever
G™) como

_ NZ{J}
S (r) 0T () |y

Um caso um pouco mais geral do que o descrito até agora, se da ao considerarmos
que ao invés de um tunico campo escalar tenhamos M campos bosonicos ou um spin
M-dimensional em um sitio da rede, ou seja, temos um parametro de ordem com M
componentes. A parte livre da densidade lagrangeana é dada entao por

G(N)(Il, .. 73;N)

(2-35)

1 M

Ly = 5 Z(@Mqﬁﬁ“@ + /%2@522)’ (2.36)

=1

e a interagao pode ter a forma, por exemplo

1
Lint = Z>\E‘jkl¢z¢j¢k¢l, (2.37)

onde estamos utilizando a convencao de soma para os indices repetidos. Podemos sim-
plificar ainda mais essa descricdo impondo a simetria O(M). Neste caso, o elemento
invariante é ®2; todas as massas sao iguais e a interacao ¢ dada por

)\ 2

(2.38)

ou ainda

2
(Z ¢?) = " 02F = 0ii0udidiond. (2.30)
i ik ijkl
Podemos tornar a expressao (2.39) simétrica em todos os indices escrevendo

2
( Z (b?) = Siubidiror, (2.40)

ijkl

vemos entao que Fjji = Sijp, onde

1
Fiji = Siji = g(@'ﬁkl + 6ik0j1 + 6udjn). (2.41)

Com a adicao de um termo de fonte L, = —J;¢;, o funcional gerador da teoria livre é
escrito como

20 =ep 5 [ S 0G0t~ 00 | (o.42

onde Gy; é dado por
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d% explip(x; — z
GOi(xl_ZEQ):G(()?(xl>$2):/(2ﬂ];d p[}i(—:ﬂz 2>] (2.43)

A construgao desse resultado torna-se simples ao notarmos que £y em (2.36) ¢ uma soma

de termos independentes para cada i e que Z; é um produto. Da mesma forma temos
que

Z{J;} = exp{ - /cm [%@1 dda:}Zo{Ji}, (2.44)

e que as funcoes de Green da teoria sao dadas por

SN Z{J)
5J’il (ill'l) s 5’]’LN (LCN)

G (@, an) = (b (2) - din(zn)) = (2.45)

J;=0

O problema entao de calcular GG, em qualquer ordem de teoria de perturbacao, se reduz
ao célculo de muitas derivadas de Z, com respeito a J;(x), em J; = 0. Como exemplo,

. . o 2 [
consideremos a expressao para o termo de primeira ordem em G§122. Ele sera

: (2.46)
J=0

56 A i, 00 o9
S twsreaan 1) | am e e

ijkl
o qual, apos realizadas todas as derivadas e tendo-se normalizado a expressao, torna-se
A d, ./ ! / ! /
) > Fuigkr | d*24Gos, (w1 — 2) Gy (w2 — 27) Gox (2] — 1), (2.47)
k

onde foi assumido que F' é simétrico em seus indices. De acordo com (2.41), para | = k,
temos

M+2
Zsijkk = ( 3 )(5@', (2.48)
k

que nos dé a dependéncia em M, como também explicita o fato de que a funcao de
2-pontos é diagonal nos indices de campo.

Voltando as fungoes de Green de N-pontos, simplificaremos muito nossa formulagao
se passarmos a escrevé-las no espaco dos momentos, pois assim poderemos calcular ex-
plicitamente as grandezas posteriormente necessarias. Para isso, fazemos a transformada
de Fourier dos campos e fontes e com isso obtemos

B sMzZ{J}
~0J(=ka) 0T (—kn) |,

A partir dessa definicao temos que o propagador livre, ou seja, em ordem zero de per-
turbacao, no espaco dos momentos é

G(N)(klv Tty kN) (249)
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1

k24

No espago dos momentos, ao fazermos a representagao diagramatica, também associ-
amos uma linha ao propagador, agora rotulada por k. No caso de um termo em n-ésima
ordem de perturbacao associaremos n pontos (vértices) de interagdo. Para administrar-
mos o fluxo de momento que entra e sai dos vértices associamos a cada um deles uma
funcao delta de Dirac, o que pode ser comparado a “Lei dos N6s” em circuitos elétricos.
Uma integral no momento se associa a cada linha que esta entre dois vértices, ou seja,
linhas internas no diagrama sao integradas e, sendo a interacao dada por (%¢4), cada
vértice de interagao ganha um fator (%) Ainda tratando sobre a expansao diagramatica,
verifica-se que se um diagrama (grafico) possui I linhas internas (propagadores internos)
e n vértices de interagao, tera entao [ integrais de momento e n deltas de Dirac dos quais,
apds manipulacao matematica trivial, restard apenas um, o qual traduzira a conservacao
do momento total no diagrama. Com isso, o numero total de integrais de momento sera

Go(k) (2.50)

l=1—(n-1), (2.51)

onde [ é o nimero de loops (lagos) do diagrama. Ainda temos que, se £ é o nimero de
linhas externas (pernas) do diagrama, podemos obter

I= %(47’5 —E). (2.52)

A expressao (2.52) traduz uma dependéncia natural, pois ao fixarmos o nimero de per-
nas externas, limitamos também o ntimero de linhas internas, visto que cada vértice de
interacao aceita apenas um niumero fixo de propagadores conectados a ele. Substituindo
agora (2.52) em (2.51), encontramos

E
l:n+1—§. (2.53)

A equagao (2.53) nos dé a ligacdo entre a expansao no numero de vértices n, isto é,
na ordem da contante de acoplamento, e a expansao no nimero de loops. Observe que
para E = 2, funcao de Green de 2-pontos, [ = n, o que implica que, se quisermos uma
expansao até a ordem [ de loops, devemos ir até a ordem n na constante de acoplamento.
Ja para E = 4, funcao de Green de 4-pontos, uma expansao até a ordem [ de loops, deve
ser uma expansao até a ordem n = [ 4 1 na costante de acoplamento.

Para as fungoes de Green mais simples, podemos redefinir a interagao por um fator
multiplicativo e associd-lo a tao conhecida constante de Planck. Essa constante multi-
plicativa acompanhard todos os vértices de uma expansao em loop. Logo, a ordem zero
dessa expansao descrevera a teoria classica, visto que nao existem vértices nessa ordem
(teoria livre).

Para exemplificar a utilidade da representacao diagramética, vamos desenvolver o
raciocinio para a construcao da féormula matematica de um determinado termo da fungao
de Green de 4-pontos a partir de sua representagao grafica (Figura 2.1). Embora este
seja o caminho inverso, pois os diagramas originalmente surgiram das equacoes, com
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muita pratica e conhecimento das regras para construcao dos diagramas, pode-se fazer
as expansoes sem passar pelo estdgio calculacional, o qual, dependendo da ordem de
perturbagao que se queira obter, torna-se bastante extenso.

P ks

q

Figura 2.1 Grdfico de um termo da funcio de 4-pontos em 1-loop na teoria ¢*.

A construcao da expressao segue o seguinte roteiro:
1 - Andalise do nimero de vértices de interacao.

Como o diagrama (Figura 2.1) possui dois vértices, conclui-se que este termo é de
segunda ordem na expansao, portanto atribui-se a ele um fator de (%) e cada vértice
carrega um termo (—%) advindo da interacdo na teoria ®*.

2 - Fator de Simetria.

O fator de simetria, é o nimero de possibilidades para a constru¢ao do mesmo grafico,
ao permutarmos seus propagadores. No caso do grafico na Figura 2.1 temos (4!)? possi-
bilidades.

3 - Propagadores Ezternos (Pernas).

A cada perna associamos um propagador livre GGy e estes nao sao integrados. O
diagrama na Figura 2.1 é de um termo da funcao de Green de 4-pontos, teremos entao 4
propagadores livres, ou seja, Go(k1)Go(ke)Go(ks)Go(ks).

4 - Fluxo de Momento.

Inicialmente, colocamos as setas de momento entrando ou saindo de cada vértice arbi-
trariamente e definimos se o sentido positivo é saindo ou entrando no grafico. Essa escolha
também ¢ arbitraria. Para cada vértice atribui-se um delta de Dirac cujo argumento é
a soma dos momentos em cada vértice levando-se em conta o sentido escolhido para o
sinal positivo e negativo. Essa é uma maneira de explicitar a conservacao de momento
em cada vértice.

5 - Propagadores internos.

Também atribui-se a cada linha interna um propagador livre Gg, sendo estes integra-
dos, isto é, teremos uma integral para cada propagador interno, cuja integracao é sobre
o momento de cada propagador.

Assim, para a Figura 2.1, apés a utilizacao das propriedades da func¢ao delta de Dirac,
temos a seguinte expressao matematica:

izGO(kl)GO(kQ)GO(k?) Go(ka) (Z ki ) /ddpGo(p)GO(P — (k1 + k2)), (2:54)
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onde o fator ¢ indica a conservagao do momento. O grafico 2.1, dado como exemplo para
essa construcao, constitui-se como a peca principal no que diz respeito ao tratamento
das divergéncias na teoria critica. Os outros gréaficos, que também serao utilizados para
a descricao do problema proposto, divergirao, por possuirem o diagrama de Feynman
acima como sub-diagrama.

A partir de regras similares, s6 que no sentido inverso do que foi feito, temos que a
expansao da funcao de Green de 2-pontos até a ordem de A2 é:

GlXiX) = e (NAD 2, O .
2!

X1 X2 X1 Xz

+(1r21) (M2 | 288, ;& +192, _e- +288: —()—O—
X1 X2 X1 Xz

X1 X

Figura 2.2 FEzpansao diagramdtica normalizada da funcdo de Green de 2-pontos até a ordem
de \2.

Existem algumas defini¢oes e caracteristicas importantes ao nosso estudo, no que diz
respeito a representagao grafica (diagramética) dos termos da expansao das fungoes de
Green. Tais definicoes e caracteristicas podem ser exemplificadas pelos graficos na Figura
2.3.

008 00 =

(b) (c) (d) (e)

® (9) (h)

Figura 2.3 Diagramas de termos das funcées de 2 e 4-pontos numa teoria ¢*.

O grafico (a) é denominado de diagrama de vacuo; tais diagramas nao possuem propa-
gadores externos (pernas), e sdo eliminados da expansao diagramética pela condigao de
normalizacao do funcional gerador Z, dada por (2.29). O grafico (b), associado a fungao
de 2-pontos, pode ser eliminado da expansao diagramatica apds uma redefinicao da massa.
Observe que em (c) temos um gréfico da fungao de 2-pontos, o qual pode ser dividido em
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dois, pelo corte de sua linha central. J& os graficos (d) e (e), pertencentes a expansao da
funcao de Green de 2-pontos, nao podem ser divididos em dois diagramas pelo corte de
uma Unica linha interna e sao exemplos de diagramas em 2 e 3-loops, respectivamente. O
grafico (f) estd relacionado a fungao de 4-pontos e é um exemplo de diagrama desconec-
tado, podendo ser obtido do produto dos graficos em ordem zero e primeira ordem na
constante de acoplamento da func¢do de Green de 2-pontos (Figura 2.2). Os gréficos (g) e
(h) sdo exemplos de diagramas da funcao de 4-pontos em 2-loops. Observando esses dois
ultimos graficos, vemos claramente a inser¢cao do subdiagrama dado na Figura 2.1. Os
diagramas (d), (e), (g) e (h) sd@o exemplos dos chamados diagramas 1PI (“one particle
irreducible”). Concentraremos nosso interesse nesse tipo de diagrama, pois estao rela-
cionados a propriedades fundamentais no tratamento de fenomenos criticos, permitindo-
nos obter quantidades universais como expoentes criticos, razoes de amplitudes para as
funcoes termodinamicas acima e abaixo da transicao, etc.

Dentro ainda do tratamento com funcoes de Green com respeito as correlacoes exis-
tentes no sistema, podemos ainda introduzir médias do tipo

1 L
Gz(fvyj‘ﬁ)iN»]'l,“ij (.131, L IN, Y1, 7yL) = <§) <¢21 ('Tl) T ¢’i1\1¢]21 (yl) e gb?L (xL)>

(2.55)
Essa estrutura é importante, por exemplo, para o calor especifico. Nesse caso, queremos

encontrar as correlacoes entre a densidade de energia em varios pontos, levando em con-
sideracao a magnetizacao. De fato, usando o modelo de Ising original em conjungao com
a transformacao de Hubbard-Stratonovich, pode-se mostrar que o calor especifico esta
relacionado com o funcional gerador através da expressao

=2 () ma=—2[(3 [0} [e0) - (3 [¢0) ] e

Considerando entao (2.55), o calor especifico serd dado por

C=- /d(yl — y2)[G(0’2) (Y1, y2) — G(O’l)(yl)G(O’l)(y2)]- (2:57)

A equagao (2.55) nos leva a concluir que este tipo de fungao de correlagao pode também
ser gerada por um termo de fonte. Isto pode ser feito se adicionarmos a densidade
lagrangeana um termo do tipo

—% Z t(y) 2 (y)- (2.58)

As funcoes de Green que incluem esses tipos de operadores, chamados de operadores
compostos, podem ser dadas entao por

SNTLZ LTt}
0Jiy (1) -+ 0 (2n)0t 5, (1) -+ 05, (YL ) e
(2.59)

(N,L) |
Gil,-'-,izv,jh“ij (LB1, L IN, YL, J/L) =Z
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o que no espago dos momentos fica

) SNVLZL T 1}

i (k1) -+ 0oy (=kn)0tj (=p1) -+ - 65, (=PL) | jmpo
(2.60)

A conexao entre as fungoes de Green que incluem operadores compostos, e as que possuem

apenas operadores simples é dada pela expressao

(N,L) _
Gil,"wiN,jl,"HjL(k‘l’ U 7kN7p17 U ;pL) =7

L
G(N’L)(ﬂh, S IN, YL L YL) = (%) G(NHL)(wla S TNS YL YL Y2, Y2, S YL, YL,

(2.61)
o que ¢é bastante pratico, pois sabendo os termos de uma podemos construir a outra.
Um fato que é de fundamental importancia aqui é que no limite no qual ¢(y) torna-
se independente de y, podemos considera-lo como uma variacao da massa, ou seja, da
temperatura, visto que ele acompanha um operador ¢? assim como p?. Portanto as
funcoes GN'E) podem ser usadas como coeficientes em uma expansao de GV) em torno
de um certo valor de temperatura como se segue

oo

G(N)<x17 ,SCN;/I/2 +6t> = Z

L=0

1

E(ét)L/dyl e dyLG(NvL)(rla L INLYYL, YL /1’2)7
(2.62)

onde GV é a funcdo de Green calculada com 240t como coeficiente do termo quadrético

na densidade lagrangeana.

2.2 FUNCOES DE VERTICE E QUEBRA DE SIMETRIA

Como ja vimos, diagramas do tipo (f) na Figura 2.3 sao denominados diagramas des-
conectados, pois podem ser descritos como produtos disjuntos de dois ou mais diagramas.
Temos também os diagramas denominados conectados, os quais nao podem ser escritos
por tal produto. Os diagramas, (d), (e),(g) e (h) na Figura 2.3, sdo exemplos desse tipo
de gréfico.

Consideremos agora a Figura 2.4. De acordo com as regras ja vistas, a expressao
algébrica, a menos dos fatores numéricos, é:

Gulk)Golka)| [ dmGatan)Golls + )Gtk — )|
x Go(k1 + ks) {/dCbGo(%)GO(kz —q2)Go(qe — k1 — k2 — kS):| X (2.63)

X Go(ki + ko + k3)Go(ks) [/dQ?,Go(q?))Go(ks - 613)] Go(ks).

Podemos perceber que as partes conectadas por linhas simples na Figura 2.4 estao apenas
multiplicadas, sem qualquer intervencao dos fatores de GG entre elas, pois estes nao estao
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kz

q, (K1 + K2+ Ks)
- (ki + ko + ks)

q,

k1+ kz
ks-q,

ki

ks.qa

ks

Figura 2.4 Diagrama em 3-loops de um termo da fung¢do de Green de 4-pontos em ordem de
X8 de uma teoria ¢3.

sendo integrados. Se o diagrama na Figura 2.4 for denotado por Gé4)(k1, ks, k3), podemos
escrever

G\ (ky, ko, k3) = Go(k1)Go(ks) [rg”’)(kl, @)] Go(ky + ks) [Pg?”(kl, ko, k3)] x
(2.64)
x Golky + ks + k3)Go(ks) [Ff)(kg)} Go(ks).

\\kz kz—q
3) O >
E (ki k)= 9 Ky + ks
i k1+q
/ k1
k-q
(2) = -
I = -—-ko g
q

Figura 2.5 Representacdo grifica da funcées de vértice 1PI provenientes da Figura 2.4. As
linhas tracejadas ndo fazem parte das fungoes de vértice, estdo apenas indicando a entrada e
satda de momento.

Os termos F:(f’) e Fg), graficamente representados na Figura 2.5, sao exemplos das
chamadas fungoes de vértice ou gréaficos 1PI (irredutiveis a uma particula). Portanto,
para encontrarmos a dependéncia em ky, ko e k3 do grafico em 2.4, é suficiente conhecer-
mos G e as duas fungoes da Figura 2.5, as quais sao construidas pelas regras usuais,
exceto pelo fato de que os Gy’s que correspondem as suas linhas externas sao omitidos,
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por isso as linhas tracejadas. Observe que toda vez que um grafico pode ser separado em
dois, pelo corte de uma tnica linha interna, o momento da linha cortada é completamente
fixado pelo momento das linhas externas. Isto segue simplesmente de que o momento é
conservado em todos os vértices. Assim, o momento fluindo para fora, ao longo de qual-
quer linha externa, é a soma do momento entrando ao longo das outras linhas do mesmo
grafico.

Podemos gerar apenas fungoes de Green conectadas de N-pontos (G((;N)), se conside-
rarmos o funcional

F=mZ{J}. (2.65)
Com 1isso teremos
B (5NF{J}
0 (=)0 (—kn)

Observe que no contexto de mecanica estatistica, identificamos F' como a energia livre.
As igualdades seguintes sao de facil verificacao

GM (ky, -+ ky) (2.66)

GO (k) = (8(k1)) = GV (k). (2.67)

G (ky, ky) = GP (ky, ko) + GV (k) GV (ky). (2.68)

GO (ky, ko, ks) = GO (ky, ko, k) + GO (k) GD (ky, k3) + GV (ko) G (ky, kg)+

C

+ GO k)G (kr, k) + G (k)G (ko) G (k). 200
Vemos, com os exemplos das equagoes (2.67), (2.68) e (2.69), que as funcoes de Green
de N-pontos podem ser escritas em termos das fungoes conectadas e vice-versa, o que é
uma fato geral para as funcoes de Green.

Tendo em maos apenas as funcoes conectadas, podemos dar um passo além na des-
cricao tedrica ao considerarmos somente os graficos 1PI, visto que com estes poderemos
reconstruir as funcoes conectadas e com elas as funcoes de Green de N-pontos, ou seja,
poderemos reconstruir toda a teoria a partir de somas de partes de vértices 1P1.

Para obtermos apenas as partes de vértice 1P, consideremos a transformacgao de
Legendre

D(G) + P{I} =380 0) (2.70)

de onde podemos obter

(0(1) = (d(k)) = ¢ = ——~ (2.71)
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oT{o} _

¢ (1)
Note que, na auséncia de campo externo, I'(¢) tem um extremo em v(i) = lim;_,o ¢(i). Se
¢ é diferente de zero, ha quebra espontanea de simetria, o que significa fisicamente, que
mesmo na auséncia de campo externo ha um campo macroscépico, ou seja, magnetizacao
diferente de zero. Este é exatamente o estado ordenado descrito na introducio. Se ¢ = 0,
obtemos o estado desordenado (magnetizagao nula) no qual hé simetria.

Da mesma forma que Z{J} foi expandido nos campos externos para defini-lo como
funcional gerador das funcoes de Green, podemos expandir I'{¢} em termos das médias
dos campos ¢ e entdo identificarmos os coeficientes como sendo as partes de vértice 1P]
da maneira seguinte

J (7). (2.72)

r™a,... N)=— 5NF{E_}
o 0p(1) -+ 9p(N)

. .1 /1 —2
Podemos associar um indice L ao valor médio dos campos compostos (¢~ ), de modo que

(2.73)

J=0

oMo, 1}
0 (1) -+ 06 (xn )0t (yr) - -~ 6t (yr)
sao as partes 1PI para campos compostos. Os t(y;)’s sdo definidos como em (2.58).

Partes 1PI sdo identificadas como os coeficientes da expansdo de I'{¢} na média dos
campos, sendo que

: (2.74)
J=0

F(N,L)(Ih e TN Y, ,yzv) -

I{¢} = Z /ddxl : --dde%F(N)(xl, L an)g(2) - (). (2.75)

Note que, de acordo com (2.75), os coeficientes da expansao (I'™)(zy,--- ,xy)) sdo es-
pecificados em J = 0, embora a varidvel de expansao seja ¢. Isso significa que a expansao
é feita em torno de um ¢ que é obtido quando J = 0. A equacdo (2.75) representa,
portanto, o caso simétrico. Quando existe a quebra de simetria, escrevemos

F{C_b} = NZ_I/ddxl e dd%N%F(N)(xl, e JN)[E(%) — ] [a(xzv) —v]. (2.76)

Podemos fazer uma andlise simples no caso em que temos uma distribuicao uniforme
¢(x;) = ®. Neste caso

0@ =30 | [t e e]o (2)

N=2

Através da transformada de Fourier de '™, no limite de volume infinito
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T (2, zy) = (27r)d”'(27r)dr (k1,--- ,kn)exp —sz:jxj , (2.78)
J
e definindo

TN (ky, o k) = (2@%(2 k) TN (k- k), (2.79)

podemos escrever

r{gy=>%" %T(N) (0, , 002N (21)45(0) = (27)%5(0)U(®), (2.80)

onde o termo §(0) indica que I'{¢} é proporcional ao volume do sistema e U(®) é deno-
minado de potencial efetivo. Se considerarmos apenas os termos de I'™) que nio possuem
integrais, isto é, a ordem zero da expansao em loops, o potencial efetivo serd escrito como

U(@) = () + %(@2)2, (2.81)

resultado conhecido como a energia livre de Landau.
Para analisar a simetria do sistema, partimos de (2.72) para J(i) = 0, ou seja,

oU (P)
0P
e chegamos a conclusao de que a equagao (2.82) terd ® = 0 como solugao trivial e

=0, (2.82)

2

(@) = (2.83)
como solugao para a fase de simetria quebrada. O valor do campo uniforme em (2.83) s
tem sentido fisico para p? < 0, ou seja, para temperaturas abaixo da temperatura critica
do sistema.

Prosseguindo com a nossa analogia entre mecanica estatistica e teoria quantica de
campos, vemos, ao observar a simetria do sistema como descrita acima, que o campo P é
um parametro de ordem, tendo por caracteristicas: diminuir seu médulo continuamente
até a temperatura de transicao (fase ordenada = fase de simetria quebrada) quando parti-
mos de uma temperatura 7' < Tj; anular-se exatamente na transicao (7' = Tp); nao existir
para T > Ty (fase desordenada = fase simétrica). Em sistemas magnéticos a entidade
fisica que possui tais caracteristicas, fechando entao essa analogia, é a magnetizacgao.

Podemos agora verificar que as flutuagoes que aparecem, ja a partir da ordem de 1-
loop na expansao, fazem com que o valor da temperatura de transicao Ty, mude para um
valor T,. Através disso teremos em maos um critério, chamado de critério de Ginzburg,
para a validade da teoria de Landau. Adicionando a (2.81) o termo referente a ordem de
1-loop, obtemos
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1 A 1
U@) =~ |p>+ % [ d P? 8
(P) 2[u +2/ qqgﬂﬂ] : (2.84)
onde o termo entre colchetes é identificado como o inverso da susceptibilidade, ou seja,
A 1
-1 2 d
= — [ d ) .8
X =p +2/ e (2.85)

A susceptibilidade possui a caracteristica de ser divergente na temperatura de transicao.
Vemos entao que sem o termo de 1-loop, teriamos essa divergéncia para p? = 0, isto é,
T =Ty, mas por (2.85) a divergéncia, condi¢ao para a transigao, se dd em

A

MiZTc—Toz—i/ddq

1
¢+ pg
onde T, é a nova temperatura de transigdo. Se expandirmos p? em (2.86) dentro da
integral e formos até a ordem de 1-loop, obteremos para T, a seguinte expressao

(2.86)

A 1
Tc = TO — 5 /ddq—2 (287)

Temos ainda que

Wr=T-To=T+T.—T.—Ty=p>+T —T.. (2.88)

Supondo que estamos préximos da regiao de transigao (T — T,), escrevemos

p? = i+ 0T, (2.89)
o que aplicado em (2.85) nos dard
A 1
-1 _ d 2
X —5T+§/d qq2+’u2+,uc. (2.90)
Apés expandirmos 42, indo até a ordem de 1-loop, teremos
A 1
—1 d
=0T|1—- = | dq————|. .
=it1- 3 [ P 20

A teoria de Landau prevé que y~! é linear com a diferenca de temperatura 67, com isso
podemos dizer que a teoria de Landau falha para

A 1

N — 2.92

2 / TP+ oT) (>92)
ou seja, quando o termo de 1-loop torna-se relevante. Podemos agora identificar, a partir

de (2.92), qual é o limite dimensional de validade da teoria de Landau. Fazendo uma
simples mudanga na escala de momento na integral acima, ou seja, ¢ = ¢/ (67 )%, obtemos

A a1 1
5(5T) ? /ddq/m‘ (2.93)
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Vemos entao que acima de 4 dimensoes a integral é finita para todos os valores de 6T
Préximo a temperatura de transigao (67 — 0), para A pequeno, o valor da integral em
(2.92) torna-se pequeno com relagao a unidade e a teoria de campo médio é suficiente
para a descricao do sistema. Por outro lado, abaixo de 4 dimensoes, quando 0T — 0,
a mesma integral tem uma divergéncia infravermelha, que é a divergéncia associada a
valores grandes para o comprimento de onda. Consequentemente, para qualquer valor
de A, a teoria de Landau torna-se uma grosseira aproximagcao. Observe que a dimensao
d = 4 é a linha diviséria, numa teoria ¢*, com respeito as divergéncias, recebendo o nome
de dimensao critica. Estudaremos um pouco mais sobre as divergéncias e a forma de
trata-las na proxima secgao.

2.3 DIVERGENCIAS NAS FUNCOES 1Pl E RENORMALIZACAO

Ao fazermos a expansao diagramatica das funcoes 1P1, esbarramos no fato de que
as integrais decorrentes da expansao sao divergentes, isso levando em consideracao a
dimensao d do sistema. Podemos nos utilizar de um exemplo simples para explicitar a
afirmacao acima:

Considere a integral abaixo, referente ao diagrama da Figura 2.1:

1
d
| " 204
A partir de uma simples andlise da dimensionalidade dessa fungao de vértice, vemos
que ela possui d — 4 poténcias de momento. Entao, se d = 4, teremos uma divergéncia
logaritmica, que é a divergéncia mais fraca que pode ocorrer, pois para d < 4 a integral
serd finita. Estamos considerando o limite superior da integracao sendo A, onde as di-
vergéncias aparecem para A — oco. Para d = 6 terfamos uma divergéncia quadratica e
assim por diante. Observe que quanto mais propagadores internos a fungao de vértice
possuir, menor serda o grau de divergéncia para uma determinada dimensao, sendo que
cada propagador é responsavel por uma diminuicao quadratica na divergéncia total da
funcao. As divergéncias citadas acima sao conhecidas como divergéncias do regime ultra-
violeta (A — 00), ou seja, de pequeno comprimento de onda. Elas nao estao associadas
a fisica do sistema e por isso devemos nos utilizar de algum método para extrai-las.
Métodos de regularizacao sao empregados com esse propoésito. Podemos, por exemplo,
permitir que d seja arbitrario na integral acima e a divergéncia se manifestara como pélos
que ocorrem quando d = 4. Esse processo, chamado requlariza¢ao dimensional, tornarda o
tratamento tedrico consistente e capaz de predizer com confiabilidade as entidades fisicas
que estamos procurando. Ao tratamento e remocao das divergéncias ultravioletas damos
o nome de renormalizacdo. A teoria decorrente desse tratamento denominaremos de
teoria renormalizada, que é consequentemente finita no limite requerido.
Vamos agora tentar elucidar a conexao entre varios tipos de interacao, dentre elas
a interacao ¢?, e o nimero de dimensoes espaciais nas quais as teorias interagentes sao
renormalizaveis. Algumas consideracoes sobre dimensionalidade se fazem necessarias para
que possamos ter o dominio da técnica que sera utilizada posteriormente para a renor-
malizacao das fungoes de vértice 1P1.



2.3 DIVERGENCIAS NAS FUNCOES 1PI E RENORMALIZACAO 32

A dimensao do campo ¢ pode ser determinada da parte livre da densidade lagrangeana,
impondo que o termo cinético multiplicado pelo elemento de volume seja adimensional.
No espago dos momentos teremos

(] = L2+ = A~0+3), (2.95)

onde L simboliza a dimensao de comprimento e A é o seu inverso ou ainda a dimensao
de momento. Da mesma forma chegamos a conclusao que [u?] = A%, ou seja, a massa ao
quadrado possui dimensao de momento ao quadrado. Continuando com a nossa analise,
consideremos agora uma interacao do tipo

1
Ling = FArﬁbr- (2'96)
Pelos argumentos ja citados chegamos a
[\] = ATHdmard = A% (2.97)

onde )\, é a constante de acoplamento para uma teoria ¢". Para a teoria ¢*, a dimensao
da constante de acoplamento é entao

[\] = AT (2.98)

Vemos que numa teoria ¢*, \; é adimensional em d = 4. Ainda dentro dessas consi-
deracoes verifica-se que a dimensao das funcoes 1PI no espago dos momentos é

T (k)] = AV, (2.99)
onde o expoente de A em (2.99) é comumente chamado de dimensdo candnica. Se con-
siderarmos entao uma expansao até a n-ésima ordem de perturbacao de uma funcao de
vértice ™) em uma teoria interagente ¢" em d dimensoes, cada termo da expansao ters
a dimensao dada por

AN+ ENd) — \G (2.100)

onde o segundo termo no expoente é a dimensao canonica, portanto o primeiro termo
¢ a contribuicao da constante de acoplamento, sendo n a ordem da perturbacao e ¢, é
definido por (2.97).

Observando (2.100), chegamos a conclusao de que a condi¢ao necessaria e suficiente
para que as divergéncias sejam independentes da ordem da teoria de perturbagao é tornar
a constante de acoplamento adimensional. Temos entao que encontrar a dimensao para
a qual §, = 0. Essa dimensdo é a ji mencionada dimensdo critica (d.). E fécil verificar
que

d, = r _ 2+ i’ (2.101)
r—2 r—2
de onde podemos concluir que quanto maior o valor de r, menor é a dimensao critica d.,
aproximando-se de 2 para r — oo. Também concluimos que para a teoria ¢, d. = 4, o
que pode ser obtido também por (2.98).
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Para d = d. a teoria é renormalizavel, pois nesta dimensao podemos retirar as di-
vergéncias ultravioletas das integrais por métodos de renormalizagao. Para d > d. a
teoria é dita nao-renormalizavel e para d < d. é dita super-renormalizavel.

Ao operador (intera¢ao) que possui a dimensao critica que adimensionaliza a constante
de acoplamento, chamamos de operador mais relevante. Esse operador carrega uma forte
divergeéncia infravermelha e qualquer interagao com maior valor de r tera, como vimos em
(2.101), menor d. que ele. Portanto, proximo ao nimero critico de dimensoes espaciais
do operador mais relevante, interacoes com maior 7 nao terao singularidades no regime
infravermelho, possuindo apenas singularidades no ultravioleta, sendo entao operadores
wrrelevantes para o problema, pois sao as divergéncias infravermelhas que estao associadas
a fisica do sistema. Uma forma conveniente de identificarmos operadores irrelevantes
é observar quais os operadores que possuem uma dimensao negativa para a constante
de acoplamento, ao nos aproximarmos da dimensao critica do operador mais relevante.
Suponhamos, por exemplo, um termo cinético genérico do tipo

O =kK¢" (2.102)
A dimensao de O é dada por
(0] = [¢)'A* = [0] = AT+, (2.103)
Entao, para a constante de acoplamento A correspondente a esse termo, teremos

AkP¢" = [A] = ATt (2.104)

O termo em (2.102), serd relevante se a dimensao de A for nula ou positiva.
Exemplo 1: Teoria ¢* em d = d, = 4

[A] — Adc—(s—r—&—%) — A4 'A—(s—r—i-?r)’ (2'105)

0 que nos leva a seguinte condicao

s+r <4 (2.106)

Logo, podemos ter apenas os seguintes termos: ¢?, ¢* e k2¢?. Esses sdo os operadores
relevantes na teoria ¢*. Os termos impares sio eliminados pela simetria ¢ — —¢ e pela
invariancia translacional (k — —k).

Exemplo 2: Teoria ¢% em d = d, = 3
Seguindo os mesmos passos do exemplo anterior, obtemos a condigao

25+ 1 <6. (2.107)

Com isso, os operadores relevantes numa teoria ¢% sao: ¢°, ¢*, ¢? e k?¢?, onde as outras
possibilidades sao eliminadas também pela simetria ¢ — —¢@ e pela invariancia transla-
cional.
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Ezemplo 3: Teoria ¢*> em d = d. = 6
Da mesma forma, temos aqui uma condigao para os operadores relevantes

s+ 2r < 6. (2.108)

De acordo com a condicao acima, os operadores relevantes para uma teoria ¢ sao: ¢*, ¢,
o, K20, k2¢? e k*¢, onde impusemos aqui apenas a invariancia translacional, por se tratar
de uma teoria ¢3. Observe ainda que o termo ¢? estd presente em todos os exemplos
citados. Isto ocorre porque ¢? é sempre um operador relevante em qualquer teoria.

Uma outra questao importante a ser tratada antes de introduzirmos de fato os con-
ceitos de renormalizacao é: Como reconhecer quais sao os graficos que possuem uma
divergéncia primitiva? (Divergéncia primitiva é entendida nesse contexto, como aquelas
que nao surgem da inser¢ao de uma outra fungao de vértice em um grafico.) De (2.100)
temos que

1
d = —néb, + (N +d— §Nd). (2.109)
Podemos responder a questao se fizermos d = d. em (2.109), o que nos da

5= 6,(N) = dc<1 - %N) 4N, (2.110)

(N)

e utilizarmos a condicao para que I''"V seja primitivamente divergente em d = d,., que é

d.(N) >0, (2.111)
0 que nos leva a
2d.
N < e r. (2.112)

Entdo, para uma teoria ¢* no nivel de 1 e 2-loops, apenas I'® e I'® possuem divergéncias
primitivas. Logo, uma vez que as tenhamos renormalizado, o cancelamento das di-
vergéncias devido as inserc¢oes torna-se simples. Verfica-se que os argumentos levantados
até agora sao também estendidos para as fungoes de vértice com operadores compostos.

Nosso procedimento para renormalizar as funcoes IV ser feito através da inclusao
de termos multiplicativos (constantes de renormaliza¢ao) as fungoes nao renormalizadas,
ou seja,

L (ki pis g.1) = 232 2T (i, pis A, ), (2.113)

onde F%N’L) é a funcao de vértice renormalizada, Zév/ e Z £2 sao as constantes de renorma-
lizagdo, g é a constante de acoplamento renormalizada e k é a escala de momento fixada
para a fungao renormalizada. E importante frisar aqui que esse procedimento nao inclui
o caso para (N, L) = (0,2). Para renormalizar funcoes desse tipo, necessitariamos, além
das constantes multiplicativas, de um fator aditivo, pois sua divergéncia ja aparece em
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ordem zero na constante de acoplamento. As constantes de renormalizacao serao também
divergentes, mas apds a multiplicacao realizada, obteremos uma funcao de vértice finita
em d = d. na ordem da expansao em loop desejada.

2.4 GRUPO DE RENORMALIZACAO E RELACOES DE ESCALA

Definimos inicialmente g = uk® e A = ugk®, onde u e uy sao as constantes de acopla-
mento adimensionais em suas versoes renormalizada e nao-renormalizada, respectiva-
mente. A varidavel x tem dimensao de momento, sendo a escala de momento do sistema,
portanto

e=4—d, (2.114)
determina a dimensao canonica da constante de acoplamento, medindo o desvio em
relacdo a dimensao critica d.. Assim (2.113) pode ser reescrito como

(N.L) : _ 7N/2 7L n(N,L )
FR (kiupiau7 H) - Z(Z) Z¢2F( )<kiapiau07A>' (2'115)

Uma teoria nao-renormalizada (bare theory) nao depende da escala de momento x. Com
isso, aplicando & equagao (2.115) a derivada total

d
ﬁ<%)>\7/\’ (2.116)

obtemos a equacao do grupo de renormalizacao na temperatura critica, isto é,

e+ 00 = 5N + Ly E b pi) =0, (219
onde
) = (52) - —(mau) (2118)
Vo(u) = K(81§HZ¢)A = 5(U)81§UZ¢7 (2.119)
Vo2 () = —m(%% = —B(u)%, (2.120)

sao as fungoes de Wilson.

A equagao (2.117) é uma equagao diferencial parcial linear de primeira ordem. A
solucao de tais equagoes é bastante conhecida e advinda da teoria de equagoes diferenciais,
portanto nao a reproduziremos aqui.

Faremos uma simplificagdo tomando L = 0 em (2.117) para economizar nas equagoes,
ja que o que existe de essencial para a analise da solucao nao sera afetado. A solugao de
(2.117) com L = 0 pode ser escrita como
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N [? dx
DR (kis . ) = exp [— 5 mu(p))?] e (kiulp),rp),  (221)
1
onde a equagao caracteristica é
)} (2.122)

com a condicao inicial u(p = 1) = u. Vemos de (2.122) e de (2.118) que [(u) na verdade
mede a variacao da constante de acoplamento com respeito a uma variacao da escala de

. e s . ) (N) A
momento. Utilizando analise dimensional, podemos extrair de I';,"’ a dependéncia em xp
na solugao. A equagao (2.121) pode ser reescrita entdo como

_1 N [? dx k;
F%N)(ki;% k) = (kp) VT2 Nd oxp [— 0 ’y¢(u(p))?} F%N) <H—p;u(p), 1>. (2.123)
1

Substituindo agora k; por pk;, ou seja, fazendo uma mudanca na escala de momento,
obtemos

L N [P dx
T (phis u, k) = pN 42N exp [_ 7 ), el
1

[ iuom. (2120
Podemos observar de (2.124), que uma mudanga na escala de momento, é equivalente
a multiplicar a funcao pela escala elevada a dimensao canodnica, como também uma
mudanca na constante de acoplamento, a qual flui com (2.122), tendo 8 como fungao
velocidade. Além disso, temos um fator exponencial adicional complicado. Existe, no
entanto, uma circunstancia especial na qual um comportamento mais simples pode ser
obtido. Esse comportamento ocorre se a constante de acoplamento chegar a um valor,
tal que, qualquer mudanca na escala de momento nao a afete. Esses valores podem ser
obtidos se fizermos

B(u) = 0. (2.125)

Os valores de u que satisfazem (2.125) sdo chamados de pontos fixos, os quais podem
ser estaveis ou instaveis. A estabilidade desses pontos pode ser verificada pela andlise
das derivadas de 8 com respeito a u. Evidentemente, utilizaremos em nossos calculos
o ponto fixo estavel, pois variacoes em torno desse ponto tenderao a fluir para ele e,
consequentemente, as solugoes do grupo de renormalizagao tenderao as solugoes nesse
ponto.

Considere novamente (2.117) com L = 0 em um ponto fixo v = u*, temos entao

0 1 * N *
o = 5N () | T (ki w) = 0. (2.126)

A solugao de (2.126) , apds alterarmos a escala de momento, é
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FE%N) (pki;u™, k) = p(N+d*%Nd)*%NV¢(u*)Fg%N)(ki;u*’ k). (2.127)

Note que a solugao (2.127), é uma simples propriedade de escala e homogeneidade das

funcoes de vértice. Em particular Fg) comporta-se como

Fg) (pk) = PQ*W(“*)Fg)(k), (2.128)

de onde identificamos o expoente critico n como

1= Ys(u"). (2.129)
O expoente critico n também ¢é chamado de dimensao anomala do campo ¢, visto que
nao o obtemos por simples analise dimensional.
Fora do ponto critico, mas ainda na teoria simétrica, isto é, T" > T,, podemos obter
uma equacao do grupo de renormalizagao para esse estado através da aplicacao, sobre as
funcoes de vértice, do operador diferencial

0 0

1 0
O = ko + Bu)5- = 5N7s(u) + 762 (W)l 5 (2.130)

onde t é a temperatura reduzida, isto é, t = (T'—T.)/T.. Efetuando a aplicagao obtemos

OF(N)(/Q,-" Jknit u, k) = lim OZ thLFNL (kis pis u, K)

pPi—
o tL G, 1 (N.I)
:plilglo L' [Ha—‘Fﬂ— - §N7¢+L7¢2 Ly (ki pis u, k).
(2.131)
(N,L)

Cada termo da soma se anula, pois I'y; ™ satisfaz a equacao do grupo de renormalizacao.

Portanto nds temos

0 o 1 0| (N
[Iﬁ o+ Blu) g - = 5 NYs(u) + a2 (u)t &j IR (kist u, ) = 0. (2132)
No ponto fixo, a equacao a ser resolvida é
o 1 « . 0o .
[H& — ENT] + ’Y¢2t§:| FR (k‘“t,u 7"{') = 07 (2133)

onde ;. é o valor de 74 (u) no ponto fixo u*. A solugdo de (2.133) é

1

T (hist, ) = p 5 @A b N0 g (o7 (7 e) (p728) 752 ), (2.134)
Sendo p arbitrario, nés podemos escolhé-lo de forma a satisfazer

1

(p~'R)(p2) o =1, (2.135)
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ou seja,

P H(i>¢ (2.136)

Com isso a funcao de vértice torna-se

d+ & (2-d-n) g
N _~ ¥ A~k
F%N)(]{;Z.;t K) = /{d+5(2—d)(;{_2t) T2t W) (l{_lki(ﬁ_Qt) 74’2+2)- (2.137)
A funcao de vértice depende apenas da combinacao de k;§, ou seja,

1
Eoct 02 (2.138)

Mas temos que o comportamento assintotico do comprimento de correlagao £ com a
diferenca de temperatura em relacao ao ponto critico, é regido pelo expoente critico v da
seguinte forma

goc [t (2.139)
Por comparacao, chegamos a
vl=2— Ve (2.140)
Se definirmos agora
Oln(ZsZ, olnZ
Toolw) = —py T8 T _ g, ST 2as)
segue que
v i=2-75—n, (2.142)

onde 75, = Fyo (u*).
As outras leis de escala podem ser obtidas utilizando argumentos semelhantes, os
quais nao serao reproduzidos aqui, faremos apenas a listagem de tais leis. Temos entao

y=v(2-n), (2.143)

onde v é o expoente critico relacionado a divergéncia da susceptibilidade na transicao,
ou seja, em T'=T..

_d+2-—n
S d-2+7n

O expente critico d caracteriza a relagao existente entre o campo externo e a magnetizagao
sobre a isoterma critica, e

(2.144)

5= gu(d—2+n), (2145)
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nos permite descrever como o parametro de ordem vai a zero na transicao.
Usando (2.144) e (2.145) junto com a relagao de escala (2.143), obtemos imediatamente
as relagoes de escala seguintes

26+ =dv, (2.146)

2080 — v = dv. (2.147)

Ainda temos uma tultima relacao de escala

a=2—dy, (2.148)

onde o expoente critico a descreve o comportamento assintotico do calor especifico em
funcao de t.

Observando as relacoes de escala, vemos que se calcularmos apenas dois expoentes
criticos, os outros estarao fixados por tais relacoes. Além disso, pode-se mostrar que os
expoentes criticos existentes acima da temperatura critica, possuem os mesmos valores
que seus respectivos pares abaixo de T..

2.5 RENORMALIZACAO POR SUBTRACAO MiNIMA E EXPOENTES CRITICOS

O método de renormalizacao por subtracgao minima de polos dimensionais, introduzido
por 't Hooft e Veltman [38], é uma maneira elegante de extrairmos as divergéncias das
funcoes 1PI, apds termos procedido com a regularizacao dimensional das integrais di-
vergentes (apéndices). Desde que nao fixamos o momento externo, o que nao ocorre,
por exemplo, na renormalizacao por condicoes de normalizagao, a identificagao dos ter-
mos que devem ser cancelados para obtermos uma fungao de vértice renormalizada, é
automatica. Outra vantagem, é que os coeficientes que aparecem nas equacoes do grupo
de renormalizacao apresentam uma forma particularmente simples.

Considerando a teoria interagente ¢* N-vetorial, vamos escrever as constantes de
renormalizacao, as quais dependem de u e €, em termos de uma expansao em u da
seguinte forma

U = Ak =u [1 + Z ai(e)u’} : (2.149)
i=1

Zy=1+ Z bi(e)u’, (2.150)
i=1

Zgp =1+ Zci(e)ui. (2.151)
i=1

Podemos agora utilizar (2.149), (2.150) e (2.151) para obter as fungoes de Wilson, S(u),
Yo € Vg2 em termos de uma expansao em u. Uma substitui¢ao direta nas respectivas
defini¢oes das funcoes de Wilson, nos da
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-1
B(u) = —E(agluuo) = —eu[l — ayu + 2(a] — ay)u?), (2.152)
olnZ
Yo(u) = B(u) gu © = —eu[2byu + (3by — 2bsar 0], (2.153)
8111 Z¢2

Ton 1) = =Alu) 5 = culer + (200 = ¢ = arer)ul (2154

As funcoes de vértice que desenvolvem pdélos primitivos, isto é, possuem divergéncias
primitivas em quatro dimensoes sdo I'?, I'® e 21D Essas sdo as funcoes que precisam
ser renormalizadas. Temos que

Z,T (ks ug, k) = T (ki u, k), (2.155)
ZiF(‘l)(k; U, K) = Fg)(k; U, K), (2.156)
Z g2 DY (ky, kg, piug, ) = TS (er, Kooy pyu, ). (2.157)

Com isso poderemos determinar a;(¢€), b;(€) e ¢;(€), requerendo apenas que os pélos em e
sejam minimamente subtraidos. Isto significa que em todas as ordens em u, os coeficientes
devem ser escolhidos, tal que, os pdélos dimensionais sejam cancelados, e nada mais que
os polos.

A fim de demonstrarmos o método de renormalizacao por subtracdo minima até a
ordem de 2-loops (em 3-loops para a fungao de 2-pontos), apresentamos a seguir as fungoes
nao-renormalizadas em (2.155), (2.156) e (2.157), expressas em sua forma simbdlica

T® (ks u, k) = k(1 = Byug + Bsu), (2.158)
IO (ki ug, k) = Kuo[l — Aqug + (AL + AP )2, (2.159)
TEY(ky, ko, prug, k) = 1 — Crug + (C’ Céz))uo, (2.160)
onde temos
N +38 ki+k ki+k ko + k3'\ |
A = + ff€|:12( L+ 2)+I2( 1+ 3)+I2( 2+ 3) , (2.161)
18 K K K ]
N2 4+ 6N + 20 ki +k ]
Agl) = (V" + 6N + >/<26 (= i + 2permut. |, (2.162)
108 K 1
5N + 22 ki ko ks k |
Ag) _ ( + )/<L2€ I, _1 ~2 _3’ 1)+ Spermut. |, (2.163)
54 kKKK |

N +2 k
BQZ( 15 )/{2613(;) (2.164)
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C(N+2)(N+38) 5., (K
Bs = 108 KI5 ) (2.165)
N +2 ki + k
C) = —+/€€ L= T h + 2permut. |, (2.166)
18 K
) _ (N2 ol bat o
Cy’ = T I3 - + 2permut. |, (2.167)
N +2 ki ke ks k
6’2(2) = —+/<a26 [14 (—1, —2, —3, —4> + 5permut}, (2.168)
36 K K K K

onde B; ¢é o termo em 3-loops da fungao de Green de 2-pontos (Figura 2.3(e)). Esse
termo nos permitird calcular o expoente critico n até a ordem e€*. A dependéncia em
N, assim como os fatores numéricos, sao obtidos da simetria dos graficos na construgao
diagramatica. As integrais Iy, I3, I e I5 tém suas formas explicitas, assim como suas
solugbes dadas em [37]. Tais solugdes podem ser obtidas facilmente das solugoes para
o caso anisotrépico (apéndice A) ao se fixar, em zero, os momentos externos dos eixos
competitivos. Temos também que algumas dessas integrais admitem permutacoes em seus
momentos externos, o que precisa ser levado em conta, por isso a indicagao (permut.),
acompanhado do nimero referente a quantidade de permutagoes para cada integral.

Consideremos inicialmente a funcao I'® para procedermos com o método de renor-
malizacao por subtracao minima. Temos que

Fg) = Z¢F(2) = kz(l + blu + b2U2 + b3u3)(1 — Bgug + Bgug), (2169)
0 que nos leva, apds inserirmos a expansao de ug, a

L% = K*[1 + byu+ (by — Bo)u? + (bs — 2a1 By + By — b1 By)u?]. (2:170)

Neste caso, nao existem poélos cujo residuo ¢ linear em u. Logo, fazemos by = 0. Por
outro lado devemos ter

by = [Bo]s, (2.171)

onde [Bs]g, indica que tomaremos apenas a parte singular de By, a qual é devida a integral
I5. Dessa forma obtemos

N+2 1
bg = —mg (2.172)
Temos também
by = [2(1132 - BS]S- (2'173)

Para encontrarmos bs precisamos calcular primeiro a;. Recorremos entao a funcao de
4-pontos.
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N +8 ki+k
/ﬁ’ef‘%) = /fEZ;F(A‘) =u-+ {al _A*e |i[2( L+ 2) + 2permut.] }u2+
K
N

8 ki+k
{CLQ + 2by — 2a1< 1; ) {IQ( 1+ 2) + Zpermut.] +
K
(2.174)
6N 20 ki + k
( * + ) {]3( Lt 2) + 2permut}+
K
5N + 22 ki ko ks k
()l 2 ) o
k'K KK
de onde encontramos
N +38 ki+k
a; = i L= T h + 2permut.| . (2.175)
18 K g
Utilizando o apéndice A, obtemos
N+8 1
m=—c—= (2.176)
Pelo mesmo raciocinio encontramos
(N+8)?* 1 3N+14 1 ( )
g = ——"— — — ———— - — 2.1
2 36 & 24 ¢ 77
Substituindo a; em (2.173), encontramos
(N+2)(N+8)/1 1
bs = 1296 b &) (2178)

Para 'Y temos

LY =ZpT®D =1+ (e = Cou+ (2 — iy — ,Cy + O3 + CF)?, (2.179)
0 que nos leva a

N+2 1
c1 = —+ - =, (2.180)

(N+2)(N+5) 1 (N+2) 1
Cy = 36 6—2 —TE (2.181)

Com o conhecimento desses coeficientes, podemos escrever

e, (U _etain). )

(2.182)

uozu{l—i-
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N+2 (N+2)(N+8) (N+2)(N+8)
Zy=1- e 3 :
¢ 14 { 12962 5isde ’ (2:183)
_ N+2 [(N+2(N+5 (N+2)],
Zy =1 - . 18
¢ * e " * { 36¢€2 20 | (2:184)

A partir das constantes de renormalizagao acima, poderemos calcular explicitamente
as funcoes de Wilson e, utilizando as relacoes de escala, obter todos os expoentes criticos
que regem a fisica do nosso sistema. De (2.152), (2.153) e (2.154), obtemos

N +8 3N + 14
Blu,e) = —ul e — i u+ i u? ), (2.185)
6 12
_ N+2 , (N+2)(N+38) 4
Yolu,€) = U T8 u’, (2.186)
N +2 1
Vg2 (u,€) = ;_ u(l - §u> (2.187)

Note que as constantes de renormalizacao sao divergentes quando € = 0, mas as funcoes
de Wilson sao finitas nesse mesmo limite.

Queremos encontrar agora os valores de u para os quais a equagao (2.185) se anula,
ou seja, os pontos fixos. Ao resolvermos a equacao, encontramos que o unico ponto fixo
estavel nao trivial é

. 6 n 18(3N + 14) ,

= € .
N +8 (N +38)3

Observe que, para d — d. = 4, isto é, ¢ — 0, u* em (2.188) tende a zero, o que é uma

caracteristica geral. De posse de u*, podemos obter o expoente critico n de acordo com
(2.129). Temos entao

e [ )

Aplicando agora (2.188) em (4.92) e utilizando (2.142), chegamos a expressao explicita
para o expoente critico v, isto é,

u

(2.188)

(2.189)

1+ N +2 +(N+2)(N2+23N+60)2 (2.100)
— € €. .

2 T AN 1 8) 8(N +8)° )
Observe que pelas relagoes de escala podemos obter todos os outros expoentes criticos a

partir desses dois. Note também que para ¢ = 0, recaimos nos expoentes calculados pela
teoria de campo médio.

UV =




CAPITULO 3

EXPOENTES CRITICOS ANISOTROPICOS DO
MODELO CECI

No presente capitulo, estaremos interessados em calcular os expoentes criticos para
o caso anisotrépico do modelo CECI. No entanto, para alcancarmos esse objetivo,
algumas consideragoes ainda se fazem necessarias uma vez que estamos tratando com
sistemas que exibem o comportamento critico de Lifshitz mais geral. Vamos entao, em
principio, generalizar os principais conceitos discutidos no capitulo 2 para o modelo de
Ising, o que nos permitira descrever e tratar adequadamente o modelo CECT.

3.1 GENERALIZACOES DO MODELO DE ISING

Para iniciar o processo de descricaio do modelo mais geral (CECT), consideremos,
primeiramente, o caso mais simples de interagoes competitivas apresentado na introdugao
como modelo ANNNI. Através da observacao das caracteristicas desse modelo, podemos
escrever a hamiltoniana para o mesmo como

H=— Z Z J1;8i;8(41); — JQZSiZS(i+2)z> (3.1)
d i

J=T1,

onde z indica a unica direcao na qual existe competicao e j refere-se a todas as diregoes,
inclusive a direcao competitiva, pois esta também possui interacoes entre os primeiros
vizinhos e Jy;, = J;Vj. Observe que o primeiro termo a direita na equacdo (3.1) estd
relacionado ao subespago nao competitivo e o segundo termo ao subespaco competitivo,
que possui apenas uma dimensao. Esses subespagos sao perpendiculares entre si.

A partir da equagao (3.1), aplicando novamente a transformacdo gaussiana, também
podemos derivar a densidade lagrangeana para o modelo AN NNT ao seguirmos a mesma
linha de raciocinio prescrita no capitulo 2 para um sistema sem competigao [39, 40].
Detalhes desse procedimento matemético podem ser encontrados em [41, 33].

Considere entao a parte livre da lagrangeana, dada por

_% S 1K (k) = 2| K ()2~ k) (k). (3-2)

Desenvolvendo novamente a transformada inversa de K'(k) = >, , K(R; o) exp(—ik-R; ),
obtemos

d—1

Kk) =) [ﬁjl > exp(—ik-Ria) + B exp(—ik - Ryq) + BJaexp(—ik-Ryo) [, (33)

« i=1

44
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onde o simbolo || indica as partes que sdo paralelas ao eixo competitivo. Vamos agora
expandir as exponenciais em poténcias pares de k, sendo que, na regiao critica de Lifshitz,
poténcias em |k|* = k* associadas as interagoes entre os segundos vizinhos tornam-
se relevantes [26]. Com isso, para o ultimo termo da expressdo (3.3), que traduz tais
interacoes, devemos desenvolver a exponencial associada até a ordem referida para k.
Para os outros dois termos, continuaremos com a expansao até uma ordem par inferior.
Aplicando tais expansoes, obtemos

J 4
K(k) =K, [1 — Bk p" — By <1 + 47j>k”p + gﬁJQkﬁp%z .. (3.4)

3
onde Koy = 28(dJ, + J2), p=a [m} e L indica as partes perpendiculares ao eixo

competitivo. Substituindo (3.4) em (3.2) e prosseguindo com as devidas manipulagoes
algébricas, chegamos a

—%;Ko{(1—2K0)+(4K0—1)[1{,02—%<1+4%)k”p % fkﬁpz 2}}w(—k)w(k)-

(3-5)
O valor de Ky, para o qual o termo independente de k na expressao acima se anula, define

a temperatura critica para uma aproximacao de campo médio, ou seja, Ty = 4(dJ; + Jo).
Note que ao anularmos a interacao entre os segundos vizinhos, fazendo Jo = 0 ao longo
do unico eixo competitivo, obteremos novamente a temperatura critica de campo médio
para o modelo de Ising. Expandindo agora Ky em torno de Tj, a expressao (3.5) toma a
forma

——Z KT To) + K2 %+ kP <1+4§j> —g fk‘* ’ 2}¢(—k)¢(k)- (3.6)

Passando ao limite continuo através de (2.22) e (2.23), redefinindo também o campo ¥
da mesma forma que no capitulo 2, podemos escrever

o [T s (1442) - 2 enlo w0, o

Temos entao a contribuicao para a parte livre da densidade lagrangeana de um sistema
descrito pelo modelo ANNNI. No espago das coordenadas, incluindo agora o termo de
interagao (¢?), ficamos com

1 1 1 1 1
L =0 [Viel + 5 [Va-nol + 605 |Viol* + 576" + ;Ae", (3-8)

onde, 0 = —3. 242, 6 = (1+4§—f),u2 = (7;;;;0) e\ =S4 (—dJ{,jJ2> [1 4(T T)] 0

calculo dos termos nao incluidos na parte livre é idéntico aquele do caso nao competitivo.
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Prosseguindo com o nosso intuito de generalizacao, podemos também obter a densi-
dade lagrangeana para o modelo m-axial, no qual o acoplamento J, ¢ permitido em m
dire¢oes espaciais de um total de d dimensoes. A representacao desse modelo pode ser
expressa em termos de uma teoria A¢* modificada contendo termos com derivadas de
ordem mais alta ao longo das m diregdes competitivas [34], de forma que a equacao (3.8)
¢é generalizada para

1 1 1 1 1
L= U§|V72n¢’2 + §’V(dfm)¢|2 + 50§’Vm¢\2 + §M2¢2 + E)\dfl- (3.9)

Na expressao (3.9), temos que o coeficiente dy depende da razao Jo/.J;. Para um determi-
nado valor dessa razao, dy se anula, o que especifica e define a regiao critica para o compor-
tamento de Lifshitz m-axial, isto é, quando T = T}, (Temperatura de Lifshitz). Observe
ainda que, ao anularmos o coeficiente dy, determinamos também a completa separacao do
subespaco competitivo do nao competitivo, os quais ficam totalmente identificados por
(V2,01 € |V (g—m)®|? [34], respectivamente. Essa separagao é traduzida matematicamente
pelo desacoplamento dos momentos paralelos e perpendiculares aos eixos competitivos nas
integrais de Feynman. Note ainda que a contribuicao das derivadas de ordens diferentes,
equacgao (3.9), para a dimensao da densidade lagrangeana, também deve ser diferente. Em
relagao a esse fato, percebemos a grande importancia do coeficiente o, fazendo com que o
primeiro termo a direita na equacao (3.9) tenha a mesma dimensao que os outros termos.
Porém, podemos tornar a contribuicao do coeficiente o desnecessaria, ao fazermos uma
redefinicao dimensional ao longo dos eixos competitivos. Se escolhermos o adimensional,
o = 1, teremos que a dimensao dos momentos, ao longo das dire¢oes paralelas aos eixos
competitivos, devera ser a metade da dimensao dos momentos perpendiculares a esses
eixos.

A redefinicao dimensional dos momentos ao longo dos eixos onde ha competicao pode
ser explicitada pela condicao [k] = [q]'/? = A2 onde k simboliza a escala de momento ao
longo das m diregoes competitivas e g representa a escala de momento ao longo das d —m
direcoes restantes. Com essa definigao, o elemento de volume no espago dos momentos
terd sua dimensdo dada por [d*™qd™k] = A% 2. A dimensdo do campo ¢ no espaco
dos momentos pode ser calculada de maneira semelhante aquela desenvolvida para os
sistemas sem competicao. Impomos, primeiramente, que a acao seja adimensional, o que
acarreta em

6] = AR, (3.10)

tanto para a parte quadratica, quanto para a parte quartica. A partir desse resultado,
podemos obter a dimensao da constante de acoplamento

[A] = Ad-dtm/2, (3.11)

Observe que a dimensao critica, ou seja, a dimensao que torna a constante de acoplamento
adimensional é

de=4+m/2. (3.12)
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Podemos agora definir o parametro perturbativo €5 que medira o desvio em relacao a
dimensao critica. No caso do comportamento critico de Lifshitz m-axial anisotropico
temos

co=d,—d=4+m/2—d. (3.13)

O propagador livre da teoria de campo que descreve os sistemas competitivos pode
também ser obtido da densidade lagrangeana (3.9) e é dado por

1

(k2)2 +q2 +M2

A anélise que foi feita para o caso anisotrépico também pode ser realizada para o
caso isotrépico. Para esse caso temos d = m, entdo o segundo termo a direita em (3.9)
nao aparece. Consequentemente, nos propagadores relacionados, nao teremos a escala de
momento ¢, referente ao subespago nao competitivo, ja que agora todo o espago possui
interacoes competitivas. Também verifica-se que o elemento de volume terda a dimensao
[d™k] = A™/2. Com isso deduzimos que a dimensdo de ¢ no espaco dos momentos é

Go = (3-14)

[¢] = A~ /Y, (3-15)
e que a dimensao da constante de acoplamento é dada por

8—m

A =A7". (3.16)

Assim, a dimensao critica para o caso isotropico é d. = 8 e o parametro perturbativo sera

e=8—d=8—m. (3.17)

Vale salientar que, para utilizarmos €5 dado por (3.17) como parametro para as expansoes
?

perturbativas, o nimero d de dimensoes espaciais deve estar préoximo de 8. Pode-se

deduzir ainda que, no caso isotrépico, o propagador livre ¢ dado por

1
m. (3.18)

Note que no ponto critico (1" = T1) os propagadores em (3.14) e (3.18) tém massa nula,
isto é, u? = 0.

Ja vimos, de maneira sucinta, que as interagoes competitivas sao caracterizadas por
derivadas de ordens mais altas do campo (parametro de ordem). Estamos aptos entao,
estendendo o que foi feito até agora, a descrever o modelo C'EC'I, que é o modelo do qual
extrairemos os expoentes criticos.

Seja m,, o numero de direcoes espaciais cujas interagoes competitivas vao até o n-
ésimo vizinho. O subespaco competitivo m,,-dimensional sera representado na densidade
lagrangeana por poténcias (ordem da derivada) do gradiente indo até a ordem 2n, agindo
sobre o campo escalar ¢, o que generaliza o que fizemos para o modelo m-axial. Levando
isso em consideracao, assim como as simetrias referentes ao dado sistema, podemos ge-
neralizar (3.9). Temos, finalmente, que a densidade lagrangeana para o modelo CECT
é

Gy =
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n

L L
1 2 1 n 2 1 2
L=5Vst mdl + 5 ;anwmm +3 nz; Son|Vim, 0"+
(319)

~

—1 n—
1 / 1 1
500 Tl Vi o + et e

'—9

3
Il
w

n

E importante enfatizar que cada subespaco é ortogonal em relacao a qualquer outro e
que os diferentes subespagos possuem diferentes poténcias de momento no ponto de Lif-
shitz. Por exemplo, o subespaco m,,, na regiao critica, sera caracterizado pela poténcia de
momento K (27?) O comportamento critico de Lifshitz do modelo CECT é traduzido, entao,
quando aplicamos a condicao dg, = T = 0, que serd utilizada daqui por diante. Essa
condigao estd diretamente ligada ao conceito de operadores relevantes [37, 26]. Temos
também que todas as poténcias pares de momento até 2L sao relevantes para a descrigao
do sistema, devido a redefinicao dos momentos para cada subespaco quando fazemos o,
adimensional [28].

Fazendo uma analise similar a do caso m-axial, encontramos que a dimensao critica

nesse modelo geral é dada por

n

d6:4+§; [(”_1)}% (3.20)

Definimos portanto o parametro perturbativo como

eL:dc—d:4+i{$}mn—d. (3.21)

Prosseguindo, agora para o caso isotrépico (d = m,,), temos que a dimensao critica é

d. = 4n, (3.22)

e por conseguinte, o parametro perturbativo é dado por

€n =4n —d =4n —m,,. (3.23)

Temos ainda que o propagador livre para o modelo CEC'I anisotrépico da teoria critica
(massa nula) é dado por

1
Go = T 5 .
> nal(km))?" +q

Observe que o propagador do caso isotrépico pode ser encontrado facilmente da equacao
(3.24) ao ajustarmos a escala de momento ¢ em ¢ = 0 e fixarmos, na soma, um unico

(3-24)

valor n = n’, fazendo [(k))*" = 6,/ [(k;(n/))z]”,, o que nos da
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1
Go= 75— (3-25)
(k)"

Todos os outros objetos matematicos descritos no capitulo 2, tais como os diagramas
de Feynman, fungdes de Green e fungoes de vértice 1PI, sao facilmente generalizados
para descrever o modelo CEC'I. Também, toda a discussao acerca do grupo de renor-
malizacao e da renormalizabilidade das partes de vértice primitivamente divergentes, a
partir das constantes de renormalizacao, é vélida e pode ser aplicada nesse caso [28]. Com
isso em mente, podemos dirigir a nossa atencao para as relagoes de escala que, como vi-
mos anteriormente, sao resultados que podem ser extraidos pela aplicacao do grupo de
renormalizacao.

3.2 RELACOES DE ESCALA PARA O MODELO CECI ANISOTROPICO

As relacoes de escala também sofrerao modificagoes devido as competicoes generaliza-
das. Sabemos que o caso anisotrépico é caracterizado pelos comprimentos de correlacao
&1, -, &, 0s quais, por serem considerados independentemente, definem independentes
transformacoes do grupo de renormalizagao. Aplicando a idéia de renormalizagao multi-
plicativa, através das constantes de renormalizacao, obtemos para o modelo CECT

(N,M) N/2 M (N,M
FR<n) (pi(n)a Qj(n) y Ins Rn) = Z(p(n) Z %n)r(n) )(pi(n)u Qj(n)a )‘na An)u (326)

onde, novamente, o caso FE%Z) nao esta incluido, por se tratar de uma funcao de vértice
que deve ser renormalizada aditivamente. Temos ainda que g, e A, sao as constantes de
acoplamento renormalizada e nao renormalizada, respectivamente; k, é a escala de mo-
mento fixada para cada eixo; p; (s com i =1,--- N, sao os momentos externos associados
as N pernas externas e Qj(n), com j =1,---, M, sao os momentos externos associados as
M insercoes de operadores ¢?. Podemos agora definir g, e )\, em termos das constantes
de acoplamento adimensionais u, e ug, como g, = u,(k>")*/% e A\, = ug,(k¥")*/2, onde,
como ja sabemos, €, = d.—d = 4+ 2522[(7171)]”% —d. Entao, em termos das constantes
de acoplamento adimensionais, a equacao do grupo de renormalizacao pode ser escrita
na forma

9] g 1 (N.M) _
<“"8_nn - ﬁ(n)a_un = 5N Y000 (un) + Mgz | (un)> Tr,, =0 (3-27)
onde
ou,,

n) — ngy . | 28
Bim) (n c%n) (3-28)

( - 0ln Z¢<n)
Vot (Un) = By —5—" (3-29)
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sao as funcoes de Wilson generalizadas. A funcao f(,) ainda pode ser reescrita por

Olnug, \
Bn) = —neL< . )

Note o aparecimento do fator multiplicativo n, que denota a generalidade da equacao.
Com a equagao do grupo de renormalizagao em maos, podemos encontrar todas as
relacoes de escala para o modelo C'ECT anisotrépico ao aplicarmos a condicao para os
pontos fixos da teoria, ou seja, (B (u;) = 0). Os detalhes desse procedimento podem
ser encontrados em [28]. Portanto, nos restringiremos aqui a escrever tais relagoes e o
leitor interessado deve se reportar a referéncia citada.
A primeira quantidade importante a ser destacada ¢ 7y, (uf) = 7;(n)’ identificada

(3-31)

como a dimensao anomala. Temos entao

T = Vg, - (3-32)
(n)

Note que ao fazermos n = 1 em (3.32), encontramos o expoente critico 7, referente ao
subespaco nao competitivo. Para qualquer outro valor de n, de 2 a L, teremos o expoente
critico associado ao subespaco competitivo sob consideracao.

Da mesma forma que no modelo sem competicao, os comprimentos de correlacao &, sao
proporcionais a t*, onde t = (T — T1) /T, é a temperatura reduzida do comportamento
de Lifshitz. Isto implica que o expoente critico v, satisfaz a seguinte relacao

vt =2n— ’y:;%n). (3-33)

Por conveniéncia, podemos ainda definir a fungao

On(Zg Zy.,) OlnZ 4

Nesse caso, uma relacao equivalente para v, é dada por

vl =2 = Ve s (3-35)

onde 7:)?”) =7, (ur).
Como a susceptibilidade é proporcional a t™7", quando k) — 0, e Fg()n) = X(n) ©
expoente critico referente a susceptibilidade é dado por

Yo = Vn(2n — nn)' (3-36)

Identificamos ainda o expoente critico para o calor especifico como sendo

, :2—n<d—i = Dmi)vn. (3:37)

- 2
=2

A equacao de estado do modelo CECT pode ser escrita como
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Heny(t, M) = M f () M), (3-38)

0 que nos permite encontrar os dois ultimos expoentes criticos em termos das leis de
escala, isto é,

B = %Vn{n {d — EL: (i 1>mz} —2n+ nn} (3-39)

n [d -, (i_@'l)mz‘] —2n+ 1,

Op =

- ] ) (340)
n [d -3, “El)mi] +2n — 1y

o que nos dé ainda as relagoes de escala: 7, = ,(d, — 1) e o, + 26, + 7, = 2. Essas
relagoes de escala valem para todos os subespacos, desde que n = 1,---, L. Note que
existe uma relagao de escala para cada subespaco. Isto, aparentemente, sugere que os
expoentes criticos apresentam valores diferentes para cada subespaco. Porém, isso nao é
necessariamente verdadeiro, pois a estrutura do ponto fixo restringe os valores da maioria
dos expoentes criticos, tornando-os os mesmos para todos os subespacgos. Essa é uma
consequencia direta da existéncia de um tnico ponto fixo independente das diregoes es-
paciais consideradas. Os tnicos expoentes criticos que possuem diferentes valores para
cada subespaco sao 1, € v,, como veremos na proxima segao.

3.3 SUBTRACAO MINIMA E EXPOENTES CRIiTICOS ANISOTROPICOS

Queremos agora calcular os expoentes criticos anisotropicos do modelo C'ECT pelo
método de subtragao minima, onde levaremos em conta toda a discussao realizada no
capitulo 2 sobre esse método de renormalizacgao.

Consideremos novamente, portanto, a teoria de interacao para campos escalares ¢*
N-vetorial. Fazendo a expansao da constante de acoplamento adimensional nao renor-
malizada ug, e das constantes de renormalizacao multiplicativas Z , e Zﬁn)v em termos

da constante de acoplamento adimensional renormalizada u,,, obtemos

Uop = A (K2V) /2 = uy, {1 + Z am(eL)ufl] : (3.41)
i=1
Z¢(n) =1 + Z bin(EL)U;, (342)
i=1
Zgp, =1+ Z; Cin(€L) Uy (3-43)

As partes de vértice 1PI renormalizadas sao entao dadas por
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2 2
ng()n) (k(n)a Unp, ’in) = Z¢(n)rgn))<k(n)a Uon, Kvn)a (344)
4 4
2,1 . 2 2,1 .
F(R(nz (kl(n)a k2<n) ) p(n)a U, '%n) = Z(ﬁ%n)FEn) )(kl(n)a k?(m ) p(n)a Uon, K:n)' (346)

As funcgoes nao renormalizadas sao dadas simbolicamente por

L) (k) ton, Kin) = k(1 = By, + Bantif,), (3.47)
L) (K tons k) = P tton[1 = Avation + (Al + AG))u, ), (348)
ng’)l)(kl(n)a K2,y P(n) Uons fin) = 1 — Crpuion + (Ch) + O8N, (3-49)
onde

Ay, = Nl—ggmg% []2(1{;1(+nk2()) + Iz(kl("+nk3(")) + b(%f“)} (3-50)
A&) = (v +160];7 +20) w2ner {122 (—kl(") : B2 ) + 2pe7’mut.] , (3.51)
A;i) — Mkﬁnq {14(]“1@)’ k2 ’ ks, , k4<n)> X 5p€rmut} , (3.52)

54 Bn  Kn Kn Kp
Bay, = %W% <k(—:)> (3-53)
By, = N F 21)0(5 £8) janer, (%”) (3-54)
¢y, = NI—?K"EL [12 (kl("+nk2(")> + 2permut}, (3-55)
Céylz) = —(Nl—(i)_;)QKQML [[22 (—kl(m —:k%)) + 2permut.] , (3.56)
C’éi) = %RQ”EL [14 (k::, k;:), kz:) , k::) + 5permut.] . (3.57)

As integrais de Feynman Iy, I3, I e I5, do caso anisotrépico, sao explicitamente dadas
por
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=Sz mng TTE_, d™
I, :/ - L ( )L : (3.58)
LSt + 2+ (g PR || S+
L L
I / A2 =2 mn qldd_Zn:2 mn g, H£:2 dmn kl(n) H£:2 dmn k2(n)
[qf + Zﬁ:z(kim)”] {q% + Zi:ﬂkgm))"] {(q1 + g+ P2+ 30 (K, + ko, + k;gn))z]n}
(3-59)
L L
Ls = / P H’IZZQ ™k, vazz d™" ks,

LD >R HEENED R -

3.60

1

{CJ% + Zﬁz(k‘%w)”} {((h — qo+p3)? + 3w o[k, — ko, + k:g(n))Q]"}

X

L L L
1 / At 22 n gy @122 M g0 22 0 gy Hﬁ:Q d" k., Hﬁzz d™ ks, HrLz:Z ™ ks,
5 =

S, |6+ S, ] [+ S0, )]

1
X X

{(fh +q—p)?+ Zﬁ:ﬂ(kl(n) + kQ(n) + k’n))Z]n}
1

{(Q1 +q3—p)*+ Zﬁ:z[(kl(m + k3<n) + k/n))Q]n}

X

(3.61)

As solugoes dessas integrais podem ser obtidas através da aproximagao ortogonal
[34, 28], como descrito no apéndice A. Temos entao que suas solugoes aproximadas sao

1
Iy = — |:1 + (th - 1)EL - 6_LL<P7 k/):|7 (362)
€r, 2

onde

B, :1+%{w<1>—w(2—i7§—;)], (3-63)

n=2

de onde temos que ¥(z) = diz InT'(z), com o simbolo I'(z), representando aqui a fungao

especial gama. Ainda temos que
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L(P,K) = /01 drIn{[z(1 — 2)][P* + ;(kin))%]}; (3-64)
I; = {PQ + ;(k:{n))%] < — é) {1 + 2R, €1, — zq — 2e,Ls(P, k’)}, (3.65)

onde

L) - | (1 — ) {w-i]r+ Z( Wb e

I, = Ll:l—i—thLGL— §€L—€LL(P, kl)l (367)
2€L 2
e por ultimo
L
]5 = |:P2 + Z( En))2n:| (%) [1 + 3th€L — €1, — 36LL3(P, k,)] (368)
n=2

O leitor pode verificar que, se desligarmos todas as competicoes do sistema, fixando
em zero todos os momentos relacionados as competicoes, reduziremos as integrais do caso
anisotropico aquelas para o modelo sem competicao, onde suas solucoes exatas serao dadas
pelas expressoes (3.62), (3.65), (3.67) e (3.68) para kzn) = 0, visto que a aproximacao é
introduzida apenas sobre os momentos dos eixos competitivos. Neste caso, hy,, = % e €r
deve ser substituido por €, que é dado por (2.114).

Temos em maos, portanto, tudo o que é necessario para o célculo dos expoentes
criticos anisotrépicos do modelo CECI. Deixaremos os detalhes algébricos do célculo
dos expoentes criticos para o caso isotropico exato, uma vez que esse € o nosso principal
objetivo. Aqui nos ateremos apenas aos resultados.

Apoés aplicarmos o procedimento de subtracao minima, encontramos

(N +38) (N+8)2 (BN +14)\ ,
n=Up |1+ ——u, - , .6
fon =1 { T 6, T\ 36 2, )" (3.69)
N+2, (N+2)(N+8) (N+2)(N+8)] 4
Zy =1- - .
Pm) 1dde, ™ { 1296¢2 5184e, | ™ (3.70)
_ N +2 (N+2)(N+5) (N+2)] ,
Z, =1 . - . .
o * €r, “ [ 362 24er, Un (3.71)

A partir de ug,, g € ?¢? : acima, podemos calcular as fungoes de Wilson generalizadas.
n
Temos entao
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N +8 3N + 14
/B(n)<una EL) = —NUup| €L — Uy + —Ui ) (372)
6 12
C[N+2, (N+2)(N+8)
’7¢(n)(una EL) - 7’L|: 79 Uy, — 1728 n | (373)
_ O [N+2 1
Vo2, (n, €1) = n[ o Un (1 — 5%)] : (3-74)

Os pontos fixos sao definidos por S, (uy,€er) = 0. Resolvendo essa equacdo, encon-
tramos que o tnico ponto fixo estdavel, nao trivial, no regime infravermelho é

6 18(3N + 14) ,
N—Jr86L + —(N 3y €7,
Note que o ponto fixo em (3.75) independe do subespago considerado. Substituindo o
ponto fixo em 7y, (un), chegamos ao primeiro expoente critico (n,) do modelo CECT

anisotropico:
(N+2) , 6(3V+14) 1
n nmnr n{2(N+8)2€L +6L (N+8)2 4 (37 )

Substituindo agora o ponto fixo em Ve )(un) e utilizando a relacao (3.35) obtemos

*

Up,

uy, = (3-75)

1 1{1 N +2 (N +2)(N?+ 23N +60) 2}
Vp = —Vr=—|=+ €L €L|»
n n|2 4(N +38) 8(N +8)3
onde 7, e vy, sao os expoentes criticos do modelo C'EC'T relacionados apenas ao subespaco
com interacoes até o primeiro vizinho, ou seja, para n = 1. Observe a semelhanca em
relacdo aos expoentes criticos em (2.189) e (2.190).
Podemos agora explorar dois casos particulares do modelo C ECT anisotropico a par-
tir dos expoentes criticos n, e v,. Primeiramente note que, para d = 3, o parametro
perturbativo €; pode ser escrito como

(3-77)

eL:1+ZZ:; {(i;‘w}mi. (3-78)

Fazendo agora m; = md; 1, isto é, permitiremos a existéncia de apenas um subespago
competitivo, obtemos entao

m
EL:1+m_f- (3-79)

Caso anisotropico uniazial: m = 1

2 ! 8

€, = 4 — Z (3 O)
O comportamento dos expoentes criticos n,/n = ny, e nv, = vy, com N = 1,2 e 3,

pode ser observado nos graficos das figuras 3.1 e 3.2, respectivamente. O limite assintético

é obtido ao fazermos L — oo em (3.80), ou seja, quando €, — 2.
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Figura 3.1 Grdfico (np x L) para o modelo CECI anisotrépico uniaxial em d = 3, onde
consideramos apenas um subespaco competitivo unidimensional (m = 1). O comportamento,
para N = 1,2 e 3, estd representado pela cor da curva. As linhas tracejadas indicam o limite
assintotico para L — oo.
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Figura 3.2 Grdfico (vp, x L) para o modelo CECI anisotrépico uniaxial em d = 3, considerando
apenas um subespago competitivo unidimensional (m = 1). As curvas exibem o comportamento
para N =1,2 e 3.

Caso anisotropico biaxial: m = 2

2
€L =3 — T (3-81)
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0.6 7

10

Figura 3.3 Grdfico (n, x L) para o modelo CECI anisotrépico biazial em d = 3, onde con-
sideramos apenas um subespago competitivo bidimensional (m = 2). As curvas exibem o com-
portamento para N = 1,2 e 3.

1.5 T T T T T

140

Figura 3.4 Grdfico (v, X L) para o modelo CECT anisotrdpico biaxial em d = 3, considerando

apenas um subespaco competitivo bidimensional (m = 2). As curvas exibem o comportamento
para N =1,2 e 3.

Neste caso o comportamento dos mesmos expoentes, também com N = 1,2 e 3, é
mostrado nas figuras 3.3 e 3.4. O limite assintotico é obtido, novamente, ao fazermos
L — o0, ou seja, quando €;, — 3.
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Os outros expoentes criticos podem ser obtidos pela utilizacao das relacoes de escala
para o modelo CECI. Temos entao

=1+ Q(g\f—i—_fé%)) €r S 2)4(2[5 _I—i: §)23N +52) €1 (3.82)
b= % - 2(N3+ S = ;(J?fg): Y (5.8

€
o, =3+e+ (V" & 14N +60) (3-85)

oN +8)2 &

Note que, diferentemente dos expoentes criticos 7, e v, os quais dependem explicitamente
de n e consequentemente do subespaco considerado, os expoentes acima apresentam os
mesmos valores em todo o espago.



CAPITULO 4

EXPOENTES CRITICOS ISOTROPICOS DO MODELO
CECI

Chegamos agora a um ponto crucial do nosso estudo, pois neste capitulo calcularemos
os expoentes criticos para o caso isotrépico do modelo CECI, cujo comportamento se
evidencia quando m,, = d. A obtencao dos expoentes criticos se dara tanto para o caso
onde o célculo das integrais de Feynman sofrerd aproximagao (caso isotrépico aproxi-
mado), quanto para o caso onde as mesmas integrais serdo calculadas exatamente (caso
isotrépico exato).

No capitulo 3, vimos as generalizacoes necessarias ao tratamento do modelo CEC1T,
anisotropico e isotropico, por isso, comecgaremos aqui apresentando as relagoes de escala
modificadas do caso isotrépico, que serao utilizadas depois para obtermos os expoentes
criticos.

4.1 RELACOES DE ESCALA PARA O MODELO CECI ISOTROPICO

Recorrendo as constantes de renormalizacao multiplicativas, como feito no caso aniso-
trépico, temos, novamente, que as partes de vértice renormalizadas, com excecao de Fg(’iz,
sao dadas por

Ty ity Qi s i) = Zy 2 Z3 T (i, Qi A A): (4.1)

O leitor deve estar atento ao fato de que, embora a expressao acima seja idéntica
a equacao (3.26), devemos, nesse caso, fixar um tnico valor para n em (4.1). Assim,
fixamos um tnico comprimento de correlacdo para o sistema, como também um valor
unico para a dimensao anomala, visto que todas as diregoes possuem agora o mesmo tipo
de interacao competitiva.

Podemos definir novamente g, e A\, em termos de u, e ug,. Assim temos: g, =
U (K2M) /2 e N, = g (K2%)/2, onde, como vimos no capitulo 3, €, = 4n — m,,. Entdo,
em termos de u,, e ug,, a equagao do grupo de renormalizacao fica

onde temos ainda que
ou,,
6(71) - ('%n 8/<;n) ) (4 3)
3 In Z¢(n)
Vo) (Un> - B(n) au_ (4.4)



4.1 RELACOES DE ESCALA PARA O MODELO CECTI ISOTROPICO 60

8ln Z(b% )
Tet,) (un) = _ﬁ(")a—un’ (45)

sao as fungoes de Wilson para o caso isotrépico do modelo CECI. A fungao f3(,) pode
ser reescrita em termos das quantidades adimensionais na forma

1 -1

ou,,

Observe que a funcao f,), em (4.6), ndo possui o fator n que esta presente em (3.31) no
caso anisotropico. Essa peculiaridade, que visivelmente diferencia os dois casos, vem a
tona através das transformacoes do grupo de renormalizacao.

Resolvendo a equacao do grupo de renormalizacio no ponto fixo da teoria (B, (u);) =
0), encontramos as relagoes de escala do modelo CECT isotrépico. Os meandros da
obtencao dessas relagoes podem ser encontrados em [34, 28]. Temos, portanto, que o
nosso primeiro expoente critico do caso isotréopico é dado por

T = Vo (4-7)
Também temos que
-1 *
=2n — .8
Voo =20 (4-8)
ou ainda, por conveniéncia
Z/n*1 =2n — Nn — 7:;%”), (49)
onde temos definido Vo2 )(un) por
8ln(Z¢z Z¢ ) 81117 2
ol = w0, g T 0w
Ainda temos que
Tn = Vn(2n - 77n)7 (4-11)
Oy = 2 — My, (4.12)
1
e
My, +2n —n,
Op = ———— (4.14)

My — 20+ 10,
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Manipulando as expressoes acima, chegamos também as seguintes relacoes entre os ex-
poentes criticos: v, = B,(d, — 1) e ay + 26, + v = 2.

Observe que, exceto por pequenas modificagoes, o tratamento devido ao grupo de
renormalizacao, para o caso isotrépico, é equivalente a analisarmos, separadamente, cada
subespaco competitivo presente no comportamento anisotrépico. E f4cil verificar que as
leis de escala para o modelo C'ECT isotrépico se reduzem aquelas do comportamento
critico usual, ou seja, aquele descrito por uma teoria de campo escalar ¢* com n = 1.
Logo, podemos englobar o comportamento critico usual dentro do universo dos sistemas
que exibem o ponto de Lifshitz, denominando-o de comportamento critico de Lifshitz
1sotropico do primeiro cardter, sendo esse, por consequéncia, o caso particular mais sim-
ples.

4.2 SUBTRACAO MINIMA PARA O CASO ISOTROPICO

As definicoes bésicas, para o procedimento da técnica de renormalizagao por subtracao
minima de pélos dimensionais, ja foram estabelecidas anteriormente. Sabemos, portanto,
que a constante de acoplamento adimensional nao renormalizada ug,, assim como as
constantes de renormalizacao Ly € ?¢?n), sao dadas em termos de uma expansao na

constante de acoplamento adimensional renormalizada u,,, ou seja,

Uon = un[l + aln(Gn)un + a2n<6n)ui]7 (415)
Z¢(n) =1+ bln(en)un + b?n(en)ui + an(En)Ui (4.16)

€
Zgr =1+ crn(€n)un + con(en)us. (4.17)

)
Podemos agora utilizar as expressoes acima para obtermos as fungoes de Wilson (5,
Vo) € Vo2 )), referentes ao caso isotropico, em termos da expansao em u,. Temos entao
n

B (tn) = —€ntn[l = @tatin + 2(a2, — @z, (418
Vo (Un) = —€ntin[2bantin + (3bs, — 2091y U2, (4.19)
Vo, (tn) = €ntin[cin + (2020 = €1, = A1nCin)tn]. (4.20)

J& vimos que as fungoes de vértice 1PI a serem renormalizadas sao I‘Ei)), I’Ei)) e I‘Ei’)l), 0

que nos leva a

2 2
Z¢>(n)TE )(k‘(n); Uon, Kn) = ng()n) (k(ny; Un, Kn), (4.21)

n)

4 4
Z;(n)rgn)) (ki(n) S Uon, Kn) = I’;gﬁ) (ki(n) U,y K ), (4.22)
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2,1)
Z¢> F( (kl( )7k2(n)7p(n) uOTLa’V”‘n) FS{( )(kl(n)akQ( )7p ) unaK/n)) (423)

onde, simbolicamente, temos
D) (o) toms ) = k3 (1 = Bati, + Bantil,), (1.24)

NeEn

@

) (i3 tons Fin) = K tion[1 = Arntion + (A5, + AS))ud, ], (4.25)

F(2 1)(k1(n)7 k?(n)ap(n) Uon,, Kn) =1- CanOn (02(711 + C2 ) Uy » (426)

onde temos, novamente, que

Ay, = N+ SRZ@L I ki + k) s ki + ke s k2 + K3y  (4.27)
18 Kn Kn Kn

A&) = (v +16(5Z +20) g2 {122 <M> + 2pe7’mut} : (4.28)

AR — (5N5Z 22) one {14(]‘5:71)’ k/i(n) ’ k:n) 7 k:n)) n 5pe7‘mut}, (4.29)
By, = (Nl—ng)/fQ”e"Ig (%’:) (4-30)
T

¢y, = Nl—g 2/1”6" [Ig (kl(")——:kh) + 2pe7’mut.] , (4.32)

C’é? = %m%e” [122 <kl(”+nk2(")) + 2permut.] : (4.33)

Céi) = %H%E" {14 (k;:), kz:), k/i:) ; k:(:) + 5permut} . (4.34)

As integrais I, I3, I e I5 do caso isotropico tém suas formas explicitas dadas por

dm™k
v= | G 33
dm"kldm"kg
b= | G T P 430

A ey d™ Ky
= / (k) [(k" — k)2 (k2)"[(ky + ko + KL)2]" (4-37)
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I — / dmnk’ldmnk’gdm"k’g
P (O R+ R (ky + s+ )2 (RD) (k)" (RS
Observe que tudo o que foi feito até agora nao discrimina o caso isotrépico aproxi-
mado do isotrépico exato, pois o algoritmo para o calculo dos expoentes criticos nao de-
pende do resultado das integrais de Feynman, desde que as leis de escala obtidas através
do grupo de renormalizacao também sao independentes da utilizacao ou nao de apro-
ximacao. Queremos, no entanto, apresentar aqui o célculo da integral de Feynman I
com e sem aproximagcao, visto que a diferenca entre os dois casos (isotrdpico exato e
aprozimado) reside exatamente no resultado das integrais. Também é importante frisar
que o calculo das integrais é uma parte fundamental do trabalho, sendo o divisor de dguas
na diferenciagdo e comparagao das mintcias dos casos especificos (anisotrépico, isotrépico
aproximado e isotrépico exato) do modelo C'EC'I, merecendo, portanto, alguma atengao
neste momento.

(4-38)

4.2.1 Solucao da integral de Feynman [, com aproximacao

Temos que a integral I, para o caso isotrépico do modelo CECT é dada por (4.35).
Para calcularmos essa integral, listaremos algumas formulas que serao necessarias no
decorrer do desenvolvimento matematico. A férmula mais utilizada para o calculo das
integrais de Feynman, a qual explicita o método dos parametros de Feynman para a
obtencao da solugao [37], é

1 F(041+062+~~+ozn)/
= dxidxro - -d e
atlﬁqag@ . a;‘{n F(Oél)F(OQ) L. F(Oén) T1aT2 Trn—1 ( )
$?1—1$32—1 . sz—llfl(l I — g — an_l)anil 4.39
[.’L‘lal + Toa2 —|— e + Typ—10p—1 —|— (1 — X1 — X9 — $n,1)an]a1+a2+”'+an’

onde a integracao sobre os parametros de Feynman, z;, estende-se sobre o dominio:
0<ax; <1, 294+x0+ 2,1 < 1. O simbolo I' representa aqui a funcao especial
gama, cujas propriedades sao de suma importancia para a resolucao da integral I, assim
como das outras integrais. Admitiremos entao que tais propriedades sejam conhecidas e
simplesmente nos utilizaremos delas.

Sera imprescindivel também a utilizacao da relacao

> 1 1 T(HT(a—9)
de _ 1 i)\ T e e 2y—atd/2 ‘
/Oo I[ZL‘Q —|—2(kx) _|_b2]oc 2Sd F(a) ( ) ) (4 40)
onde Sy é a area de uma superficie esférica d-dimensional, assim como de
- 1 1, T(d/2n)T(a - d/2n) .
a® ~ 2_ 2y-atd/m [,
/_OO qqu)n + 2a(q2>n/2 + mg]a m d F(Oé) (m a ) (4 41)

As duas expressoes acima encontram-se deduzidas no apéndice A.
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Vamos agora aplicar a aproximacao ortogonal em I, que implica em uma condicao de
ortogonalidade generalizada entre o momento interno k e o momento externo &', mantendo
ainda as propriedades de escala e homogeneidade das integrais e, consequentemente, das
fungoes de vértice [28]. Essa aproximagao é dada explicitamente por (k+ k)" = k™ + k'™,
o que nos da a seguinte expressao para I

I, = / d™k (1.42)
o (k27 4 2kmkn + k20 (k) 4.4
Aplicando o método dos parametros de Feynman a (4.42), obtemos
1 gk
I, = d '
’ /0 x/ (k2 + 2zk'mkn + wk'2n)2’ (4.43)

onde foi utilizado apenas um parametro de Feynman. Podemos fazer ainda k™ = ¢, o que
1 ~
nos da dk = g2 'dg. Sabendo que d™k = S, k™ ~'dk, ficamos entdo com

S

d" k= =g g, (4-44)
ou ainda
1 S i
A"k =——""—d g, (4.45)
S (m, fn)

onde fizemos d'n ¢ = Simn /n)q%_ldq. Substituindo essas redefini¢des em (4.43), chega-
mos a

1 S,
= ; 46
”Smn/n / / (¢? +21’k"”q—|—xkl2n)2’ (4.46)

o que, através da utilizagdo da equacao (4.41) para d = m,/n, nos da

1 [(Z2)[(2 — Zn) (1 mn
=L, MR / dalak™ — (xk™)?) 22, (4.47)
" I'(2) 0

2n

Agora é o momento de comecarmos a evidenciar o parametro perturbativo do caso
isotrépico, €,, para procedermos com as devidas expansoes. Temos que m,, = 4n — €,, 0
que implica em

1 € € 1 .
L~ —S T(2—--2 )02 1-— 120y~ 20 .
9 2n&nn ( 2n) (2n)/o dz[z(1 — z)(k™")] (4-48)

Para fazermos as expansoes em ¢€,, temos que explicitar primeiro a expansao da funcao
gama, que ¢ dada por

I'(a+bz) = T(a)[1 + bxp(a) + O(z?)], (4.49)
onde ¥(z) = LInT(2) e ¢(2n) = ¥(1) + ZQn "1/p. Ainda podemos fazer
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1
[ =) =1 Lw) + o) (1:50
0
onde
1
LK) = / drIn[z(1 — z)(K*)"]. (4.51)
0

Utilizando todas essas expansoes em (4.48), obtemos

Iy S, 01— 14 LK) (4.5)

2 — Mmy € m . 4.5

Redefinindo agora a constante de acoplamento para absorver o fator S,,, , chegamos,
finalmente, a solucao de I, que procuravamos, isto €,

€n n

L l{l _ 5_”[1 + L(k’)]}. (4-53)

Observe que nao realizamos a integral L(k'), que é dada por (4.51), embora ela nao
seja uma integral de dificil resolucao. Esta é outra vantagem do método de renormalizagao
por subtragdo minima em relagdo ao método de condigoes de normalizagao [37], pois nao
precisamos calcular as integrais logaritmicas que surgem da expansao das integrais de
Feynman. Isto se deve ao fato de que, pela propria construcao do método, os coeficientes,
que aparecem naturalmente no processo, conspiram para o cancelamento desses termos.
Esse cancelamento pode ser verificado facilmente, e seu carater geral constitui um 6timo
ponto de verificagado da presenca ou nao de erros algébricos.

As outras integrais tém suas solucoes aproximadas, dadas por

I3 = — (&%) {1 + €n [ﬁ - %L:s(k")} } (4-54)

&ne,
onde
1
Ls(K') :/ dy(1 —y) Infy(1 — y)&™"]; (4-55)
0
Lt hi - S yorwy) (4.56)
T 2e2 2n ’ 45
onde a integral L(k") é dada pela expressao (4.51). Por ultimo temos
(k/2)n 1 3 ,
I;=——F<d1l+4¢€,|— ——Ls(k)| ¢, :
5 6ne te om n 3(K) (4.57)

onde a integral L3(k’) é dada por (4.55). A resolugdo aproximada dessas integrais
encontra-se no apéndice B.
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4.2.2 Solucao exata da integral de Feynman [,

Vamos agora proceder com o calculo de Iy sem aproximag¢ao. Comecemos utilizando
os parametros de Feynman, expressos por (4.39), em (4.35), 0 que nos leva a

F(277,) ! _1 1 dmrk
2 T (n)(n) /0 dzz" (1 — ) / (k2 + 22K’k + zk2)2 (4.58)

Note que no caso aproximado, efetuamos primeiro a aproximagao ortogonal. A expressao,
entre parénteses, no denominador da integral em £ acima, pode ser reescrito por

E* 4 22k'k 4 (xk')? + ok — (2K')? = (k + k") + 2(1 — z)K". (4.59)

Fazendo agora a mudanga de variavel

q=k+ k', (4.60)

obtemos

_M ' e (] — )] d""q L
R o A e vy )

em (4.61), podemos escrever ainda

—_
=3
ol
=3
[\

3

|
ol

%) /0 drz™ (1 — )" Ha(l — 2)k? =2, (4.62)

Sabemos porém que m,, = 4n — €,, o0 que nos leva a

1 T(2n— @)

2 771) ' n—1 n—1 127—
I, = 5 5m, ToT () /0 dex™ (1 —x)" z(l —x)k™]" 2. (4.63)

Podemos escrever a integral em x como uma expansao em ¢,, da seguinte forma

1 1
/ dz™ (1 — 2" a(1 — o)k~ F = / dra™™ (1= )" = LK)+ O(), (464
0 0
onde

Lo(k) = /0 drz™ (1 — 2y Infe(1 — 2)k?). (4.65)

Observe que a integral acima depende explicitamente do valor de n. O primeiro termo
a direita em (4.64) é a forma integral da fungao especial beta, que possui solugdo em
termos das fungoes gama, ou seja,

B(n,n) = /0 dea" (1 — )"t = L. (4.66)
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Fazendo o uso de (4.49) e (4.64) em (4.63), chegamos ao nosso resultado final

1 ['(2n)

67

€
Ih=—1-2 2n) — (1 — L, (K .
o= {12 oew - v+ S nw) | (4:67)
onde redefinimos a constante de acoplamento para absorver o fator .S;,,
As outras integrais tém suas solucgoes exatas, dadas por
['(2n)I'(2n) 1 L, (K
Iy = K (=1)" c—q 146, B, — :
’ (=1) ATBn)I'(n+1) e, e A, ’ (4.68)
onde
I'2n)I'(n)
A, = ———, .6
T'(3n) (4-69)
2n 1 2n 1
B — I - — = .70
Z Z pz . (4.70)
e
1 1
D(n) = §w(2n) —(n) + 51#(1). (4.71)
Ainda temos que
1
LanlW) = [ g™ (1= )" nfy(1 - )b, (472)
0
que também depende do valor de n.
JPRLED SRy Y S G0 Ry P %Z_ll (4.73)
p=1
onde a integral L, (k') estd definida em (4.65). Temos ainda que
['(2n)[(2n) 1 3Ls, (k')
Iy = K (=1)" =< 1+e¢,|C, — ————=| ¢, .
g VSt 2t 24, (4.74)
onde
2n—1 n 2n—1
1 1 3 1
Cp = DY (4.75)
pzl p 2 p=1 p p=0 ntp
e a integral Ls, (k') estd definida em (4.72). A resolugao exata dessas integrais também

encontra-se no apéndice B.
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4.3 EXPOENTES CRITICOS ISOTROPICOS APROXIMADOS DO MODELO
CECI

Para calcularmos os expoentes criticos, precisamos conhecer os coeficientes das ex-
pansoes (4.15), (4.16) e (4.17). A fim de encontrarmos tais coeficientes, utilizaremos as
equagoes (4.21), (4.22) e (4.23). As fungoes de vértice 1PI nao renormalizadas sao dadas
por (4.24), (4.25) e (4.26), onde devemos substituir wug, por sua expansao em termos de

2 s : o~
u,. Por exemplo, para Fg%() ) apos termos realizado essas substituigoes, ficamos com
n

2

Fg%()n) - k?(Zy?)[l + blnun + (b2n - BZn)ui + (b3n - 2alnBQn + BBn - blnB2n)u§1]7 (476)
de onde concluimos que by, = 0, ou seja, nao existem polos cujo residuo é linear em
Up; bap, = [Ban]s, onde o subscrito S, indica que tomaremos apenas a parte singular de
By, € b3, = [2a1,Ba, — Bs,ls, onde ja utilizamos o fato de que by, = 0. Para os outros
coeficientes, temos

a1n = [An]s, (4.77)
aon = [~2boy, + 2a1, A1, — ALY — AP, (4.78)
cin = [Cinls, (4-79)
Con = [a1nCin + c1nC1n — CS) — O . (4.80)

Substituindo, nas expressoes acima, as solucoes aproximadas das integrais de Feynman
para o caso isotrépico, obtemos

N+8 1

Qin 5 o (4.81)
- (N;%8)2 . %’ (4.82)

b3y, & +122>9(éz 8 é (4-84)
=t (185
CQn:(N+2)(N+5).i2. (456)

36 €
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Observe que todos os coeficientes divergem, para €, — 0, o que é um requerimento desse
método de renormalizacao. Note também que, realmente, houve o cancelamento das
integrais logaritmicas. Esse passo algébrico serd explicitado para o caso exato. De posse
dos resultados acima, podemos escrever

(N +38) (N +8)* (3N +14)

n — Unp 1 n 8

ton =1 { T e 36¢2 2ne, (4.87)
N +2 (N+2)(N+8) (N+2)(N+8)
Zy =1— 2 — .88
Pr) 144ne, [ 120602 5isdn’e, ty (4.88)
_ N+2 (N+2)(N+5) (N+2)] ,

7. =1 . _ . 8

) + €n “ [ 36€2 24ne, Un (4:89)

A partir de uon, Zy,,, € Zb?n)’ podemos calcular as fungoes de Wilson para o caso isotrépico

aproximado, utilizando as equagoes (4.18), (4.19) e (4.20). Temos entao

N +38 3N + 14
ﬂ(n) (un7 €n> = —Up (en - 6 Uy + 12n ui) ) (490)
N+2, (N+2)(N+8)
_ N +2 1
Ve, (uy) = G Un (1 — %un> (4.92)

Impondo agora a condicdo para o ponto fixo (5()(uy,€,) = 0), encontramos que o tnico
ponto fixo estavel, nao trivial, no regime infravermelho é dado por

. 6 . 18(3N + 14) ,
U, = €n €,-
" N+38 n(N + 8)3

De acordo com (4.7), podemos encontrar o expoente critico 7, ao aplicarmos o ponto fixo
dado por (4.93) na expressao (4.91). Com isso obtemos

(4-93)

1 (N+2) , 14 6(3N+14) 1 (1.04)
= —————-€ — |- ¢ :
T o (N 8™ n| (N+8)?2 1 494
Substituindo agora o ponto fixo em (4.92), ficamos com
. (N + 2) 6(N +3)
T T N8| T (N + 82" (4-95)
Entao, de acordo com (4.9) temos que o expoente critico v, é dado por
1 N +2 N + 2)(N?+ 23N + 60
- (N+2) (N2 ), o)

m N8 3B(N+87
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Sabemos que, pelas relagoes de escala, é necessario conhecermos apenas dois expoentes
criticos para que os outros expoentes também sejam conhecidos. Levando em consideracao
as relagoes de escala dadas por (4.11) a (4.14), obtemos facilmente que

(N+2) (N +2)(N? + 22N +52) ,
Yn = o tn 2 3 €ns (497)
2n(N +8) 4n?(N + 8)
4— N N +2)(N? + 30N + 56
o =) (NN 30N 150) o)
2n(N + 8) An2(N + 8)3
1 3 N +2)2N +1
go=to 3 4l . ) - )ei, (4-99)
2 2n(N +38) 2n2(N + 8)
1 (N?+14N +60)
dn =3+ —€p 2, :
* ne + 2n%(N + 8)? n (4:100)

Observe que a dependéncia dos expoentes criticos isotrépicos em relacao ao nimero de
vizinhos acoplados através das interagoes competitivas estd explicita, ja que a classe de
universalidade para o modelo C ECT isotrépico é determinada por N e d = m,,. O fato
interessante ¢ que os resultados para o comportamento critico do modelo de Ising sao
obtidos ao fazermos n = 1.

4.4 EXPOENTES CRITICOS ISOTROPICOS EXATOS DO MODELO CECI

Como ja foi mencionado, a diferenga entre os expoentes criticos do caso isotrépico
exato para o caso aproximado reside totalmente nas solucoes das integrais de Feynman.
Podemos entao nos utilizar das expressoes ja obtidas para os coeficientes e passarmos
diretamente ao calculo deles.

Como ja verificamos, nao existem polos lineares em wu,, assim temos by, = 0. De
acordo com (4.76) temos que by, = [Bay,]s. Utilizando entao (4.68), chegamos a

(Nl—ig_ 2 {IS - (_1>n4F(3n)F(n +1) ' ;[1 " O(en)]}s. ety

Admitindo apenas a parte singular, obtemos

['(2n)'(2n) 1

b2n =

o L(N+2) T2 1
b = ) TGt D o (4102)

Para a;,, temos

N +38 1
a, = [A]s = ( ) I, = —[1+ O(en)]|| + 2permut. » | (4.103)
18 €n g
onde utilizamos o resultado de Iy dado por (4.67). Note que as permutagdes possuem a
mesma parte singular, o que nos da um fator de 3 no total. Com isso temos

A1p = M . l (4.104)
6 €n
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O coeficiente by, pode ser encontrado, impondo que a parte singular referente a O(u3)
em (4.76) se anule por subtra¢do minima, ou seja, bz, = [2a1, B2, — Bsn]s. Isto nos leva
a

e (B8 11 (],
3

- 21)0(55V 2 {<_1)n3rr(;iri>rr(fi)1) ' % {1 e (C” - EL:””(%))} }s'

(4.105)

Vale ressaltar que nao podemos, nesse caso, simplesmente desprezar a parte em O(e?)
da integral By, pois o coeficiente ay, carrega consigo o fator 1/e,, o que torna toda a
expressao singular. Note ainda que a integral Bs, s6 possui termos singulares, dado o
fator de 1/€2 em sua expressao. Rearranjando a equacao acima, ficamos com

o ()] [ ).

+ Elg {(N L8)(N + 2)(_1)%{3(2;?(%2?1) ( o - - 3; 4)} + (4.106)

1 n L@n)I(2n) (B, G
o {<N+ N DD TGt 1 1) (216 B 324)}

Observando (4.106), notamos que o primeiro termo, que carrega a integral logaritmica,
¢ identicamente nulo, o que justifica o fato de nao precisarmos calcular essa integral.
Entao, para bs,, temos

2n—1 2n—1
—1)™(N N +2)I'(2n)I'(2 111 1 1 1 1
= CDV OV 4 2D L1 (0 LRI |
6487 (3n)T'(n + 1) €n | €n 244 p 24 ntp
(4.107)
Utilizando agora a expressao (4.78) para o coeficiente as,, encontramos
1 ky,  +k
Aoy, = — [Ln (M> + 2pe7‘mut} X
€n K;n
" ['(2n) (N%2 + 6N + 20) N (5N +22) B (N +8)?
['(n)I'(n) 108 54 108
1[(N+8)* (N?+6N+20) (5N +22)
el 18 36 BT R (4.108)
1 (N +2)I'(2n)C'(2n) (N2 + 6N + 20)
— (=1 2n) — (1
* en{( S G+ 1) 36 W(2n) =9+

(N +8)? (5N +22) 1
- B o - v - BE2 o - Y.
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Note que aqui também o primeiro termo é nulo, o que implica no cancelamento das
integrais logaritmicas. Entao, com mais algumas passagens algébricas, chegamos a

(N+8)?2 1 1 1 (N +2)'(2n)I(2n) 1
S S A 1 — (5N +22)D(n)| —. (4.
2 36 e Y ar@ermae OV R0 (409)
Como o coeficiente ¢y, = [Chy,)s € Chy = N1_+8-2 {% + (’)(eg)} , vemos facilmente que
_N+2 1 ( )
Cip = 6o 4.110

Por 1ltimo, temos que ¢y, é dado por

Copn = = —7—~ " —

T (n)T(n) . c ) + 2permut} X
y {(N+ 2)? N (N+2) (N?*+10N+16) (N+ 2)2}

_ I'(2n) 1 {L (/ﬁ(n) + ko,

Kn

108 36 216 216 (4111)
é[w TONZI0) ﬂ ; é{[lD(Qn) — (1)) [—(N3+62> ;
(N+2) (N4+2)(N+8) (N+2)?] (N+2)
AT 72 T } T D(n)}’

onde podemos verificar novamente o cancelamento do termo que carrega as integrais
logaritmicas. Podemos entao reescrever cs, como

_(N+2)(N+5) 1 (N+2)D(n) 1
Con = 36 'z 1 o (4.112)

Levando em conta todos esses coeficientes, podemos escrever

N+8) [(N+8)2 1 <(_ st (N + 2T 20T (20)

6, * NS D("))] ui}

n — Un 1
ton =1 { - 362 186,
(4.113)

B S(N+2) T@n)I'(2n) 17 ,
Z¢’<n>_1+{(_1) 2 F(Sn)F(n+1).a]u"+

AR - (o1 T E S

Zyp =1+ N6+ 2 + {(N +2) {(N 5 _ D(n)] }ug (4.115)

2
(n) €n 12¢, 3€,
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Temos ainda que as fungoes de Wilson sao agora dadas explicitamente por

Bny (Un, €n) = —un{en— (Ng_ 8) un—i—% {(5N+22)D(n) +(=1)" (]\;;(3221;15?2)5%71)} ui},

4.116)

(= D)™MYN +2T2)T2n) [ 5 (N +38) 11 1°E 10,
o) = T e (P 457 S )

(4.117)

Vo2, (up) = (N;_ 2) Un[1 — D(n)uy). (4.118)

Podemos obter agora, através da condigao f,)(uy, €,) = 0, que o tinico ponto fixo estével
no regime infravermelho é dado por

. 6
Uu
" N8

2 e 12 {QF(?’”)F(” + (5N +22)D(n) + (—1)"(N + Q)F(Qn)r(Zn)] P

(N +8)3T'(3n)I'(n+ 1) "
(4-119)
Substituindo entao o ponto fixo em (4.117), obtemos

=t = ey |7
+ 12(2F(3”)F( )(5J<VN+fz;§(gz) )F((n :
B G D)
o [2r<3n>r<n " Ué]&ﬁ;é& SIS 2>r<2n>r<2n>} ] }

€nt

HLSEIHI

: (4.120)
B 4
(

o que nos leva a forma final para o expoente critico 7, até O(e3), ou seja,

(—1)"* YN +2)T'(2n)T(2n)

(N+8T(3n)T(n+1) el + enF (N, n)], (4.121)

M =

onde F(N,n) é dado por

F(N,n)

4 [QF(Sn)F(n + 1)(BN +22)D(n) + (—1)"(N + 2)I'(2n)I'(2n) N
(N +8)2 I'Bn)I'(n+1)

(oL E)

(4.122)
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Sabemos ainda que v, ! = 2n—n, —7:;2 . Fazendo entao a substituicao do ponto fixo dado
(n)

por (4.119) na expressao (4.118) e considerando apenas os termos até O(e2), encontramos

. (N+2)  6(N+2) )

Tt T Nys T (Nrapl et

OT(3n)D(n + 1)(5N +22)D(n) + (—1)"(N + 2)r(2n)r(2n)] ,
(N 1 8)°C(3n)0(n + 1) “n:

+2(N +2)

(4.123)

1

Substituindo entdo (4.123) e (4.121) na expressao para v, e considerando aqui também

apenas os termos até O(e2), obtemos

1 (N+2) (N+2) w1 L@n)'(2n) (N 42) 5
=t mein s e e Y ety W _3D(n>(+j(]\;’ ”)} “n
onde B

_ [20(3n)0(n + 1)(5N +22)D(n) + (—=1)"(N + 2)['(2n)T(2n)
J(N,n) = (N +8)0(3n)0(n + 1) } - (4125)

Podemos obter agora o comportamento assintotico de n, e v, paran > 1, através da
utilizagao das seguintes expressoes

[(z) ~ \/%(z)z_% exp(—=z) |1+ é + (9(1/22)} (4.126)
U(z) ~In(z) - o+ 01/, (4227)

onde estamos considerando z > 1 nas expressoes acima. Aplicando entao (4.126) e
(4.127) em (4.121) e (4.124), ficamos com

w1 (N42) [3 /161" , (20N + 88)
e 0 e () [ T o] e
VnN%. (4.129)

Observe que tanto 7,, quanto v, vao a zero para n — oQ.
Encontrados os expoentes criticos 7, e v,, torna-se facil obtermos os outros expoentes
criticos através das relagoes de escala. Sabemos que 7, = 1,(2n — 7,,), portanto

(N +2) (N+2) [(N+2)

m(N+8) " a(N+82| 4n 3D(n) + J(N,n)| e, (4.130)
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Temos também que «,, = 2 — m,v,. Mas, m,, = 4n — €,, 0 que nos leva a

o, = 2+ €,v, — 4nv,. (4.131)

Utilizando entao a rela¢ao (4.131), obtemos

_ (4-N) (N +2) ., T@n)(@2n) (N —4) )
“ T 2N 8) " n(N + 8)? (=)™ IBn)l(n+1)  4n —6D(n)+2T (N, n) €.
(4.132)
Temos agora que (3, = %Vn(mn —2n +1,), ou ainda
1
Pn=1~- 5(0% + Yn)- (4.133)

Substituindo entao (4.130) e (4.132) em (4.133), chegamos a conclusao que o expoente
critico 3, é dado por

1 3 (N +2) 1 T'(2n)l(2n) 1 9
— . —1)" —3(—+D N,n)|é.
2 N " e |V Tanrman o\2n TP ) FTNn) e,
(4134
Para finalizarmos, temos ainda que o dltimo expoente critico (6,) é dado por (4.14), o
que pode ser reescrito como

Bn

61 — €, — Ny

Op = . .
ST p— (4-135)
Utilizando a expressao acima, indo até O(€2), obtemos
1 1 (N +2)I'(2n)['(2n) 1
Op =34 —€, — — [2(—1)"H —— e 136
R il St A g oy e e o (4-236)

O nosso objetivo principal foi entao alcancado, pois temos todos os expoentes criticos
do modelo CECT isotrépico calculados exatamente até a ordem €2 (para o expoente
critico 1, fomos até O(€3)) através do método de subtragdo minima.

4.5 COMPARACAO ENTRE 0OS CASOS APROXIMADO E EXATO

De posse das expressoes para os expoentes criticos exatos e aproximados 7, € v,
podemos construir os graficos dessas fungoes e comparar esses dois casos para o modelo
CECI isotrépico (Figuras 4.1 e 4.2).

Primeiramente, note que o gréfico (1, x n), na Figura 4.1, vai a zero com o aumento
de n para os dois casos, o que é facilmente verificado em (4.128) para o 7, exato, como
também ao aplicarmos o limite n — oo na equacao (4.94) para o 17, aproximado. Obser-
vamos também uma oscilacao no grafico para o expoente 7, exato. Isto ocorre devido ao
fator (—1)""! em sua expressao, o que causa as maiores diferencas entre os dois. Para
efeito de construcgao do gréfico, esse fator foi substituido por (— cos(nm)). Vemos que a
maior diferenca ocorre para valores de n préximos a 2, onde o expoente critico exato 7,
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004 T T T T T T
N=1
0.035 .
—— Exato
0.03 —— Aproximado y

—-0.005
1

Figura 4.1 Grdfico (n, xn) para o modelo CECI isotrépico com N =1, onde fizemos €, = 1.
A curva em preto exibe o comportamento do expoente critico n, exato e a curva em vermelho
nos dda o comportamento do mesmo expoente para o caso aprorimado.

07 T T T T T T

N=1

06 —— Exato |

—— Aproximado

0.5r

0.4

0.3

0.2

01r

Figura 4.2 Grdfico (v, xn) para o modelo CECI isotrépico com N =1, onde fizemos €, = 1.
A curva em preto exibe o comportamento do expoente critico v, exato e a curva em vermelho
nos dd o comportamento do mesmo expoente para o caso aproximado.

apresenta valores negativos. Contudo, vemos que a aproximacgao que foi feita é capaz de
descrever adequadamente o comportamento desse expoente critico.

Ao observarmos a Figura 4.2, fica evidente que a diferenca entre os dois casos, para o
expoente critico v,, é realmente pequena. Também podemos observar que, nos dois casos,
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o limite assintético para v, é o mesmo, visto que eles possuem o mesmo termo lider para
n — 00, o que pode ser verificado em (4.124) e (4.96), explicando assim a superposi¢ao
das curvas para valores ainda pequenos de n.

O comportamento desses dois expoentes criticos (7, e v,) varia muito pouco, quando
fazemos N = 2, 3, etc., e nenhuma novidade em relacao aos graficos ja exibidos é trazida
por essa alteracao. Isto se deve ao fato de que, para um n fixo, o sinal dos coeficientes dos
polinémios em N nao se altera; logo, a concavidade das fungoes, tanto para o caso exato,
quanto para o caso aproximado também nao é alterada. Além disso, o grau dos polindmios
em N nao varia ao fazermos N > 1, o que implica num mesmo comportamento desses
polinémios e, consequentemente, dos expoentes criticos ao variarmos N. Dessa forma, a
exibicao de tais graficos, tendo em vista apenas a comparacao dos casos aproximado e
exato, torna-se desnecessaria. E importante notar que, assim como os expoentes do caso
aproximado, todos os expoentes do caso exato nos dao o resultado para o modelo sem
competicao quando fazemos n = 1, o que pode ser verificado a partir de suas expressoes
e, para os expoentes criticos n, e v,, através dos graficos acima.



CAPITULO 5

CONCLUSAO

Neste trabalho discutimos sobre a descricao mais geral de sistemas com interacoes
competitivas, que é representada por um modelo simples de rede denominado modelo
CECI [28]. Este modelo consiste numa modificagdo do modelo de Ising, incluindo os
modelos ANNNI e m-axial como casos particulares. O comportamento critico genérico
de Lifshitz do L-ésimo carater, evidentemente, estende a compreensao do comportamento
critico do segundo cardter m-axial [34], que por sua vez é uma extensao do modelo
ANNNI |25, 26].

Os expoentes criticos calculados neste trabalho sao exemplos de grandezas que exibem
um carater universal, ou seja, sao independentes das caracteristicas microscopicas dos
sistemas considerados. Vimos que, na verdade, o fator determinante na diferenciacao dos
sistemas que podem ser descritos pelo modelo CECT ¢ a classe de universalidade, que no
caso anisotropico é expressa por d, N, ma, -+ ,mp, € para o caso isotrépico é dada por
N e d =m,. A propriedade de universalidade dos expoentes criticos ¢ uma consequéncia
natural da aplicacao das técnicas do grupo de renormalizagao aos sistemas que exibem
transicoes de fase, o que engloba também os sistemas com interagoes competitivas do tipo
Lifshitz de L-ésimo carater, objeto do nosso estudo.

Através das analogias existentes entre a teoria quantica de campos e a mecanica es-
tatistica, conseguimos calcular os expoentes criticos isotrépicos exatos do modelo CEC'T
até O(e2) (até O(e3) para o expoente critico 7,), assim como os expoentes para 0s casos
anisotrépico e isotrépico aproximado do mesmo modelo, aplicando, para isso, o método
de subtracao minima como meio de tornar a teoria renormalizada. Também utilizamos
regularizacao dimensional para expressar as integrais de Feynman em termos de polos
dimensionais. Tais integrais foram calculadas exatamente para o caso isotrépico exato.
Também utilizamos, no caso anisotropico e isotrépico, a aproximacao ortogonal gene-
ralizada. B importante frisar que o método de subtracao minima nao tinha ainda sido
aplicado para encontrar os expoentes criticos exatos do modelo C'ECI, embora esses
mesmos expoentes ja tenham sido calculados pela técnica de condicoes de normalizacao
28, 42]. Um artigo cientifico contendo os novos resultados estd em preparagao [43]. Vale
ressaltar também que os expoentes criticos do caso isotropico exato, calculados aqui,
sao idénticos aqueles das referéncias citadas acima, assim como também os expoentes
criticos anisotrépicos e isotrépicos aproximados. Essa equivaléncia, entre os expoentes
criticos calculados por dois métodos de renormalizagao distintos, nos da confianga sobre
os resultados obtidos. Em contrapartida, nossos resultados confirmam a veracidade dos
expoentes criticos encontrados em [28, 42].

Existem algumas vantagens na utilizacao do método de subtragao minima em relagao
ao método de condigbes de normalizacao [37]. A primeira e notdvel vantagem é o fato
de nao precisarmos calcular as integrais logaritmicas que aparecem no processo de re-
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solugao, pois estas sao canceladas no decorrer do célculo. Outra vantagem é que como,
por construgao, sabemos que tais integrais devem ser canceladas, torna-se facil e imedi-
ato a verificagdo de erros algébricos, o que é muito importante, dado a quantidade de
expressoes que devem ser obtidas até o resultado final, o que traz ainda mais confiabili-
dade nos coeficientes obtidos para as expansoes e consequentemente no resultado para os
expoentes criticos. Uma outra vantagem esta ligada a nao especificagao, em subtragao
minima, da escala de momento k, com isso nao precisamos inserir o conceito de ponto
simétrico [37] como ¢ feito em condigoes de normalizacao. Ainda temos que o processo de
renormalizacao é realizado pelo isolamento dos termos divergentes, o que deixa explicito
quais sdo os unicos termos que devem ser subtraidos (subtracdo minima), para que a
teoria seja renormalizada.

Através dos graficos nas Figuras 4.1 e 4.2, conseguimos perceber a qualidade da
aproximacao ortogonal generalizada ao compararmos os casos isotrépico aproximado e
isotropi- co exato. Dessa forma, verificamos a proximidade das curvas no que diz respeito
ao comportamento das fungoes 7, (n) e v,(n), sendo que o expoente 7, demonstrou maior
sensibilidade a aproximacao feita, apresentando uma maior diferenca entre os dois casos.

A aproximagcao ortogonal generalizada é consistente com a propriedade de homogenei-
dade das funcoes de vértice, descrevendo bem a propriedade de escala no ponto critico
de Lifshitz. Pela observagao dos resultados, vemos que essa aproximacao demonstra ser
eficaz para o caso isotropico, o que nos da indicios de que os resultados dos expoentes
criticos para o caso anisotrépico do modelo C'ECI, caso esse que nao possui ainda solugao
exata, também estejam proximos dos nao aproximados.

As possiveis extensoes desse trabalho relacionam-se com a obtencao dos expoentes
criticos para o modelo CECI em ordens de loops mais altas, assim como o calculo de
razoes de amplitudes criticas, acima e abaixo da temperatura de transigao, de alguns
potenciais termodinamicos, pois essas razoes dependem explicitamente dos expoentes
criticos.



APENDICE A

INTEGRAIS ANISOTROPICAS

A.1 RELACOES IMPORTANTES

Vamos inicialmente deduzir as expressoes (4.40) e (4.41). Suponhamos a seguinte

integral
dix
I=[| —————. A.
| e A

Fazendo z; = (m?)"/?"k;, o que implica em d%z = (m?)¥?"d?k, obtemos

) S [e) ddk‘ _ ) _— 00 k‘d_l
I= ) / R Sd/o e W2

onde fizemos d%k = Szk%'dk, sendo S, a 4rea de uma superficie esférica d-dimensional.

Fazendo agora a mudanca de varidvel k" = ¢, o que nos leva a dkk®' = dgqq¥/"!,
encontramos
1 o0 qd/n—l
I = (m*»)¥?r=—g —/ dg————. A.
mty e, [ g (A.3)
Utilizando ainda uma outra mudanga de varidvel, dada por 1+ ¢* = 1/t, chegamos a
1 [
I = (m2)d/2n—a5d2_ / dt t(a—d/Qn)—l(l i t)d/QTL—l. (A4)
nJo

A integral que resta na expressao acima é a forma integral da funcao especial beta, que
possui solucao em termos das funcoes especiais gama. Com isso temos

(v —d/2n)T'(d/2n)
[(a)

Entao, para a integral em (4.40), onde temos n = 1, encontramos

_ 1 r 2\d/2n—«
I= oS (m?)?/2n=o. (A.5)

> 1 1, T (-9
d _ = 2 2/ (12 _ 1.2\—a+d/2
/_Oodx[xQ_'_z(k.X)ijz]a S R IR (A
onde fizemos
2?4+ 2(k-x) +b* = (x +k)? + (b* — k?), (A7)

e definimos x + k = q e b> — k? = m?.
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Agora temos

dx

- | Tme A
Podemos reescrever o denominador da expressao acima como
()" + 2a(z2)? + m? = [(2®)V? + a]* + (m? — a?). (A.9)
Ficamos entao com
oo -1
J = Sd/o dx @ T ) £ (i — (A.10)

onde fizemos d?z = Syz?'dx. Utilizando agora a mudanca de varidvel 2" = k" — a,
obtemos

= dk k(1= =) A
J Sd /al/n ( k_n) [k’2n 4 (m2 - CL2)}O“ ( 11)

o que pode ainda ser reescrito como

00 kd_l
J=S5 dk at
d/o (k20 + (m? — a?)]
1/n

+Sd{/ooodkkd‘1[<1—%>i_l—l] —/Oa dkkd”(l—%)}[k2n+(wll2_a2)}m

(A.12)

ou seja,

00 d—1
J =25, dk a + oes. A.
d/o 2 & (e — ) corregoes (A.13)

Observe que o primeiro termo a direita em (A.13) tem a forma da integral I em (A.1).

Logo, temos

(= d/2n)T'(d/2n) (m?
I'(a)

1%

J

1 I 2\ o —a
%Sd —a”)m e (A.14)
A.2 SOLUCAO DAS INTEGRAIS ANISOTROPICAS

Vamos agora deduzir as solucoes aproximadas para as integrais anisotropicas do mo-
delo CECI. Temos que a primeira integral a ser calculada é I, que tem sua forma
explicita dada por

{ Stttk + 7 + @+ PR} SEa02, ]

(A1s)
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Utilizando um parametro de Feynman, dado pela equagdo (4.39), na expressao acima
ficamos com

1 L
12:/ d:c/Hdm”k( ) X
0 n=2
ddefl:Q mnq

o/ ({ Stttk +1 2+ (a+ Pt (1= )| T2+ 0 ])
(A.16)

Utilizando agora a aproximacao ortogonal generalizada, isto ¢, (k) + k;En))" = k?n) + k%,
chegamos a

1 L d—S"L_ my,
d n=2 q
L= | d d™ ke, , A.
? /0 x/g ()/[q2—|—2(xP)-q—|—m2]2 (A-17)

onde m? é dado por

L L L
=2 (k)" +aP?+ ) (k)" 422 ) kiak. (A.18)
n=2 n=2 n=2

Com isso podemos resolver a integral mais interna em (A.17), utilizando a expressao
(4.40), que foi deduzida na primeira parte desse apéndice. Ficamos entao com

L L
~ 1 my, €L my €L
1 e (2 25 G (S 5+ )
n=2 n=2

1 L
Ak,
y / i / | (n)
0

% +Zﬂ =2 2n
{ S (k2 4 2L (e )k + [zﬁka P wpz] }
(A.19)

onde fizemos d = 4+ 35 2[ ~ =D, —er. A tltima integral em (A.19) esté representando
L — 1 integrais independentes, que podem ser resolvidas pela utilizagao de (4.41). Com
isso temos

1 L m € € LS m
~ - _ In L oL mn (10
12_25<d—25—2mn>r<2 2n 2)F<2)H2 on F(2n>x

n=2 = (A.20)

« /01 iz {[m(l _ o) lp? + gucgn))ﬂ }_
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Expandindo agora as fungoes gama em torno de €y, até O(ey), através da expressao (4.49),
assim como o integrando acima, obtemos

1
I, =2 — [1 + (hm, — D)er — 6ELL(P, k:En))] , (A.21)
€L
onde h,,, e L(P, k:zn)) estao expressos em (3.63) e (3.64), respectivamente. O fator

{S(dZL_Q mn)F(Q — Zi:z 72”—77) ( I ;;” (g‘—))] pode ser absorvido por uma re-

definicao da constante de acoplamento.
Temos agora a integral

- L mMn - L7 zo Mn Mn
I3 :/ A2 g, Hi:zd k1, H£=2d k2
i+ Shalit, )| [+ S [l ok PR+ Tlh b 2
(A.22)
o que pode ser reescrito como
dd Zn:2mnq1 ’
[3 = [2(q1 —+ P, kl(n) + k(n)) (A23)

Utilizando agora a expressao (A.20), ficamos com

1 “m € € LS m !
L~-|s r(2-S 2z _L)r(2 Sonp (22 /d 1—xz) %
3 2{@—252’%) ( 2 om 2) (2)71_[2 m (%)} | drle(l—2)]

o S0, | { ot P+ Sl P}

X

X =.

2

(A.24)

Aplicando agora os parametros de Feynman, seguido da aproximagcao ortogonal generali-
zada, podemos isolar a integral em ¢; e soluciond-la através de (4.40). Obtemos entao

Y
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L L L
~ 1 my €L (d B Zn=2 mn) €L (d _ Zn=2 My
Iy = Z|:S(dz 2mn>r(2—z—n—§)F( 5 M5 +1i- 5

))X

L M,
X/ Hn:Qd kl(n)

€L
2 t1- 2

{Sha, )+ 2 S0k, + o | P2 S0 - P}
(A.25)

Observe que a ultima integral, em (A.25), representa L — 1 integrais, que podem ser
resolvidas pela utilizagao de (4.41), ficamos entao com

L m € L S, m 2
S -y -o_=t mnp (22 ) (=1
(d— Zﬁ 2mn) ( — n 2 ) |:7g 2n ( 2n )1 ( + GL) X

» / el ) / 1 R (T i(kzm] }

onde ja substituimos d por sua expressao em termos de ¢;. Utilizando agora a seguinte
expansao

(A.26)

(=1)* 1 1
[(—z+ce)= Tee 1+ 1+§+---+;+¢(1) ce+0(e)], (A.27)
onde ¢ é uma costante e € é o parametro perturbativo. Aplicando (4.49) e expandindo
também as integrais em termos de €, em (A.26), chegamos a

L
Iy = [P2 + ;(k@)f ] ( 8€L) {1 4Oy en — er — 2er Ly(P, k/)} C (A28)

onde h,,, e L3(P, k") sao dados por (3.63) e (3.66), respectivamente. Observe que o termo
independente do momento externo e de €, que resta, apds aplicarmos as expansoes em
(A.26), pode ser absorvido por uma redefini¢do da constante de acoplamento e, por isso,
ele ndo esta explicitado na solucdo final para I3 em (A.28).

Temos agora as seguintes integrais

(d-2k_,mn)
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_ L mn _ L_ Mo L M, L _
[4 :/ d? 2 n=2 qldd D one2 q2 Hn:2 d kl(n) Hn:2 d kQ(n)
{Q% + 25_2(16%(,1))"] {(P —q1)* + Zﬁ:g[(kén) + k1<n))2]"}
1

{qg + Z£:2<k§<n))n:| {(fh —q2+p3)®+ 2522[(1431(“) — ko, + k§<n))2]”}

(A.29)
X

L L L
I / 2= Q1dd_2”:2 an2dd_E":2 s HTI;IQ dmn kl(n) Hrlez dmn k2(n) Hi=2 dmr k3(n)
5 =

it St | [+ S, | [+ 08, ]

1
X X

{(611 +qa—p)?+ 25:2[(/“1@) + kg, + kln)mn}
1

{(Ch +q3 — p)2 + Zﬁ:Q[(kl(m + k3<n) + k/n))Q]n}

X

(A.30)

As duas integrais acima podem ser solucionadas seguindo a mesma linha de resolucao
aplicada para I e I3, ou seja, utilizando os parametros de Feynman, a aproximacgao orto-
gonal generalizada e, por fim, fazendo as devidas expansoes, tomando €;, como parametro
perturbativo [28]. Um grande simplificacdo pode ser feita ao notarmos que, da mesma
forma que I3, as integrais I, e I; também dependem explicitamente da integral 5. Rea-
lizado todo o processo algébrico, chegamos a

1 3
I, = — + 2th€L — €L — 6LL(})7 kl) (Agl)
26[, 2

L
-1
Iy = {PQ + Z(kzn))%} (—> (L4 3hp e — e — 3erLa(P, K')]. (A.32)
n=2

2
Get



APENDICE B

INTEGRAIS ISOTROPICAS

B.1 CASO APROXIMADO

Como a integral I, ja foi solucionada no capitulo 4, iniciaremos aqui resolvendo a
integral I3, que é dada por

dm”kldm"kz
I3 = : B.

- | e ()
A integral acima pode ser reescrita como

dm"kl ,
I = /Wwﬁ +E). (B.2)

Utilizando agora a expressao (4.48) para I, onde devemos expandir a integral em x até
O(e,); calculando-a até essa ordem, chegamos a

dmnkl
Is = 1 . B
€n< i 2n) {([(kr + &) yen 2 (k2)m (B.3)

Aplicando agora um parametro de Feynman, seguido da aproximacao ortogonal genera-
lizada, obtemos

1 €n \ (1 +€,/2n) /1 ~ d"k,
L —|14+4—=) = d 6n/2"1/ . (B.
! ( +2n> lea/2n)  Jo 7 R+ 2gkky + g (5)

Fazendo agora a mudanca de varidvel k' = ¢, ficamos com

I; = S S S 1 1+ o —F(l + €n/20) /1 dy yen/zn—l/ dm /g .
7 Sy /) €n 2n) T(e/2n) o (¢ + 2yk'mq + yk’”‘)l“"(/ 2n |
B.5

Utilizando agora (4.41) para resolver a integral em ¢ e substituindo m,, por 4n — ¢,,
encontramos

k'2n 1 en \T(2 — €,/2n) (=1 +¢€,/n) (!
I, = _Sm — (1 _n n n d €n/2n—1 1 — k/2n 76n/n.
™ nen( + 2n) T (e, /2n) /0 Yy [y(1 — y)k™"]
(B.6)

Realizando as expansoes em termos de €,, obtemos finalmente

L W {1+ {i - %Lg(m”, (B.7)

&ne, 4n

86
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onde L3(k") é dado pela expressao (4.55).
Temos agora

dm”kldm"kz
I, = : B.8
O R v o e ()
Notando que a integral acima pode ser reescrita em termos de I, ficamos com
dm”]{fl
I, = Lk + K5). B.
o= | Gt ()

Substituindo a expressao para I, como feito na resolucao de I3; aplicando os parametros
de Feynman e a aproximagcao ortogonal generalizada, chegamos a

dmn /{51
I, = f(e, d )
4 f (6 ) /0 Z/ [(k%)n + szlnk? + Zk/?n]Z{[(kl + ké)?]n}enﬂn

(B.10)

onde f,(€,) = é 1+ ;—2) Aplicando, novamente, os parametros de Feynman, a apro-

ximagao ortogonal generalizada, seguida da mudancga de varidvel k] = ¢, substituindo
ainda m,, por 4n — ¢,, ficamos, apés a resolugao da integral em ¢, com

1
[ (g (L= )R~ (k™) = 22(0 = PRI — (1= )
0
(B.11)
A integral em y é singular para y = 1 quando ¢, = 0. Isto pode ser remediado adicionando

e subtraindo o integrando da parte em z para y = 1 [37]. Integrando entdao sobre y e
realizando as devidas expansoes, obtemos

I = 212 {1 ~ i+ 2L(k:’)]}, (B.12)

onde o fator S,,, é absorvido por uma redefini¢do da constante de acoplamento e L(k') é
dado por (4.51).
Para a integral [5 temos a seguinte expressao

I — / dm"kldm"kgdmnkg (B ) )
7 ] (01 + ky + B2 [( + s + )2 (R2) (k2)" (RZ)™ 3
que pode ser reescrita como
dmk
Is = / GiL L (L (ky + K2 (B.14)

Seguindo os mesmos passos utilizados para a resolucao de I, I3 e I, chegamos facilmente
a
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Jar il {1 te {i - §L3(k;')] } (B.as)

 6ne? 2n  n
onde um fator de S,,, também é absorvido por uma redefini¢cao da constante de acopla-
mento e L3(k’) é definido por (4.55).

B.2 CASO EXATO

Como a integral I ja foi solucionada no capitulo 4, passaremos direto para a integral
I3, que, como visto no caso aproximado, pode ser escrita como

dmn kl ,

13 = Tnlg(k‘l + k ) (B16)
Gy,

Utilizando na integral acima a expressao (4.63), tendo resolvido a integral em x da mesma

através de sua identificagdo com a forma integral da fungao especial beta, ficamos com

= Dl | G (1)

onde D(n) é dado por (4.71). Aplicando agora os parametros de Feynman; integrando
sobre k; e fazendo m,, = 4n — €,, encontramos

S

- 26,

I'2n —e,/2)T(—n + €,)

s T(n)T(en/2)

1+ D(n)e,]

1
/ dyy= (1 —y)"y(1 — y)k? e
0

(B.18)
Expandindo a integral em y, assim como as fun¢oes gama, até O(e,,) e absorvendo o fator
S, através de uma redefini¢ao da constante de acoplamento, obtemos

b TER)T(2n) 1 Lan(K)
Iy = K(=1) 4r(3n)r(n+1)'5{1+€”{3”_ A, H (B-19)

onde A,,, B, e L3, (k') estao definidos pelas expressoes (4.69), (4.70) e (4.72), respectiva-
mente.

A integral Iy, que estd explicitamente escrita em (4.37), pode ser expressa em termos
da integral I3, como pode ser observado em (B.g). Assim, obtemos

1 dm"kl
= 1+ D00 | G i s (120

Aplicando agora dois parametros de Feynman sucessivos; resolvendo a integral em kq,
pela utlizagao de (4.40) e fazendo ainda m,, = 4n — ¢,, chegamos a

S ['(2n —€,/2)(e,)

Iy = =" falen) F (T ()T (e,/2) /O dyy*" (1 —y) /> x

1
X / dz 2" N1 = 2)" Hayk? + (1 = ks — (2yk')” — 22y(1 — y)k'ky — (1 — y)*k5} "
0
(B.21)
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A integral em z pode ser reescrita por

1 dz 2" N1 —2)" 1 [{z(1 - 2)k?} " —€,1In {_—},2 +0(e2)], (B.22)
/0 (z(l 2)k

onde

{- = {zyk” + (1 — )k — (zyk')* — 22y(1 — y)K'ks — (1 — y)°kF}. (B.23)

Observe que somamos e subtraimos o valor do argumento da integral em z para y = 1,
o que elimina o problema da singularidade da integral em y para y = 1, quando fazemos
€, = 0, assim como retira a dependéncia em k% da integral I,. Com isso, redefinindo a
constante de acoplamento para absorver o fator S,,,, obtemos

1 I'(2n) 1
I - {1 ; [D( ) - —Ln(m} S (B.24)
2¢; [(n)l(n) ; p
onde L, (k") estd definido em (4.65).
Por tltimo, temos a integral [; dada por (B.13), que pode ser reescrita em termos de
I, como feito em (B.14), o que nos leva a

é[l +2D(n)ey,) / (k%)n[?;nilk/)z]% (B.25)

Utilizando entao os parametros de Feynman, a expressao (4.40), para resolver a integral
em ky; realizando as devidas expansoes em termos de ¢, e absorvendo o fator S, através
de uma redefinicao da constante de acoplamento, finalmente obtemos

Iy = k2"(—1)" Fgg) <( ) =y 612{1—1—6” {Cn 3L23’Z<k/>”, (B.26)

Ig,:

3I(
onde C,, esté definido em (4.75).
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