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RESUMO

A producdo de reservatérios de gas Umido pode ser
dificultada pela alta sensibilidade a variacbes de pressao
apresentadas por algumas misturas de hidrocarbonetos. Nestes
casos, mudancas nas condicdes de operagdo do pogo podem
ocasionar a formacdo de condensado em excesso, a tal ponto que
o fluxo de gas ndo seja suficientemente elevado para arrasta-lo
até a superficie. Este acimulo de liquido no pogo, denominado
carga de liquido, gera uma contrapressado que reduz ou até mesmo
interrompe a sua producao.

Neste interim, o presente trabalho é o primeiro de uma linha
de pesquisa que se propde ao desenvolvimento de modelos de
escoamento  bifasico gas-liquido  transientes, com forte
embasamento fenomenoldgico, capazes de descrever a interagao
dos fluidos produzidos (gas e condensado) entre si e com a coluna
de producdo na qual estdo contidos. Para tal, sdo resolvidas as
equacoes de conservacgao das fases envolvidas (massa, quantidade
de movimento e energia), através do Método da Divisdo da Matriz
de Coeficientes (Chakravarthy et al., 1980), o qual é especifico
para sistemas de EquacGes Diferenciais Parciais hiperbodlicas. A
discretizacdo numérica é efetuada por meio do Método das
Diferengas Finitas.

O modelo aqui proposto se dedica ao padrdao anular em um
duto vertical e contempla a existéncia de trés campos distintos: o
filme liquido, o nlcleo gasoso e o liquido sob a forma de goticulas
suspensas no nucleo. O transporte entre os dois campos de liquido
é modelado a partir de correlagbes da literatura para taxas de
entranhamento e deposicdo de goticulas. O procedimento de
calculo usado na solugdo do escoamento anular é verificado pela
resolucdo de problemas em ordem crescente de complexidade, os
quais requerem para sua solucdo a formulacdo de modelos
monofasicos, bifasicos homogéneos e de dois fluidos (Stadtke,
2006). Resultados sao comparados a solugbes analiticas (no caso
do escoamento em um tubo de choque, por exemplo) e numéricas
conhecidas. O modelo anular é verificado por meio de
comparagdes com o programa GRAMP2, desenvolvido por Barbosa
e Hewitt (2006), para a solugao do escoamento anular em regime
permanente.

PALAVRAS-CHAVE: Escoamento multifasico transiente,
Escoamento anular, Método da Divisdo da Matriz de Coeficientes,
Producdo de gas umido, Carga de liquido.






ABSTRACT

The production of hydrocarbon mixtures from wet gas
reservoirs can be at times extremely sensitive to variations in
pressure and other flow parameters. In such cases, changes in the
operating conditions of the wellbore may lead to the formation of a
significant amount of condensate which is above the maximum
limit that the gas flow is capable of carrying upwards by interfacial
drag along the channel. This accumulation of fluid in the wellbore,
the so-called liquid loading, generates a backpressure that reduces
or even interrupts the production of gas from the reservoir. In this
context, the present work is the first of a research line aimed at
developing phenomenological models for transient two-phase gas-
liquid flows in wellbores. The mass, momentum and energy
conservation equations for the phases involved are solved by the
Split Coefficient Matrix Method (SCMM) proposed by Chakravarthy
et al. (1980) for systems of hyperbolic Partial Differential
Equations systems. The numerical discretization is performed using
the Finite Differences Method.

The model advanced in the present work is concerned with
the annular gas-liquid flow pattern in a vertical channel and takes
into account the presence of three separate fields: the liquid film,
the gaseous core and the liquid entrained as droplets in the gas
stream. Mass transport between the two liquid fields is modeled
based on correlations available in the literature for the rates of
droplet entrainment and deposition. The calculation procedure
proposed here for annular flow is verified against the solution of
ancillary problems in order of increasing complexity. To solve the
simpler problems, one resorts to single phase, two-phase
homogeneous and two fluid models (Stadtke, 2006), and the
results from this simpler models are compared to analytical (in the
case of the flow in a shock tube, for example) and known
numerical solutions. The annular flow model is verified through
comparisons with the GRAMP2 program, developed by Barbosa and
Hewitt (2006), for steady-state annular flows.

KEYWORDS: Transient multiphase flow, Annular flow, Split
Coefficient Matrix Method, Wet-gas production, Liquid loading.
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f Liquido na forma de filme
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1 INTRODUCAO

Escoamento bifasico é aquele onde duas fases, separadas
por uma interface, fluem simultaneamente. Caso este possua
ainda uma terceira ou mais fases, a expressao multifasico é a mais
apropriada para caracterizd-lo. Por sua vez, fase (do grego fasis)
pode ser definida como sendo uma parcela homogénea do meio,
cujas propriedades fisicas sdo continuas no tempo e no espaco.
Este termo também ¢é associado ao estado da matéria:
freqlientemente, sdo citados na literatura escoamentos de gas
carregando consigo particulas sdlidas, ou entdo de liquido
contendo bolhas de vapor, e assim por diante.

As aplicagdes industriais para escoamentos bifasicos ou
multifasicos sdo diversas. O fluxo de agua e vapor d’dgua em
reatores nucleares talvez tenha sido a primeira de grande
importancia. Neste caso, os requisitos de seguranca para a
operagdo dos mesmos motivaram uma série de estudos, a partir
das décadas de 1940 e 1950, que resultaram no desenvolvimento
de modelos sofisticados de escoamento e transferéncia de calor
bifasicos. Outro exemplo é encontrado na exploracdo de campos
de petrdleo, onde sdo escoados geralmente 6leo, gas natural e
agua, desde o subsolo até as instalacbes de superficie. Ainda, a
constante miniaturizacdo dos equipamentos eletrénicos vem
exigindo o emprego de sistemas de remocdo de calor cada vez
mais eficazes, como aqueles que utilizam tubos de calor.

Em todos os casos supracitados, e em muitos outros, a
previsdo do comportamento das fases envolvidas é fundamental
para a otimizacdo de maquinas e processos, o que lhe confere
forte apelo econdmico. Por isso, a busca por uma maior
compreensao da fenomenologia associada a escoamentos desta
natureza, aliada ao desenvolvimento de ferramentas capazes de
descrevé-los de maneira cada vez mais precisa, € um grande
desafio ainda nos dias de hoje.

1.1 ESCOAMENTOS MULTIFASICOS NA PRODUGAO DE PETROLEO

O estudo de escoamentos multifasicos encontra na industria
do petréleo um campo de aplicagdo muito importante. Afinal,
trata-se de um mercado cujo faturamento anual chega a casa dos
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trilnGes de dodlares, relativos a uma produgdo mundial diaria
superior a 85 milhGes de barris de déleo e 8,6 bilhdes de metros
cubicos de gas natural, segundo o THE WORLD FACTBOOK (dados
referentes ao ano de 2008).

O petrdleo é encontrado na natureza armazenado
principalmente no espaco poroso de rochas, em formacgdes
geoldgicas propicias, de modo a se ter um reservatorio (reservoir).
Normalmente, os reservatérios de petréleo se encontram a
centenas ou até milhares de metros abaixo da superficie da terra
(ou do fundo do mar), exigindo, para a sua drenagem, a
perfuracdo de pocos (wellbores). Estes pocos produtores,
ilustrados na Figura 1.1, sdo constituidos de partes estruturais e
de equipamentos, dentre os quais esta a coluna de producdo
(production tubing): por esta, escoam até a superficie (ou até o
leito marinho) os fluidos antes contidos do reservatorio.

Praduction <—

Cement—
Steel Casing—

Cement ——»

Steel Casing =4

Drilling Mud ——»;

Production
Tubing

Cement —— |

Packer —f»

Perforations : Reservoir

Yy

el

Gt

Cement —»

Steel| ¢
roduction—

P
Casing
Wellbore
Figura 1.1 - Principais elementos de um pogo produtor.
Fonte: Divisdo de Oleo e Gas do Estado do Alasca, EUA




25

Ainda, o petroleo é composto por uma mistura de
hidrocarbonetos com diferentes tamanhos de cadeia. Em
condigOes-basicas (293,15K e 101,325kPa), as cadeias menores,

também chamadas de fracbes leves, tendem a formar uma mistura
gasosa, denominada gas natural (ou simplesmente gas); as
maiores, ou fragdes pesadas, se encontram preferencialmente no
estado liquido, em uma mistura chamada dleo cru (também
referida como 6leo, apenas).

No reservatdrio, entretanto, os patamares de temperatura e
pressao sao geralmente muito maiores do que os estabelecidos
nas condigbes-basicas. Espera-se que os fluidos retirados de tal
sofram uma continua reducdo nestes valores, a medida que sdo
trazidos para profundidades menores. Por isso, mesmo que o
escoamento que adentra a coluna de produgdo possa ser
monofasico, a variacdo das condigBes termodindmicas as quais a
mistura estd submetida faz com que, muitas vezes, parte dele
chegue a superficie no estado liquido, e parte no estado gasoso.
Por outro lado, havendo a ocorréncia de agua no reservatério, é
possivel que esta seja produzida juntamente com os
hidrocarbonetos. Assim, fica evidente que, ao longo da coluna de
producdo, o escoamento observado é essencialmente multifasico.

Em pocos produtores de gas natural®, a ocorréncia de liquido
tem origem em trés fendbmenos: (1) na precipitagdo de fracGes
pesadas, tanto por resfriamento (condensacao) quanto por queda
de pressdo (condensacdo retrograda), (2) na condensacdo do
vapor d’agua produzido juntamente com o gas e (3) no arraste da
agua contida originalmente no reservatério, denominada agua da
formacdo. Ao chegar a superficie, a parcela originada pelo primeiro
mecanismo ndo é chamada de odleo, mas sim, de condensado.
Caso tal producdo de agua e condensado ndo seja representativa,
0 gas é denominado seco; do contrario, € chamado Umido.

Independentemente de quais fendmenos ocasionaram a
presenca de liquido na coluna de producdo, é importante que este
seja carregado juntamente com o escoamento da fase gasosa até
0 equipamento de separagdo. Isto ocorre com facilidade em pogos
de gas seco. Em alguns pocos de gas umido, entretanto, a alta

1 . ) , ;

Mesmo que cheguem duas fases de hidrocarbonetos até a superficie, o pogo €
considerado produtor de apenas uma. Isto depende de qual delas é extraida com
interesses econémicos.
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sensibilidade a variacdes de pressdao apresentada pela mistura de
hidrocarbonetos produzidos faz com que, durante transientes de
producdo, forme-se liquido em quantidade superior a que poderia
ser arrastada pela fase gasosa. Tal evento desencadeia um fluxo
descendente de liquido que ird, ao longo do tempo, se acumular no
poGo.

O fenbmeno supracitado, chamado de carga de ligquido
(liquid loading), tende a se agravar com o envelhecimento do
campo. Falcone (2006) estima que 90% dos pogos produtores de
gas nos Estados Unidos operem em condicGes de carga de liquido.
Nestes, a contrapressao ocasionada por tal acimulo pode levar o
escoamento a um comportamento oscilatério, o que aumenta a
perda de carga e gera uma redugdo — ou até mesmo a interrupgao
— da producao.

Neste interim, fica evidente que, para haver uma maior
compreensdo do fenémeno em questdo, é necessario dispor de
ferramentas capazes de resolver, no espago e no tempo, o
escoamento ao longo da coluna de producdo. A literatura é vasta
em estudos desta natureza, a maioria deles resultando em
correlacbes empiricas para calculo de perda de carga em
tubulagGes. Embora a funcionalidade de tais correlagdes tenha sido
comprovada através dos anos em diversos setores da industria,
sua aplicabilidade é restrita a escoamentos em regime
permanente, isto €, aqueles cujas propriedades sdo independentes
da variavel tempo.

Nos Ultimos anos, o aumento da velocidade de
processamento dos computadores permitiu que modelos
matematicos mais complexos fossem resolvidos numericamente
(na auséncia de uma solugdo analitica exata). A técnica CFD
(Computational Fluid Dynamics), por exemplo, consiste em
empregar métodos numéricos na solugdo das equacbes de
conservagao que governam o problema. Estas se apresentam na
forma de Equagbes Diferenciais Parciais, que por serem
dependentes do tempo, sdo capazes de caracterizar também
escoamentos transientes.
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1.2 OBJETIVOS

A partir do exposto, propde-se no presente trabalho o
desenvolvimento de um modelo de escoamento bifasico?
transiente, capaz de descrever, com embasamento
fenomenoldgico, a interacdo dos fluidos entre si e com o meio que
os cerca (neste caso, uma coluna de produgao vertical), utilizando
para tal as equagbes de conservacao das respectivas fases,
resolvidas através da técnica CFD. Estar-se-ia, desta forma,
contribuindo para uma maior compreensdo do fen6meno de carga
de liqguido em pocos de gas umido.

O modelo final serd obtido através da abordagem sucessiva
de escoamentos selecionados de antemdo, seguindo uma ordem
crescente de complexidade, a saber:

a) Modelos de escoamento monofasico compressivel
transiente: serdo descritos por trés equagbes de
conservagao, todas relativamente simples de serem
obtidas e manipuladas. Os mesmos poderdo ser validados
a partir da proposicdo de problemas com solucdao
analitica conhecida;

b) Modelos simplificados de escoamento bifasico transiente:
requerem o emprego de quatro ou cinco equacdes de
conservagao, que podem ser expressas de maneira
bastante similar as anteriores. Além de problemas
analiticos, a validagdo podera se basear nos resultados
de alguns dos diversos trabalhos publicados sobre o
assunto;

c) Modelos avancados de escoamento bifasico transiente:
serdo compostos por um sistema contendo seis a oito
equacdes de conservacao, que exigem um maior esforgo
algébrico para obtencdo e manipulagdo. Nestes, a
validagdo serd realizada preferencialmente através do
estabelecimento de problemas que permitam a
comparacao direta ou com os modelos simplificados, ou
com o programa GRAMP2, este ultimo desenvolvido por
Barbosa e Hewitt (2006).

2 pr
Embora apresente natureza multifdsica, o escoamento em pogos produtores de

petréleo é geralmente descrito por modelos bifésicos, onde agua e 6leo sdo tratados
como um Unico pseudofluido.
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Proporcionando desafios gradativos, tal abordagem permitira
que a metodologia de solugdo numérica seja testada para diversas
situacdes, além de possibilitar, no decorrer do trabalho, a
avaliacdao de diferentes formulacdes e esquemas de interpolagao.
Isto provavelmente agregara ao modelo final um maior grau de
embasamento e robustez.

1.3 ESTRUTURA DA DISSERTACAO

A presente dissertacdo esta dividida em quatro partes
basicas. A primeira delas abrange a introducdo ao tema e a revisao
da bibliografia e dos conceitos fundamentais, tratadas
respectivamente nos capitulos 1 e 2.

A segunda parte é dedicada aos modelos que antecedem o
objetivo final do trabalho. No capitulo 3, aborda-se o escoamento
monofasico compressivel, explorando diferentes formulacGes e
esquemas de interpolagdo. O capitulo 4 traz modelos homogéneos
de escoamento bifasico, obtidos a partir das hipdteses de equilibrio
e ndo-equilibrio termodinamico. Em seguida, um modelo de dois
fluidos é desenvolvido no capitulo 5.

Na terceira parte, chega-se ao @mago da dissertacdo, com a
modelagem do escoamento bifasico de padrdo anular no capitulo
6. Conforme sera visto mais tarde, este padrdo de fluxo é o de
maior ocorréncia em pocos produtores de gas umido.

Enfim, a Ultima parte é composta pelas conclusoes finais e
recomendacbes para trabalhos futuros, feitas no capitulo 7.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Este capitulo aborda alguns aspectos fundamentais do
estudo de escoamentos bifasicos, necessarios para uma
compreensado adequada do restante do trabalho. Comegando pela
secdo 2.1, sera introduzido o conceito de padrdo de escoamento,
cujos desdobramentos matematicos sdo trazidos em 2.2. Na secdo
2.3, apresenta-se os principais modelos empregados atualmente
na solucao de problemas envolvendo duas ou mais fases em
movimento. Os modelos mecanicistas s3dao governados por
Equacdes Diferenciais Parciais, sobre as quais sera discorrido nas
secoes 2.4 e 2.5. Por ultimo, na secdo 2.6, cita-se artigos
considerados relevantes para o escopo deste trabalho.

2.1 PADROES DE ESCOAMENTO BIFASICO VERTICAL ASCENDENTE

Existe uma série de fatores que influenciam a interagdo das
fases entre si e com a parede da tubulacdao pela qual escoam: as
propriedades fisicas dos fluidos, a proporcdao entre as fases, a
velocidade das mesmas e a geometria do duto, entre outros,
acabam por determinar um arranjo macroscépico do escoamento.
Assim, baseado em evidéncias experimentais para o caso de fluxo
vertical ascendente, Wallis (1969) identifica os seguintes padroes:

a) Escoamento em bolhas (bubbly flow): a fase gasosa esta
dispersa na forma de bolhas em um meio continuo de
liguido. Trata-se, portanto, de um padrdo caracterizado
por baixas fracdes volumétricas de gas (que, num
escoamento espacialmente homogéneo, pode ser
representada pela razdo entre a 4drea da seccdo
transversal do duto ocupada pelo gas e a propria area
transversal do duto);

b) Escoamento intermitente (slug flow): o fen6meno de
coalescéncia das bolhas faz com que estas fiqguem com
tamanho préoximo ao diametro da tubulacdo. A fase
liquida, neste caso, formarad golfadas, que separam as
bolhas umas das outras, e um filme na regido préxima a
parede do duto, que escoa no sentido descendente. As



30

9]

d)

golfadas podem ainda conter uma parcela de gas
disperso;

Escoamento de transicao (churn flow): os bolsOes
observados no padrdo anterior sdao quebrados, dando
lugar a uma estrutura cadtica e de caracteristicas
fortemente transientes. A separagao das fases comeca a
ficar nitida: o gas escoa preferencialmente na regido
central da tubulagdo, enquanto a maior parcela de liquido
flui préximo a parede, ora no sentido ascendente, ora no
descendente;

Escoamento anular (annular flow): existe uma clara
segregacao entre as fases: o liquido forma um filme fino,
que molha as paredes do duto e se desloca a baixas
velocidades relativamente ao gas que o arrasta na
direcdo ascendente. O gas, por sua vez, flui na regido
central a uma velocidade maior, formando ondas sobre a
superficie do filme, de cujas cristas sdo arrancadas
goticulas de liquido que passam a escoar entranhadas no
nicleo gasoso. As goticulas, cuja fracdo massica
referente ao fluxo total de liquido pode alcancar valores
significativos, eventualmente podem retornar ao filme em
um processo denominado deposigao.

Tais padrdes sao ilustrados na Figura 2.1.
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Figura 2.1 - Padrdes de escoamento vertical ascendente.
Fonte: WALLIS, 1969
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Cabe ressaltar que a classificacdo dos escoamentos bifasicos
ndao é consenso entre os diferentes autores: podem ser
encontrados na literatura descricoes de arranjos de fases
ligeiramente diferentes, agrupados como sub-classes de padrdes
de escoamento (como bolhas dispersas e churn-turbulent para o
padrao em bolhas, por exemplo), ou entdo padrdes nomeados de
outra forma (névoa-anular ao invés de anular é outro exemplo).

2.2 DETERMINACAO DO PADRAO DE ESCOAMENTO: CRITERIOS
DE TRANSIGAO

A fim de facilitar a visualizacdo do fen6meno, os diferentes
arranjos de fases sdo geralmente dispostos na forma de um mapa
de padrdes, expresso em funcdo das velocidades superficiais (ou
entdo dos fluxos massicos). O mapa proposto por Taitel, Barnea e
Dukler (1980), independentemente da combinagdo de fluidos e do
estado termodinamico dos mesmos, possui o aspecto ilustrado na
Figura 2.2.
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Gas superficial velocity Ugg

Figura 2.2 - Mapa de padrdes de escoamento vertical ascendente.
Fonte: Taitel, Barnea e Dukler, 1980
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A velocidade superficial de uma determinada fase k, por sua

vez, é definida como
qi
“= (2.1)

Se o estabelecimento dos padrdes de escoamento possui
certo grau de subjetividade, a determinagdo das regides de
transicdo entre os mesmos também apresenta incertezas. Trata-se
de uma 4&rea de conhecimento ainda ndo completamente
consolidada, alvo de uma série de estudos ao longo dos Ultimos
anos.

Taitel, Barnea e Dukler (1980) sugerem ainda que o
escoamento anular esta condicionado a existéncia de goticulas de
liquido entranhadas na porcdo central do duto. Segundo ele, a
velocidade superficial de gas U,, minima capaz de manter este
liquido em suspensao é dada por

gO'(P, _pg) "

2

Py

Quanto aos demais padroes de escoamento, que nao fazem

parte do escopo do presente trabalho, expressdes para os

respectivos critérios de transicdo podem ser encontradas em
Barbosa (2001).

U, =32 (2.2)

2.3 TECNICAS PARA SOLUCAO DE ESCOAMENTOS BIFASICOS

Conforme foi mencionado no capitulo introdutdrio, os
primeiros modelos de escoamento bifasico de aplicacdo industrial
foram desenvolvidos nas décadas de 1940 e 1950. Em comum,
todos se baseiam estritamente na analise de dados experimentais
ou de campo, o que l|hes confere pouco embasamento
fenomenoldgico. Sdo, por isso, denominados modelos empiricos.

Métodos de solugdo fisicamente mais consistentes surgiriam
apenas nas décadas de 1970 e 1980, com o advento dos métodos
computacionais. Estes, por fazerem uso das equacoes classicas da
mecanica dos fluidos, sdo freqlientemente referenciados como
modelos mecanicistas.




33

2.3.1 Modelos empiricos

A solucdo do escoamento por métodos empiricos se da
basicamente pela aplicacdo de correlacdes. Estas podem ser
divididas em trés grupos, de acordo com seu grau de elaboracgdo
(Orkiszewski, 1967):

a) Tipo I: ndo consideram os padrdes de fluxo existentes,
tampouco a diferenga de velocidade entre as fases. As
fracGes volumétricas sdo obtidas diretamente das vazGes
de liquido e gas, e ha apenas uma correlacdo para o
calculo do fator de friccdo. S3o exemplos as correlagbes
de Martinelli e Nelson (1947), Lockhart e Martinelli
(1949), Poettman e Carpenter (1952) e Fancher e Brown
(1963);

b) Tipo II: também ndo diferenciam os padrées de
escoamento, mas consideram o escorregamento entre as
fases. As fragbes volumétricas sdo, portanto, um
parametro de saida do método adotado, e o fator de
friccdo é novamente obtido a partir de uma Uunica
correlacdo. As correlagdes de Hagedorn e Brown (1964) e
Gray (1974) sao do tipo II;

c) Tipo III: levam em consideragdo tanto o padrdao de
escoamento quanto a diferenca de velocidade entre as
fases. Para cada padrdo, associam uma correlacao
especifica para o calculo das fragdes volumétricas e do
fator de friccdo. Como exemplos, pode-se citar as
correlacdes de Beggs e Brill (1973), Duns e Ros (1963) e
Orkiszewski (1967).

Destaca-se que a faixa de aplicagdo de uma determinada
correlagdo é limitada aos valores maximos e minimos atribuidos
aos parametros do escoamento durante a coleta dos dados. Outra
limitagdo do emprego de métodos empiricos reside no fato de que
estes descrevem escoamentos em regime permanente, apenas.

2.3.2 Modelos mecanicistas

Os modelos com enfoque mecanicista empregam as
equacoes de conservagdao da massa, quantidade de movimento e
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energia das fases. Alguns autores as referenciam como equacdes
de Navier-Stokes (Anderson, 1995), muito embora apenas a
equacao de conservacdo da quantidade de movimento seja
originaria do trabalho destes dois pesquisadores. Em comum,
todas elas sdo expressas por meio de Equacgdes Diferenciais
Parciais (EDPs) como fungao do espaco e do tempo, sendo capazes
de caracterizar também escoamentos transientes, portanto.

Na auséncia de uma solugdo analitica exata, existente
apenas para um pequeno numero de escoamentos simplificados,
as equacbes que governam o escoamento sdo resolvidas
numericamente, por meio de uma técnica conhecida como
Mecanica dos Fluidos Computacional, ou CFD (Computational Fluid
Dynamics). Uma vez que a complexidade dos modelos possui
impacto direto no tempo de computagdo, muitas vezes sao
realizadas simplificacgdes nos mesmos, sempre observando a
manutencdo da qualidade e do sentido fisico da solucdo. Tais
hipéteses simplificativas podem estar associadas ao mecanismo de
transporte das equacbGes, a movimentacdo das fases ou ao
acoplamento térmico das mesmas.

Quanto ao mecanismo de transporte, os modelos sdo ditos
advectivos quando se assume que o transporte das grandezas
(massa, quantidade de movimento e energia) € realizado
predominantemente pelo movimento macroscopico dos fluidos, de
sorte que os efeitos da agitacdo microscoépica da matéria
(responsavel pela parcela difusiva) possam ser negligenciados.

Quanto a movimentacdo, modelos mais simplificados
geralmente assumem que as fases se deslocam a mesma
velocidade, ou seja, o escoamento é homogéneo. Modelos de
mistura, um pouco mais sofisticados, consideram a existéncia de
um “escorregamento” entre as fases, expresso por meio de
correlacGes de natureza geralmente empirica. Os modelos de fluxo
de deslizamento (drift flux) se encaixam nesta categoria. Nestes
modelos, o movimento relativo entre as fases é geralmente
expresso a partir de correlacdes para a velocidade relativa entre
uma dada fase e o0 centro de volume da mistura. Se for
estabelecido que a velocidade local de cada fase é determinada por
suas respectivas equacdes de conservacao da quantidade de
movimento, o que remete a um maior realismo fisico, o0 modelo é
dito de dois fluidos.

Por fim, quanto ao acoplamento térmico das fases, uma
simplificacdo bastante empregada é a de equilibrio térmico local,
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cujo modelo resultante é denominado de equilibrio. Caso se
assuma que a temperatura local de cada fase é fungdo de suas
respectivas equacbes de conservacdo da energia, o mesmo é
classificado como de ndo-equilibrio.

No presente trabalho, dada a predominancia da dinamica
dos fluidos em detrimento de efeitos microscépicos nos problemas
em analise, todos os modelos desenvolvidos serdo advectivos.
Estes, por sua vez, podem ser subdivididos conforme mostra a

Figura 2.3.
Advectivo

N&o-homogéneo

Homogéneo

| Fluxo de desliz. | | Dois fluidos

Equilibrio N&o-equilibrio

Figura 2.3 - Classificagdo dos modelos mecanicistas advectivos.
2.4 CLASSES DE EDPs

Ja foi mencionado que as equagdes de conservagdo que
governam o escoamento de uma ou mais fases em regime
transiente sdo expressas matematicamente por meio de Equacgdes
Diferenciais Parciais (EDPs). Neste contexto, a classificacdo das
EDPs é de fundamental importancia porque, de acordo com suas
classes, estdo associadas as equacdes determinadas propriedades
peculiares, que possibilitam o uso de métodos especificos para a
sua solucdo. Este procedimento pode ser feito através da Regra de
Cramer, ou entdo, pelo Método do Autovalor (Anderson, 1995,
cap.3).

Seja uma EDP de variaveis independentes x e t. Construindo
um plano xt e localizando neste um ponto P, para em seguida
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introduzir uma perturbacdo no mesmo, tem-se que a equacdo sera

hiperbodlica se a dita perturbacdo se propagar dentro de uma
regido delimitada por curvas que se interceptam em P, conforme é

ilustrado na Figura 2.4.

) Regido de /
L Fiie
\ influéncia do
A !
4 ponto P /
\\ [f
= \
- O i
D e i
% _2@\‘ /’
.
)

-

2
Sticy

b=

5 \

-
Cup,
racte,

-
-
&g,

X
Figura 2.4 - Propagacdo da perturbagdo em P para uma EDP hiperbdlica.

Problemas envolvendo escoamentos inviscidos supersdnicos
em regime permanente, ou entdo inviscidos subsoénicos
transientes, possuem natureza hiperbdlica. Um aspecto relevante
desta classe de EDPs consiste no fato de que, se uma segunda
perturbacgao for introduzida em um ponto Q contido na regidao de
influéncia de P, ela serda propagada em uma regido contida
totalmente na anterior. Isto significa que o ponto P afeta uma
determinada regido, que por sua vez ndo possui influéncia sobre
ele. Desta maneira, equacdes deste tipo podem ser resolvidas
numericamente em marcha progressiva na direcdo ¢, ou seja, é
possivel utilizar os ultimos valores calculados como dados de
entrada para o proximo passo em f.

Voltando ao plano xt, tem-se que a equacdo sera parabdlica
se a eventual perturbacdo em P for prontamente sentida nos
contornos de uma das variaveis, definindo assim a regido de

influéncia ilustrada na Figura 2.5.
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Figura 2.5 - Propagacao da perturbagdo em P para uma EDP parabdlica.

As EDPs parabdlicas governam os problemas de camada
limite em regime permanente e de difusdo de calor em regime

transiente. Assim como no caso

anterior, pode-se utilizar a

estratégia de marchar progressivamente na direcdo t.

Por fim, com base novamente no plano xt, tem-se que a
equacgdo sera eliptica se, ao originar-se uma perturbagdo em P, a
mesma for imediatamente propagada para todo o dominio de
solugdo, de acordo com o ilustrado na Figura 2.6.
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Figura 2.6 - Propagacdo da perturbacdo em P para uma EDP eliptica.
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Escoamentos inviscidos subsonicos em regime permanente,
ou entdo inviscidos incompressiveis, sao todos descritos por EDPs
elipticas. Desta maneira, a avaliagdo das variaveis no ponto P deve
ser feita levando em conta todos os demais pontos do dominio,
inviabilizando a solugdo em marcha progressiva.

E importante salientar que diversos problemas de mecanica
dos fluidos possuem comportamento misto. Escoamentos viscosos
em regime transiente, por exemplo, sdao governados por EDPs de
natureza hiperbdlica e ao mesmo tempo eliptica. Vale também
mencionar que todos os modelos apresentados neste trabalho
fazem uso de equacGes hiperbdlicas, somente.

2.5 Solugdo numérica de sistemas de EDPs hiperbdlicas

Nos ultimos anos, foram desenvolvidas diversas técnicas
baseadas no que se denomina caracteristicas do sistema de EDPs,
com vistas a solugdo de escoamentos monofasicos transientes de
gas, fazendo uso da natureza hiperbdlica das equagbes de
conservagdao que governam tais problemas. Ainda mais
recentemente, métodos deste tipo foram estendidos com sucesso
para escoamentos bifasicos de diversas configuragoes.

Dentre as técnicas disponiveis na literatura, pode se citar a
Solucdo Aproximada de Riemann, a Técnica da Divisdao do Vetor de
Fluxo e o Método da Divisdo da Matriz de Coeficientes. Segundo
Stadtke (2006), as duas primeiras sdao do mesmo tipo que os
esquemas de Godunov, por utilizarem o Método dos Volumes
Finitos e resolverem, para cada ponto do dominio, o Problema de
Riemann partindo de uma distribuicdo inicial de parametros
homogénea ou linear. O Método da Divisdo da Matriz de
Coeficientes, por sua vez, é formulado em Diferengas Finitas e se
baseia na solugdo das equagbes de conservacdo na forma
caracteristica linearizada ao longo das suas respectivas linhas
caracteristicas.

De acordo com o mesmo autor, em comum, todas as
técnicas mencionadas utilizam o conceito de wupwinding, que
combina a preservagao dos processos de propagacao de onda ao
longo das diregOes caracteristicas com a conservagdo da massa,
quantidade de movimento e energia, na solugdo de problemas
advectivos. Para tal, as equagdes de conservagdao devem ser
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arranjadas na forma de um sistema de EDPs hiperbdlicas expresso
por

W Gvi=¢ (2.3)
ot

ou entdo, para problemas unidimensionais,
W, _¢ (2.4)
ot ox

A escolha da técnica de solugdo supostamente mais
adequada para cada tipo de problema perpassa inevitavelmente a
preferéncia pessoal dos pesquisadores. No presente trabalho, a
opcao pelo Método da Divisdo da Matriz de Coeficientes foi feita
tendo em vista apenas a sua melhor documentacao dentre as
fontes pesquisadas.

2.5.1 Método da Divisdo da Matriz de Coeficientes

O Método da Divisdo da Matriz de Coeficientes,
freqlientemente citado na literatura através do acronimo SCMM
(Split Coefficient Matrix Method), foi proposto por Chakravarthy,
Andersen e Salas (1980) na solugdo de problemas de aerodindmica
(escoamento monofasico de um gas). Mais tarde, Romstedt (1990)
e Stadtke (2006) estenderam sua aplicabilidade a escoamentos
bifasicos homogéneos e ndo-homogéneos, respectivamente.

2.5.1.1 Fundamentacédo

O SCMM, como o0 nome ja sugere, baseia-se na particao da
matriz de coeficientes do sistema de EDPs em duas parcelas, cada
uma delas associada a autovalores de mesmo sinal (positivo ou
negativo). O processo de obtengdo destas duas novas matrizes é
puramente analitico, ou seja, até este ponto, ndo sdo empregadas
técnicas numéricas de calculo.

Seja um sistema de ordem n de EDPs hiperbdlicas, da forma

W, g _é (2.5)
ot ox
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Os autovalores da matriz de coeficientes G sdo, por
definicdo, as raizes do seu polindbmio caracteristico,

det(G-A1)=0 (2.6)

O numero de raizes reais do polinémio caracteristico é igual
a ordem do sistema de EDPs. Desta maneira, a matriz de

autovalores A sera dada por

A 0 0
0 4, 0

A= : (2.7)
0 O A

Para cada autovalor Aj da matriz de coeficientes G, existe
um autovetor associado f, , de forma a tornar valida a expressao
(G-AIT, =0 (2.8)

A matriz de transformacdo T é formada pelos autovetores
dispostos em colunas,

L, T, ... T,
= 7. (2.9)
Tnl Tn2 Tnn

Sabe-se que a matriz de coeficientes G poderia ser obtida
novamente, fazendo

G=TAT" (2.10)

Portanto, se a matriz de autovalores A for decomposta em n
parcelas,

A 0 ... 0|0 O ... 0 00 .. 0
A:OO~~-O+O O+m+00~~0:
- Doon Do (2.11)
00 ..0/ (00 ..0 00 ... 4
=A+A +.+A,

resulta, da substituicdo da Equacgdo (2.11) em (2.10),
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G=TAT'+TA,T' +.+TA,T" =G, +G, +..+G, (2.12)

Pode-se, agora, compor uma matriz associada aos
autovalores positivos G* e outra associada aos negativos G,

+ A +|A A +|A
G*=/1‘ |ﬂ‘|G1+ 2 4] 2|G2+...+u(}n (2.13)
24, 24, A,
A - A -1 A -1
G = |/11|G1+ 2| 2|G2+...+ " NG, (2.14)
24, 24, 24,
de modo que a Equacao (2.5) seja reescrita como
W, U g _¢ (2.15)
ot ox ox

Por ser capaz de distinguir a influéncia de autovalores
positivos e negativos sobre o sistema, o SCMM permite que, na
etapa subseqliente de discretizacdo, as derivadas associadas a G*
e G" recebam tratamentos matematicos especificos. Isto garante
estabilidade ao método, além de lhe conferir alta resolugdo e
reducdo dos efeitos de difusdo e dispersdao numeéricas.

2.5.1.2 Discretizagdo do sistema de EDPs hiperbdlicas

Segundo Anderson (1995, p.125), “em esséncia,
discretizacdo é o processo pelo qual uma expressao matematica
fechada, como uma funcdo ou uma equacao diferencial ou integral
envolvendo funcgGes, todas assumidas como tendo um continuo de
imagens associado a um determinado dominio, € aproximada por
expressGes analogas (porém diferentes) que prescrevem valores
apenas a um numero finito de pontos ou volumes discretos no
dominio”.

No presente trabalho, o procedimento acima definido é
necessario para que o sistema de EDPs possa ser resolvido
numericamente, a partir do chamado Método das Diferencgas
Finitas (MDF). O dominio de solugdo devera ser, portanto,
aproximado por uma malha computacional composta de um
namero finito de pontos, denominados nds. A Figura 2.7 ilustra
uma malha computacional com nds regulares em ¢ e irregulares
em x.
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Figura 2.7 — Malha computacional.

O MDF consiste basicamente na substituicdo das derivadas
parciais por funcGes algébricas, aproximando o sistema de EDPs
por um sistema linear (formulagdo implicita) ou por um conjunto
de equacgbes lineares (formulacdo explicita). Isto pode ser
realizado de trés maneiras distintas:

a) esquema de diferencas progressivas (forward difference
scheme - FDS): a fungdo substituta contém o no6 onde a
derivada parcial esta sendo aplicada, e um ou mais néds
de indice superior a este (a frente, portanto);

b) esquema de diferengas regressivas (backward difference
scheme - BDS): neste caso, os nds adicionais (um ou
mais) possuem indice inferior ao né de avaliacdo da
derivada (estdo atras deste);

c) esquema de diferencas centrais (central difference
scheme - CDS): o n6 de aplicagdo é cercado por outros
de indice superior e inferior, em igual nimero (situa-se
em uma posicdo central, portanto). Este esquema nao
sera empregado no presente trabalho, por motivos que
serdo detalhados posteriormente.

Ainda, com base no numero de nds adicionais empregados
pelos esquemas de diferenciacdo, estes podem ser classificados
como sendo de primeira ordem (um noé adicional), segunda ordem
(dois), e assim por diante.
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Desta forma, voltando ao sistema expresso na Equagdo
(2.15), e tendo como base as dedugbes que se encontram no

Apéndice A, a aproximacdo de BU/ax pelo FDS de primeira ordem
resulta em
oU

i+l,j i,j
—_— = 2.16
ax ( )

i.J

e pelo de segunda ordem, em

E - ((02 _l)ﬁi,/ _(ozﬁiﬂ,j +lji+2,j (2 17)
a'x ij (¢2 _¢)Axi+l
onde
Ax; = x, —x,_ (2.18)
— A'xi+1 +Axi+2 (219)
Ax

i+l
A mesma derivada parcial pode ainda ser discretizada por
BDS de primeira ou segunda ordem, dados, respectivamente, por

oU U,.-U_,
gi,, sz” (2.20)
e
au :(,Bz—l)ﬁl.,j—ﬂzﬁi_l’jﬂji_lj (2.21)
ox g (8> - B)Ax. '
onde
Ax, + Ax;
ﬂ:lT,H (2.22)

A escolha do esquema de diferenciacdo mais apropriado
para U /dx é feita com base na Figura 2.8.
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Figura 2.8 - Malha computacional e curvas caracteristicas do sistema.

Conforme pode ser observado na figura, os autovalores
positivos carregam informagdes apenas no sentido crescente de x,
o0 que faz com que as mesmas cheguem aos nds através daqueles
que os precedem (nds de indice inferior): é imperativo, portanto,
que na avaliacdo da derivada associada a matriz G¥, adote-se o
BDS. Percebe-se também que os autovalores negativos levam
informagdes somente para o sentido oposto ao primeiro, ou seja,
dos nés de maior indice para os de menor: por isso, a derivada
associada a matriz G° deve ser discretizada utilizando o FDS.
Constata-se, ainda, que o CDS ndo é vantajoso em nenhum dos
dois casos.

Para a aproximagdo de aﬁ/at, por sua vez, costuma-se
empregar o BDS de primeira ordem, de modo a se obter

E _ Ui,j _Ui,j—l
or | At

L]

(2.23)

onde, por causa da solugdo em marcha na direcdo ¢, o valor
numérico de U, ; , é conhecido de antem3o.
Assim, com base nas Equacdes (2.16) a (2.23), a forma

geral discretizada de primeira ordem do sistema de EDPs expresso
em (2.15) sera dada por
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U, -U,. u,.-U._, . u.,.-U . .
i.j i,j—1 + i.j i-1,j - i+l,j i,j _
— +G/, — +G, e =C,; (2.24)

i i+1

ou, em uma notagdao mais compacta,
U, _Uio +G* U -u, +G- U, -U
At Ay, " Ax,

i i+l

L=C, (2.25)

A discretizacdo do mesmo sistema empregando esquemas
de segunda ordem em x e primeira ordem em ¢ (doravante tratada
simplesmente como discretizacdo de seqgunda ordem) resultarad na
forma geral

lji.j -U (ﬁz _I)Ui.j _ﬁzlji—l.j +lji—2.j

i, j-1 +GT +
At " (182 _ﬁ)A’Yi (2 26)
G- ((02 _lﬁi,/‘ _¢2Ui+1,j +l—ji+2,j :6. . .
v (¢2 - ¢)Axi+1 "
ou entado,
lji _Uio +G7 (’62 _1)0,' _ﬂzle +Iji72
At l (ﬂz _ﬂ)Axi (2 27)
_Gi_ ((/’2 _1)0,- _¢2Ui+1 +Ui+2 _ éi

(¢2 - ¢’)Axi+1

O termo forma geral teve de ser empregado nas dedugdes
anteriores porque, para alguns noés da malha computacional,
existem restricdes quanto aos esquemas de aproximagdo de

aﬁ/ax possiveis de serem empregados. S3o eles:

a) n6 (1,j): ndo permite o uso de BDS, uma vez que ndo
existem nos de indice inferior. Pode-se, entretanto,
assumir que a derivada associada a G* é nula, sem
prejuizo a solucdo do sistema de EDPs;

b) no (2,j): o BDS deve obrigatoriamente ser de primeira
ordem, dado que ha apenas um né anterior a ele;

c) nod (N—l,j): o FDS deve ser de primeira ordem, pois
existe um né de indice superior, somente;
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d) no (N, j): nado possibilita o uso de FDS, tendo em vista a
inexisténcia de nds posteriores a ele. Assume-se, neste
caso, que a derivada associada a G™ é nula, novamente
sem comprometer a solugao.

Desta maneira, as formas especificas do sistema
discretizado, relativas aos nos supracitados, podem ser facilmente
obtidas.

2.5.1.3 Condigbes iniciais e de contorno

As condigbes iniciais e de contorno sdo parametros
importantes de um sistema de EDPs: afinal, sdao estas que
definem, para problemas governados pelas mesmas equagoes,
qual a solugao particular de cada um deles.

Entende-se como condigdes iniciais o0 conjunto de
informagdes atribuidas ao sistema para o menor valor da variavel ¢
presente no dominio de solucdo, denominado f,. No presente
trabalho, sera considerado que tais condi¢Ges sao do tipo

Ulx,t,) = f(x) (2.28)
0 que pode ser trazido para a malha computacional como
U, =flx) (2.29)

As condicdes de contorno, por sua vez, trazem informacgdes
associadas aos valores minimo e maximo da variavel x, aqui
denominados respectivamente c¢; e c¢,, para cada valor de t.

Novamente, neste trabalho, estas serao tratadas
matematicamente como
Ule,.t)=glt) (2.30)
e
Ule,,1)=h(r) (2.31)
0 que, na malha computacional, implica em
0, =&l (2.32)
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Uy, =hlt,) (2.33)

2.5.1.4 Propriedades e solucdo do sistema linear

O sistema de equacdes lineares obtido a partir da aplicagdo
do MDF no sistema de EDPs pode ser expresso mais
convenientemente como

AX =B (2.34)
Para a Equacdo (2.25), a matriz de blocos A possui a forma
A A i
A A A
A A A
A= R (2.35)
A A A
A A A
(. A A_
cujos elementos ndo nulos sdo submatrizes dadas por
1
Ay :_EG+ (2.36)
A, Ay e g (2.37)
At Axi AXHI
1 _
Aiin = G (2.38)

i+1
Ja para a Equacgdo (2.27), a matriz de blocos A passa a ser
da forma
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>
B N NS
B N NS
T o

A=l (2.39)

A A A A A

A A A A
i A A A]
e seus elementos nao nulos, escritos como
1
A, = G* (2.40)
’ (Ez _ﬂ)Axi
2
Ay =1 p G* (2.41)
_ﬂ Axi
2 2
A :LI‘*’ zﬂ ! G’ - qu ! G~ (2.42)
A (B -BAx, (0 -p)Ax,,
2
A =752 G” (2.43)
% _¢Axi+1
=— ! G~ (2.44)
" ¢2 _¢Axi+1

E importante salientar que, para ambos os casos, nem todos
os elementos da matriz de blocos apresentardo esta forma geral.
Isto se deve tanto a restricbes no esquema de discretizacao,
quanto a aplicacdo das condicbes de contorno do problema.

Por fim, ainda na Equacdo (2.34),

X, =U, (2.45)

B=L004¢ (2.46)
At
A ordem do sistema linear descrito na Equacao (2.34) Oy,
pode ser calculada por
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0, =0,,,N. (2.47)

lin
onde Ogpp denota a ordem do sistema de EDPs e N, é o numero de
nés da malha computacional na direcdo x. Para o mesmo, o
nuimero de diagonais contendo elementos diferentes de zero N, é
expresso por

N o = 20EDP(0‘ +1)_1 (2.48)

int

onde O,,; representa a ordem do esquema de interpolacdo. Neste
tocante, € possivel verificar que um esquema como o TDMA
(TriDiagonal Matrix Algorithm) poderia ser empregado apenas na
solucdo de um sistema linear referente a Ogpp = 1 € O;,, = 1 (para
o qual Ny, = 3). Para todos os demais, faz-se necessario uma
rotina capaz de lidar com um ndmero maior de diagonais. O solver
GBAND foi desenvolvido por Aziz e Settari (1979) para este tipo de
situacao, sendo empregado na solugao desses, portanto.

2.6 ARTIGOS RELACIONADOS AO TEMA

A seguir, serd feito um breve apanhado dos artigos que,
juntamente com os ja citados no decorrer deste capitulo, foram
considerados 0os mais relevantes para o tema proposto.

Dutta-Roy (1984) estudou o comportamento transiente de
escoamentos bifasicos horizontais. As equagdes de conservacdo da
massa e da quantidade de movimento (assumiu-se fluxo
isotérmico) foram resolvidas numericamente para trés
configuracdbes de escoamento, dentre elas o padrdao anular.
Empregou-se para tal um esquema de diferengas centrais (CDS),
muito embora este seja contra-indicado na solucdao de problemas
advectivos. Adicionalmente, um modelo analitico foi empregado a
fim de, partindo das propriedades observadas em um determinado
ponto da tubulacdo, se determinar qual dos arranjos de fase é o
mais provavel. Por fim, se comparou os resultados do modelo com
dados experimentais obtidos para uma mistura de ar e querosene,
chegando-se a uma concordancia apenas satisfatoria.

Lu, Simpson e Gilchrist (1996) desenvolveram um modelo
homogéneo de equilibrio para escoamentos de fluidos saturados
em regime transiente. O sistema composto por trés equagdes de
conservacgao foi resolvido pelo Método da Divisdo da Matriz de
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Coeficientes (SCMM), o que os autores presumiram ser inédito na
literatura aberta, talvez por desconhecerem ou ndo terem acesso
ao trabalho de Romstedt (1990). O trabalho contém uma o6tima
explanagdo acerca do histérico e dos fundamentos do SCMM, onde
se enfatiza sua consisténcia fisica e facilidade de manuseio frente a
outras metodologias. Embora simplificado, o modelo foi capaz de
reproduzir com boa fidelidade os resultados lidos durante o fluxo
descendente de agua e de R113 em bancada experimental.

O SCMM foi também adotado por Ouyang e Aziz (2001) em
seus estudos de escoamentos bifésicos transientes com influxo ou
efluxo através da parede da tubulagdo. O modelo homogéneo
desenvolvido era composto apenas pelas equagdes de conservagao
da massa e quantidade de movimento da mistura, uma vez que foi
considerada a hipdtese de escoamento isotérmico. O sistema linear
resultante da aplicagdo do MDF com formulagdo implicita foi
resolvido pela metodologia GBAND (Aziz e Settari, 1979). Validou-
se 0 modelo a partir de dados experimentais, concernentes ao
fluxo vertical ascendente de ar e agua, novamente com boa
concordancia.

Stadtke et al. (2005) propuseram um modelo transiente de
dois fluidos e ndo-equilibrio composto por um conjunto de seis
equacbes de conservagdo (massa, quantidade de movimento e
energia para cada uma das fases). Foi dada especial atengdo ao
tratamento dos termos-fonte, visando a manutencdo da
hiperbolicidade do sistema. Os autores ainda descreveram diversos
métodos de solugdo numérica de EDPs desta natureza, dentre eles
o SCMM, submetendo-os a um total de oito problemas-teste
(separacdo de fases em um tubo vertical, escoamento bifasico em
um bocal, oscilagdo de coluna de agua em um tubo em “U”, e
outros). Os resultados obtidos foram bastante animadores, embora
ndo tenham sido mencionados os padroes de escoamento
considerados e seus respectivos modelos de acoplamento
interfacial, de modo a impossibilitar que outros pesquisadores
tentassem posteriormente repetir a validagao.



3 ESCOAMENTO MONOFASICO COMPRESSIVEL

Neste capitulo, serdo tratados os principais aspectos
concernentes a escoamentos monofasicos compressiveis. Este
estudo é particularmente interessante para a compreensdo de
escoamentos mais complexos, tratados nos  capitulos
subsequientes. Em comum, todos possuem a mesma metodologia
de solucdo: é conveniente, portanto, que esta seja abordada aqui
de maneira mais detalhada.

Os assuntos estdo organizados da seguinte forma: a segao
3.1 trata dos sistemas de equacbOes de conservagdao obtidos a
partir de varidveis conservativas e ndo-conservativas, cujas
caracteristicas sdo identificadas na secdo 3.2, possibilitando a
divisdo de suas respectivas matrizes de coeficientes. A segdo 3.3,
por sua vez, descreve a obtencdo do sistema de equagdes lineares.
Os modelos de escoamento monofasico desenvolvidos sd&o
validados através da solugdo de um problema-teste, na secdo 3.4.
Por Ultimo, a secdo 3.5 sumariza as atividades realizadas no
capitulo, bem como as conclusdes obtidas.

3.1 SISTEMAS DE EQUACOES DE CONSERVACAO

Conforme ja foi mencionado anteriormente, a técnica CFD
parte das equagbes de conservagao das fases: massa, quantidade de
movimento e energia. Tais equacdes podem ser expressas em fungao
de diferentes conjuntos de varidveis, ao que aqui se denomina
formulacdo. Esta, por sua vez, pode ser classificada como:

a) conservativa: emprega varidveis que conservam seus
valores na presencga de descontinuidades do escoamento,
tais como ondas de choque (varidveis conservativas,
portanto). Esta formulagdo é vantajosa em fluxos
fortemente transientes, muito embora a obtencdo do
sistema de equagdes, bem como a aplicacdo do SCMM,
exija um tratamento matematico maior;

b) ndo-conservativa: as varidveis utilizadas, quando na
presenca de descontinuidades, ndo conservam seus
valores originais (varidveis ndo-conservativas). Isto faz
com que tal formulacdo seja adequada apenas para
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escoamentos com transientes menos intensos. Em
contrapartida, exige um menor esforco algébrico nas
atividades supracitadas.

As formulagdes ndo-conservativa e conservativa serdo
abordadas nas segbes 3.1.1 e 3.1.2, respectivamente. Para ambos
0s casos, uma vez obtidas as equagbes de conservacdo, estas
podem ser facilmente dispostas na forma de um sistema de EDPs,
possibilitando assim o emprego da metodologia de solugdo descrita
na secao 2.5.1.

3.1.1 Formulagdo nd@o-conservativa

As equacbes de conservacao da massa, quantidade de
movimento e energia podem ser expressas, conforme descrito no
Apéndice B, como

dp 0
E iy Z(pu)=0 3.1
at+ax(p) (3.1)
p) d(  ,\ OP ‘
Z(pU)+L(pUu? )+ Lo =—F" - 3.2
—pv)+2-ov? )+ 2 P2, (3.2)
e
9 e+U—2 +i Uh+U—2 =Q" - pU (3.3)
a2 Tl ? 2 PU8. '

onde, por unidade de volume, F" representa a forga cisalhante na
parede do duto e Q" denota o fluxo de calor que atravessa a
mesma. Destaca-se que estes dois termos, embora considerados
na solucdo do escoamento, ndo serdao modelados em momento
algum neste capitulo. Isto porque, no decorrer da etapa de
validacdo, efetuada na secao 3.4, tal atividade ndo é exigida (esta
tonica valera também para os capitulos seguintes: serdo
modelados apenas os termos necessarios a solugdo dos
problemas-teste).

Expandindo as derivadas temporais e espaciais, e aplicando
as devidas simplificacOes, as Equagodes (3.1) a (3.3) assumem uma
forma ndo-conservativa, a saber,

a_p+pa_U+Ua_p

=0 3.4
ot ox ox (34)
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U oU 10P F"
U ——+——=

A ax pox p
de Uae+PaU_1

Lrus ;g_;(Q”#F”'U) (3.6)

-, (3.5)

A Equacdo (3.6) pode ainda ser expressa em funcdo da
variavel entropia, através da relacdo de estado

&=T&+L 5 (3.7)
P
Assim,
os P dp os P adp) PIU 1., y
7Sy Py rE L P (o +FU) (3.8
o oo ( o p? ax]+p o p(Q +FU) - 38)

Rearranjando os termos,

Os ds P (dp dp) PIoU 1, v
TE4TU —+—| Ly |+ 2 = F'U 3.9
o ax+p2(at+ axj+p ox p(Q " ) (3-9)

Substituindo a Equacao (3.4) em (3.9),

T§+TU§+1[_ a_U)+£a_U:l
ot ax p° ox) pox p

Desta forma,

s ds 1
—+U—=—\Q"+F"U 3.11
U (0 ) (3.11)

Ainda, é mais conveniente escrever a Equacdo (3.4) em
fungdo da pressao P. Fazendo p = p(P,s), tem-se que

(0" +F'U)  (3.10)

o

9p
=2 sp+ 2K
o] T

ds

Da termodinamica, pode-se demonstrar que

a= /a_P (3.13)
dp|,

p=_Lop __» P
poT|, pT Os

& (3.12)

P

op

s

(3.14)

P
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onde a denota a velocidade do som no fluido e § representa o
coeficiente de expansdo térmica. Desta maneira, a Equagdo (3.12)
pode ser reescrita como

sp=—Lsp PPl & (3.15)
a cp
Aplicando agora a Equacgado (3.15) em (3.4),

1 oOP pfT os oU 1 oP ppfT ds
LY A S R 3.16
a> ot «cp 8t+p ox " (az ox ¢, Ox ( )

Rearranjando os termos,

1 (oP oP\ ppT (9ds ds oUu
LR e LN N R ) 3.17
az(at " ax) cp (at-’_ 8x)+p ( )

Substituindo a Equagdo (3.11) em (3.17),

1 (0P opP 1 ‘ . oU
—2[—+U—j—ﬂ — (o +FU)|+pZL=0  (3.18)
a’\ ot ox cp | pT ox

Enfim, obtém-se a equacdao de conservacdo da massa
expressa em funcao da pressao, dada por
2
P P, U _ fa

—+U
ot " ox ox ¢p

As variaveis P, U e s das Equagdes (3.19), (3.5) e (3.11)
podem ser dispostas como elementos de um vetor de incégnitas

(0" +F*U) (3.19)

U , ou seja,
Uu=[p U s (3.20)
de maneira a se obter um sistema de EDPs da forma
%—IZ+G%—Z =C (3.21)
onde a matriz de coeficientes G é dada por
U pa® 0
G = ! Uu o0 (3.22)

P
0O 0 U
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e o vetor C, por

pa’ (0" + F*U)
cp

c=| - -g. (3.23)
P
L)

3.1.2 Formulagao conservativa

A partir das equagdes de conservacao expressas em (3.1) a

(3.3), define-se o vetor de incdgnitas na forma conservativa V
como sendo

{p pU p[e+—ﬂ =lp G EJ (3.24)

Assim, reparametrizando o sistema expresso na Equacao
(3.21) em fungao deste novo vetor, obtém-se
oU oV U oV _ -
——+G——=C (3.25)
oV ot oV 0x

ou entdo,
8V+8VG8U oV 8VC~, (3.26)
or U 9V ox U
A matriz Jacobiana é, por definicdo,
J =a—‘f (3.27)
oU
Logo, substituindo-se a Equacdo (3.27) em (3.26), resulta
WV e - ge (3.28)
o o0x

O sistema conservativo pode, entdo, ser expresso como
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onde

H=JG]'=

Vale lembrar que

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)
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0| __opr 530

os |, cp

3.2 ANALISE CARACTERISTICA

A andlise caracteristica de um sistema de EDPs consiste,
primeiramente, na determinacdao dos autovalores e autovetores
associados ao mesmo. Em seguida, estes sdo empregados na
divisdo (ou particdo) da matriz de coeficientes do sistema. Embora
se trate de um processo matematico em sua esséncia, sera visto
adiante que importantes aspectos fisicos do escoamento podem
ser explorados a partir desta analise.

3.2.1 Formulagdo ndo-conservativa

Conforme pode ser facilmente verificado, os autovalores da
matriz de coeficientes G sdo

A=U+a (3.35)
A, =U-a (3.36)
A, =U (3.37)

Vé-se que os trés autovalores obtidos representam
velocidades caracteristicas do escoamento. Os dois primeiros, A; e
A, podem ser entendidos como as velocidades com a qual uma
perturbacdo qualquer de U ou P se propaga: a expressa na
Equacdo (3.35) é sempre positiva, carregando, assim, a
informagdo no sentido positivo de x; ja a descrita pela Equagdo
(3.36), para escoamentos subsoOnicos como no caso em analise,
sera sempre negativa, e propagara a perturbacdo no sentido
negativo de x, portanto. Por fim, o autovalor A; indica que uma
oscilacdo qualquer em s se desloca a velocidade local do
escoamento U, e por isso ndao possui um sentido previamente
estabelecido.

A matriz de autovalores A, entdo, é dada por
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o~
o
o
x
+
Q
o
o

A=0 A4, 0|=] O U-a 0 (3.38)
0 0 A 0 0 U
Da solucdo da Equacgao (2.8), resulta
fl:[l L o} (3.39)
pa
- 1
T2:{1 -— 0} (3.40)
pa
T,=[0 0 1] (3.41)
e
1 1 0
T=|L L (3.42)
pa pa
0 0 1
cuja inversa T! equivale a
l1 pa O
T":El —pa 0 (3.43)
0 0 1

Assim, partindo do procedimento descrito em 2.5.1.1,
obtém-se

1 pa O
G =taT' =YL (3.44)

pa
0 0 0
1 —-pa O

G,-tam =44 L 1 (3.45)
pa
0 0 0
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000
G,=TA,T"'=U|0 0 0 (3.46)
0 0 1

Por ultimo, construindo as matrizes G* e G™ associadas aos
autovalores positivos e negativos, respectivamente,

i pa U+|U| 0 00
=Yt L o+ 2 %0 0 0 (3.47)
2 | pa 2
0 0 o 00 1
11 —pa 0 Ul 000
g =Y=4_ L 1 ol+Z=8o 0 0 (3.48)
2 pa 2

Desta forma, a Equacgao (3.21) pode ser reescrita como

W, Y, 6 _¢ (3.49)
ot ox ox

3.2.2 Formulagdo conservativa

Para o sistema de EDPs expresso em termos de varidveis
conservativas, pode-se demonstrar que os autovalores sdo os
mesmos obtidos em 3.2.1. Ndo ¢é necessario, neste caso,
determinar de maneira direta os autovetores associados, uma vez
que a decomposicao da matriz de coeficientes H pode ser efetuada
através da expressdo

H=JGJ"'+JG,J"'+JG,J"' =H, +H, +H, (3.50)

chegando-se a

1
2
H=Ur oy x12UCB, U LAY B3y
2 U? a c¢p 2 a ¢ c¢p
h+7+Ua
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H,=-""% v-a X{I+U—ﬁ(h—Uz] —(H@] ﬁ}(3-52)

a c¢p 2 a ¢p cp
h+—-Ua
B
cp
2
m-u {h_v_ v _1} (3.53)
cp 2
2
ﬁ(h+U_]_1
_Cp 2 -

De maneira semelhante ao que foi feito para a formulagao
ndo-conservativa, constrdi-se ainda as matrizes H e H’, obtendo-
se

A U+U]
H =H, + H, (3.54)
2U
. U -]
H =H2 +TH3 (355)
Com isso, a Equacao (3.29) pode ser reescrita como
GBS ECAAN TR, (3.56)

ot ox ox

3.3 IMPLEMENTAGCAO NUMERICA

Entende-se por implementacdo numérica a discretizagdo do
sistema de EDPs hiperbdlicas, de forma a aproxima-lo por um
sistema do tipo

AX =B (3.57)

Tendo em vista que tal procedimento j& foi descrito nas
secdes 2.5.1.2 e 2.5.1.4, se acredita ser desnecessario repeti-lo
nesta parte do trabalho. Registra-se apenas que, para o caso em
andlise, e utilizando o esquema de discretizacdo de primeira
ordem, a matriz de blocos A é composta por 11 diagonais
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contendo elementos ndo nulos (tanto para a formulagdo
conservativa quanto para a ndo-conservativa). Este nimero passa
para 17, caso a discretizacdo empregada seja de segunda ordem.
Os sistemas lineares serdo resolvidos pelo solver GBAND.

3.4 VALIDACAO: TUBO DE CHOQUE MONOFASICO

Um problema bastante conhecido, composto de um sistema
de EDPs hiperbdlicas, é a solugdo do escoamento no interior de um
tubo de choque. Este é uma ferramenta importante para o estudo
de escoamentos compressiveis a alta velocidade, sendo
empregado na medicdo de propriedades termodindmicas e
quimicas de fluidos a temperaturas elevadas, por exemplo.
Mediante determinadas simplificacdes, o problema do tubo de
choque possui solugdo analitica exata, conforme detalhado por
Anderson (1982). Por esta razdo, sera adotado como caso de teste
na validagdo dos modelos desenvolvidos neste capitulo.

3.4.1 Descrigdo do problema

O tubo de choque em analise é composto por duas cdmaras
dispostas horizontalmente, separadas por um diafragma. Tais
camaras contém o mesmo fluido gasoso, ar, e estdo submetidas a
patamares distintos de temperatura e pressdo. Considera-se
adicionalmente que, no inicio, o gas estd em repouso. Os demais
detalhes do problema sao ilustrados na Figura 3.1.

P, =500kPa P, =100 kPa
T,=400K Diafragma T,=300K

I [ |

Li 20m % 20m 4"

Figura 3.1 - Geometria e condigdes iniciais do problema.

Ao se retirar subitamente o diafragma, tem inicio um
escoamento de caracteristica fortemente transiente em direcdo a
extremidade de menor pressdo. Passados poucos instantes, podem
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ser identificadas ao longo do tubo quatro regides de propriedades
uniformes, que sao separadas umas das outras por (1) uma onda
de choque que se propaga na regido de baixa pressdo, (2) uma
descontinuidade que viaja em velocidade subsdnica na mesma
direcdo da onda de choque e (3) uma onda de rarefagdao que se
desloca na regido de alta pressdo, conforme pode ser visualizado
na Figura 3.2.

onda de cdescontinuidade onda de
rarefacéo de contato choque

Massa especifica

E condicao inicial

I I I I 1 | 1 | I
Distancia

Figura 3.2 - Distribuigdo da massa especifica no tubo de choque para um

dado instante de tempo.

3.4.2 Hipoteses adicionais e condigdes de contorno

Para a presente andlise, a forca gravitacional ndo interfere
nas equacgdes de conservacdo, pois se considera que o tubo esta
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na posicdao horizontal. A tensdo cisalhante na parede foi
desprezada, bem como o fluxo de calor que atravessa a mesma.
Desta forma,

g.=0 (3.58)
F"=0 (3.59)
0" =0 (3.60)

E importante notar que as simplificagdes expressas nas
Equagbes (3.58) a (3.60) tornam nulos os vetores termo-fonte C
e D, em (3.23) e (3.31).

Uma vez que o tubo de choque é limitado por duas paredes,
deve-se assumir que, nestes pontos, a velocidade U é prescrita e
igual a zero (idem para o fluxo de massa G, conseqilientemente).
Admite-se, ainda, que a pressao P e a entropia s (ou entdo a
massa especifica p e a energia total E) na extrema esquerda do
tubo sao influenciadas apenas pelas informagdes carregadas pelos
autovalores negativos, enquanto que, na extrema direita, tais
propriedades podem ser alteradas apenas informagdes carregadas
pelos autovalores positivos. A partir destas consideragdes e do que
foi exposto nas segdes 2.5.1.2 e 2.5.1.3, estdo estabelecidas as
condigbes de contorno necessarias para a solugdo do problema,
conforme detalhado na Tabela 3.1.

Tabela 3.1 - Condigbes de contorno do problema.

FORMULACAO | VARIAVEL | CC A ESQUERDA | CC A DIREITA
P a_P_,_él-a_U: 1 IP G+3_U=C1
ot ox at ox
N3o-conservat. U U=0 U=0
ds =_oU as aU
s —+G,—=C =C
ot ’ ox } at ; o }
a—p+1§;a—V_D1 9% i v =D,
ot ox ot ox
Conservativa G=0 G=0
E GV _p | E G,
ot ox at ax
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Adicionalmente, pelos motivos citados na secdo 3.1, a
formulagcdo ndo-conservativa é incapaz de prever o acréscimo de
entropia ocasionado pela passagem de uma onda de choque no
fluido. Este fenOmeno pode, entretanto, ser descrito através da
expressao (Stadtke, 2006, p.19)

As=cvin R|:R(x_1)+(2/+1):|l

R(y+1)+(y-1)

valida apenas para gases ideais, onde R denota a razdao entre as

pressdes a jusante e a montante da onda de choque, e %, o
coeficiente isentrépico, definido como
cp

x==" (3.62)
(6%

(3.61)

Desta forma, o emprego da formulacdo ndo-conservativa
exige que se acompanhe o deslocamento da onda de choque ao
longo do tempo, corrigindo o campo de entropia nos locais
necessarios.

3.4.3 Malha computacional e procedimento de solugao

A malha computacional empregada foi a mesma para todos
os casos, consistindo de 4001 nés igualmente espagados em Imm.
Adotou-se um incremento de tempo Ar igual a 1x10°s, sendo
que a simulagdo é finalizada em ¢, =3ms. O procedimento de
solucdo dentro de um determinado passo de tempo consiste das
seguintes etapas:

1. Admite-se que os campos sdo iguais aos obtidos no passo
de tempo anterior.

2. Obtém-se o vetor B. Note que, por causa das hipoteses

simplificativas, este s6 depende de valores calculados no

passo de tempo anterior.

Calcula-se os autovalores em cada né.

Determina-se os coeficientes de A.

5. Resolve-se a Equagdo (3.57) via GBAND, de modo a se
obter novos campos de P, Ue s, oude p, Ge E.

AW
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6. A partir dos campos atualizados de P e s (ou entdo de p e
e), se determina as demais propriedades termodinamicas
em cada no, por meio de equacgdes de estado. Para tal,
assumiu-se a hipotese de gas ideal.

7. Retorna-se ao passo 3 até a convergéncia dos campos. O
critério de convergéncia foi estabelecido com base na
diferenga absoluta dos valores das varidveis em cada nd,
entre duas iteragBes sucessivas. As tolerancias aplicadas
estao na Tabela 3.2.

Tabela 3.2 - Tolerancias aplicadas a convergéncia dos campos.

FORMULAGAO VARIAVEL TOLERANCIA
P [Pa] 1x10-1
Nao-conservativa U [m/s] 1x10-2
s [1/kgK] 1x10-2
P [kg/m?] 1x10-6
Conservativa G [kg/m?s] 1x10-2
E [3/m3] 1x10-2

Cabe ainda destacar que o procedimento de calculo acima
descrito (bem como todos os problemas-teste a serem abordados
nos capitulos seguintes) foi implementado em linguagem
FORTRAN, dada a simplicidade de sua sintaxe e a alta eficiéncia
computacional de seus compiladores. O codigo-fonte do solver
GBAND na referida linguagem de programacdo consta no
Apéndice C.

3.4.4 Resultados

A seguir, sdo comparados os resultados obtidos a partir das
duas formulagbes (empregando, para cada uma, esquemas
numéricos de primeira e segunda ordem) com a solugdo analitica
exata do problema.
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600
77777 Condigao inicial
Solugéo analitica
Solugdo numérica
400 —
T
o
=
o .
ug
]
]
I
o
200 —
o T T T T T T T
0 1 2 4
Distancia [m]
300
200 —
) .
E
[
T 100 —
B
3]
o
]
> -
o4/ . __
4 |=—==== Condigao inicial
Solugéo analitica
Solugdo numérica
-100 T T T T T T T

0 1 2 3 4
Distancia [m]

Figura 3.3 - Campos de pressdo e velocidade em ¢ =3ms. Comparagdo da
solugdo analitica exata com os resultados numéricos obtidos pela
formulagdo ndo-conservativa de primeira ordem.



***** Condigao inicial
Solugéo analitica
—  Solugdo numérica

Massa especifica [kg/m?]

0 1 4
Distancia [m]
440
77777 Condicao inicial
Solugéo analitica
-1 —  Solugéo numérica
400 —
g .
e
2
T 360 —
()
o
£
()
- -
320 —
. L
280 T T T T T T T

0 1 2 3 4
Distancia [m]

Figura 3.4 - Campos de massa especifica e temperatura em 7 =3ms .
Comparacgdo da solugdo analitica exata com os resultados numéricos
obtidos pela formulagao ndo-conservativa de primeira ordem.
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600
77777 Condigao inicial
Solugéo analitica
Solug&o numérica
400 —
4
=
o .
@
7]
]
2
o
200 —
. |
0 T T T T T T T
0 1 2 3 4
Distancia [m]
300
200 —
7 .
E
[
T 100 —
b/
3]
o
]
> -
o4/ L ___
4 |=—==== Condigéo inicial
Solugéo analitica
Solugdo numérica
-100 T T T T T T T

0 1 2 3 4
Distancia [m]

Figura 3.5 - Campos de pressdo e velocidade em ¢ =3ms. Comparagdo da
solugdo analitica exata com os resultados numéricos obtidos pela
formulacdao ndo-conservativa de segunda ordem.



***** Condigao inicial
Solugéo analitica
—  Solugdo numérica

Massa especifica [kg/m?]

1
T T T T T T T
0 1 2 4
Distancia [m]
440
77777 Condicao inicial
Solugéo analitica
-1 —  Solugéo numérica
400 —
g .
g
2
T 360 —
()
o
£
()
L] -
320 —
. L
280
T T T T T T T

0 1 2 3 4
Distancia [m]

Figura 3.6 - Campos de massa especifica e temperatura em 7 =3ms .
Comparacgdo da solugdo analitica exata com os resultados numéricos
obtidos pela formulacdao ndo-conservativa de segunda ordem.
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600
77777 Condigao inicial
Solugéo analitica
Solug&o numérica

400 —
4
=
o .
@
7]
]
2
[-%

200 —

. I __
0 T T T T T T T
0 1 2 3 4
Distancia [m]

300

200 —

100 —

Velocidade [m/s]

Solugéo analitica
Solugdo numérica

-100 T T T T T T T
(1] 1 2 3 4
Distancia [m]

Figura 3.7 - Campos de pressdo e velocidade em ¢ =3ms. Comparagdo da
solugdo analitica exata com os resultados numéricos obtidos pela
formulagdo conservativa de primeira ordem.



***** Condigao inicial
Solugéo analitica
—  Solugdo numérica

Massa especifica [kg/m?]

0 1 4
Distancia [m]
440
77777 Condicao inicial
Solugéo analitica
-1 —  Solugéo numérica
400 —
g .
e
2
T 360 —
()
o
£
()
L] -
320 —
280 T T T T T T T

0 1 2 3 4
Distancia [m]

Figura 3.8 - Campos de massa especifica e temperatura em 7 =3ms .
Comparagdo da solugdo analitica exata com os resultados numéricos
obtidos pela formulacdao conservativa de primeira ordem.
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600
77777 Condigao inicial
Solugéo analitica
Solug&o numérica
400 —
4
=
o .
@
7]
]
2
o
200 —
. |
0 T T T T T T T
0 1 2 3 4
Distancia [m]
300
200 —
7 .
E
[
T 100 —
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3]
o
]
> -
o4/ L ___
4 |=—==== Condigéo inicial
Solugéo analitica
Solugdo numérica
-100 T T T T T T T

0 1 2 3 4
Distancia [m]

Figura 3.9 - Campos de pressdo e velocidade em ¢ =3ms. Comparagdo da
solugdo analitica exata com os resultados numéricos obtidos pela
formulagdo conservativa de segunda ordem.



***** Condigao inicial
Solugéo analitica
—  Solugdo numérica

Massa especifica [kg/m?]

77777 Condicao inicial
Solugéo analitica
-1 —  Solugéo numérica
400 —
g .
e
2
T 360 —
()
o
£
()
L] -
320 —
. L
280 T T T T T T T

0 1 2 3 4
Distancia [m]

Figura 3.10 - Campos de massa especifica e temperatura em 7 =3ms .
Comparagdo da solugdo analitica exata com os resultados numéricos
obtidos pela formulagdao conservativa de segunda ordem.
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Conforme pode ser visto nas Figuras 3.3 a 3.10, os campos
calculados pela formulacdo conservativa acompanham de maneira
mais adequada o deslocamento da onda de choque na regido de
baixa pressdao; esta conclusdo poderia ser obtida de forma
intuitiva, uma vez que se sabe que as variaveis conservativas sdo
as mais adequadas na caracterizacdo de escoamentos fortemente
transientes, como o caso em analise.

Olhando agora apenas as Figuras 3.3, 3.4, 3.7 e 3.8,
observa-se que as solugdes numéricas apresentam uma tendéncia
de suavizacdo das descontinuidades. Este fenémeno, por ndo
possuir qualquer relacdo com mecanismos fisicos de difusdo, é
freqientemente chamado de difusdo numérica. Sua ocorréncia
esta associada ao emprego de esquemas de interpolacdo de ordem
impar.

As Figuras 3.5, 3.6, 3.9 e 3.10, por sua vez, apresentam
outro padrdo de comportamento das solucGes numéricas nas
adjacéncias de descontinuidades: trata-se de instabilidades de
aspecto ondulatorio, ao que se denomina dispersdo numérica. Sua
existéncia é atribuida a esquemas de interpolacdo de ordem par.

Nota-se, enfim, que os resultados obtidos a partir de
esquemas de segunda ordem aproximam-se mais da solugdo
analitica exata do que os de primeira ordem.

Na Tabela 3.3, é trazido o erro médio (baseado na média
aritmética das diferencas absolutas entre o valor exato e o
calculado, tomadas para cada ponto do dominio) dos campos de
pressdao, velocidade, massa especifica e temperatura para os
quatro casos estudados, bem como seus respectivos tempos
computacionais.

Tabela 3.3 - Erros médios absolutos e tempos computacionais.

ERRO MEDIO

FORMULAGAO P U p T TC L=l
[Pa] [m/s] _ [kg/m’] [K]

N&o-conserv. 3339 4,65 0,0253 2,14 90
la ordem

N&o-conserv. 2713 3,87 0,0201 1,67 203
2a ordem

Conservativa 1555 2,02 0,0161 1,74 178
la ordem

Conservativa 311,6 0,331 0,00354 | 0,310 336
2a ordem
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Além de corroborar a analise feita nos paragrafos anteriores,
a Tabela 3.3 mostra ainda que os esquemas de segunda ordem e
conservativos requerem maior esforco computacional do que os
esquemas de primeira ordem e nao-conservativos.

3.5 SUMARIO

Neste capitulo, foram desenvolvidos modelos de escoamento
monofasico compressivel. Embora ndo faca parte do objetivo
especifico do trabalho, este estudo possibilitou o desenvolvimento
de ferramentas para analise de escoamentos mais complexos, que
serdo tratados posteriormente.

Os modelos apresentaram diferentes formulacdes (nao-
conservativa e conservativa) e esquemas de interpolacdo (de
primeira e segunda ordem), sendo validados através do problema-
teste do tubo de choque monofasico, que possui solucdo analitica
exata. Constatou-se que a escolha por varidveis conservativas
resulta na melhor caracterizagdo de descontinuidades, como ondas
de choque, muito embora tal opgao exija uma maior manipulagao
algébrica do sistema de equacgbes de conservacdo. Também foi
verificado que os esquemas de interpolacdo de primeira ordem
propiciam o surgimento de difusdo numérica, enquanto que, no
esquema de segunda ordem, predominam os efeitos da dispersao
numérica. Os resultados obtidos a partir deste ultimo se
mostraram mais préximos da solucdo exata do que os advindos do
esquema de primeira ordem, embora tenham exigido maiores
tempos computacionais. O mesmo foi verificado para a formulacdo
conservativa, se comparada a ndo-conservativa.






4 ESCOAMENTO BIFASICO: MODELOS HOMOGENEOS

Os modelos homogéneos sdo a maneira mais simples de se
representar escoamentos bifésicos. Nestes, assume-se que as
forcas de arrasto interfacial sdo dominantes a ponto de tornar
desprezivel a velocidade relativa entre as fases liquida e gasosa,
de maneira que

U =U, =U (4.1)

Tal aproximacdo é valida principalmente para escoamentos
em névoa (onde o liquido se encontra na forma de pequenas
particulas atomizadas, estando totalmente diluida numa fase
continua de gas) e em bolhas dispersas (onde o gas escoa na
forma de bolhas de pequeno diametro e esta totalmente contido
numa fase liquida continua). Para os demais padrdes, deve-se usar
de cautela, uma vez que o modelo ndo considera alguns efeitos de
importancia pratica. Nestes casos, entretanto, os resultados
obtidos ainda podem ser utilizados para uma analise preliminar
(Lu, Simpson e Gilchrist, 1996), partindo-se em um segundo
momento para modelos mais sofisticados.

Os assuntos do capitulo foram dispostos na seguinte ordem:
a secao 4.1 aborda os sistemas de equagbes de conservagao
originarios das hipoteses de nao-equilibrio e equilibrio
termodindmico, com a analise das respectivas caracteristicas
sendo efetuada na secdo subseqiliente. Na secdo 4.3, trata-se da
modelagem dos termos de transporte da quantidade de
movimento (ocasionado pela forga de cisalhamento exercida pela
parede do duto) e da energia (advindo da troca de calor entre as
fases de liquido e de gas). As propriedades dos sistemas de
equacoes lineares sdo brevemente descritas na secdo 4.4. Ja as
secoes 4.5 e 4.6 sdo dedicadas a validagdo dos modelos, através
da solugdo do problema do tubo de choque bifasico e do
escoamento ascendente em dutos verticais, nesta ordem. Por fim,
na secdo 4.7, sumariza-se as principais atividades e conclusdes do
capitulo.
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4.1 SISTEMAS DE EQUAGCOES DE CONSERVACAO

Conforme foi mencionado na segdo 2.3.2, o acoplamento
térmico das fases pode ser abordado por meio de dois modelos
distintos, a saber:

a) Modelo de nao-equilibrio termodindmico: assume que,
em principio, as fases de liquido e gas em um
determinado ponto do escoamento podem estar a
temperaturas diferentes, cada qual sendo funcao de suas
respectivas equacles de conservacao da energia. Trata-
se de um modelo mais generalista;

b) Modelo de equilibrio termodindmico: considera que, para
gualquer ponto do escoamento, as fases liquida e gasosa
se encontram a mesma temperatura, de modo que, na
determinagdo desta, apenas uma equacdao de
conservagdo da energia se faz necessaria. Trata-se de
um caso particular do modelo anterior.

As equacdes de conservacgao relativas aos modelos de ndo-
equilibrio e equilibrio serdo abordadas nas secGes 4.1.1 e 4.1.2,
nesta ordem. Para ambos os casos, empregar-se-a a formulacdo
nao-conservativa, uma vez que esta envolve uma menor
manipulacdo algébrica do sistema.

4.1.1 Modelo de ndo-equilibrio

As equacdes de conservacao da massa, quantidade de
movimento e energia para as fases liquida e gasosa podem ser
expressas por

0 0

g(agpg)+§(agng)=O (4.2)
0 0

g(azpz)"'g(azpzl]):o (4.3)

a a aP int w
E(Qgng)+a(agng2)+agang —-F'-a,p,g. (4.4)
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d 0 oP it "
E(azsz)‘*'a(atple)‘*'at a_x =F"-F" -aps;g, (4.5)
a a 1 int w w
E(agpgsg)+a((lgngsg):T—(Qg +Q! +FU) (4.6)
g
a a 1 int w w
E(Gb'zpzsz)+a_x(azp1Usz):F(Qz +0 +F U) (4.7)
I

int

onde «@,, F™ e Q" representam respectivamente a fragdo
volumétrica, a forca de arrasto (por unidade de volume) e o fluxo
de calor interfacial (também por unidade de volume) na fase k.
Além disso, as seguintes relagbes complementares sdo validas em
todos os pontos do dominio:

a,+a =1 (4.8)
F-Iim =_ngm (4.9)
" =—0 (4.10)

Expandindo as derivadas espaciais e temporais das
Equagdes (4.2) e (4.3), para em seguida aplicar a relacdo de
estado dada por

5p, =—_sp PP 5 (4.11)
ak Cpk
obtém-se
a—’;(a—P+Ua—P]+pg(a% +U8&j—ag _pgﬁng (%+U%j+
a, \ ot ox ot ox cp, ot ox (4.12)
U
+agpg§:0
d d
ilz(a_P‘i'Ua_P]_p](&‘i'U&\J_%[MJ(%‘FU%]‘F
a” \ ot ox ot ox cp, ot ox (4.13)
oU
+alp1_=0
ox

Somando as Equacgbes (4.4) e (4.5), chega-se a equacdo de
conservacdao da quantidade de movimento da mistura. Da
expansao de suas derivadas, resulta
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pl S +U = |+ = =—F" ~F" - pg., (4.14)

oU oU\ oP
ot ox ox

onde p denota a massa especifica da mistura de liquido e gas,
definida como

p=a,p, +o,p (4.15)

Por ultimo, expandindo as derivadas das EquacGes (4.6) e
(4.7), respectivamente, chega-se a

d d |
ap| Lyl |- Lign L ov s pry) (4.16)
87 g at ax Tg 8 8 8

os, os, 1. ,

—4+U—L |=—0" +Q" +F"U 4.17
“""(aﬁ axj T,(’ Q' +F'U) (4.17)

As varidveis das Equagdes (4.12) a (4.14), (4.16) e (4.17)

podem agora ser dispostas na forma de um vetor de incdgnitas U ,
tal que

U=lp a, U s, 5] (4.18)

de maneira a se obter um sistema de equacdes diferenciais da
forma

E—+F—=C (4.19)

ot ox
onde as matrizes E e F equivalem a, respectivamente,
[« p.B.T
gz pg 0 _ag {MJ 0
a, cp,
< BT,
— - 0 0 —a,| ———
E=| P l[ e, J (4.20)
0 0 p 0 0
0 0 o0 a,p, 0
L 0 0 O 0 a,p,




aU p.B.T
gz pU ap, -aU ——= 0
a, P,
a,U P87
F= 1_2 _p1U a,p, 0 - IU[#
a, p,
1 0 pU 0 0
0 0 0 a,pU 0
| 0 0 0 0 a,pU

e o vetor termo-fonte C”, a

0
0
-F'-F"-pg,
Ti (Q;,“l +Q +F'U )
8
Lo+ +r0)

LT
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(4.21)

(4.22)

Multiplicando ambos os lados da Equacgao (4.19) pela matriz

inversa de E, resulta

EEY v rY _gc
ot ox
ou simplesmente
a_U + Ga_U = 6‘
ot ox
onde a matriz de coeficientes G é dada por
R/ pa’
1 1
0 U -a,0 - —— |pa’
pgag plal
G=E'F= 1
— 0 U
P
0 0 0
10 0 0

(4.23)

(4.24)

(4.25)
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e o vetor termo-fonte C , por

pa2 ﬁg Sg+ IBI S,
pgcpg plcp/

o B o
pQZ[ 1 g Sg _ g IBI SIJ

pla12 PP, pgagz picp,
C=E'C = _F_:_Fi_g (4.26)
P p
Sg
agpg
SI
alpl

Por sua vez, a expressao para a velocidade do som da
mistura a pode ser facilmente obtida através de manipulacdo
algébrica. O procedimento, descrito e representado no Apéndice D
em linguagem MAPLE, pode ser estendido também para os
modelos dos capitulos subseqlientes. Deste, resulta que

2 2
a a
a= pg;’p” . (4.27)
p(agplal +alpgag )
Ainda,
s, =~ (0" +0 +F'U) (4.28)
T
8
 =—(0" +0Q)" +F, 4,
S ; le Qw FWU ( 29)

1

4.1.2 Modelo de equilibrio

Mencionou-se anteriormente que o modelo de equilibrio
termodindmico requer apenas uma equacdo de conservacdo da
energia. Isto se dad porque, ao se estabelecer uma relagdo
termodindmica na qual as temperaturas das fases sao igualadas,
obtém-se uma relagdo direta entre a entropia do gas s, e a do
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liquido s;, que pode ser posteriormente incorporada ao termo-fonte
da equacdo de conservacdo de uma das fases, conforme sera
discutido na secdo 4.3.2.2. Logo, fazendo uso da dita equacdo
referente a fase gasosa, chega-se a um sistema muito semelhante
ao desenvolvido na segao 4.1.1, embora de ordem inferior, cujo
vetor de incognitas é expresso como

v=p a, U s, (4.30)

e cuja matriz de coeficientes e vetor termo-fonte sdo dados
respectivamente por

U 0 pa’ 0
1 1 )
0 U -o0|—-— ~pa 0
G-= Pa, P (4.31)
1 0 U 0
P
10 0 0 U |
T T 1
pQZ ’Bg Sg 4 IBI Sl
PCD, PiCp,
2 al ﬂgT S _ ag IBIT S
C= pia; P, ’ p.a, PP (4.32)
RE L,
P P
Sg
L APy 4
onde, da condicao de equilibrio,
T,=T,=T (4.33)

Desta maneira, constata-se que a principal diferenga entre
os modelos homogéneos desenvolvidos no presente trabalho
reside na modelagem do fluxo de calor interfacial, a ser tratada na
secdo 4.3.2.
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4.2 ANALISE CARACTERISTICA

Nesta secdo, serdo resolvidos os problemas de autovalores e
autovetores para os modelos de ndo-equilibrio e de equilibrio
termodindmico, com vistas a divisdo das respectivas matrizes de
coeficientes e subseqliente aplicagdo do SCMM.

4.2.1 Modelo de ndo-equilibrio
Os autovalores da matriz de coeficientes G, bem como seus

respectivos autovetores associados, sdo listados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 - Autovalores e autovetores da matriz de coeficientes.

AUTOVALOR AUTOVETOR ASSOCIADO
T
A =U+a i:l—aga,%— 12 L 00
p.a, P4, pa
T
A =U-a T,=|1 -a,., 12— 12 Lo
p,a, Piq pa
A, =U T,=[o 1 0 0 of
A, =U T,=[o 0 0 1 of
As=U T,=[0 0 0 0 1]

Da Tabela 4.1, observa-se primeiramente que todos os
autovalores sd3o numeros reais, e que, mesmo havendo
autovalores idénticos, ainda é possivel se obter um conjunto de
autovetores linearmente independentes. Estes dois fatos
confirmam outra vantagem dos modelos homogéneos: a
hiperbolicidade do sistema de equagbes, o que assegura a
estabilidade do método numérico de solugdo.

A matriz diagonal de autovalores A equivale a



T o o o
o o o o

0 U

0 0 0]

2J100

000
010

00 1]

x[l 0 pa 0 0]

x[Il 0 —pa 0 0]
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(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

A 0 0 O O U+a 0 0
0 4 0 0 O 0 U-a 0
A={0 0 4 0 0=l 0 0 U
0 o 0 4 O 0 0 0
|0 0 0 0 A] | O 0 0
A matriz de transformacao T, por sua vez, é dada por
1 1 1 1
- a0 2 2 - a0 2
Pay P14 Pa, P14
T= 1 _
pa pa
0 0
i 0 0
Logo, aplicando a decomposicao descrita na secao 2.5.1.1,
obtém-se
_ . _
1 1
—a,q 2 2
U +a pgag plal
G, = 1
2 _
pa
0
(. 0 -l
_ | _
1 1
-a,q 2 2
U —a pgag plal
G.= 2 _1
pa
0
(. 0 -
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0 00 00
aga,(lz— 12]1000
pgag plal
= 4,
G, =U 0 0000 (4.38)
0 0000
i 0 00 0 0]
[0 0 0 0 O]
00000
G,=U[0 0 0 00 (4.39)
00010
0 0 0 0 0]
[0 0 0 0 0]
00000
G,=U|0 0 000 (4.40)
00000
0 0 0 0 1]

Por fim, somando as matrizes de mesmo sentido de
propagacdo, obtém-se

U+|U|

G"'=G,+—(G,+G, +G,) (4.41)

: U -]
G =G2+T(G3+G4+G5) (4.42)

Assim, é possivel reescrever a Equacdo (4.24) como
oU oU oU

+GT=—=—+G —=C (4.43)
o ox ox

4.2.2 Modelo de equilibrio

Conforme pode ser facilmente verificado, o problema de
autovalores e autovetores para o modelo homogéneo de equilibrio
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termodindmico equivale ao abordado na segdo anterior, exceto
pela inexisténcia dos termos associados a entropia do liquido s; (o
problema fica reduzido a quarta ordem, portanto). Assim sendo, a
decomposicdo da matriz de coeficientes G se resume a

1
1 1
U+a —agoc,[ B 2]
G, = Py P )JIx]t 0 pa 0]
2 1
pa
(. 0 -l
_ | _
1 1
U-a aga,[ B 2]
G, = Py P )it 0 —pa O]
2 1
pa
. 0 -
[ 0 0 0 0]
o, 12— 12 1 00
G,=U p.a,  pPa
0 0 0O
i 0 0 0 0]
00 0O
00 0O
G,=U
00 0O
0 0 0 1
e, conseqlentemente,
\ U +[u|
G’ =G, U (G3+G4)
: —|v]
G =G, + (G,+G,)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)
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4.3 MODELAGEM DOS TERMOS DE TRANSPORTE

A modelagem dos termos-fonte dos sistemas de equacgdes
obtidos na segdo 4.1 pode ser feita de diversas maneiras, sendo
que as proximas linhas tratardo de apenas uma delas. Nesta,
parte-se da premissa de que modelos homogéneos de escoamento
bifasico sdo adequados apenas na caracterizacdo de escoamentos
em névoa ou em bolhas dispersas (onde as forcas de arrasto
interfacial minimizam a diferenca de velocidade entre as fases),
padrdes para os quais a modelagem dos termos de transporte
deve assumir a existéncia de uma fase discreta, que se encontra
na forma de pequenas particulas de forma aproximadamente
esferoidal, e de uma fase continua, que estd em contato com toda
a superficie do duto pelo qual escoa. Assim, caso a fase continua
seja a de gas, tem-se que

F"=0 (4.50)
0 =0 (4.51)

Do contrario, ou seja, caso a fase continua seja a liquida, as
Equacdes (4.50) e (4.51) deixam de ser validas e

Fg”’ =0 (4.52)
Q; =0 (4.53)
4.3.1 Transporte da quantidade de movimento

A forga de cisalhamento exercida pela parede do duto sobre
a fase continua k é expressa, por unidade de volume, como

w 4
=7, (4.54)
onde
T, = %pr|U|U (4.55)

O fator de atrito de Fanning f,, por sua vez, pode ser
calculado através da equagdo de Colebrook-White (Colebrook,
1939) em uma forma modificada,
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e . 125 ] 4.56)

1
=400
0,5 g[ 3,7D ReD fw(),s

onde e representa a rugosidade absoluta do duto, e o niumero de

Reynolds da mistura Rep equivale a
pUD
Hy

Cabe ressaltar que a equacdo de Colebrook-White é valida
somente para escoamentos turbulentos, para os quais é de

costume se estabelecer Re,, > 4000 .

Re, = (4.57)

4.3.2 Transporte da energia

De acordo com o que foi mencionado anteriormente, a
diferenca entre os modelos homogéneos desenvolvidos neste
trabalho reside basicamente na modelagem do fluxo de calor
interfacial para as hipoteses de ndo-equilibrio e equilibrio
termodindmico, a ser tratada nesta secao.

4.3.2.1 Modelo de ndo-equilibrio

A taxa com que calor é trocado entre as fases de gas e de
liguido por unidade de volume serd modelada pela lei de
resfriamento de Newton. Portanto, na existéncia de uma fase
continua gasosa,

Q™ =-h_a_ AT (4.58)

¢ = Thin%int

onde h;, representa o coeficiente interfacial de transferéncia de
calor por conveccdo interfacial, AT é definido como

AT =T,-T, (4.59)
e a;,; denota a area interfacial por unidade de volume, dada por
a,, =md’n, (4.60)

sendo que d e ny, por sua vez, representam o didmetro de uma
goticula de liquido e o niumero de goticulas por unidade de volume,
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respectivamente. Note que este Ultimo pode ser expresso em
fungdo da fragdo volumétrica de liquido ¢ e do volume ocupado
por uma goticula V,, ou seja,

a 6a

n,=—t= ; (4.61)
V, m

Assim, a partir das Equacdes (4.60) e (4.61), pode-se
reescrever a Equagao (4.58) como

o = ——6;""‘ a,AT (4.62)

ou entdo, introduzindo o coeficiente de troca térmica Cr, como
o =-C,a/AT (4.63)
Caso a fase continua seja de liquido, pode-se demonstrar
que

O™ = —C,a, AT (4.64)

4

Vale ainda salientar que, quanto maior o valor atribuido ao
coeficiente de troca térmica (seja por um maior coeficiente de
convecgao ou por um menor comprimento caracteristico da fase
dispersa), maior também o transporte de energia entre as fases, e
mais suas respectivas temperaturas tendem a um valor comum.
Matematicamente, isto significa que, no limite do referido
coeficiente tendendo a infinito e da diferenca de temperatura
tendendo a zero, o fluxo de calor interfacial observado é um
numero real finito. Constata-se, enfim, que por meio do ajuste do
coeficiente de troca térmica, o modelo de ndo-equilibrio é capaz de
reproduzir condigbes muito proximas a de equilibrio
termodinamico.

4.3.2.2 Modelo de equilibrio

Para uma dada fase k, a temperatura T relaciona-se com a
entropia s; e a pressao P por

or="L g + 2T s (4.65)
Dy PiCp;
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Assim, partindo da Equagdo (4.65) e da condicdo de
equilibrio termodinamico, pode-se expressar a entropia do liquido
s; em fungdo da pressdo P e da entropia do gas s, através da
relacao

&, =LL& +ep, P B e (4.66)
! PP, PP,

Caso se assuma que a fase continua é gasosa, a substituicdo
da Equacao (4.66) em (4.17) fornece

apcp ds ds B, Je (BP opP j "
+U—L |+ L T v == (467
cp, (at ox ] plcp{pgcpg piep, \ ot ox T ( )

ou entao,

+U — 4.68
ot ox  a,p.cp,T ‘| p,ep,  picp, \ ot ax] ( )

Reescrevendo agora a Equacao (4.16),
ds ds 1

8 L U—& =

ot ox a,p,T

(o™ +or+Fru) (4.69)

Subtraindo a Equacgao (4.68) de (4.69), chega-se a
mt
1 (th +Qw +FMU) +
a,p.cp, a,p,cp,

T
+ L_ﬂ [a_P_l_Ua_PJ:O
PP, Picpy N O Ox

Desta maneira, o fluxo de calor interfacial Q,

(4.70)

int

que satisfaz

a condigdo de equilibrio pode ser calculado por

. T
Qi LD, {Q;#F;Umgpgcp{ BT _ BT J(EWJFU?:J} (4.71)

pep P, Pep, \ ot

onde ¢p denota o calor especifico a pressdo constante da mistura,
definido como
a,p.cp, +a,p,c
p= PCD, 1PCD; (4.72)
o
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Ja no caso de a fase continua ser a de liquido, a expressdo
do fluxo de calor passa a ser dada por

) o T
Q;ﬂl = 7gpgcpg 1w + szU —a,p,Cp, ﬁg - ﬂIT (aP+ U aPJ (4.73)
pep Pcp,  Pep N ot ox

E importante destacar que as Equacbes (4.71) e (4.73),
além de corroborarem a afirmagdo de que o fluxo de calor
interfacial na condigdo de equilibrio termodindmico é um numero
real finito (e ndo necessariamente igual a zero), indicam ainda que
o valor numérico deste pode ser determinado via equacdes de
estado. Evidencia-se, assim, que tais expressdes podem ser
empregadas em substituicdo a equacdo de conservacdo da energia
de uma das fases, conforme foi efetuado na secdo 4.1.2.

4.4 IMPLEMENTAGAO NUMERICA

Conforme foi discutido nas segdes 2.5.1.2 e 2.5.1.4, a
discretizacdo de um sistema de equacgbes hiperbdlicas resulta em
um novo sistema, do tipo

AX =B (4.74)

Para o modelo homogéneo de ndo-equilibrio, o emprego de
um esquema de interpolagdo de segunda ordem equivale, na
matriz de blocos A, a 29 diagonais contendo elementos ndo nulos.
Ja para o caso do modelo de equilibrio, este nimero é reduzido
para 23. Mais uma vez, os sistemas lineares serao resolvidos pelo
solver GBAND.

4.5 VALIDACAO: TUBO DE CHOQUE BIFASICO

Se comparada ao problema monofasico, a solucdo do
escoamento em um tubo de choque contendo duas fases é ainda
mais trabalhosa. Isto ocorre devido ao maior nimero de equagoes
de conservacdo envolvidas no fen6meno, bem como a existéncia
de termos de acoplamento interfacial, que necessitam ser
modelados. Mesmo assim, mediante as premissas de escoamento
homogéneo e equilibrio termodindmico, o problema do tubo de
choque bifasico pode ser resolvido analiticamente de maneira
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iterativa, conforme apresentado por Stadtke (2006) para uma
dada configuracao, que se reproduz a seguir.

4.5.1 Descricdo do problema

O tubo de choque analisado por Stadtke (2006) é composto
novamente por duas cdmaras separadas por um diafragma e
dispostas na horizontal. As camaras contém uma dispersdo de ar
em agua, em proporgoes distintas. Também diferem os patamares
de pressdo e temperatura aos quais as mesmas estao submetidas.
Os demais detalhes do problema estdo ilustrados na Figura 4.1.

P, = 500 kPa P, =100 kPa
T,=400K T,=300K
o4 =005 Diafragma o,,=0.10

I A 1 |

Figura 4.1 - Geometria e condicdes iniciais do problema.

4.5.2 Hipdteses adicionais e condigbes de contorno

Para o caso em estudo, dada a disposicdo das camaras, a
aceleracdo da gravidade ndo é relevante. Assumiu-se ainda que,
para efeitos de comparacdao com a solugcdo analitica do tubo de
choque, a forca de cisalhamento com a parede e o fluxo de calor
que atravessa a mesma sdo nulos. Portanto,

g.=0 (4.75)
F" =0 (4.76)
0 =0 (4.77)

e o vetor termo-fonte C na Equacao (4.26) passa a ser fungao de
QM , apenas.



94

As condigdes de contorno utilizadas na solugcao do problema

sdo arroladas na Tabela 4.2.

Tabela 4.2 - Condigbes de contorno do problema.

VARIAVEL CC A ESQUERDA CC A DIREITA

P a_P+Gl_a_U: . a_P_i_Gl*a_U:Cl
ot ox ot ox
oo, -~ JU oo, - U

a, : Gz_a_Uzcz g+G;a_U=C2
ot ox ot ox
U U=0 U=0
ds, =_oU ds, =.oU

s L1G,—=C cigr=c

¢ o ox o ox !
d ~ U d - oU

5, 95 G;a—U:CS 95 G;a—U:CS
ot > ox ot ox

4.5.3 Malha computacional e procedimento de solucao

Discretizou-se as cdmaras do tubo de choque em um total

de 4001 nds, com espagamento constante de lmm . O incremento
de tempo utilizado, por sua vez, é igual a 5x10°s, e a simulagdo
€ encerrada em ¢, =15ms . Dentro de um determinado passo de
tempo, o procedimento de solucdo é o seguinte:

1.

W

Assume-se que 0S campos sao 0s mesmos obtidos no
passo de tempo anterior.

Obtém-se B
simplificativas do problema, depende apenas de Q

as hipoteses
int
8

o vetor que, devido

e das

variaveis do passo de tempo anterior.

Calcula-se os autovalores em cada né.

Determina-se os coeficientes de A.

Resolve-se a Equagdo (4.74) via GBAND, de modo a se
obter novos campos de P, &, U, s, e, para o modelo de
nao-equilibrio termodinamico, s;.

A partir dos campos atualizados de P, s, e, para 0 caso
supracitado, s, se determina as demais propriedades
termodindmicas em cada n6 da malha computacional, por
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meio de equacgdes de estado para o gas (assumindo a
hipétese de gas ideal) e para o liquido (fazendo uso das
subrotinas que integram o cdédigo fonte do programa
REFPROP 7.0 [Lemmon, McLinden e Huber, 2002], em
linguagem FORTRAN).

7. Calcula-se Qi,“‘ para cada nd, através das Equacoes (4.63)

ou (4.64) (modelo de equilibrio), ou entdo, (4.71) ou
(4.73) (ndo-equilibrio).

8. Retorna-se ao item 2 até a convergéncia dos campos. O
critério de convergéncia foi novamente estabelecido com
base na diferenca absoluta dos valores das variaveis entre
duas iteracOes sucessivas. As tolerdncias aplicadas sdo
mostradas na Tabela 4.3.

Tabela 4.3 - Tolerancias aplicadas na convergéncia dos campos.

VARIAVEL TOLERANCIA
P [Pa] 1x10-4
a, [-] 1x10-6
U [m/s] 1x10-5

s, [3/kgK] 1x10-3

s; [I/kgK] 1x10-3

4.5.4 Resultados

A seguir, nas Figuras 4.2 a 4.4, s3ao comparados os
resultados obtidos a partir do modelo de ndo-equilibrio
termodindmico com a solucdo exata do problema.



96

600

400 —

Pressao [kPa]
1

200 —

Solug&o analitica
Solug&o numérica

Y T I T I T I T
0 1 2 3 4
Distancia [m]

Figura 4.2 - Campos de pressdo em ¢ =15ms . Comparagao da solugdo
analitica com os resultados obtidos pelo modelo homogéneo de ndo-
equilibrio para C, =1x10° W/m’K .

0.12

0.1 — -

0.08 —

0.06 —

Fragédo volumétrica de gas [-]
1

0.04 —
————— Condicao inicial
T Solugéo analitica
Solugao numérica

0.02 T I T I T I T

0 1 2 3 4
Distancia [m]

Figura 4.3 - Campos de fracdo volumétrica de gas em ¢ =15ms .
Comparagdo da solugdo analitica com os resultados obtidos pelo modelo
homogéneo de ndo-equilibrio para C, =1x10° W/m3K-
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Velocidade da mistura [m/s]

Condig&o inicial
-1 olugao analitica
Solugao numérica

-1 T T T T T T T
0 1 2 3 4
Distancia [m]

Figura 4.4 - Campos de velocidade da mistura em ¢ =15ms . Comparagao
da solugdo analitica com os resultados obtidos pelo modelo homogéneo de
n&o-equilibrio para C, =1x10° W/m’K .

Os resultados para o modelo de equilibrio sdo comparados
com a solucdo analitica nas Figuras 4.5 a 4.7.
600

400 —

Presséo [kPa]
1

200 —

0 1 2 3 4
Distancia [m]

Figura 4.5 - Campos de pressdo em ¢ =15ms . Comparagao da solugdo
analitica com os resultados obtidos pelo modelo homogéneo de equilibrio.
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0.1 — ——————

0.08 —

0.06 —

Fragédo volumétrica de gas [-]
1

————— Condigéo inicial
1 Solugéo analitica
Solugdo numérica

0.02 T T T T T T T

0 1 2 3 4
Distancia [m]

Figura 4.6 - Campos de fragao volumétrica de gas em ¢ =15ms .
Comparacédo da solugdo analitica com os resultados obtidos pelo modelo
homogéneo de equilibrio.

Velocidade da mistura [m/s]

————— Condicao inicial
-1 | —— Solucao analitica
Solugdo numérica

-1 T I T I T I T
[1] 1 2 3 4
Distancia [m]

Figura 4.7 - Campos de velocidade da mistura em ¢ =15ms . Comparagao
da solugdo analitica com os resultados obtidos pelo modelo homogéneo de
equilibrio.
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Os erros médios dos campos de pressdo, fragdo volumétrica
do gas e velocidade, para os dois modelos em questdo, sdo
detalhados na Tabela 4.4.

Tabela 4.4 - Erros médios absolutos dos resultados obtidos.

ERRO MEDIO
MODELO
P [kPa] a, [-] U [m/s]
N3o-equilibrio 7,4 0,0016 0,053
Equilibrio 7,8 0,0018 0,061

Da analise das Figuras 4.2 a 4.7 e da Tabela 4.4, constata-
se que os modelos homogéneos de ndo-equilibrio e equilibrio
termodindmico apresentaram resultados bastante similares, com
ligeira superioridade do primeiro. Entretanto, durante a fase de
obtencdo de resultados deste, ficou claro que, ao se atribuir
valores superiores a 1x10°W/m’K para o coeficiente de troca
térmica Cr, surgem instabilidades numéricas que dificultam ou até
mesmo impossibilitam a solucdo do problema. Aconselha-se,
nestes casos, que se opte pelo modelo de equilibrio
termodindamico, por ter se mostrado mais robusto e mais eficiente
no tocante ao tempo computacional.

Complementarmente, a Figura 4.8 ilustra a influéncia do
coeficiente de troca térmica Cr sobre o campo de temperatura do
gas.



100

440

360 —

Temperatura do gas [K]

320 —

C; [W/meK]
0

— — — 1x10®

— - —  1x10°
280 r

0 1 3 4
Distancia [m]

Figura 4.8 - Campos de temperatura do gas em ¢ =15ms . Comparagao dos
resultados obtidos pelo modelo homogéneo de ndo-equilibrio para
diferentes coeficientes de troca térmica.

Da Figura 4.8, nota-se que, quanto maior o acoplamento
térmico entre as fases, menores sdo os efeitos da compressdo e da
expansdo sobre a temperatura do gas.

4.6 VALIDAGAO: ESCOAMENTO ASCENDENTE EM DUTOS VERTICAIS

Os modelos homogéneos podem também ser empregados
na solucdo de escoamentos bifasicos transientes em dutos
verticais. Este cenario é encontrado em pocos produtores de gas
umido, por exemplo, onde perturbaces no escoamento sdo
conseqiiéncia geralmente de variacdes nas condicdes de operacdo
dos equipamentos.

Com a solugao deste problema, busca-se primeiramente
comparar os autovalores da segdo 4.2 com as velocidades de
propagacao efetivamente observadas. Adicionalmente, os
resultados aqui levantados servirdo como base na validagdo de um
modelo ndo-homogéneo de escoamento, a ser desenvolvido no
capitulo 5.
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4.6.1 Descricao do problema

O problema em estudo esta ilustrado na Figura 4.9.

10m
N

| 0.0508m
—> T

Figura 4.9 - Geometria e parametros de controle do problema.

Conforme pode ser visto na referida figura, trata-se de um
duto de 10m de comprimento e 0,0508m (2pol) de diametro,
disposto na vertical, pelo qual escoa uma dispersdo de agua em
ar, no sentido ascendente. Na sua entrada, pode-se alterar a
fragdo volumétrica de gas ¢, ;,, a velocidade U, e as temperaturas
de gas T, e de liquido T};, (uma vez que o modelo empregado é o
de ndo-equilibrio termodinamico). Na saida do mesmo, é possivel
controlar a pressao P, O regime transiente é introduzido no
escoamento através da variacdo destes parametros, um a um,
sempre para uma mesma condigdo inicial.
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4.6.2 Hipdteses adicionais e condigGes iniciais e de contorno

Para este caso, o fluxo de calor que atravessa a parede do
duto foi novamente desprezado, de maneira que

Q=0 (4.78)

Adicionalmente, assumiu-se que as fases nao trocam calor
entre si, ou seja,

oM =0"=0 (4.79)

As condicdes de contorno empregadas estdo listadas nas
Tabelas 4.5 e 4.6.

Tabela 4.5 - Condiges de contorno do problema.

VARIAVEL CC NA ENTRADA CC NA SAIDA
oP - _oU
P —+G, —=C, P=P,k
ot ox
a a,=a 92, +G! U _ C
8 8 g.in at 2 ax 2
U U=u, oU 4G U oU _c,
at > ox
os, aU
s =s5,T,,.P) =C
8 g g, al ax 4
ds oU
s s, =s,(T,,,,P) —L 4G —=C,
ot ax
Tabela 4.6 - Parametros de controle.
PARAMETRO VALOR INICIAL | VALOR PERTURBADO
> [kPa] 500 480
a,, [-] 0,98 0,96
U, [m/s] 15 20
T,, [K] 300 350
T, [K] 300 350
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Por sua vez, as condicdes iniciais do problema sdo obtidas

através da solucdo do mesmo em regime permanente, para o
conjunto de parametros listado na segunda coluna da Tabela 4.6.

4.6.3 Malha computacional e procedimento de solugao

O duto vertical foi discretizado em 1001 nds igualmente

espacados de 10mm. O incremento de tempo utilizado foi igual a
5x107s, sendo que a simulagdo foi finalizada em ¢, =4,55. O
procedimento de solugdo, bastante similar ao do problema
abordado na secdo 4.5, consiste, dentro de um determinado passo
de tempo, das seguintes etapas:

1.

vk wnN

Assume-se que 0S campos sao 0S mesmos obtidos no
passo de tempo anterior.

Determina-se o vetor B .

Calcula-se os autovalores em cada né.

Obtém-se os coeficientes de A .

Resolve-se a Equacao (4.74) via GBAND, de modo que
novos campos de P, &,, U, s, € 5; sejam determinados.

A partir dos campos atualizados de P, s, e s;, se determina
as demais propriedades termodinamicas em cada né da
malha computacional, via equacdes de estado para o gas
(assumindo a hipdtese de gas ideal) e para o liquido
(fazendo uso das subrotinas do programa REFPROP 7.0
[Lemmon, McLinden e Huber, 2002]).

Retorna-se ao item 2 até a convergéncia dos campos. O
critério de convergéncia foi novamente estabelecido com
base na diferenca absoluta dos valores das varidveis entre
duas iteragbes sucessivas. As tolerancias aplicadas sdo as
mesmas estabelecidas na segdo 4.5.3.

4.6.4 Resultados

Os campos das varidveis que sofreram perturbacdo no

contorno sao ilustrados nas Figuras 4.10 a 4.14.
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520

Tempo [ms]
0

510 —

500 —

Pressao [kPa]

490 —

480 T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10
Distancia [m]
Figura 4.10 - Campos de pressdo para diversos instantes de tempo
simulados. Regime transiente introduzido pela variacao da pressao na
saida do duto.

22

20—/

18 —

16 —

Velocidade da mistura [m/s]
1

14 —

15
30
45

12 T I T I T I T I T
0 2 4 6
Distancia [m]
Figura 4.11 - Campos de velocidade da mistura para diversos instantes de
tempo simulados. Regime transiente introduzido pela variagao da
velocidade da mistura na entrada do duto.
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0.99

Tempo [ms]

150
— — 300
450
4500

0.98 —

0.97 —

Fragédo volumétrica de gas [-]
1

0.96 ——= I T T T T T T T
0 2 4 6 8 10
Distancia [m]
Figura 4.12 - Campos de fragdo volumétrica de gas para diversos instantes
de tempo simulados. Regime transiente introduzido pela variacao da fracao
volumétrica de gas na entrada do duto.

380

Tempo [ms]
0

150

360 —

340 —

320 —

Temperatura do gas [K]

300 4 ———~— - —_————— \f«— —_——————-

280 T I T I T

0 2 10

Sisténcia [m]6
Figura 4.13 - Campos de temperatura do gas para diversos instantes de
tempo simulados. Regime transiente introduzido pela variagao da
temperatura gas na entrada do duto.
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380

Tempo [ms]
0

360 —

340 —

320 —

Temperatura do liquido [K]
1

300 4+ -——————Hf—————— —_————— Ut\ ————————

280 T T T T T T T T T
(1] 2 4 6 8 10
Distancia [m]

Figura 4.14 - Campos de temperatura do liquido para diversos instantes de
tempo simulados. Regime transiente introduzido pela variagdo da
temperatura liquido na entrada do duto.

As Figuras 4.10 a 4.14 sugerem que a propagacao de
descontinuidades de pressdo e velocidade da mistura se da em
uma escala de tempo diferente das demais varidaveis do
escoamento (conferir a legenda das referidas figuras). De fato, as
velocidades com as quais as informacdes do primeiro grupo sao
transportadas se aproximam da velocidade soOnica na mistura,
enquanto que as do segundo grupo sdo limitadas pelo transporte
advectivo do escoamento.

As afirmacgdes acima podem ser confirmadas através da
comparacdo entre as velocidades médias de propagacdo
observadas e as que seriam esperadas. Para o primeiro grupo
(observadas), estas sdo extraidas diretamente das Figuras 4.10 a
4.14, dividindo-se o deslocamento “nariz a nariz” de uma
perturbacdao em dois momentos distintos pelo intervalo de tempo
que 0s separa, ou seja,

T _ x(ty)—x()

//lobs n (480)
’ t,—f
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Ja o segundo grupo de velocidades (esperadas) é calculado
a partir dos valores iniciais do escoamento, dentro do intervalo de
comprimento estabelecido anteriormente, através da expressao
T _ X)) —x()
espn x(ty) 1
J. —dx

x(t) “n

(4.81)

cuja integral é aproximada por um somatorio. Os resultados sdo
mostrados na Tabela 4.7.

Tabela 4.7 - Caracteristicas do modelo: comparagdo entre os valores
observados e os esperados.

AUTOVALOR | xs5ocrapas | oBSERVADO | ESPERADO
A =U+a P, U 193,1 183,3
A =U-a P, U -158,6 -153,0
A =U a, 15,7 15,1
A, =U S, 15,5 15,1
As=U 5 15,6 15,1

Verifica-se, na Tabela 4.7, que ha uma boa concordancia
entre os valores comparados. Acredita-se que tal semelhanga sé
ndo € maior por causa dos efeitos de difusdo e dispersdo numérica
observados no modelo, que se propagam juntamente com a
perturbacao original e alteram os resultados da validagao.

4.7 SUMARIO

Neste capitulo, foram apresentados modelos homogéneos de
escoamento bifasico. Estes sdo validos especialmente em situacbes
onde as forgas de arrasto interfacial sdo dominantes de tal forma
qgue a velocidade relativa entre as fases liquida e gasosa possa ser
desprezada.

Os modelos empregaram varidveis ndo-conservativas e
foram formulados a partir das hipoteses de ndo-equilibrio e
equilibrio termodindmico, nesta ordem, cuja principal diferenca
residiu no tratamento do fluxo de calor interfacial. Ademais, o
segundo modelo se mostrou equivalente ao primeiro reduzido da
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quinta para a quarta ordem, dada a inexisténcia dos termos
associados a equacdo de conservacdao da energia para a fase
liquida. Ambos foram validados através do problema-teste do tubo
de choque bifasico, que possui solucdo exata para as condicbes de
escoamento homogéneo em equilibrio, inviscido, adiabatico e sem
a presenca de forgas de corpo. Aplicou-se um esquema de
interpolagao de segunda ordem. Os resultados concordaram bem
entre si e com a solugdo analitica.

O modelo de ndo-equilibrio ainda foi empregado na solugao
de um escoamento ascendente em duto vertical, na intencdo de se
comparar suas velocidades de propagacdo de perturbagdes com
suas caracteristicas, além de se obter uma base de comparacdo
para o modelo de dois fluidos a ser desenvolvido no capitulo
seguinte. Novamente, verificou-se que os resultados s3ao bastante
similares, apesar de os efeitos de dispersdo e difusdo numérica do
modelo dificultarem a comparagao direta das duas grandezas.



5 ESCOAMENTO BIFASICO: MODELO DE DOIS FLUIDOS

Na solucdo de escoamentos bifasicos em determinados
padroes, a diferenca de velocidade entre as fases desempenha um
importante papel. Para o arranjo anular vertical, por exemplo, a
velocidade local da mistura na regido central do duto pode ser até
10 vezes maior que a do filme de liquido na parte externa deste
(Hewitt e Hall-Taylor, 1970). Logicamente, os modelos
homogéneos desenvolvidos no capitulo anterior ndo sd&o
totalmente aplicdveis em casos deste tipo: um modelo de dois
fluidos seria mais conveniente.

Partindo desta necessidade, Wallis (1969) estabeleceu um
sistema de equacgbes que trata a conservacao da quantidade de
movimento das fases separadamente. Sua solugdo, entretanto, é
dificultada pela ocorréncia de autovalores complexos (pois
possuem uma parte imaginaria), que evidenciam a ndo-
hiperbolicidade do modelo e impossibilitam, assim, o emprego de
métodos numéricos como o SCMM. Mesmo assim, tal sistema é a
base de simuladores multifdsicos comerciais, como o SPT Olga™.
Este, por empregar volumes finitos e arranjo de malha
desencontrado, introduz no escoamento uma parcela de difusao
numérica que, embora indesejada em muitos casos, acaba por
conferir boa estabilidade ao cddigo computacional.

Posteriormente, Stadtke (2006) associou a ndo-
hiperbolicidade do modelo de Wallis (1969) ao uso de equacgdes
puramente algébricas na descrigdo das forgas interfaciais: aliados
a parcela viscosa ja conhecida, devem ser considerados ainda
termos de origem ndo-viscosa, todos expressos por meio de EDPs.
A incorporacao destes efeitos pelas equagdes de conservacao da
quantidade de movimento das fases leva a um novo sistema, com
autovalores reais e autovetores linearmente independentes. E a
descrigdo e validacdo deste modelo hiperbdlico de dois fluidos que
o presente capitulo se dedica.

Os assuntos serdo trazidos na ordem que segue: a primeira
parte da secao 5.1 repete o sistema de equagbes empregado por
Wallis (1969), exceto pela mencdo as forcas ndo-viscosas, que
serdo detalhadas em 5.1.1, e a partir das quais se obtém a forma
final do sistema hiperbdlico, em 5.1.2. Este terda suas
caracteristicas analisadas na secdo 5.2. Em seguida, na secdo 5.3,
propde-se um modelo para a forca de arrasto de interfacial, no
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caso especifico do escoamento bifasico de goticulas de liquido em
uma fase continua gasosa. As propriedades do sistema de
equacoes lineares sdo descritas de forma sucinta na secao 5.4. Ja
a secdo 5.5 trata da validagdo do modelo que, da mesma maneira
gue no capitulo 4, se dard através da solucdo do problema do
escoamento ascendente em um duto vertical. Enfim, na secao 5.6,
sdo sumarizadas as principais atividades e conclusdes do capitulo.

5.1 SISTEMA DE EQUAGOES DE CONSERVACAO

As equacbes de conservacao da massa, quantidade de
movimento e energia sdo dadas, na forma conservativa, por

d d
E((xgpg)+a—x(agngg)=O (5.1)
d d
5(“/:0/)‘*’3(“1/)11]1)20 (5.2)
ai(agngg)—i_i(agnggz)—i_aga_P:F:V—'_F;m_Fgw_agpggx (5.3)
t ox ox
a a aP nv int w
—(a,p,U,)+—(a,p,U,2)+a,—=F, +FET-F -opg, (5.4)
ot ox ox
a 8 1 int int w w
g(agpgsg)+g(0{gnggsg):i(Qg +FMAU+Q! +F'U,)  (5.5)
a a 1 int w w
g(a,p,S,)+a((l,p,U,S,)=f( ;O +F U/) (5.6)

onde F" denota as forgas interfaciais ndo-viscosas por unidade de
volume que atuam na fase k. Adicionalmente, tem-se que

F'IYIV — _Fg}’tV (5.7)
AU=U,-U, (5.8)

Seguindo um procedimento analogo ao descrito na secdo
4.1.1, deduz-se que as Equacbes (5.1) a (5.6) podem ser
expressas na forma ndo-conservativa como
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o fax at ox
d d U 59
PP s +U, % e Yol £=0
loep ot ox ‘9
0 0
ilz(a_P_FUla_P]_pl &_’_Uli +
a,”\ ot ox ot ox
(5.10)

ot ox

(plﬂl J
cp,

aU&’ aU&’ aP nv int w
a,.p, P ta, —=F"+F -F -a,p,g, (511)

( 1+U,ﬁ]+ap%=0
X

ot ox ox
aU, aU, aP nv int w

op)| =tV — |+t —=F" +F" -F -apg, (512)
ot ox ox

a.p | —L+ % i(Qlm +F"AU+Q! +FU,) (5.13)

Fslar )T, '

ds, 0s, 1

a —+U P S int + w+F U 5.14

lpl( at ! axj Tl ( Ql ) ( )

5.1.1 Modelagem das forcas interfaciais ndo-viscosas

Neste ponto do trabalho, faz-se necessario quantificar a
influéncia das forcas de natureza ndo-viscosa sobre o sistema de
equagdes de conservagdo, uma vez que as mesmas passardo a ser
incorporadas pelas matrizes de coeficientes, com vistas a garantia
da hiperbolicidade do modelo.

A modelagem descrita a seguir é abordada de maneira mais
aprofundada por Stadtke (2006). Nesta, assume-se que as forgas
interfaciais ndo-viscosas sao originadas por trés mecanismos
distintos: massa virtual, diferenca de pressdo entre fases e
interface e compressibilidade das fases. Logo, para a fase gasosa,
tem-se que
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nv o__ vm AP com,
Fr=F"+F  +F"" (5.15)

O efeito da massa virtual pode ser entendido como uma
inércia extra a aceleracdo de uma das fases, imposta pela sua
interacdo com a outra. Este termo é, portanto, dependente da
proporcdo entre as fases, do seu arranjo macroscépico e também
da variacdao de suas velocidades no espaco e no tempo. Stadtke
(2006) sugere uma expressao dada por

vm aU&’ aUé’ aIJI aUl
F"=-a,0/pc Ey +U, - -U +

ox ot £ ox
U, oU
+62AU(—g——’J:|
ox ox
que contém adicionalmente os parametros de ajuste ¢, e ¢,. O
autor salienta ainda que a incorporagdo apenas dos efeitos de
massa virtual ndo garante a hiperbolicidade do modelo para todas
as condigdes de escoamento.

O segundo termo leva em consideracdo os efeitos da
diferenca de pressao entre as fases e sua interface. Embora tal
diferenca esteja prevista nas formas mais generalistas das
equacbes de conservacao da quantidade de movimento, ela
costuma ser desconsiderada em modelos de pressdo Unica (single
pressure models), como no caso dos desenvolvidos neste trabalho.
Stadtke (2006) afirma que, caso a mesma possa Sser expressa

através de equacdes algébricas, pode-se também quantificar seu
efeito por meio de uma expressao da forma

(5.16)

o
2
FY =—c,a,a,p(AU) a—xg (5.17)
onde ¢, representa novamente um paradmetro de ajuste.
Enfim, mesmo que ainda ndao completamente compreendido,
o efeito da compressibilidade das fases é modelado por Stadtke
(2006) como sendo

comp ap ap ap ap
e 0 (2]

onde ¢, e ¢; denotam novos parametros de ajuste.
Em seguida, o mesmo autor sugere que 0s parametros
introduzidos nas Equacdes (5.16) a (5.18) sejam dados por
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¢, =k (5.19)
o -
+
¢ _Prhe (5.21)
P
+
¢, =a, 2P (5.22)
Py
+
cs =a,M (5.23)
P

O coeficiente de massa virtual k, por sua vez, é empregado
no ajuste do acoplamento interfacial da quantidade de movimento
para os diferentes padroes de escoamento. Por exemplo, para o
arranjo de gotas dispersas ou de bolhas, estima-se que valores em
torno de k=05 sejam os mais apropriados. Padrdes com
acoplamentos mais brandos refletem valores menores e, na
condicdo de escoamento homogéneo, tem-se que k — .

Para a fase liquida, semelhantemente ao arrasto interfacial,
a forca de natureza ndo-viscosa € expressa como

F" =-F" (5.24)
5.1.2 Forma final do sistema de equacdes

O vetor de incognitas U, formado pelas variaveis das
equacoes de conservagao, equivale a

=P a, v, U s, sI (5.25)
estando este associado ao sistema de equacdes dado por
gV L p (5.26)
ot ox

onde as matrizes E e F sdo dadas respectivamente por
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ag
2 pg O O
a,
o
_12 — P 0 0
a,
o, 0, XpAU
gl—2 0 a'g (pg +a,kp) —agalkp
pa,
o, 0, XpAU
— 2 0 —a,okp at(p/ +agkp)
pa,
0 0 0 0
0 0 0 0
o [BLT, )
p,

P, cp,

T,

agZQIZpAU# agalzszU ﬂl !
o - 27
@,p, 0 (5.27)
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; 28 ngg agpg
g
al_({l -pPU, 0
q
a.aU SpAU , a,pU,
F=|a +———— aga,Zp(AU) +a,okpU,
PPy - a,0,ApPAU
a,oU YXpAU ,  —a,akpU
o -—" 7 g ayp(AU) st
! £.P, g1 +a, 0, ApAU
0 0 0
I 0 0 0
0 -a,U Pgﬂng 0
s g p,
T
ap, 0 _aIUI[%J
cp,
-, o kpU 2 BT, 2 BT,
s T8 —a, U TpAU L — o o U XpAU =
+a,0,ApAU s AU 2P 7, % U Lp -
o,pU T
+ag]a,lkplUg agQa,UngAU& agan,ZpAU@
— o, aApAU Py P
(5.28)
O agngg 0
T
0 0 —a,U,[%J
cp, |
e o vetor termo-fonte C*, por
_ 0 ;
0
Fg:m _Fgw TA P8
C' = F"-F"-apsg, (5.29)

1 int in w w
T—(Qg +F"AU+Q" +F'U,)
8

Til(Q;"‘ £ +F'U,)

As novas variaveis introduzidas sdo definidas como
Ypo=p, +p (5.30)
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Ap=a,p, —a,p, (5.31)
a,pU ap U

U, = gp’2 . ’pgz ’ (5.32)

a, a,

e

2 2

a a
a, = Pss P (5.33)

p(agplalz +alpgag2)

sendo esta ultima analoga a velocidade do som na mistura para o
modelo homogéneo, conforme desenvolvido na secdo 4.1.1.
O mesmo sistema pode ainda ser expresso como

0 0 -
aU Ga_U C (5.34)
t X
onde
U, - p C; > pa, AU pa,’AU a,pa,’
11
a!s‘ a] 2
—4=—"=pa, AU U, +—5 pa, AU 5, pa,
P4, P4 PG PG
G= % 0 agpffIUg+a,plfng,
p b
2. 0 o PPz
D
0 0 0
I 0 0 0 _
a,pa,’ 0 0
a
-—4—aqpa,’ 0 0
pgag
—a PPy 0 0
g pgpl U +a plpg U 0 0
0 U,
(5.35)
0 0 U,
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pa2 ﬂgg Sg ﬁl
pgcpg plcpl

pa02( al ﬁg 8 S aé’ IB/ ]

pa’ Pyep, C p.a Py,
B P o e kp(F;” +F)-g,

C=|a,p (5.36)
1 int w w W
—Az[pg(Fl —F, )_alkp(Fg +F, )]_gx
o,p
Sg
agpg
S
B a,p ]
onde, por sua vez,
ﬁg:pg_'_kp (5'37)
P, =p tkp (5.38)
P=1p.p +kp’ (5.39)
1 int int w w
S, :T—(Qg +F"AU +QY +F'U,) (5.40)
8
=0 o 5.41
S 1 ll"lt QW FWU ( )

1

5.2 ANALISE CARACTERISTICA

Na Tabela 5.1, encontram-se listados os autovalores e
autovetores da matriz de coeficientes G .
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Tabela 5.1 - Autovalores e autovetores da matriz de coeficientes.

AUTOVALOR AUTOVETOR ASSOCIADO
- . P p
T, =[pspa()2 aga,paoz[ . R : 2]
a a
/1] — U +a pl 1 '02. 8

A T
[){—a—a, p”fg AU] [)g(—mag Pl AUJ 00
p p

2
A, =U, T,=|a,p,(AU) ag(l—a{ U” AU 00 0
a
8
A =U, T.=[0 0 0 01 0f
A, =U, 7,=[0 0 0 0 0 1]

A velocidade da mistura U e a sua velocidade de
propagacao do som a sao definidas, respectivamente, como

U=a, pif’ Ug+a,'0’A—’ZgU, (5.42)
P P

a=+a’-Aa> (5.43)

onde
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(5.44)

(5.45)

(5.46)
(5.47)

(5.48)

~ Py
2_ A2 pa02
P
AG? = o, PP g PPs (pp )
P P
e, por conseguinte,
P, =p, +kp
ps:agpl+alpg
Logo, tem-se que a matriz diagonal de autovalores A
equivale a
[U+a 0 0 0 0 0]
0 U-a 0 0 0 O
0 0 U 0O 0 O
A= &
0 0 0o u 0 0
0 0 0 0 U, O
| 0 0 0 0 0 U]
e a matriz de transformacao T, a
T:lfl 7:2 7:% 7:4 7:5 fé]

(5.49)

de maneira que a matriz de coeficientes G pode ser decomposta

em
r [7252 ] ~ . .
a( p P ap, + pPAUAa
a
a,q pA 12 - 2 pla’AU
pS plal pgag p ﬁ
A A2 2 glrs
pla-a p[fz)g AU %P ( 2t p AUJ
G, =9 P x 0.p
0 a,p?a’ —a oAU
plova 2o | |0l o)
0 0
0 L 0

(5.50)
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pla a A
o . N —ap, + pAUAa
aa pzaz P _ Py en
b, i pg“gz & A/gﬁ
R o 2 PP
[),(—a—al Pis AU] &P (“2 Ry AUJ (5.51)
G,=9, P x p,ﬁ
A A2 2 s AU
ﬁg(_a"'ag pfzpl AUJ a,p (“1 ta FE
p 0
0
0
(. 0 .
a,p,(AU)
(AU]ZJ
_a[ 1_% R
q
AU %, 5.52
G,=¢, 0 ><|:a”'2 PAU a,p, —ag@ 00 ( )
AU K :
0
L 0
a.p, (8U)
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a,|l-a,| —
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G,=o0, —AU X|:a1A2U -pAU ¢, pIApg -op 00
0 a; I
0
L 0 .
[0 00000
000 0O0D O
000 O0O0DO
G;=U, (5.54)
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(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)
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~\2 N 2
s (o -
Aq =P L2 —’Of ;J (5.64)
p ag p al
ra=a, 2P g PP (5.65)
P

Somando as matrizes associadas a autovalores de mesmo
sinal, chega-se a

U, +U U, +lU
G'=G +¢(G +G§)+L|’|(G +G,) (5.66)
1 3 5 4 6
2U .
v, -v] v, -
G =G, +——"4(G.+G.)+— U (G, +G 5.67
(646 6,46 (567)

A Equacao (5.34), portanto, pode ser reescrita como

oU oU ou -
— +G" —+G —=C 5.68
o T T T (5.68)

5.3 MODELAGEM DA FORCA DE ARRASTO INTERFACIAL

Mencionou-se anteriormente que a forca de arrasto
interfacial serda abordada para o caso particular do escoamento
bifasico de goticulas de liquido em uma fase continua gasosa, ja
que se assumiu tal arranjo durante a etapa de validacdo do
modelo (ver secdo 5.5). Assim, tem-se que

ot 1 d?
F, =_EpchTAU|AU|nd (5.69)
onde
a, 6q
n =2 2% 5.70
d Vd ’3 ( )

Portanto, da substituicdo da Equagdao (5.70) em (5.69),
resulta
3¢,

F" = EngD|AU|AU (5.71)
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O coeficiente de arrasto C,,, por sua vez, pode ser expresso
através da equacgdo proposta por Chow (1980),

RZ4 Re, <1
ezl
% 1<Re, <400
C, = Re, X (5.72)
0,5 400<Re, <3x10
3,66x107 Re, """ 3x10° <Re, <2x10°
0,18 Re, >2x10°

onde o nimero de Reynolds das goticulas Re, é definido como

AUd
Re, el (5.73)
M,

Verificando as Equacgdes (5.71) a (5.73), constata-se que o
modelo da forca de arrasto interfacial aqui desenvolvido é
inversamente proporcional ao comprimento caracteristico da
parcela liquida por uma poténcia que pode variar de 0,5725 a 2.
Desta maneira, é de se esperar que, a medida que se reduz o
valor deste Ultimo, o escoamento cada vez mais se aproxime do
observado no padrdo de névoa, descrito no capitulo 4, ndo apenas
pela semelhanga visual, mas também pelo aumento do
acoplamento mecéanico entre as fases, com a conseqliente redugdo
de sua velocidade relativa.

Por ultimo, vale lembrar que, pela terceira lei de Newton,

F™ =—F" (5.74)

5.4 IMPLEMENTACAO NUMERICA

Foi visto nas segdes 2.5.1.2 e 2.5.1.4 que a discretizagao de
um sistema de equacdes hiperbdlicas resulta em um novo sistema,
da forma

AX =B (5.75)
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Para o caso em analise, a adogdo de um esquema de
interpolagao de segunda ordem resultou, na matriz de blocos A,
em 35 diagonais contendo elementos ndo nulos. O sistema linear
sera novamente resolvido através do solver GBAND.

5.5 VALIDAGAO: ESCOAMENTO ASCENDENTE EM DUTOS VERTICAIS

A solugdo de escoamentos bifésicos transientes em dutos
verticais ja foi proposta na secdo 4.6, quando da validacdo do
modelo homogéneo de ndo-equilibrio. Conforme |1a mencionado, a
introducdo de perturbacdes no contorno deste problema nos
permite comparar suas velocidades de propagagcdo com o0s
autovalores do sistema de equacdes de conservacao, neste caso
listados na secdo 5.2. Ainda, caso o modelo de dois fluidos seja
levado a condicdo de escoamento em névoa (através do emprego
de diametros de goticula suficientemente pequenos), o mesmo
pode ser comparado de maneira direta com o desenvolvido no
capitulo anterior.

5.5.1 Descricao do problema

O problema em estudo foi detalhado na secdo 4.6.1. Para o
modelo de dois fluidos, apenas substituiu-se a velocidade da
mistura na entrada do duto U,, pelas velocidades das respectivas
fases, U,, e U,, . A Figura 5.1 ilustra novamente a geometria do
problema, bem como seus parametros de controle.
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Figura 5.1 - Geometria e parametros de controle do problema.
5.5.2 Hipdteses adicionais e condigbes iniciais e de contorno

Mais uma vez, desprezou-se o fluxo de calor que atravessa a
parede do duto, de maneira que

0" =0 (5.76)

8

Ainda, assumiu-se que as fases ndo trocam calor entre si, ou
seja,

oM =0M=0 (5.77)

4

Atribuiu-se ao modelo um didmetro de gota igual a
1x107m . Com isso, espera-se que as forcas viscosas de arrasto
minimizem a velocidade relativa entre as fases, aproximando o
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escoamento da condicdo-limite de fluxo homogéneo. O coeficiente
de massa virtual k sera abordado mais tarde, na secdo 5.5.4.

As condicOes de contorno empregadas, por sua vez, constam
nas Tabelas 5.2 e 5.3.

Tabela 5.2 - Condigdes de contorno do problema.

VARIAVEL CC NA ENTRADA CC NA SAIDA
oP - oU
P —+G —=C P=P,
ot " oox : '
oo, - U
a a,=a,, S+ GF—=C
8 8 8 at 2 ax 2
Ug Ug :Ugm aUg _.3+ ou =G,
ot ox
B U, . U
U, v =u,, a_tl Gig—ﬁl
ds, ~.oU
s s,=s,(T,,.P) £E+GI—=C
8 8 8 8 at 5 ax 5
_ ds, =.oU
Ay S,—S,(T,J.n,P) a—tl'l‘Gﬁg:Cﬁ

Tabela 5.3 - Parametros de controle.

PARAMETRO | VALOR INICIAL | VALOR PERTURBADO
P, [kPa] 500 480
a,, [-] 0,98 0,96
U, [m/s] 15 20
U, [m/s] 15 20
T,, [KI] 300 350
T,,, [KI] 300 350

Quanto as condicbes iniciais do problema, estas
correspondem a solugdo do mesmo em regime permanente e para
o conjunto de parametros listado na segunda coluna da Tabela
5.3.
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5.5.3 Malha computacional e procedimento de solugao

Discretizou-se o duto vertical em 1001 nods espacados de
10mm . O incremento de tempo utilizado foi igual a 5x107s, e a
simulagdo foi encerrada em ¢, =45s. O procedimento de

solugao,

1.

AW

para um determinado passo de tempo, € o seguinte:

Assume-se que 0S campos sao 0s mesmos obtidos no
passo de tempo anterior.

Obtém-se o vetor termo-fonte B .

Calcula-se os autovalores em cada né.

Determina-se os coeficientes de A .

Resolve-se a Equacgdo (5.75) via GBAND, de maneira a se
obter novos campos de P, a,, Ug , U, S, €8,

A partir dos campos atualizados de P, s, e s, se
determina as demais propriedades termodindmicas em
cada n6 da malha computacional, por meio de equagdes
de estado para o gas (novamente assumindo a hipdtese
de gas ideal) e para o liquido (mais uma vez fazendo uso
das subrotinas do programa REFPROP 7.0 [Lemmon,
McLinden e Huber, 2002]).

. Retorna-se ao item 2 até a convergéncia dos campos. As

tolerancias aplicadas, baseadas na diferenca absoluta das
variaveis entre iteragbes sucessivas, se encontram na
Tabela 5.4.

Tabela 5.4 — Tolerancias aplicadas na convergéncia dos campos.
VARIAVEL TOLERANCIA
P [Pa] 1x10™
a, [-] 1x10°°
U, [m/s] 1x107
U, [m/s] 1x10°®
s, [I/kgK] 1x107
s, [3/kgK] 1x1073
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5.5.4 Resultados

Os principais campos obtidos constam nas Figuras 5.2 a 5.7.
520

Tempo [ms]
0

510 —

500 —

Pressao [kPa]

490 —

480 T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10
Distancia [m]
Figura 5.2 - Campos de pressao para diversos instantes de tempo simulados.

Regime transiente introduzido pela variagdo da pressdo na saida do duto.
22

I

20 — =

Velocidade do gas [m/s]
1

Tempo [ms]
14 — 0

12 T T T T T T T T T
0 2 4 6
Distancia [m]
Figura 5.3 - Campos de velocidade do gas para diversos instantes de
tempo simulados. Regime transiente introduzido pela variagdo da
velocidade do gas e do liquido na entrada do duto.
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22

20 —//

Velocidade do liquido [m/s]
1

Tempo [ms]
0

Distancia [m]6
Figura 5.4 - Campos de velocidade do liquido para diversos instantes de
tempo simulados. Regime transiente introduzido pela variagdo da
velocidade do gas e do liquido na entrada do duto.

0.99

Tempo [ms]

150
- — 300
450
4500

098 - — ——— = — Hf—————— e &/“-' ———————

0.97 —

Fragdo volumétrica de gas [-]
1

0.96 —— T T T T T T T T

0 2 8 10

4 6
Distancia [m]
Figura 5.5 - Campos de fracdo volumétrica de gas para diversos instantes
de tempo simulados. Regime transiente introduzido pela variagdo da fracdo

volumétrica de gas na entrada do duto.
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380

Tempo [ms]

150
———— 300
360 — —— 450

4500

340 —

320 —

Temperatura do gas [K]

300 4 ————— - —_—————— \f«— ———————

280 T T T T T
0 2 4 6 8 10
Distancia [m]
Figura 5.6 - Campos de temperatura do gas para diversos instantes de
tempo simulados. Regime transiente introduzido pela variagdo da
temperatura do gas na entrada do duto.

380

Tempo [ms]
0

360 —

340 —

320 —

Temperatura do liquido [K]
1

K R e e —— _———— UN- ———————

280 T T T T T

0 2 8 10

I‘:‘)isténcia [m]6
Figura 5.7 - Campos de temperatura do liquido para diversos instantes de
tempo simulados. Regime transiente introduzido pela variagao da
temperatura do liquido na entrada do duto.
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Pode-se perceber nestas figuras que, a exemplo da
validagdo realizada na secdo 4.6, as velocidades de propagacao
das variaveis P, U, e U, sdo de uma ordem de grandeza
superior as observadas para a,, s, € s,. Analisando mais
precisamente as Figuras 5.3 e 5.4, vé-se que o didmetro de gota
adotado realmente tornou desprezivel a diferenca de velocidade
entre as fases, de sorte que os resultados obtidos nesta secdo
podem ser comparados com os levantados para o modelo
homogéneo de n&do-equilibrio termodindmico, na secdo 4.6.4. E
desejavel, portanto, que o modelo de dois fluidos apresente
velocidades médias de propagacdo semelhantes as observadas
neste. Estes dois grupos de valores, calculados pela Equagao
(4.80) podem ainda ser confrontados com as velocidades que
seriam esperadas, de acordo com a Equagdo (4.81). Tal
comparacado é feita na Tabela 5.5.

Tabela 5.5 - Velocidades de propagacgao: comparacdo entre os valores
observados e os esperados.

VELOCIDADE DE VALOR OBSERVADO VALOR
PROPAGACAO Dois fluidos Homogéneo ESPERADO
U+a 201,7 193,1 183,3
U-a -170,1 -158,6 -153,0
U, 15,5 15,6 15,1
U, 15,6 15,6 15,1

Da Tabela 5.5, constata-se que os resultados numéricos
concordam bem entre si e com os valores esperados.

O coeficiente de massa virtual k, por sua vez, sabidamente
influencia o calculo da velocidade do som na mistura, descrita pela
Equacdo (5.43). Tal dependéncia é ilustrada na Figura 5.8, para os
valores dos demais pardmetros necessarios para o seu coémputo
tomados na entrada do duto.
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360

320 —

280 —

240 —

Velocidade do som na mistura [m/s]

200 —

160 T lllllﬂ] T llllml T lllllﬂ] T lllllﬂ] T lllllﬂ] T lllllﬂl

0.01 0.1 1 10 100 1000 10000
Coeficiente de massa virtual [-]

Figura 5.8 — Velocidade do som na mistura em fungdo do coeficiente de
massa virtual. Valores baseados nas propriedades na entrada do duto.

Entretanto, se confrontados com as velocidades
efetivamente observadas, verifica-se que estes valores ndo se
confirmam na pratica: pelo contrério, parecem ndo interferir na
solugdo do escoamento, conforme mostra a Tabela 5.6.

Tabela 5.6 - Velocidades de propagagdo: comparagdo entre os valores
observados e os esperados.

VELOCIDADE DO SOM [m/s]
MODELO
Valor observado Valor esperado
Dois fluidos (k =0) 185,9 347,2
Dois fluidos (k =10) 185,9 267,8
Dois fluidos (k =1x10°) 185,9 168,2
Homogéneo 175,9 168,1

Tal fato, agravado ainda pela auséncia de resultados
experimentais que expressem o coeficiente k em funcdo das
propriedades do escoamento, bem como pelo grande esforco
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algébrico que a ndo-nulidade deste adiciona na etapa de
decomposicdo da matriz de coeficientes (e que ndo é requisito
para a garantia de hiperbolicidade do modelo), representa um
desestimulo para a inclusdo dos efeitos de massa virtual em
modelos futuros que lidem com escoamentos envolvendo a
dispersdo da fase liquida na fase gasosa sob a forma de pequenas
goticulas, como é o caso do escoamento anular. E por isso que, no
capitulo 6, tal mecanismo passara a ser desprezado. Entretanto,
sabe-se que o efeito de massa virtual é de extrema relevancia
para outras configuracbes de escoamento bifasico em regime
transiente ndo abordadas no presente trabalho (Geurst, 1985).

5.6 SUMARIO

Neste capitulo, foi desenvolvido um modelo transiente de
dois fluidos. Embora possa ser empregado na solugdo de
escoamentos bifasicos de padrBes diversos, viu-se que este é
especialmente apropriado para arranjos onde a diferenga de
velocidade entre as fases é expressiva e relevante, de modo a
restringir a aplicabilidade dos modelos homogéneos (como no
escoamento vertical anular, por exemplo).

O modelo foi formulado a partir da condicdo de nao-
equilibrio termodinamico, utilizando varidaveis ndo-conservativas.
Especial atencdo teve de ser dada as forcas interfaciais que se
somam as de origem viscosa e aos mecanismos que as originam:
massa virtual, diferenca de pressdo entre fases e interface e
compressibilidade das fases. Estas foram expressas por meio de
EDPs e incorporadas pela matriz de coeficientes, a fim de garantir
a hiperbolicidade do sistema de equagdes e permitir, portanto, a
aplicagdo do SCMM.,

A exemplo do capitulo anterior, a validagcdo se deu através
do problema-teste do escoamento ascendente em um duto
vertical. O modelo (que empregou um esquema de interpolacdo de
segunda ordem, diga-se) foi levado a condicdo de escoamento em
névoa, através da adogdo de um didmetro de particula reduzido,
de maneira que os resultados puderam ser comparados
diretamente, apresentando boa concordancia. Constatou-se ainda
que, para o caso analisado, os valores atribuidos ao coeficiente de
massa virtual k£ ndo tiveram influéncia sobre a simulacdo. Mesmo
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que isto talvez ndo fosse verificado em outras situacdes, a
auséncia de resultados experimentais que expressem tal
coeficiente em funcdo das propriedades do escoamento, aliada ao
esforco algébrico que a ndo-nulidade deste adiciona na etapa de
decomposicao da matriz de coeficientes, mostraram que a sua
inclusao nao representa um ganho significativo.
Conseqlientemente, tal mecanismo passara a ser desprezado no
capitulo seguinte.



6 ESCOAMENTO BIFASICO DE PADRAO ANULAR

Neste capitulo, o modelo de dois fluidos proposto por
Stadtke (2006) sera aplicado na solugdo de escoamentos bifasicos
de padrdo anular. Tal arranjo é geralmente o que preenche o
maior trecho da coluna de producdo em pocgos verticais de gas
Umido, dados os valores de velocidade superficial que sdo
impostos a fase gasosa nestes casos. Isto ocorre ndo somente
pelas elevadas vazdes de produgdo (que chegam a ordem de
1x10°m*/d em condigdes-bésicas), mas também por limitacSes
ao diametro da coluna, uma vez que valores superiores a 6pol
(0,1524m) dificilmente seriam comportados por um pogo
convencional. Logicamente, também outros padrées podem ser
observados em determinados trechos do escoamento (como na
parte mais a montante da coluna de producdao) ou em certos
instantes de tempo (ap6s mudancas nas condigdes operacionais do
pogo, por exemplo).

Os assuntos foram organizados da seguinte forma: na segao
6.1, faz-se uma descrigao sucinta do padrdao de escoamento em
analise, jd@ enumerando os mecanismos de transporte intrinsecos
do arranjo. Estes serdo consolidados na secao 6.2, juntamente
com os demais termos das respectivas equagdes de conservacao.
Ainda nesta parte do trabalho, faz-se a modelagem das forcas
interfaciais de origem ndo-viscosa. Em seguida, na secdo 6.3, o
sistema de equagbes obtido terd suas caracteristicas analisadas. Ja
a secdo 6.4 é dedicada a modelagem dos ja citados termos de
transporte da massa, quantidade de movimento e energia. As
propriedades do sistema de equacgdes lineares encontram-se
descritas na secdao 6.5. Na secdo 6.6, por sua vez, trata-se da
validacgdo do modelo proposto, aqui denominado HyTAF
(Hyperbolic Transient Annular Flow), a ser efetuada através da
solugcdo do escoamento ascendente em um duto vertical. Também
sera empregado nesta etapa o programa GRAMP2 (Generalized
Runge-Kutta Annular Flow Modelling Programme - v.2), de autoria
de Barbosa e Hewitt (2006). Por Ultimo, na secdo 6.7, sdo
sintetizadas as principais atividades e conclus6es do capitulo.
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6.1 DESCRICAO DO PADRAO DE ESCOAMENTO

A Figura 6.1 ilustra as principais caracteristicas do
escoamento em analise. Conforme pode ser visto nesta, a fase
liquida presente no escoamento tende a formar um filme, que
molha as paredes do duto e escoa a baixas velocidades. O gas, por
sua vez, se encontra na regido central da tubulagdo e flui a uma
velocidade maior.

Liquido entranhado

Figura 6.1 - Geometria do padrdo de escoamento anular e fenémenos
interfaciais associados.
Fonte: BARBOSA, 2001 (adaptado)

Devido a intensa turbuléncia inerente a este padrdo, surgem
instabilidades na superficie do filme, dando a este um aspecto
ondulado. Tais perturbagdes propiciam o desprendimento de
goticulas de liquido, que escoardo juntamente com a fase gasosa
na regido central da tubulacdo, caracterizando o fendémeno de
entranhamento. Apds viajarem por um tempo com o gas (e a uma
velocidade tal que o escorregamento entre estas fases € minimo),
as goticulas podem vir a fazer parte do filme novamente, em um
fen6meno que se denomina deposicdo.



137

No filme, atuam duas tensdes cisalhantes: a primeira,
causada pela presenga da parede do duto (7,), atua contra o
escoamento do liquido; a segunda, gerada a partir do arrasto
viscoso com a parcela de gas (7, ), atua no sentido do
escoamento desta ultima, sendo ascendente, portanto.

Por fim, a fase gasosa troca calor tanto com o liquido
entranhado quanto com o que forma o filme, e este Ultimo pode
ainda trocar calor com a parede do duto.

6.2 SISTEMA DE EQUACOES DE CONSERVAGAO

As equacbes de conservagdo da massa para o gas, o liquido
entranhado e o liquido na forma de filme, podem ser expressas,
respectivamente, como

0 0

E(Qgpg)Jfa—x(%PgUo):O (6.1)
O lap)+Llap,)=M, - (6.2)
at el”e ax ele™ ¢ e f
0 0
g(a.f’p.f’)-’-a(afpf[]f):Mf -M, (6.3)

onde M, representa a taxa de entranhamento, e M ,, a taxa de

deposigao.

Apos se expandir as derivadas das EquacGes (6.1) a (6.3) e
aplicar sobre estas relagdes de estado termodindmicas, as mesmas
assumem uma forma ndo-conservativa, dada por

o Ja o
> (a—P+UL,a—PJ+pg —+U, —% |+
a, ot 0x ot ox

-a, pgﬂng asg +Ucas_g +a,p, aU(- =0
cr, ot ox ox

(6.4)
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a, (8P+U a_Pj_pg(aae U aag}r

o\ Cax a - ox
BT\ P U 6%
p(’ e e SE SE C
—q | FEee U, —<=M,-M,
a{ cp, J( ot TV BxJ-‘_%pe ox ‘ !
a, (oP oP Jda, Jda,
LIl —+U, — — v, —L
a/(aﬁ fax]“)f( o 0 T )T
B.T, \d p) U (6:6)
Yo N N
o e R P

Se analisadas de maneira separada, as equacgbes de
conservagdo da quantidade de movimento do gas e do liquido
entranhado equivalem a

a a aP nv int
E(cxgngc)+a—x(agng02)+agaz M+ FM—a,p,8,  (6.7)
) 0 > oP
— U, )+— U —=M,U,.-M.U
at (aepe c)+ ax (aepe c )+ ae ax e f f~c + (68)

+ Fenv + Fein‘ - ae pe g.’C

Entretanto, uma vez que se desprezou a diferenga de
velocidade entre as fases em questdo, € mais vantajoso trabalhar
com a soma das Equacoes (6.7) e (6.8), 0 que resulta em

2(aclo('[]c )+i(a(p(UL2 )+ ac ?)_i = MeUf _MfUL +

ot ox (6.9)

nv int
+FC +F(’ _a(‘p(,’g.’(
sendo uma representacdao da conservacdao da quantidade de

movimento da mistura entranhada, portanto. A fracdao volumétrica
e a massa especifica desta mistura foram definidas como

o, =a,+a, (6.10)
o +
P. :M (6.11)
(0%

c

A conservacdao da quantidade de movimento para o liquido
em forma de filme, por sua vez, pode ser postulada como
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d d oP
_(afprf )+$(afprf2)+ a; E MU -M,U,

ot (6.12)

nv int w
+F +F" -F ' —a;p;8,

Enfim, da expansdo das derivadas temporais e espaciais das
Equacdes (6.9) e (6.12), obtém-se

ot ‘< ox ¢ ox

U, U, oP .
ap; py +Uf? +af§=MfAU+Ff + (6.14)

1 oU ;
acpc( “+U —"]+0{,a—P=—M£,AU+FC”V+FC‘“t -a.p.g, (6.13)

+FY—F —a,p;g,
onde
AU=U,-U, (6.15)

Ja as equacdes de conservacdo da energia para as trés fases
do escoamento sdo dadas por

d LUl e U’ dax
c . U h c P 8 —
o [Cb’ pg[ 5 J +ax agpg L( g + > ]jl+ % (6.16)

:_th anl + Fth _agngLgX

d vl o U’ oa, _
= at’ p(.’ eE + + = a{.’ p(.’UL' hE +
ot 2 ox 2 ot

- o . (6.17)
) U
:Q;“‘—aepechx+Me(hf+Tfj—M{hg+ 2“ J

3 v\l o U,’ 00
—at[afpf[ef+—2f H+—ax[afprf[hf+—2f HHD_ Loy
(6.18)

w int Ucz Ufz
+OQ/+F U, —a,pU;g +M,| h,+ 5 -M, hf+7

Estas, apdés alguma manipulagdo algébrica, podem ser
reescritas na forma ndo-conservativa em fungdao de suas
respectivas entropias, resultando em
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os, s,
a,p, 7+U(_a—x =Sg (6.19)
s Os
C+U —= =S 6.20
aﬂ’pf( at c axj e ( )
ds, s,
(prf 7+Ufa—)'c :Sf (6.21)
onde
_ 1 ( int int int )
s, =——lor+or +rrav (6.22)
8
Qim M (AU)2
S, =——+—"|\h, —h, )+ 6.23
e Tg Tg {( f e) 2 ( )

e . M AU)?
S, =T—(Q'fm +Q; +F/U, )"'T_f{(hg _h.f’)"'% } (6.24)
f f

6.2.1 Modelagem das forgas interfaciais nao-viscosas

Conforme foi exposto anteriormente no capitulo 5, assume-
se que a parcela ndo viscosa das forcas interfaciais é devida aos
efeitos de massa virtual, diferenca de pressdo entre fases e
interface e compressibilidade das fases, o que, para a mistura
entranhada, equivale a

Fﬂnv — Fﬂvm + FCAP + Fﬂc()mp (6.2 5)

No escoamento analisado, entretanto, estas trés
contribuicGes tiveram de ser readequadas. Isto porque, ao invés
de um contato entre liquido e gas, a interface em questdo separa
agora a fase liquida de uma mistura homogénea, esta composta
por uma dispersdo de liquido em gas. Também se desconsiderou a
contribuicdo do coeficiente de massa virtual k£, em parte pela nao
compreensdo de como associa-lo aos parametros do escoamento,
e também pela dificuldade que este parametro acrescenta a etapa



141

de divisdo da matriz de coeficientes. Isto exposto, as trés parcelas
supracitadas foram modeladas como

oU, JU,
F" =a a,ApAU| —& ——— 6.26
C cf p ( ax ax J ( )
AP 2 aaf
FY =a,a,2p(AU) —= (6.27)
ox
o, (9d 0
Ff =—a 0 ZpAU| — &+U(,& +
p.\ or ox
S ) (6.28)
a
LA +U, 9P|, % ﬁ+Ufﬁ
p.\ ot ox p,\ ot Toox
onde
Tp=p.+p, (6.30)
Por ultimo, tem-se que
F/" =—F" (6.31)

6.2.2 Forma final do sistema de equagobes

Partindo das Equacdes (6.4) a (6.6), (6.13), (6.14) e (6.19)
a (6.21), e empregando ainda a relagao

oa, =-da, —oa, (6.32)
pode-se construir um vetor de incdgnitas dado por
v=lp @, a v, U, s, s s, (6.33)
de modo que as equacgdes supracitadas sejam expressas como
gV g e (6.34)
ot ox

onde
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T
pg 0 0 0 _ag %
Cpg
-p. —p. 0 0 0
0 p, 0 0 0
a pT
0 0 ap 0 -aapAU LN
Cpg
a,pT
0 0 0 ap, aoZpAU @
cp,
0 0 a,.p,
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 i
_a{pg/fgc 0
Cp(’
0 —a, pBT,
cp,
a.p.T
- a,a,LpAU apI. - a,a,LpAU LI
' cp, ' cp,
BT (6.35)
o
aca,ZpAU[afﬂ”Tf] a.a,LpAU| L
' cp. ' Py
0
a8p8 0
0 Py i




143

a,U,
L: 2( p"'Ul 0 P, 0
8
O!Bli ¢ -p,U. -p,U, a.p, 0
at’
U, 0 U 0 .
a’ Pty Py
7
a.a,UXpAU apU, +
F= C+% 0 —CICOI/Zp(AU)Z Y .0, ApAU
PPy —-a.a,ApAU
a.o,U XpAU a.oU. +
a, _&aY.apAt 0 a(apr(AU)z 0,0, ApAU PV
PPy - a.0,ApAU
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
L 0 0 0 0 0
T _
_agU( pgﬂﬁ’ 8 0 0
cp,
0 _aqu|PPL 0
Cpg
T
0 0 _anf %
‘ Py
%Pl a,B,T, )| (6.36
-a.0,UXpAU A —d(.de(EpAU[MJ -a.a,U,XpAU L ( )
; cp, cp, p,
a,pT a. B.T
a{an(,EpAU[”ﬁH] a{an(ZpAU[MJ a"anprAU[fﬁ”J
Cpg Cpg J J Cp/
aﬁ’pRUC
0 apU, 0
0 0 ap,U,
_ 0 ~
M, —Mf
Mf -M,
int
S v (6.37)

M,AU+F™"~F'~a,p,g,
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_az?prc +afchf

.= 5 5 (6.38)
a, a;
p=a.p.+a,p;, (6.39)
2 2
p.a. psa
a, = L (6.40)
p(acpfaf + afpcac )
Por conseguinte, estabelece-se que
2 2
o a a
ac: cpg g pe e (641)

plapa’ +ap.a,’)
O sistema descrito na Equacao (6.34) pode ainda ser

expresso como

oU . oU -

—+G—=C (6.42)

ot ox

onde

2( ) S S M,-M, S M,-M,
pay | e, +&, )k, S, —€,| kS, +———|-€,| K, e

2 Me _Mf Me _Mf
pa," | —€,Kk,S, —& K(S(+7+(€g+€(, K S, —————
p. Py

SR N VN X T LI (VR v |
2 : P, P,

Pe

o))
I

ini w 1 1
{Ff F; +MfAU—acaprAU[p—pJ(Mf -M, ):|—gx
f e

O Py

a.p, (6.43)
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(U, +&U,)pa) 0 — pa,’AU
£.€,pa)AU U, &,pa,’ AU
—e£,p0)AU 0 (U +&U,)pa,’
L 0 0
G = pc
1
— 0 0
Py
0 0 0
0 0 0
I 0 0 0
acpao2 afpaoz 0 0 0]
€ az—apaz) —ea,pa, 0 0 0
gV gg /770 g %0
£,a,pa, eapa, 0 0 0
(04 .
aU +aU; —f—'L)fAU 0O 0 O
‘ P.
EPAy qU.+aU, 0 0 0
Py '
0 0 U 0 0 (6.44)
0 0 0 U 0
0 0 0 0 U, |
e, para uma dada fase k,
T,
X, _ AT (6.45)
PPy
g =% (6.46)
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6.3 ANALISE CARACTERISTICA

Os autovalores e autovetores da matriz de coeficientes G
encontram-se listados na Tabela 6.1.

Tabela 6.1 — Autovalores e autovetores da matriz de coeficientes.

AUTOVALOR AUTOVETOR ASSOCIADO
I p.pa,’ 11
= 2 P4, 2
= a Lkl R R _
/11 =U+a L] 2o o\ Pr pgagz <y Pl afz a(,2

p,la—a,AU) p.(a+a.AU) 0 0 Of

[}

N

2
2 P, Pa, 2 1 1
p.pa, o |p, -2 —aa, pa’| ———
A, =U-a e 5[ ! pgagzj T [a ? azj

! ¢

—p,la+a,AU) - p (a-a.AU) 0 0 O

2
T,=|a,p,AU* 0 af[l—afAL] 0

A, =U, af2
AU 0 0 of
2 2
I,=|a.p AU «, I—M —all-a, AUZ
/14:Uf \ pgag a.
-AU 0 0 0 o]
A =U, T.,=[0 1 0 0 0 0 0 Of
A =U, T,=[0 0 0 0 0 1 0 0
A =U, T,=0 0 0 0 0 010

A =U, T,=[0 0 0 0 0 00 1
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A velocidade da mistura U e a velocidade de propagacao do
som nesta a sdo expressas por

U=aU, +o,U, (6.47)
a=\a*-a.a (AU) (6.48)
onde
G = PuPas” (6.49)
PPy
Ainda,
P, =0.p,+ap, (6.50)
Por sua vez, a matriz diagonal de autovalores A equivale a
U+a 0 0 O O O 0 O]
0 U-a 0 O O 0 0 O
0 0 uv. 0 0 0 0 O
Ao 0 0 o v, 0 0 0 O (6.51)
0 0 o o0 u., 0 0 O
0 0 0o o o0 U, 0 O
0 0 o o0 o o0 U, O
0 0 6o 0 0 0 0 U,
e a matriz de transformacao T, a
=l 7 7, 7, . T, T, T (6.52)

Desta maneira, é possivel decompor a matriz de coeficientes
G em
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G, =9

G,=9,

G,=¢,

alﬁ’

P,

p.a+p AUAa
0
— p,pa,’ AU
a.p. (pfa22 + p.aAU
a,p,\p.a’ - paAU

o O

o

p.pay’
(pfps'agz _psp%z)

2

- p,a+ p,AUAa
0
- pxpa02AU
acpz: fa22 _psaAU

a
Pf(—a—afAU) X O‘fpf(/—’(,alz+psaAU
p.(-a+a.AU) 0
0 0
0 i 0
0 .
a.p,(AU) oAU T
O .2
[ af(AU)z} 0
o, l-——
a, -p. AU
0 x| a.p.
AU a.p,
0 0
0 0
0 . 0

(6.53)

(6.54)

(6.55)



G; =9,

G4:¢4

S O O O o O

1 1

a,p, AU -
! [pga,f p.a’

as

a,p AU
+ %P —|1
p.&’aﬁ

fafAU

PP

2
a,pa,

p‘,AU[I -

a,p.(AU)’ 1

.&’aﬁ

1 a,
ap. = p.p;|—-— |AU)
pa

1 o,
—appt “//’/2[ _lz](AU)z

S O O O O O o O
SO O O O O O o O
SO O O O O O o O
SO O O O O O o O

pa,’

S O O O O O o O
S O = O O O O O
SO O O O O O o O
SO O O O O O o O

_%mmﬂ
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(6.56)

(6.57)

(6.58)
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000 O0O0OO0OODPO
00 0O0OO0OO0OO OO
00 0O0O0OO0OO OO
000 O0O0OO0OO OO
G,=U,
00 0O0O0OO0OOU OO
000 O0O0OOO OO
00 0O0OOT1FPWO
00000 O0O0 0f
(000000 0 O]
00O0O0O0OO0OTUODO
00O0O0O0OO0OTUODO
00O0O0O0OO0OTUODO
G,=U,
00O0O0O0OO0OTUODO
00O0O0O0OO0OTUODO
00O0O0O0OO0OTUO0ODO
000000 O0 1]
onde
2 2
a* —a.a, (AU) + aAUAa
g = +a) IO
Zapcpfpsa3 a4
al-aa, (AU) —aAUA«
(/)2=—(U—a, 7 >
2ap . p;p,ay°a,
pa()zUc
Q=
PP sas AU
paosz
Oy ="
p.pra, AU
paozUc

T pcpfa32AU

e, adicionalmente,

(6.59)

(6.60)

(6.61)

(6.62)

(6.63)

(6.64)

(6.65)
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a’ =a® - (@, AU) =L Py (6.66)
p.

a,’ =a’—(a,AU) L= (6.67)
A Py

a0 =a’—(a,AU) (6.68)

a,’ =a’—(a.AU) (6.69)

Aa = pa,’ (6.70)
. pfaf

Aa=a; -q, (6.71)

Por fim, somando as matrizes associadas a autovalores de
mesmo sinal, obtém-se
U, +U, Uf+|Uf|
—(G3+G5+G6+G7)+—2U (G, +G,) (6.72)
;

G =G, +

- U£_|Uc
G =G, +——
2U

U, -u
(G,+G,+G,+G,)+ szM(G“ +G,) (6.73)
c f

possibilitando, assim, reescrever a Equagdo (6.42) como

oU 16 U U =C (6.74)
o ox ox

6.4 MODELAGEM DOS TERMOS DE TRANSPORTE

Conforme foi mencionado no inicio do capitulo, a modelagem
de escoamentos bifasicos de padrdo anular exige a representacgdo
de uma série de fendbmenos: as taxas de entranhamento e
deposicdo sdo responsaveis pelo transporte de massa entre as
fases de liquido entranhado e de filme, além de influenciar
decisivamente o transporte das demais grandezas; as forgas de
arrasto interfacial e de cisalhamento com a parede do duto sdo
relevantes para o transporte da quantidade de movimento e, em
menor grau, para o da massa; menos importante, o calor trocado
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por conveccao entre as fases influencia no transporte da energia, e
nem sempre é considerado. Sobre estes, sera discorrido a seguir.

6.4.1 Transporte da massa

A modelagem das taxas de entranhamento e deposicdo sera
efetuada através do meétodo proposto por Govan et al. (1988).
- int

Neste, a vazdo massica de liquido que deixa o filme m)" é dada

por
0 U, <U

crit

(6.75)

crit

. int __

2 3
e s a, p, D
575x107a, ng(\[—z

e O

0,316
v,-u,V U, >U
I crit I

sendo a velocidade critica U . calculada através da relacdo

crit

U,, = ad exp 58504+ 04249 2% /ﬁ (6.76)
a;p,D Hy \ Py
E possivel demonstrar que
4a. .
M, == (6.77)

Ainda segundo Govan et al. (1988), a vazao massica de
liquido que aporta no filme equivale a

my' =k, C (6.78)

onde o coeficiente de deposigdo k, € dado por

0,5
O,ISS(L] £ 03

D
k- Ps Pe (6.79)

f 0.5 p) 0,65 c
0,083 —2— [—g] =~ 03
p.D) \C)  p,
e a concentracdo de goticulas de liquido C, por

:a(’p(’
a

c

c (6.80)
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Novamente, pode-se demonstrar que

4)a, .
=5 —my (6.81)

f

6.4.2 Transporte da quantidade de movimento

A forga de cisalhamento exercida pela parede do duto sobre
a fase de liquido em forma de filme serd expressa, por unidade de
volume, como

F!'=—1 6.82
f D" ( )

onde a tensdo cisalhante 7, é, por definicdo,
1
T :Eprf|Uf|Uf (6.83)

Por sua vez, o coeficiente de atrito com a parede f, pode
ser calculado, segundo Kosky e Staub (1971), pela expressao

;—6 Re, <50
e }
f
o= % 50 < Re, <1483 (6.84)

f

0,081
W Ref >1483
f

onde o numero de Reynolds do filme de liquido Re, equivale a
_apU,D

, (6.85)
Hy

Re

Por conseguinte, a forca de arrasto por unidade de volume
que atua na interface do filme de liquido com a mistura
entranhada F." sera expressa por

 4fa
Fm =T‘ (6.86)
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onde
Tint = _%fintpc a(?U<?|acU(> (6'87)
De acordo com Wallis (1969), o coeficiente de atrito
interfacial f,, pode ser obtido através da expressédo
f = 1. [1+180(1—,/05€ )] (6.88)
onde, para escoamentos turbulentos, tem-se que
0,079
Jo= g om (6.89)

sendo o nimero de Reynolds da mistura entranhada Re, definido

como
a.p U.D
Re, = ZP2LE (6.90)
My
Enfim, para a fase de liquido em forma de filme,
F" =—F™ (6.91)

6.4.3 Transporte da energia

A exemplo dos capitulos anteriores, o acoplamento térmico
entre as fases sera modelado através da lei de resfriamento de
Newton. Logo, na interface do liquido entranhado, constata-se que
(6.92)

in 6“(’
Q" = Thg,p (Tg -T,)
Semelhantemente, para a interface do liquido em forma de

4«/0‘—ch 1))

jS‘m ZT g,f( g

filme, obtém-se
(6.93)

e hg,f

(6.92) e (6.93), h,,
por

representam os coeficientes de transferéncia de calor
convecgdo entre o gas e o liquido entranhado e entre o gés e o
filme de liquido, respectivamente.

Observe que, nas EquacOes
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6.5 IMPLEMENTACAO NUMERICA

A forma discretizada da Equacao (6.74) resulta em um novo
sistema (ver secdes 2.5.1.2 e 2.5.1.4), dado por

AX =B (6.94)

Salienta-se que, para o modelo de escoamento anular, a
adocdo de um esquema de interpolacdo de segunda ordem
resultou em 47 diagonais contendo elementos ndao nulos na matriz
de blocos A . Este sistema linear serd mais uma vez resolvido
através do solver GBAND.

6.6 VALIDACAO: ESCOAMENTO ASCENDENTE EM DUTOS VERTICAIS

Conforme foi visto nas secdes 4.6 e 5.5, o problema-teste
do duto vertical possibilita a comparagdo direta das velocidades de
propagacao do modelo de escoamento com os autovalores do
sistema de equacOes de conservacdo que o compdem. Para tal,
basta variar os parametros prescritos no seu contorno. Nesta
secdo, serao ainda analisados o0s escoamentos em regime
permanente associados a estas perturbagdes, ou seja, os
escoamentos estabilizados que as precedem e os que as sucedem.
Os campos assim obtidos poderdo entdo ser validados via
comparagao com os calculados a partir do programa GRAMP2.

6.6.1 Descricao do problema

O problema em estudo consta de um duto vertical de 20m
de comprimento e 0,0508m (2pol ) de didmetro. Pelo seu interior
escoa, no sentido ascendente, uma mistura bifasica de agua e ar
em arranjo anular. A Figura 6.2 ilustra a geometria do problema e
seus parametros de controle. Conforme pode ser visualizado nesta,
é provavel que, nos primeiros metros a partir da entrada do duto,
ocorram variagoes bruscas de fracdo volumétrica e velocidade das
fases, ao que se denominou regido de estabilizacdo: tal evento é
decorrente da natureza dos parametros e dos valores atribuidos a
eles neste contorno do problema. Ao contrério de modelos
classicos do escoamento anular (Hewitt e Hall-Taylor, 1970; Govan
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et al., 1988; Barbosa e Hewitt, 2001a,b; Kishore e Jayanti, 2004),
que fazem uso de uma relagdo de equilibrio dinamico local entre a
espessura do filme, a vazdo de liquido no filme e o gradiente de
pressao (a chamada relacdo triangular de Hewitt) e tém como
parametros independentes a pressao e as vazdes das fases e como
dependentes a propria espessura do filme, a fracdo volumétrica de
gas e as velocidades das fases, no presente modelo, grandezas
como as fragdes volumétricas e as velocidades podem ser
atribuidas de forma independente no contorno. A escolha por esta
forma de se atribuir o valor das variaveis simplifica a resolucdo das
EDPs, porém pode levar a resultados que ndo correspondam a
uma situagdo de equilibrio dinamico local. De qualquer modo, no
trecho seguinte a entrada, as taxas de entranhamento e
deposicao, em conjunto com as forgas de cisalhamento, atuam de
forma a compensar este desequilibrio, estabilizando o escoamento.

P B
out %s
e
o
.
3
o
s
w 8
s
.
®a
°
.
°
.
e
o
o
%a
E 0®
Q o
N 2w
24 o °
2.in W°
N
(’éf i o ®
i
U .
~ein
o
U ¢
= fan o
T ° Regido de
g.in 2
A estabilizacao
T;z,m .
Tf,m | 0,0508m
| 0.0508m

I

Figura 6.2 - Geometria e parametros de controle do problema.
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6.6.2 Hipdteses adicionais e condigGes iniciais e de contorno

A exemplo dos problemas anteriores, o fluxo de calor que
atravessa a parede do duto foi desprezado, de maneira que

07 =0 (6.)

Assumiu-se ainda que as fases nao trocam calor entre si.
Logo,

ant — anl — 0 (6.)

As condicOes de contorno empregadas, por sua vez, constam
nas Tabelas 6.2 e 6.3. Esta Ultima, a exemplo das validages
efetuadas nos capitulos anteriores, traz os valores dos parametros
utilizados para induzir respostas transientes no escoamento, que
pode se dar, por exemplo, a partir de uma redugdo de pressdo na
saida do duto, ou de um aumento de velocidades ou temperaturas
na entrada deste.

Tabela 6.2 - Condigdes de contorno do problema.

VARIAVEL CC NA ENTRADA CC NA SAIDA
oP - oU
P —+G —=C P=P,
ot ox !
Jda, ~. oU
a a,=a,, L+G;—=C
8 8 8 at 2 ax 2
Jda, -, U
o a, =a,, —L 4G —=cC
f f f ot 3 o 3
oU, ~.0oU
U( U( :Ucin — G+_:C
' ot Y ox !
U, .30
Uf U Ufm —L s = =G
ot ox
ds, ~.oU
Ky —S( ins ) g+G+— C
8 g 8 at ax 6
ds, =.oU
se S _s(xm’P) F+G+_ C
ot ox 7
ds, ~,oU
s s, =s,{T,,.P) I +Gr=—==C
f f S ot 8 o 8
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Tabela 6.3 - Parametros de controle.

PARAMETRO VALOR INICIAL VALOR PERTURBADO
P, [kpa] 500 480
a,,, [-] 0,975 0,950
a,, [-] 0,024 0,048
U, [m/s] 12 15
U, [m/s] 12 15
T,, [K] 300 350
T, [K] 300 350
T, [K] 300 350

As condigdes iniciais do problema correspondem a solugdo
do mesmo em regime permanente e para o conjunto de
parametros listado na segunda coluna da Tabela 6.3.

6.6.3 Malha computacional e procedimento de solugao

O duto vertical foi discretizado em 2001 nés, espacados
uniformemente de 10mm . Utilizou-se um incremento de tempo
igual a 2x107°s, e a simulagdo foi encerrada em ¢, =10s. O
procedimento de solugdo, dentro de um determinado passo de
tempo, consiste das seguintes etapas:

1.

uhwnN

o

Assume-se que 0S campos sao 0s mesmos obtidos no
passo de tempo anterior.

Obtém-se o vetor termo-fonte B .

Calcula-se os autovalores em cada né.

Determina-se os coeficientes de A .

Resolve-se a Equagdo (6.94) via GBAND, de maneira a se
obter novos camposde P, a,, a,, U, ., U;, s,, s, e s, .
A partir dos campos atualizados de P, Ser S, € S, sao
determinadas as demais propriedades termodindmicas
em cada ndé da malha computacional, por meio de
equacoes de estado para o gas (mais uma vez assumindo
a hipdtese de gas ideal) e para o liquido (fazendo uso das
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subrotinas do programa REFPROP 7.0 [Lemmon,
McLinden e Huber, 2002], novamente).

7. Retorna-se ao item 2 até a convergéncia dos campos. As
tolerancias aplicadas, baseadas na diferenca absoluta das
variaveis entre iteracbes sucessivas, se encontram na

Tabela 6.4.
Tabela 6.4 — Tolerancias aplicadas na convergéncia dos campos.

VARIAVEL TOLERANCIA
P [Pa] 1x10°®
a, [-] 1x10*
a [-] 1x10*

U, [m/s] 1x10°®

U, [m/s] 1x10°®

s, [I/kgK] 1x10™

s, [3/kgK] 1x10™

s, [I/kgK] 1x10™

6.6.4 Resultados

Conforme ja foi mencionado, os resultados aqui
apresentados se prestam a dois objetivos: o primeiro deles é a
validacao das velocidades de propagacdo do modelo proposto, a
ser efetuada nos mesmos moldes dos capitulos anteriores, ou seja,
através da analise dos regimes transientes; o segundo consiste na
validacao dos campos calculados pelo modelo para a condicdo de
regime permanente, via comparacdo com os resultados obtidos
pelo programa GRAMP2 para condigOGes de contorno equivalentes.

6.6.4.1 Validacdo das velocidades de propagacdo do modelo

Na Figura 6.3, é apresentado o transiente originado pela
reducdo da pressdo na saida do duto. Tal redugdo se traduz em
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uma onda de rarefagdo, que viaja em alta velocidade (da ordem de
U —a, mais precisamente) do seu local de origem até a entrada
do escoamento.

560
Tempo [ms]
- 20
40
60
540 —
©
o
X,
Q 520 —
@
]
<
o
500 —
480 T | T | T | T | T

0 4 8 12 16 20
Distancia [m]
Figura 6.3 — Campos de pressdo para diversos instantes de tempo
simulados. Regime transiente introduzido pela variacao da pressao na
saida do duto.

Os transientes mostrados nas Figuras 6.4 e 6.5, por sua vez,
sdo provocados pelo aumento simultdneo das velocidades das
fases na entrada do duto, o que provoca o aparecimento de uma
onda de choque que se desloca em direcdo a saida do duto a uma
velocidade da ordem de U +a.
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Figura 6.4 - Campos de velocidade da mistura entranhada para diversos
instantes de tempo simulados. Regime transiente introduzido pela variacdo
da velocidade da mistura entranhada e do filme de liquido na entrada do

duto.
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Figura 6.5 — Campos de velocidade do filme de liquido para diversos
instantes de tempo simulados. Regime transiente introduzido pela variacdo
da velocidade da mistura entranhada e do filme de liquido na entrada do
duto.

Como pode ser visto nas figuras acima, a amplitude da
descontinuidade que caracteriza a onda de choque se reduz a
medida que esta se desloca, refletindo a acdao dos efeitos viscosos
e de interacdo entre as fases sobre as velocidades da mistura
entranhada e do filme de liquido.
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Figura 6.6 - Campos de fragdo volumétrica de gas para diversos instantes
de tempo simulados. Regime transiente introduzido pela variacao da fracao
volumétrica de gas e de liquido na entrada do duto.
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Figura 6.7 — Campos de fragdo volumétrica de filme de liquido para
diversos instantes de tempo simulados. Regime transiente introduzido pela
variagdo da fragdo volumétrica de gés e de liquido na entrada do duto.
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Figura 6.8 - Campos de temperatura do gas para diversos instantes de
tempo simulados. Regime transiente introduzido pela variagdo da

temperatura do gas na entrada do duto.



166

380
Tempo [ms]
400
— 800
_, 360 — —— 1200
X 10000
)
3 _
S
k=3
o 340 —
°
o
E
= ]
)
°
S 320 —
=]
=]
S
)
Q -
: ng_
)
'—
300—————'-'-—— e ———— e ———— - — - —
280 T | T | T | T | T

0 4 8 12 16 20
Distancia [m]
Figura 6.9 - Campos de temperatura do filme de liquido para diversos
instantes de tempo simulados. Regime transiente introduzido pela variacdo
da temperatura do filme de liquido na entrada do duto.

Ja4 o comportamento observado nas Figuras 6.6 a 6.9 é
andlogo aos anteriores, a menos da taxa com que as ondas se
propagam: pode-se perceber que, conforme era esperado, as
velocidades de propagacgao das variaveis P, U, e U, sdo de uma
ordem de grandeza superior as observadas para a,, O, s, €5;.

As velocidades médias de propagagdo observadas, bem
como as esperadas a partir modelo (pela integracdo definida na
Equacgdo [4.81]), encontram-se listadas na Tabela 6.5.
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Tabela 6.5 - Velocidades de propagagdo: comparagdo entre os valores
observados e os esperados.

Y ROPAGACAG_ | VALOR OBSERVADO | VALOR ESPERADO
U+a 248,3 244,9
U-a -221,6 -219,5
U 13,4 13,6
U, 2,4 2,3

A Tabela 6.5 evidencia ainda uma excelente concordancia
entre os resultados. Desta maneira, comprova-se que, para o
padrdo de escoamento anular, a nao-inclusdao do coeficiente de
massa virtual k proposto por Stadtke (2006), discutida e
justificada no capitulo 5, é uma aproximagdo perfeitamente
cabivel. Entretanto, é necessario cautela, uma vez que tal
coeficiente provavelmente ganharia importdncia se outras
configuracdbes de escoamento, especialmente as de forte
acoplamento mecanico entre as fases, fossem analisadas (Geurst,
1985).

6.6.4.2 Validacdo dos campos para a condi¢cdo regime permanente

Se comparado ao modelo proposto, o programa GRAMP2
apresenta algumas diferencas conceituais. A comecar pela pelas
condicbes de contorno do problema que, conforme apontado
acima, passam a ser a pressao, o fluxo de massa de cada uma das
fases e a temperatura média do escoamento, e das quais se
assume que apenas a pressdo € variavel ao longo do dominio de
solucdo. Outra diferenca diz respeito ao posicionamento destas
condigdes no contorno do problema: por ser um simulador de
regime permanente, o mesmo utiliza um eficiente método de
solucao em marcha, de montante para jusante.
Conseqlientemente, todas as condigcdes de contorno informadas
devem ser referentes a entrada do duto, inclusive a pressdo. Por
fim, o programa, em sua versao utilizada para a comparagdao com
o presente modelo, ainda assume escoamento isotérmico.
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A Tabela 6.6 esquematiza os parametros na entrada do
escoamento para as condigbes inicial e de perturbagdo em P, ,
ema,, ea,, bemcomoU, 6 eU

n n fin "

Tabela 6.6 - CondicOes de simulacao do programa GRAMP2.

r P in Gg,in Ge,in Gf,in

CONDIGAO | 1ypay | [kg/m?s] | [kg/m?s] | [kg/m?s] | T [KI

Inicial 557,5 75,73 11,95 286,8 300,0
Perturbacgao

P 537,1 72,97 11,95 286,8 300,0

out

Perturbacdo
a,.ea, 599,4 79,34 23,91 573,6 300,0
Perturbacgao
U, e U/,m 581,3 98,71 14,94 358,5 300,0

A comparacdo dos campos assim obtidos com os calculados
através do modelo proposto é feita nas Figuras 6.10 a 6.16.
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Figura 6.10 - Campos de pressdo para diversos instantes de tempo
simulados. Regime transiente introduzido pela variagcdo da temperatura do
filme de liquido na entrada do duto. Comparagdo entre as solugbes obtidas

pelo modelo proposto (HyTAF) e pelo programa GRAMP2.
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Figura 6.11 - Campos de velocidade da mistura entranhada para diversos
instantes de tempo simulados. Regime transiente introduzido pela variacdo
da velocidade da mistura entranhada e do filme de liquido na entrada do
duto. Comparacdo entre as solugdes obtidas pelo modelo proposto (HyTAF)

e pelo programa GRAMP2.
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Figura 6.12 - Campos de velocidade do filme de liquido para diversos
instantes de tempo simulados. Regime transiente introduzido pela variacdo
da velocidade da mistura entranhada e do filme de liquido na entrada do
duto. Comparacdo entre as solugdes obtidas pelo modelo proposto (HyTAF)
e pelo programa GRAMP2.
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Figura 6.13 - Campos de taxa de entranhamento para diversos instantes
de tempo simulados. Regime transiente introduzido pela variacao da
velocidade da mistura entranhada e do filme de liquido na entrada do duto.
Comparacgao entre as solucdes obtidas pelo modelo proposto (HyTAF) e
pelo programa GRAMP2.
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Figura 6.14 — Campos de taxa de deposicdo para diversos instantes de
tempo simulados. Regime transiente introduzido pela variagdo da
velocidade da mistura entranhada e do filme de liquido na entrada do duto.
Comparacgao entre as solucdes obtidas pelo modelo proposto (HyTAF) e
pelo programa GRAMP2.



174

HyTAF

HyTAF

1 HyTAF

HyTAF
—— HyTAF (10s)

%6 —4 | =-——==- GRAMP2 (cond. inicial)

————— GRAMP2 (perturbagéo)

0s)
0,4s)
0,8s)
1,2s)

_ - —_

0.92 —

Fracdo volumétrica de gas [-]

0.88 — |

0.84 ) ) I ) I ) I )
8 12 16 20
Distancia [m]

Figura 6.15 — Campos de fragdo volumétrica de gas para diversos instantes
de tempo simulados. Regime transiente introduzido pela variacao da fracao
volumétrica de gas e de liquido na entrada do duto. Comparagdo entre as
solugOes obtidas pelo modelo proposto (HyTAF) e pelo programa GRAMP2.
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Figura 6.16 — Campos de fragdo volumétrica de filme de liquido para
diversos instantes de tempo simulados. Regime transiente introduzido pela
variagdo da fragdo volumétrica de gés e de liquido na entrada do duto.
Comparacgao entre as solucdes obtidas pelo modelo proposto (HyTAF) e
pelo programa GRAMP2.

Conforme pode ser visto na Figura 6.10, os campos de
pressdao calculados apresentam boa concordancia, dentro da
expectativa de uma comparacdao entre modelos bifasicos. O
mesmo também é verificado para os campos de taxa de
entranhamento e deposicdo, ilustrados nas Figuras 6.13 e 6.14,
respectivamente. Tal fato era esperado, uma vez que ambos os
codigos fazem uso das mesmas relagdes de fechamento para tais
parametros. J& nas Figuras 6.11, 6.12, 6.15 e 6.16, nota-se que a
maior ndo-conformidade entre as simulagdes se concentra nos
primeiros 3m de escoamento: este € o comprimento necessario
para que o modelo proposto estabilize as velocidades da mistura
entranhada e do filme de liquido (que, por sua vez, influem
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diretamente nas fragdes volumétricas das fases); ja no programa
GRAMP2, este equilibrio é atingido desde o inicio do escoamento,
uma vez que as velocidades no contorno ndo sdo um parametro de
entrada, e sim resultado de um balanco de forcas no local. No
trecho restante, os resultados se mostram satisfatoriamente
proximos, todos apresentando tendéncias idénticas.

Partindo do exposto, pode-se concluir que, nesta etapa de
validagdo, os campos de fluxo de massa das fases sao mais
significativos que suas velocidades e fragdes volumétricas, uma
vez que os primeiros nao sao influenciados pelas peculiaridades de
cada modelo. Estes se encontram ilustrados nas Figuras 6.17 a
6.19, para um transiente causado pelo aumento da velocidade das
fases na entrada.
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Figura 6.17 — Campos de fluxo de massa de gas para diversos instantes de
tempo simulados. Regime transiente introduzido pela variagdo da
velocidade da mistura entranhada e do filme de liquido na entrada do duto.
Comparacgao entre as solucdes obtidas pelo modelo proposto (HyTAF) e
pelo programa GRAMP2.
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diversos instantes de tempo simulados. Regime transiente introduzido pela
variagdo da velocidade da mistura entranhada e do filme de liquido na

entrada do duto. Comparacgao entre as solugdes obtidas pelo modelo

proposto (HyTAF) e pelo programa GRAMP2.
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Figura 6.19 - Campos de fluxo de massa de filme de liquido para diversos
instantes de tempo simulados. Regime transiente introduzido pela variacdo
da velocidade da mistura entranhada e do filme de liquido na entrada do
duto. Comparacdo entre as solugdes obtidas pelo modelo proposto (HyTAF)
e pelo programa GRAMP2.

Analisando as Figuras 6.17 a 6.19, fica notdria a 6tima
concordancia entre os campos, salvo pela dispersdo numérica
apresentada pelo modelo proposto na entrada do duto. Acredita-se
que esta dispersdo € causada pela brusca injecdo das fases
gerando o transiente, que se reflete em uma alteracdo na taxa de
entranhamento. As instabilidades ocasionadas em todas as
variaveis (principalmente no fluxo de massa do filme de liquido)
sdo transportadas ao longo do canal, ndo permanecendo nas
solugbes para a condicdo de regime permanente obtida apds a
perturbacdo. Outro resultado relevante, a fracdo de liquido
entranhado, pode ser obtido a partir destas duas ultimas figuras,
através da relacdo
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Figura 6.20 - Campos de fragdo entranhada de liquido para diversos
instantes de tempo simulados. Regime transiente introduzido pela variacdo
da velocidade da mistura entranhada e do filme de liquido na entrada do
duto. Comparacgdo entre as solugdes obtidas pelo modelo proposto (HyTAF)

e pelo programa GRAMP2.

Mais uma vez, constata-se a proximidade dos resultados

mostrados na Figura 6.20.
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6.7 SUMARIO

Neste capitulo, foi proposto um modelo transiente de dois
fluidos para o padrdao de escoamento anular, com base no trabalho
de Stadtke (2006). Este arranjo de fases é o predominante na
coluna de producdo de pocos verticais de gas umido, tendo em
vista as elevadas velocidades superficiais observadas em tal
equipamento.

O modelo fez uso de varidveis ndo-conservativas e foi
formulado para a condicdo de ndo-equilibrio termodindmico. Sua
configuracdo de fluxo exigiu uma série de adequacbes na
modelagem das forgas interfaciais de origem ndo-viscosa, aqui
discutidas, que garantiram a hiperbolicidade do sistema de
equacdes de conservacdo e viabilizaram, assim, a aplicagdo do
SCMM. Destaca-se a exclusao do coeficiente de massa virtual &,
justificada pela dificuldade em obté-lo a partir de parametros do
escoamento e incentivada pela necessidade de simplificar o
processo de divisdo da matriz de coeficientes.

Parte da validacdo se deu novamente através da solucdo do
escoamento ascendente em um duto vertical. O modelo
apresentou uma O&tima concorddncia entre as velocidades de
propagacao observadas e as que seriam esperadas a partir da
anadlise caracteristica efetuada na secdo 6.3. Verificou-se ainda que
a nulidade do coeficiente de massa virtual & ndo comprometeu a
simulagdo de forma alguma. Esta afirmacdo talvez ndo fosse
verdadeira, caso se estivesse analisando um padrao de
escoamento de outra natureza.

Enfim, o modelo proposto teve seus resultados em regime
permanente comparados ao que foram obtidos pelo programa
GRAMP2. Observou-se uma proximidade satisfatoria entre os
campos, exceto na regido de estabilizacgdo do escoamento, onde
mais se manifestam as diferengas na concepcao dos dois modelos.



7 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

O presente trabalho foi dedicado ao desenvolvimento e
validagao de um modelo de escoamento em regime transiente para
o padrdo bifasico anular. Escoamentos de tal natureza
caracterizam-se pela coexisténcia de um filme de liquido, na regido
proxima a parede do duto, e uma mistura formada por goticulas de
liquido suspensas em fase gasosa, na porcdo central deste, e
encontram aplicagdo pratica em pocgos verticais produtores de gas
umido.

O modelo proposto, referido como HyTAF (Hyperbolic
Transient Annular Flow), baseia-se na solugdo das equacgdes de
conservagao das fases (massa, quantidade de movimento e
energia), através do Método da Divisdo da Matriz de Coeficientes
(Chakravarthy et al., 1980). Este, por sua vez, consiste em uma
técnica CFD que se utiliza da hiperbolicidade do sistema de
Equagdes Diferenciais Parciais resultante a fim de reduzir as
instabilidades numeéricas oriundas do Método das Diferengas
Finitas. O HyTAF resultou da abordagem sucessiva de escoamentos
em ordem crescente de complexidade, para os quais foram
formulados e validados modelos monofasicos, bifasicos
homogéneos e de dois fluidos. No decorrer da atividade, discorreu-
se sobre o emprego de diferentes formulagdes e hipoteses de
acoplamento térmico, que se traduziu em uma proposta inovadora
para o computo do fluxo de calor interfacial segundo a condigdo de
equilibrio termodinamico.

Em sua forma final, o modelo proposto pode ser classificado
como de dois fluidos e ndo-equilibrio termodinamico. Sua
configuracdo de fluxo exigiu uma série de adequacgbes na
modelagem das forgas interfaciais introduzidas por Stadtke
(2006), que se propdem a garantir a hiperbolicidade do sistema de
EDPs. Neste sentido, merece destaque a desconsideracao do
coeficiente de massa virtual k, dada a dificuldade em obté-lo a
partir de pardmetros do escoamento. Tal iniciativa simplificou o
processo de divisdao da matriz de coeficientes, adicionalmente.

A validagdo do HyTAF foi conduzida inicialmente através
da comparagdo dos autovalores da matriz de coeficientes com as
velocidades de propagacdo simuladas em um problema-teste. Os
resultados desta analise foram bastante satisfatérios, indicando
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que a nulidade do coeficiente de massa virtual k ndo
comprometeu a qualidade da simulacdo. Em um segundo
momento, comparou-se os campos obtidos para a condicdo de
regime permanente com os calculados pelo programa GRAMP2,
este desenvolvido por Barbosa e Hewitt (2006), empregando
condicGes de contorno iguais ou compativeis. Tal validacdo foi
dificultada pela ocorréncia da regido de estabilizacdo no modelo
proposto, onde foram observadas fortes oscilagdes nas velocidades
e fragbes volumeétricas das fases. Em contrapartida, no programa
GRAMP2, este equilibrio é atingido ja no inicio do escoamento,
uma vez que as velocidades no contorno advém de um balango de
forcas local. De qualquer modo, observou-se uma concordancia
satisfatoria entre os campos simulados.
Futuras melhorias no modelo proposto devem incluir:

a) Redugdo da regido de entrada supracitada, talvez
efetuando o mesmo balango de forcas que é verificado no
programa GRAMP2. Desta forma, aumenta-se a
aplicabilidade pratica das simulagoes;

b) Estratégias de otimizacdo das rotinas computacionais,
visando uma maior agilidade na obtencao dos resultados.
O tempo necessario a simulacdo passa a ser um fator
critico a medida que maiores comprimentos de duto sdo
considerados. Uma outra frente de trabalho poderia ser a
paralelizacdo do codigo;

c) Inclusdo de efeitos de mudanca de fase para o gas e o
liquido, objetivando o estudo do escoamento de misturas
saturadas, como gas e condensado, por exemplo. Neste
contexto, deverdo ser incorporados ao cédigo modelos de
estado termodindmicos que contemplem também as
velocidades de ebulicdo e condensacdo.

Acredita-se que, adicionadas estas faculdades, o modelo
resultante serd uma importante ferramenta no estudo de
fendbmenos ainda ndo totalmente compreendidos, como a carga de
liquido em pocos verticais produtores de gas Umido.
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APENDICE A - Avaliacdo numérica de derivadas

A.1 Esquemas de primeira ordem

Seja u(x) uma variavel qualquer do escoamento, a qual serd
aproximada por um polinémio de primeiro grau da forma:
u(x)=a+b(x—xl.) (A.1)
onde x; é a coordenada do n6 i. Fazendo uma rapida inspegao na
expressao, verifica-se que
u(x;)=a (A.2)
ou simplesmente
u.=a (A.3)

Semelhantemente, para os nés adjacentes a i, teremos

u,_, =a—bAx; (A.4)
u,, =a+bAx,, (A.5)
onde
Ax;, =x, —x,, (A.6)
Derivando a Equacado (A.1) com relagdo a x, obtém-se
ou
e b (A.7)

Assim, fazendo uso das Equacdes (A.3) e (A.4) para isolar o
termo b, chega-se a uma expressao para a derivada de u com
relacdo a x, que é da forma

ou _u; —u,,
ox Ax
Utilizando agora as Equacbes (A.3) e (A.5) para o mesmo
fim, encontra-se

(A.8)

i

ou u,, —u
— =l A.9
ox  Ax (A-9)

i+l
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O esquema de diferenciacdo expresso pela Equacdo (A.8) é
chamado BDS (Backward Difference Scheme), por aproveitar o
valor de u no no anterior a i. J& o esquema proposto na Equacdo
(A.9) é chamado FDS (Forward Difference Scheme), pois faz uso
da informagdo contida no no6 posterior a i.

A.2 Esquemas de segunda ordem

Neste caso, a variavel u(x) passara a ser aproximada por
um polindmio de segundo grau, ou seja,
u(x)=a+b(x—xl.)+c(x—xl.)2 (A.10)

Avaliando o polinbmio no né i e nos quatro ndés mais
proximos a este, obtém-se

u,=a (A.11)
u,_, =a—bAx, + C(Axl. )2 (A.12)
u_, =a—b(Ax, +Ax._ )+ c(Ax, + Ax,_, ) (A.13)
u,,, =a+bAx,, +c(Ax,, ) (A.14)
Uiy = a+b(Axi+l +Axi+2)+c(Axi+l +Ax,, )2 (A.15)
Da derivacao da Equacgdo (A.10) em relacdo a x, resulta
a—u=b+2c(x—xi) (A.16)
ox
Aplicada no né i, tal derivada se torna
oul _ b (A.17)
ox N

Assim, pelo emprego das Equacdes (A.11), (A.12) e (A.13),
chega-se que a derivada de u com relagdo a x no nd i é da

forma
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Ax, +Ax, ) Ax, +Ax, )
T A —lu, - A | W Tl

= (A.18)

2
K (AXi ZXAXH) - (Axi + Axi—l)

i

ou entdo, de uma maneira mais compacta,

a_” _ (182 _1)”1' _ﬂzui—l U,
o, T (BB (19
onde
_ Ax; + Ax,_,
ﬂ_—Ax. (A.20)

i

Por outro lado, fazendo uso das Equacbes (A.11), (A.14) e
(A.15), encontra-se

Axiﬂ + A'xi+2 ’ Axiﬂ + Axi+2 ’
—r ] -1 Uy = — | Uiy +ui+2
Ax, Ax,,,

i+1
g_u = (Ax . )2 (A.21)
X . .
K (AxiH + Axi+2 )_M
Ax;,,
A Equagao (A.21) pode ainda ser reescrita como
du ((pz _1)"’i _¢2ui+l tiui,
— = > (A.22)
a'x X; (¢_¢ )AXH—I
onde
1 FAX,
— AxH—l i+2 (A23)
Ax;.,

Analisando as equacdes (A.19) e (A.22), fica claro que a
primeira é do tipo BDS e a ultima é do tipo FDS.






APENDICE B - Equacdes de conservacdo para escoamentos
unidimensionais em regime transiente

B.1 Conservagdo da massa

Seja uma determinada fase k que se desloca (no sentido
ascendente) no interior de um segmento de duto vertical com area
transversal A e comprimento Ax, conforme ilustrado na Figura
B.1.

(/)k [’rk‘qk )i n

A

Figura B.1 - Geometria do duto, arranjo de fases e balango de massa no
volume de controle.

Note que a fase k pode estar escoando juntamente com
outras fases. Para estas, também serdo validas as equagdes de
conservagao desenvolvidas neste apéndice. A Figura B.1 mostra
ainda que, para o volume de controle proposto, a conservacdo da
massa se resume a

Alp, A, Ax)
At

Dividindo a Equagdo (B.1) pelo volume do segmento de
duto, chega-se a

+(pU A, —(PUA), =M, ,,AMx—M ,, AAx  (B.1)

k,in k,out
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A(akpk ) + (akpkUk )()ut - (akpkUk )i,,
At Ax
onde, por definicao,

=M,, M (B.2)

k,out

A
o, :7]( (B.3)
Para intervalos infinitesimais, a equagao de conservacgao da
massa passa a ser expressa por meio de uma EDP da forma
0 0
_(akpk )+_(akpkUk ) = Mk,m -M
ot ox
Caso haja apenas uma fase escoando no duto, a Equacgdo
(B.4) se resume a

(B.4)

k.,out

d d
g(pk)-i-g(pkl]k)_o (B.5)

B.2 Conservacao da quantidade de movimento

A equacao de conservagdao da quantidade de movimento
pode ser obtida através de um balanco de forcas no volume de
controle, como o ilustrado na Figura B.2.

(’0 4 "rk 2‘41'5 )out ])out‘4k

Figura B.2 - Balango de forgas no volume de controle.
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Logo, tem-se que
Alp U, A Ax
%"'(pkljkz‘% )out_(pkUszk )m +P,, A —PA =
t
=M, U, AD =M, U AAx+ F" AAx— p, g A Ax

k,in k,out

(B.6)

Se dividida pelo volume do segmento de duto, a Equacao
(B.6) se torna
A(akpkUk)_‘_ (akpkUkz)out _(akpkUkz)in Pnut _Pin

+a =
At Ax o Ax (B.7)

sz,mUi -M, .U, +Fmt — P8,

k,out

Tomando o limite dos incrementos, chega-se a equacdo de
conservagao da quantidade de movimento na forma diferencial,
expressa por

d d oP it
g(akpkUk)-}_a (akpkUk2)+ a, g = Mk,inUml M, U+FE"-opg, (B8)
Para escoamentos monofasicos, tal equacdo equivale a

+2 (p U, ) =F"-p.8, (B.9)

B.3 Conservacao da energia

Na Figura B.3, ilustra-se o balanco de energia no volume de
controle.
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Figura B.3 - Balango de energia no volume de controle.

Os termos ilustrados na Figura B.3 podem entdo ser
dispostos da forma mostrada na Equacao (B.10),

A E A Ax A A Ax int
( kAl‘k )+P (Akl )+[Uk(Ek+P)Ak]aur_[Uk(E]‘+P)Ak]m:Qk Ade (Blo)
+ kalUin‘AAx_ pU, 8 AN+ Mk,m[ B + PJAAX —M,(»M[Ek ; PJAAX
int pk
onde, por definicdo,
U 2
Ekzpk(ek+ 2" ] (B.11)

Dividindo agora a Equacao (B.10) pelo volume do segmento

de duto, fica
A(akEk ) +P A(“k ) + [akUk (Ek + P)]gw — [akUk (Ek + P)];,, — Q]i(m + FkimUim +
At At Ax (B.12)

E +P E +P
_akpkngx+Mk,i;x[ > J_Mk.ow[ kp j

int k

0 que, para incrementos infinitesimais, equivale a
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o .
2 (@, )+ P22 4 2 [0, (E, + P=0 + FMU,, —a,p,U, g, +
at at ax (B 13)
E, +P E, +P
+ Mk.in - MkJ)Mf -
Pint Py
ou entao,

0 U’ oo, 9 U’ .
- —k_ Pik — U.lh ko — Oint F‘mU-
EY |:akpk[ek+ 2 J:|+ % +ax|:akpk k[ ot > O +F U, + (B.14)

u,’ U’
-a.pU,8, +Mk,m[hlm + ;[ J_Mk.out[hk +2kJ

onde

h, =ek+i (B.15)

k

Enfim, a equacdao de conservacdao da energia para
escoamentos monofasicos é dada por

2 2
a[pk{ek : Uk }‘|+al:pkUk[hk +(J§']}=Q;{m +FkimUim _pkngx (B16)

ot 2 ox






APENDICE C - Transcricdo do cédigo-fonte do solver GBAND
em linguagem FORTRAN

I KK AKKA KA AR A KA KA AKAAIAA A A KA I AR AA KA I AKX AA XA XA XK

SUBROUTINE GBAND (A, D, X,N,M, EPS, IERR, IFRST)
! hhkkhhkhkhhkkhhkhkhkhkhhkhkhkhkhhkhkrhkhhkrhkhhkhkrhkkhhkrhkkkrk k%

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)
DIMENSION A(1l), D(1), X(1)

! PURPOSE: solution of system of equations with band
! matrix by standard elimination without pivoting.

! From "Petroleum Reservoir Simulation", K. Aziz and A.
! Settari, 1979.

! Input/Output:

! A : one-dimensional array containing the band of the

! matrix stored by rows. The required dimension of A
! is

! N* (2*M+1) -M*M-M

! Input Only:

! M : Number of diagonals above the main

! diagonal.number of diagonals below the main

! diagonal is also m, therefore the total

! bandwidth is 2*m+1

! N : Number of equations (unkowns)

! D : r.h.s. vector

! EPS : The element on the main diagonal is compared to
! eps during elimination. If it is smaller, value
! of the counter ierr is incremented.

! IFRST: =0, matrix is inverted and the inverse is

! stored in place of the original matrix.

! >0, routine assumes that the matrix has been

! inverted and will calculate solution

! corresponding to the new r.h.s. vector.

! Output Only:

! IERR: number of times the element on the main diagonal
! was smaller than eps

! X : solution vector

IERR = 0
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J =1

DO 10 I=1,N
IE = M
IEAUX = M

IF(M.GT.N-I) IE = N-I
IF(M.GT.I) IEAUX = I
IE1 = IE+IEAUX

MBIG = IE
Jl = J+IEl
J2 = J1

IF (IFRST.EQ.0.AND.ABS (A(J))-EPS.LE.0.0) IERR = IERR+1
IF (MBIG.GT.0) THEN
DO 20 J0=1,MBIG
SS = A(J1)/A(J)
IF (IFRST.EQ.0) THEN
DO 30 K=1,MBIG

J1K = J1+K
JK = J+K
A(J1K) = A(J1K)-A(JK)*sSS
30 CONTINUE
ENDIF
IAUX = JO0+I
D(IAUX) = D(IAUX)-D(I)*SsS
IE =M
IEAUX = M

IF (M.GT.N-IAUX) IE = N-IAUX
IF (M.GT.IAUX) IEAUX = IAUX
IE1l = IE+IEAUX

Jl = JI1+IEl
20 CONTINUE
ENDIF
J = J2+1
10 CONTINUE
J = J-M-1
NP1 = N+1

DO 40 IINV=1,N
I = NPL-IINV
IE = M
IF (I+M-N.GT.0) IE = N-I
MBIG = IE
X(I) = D(I)
IF (MBIG.GT.0) THEN
DO 50 K=1,MBIG
IK = I+K
JK = J+K
X(I) = X(I)-X(IK)*A(JK)



199

50 CONTINUE
ENDIF
X(I) = X(I)/A(J)
IE = M
IFAUX = M
IF (M.GT.NP1-I) IE = NP1-I
IF (M.GT.I-1) IEAUX = I-1
IEl = IE+IEAUX
J = J-IE1-1
40 CONTINUE
RETURN
END






APENDICE D - Determinacdo da velocidade do som na
mistura para o modelo homogéneo de nao-equilibrio no
software MAPLE

MEMORIAL DE CALCULO DA VELOCIDADE DO SOM NA MISTURA
PARA O MODELO HOMOGENEO DE NAO-EQUILIBRIO

1 - COMANDOS INICIAIS

> restart;
> with(LinearAlgebra):

2 - CONSTRUGAO DA MATRIZ ASSOCIADA A DERIVADA TEMPORAL

e[11]:=alpha[g]l/a[g]”"2:

e[12]:=rho[g]:

e[13]:=0:
e[14]:=-alpha[g]*rho[g]*beta[g]*T[g]/cpl[g]:
e[15]:=0:

e[21]:=alphal[l]/a[l]*2:

e[22]:=-rho[l]:

e[23]:=0:

e[24]:=0:
e[25]:=-alpha[l]*rho[l]*beta[1]1*T[11/cp[l]:
e[31]:=0:

e[32]:=0:
e[33]:=alpha[g]l*rho[g]+alpha[l]*rho[l]:
e[34]:=0:

e[35]:=0:

e[41]:=0:

e[42]:=0:

e[43]:=0:

e[44]:=alpha[g]*rho[g]:

e[45]:=0:

e[51]:=0:

e[52]:=0:

e[53]:=0:

e[54]:=0:

VVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVVYVYVYV



202

> e[55]:=alpha[l]*rho[l]:

> E:=Matrix([[e[11],e[12],e[13],e[14],e[15]],[e[21],e[22]
e[23],e[24],e[25]],[e[31],e[32],e[33],e[34],e[35]],[e[41]
e[42],e[43],e[44],e[45]],[e[51],e[52],e[53],e[54],e[55]]]

);
ﬁ P 0 _ ch pg Bg Tg
2 g cp
ag 8
0('l
— P, 0 0
E = al
0 0 o, p,+op, 0
0 0 0 o, p,
0 0 0 0

3 - CONSTRUGAO DA MATRIZ ASSOCIADA A DERIVADA ESPACIAL

> f[11]:=e[11]*U:
> f[12]:=e[12]*U:
> f[13]:=alpha[g]*rho[g]:
> f[14]:=e[14]*U:
> f[15]:=0:

> f[21]:=e[21]*U:
> f[22]:=e[22]*U:
> f[23]:=alpha[l]*rho[l]:
> f[24]:=0:

> f[25]:=e[25]*U:
> f[31]:=1:

> f[32]:=0:

> f[33]:=e[33]*U:
> f[34]:=0:

> f[35]:=0:

> f[41]:=0:

> f[42]:=0:

> f[43]:=0:

> f[44]:=e[44]*U:
> f[45]:=0:

> f[51]:=0:

> f[52]:=0:
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> f[53]:=0:

> f[54]:=0:

> f[55]:=e[55]*U:

> F:=Matrix([[f[11],f[12],f[13],f[14],f[15]1],[f[21],f[22],f[
23],f[24],f[25]],[f[31],f[32],f[33],f[34],f[35]],[f[41],f[42]
,f[43],f[44],f[45]],[f[51],f[52],f[53],f[54],f[55]111);

o, U P, Bg Tg U
2 pg u ag pg - cp
ag 8
a U a,p, [31 T,U
L U o, P, 0 -
F:=| q P,
1 0 (ocgpg+0clpl)U 0 0
0 0 0 ap U 0
8 8
| 0 0 0 0 o,pU

4 - OBTENGCAO DA MATRIZ DE COEFICIENTES

> EI:=MatrixInverse(E):
> G:=EI.F:
> simp!ify(G);

2 2
pa a, pg(ocg+ocl)

U 0 5 5
p,q, ocg+oclag pg
o, o (—azp +a2p)
I g g g l l

0 U - 5 5 0 0
p,q, ocg+oclag pg

U 0 0

o P+ 0P,
0 0 0 U 0
0 0 0 0 U

5 - CALCULO DOS AUTOVALORES DA MATRIZ DE COEFICIENTES

> Aval:=Eigenvalues(G):
> simplify(Aval[1]);
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2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
(U(x, pa, pg+Uocgpg o, a, +Ua,p, q (xg+U(xg PP 4 +(p,q, a, pg(
3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
T N e AL T e T I O L A I O

(172)
+oc P4, poc+oc P4, p+0c ppla[oc)) )/(
. pgplal +ocgpg oc,ag +°sz1 a

; ocg+oc, plag pg)

> simplify(Aval[2]);

— (—U 0(12 P, agz [ U(xg pg2 o, agz -Uaq, pl2 alz o, - Uocg2 P, P, alz +(p, alz agz pg(
3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
o, p,pa +to p oa +o.p o0 a +op a o +o, poa o
(1/2)
+0c p,a, p0c+0c p,a, p+0c ppla oc)) )/(

ocg+ ocl P, ag pg)

ocg pgp1“1 +ocgpg oclag +oc1p1 al

> simplify(Aval[3]);

U
> simplify(Aval[4]);

U
> simplify(Aval[5]);

U

Fica claro que os dois primeiros autovalores sdao os responsaveis
pela propagagdo das ondas de pressdo. Seria possivel chegar a
esta conclusdo atribuindo valores numéricos as variaveis
declaradas, para em seguida constatar que o primeiro autovalor é
sempre positivo, e o segundo, sempre negativo. Estes, portanto,
serdo representados como A4; = U,, + a,, € 4; = U,, —a,,. A tarefa
seguinte consiste em determinar as expressdes para U,, e a,,.

6 - CALCULO DA VELOCIDADE DA MISTURA E DA VELOCIDADE DO
SOM NA MISTURA

> simplify(Aval[1]+Aval[2])/2;
U

Verifica-se que, conforme era esperado, U,, = U.
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> simplify(Aval[1]-Aval[2])/2;
2 2 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
(p,q, a, p,((x, p, P, ta, p oya, +to,p 0 a +op a0 +o, poa o
(1/2)

+(x p,a, poc+(x p]a p+oc ppla](x)) /(
ocg pgp]al +ocgpg oc]ag +(x]p[ a
> factor(%);

M 2 2 2 2
pa a, pg(ocg+ocl)(ocgpg+oclpl)(plal o, +oa, pg)

, ocg+oc] p]ag pg)

2 2
(ocg P+ P, (p,q, o, +oa, pg)

Chega-se, enfim, que para o modelo em analise, a velocidade do
som na mistura é dada por

2 2
pgag plal
2 2]
pm(agplal +alpgag )

a, =
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