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Resumo

Quando temos sistemas quanticos sem andlogo classico a descricao de Weyl-
Wigner, para o espaco de fase quantico, nao pode ser utilizada, pois a mesma nao
representa graus de liberdade associados a grandezas discretas. Um exemplo des-
ses sistemas sdo os estados emaranhados bipartites de spin 1/2. Para tal, se faz
necessaria a descricao de um espaco de fase quantico discreto e de dimensao finita.
Nessa descricao é possivel se obter a caracterizagao do emaranhamento, bem como
quantificar o grau dessas correlagoes entre os sub sistemas; além do que, ha a possi-
bilidade de calcular a evolucao temporal nessa descricao, tanto para o sistema como

um todo quanto para o emaranhamento.

Palavras Chaves: Mecanica Quantica; Espago de Fase; Discreto; Emaranhamento.

Areas do conhecimento: 10501002; 10501029
PACS: 03.65.-w, 03.65.Aa, 03.65.Ud, 03.67.Bg
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Abstract

For quantum systems without classical analog the Weyl-Wigner description as-
sociated to quantum phase space can not be used, since it does not represent degrees
of freedom associated with discrete quantities. An example of these systems are spin
1/2 bipartite entangled states. For them, it is needed a discrete quantum phase space
description which have finite dimension. In this description, it is possible to obtain
entanglement characterization, and to quantify the correlation degree between the
subsystems; there is also the possibility of calculating the time evolution, in this

description, both for the system as a whole as well as for the entanglement.
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Introducao

Em meados da década de 30 comecou a ser discutida uma forma alternativa de
representar a mecanica quantica, onde os operadores associados aos observaveis
fisicos seriam representados por fungoes do par das variaveis dinamicas classicas,
{p,q}, momento e posi¢ao respectivamente, responsaveis entao por rotular fungoes
com caracteristicas daquelas de um espaco de fase que, no caso, seria quantico. Essa
descricao de graus de liberdade com espaco de estados continuo recebeu o nome de
formalismo de Weyl-Wigner [1; 2; 3]. Para obtermos a representacao dos operadores
nesse formalismo é necessaria uma base no espaco de operadores, que nos permita
mapear os observaveis nesse espaco de fase quantico, esta recebeu o nome de base de
Weyl-Wigner. Como se trata de uma base formada por um conjunto de operadores
unitarios, ao obtermos a expressao mapeada do operador nao introduzimos contetido
fisico a descricao do sistema, apenas o descrevemos de outra forma. Porém, a base de
Weyl-Wigner nao é tinica, pois existem outras bases capazes de realizar essa tarefa
[4; 5; 6].

Como dito acima, existe um procedimento para mapear os operadores associados
aos observaveis no espaco de fase quantico, sendo que a expressao mapeada recebe o
nome de transformada de Weyl onde agora todas as caracteristicas do operador sao
transcritas para a func¢ao das varidveis dinamicas {p, q}. Porém, além dos operado-
res que representam os observaveis, devemos ser capazes de descrever os possiveis
estados do sistema nesse formalismo. Para isso, devemos descrever o estado pelo
operador densidade de estados, o que nos traz a vantagem de podermos descrever,
além de sistemas representados por estados puros, também sistemas cujo estado nao
pode assim ser escrito (estados misturados®). A expressao mapeada do operador
densidade de estados no espago de fase é obtida, por se tratar de um operador, da
mesma forma que os demais observaveis, porém ela recebe o nome particular de
funcao de Wigner ou quasi-distribuicao de Wigner.

Nessa abordagem, a evolucao temporal dos estados dos sistemas pode ser obtida

*Porém, os sistemas tratados nessa dissertacao serao apenas aqueles que podem ser representa-

dos por estados puros, a abordagem pode ser expandida para aquele outro caso haja interesse.



via equacao de von Neumann-Liouville, de onde, uma vez resolvida, obtemos a
evolucao temporal do operador densidade de estados. Essa equagao pode ter sua
versao mapeada de Weyl obtida da mesma forma que os demais operadores, onde
agora, ao invés de calcularmos relagoes de comutagao entre operadores, devemos
calcular os parénteses de Moyal dos mapeados de Weyl desses operadores. Em
ordem mais baixa de poténcias de h da série correspondente, esses parénteses se
reduzem aos parénteses de Poisson, do que obtemos uma clara indicacao da utilidade
do formalismo de Weyl-Wigner para a obtencao de aproximagoes semicléssicas e do
limite classico também.

Porém, o formalismo de Weyl-Wigner possui a limitacao de ser aplicavel apenas
na descricao de sistemas quanticos com andlogo classico. Para sistemas quanticos
sem analogo classico, associados a graus de liberdade onde o espaco de estados possui
dimensao finita, sistemas de spin 1/2 por exemplo, se faz necessario a descrigao
de um espaco de fase quantico discreto com dimensao finita. Essa descricao foi
fundamentada em alguns trabalhos de Schwinger [7], onde ele propos a descrigao
desses sistemas por um conjunto de operadores unitarios, geradores de uma base
no espaco de operadores, formada pela combinacao daqueles operadores, que sao
complementares entre si via transformada de Fourier discreta.

Com base nessas ideias de Schwinger, alguns trabalhos com o objetivo de se obter
uma descrigao andloga a de Weyl-Wigner, agora para graus de liberdade associados
a grandezas discretas, comegaram a surgir [8; 9; 10], onde é proposta uma descri¢ao
analoga ao caso continuo, porém para sistemas discretos e com dimensao finita.
Outros trabalhos contemporaneos sao os artigos de Wooters [11] e Cohendet [12],
onde nao se fala em espaco de fase propriamente dito, mas usam-se procedimentos
especificos para a obtencao de fungoes de Wigner discretas. Uma outra descrigao
nessa area, seguindo aquela mesma linha, porém mais recente, é a proposta de Kli-
mov [13], na qual ele introduz uma base diferente para o espago de operadores que
faz uso de transformadas de Fourier fracionarias. Até a presente data aquele forma-
lismo foi testado em varios dos seus aspectos fundamentais e as ideias centrais que
dao sustentacao a essa descricao ja estao solidificadas, tendo sido feitas aplicagoes
em dinamica no espago de fase discreto para sistemas simples [14; 15; 16], além de
aplicagoes em Gptica quantica [17; 18] e fisica molecular [19], por exemplo.

Por outro lado, no que diz respeito a caracteristicas essencialmente quanticas
de sistemas fisicos, em particular o emaranhamento, as primeiras ideias surgiram
também em meados da década de 30 com o famoso trabalho proposto por Eins-
tein et al [20], denominado paradoxo EPR, onde os autores perceberam que havia

certos estados de sistemas compostos que nao podiam ser descritos como produto



dos estados individuais dos subsistemas. No mesmo ano, Schrodinger publicou seu
experimento mental [21], conhecido posteriormente como a experiéncia do Gato de
Schréodinger, onde ele tentou fazer uma conexao com a teoria classica usando esses
estados especificos citados por Einstein. Fazendo isso ele obtém a situagao nao con-
vencional em que o gato estd em uma superposi¢ao de vivo e morto. Sendo assim,
Schrodinger concluiu que esses estados (que hoje conhecemos por estados emara-
nhados) impdem nao uma, mas sim a caracteristica fundamental que diferencia a
mecanica quantica da cléssica. Entao, foi apenas na década de 60 que Bell, usando
um critério de desigualdade matematica, pos essas ideias em teste e verificou que
a mecanica quantica nao admite, no caso desses estados, analogias com o mundo
classico [22]. Essas discussoes continuam vivas até hoje, como por exemplo a questao
da nao localidade, também citada por Einstein em seu trabalho, que Bell confirma
ser uma caracteristica dos estados emaranhados.

Ja no fim da década de 80 e inicio da década de 90 comecou-se a questionar
uma possivel utilidade pratica de alguns fenomenos puramente quanticos, emara-
nhamento por exemplo. Um dos percursores dessas ideias foi R. Feynman [23],
que, por se interessar pelas ideias de melhorias no desempenho dos algoritmos da
ciéncia da computagao, certa vez questionou, “Como o universo em que vivemos é
quantico, nao deveriamos usar sistemas quanticos para simular computacionalmente
os fenomenos desse universo?”[23] A partir dai comegou-se a estudar e propor siste-
mas que simulavam uma forma puramente quantica de se fazer computacao; alguns
exemplos sao os circuitos quanticos, simulacao quantica e os algoritmos quanticos
para resolver problemas cldssicos, como por exemplo o algoritmo de Deutsh [24; 25].
Porém, foi apenas com o algoritmo de fatoragao de Shor [26] que de fato se percebeu
que se tinha em maos uma forma mais eficiente de se processar informacao. Shor
mostrou que se estados quanticos fossem usados para descrever o cédigo binario,
chamados bits quanticos, havia uma forma de se criar um algoritmo quantico de fa-
toracao cujo o custo de processamento de informacao crescia polinomialmente com
o aumento no numero de casas decimais do numero a ser fatorado [26]. Isto era
algo até entao nao obtido, mesmo pelo melhor algoritmo de fatoracao ja criado pela
ciéncia da computagao [27]. Entdo, essas ideias deram origem as &reas que hoje se
conhece por computacao quantica e informagao quantica, onde os estados emara-
nhados sao responsaveis por grande parte do conteido das investigacoes dessas areas
de pesquisa [28].

Ainda hoje, tanto a caracterizacao quanto a quantificacdo do emaranhamento,
em alguns casos, sao questoes em aberto. Existem diversas formas de se caracterizar

e medir o grau de emaranhamento dos sistemas compostos (sistemas com mais de um



subsistema, estados bipartites de spin por exemplo), porém cada forma de medida é
valida para sistemas especificos, onde caracteristicas bem definidas desses sistemas
sao usadas para a formulagao da medida. Algumas dessas formas de caracterizar
e medir emaranhamento podem ser encontradas nas referéncias [29; 30]. Recente-
mente comegou-se a discutir uma forma de caracterizacao do emaranhamento nao
tratadas naquelas referéncias, sendo que nesses casos, em sistemas de spins, sao
gerados estados emaranhados ao se impor compressao a estados coerentes de spins
1/2, como discutido por M. Kitagawa et al e Ueda no inicio da década de 90 [31];
porém o autor, neste trabalho, nao fala em emaranhamento em especifico, ele trata
de correlagoes quanticas de uma forma geral. Tal proposta foi logo testada experi-
mentalmente [32]. Entao, recentemente G. T6th et al [33] fez um apanhado dessas
ideias e relacionou, de fato, medida de emaranhamento com grau de compressao de
estados coerentes de spin, que se confirmou muito 1til na caracterizacao de emara-

nhamento para sistemas com muitos spins.

O objetivo dessa dissertacao sera descrever a dinamica de sistemas bipartites de
spin 1/2 no espago de fase quantico discreto, usando a representacao proposta nas
referéncias [8; 9; 10]. Sendo assim, apresentaremos no primeiro capitulo as propostas
de Schwinger para a descricao de sistemas onde o espaco de Hilbert de estados possui
dimensao finita, cuja explanagao se inicia com a escolha de um conjunto de estados
que formam uma base nesse espaco de Hilbert e um operador de deslocamento ciclico
que atua nesses estados. Partindo disso, obtemos um segundo conjunto de estados,
autoestados desse operador ciclico, e uma segunda operacao de deslocamento ciclico,
que agora atua nesse segundo conjunto de estados. A partir das caracteristicas de
complementaridade desses operadores de deslocamento ciclico, obtemos duas bases
no espaco de operadores, compostas pelo produto das poténcias desses operadores,
e mostramos como podemos, com elas, representar qualquer operador de interesse
fisico que atue no espaco dos estados de partida.

Sendo assim, dessas bases, ainda no primeiro capitulo, derivamos outras duas,
apresentadas em [9], sendo que uma delas serd usada na sequéncia da dissertacao
para descrever sistemas de spin 1/2. Em seguida apresentamos as nogdes gerais
de espaco de fase discreto: obtencao dos mapeados de Weyl de forma geral e,
como consequéncia, as funcoes de Wigner e a demonstracao de como obter as ex-
pressoes relacionadas com a evolugao temporal nessa descri¢ao, partindo da equacgao
de von Neumann-Liouville. Como usamos a representacao de Schrédinger, tratare-
mos da evolucao temporal da funcao de Wigner. Portanto, tendo a equacao de von

Neumann-Liouville para a dinamica da funcao de Wigner obtemos de imediato a



solucao formal dessa equacao, que mostraremos ser possivel escrever de duas formas
diferentes: na forma de uma série das expressoes mapeadas dos comutadores do ope-
rador de estado com o hamiltoniano, responsavel pela dinamica, e outra na forma
de uma funcao analitica, que é a expressao fechada da soma da série anteriormente
mencionada. Tendo entao calculado essas expressoes, de imediato as particulariza-
mos para o caso de spin 1/2, onde escolhemos a base no espago de operadores que
mais convém a descricao desses sistemas, identificamos a base de estados de spin
1/2, autoestados do operador de spin na diregao z, e entao, tendo a base de estados,
relacionamos as operacoes realizadas pelas matrizes de Pauli nesses estados com os
operadores de Schwinger. Assim, de imediato, somos capazes de obter a expressao
mapeada de qualquer operador que atue no espaco de estados de spin 1/2, bem
como as fungdes de Wigner discretas desses estados. Entao, finalmente demonstra-
mos como descrever sistemas compostos, usando as ideias de fatoracao do espaco de
operadores propostas por Schwinger; isso serd feito pois o tratamento que daremos
aos sistemas bipartites sera realizado no espago produto.

Apoés apresentarmos a formulagao do espaco de fase quantico discreto, no segundo
capitulo veremos como se caracteriza o emaranhamento em sistemas bipartites de
spin 1/2, o que define um estado produto e um estado emaranhado a partir das
amplitudes de probabilidade dos estados; além de uma forma de medir o grau de
emaranhamento do sistema partindo do operador densidade de estados do mesmo.
Tendo as formas de caracterizar e medir o emaranhamento, via operador densidade,
apresentamos uma medida de emaranhamento obtida extraindo a informacao re-
levante diretamente do espacgo de fase quantico discreto, e mostramos que existem
duas formas diferentes de se obter essa medida, ambas partindo da fun¢ao de Wigner
do estado do sistema proposto.

Tendo entao a descricao completa através do formalismo de espaco de fase, no
terceiro capitulo fazemos duas aplicacdes a fim de obter a evolugao temporal de
sistemas bipartites de spin. Apresentamos primeiramente as expressoes do mapeado
da equacao de von Neumann-Liouville para esses sistemas, além das duas maneiras
de escrever a solucao dessa equagao, como feito na discussao da dinamica no espago
de fase discreto para o caso geral, porém agora particularizando para o caso de
interesse.

Na primeira aplicacao calculamos a evolugao temporal de um sistema bipartite
em um estado arbitrario sob a agao de uma operacao do tipo ¢NOT (controlled-
NOT), que é uma das portas légicas universais da computagao quantica [27], ou seja,
com essa operacao e operacoes unitarias locais somos capazes de realizar qualquer

operacao necessaria para se fazer um computador quantico. O nome ¢NOT vem



do fato dela ser uma operagao controlada, ou seja, ela s6 age sobre o estado de
uma das particulas do sistema bipartite, tendo sua acao controlada pelo estado da
outra particula, e isso depende da convencao a ser usada; aqui usaremos a primeira
particula como controle (a definigdo de primeira e segunda é arbitraria e ficard clara
quando tratarmos dela) e sobre a segunda agird a operagdo NOT (soma moddulo
2). A aplicagao consiste em obter a fungao de Wigner do estado arbitrério de spins,
além da expressao mapeada do hamiltoniano que representa a operacao cNOT. Com
essas expressoes usaremos a solugao da equacgao de von Neumann-Liouville, obtida
anteriormente, para obter a evolucao temporal da funcao de Wigner sob a acao
dessa operacao. Entao, a partir da funcao de Wigner obteremos a dinamica do
emaranhamento, verificando em que casos ha variagao no grau de emaranhamento
do estado, lembrando que por se propor um estado arbitrdario como estado inicial
teremos obtido a dinamica de emaranhamento no caso mais geral.

A outra aplicacao, além do estudo dos estados emaranhados, engloba a ideia de
estados comprimidos de spins como proposto por Kitagawa et al [31]. Usaremos
um estado coerente do SU(2) como condicao inicial, além de uma operagao que
impoem compressao a esse estado, a qual é a mesma proposta por Kitagawa et al.
Novamente obtemos as expressoes mapeadas no espaco de fase discreto do hamil-
toniano dessa operacgao e da funcao de Wigner do estado de partida, para entao
obtermos a evolucao temporal desse sistema no espaco de fase. Isso sera feito ob-
tendo explicitamente uma funcao responsavel pela evolucao temporal do sistema.
Como a operacao impoe compressao ao estado coerente, pode-se determinar em que
instantes de tempo o estado do sistema se encontra na configuracao de um estado
coerente ou comprimido. Usando esses resultados para comparar com a dinamica do
emaranhamento, quando entao obtemos o grau de emaranhamento em cada instante
de tempo, obtemos entao uma comparacao direta entre o grau de compressao e de
emaranhamento do sistema, em cada passo de tempo.

Por completeza, alguns calculos, que nao poderiam ficar de fora da dissertacao
por conter detalhes técnicos do formalismo, ao invés de serem apresentados no texto,

foram colocados em trés Apéndices separados.



Capitulo 1

Espaco de fase discreto

Nesse primeiro capitulo apresentaremos a descricao de Schwinger para sistemas
fisicos com espago de Hilbert de dimensdo finita [7], fazendo uma conexao com
as ideias de espaco de fase quantico discreto com dimensao finita [8]. Usando esse
contexto como ponto de partida, trataremos de uma abordagem para sistemas de

spin 1/2 no espago de fase quantico discreto.

1.1 As bases de Schwinger

Como ja dito anteriormente os sistemas tratados nessa dissertacao serao todos ca-
racterizados pelo fato de seus espacos de Hilbert possuirem um ntmero finito de
estados ortogonais. Podemos portanto considerar genericamente um conjunto de
estados ortonormalizados que forma uma base no espago de Hilbert de dimensao N,
{(ugl}, £ =0,...,N — 1, onde u representa a varidvel associada a um observével e
k rotula as N possibilidades de valores que ele pode assumir, e sobre esse conjunto

definimos uma operagao que mapeia um estado em outro de forma ciclica [7]

<Uk|Vl = (Ur1], (1.1)

onde

k+1=(k+1)modN

de forma que
(ug| VY = (],

ou seja
VN =1.

Desta definicao podemos perceber que o conjunto dos V!, 1 =0, ..., N — 1, representa

um conjunto de operadores unitarios linearmente independentes, que, do ponto de



vista algébrico, forma um grupo ciclico. Tendo o operador V', podemos associar a
ele um conjunto de N autoestados {(v;|}, l = 0,..., N —1 e, por consequéncia, temos
I _— exp( —2mil

a cada autoestado de V' associa-se um autovalor dlferente. Adicionalmente, este é

um conjunto de N autovalores complexos v ), raizes da unidade. Assim,

também um conjunto completo e ortonormal de vetores. Tendo um dado autoestado

{{v|} de V' e seu adjunto, seguindo Schwinger [7] podemos escrever o projetor

13 —2miln
lur) (v| = N ;exp < N )V”,

e com essa expressao podemos obter uma relacao entre as bases para os espagos
vetoriais {(ux|} e {(u]}

(o) (] = — Zexp( 27”Z”><un|. (12)

Desta expressao podemos obter

1

[(un o) = N

e assim, a menos de uma escolha de fase, temos

1
(i) =

Substituindo (1.3) & esquerda de (1.2) teremos o autoestado (v;| escrito na base dos

(1.3)

estados (uy,|

(0] = —— Zexp< 27”1”)< ol (1.4)

ou seja,

(orluy) = \/%exp (_2;””) (1.5)

(ttn|0r) = —— exp (2753”> (1.6)

VN
que é a conexao entre os duas bases do espacos de Hilbert; essa forma de conexao é
conhecida como transformada de Fourier discreta.
Podemos agora definir um operador ciclico U tal que sua agao no conjunto dos
autoestados de V' seja

<UZ|UIC = <’U(lfk)modN|

onde
Uy =1.



O que ocorre, como mostrado por Schwinger [7], é que os autoestados do operador U

sao os mesmos estados (ug| de partida, com autovalores complexos - também raizes

Up = exp (27;\;]6) (1.7)

Percebemos, desta forma, que tendo estes dois conjuntos de estados (uy| e (v;], onde

da unidade

cada um forma uma base para o espaco de Hilbert de dimensao NN, definimos dois
conjuntos de operadores V! e U* que agem na forma de deslocamentos ciclicos dentro

dos conjuntos de estados
(|U* = (va—k)ymoan] (1.8)

(ue] V! = (uggtiymoan (1.9)

e o conjunto dos autoestados desses operadores sao os proprios estados (v;| e {(uy|

|V = exp <‘?§”)<w| (1.10)
(ue|U = exp (zxk)mk\. (1.11)

Em suma, os conjuntos dos operadores U e V satisfazem a propriedade ciclica,

UN =1e VYN =1 e também a relacao de comutacao

VIU* = exp (M> Ukvt, (1.12)
N
também conhecida como relagdo de comutacao de Weyl-Schwinger [1; 7].

Os operadores U e V' exibem um grau maximo de incompatibilidade, no sentido
de que juntos formam um par de operadores complementares. Sendo assim, juntos
U e V formam um conjunto completo de geradores de uma base ortogonal do espago
dos operadores que atuam no espaco de Hilbert de estados de dimensao finita de
partida, que é formada por um conjunto de N? operadores [7],

Si(m,n) = L
VN

com a qual é possivel a descricao de qualquer operador associado a um sistema fisico

unvn, (1.13)

descrito por um espaco de estados de dimensao N. Como esse conjunto é uma base

completa e ortogonal* no espaco dos operadores’, podemos construir ou representar

*Sendo o produto escalar entre dois operadores Ae B, pertencentes a um dado espaco de
operadores, é obtido via Tr[AB].
TA demostracio detalhada é feita por Schwinger; demonstraremos essas propriedades quando

se fizer necessario.
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todo e qualquer operador que represente ou nao um observavel que age no espaco

vetorial de partida. E essa representagao ¢ feita pela decomposigao [34]

N-1
A 1 A
0= v mEnZO O(m,n)S1(m,n), (1.14)

onde O(m, n) s@o os coeficientes da decomposigao na base dos operadores, calculados
por
O(m,n) = Tr[SI(m,n)0]. (1.15)

Um bom exemplo, 1util na sequéncia desta apresentagao, sao os operadores que
representam as transi¢oes internas dentro dos conjuntos de estados (uy| e (v;| res-

pectivamente, a saber:

1= —2mimk
m=0
¢ N-1
1 «— / —2minl’
o {or] =+ S UV exp (%) (1.17)

n=0
Uma outra base no espaco de operadores também proposta por Schwinger é

conhecida como base simetrizada [7]

N 1 Tmn

So(m, n) \/NU"LV” exp ( N

nome que vem do fato de que todas as propriedades da base Sg(m, n) sado preservadas

), (1.18)

quando substituimos U — V e V — U~! juntamente com m — n e n — —m.
Como estamos tratando de sistemas com espaco de Hilbert de dimensao finita,
¢é interessante observar uma propriedade que diz respeito a esse numero finito de
estados do sistema. Schwinger propoe que, sempre que a dimensao do espago for um
ntimero composto, podemos fatord-la em primos [7]. Supondo um espaco de Hilbert

de dimensao N, podemos escrever
N = p"py..pj™, (1.19)

onde os pg-s sao primos distintos, nos permitindo escrever a base do espaco de ope-

radores como um produto de sub-bases com dimensao N; = p;” [7; 35

~ N

Si(m,n) = S’i(l)(ml,nl) ® Si(z) (ma2,n9) ® ... ® SZ-(t)(mt, n), (1.20)

valendo a relagao de comutagao

[S(k)(mk,nk),gi(l)(ml,nl)] = O, (121)

)

11



para k # [, onde @ = 1,2, vale para ambas as bases, e mj,n; = 0,1,....N;. O
fato dos operadores comutarem, quando pertencem a sub-bases diferentes (dimensao
com diferentes coprimos), nos permite relacioné-los a graus de liberdades diferentes.
Schwinger propoe que essa fatoracao, em sub-bases, também é possivel no caso em
que a dimensao N do espaco de estados é um nimero nao primo com fatores iguais,
por exemplo, se N = 12 este fatora em N = 223, ou seja, a base inicial pode ser
fatorada em duas sub-bases de dimensao 2 e uma de dimensao 3. Essa caracteristica

serd aproveitada por nés quando tratarmos sistemas compostos de spin 1/2.

1.2 Espaco de fase discreto

Nessa secao apresentaremos como as ideias de Schwinger nos possibilitam desenvol-
ver a representacao da mecanica quantica no espaco de fase discreto. Para isso, por
conveniencia operacional, escrevemos uma outra base ortonormal para o espago de

operadores com propriedades convenientes, que é [9]

G(m,n) = % Z_: Sy(4,1) exp {imp(m,n; N)} exp { _JQVM(mj + nl)}, (1.22)

J1=0

—2mi

- (mj +nl)} estd associado com uma transformada de Fourier discreta

onde exp {
em m e n,

¢(m,n; N) = NININ —mIV —nIl (1.23)

e IY significa a parte inteira da divisdo de x por N, que é a dimensio do espago de
estados. A fase exp {ir¢(m,n; N)}, colocada & mao na construgao da base, possui
um papel fundamental pois ela se encarrega da extracao de moduloN nas operagoes
que envolvem a equagao (1.15) [9].

Com a base (1.22) também podemos expandir qualquer operador de nosso inte-

resse e, assim, tendo um operador arbitrario O podemos da mesma forma escrever

=2

1

0= Nm O(m, n)G(m,n), (1.24)

0

,T

e com ela é possivel agora estabelecer um vinculo com o conceito de espaco de fase
quantico discreto [8]. Nessa descricao, os coeficientes O(m,n) representam o ope-
rador O em um espago rotulado por duas varidveis discretas complementares (1.5 e
1.6), vinculadas por uma transformada de Fourier discreta, ou seja, as variaveis m e
n formam um par complementar via transformada de Fourier discreta, portanto jun-

tas representam o analogo a um espaco de fase, porém discreto. Para encontrarmos
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O(m,n), que é a representagao do operador O no espaco de fase quantico discreto,
devemos entao calcular

O(m,n) = Tr[GT(m,n)O] (1.25)

sendo que, desta maneira, temos a transformada de Weyl discreta, ou mapeado de
Weyl discreto do operador 0.

Como o formalismo nos permite mapear qualquer operador que atua no espaco
dos estados de partida, um operador de interesse é o operador densidade de estado

p. Sua expressao mapeada é dada por

Pu(m,n) = %Tr[éﬁ(m,n)ﬁ] (1.26)

e, dessa forma, como a normalizacao ja estd incorporada na expressao mapeada,
pois assim garantimos que a funcao de Wigner serd normalizada a 1, o operador

densidade de estado pode ser decomposto nessa base na forma
N—
Z G(m,n)p,(m,n). (1.27)

Devido a importancia dessa expressao mapeada, p,(m,n), para a descrigao do
estado do sistema, como também na sua utilizacao quando estudarmos a evolugao
temporal de sistemas com espaco de estados de dimensao finita N nessa repre-
sentacao de espaco de fase, a mesma recebe também aqui o nome particular de
quasi-distribuicao de Wigner, ou na maioria da vezes fun¢do de Wigner. Analoga-
mente ao caso continuo [2],

p= Np,(m,n), (1.28)

onde o simbolo = significa que o operador p tem como correspondente no espaco
de fase a funcao de Wigner, obtida pela transformada de Weyl, e vice-versa. A
discussao da existéncia de uma funcao de Wigner com variaveis discretas também
foi levada a cabo por Wooters, porém ele apresenta uma prescri¢ao especifica para
sua construgao [11]; j4 da forma apresentada aqui ela é obtida naturalmente do
formalismo de mapeamento num espaco de fase quantico discreto. Adicionalmente,
deve-se mencionar o trabalho de O. Cohendet et al [12] como uma das primeiras

propostas especificas nessa area.

1.3 Dinamica

Como feito no caso da mecanica quantica no espago de fase continuo [36; 37; 38; 39],

a evolugao temporal dos sistemas de nosso interesse aqui é calculada resolvendo a
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equacao de von Neumann-Liouville, que trata da evolucao temporal do operador
densidade de estado?

2 o(1) = [H, p(1), (1.29)
onde
p(t) = [(O) W0, (1.30)

Como essa equacgao envolve apenas operadores, todas as grandezas presentes nela
podem ser mapeadas no espaco de fase discreto; assim, a mesma equagao sera obe-
decida pelas expressoes mapeadas dos operadores [14]

N-1
.0
i—pu(m,n;t) = Z L(m,n,r, s,t,t0)p,(r,s, to), (1.31)
ot
r,s=0
onde p,(r,s,ty) é a funcao de Wigner e L(m,n,r,s,t,ty) é o liouviliano, que re-
presenta a expressao mapeada dos comutadores de operadores com o hamiltoniano,

escrito como

tt
L(m,n,r, s;t,ty) Z Z flm, m; 0 exp {in®(a,b,c,d; N)}

m,n a,b,c,d

exp {QW%[a(u —m)+blv—n)+clu—r)+dv-— s)]}

[exp {i%(bc - ad)} — exp {—i%(bc - ad)H : (1.32)

onde a fungao h(m,n;t,ty) representa a expressao mapeada do operador hamiltoni-
ano. Na sequéncia da apresentacao escolhemos trabalhar apenas com hamiltonianos
independentes do tempo.

Adicionalmente podemos descrever também a equacgao de Heisenberg no espaco

de fase 9
i=-0(t) = —[H,0(t)], (1.33)
0 que resulta em
.0
ZEO m,n;t) ZE m,n,r,s)O(r, s;t). (1.34)

Nessa descricao, as quantidades conservadas, as constantes do movimento, podem
ser obtidas, de imediato, pela busca das solugoes da restricao, imposta as expressoes

mapeadas dos operadores,

Zﬁ(m,n,r, s)O(r,s;t) = 0. (1.35)

YA partir daqui assumimos /i = 1
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Para completar a descricao geral da dinamica no espaco de fase discreto, devemos
procurar a expressao mapeada da solucao da equacao de von Neumann-Liouville.
Obteremos duas expressoes mapeadas da solucao, uma ¢ analitica’ e a outra é na

forma de uma série de comutadores.

1.3.1 Solucao da equacao de von Neumann-Liouville

Uma forma de escrever a solugao da equacgao

0 .
i=-p(t) = [H, p(t)] (1.36)
ot

no caso de hamiltonianos independentes do tempo, com o tempo sendo contado a

partir de t = 0, é expressa como
p(t) = exp (—iHt)p(t = 0) exp (iHt). (1.37)

Por outro lado se expandirmos as exponenciais em série, teremos uma segunda forma

de escrever

p(t) = p(t = 0) + it[H, p(t = 0)] + (ZQL,)Q[H [H, p(t =0)]] +.... (1.38)

Podemos agora escrever a expressao no espaco de fase de ambas as expressoes acima.
Porém, primeiramente vamos calcular a expressao mapeada da série de comutadores
da solugao (1.38). Como ja mencionado anteriormente, comutadores envolvendo

hamiltonianos sao representados no espaco de fase pela fungao liouvilliano [15]

pu(m,n,t) = % Z Pu(1, 8, = 0)[0mr0ns + itL(Mm,n,7,8) + (1.39)
(it)?
+ 5 ZE(m,n,ul,vl)ﬁ(ul,vl,r,s)+...—I—
u1,v1
(it)"
+ .y Z . Z L(m,n,uy,v1) ... L(Up_1,Vp_1,7,8) +...].

Claramente o contetido da dinamica esta todo na série de produtos dos liouvilianos
que atuam na funcao do estado de entrada que, por sua vez, ¢ a funcao de Wigner
e contém toda a informacao a respeito do estado inicial. A expressao da solucao
mapeada pode ser encontrada com detalhes, bem como a resolucao em alguns casos

de hamiltonianos dependentes do tempo, em [15].

$Usaremos o termo funcdo analitica no sentido de que somos capazes de ressomar uma série
e expressar essa série na forma de uma funcao fechada. Portando nao nos preocupamos com as

definigoes formais da matematica de fungoes analiticas que vém da analise de funcoes.
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A outra expressao para a solucao da equacao de von Neumann-Louville é na
forma de uma funcao analitica de um propagador no espaco de fase quantico discreto.

Nesse caso partimos da solugao (1.37)

p(t) = exp (—iHt)p(t = 0) exp (iHt) (1.40)
e, lembrando que
Pt =0) =3 G(r,s)pu(r.s,t =0), (141)
temos
p(t) = pu(r,s,t = 0)exp (—iHt)G(r, s) exp (iHt). (1.42)

Como a fungao de Wigner do operador p(t) é dada por

pulm, mit) = TG m, m)j(e) (1.43)

teremos a partir de (1.42)

pu(m,n;t) = %pr(r, s, t =0) x (1.44)
Tr[GH (m, n) exp (—i]{lt;é(r, s) exp (iHt)].
Dessa expressao definimos a funcao analitica
P(m,n,r,s|t) = Tr[GH(m,n)U#)G(r,s)U(1)], (1.45)

U(t) = exp (—iHt), (1.46)

onde a evolucao temporal do estado pode ser descrita por uma expressao analitica,
ou seja,
pu(m,n;t) = %ZP(m, n,r, s|t)pu(r, s, t = 0). (1.47)
T8
Uma vez que a caracterizacao do propagador depende apenas do hamiltoniano do
sistema e da base de operadores, percebemos que, mais uma vez, temos toda a in-
formagao sobre a dinamica no propagador, separada da cinematica, estando toda
informacao sobre o estado de partida contida na fungao de Wigner.
Ambas as expressoes para a solucao da equagao de von Neumann-Liouville serao
usadas nesse trabalho, e assim pode ser percebido que em certas situagoes a obtengao
da funcao de Wigner evoluida no tempo usando a série envolvendo a funcao liouvil-

liano é necessaria. Isso ocorre pois hamiltonianos com combinacoes de operadores,
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de forma que uma relacao como aquela do lema de Baker-Hausdorff nao possa ser

usada,
~ ~ 1 ~
exp (-4 B) = exp (@) exp (B) exp (—5[a. ), (1.48)
tornam extremamente dificil, quando nao impossivel, a tarefa de ressomar as séries

das exponenciais para resultar uma expressao analitica para o propagador.

1.4 Espaco de fase para N=2

A partir daqui comecaremos a adaptar a abordagem apresentada para o caso de
nosso interesse, ou seja, espacos de Hilbert de dimensao 2. Como ja mencionado,
quando tratarmos de sistemas de spins 1/2, a base de operadores proposta em [§]
nao sera utilizada. Por isso, ao invés de usarmos a base simetrizada de Schwinger,

usaremos a base

uryn
VN

Aplicando uma transformada de Fourier dupla nessa base, definimos uma nova

Sy(m,n) = (1.49)

base para o espaco de operadores, que também é 1itil para a descricao desses sistemas

fisicos num espaco de fase discreto

1 :
. 1 —2
G(m,n) = 5 E U™V?exp [Tm(mr + ns)] (1.50)

r,s=0

Como esperado, qualquer operador 0, que age no espaco de estados de dimensao

N = 2, pode ser decomposto nessa base na forma ja apresentada

O:

N

> O(m,n)G(m,n), (1.51)

onde O(m,n) é o mapeado de Weyl do operador O, ou seja,
O(m,n) = Tr|G'(m,n)O0]. (1.52)

Esta base para o espaco de operadores tem as seguintes propriedades de trago

N

Tr|G(m,n)] =1, (1.53)
Tr[GH (m, n)G(r, s)] = 262 512 (1.54)

m,r-n,s

x exp{(mi)[a(m — 1)+ b(n —s)+c(m—p)+dn—q)}, (1.55)
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onde 5,[«{\3[] indica uma delta de Kronecker moédulo NV, ou seja,

SN 0 para r # s(modN)
e 1 parar = s(modN).

A demonstragao das expressoes (1.53, 1.54 e 1.55) pode ser encontrada com
detalhes no Apéndice A. Das propriedades acima podemos obter, da mesma forma
que indicado em secoes anteriores, alguns resultados importantes, como a expressao
mapeada do produto de dois operadores O e 02, sendo eles representados na base

dos operadores respectivamente como

1 ~
Ol - 5 ; Ol (7’, S)G(Tu S)

~

O, = %;(;02(10, 9)G(p,q). (1.56)

Assim, como?

(0102)(m, n) = Tr[GT(m,n)0,0,], (1.57)
substituindo (1.56)

(0:0)(m1) = 55 37 O, 5)0slp, )G (m, WGl 8)Gp )] (159)

7,8,p,g=0

e usando o trago de trés operadores temos

(0:05)(m,n) = % S Y 0u(r,5)0u(p, ) exp (wibe) (1.59)

< exp {(mi) [a(m — ) + b(n — 5) + c(m — p) + d(n — )]}

A partir desse resultado é direto obter as expressoes mapeadas dos comutadores

e anticomutadores de dois operadores com a base G(m,n)

[01,05](m,n) = %Z > 04(r,5)0s(p, q) {exp (wibc) — exp (wiad) }(1.60)

T787p7q a7bic7d

x exp {(mi) [a(m — 1) + b(n — s) + c(m — p) + d(n — q)]}

{O1,0:}(m,n) = 2—142 > 04(r,5)O0s(p, q) {exp (wibc) + exp (wiad) (1.61)

T7S7p7q a’b7c’d

exp { (i) [a(m — r) + b(n — s) + ¢(m — p) + d(n — q)]}.

X

YA expressio (0103)(m,n) denota a expressdo mapeada do produto dos operadores O ¢ O,.
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Mais uma vez, um operador que merece destaque em nossas consideracoes é o
operador densidade de estado p; sua expressao mapeada, fungao de Wigner, é obtida

calculando )
pu(m,n) = §TT[@T(m, n)p. (1.62)

Tendo a funcao de Wigner podemos agora escrever a equacao de von Neumann-

Liouville no espaco de fase, ou seja,

Z,67pw(m, n,t)

5 = [H, p(t)](m, n) (1.63)

e, substituindo a expressao mapeada do comutador, obtemos

t 1
jGpmnt) L 3 bt ) s o) expisad) (161
27
X exp { (7) la(m —s) +b(n—71)+c(m—p)+dn— Q)]}
Sendo o liouviliano para a nova base dado por
1 . .
L(m,n,p,q) = i a;d; h(r,s){exp (imcb) — exp (imad)} (1.65)

exp{ (%57 latm = 1) 4 6n = 5) + om = p) + dln — )],

a expressao mapeada temporal, na sua forma geral, é independente da base, portanto

ela é

0
Z&Pw(m, n; t) = Z‘C(manapa Q)pw(pa Q7t)7 (166)
p,q

que tem a mesma forma da anterior, como ja era de se esperar. Temos, basica-
mente, todas as ferramentas necessarias para descrever qualquer sistema fisico sem

dissipacao, caracterizado por espacos de Hilbert com dimensao N=2.

1.4.1 Sistema de Spin 1/2

Tomaremos como modelo, para as aplicagoes futuras, os sistemas de spin 1/2 e des-
creveremos os operadores usando os operadores de Pauli (6,, 6, e ¢,) quantizando
os estados na direcao z. O primeiro passo serd escolher um dos operadores U ou V/
para representar o operador &, e entao identificar seus autoestados. Iremos repre-
sentar os estados de spin 1/2 como |+) (spin up) e |—) (spin down). Primeiramente

identificamos &,
o, —V, (1.67)
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portanto representaremos os estados de spin 1/2 pelos autoestados do operador V/

[+) — |vo)

=) — o)
e, por conveniéncia, escrevemos apenas

[+) — 10)
=) — [1). (1.68)

Os demais operadores de Pauli, ¢, e 7,, podem ser obtidos usando os operadores

degrau ) .
Gi= @ (1.69)
ou entao
Op =04 +0_ (1.70)
€ ~ ~
G, = % (1.71)
Podemos também representar os operadores degrau como transigoes internas dos
estados
o4 = 10)(1
e
o- = [1){0]

Usando (1.17) escrevemos os operadores degrau em funcao dos operadores U e V

1

oy = 5UL=V] (1.72)
¢ 1
6= UL+V] (1.73)
e, substituindo (1.72) e (1.73) em (1.70) e (1.71), teremos
G, =U (1.74)
G, = iUV (1.75)

Dessa forma temos os trés operadores de Pauli representados como combinagoes dos

operadores U e V respectivamente por

Go=U
&, = iUV
5. =V.
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Quando a base simetrizada é usada, por conter uma fase complexa, os operadores
de Pauli constituem os préprios elementos da base Sy(m,n) para N = 2 [8], porém
aqui, como a base escolhida nao possui fase de simetrizacao, os operadores devem
ser obtidos na forma descrita acima.

Feito isso, podemos agora calcular a expressao mapeada dos operadores de Pauli
oi(m,n) = Tr[GT(m,n)s;), (1.76)

onde i = x,y, z. Usando (1.76) obtemos de imediato

o(m,n) = exp{imrm}, (1.77)
oy(m,n) =iexp{ir(m+n)} (1.78)
o.(m,n) = exp{irn}. (1.79)

Como os operadores de Pauli sao operadores unitéarios, suas expressoes no espago
de fase discreto se manifestam apenas na forma de fases, raizes da unidade, onde o
rétulo n representa o momento angular associado ao spin 1/2 e m esté associado a
rotacoes discretas em unidade angulares de 7. Tendo os mapeados dos operadores,
uma primeira aplicacao que podemos fazer, como teste de consisténcia, é o calculo

das expressoes mapeadas dos comutadores dos operadores do SU(2). Assim, tendo
[6i,0,] = 2i€; j 1O, (1.80)

no espaco de fase discreto devemos obter as expressoes equivalentes a
[6i,0,](m,n) = 2ie; j o (m,n), (1.81)

onde €, ¢ o tensor antisimétrico de Levi-Civita. Usando a expressao (1.60), e
substituindo as expressoes mapeadas obtidas acima, teremos individualmente as

trés relagoes

(64, 0,](m,n) = 2iexp (imn) = 2ic,(m, n), (1.82)
[6y,0:](m,n) = 2iexp (imm) = 2i0,(m, n) (1.83)
62, 04](m,n) = —2exp{in(m +n)} = 2io,(m,n), (1.84)

que é exatamente o que deveriamos esperar se comparados com (1.80).

Agora podemos escrever um estado de spin 1/2 arbitrdrio, com |¢) € H?

) = a|0) + B[1), (1.85)
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tal que o operador densidade de estado sera

p =)l
ou explicitamente
p = [a?10){0[ + |BP[L)(1] + aB*|0)(1] + a*B[1)(0]. (1.86)

Tendo o operador densidade de estado podemos calcular a funcao de Wigner
desse estado a partir da expressao geral

pu(m,n) = %TT [@T(m,n)ﬁ] (1.87)

e, substituindo (1.86), obtemos
1 A
pulm.n) = ST [G1m.m) (Ja10){0] + |8PI 1] + a8 (0)(1] + a*B1){0]) .
(1.88)

Agora, por razoes praticas, é interessante calcular de imediato um elemento de

matriz na forma geral, ou seja, tendo |k) e |l) € {|0),|1)}
T |GHm, k) 11| = QUG () )

que é

Tr [GT(m, n)\k)(l!] — 5P exp {imm(l — )}, (1.89)
do que, devido a linearidade do trago, temos a funcao de Wigner
1
pu(m,n) = 5 [|a|2§7[i}0 + a*ﬁ(ﬂi}o exp (imm) + |ﬁ|2§7[12}1 + aﬁ*éq[i}l exp (imm)|. (1.90)

Tendo a funcao de Wigner podemos calcular as distribuigoes marginais [8], de mo-

mento angular

J(n) = pr(m,n), (1.91)

e angulo

O(m) =Y _ pu(m,n), (1.92)

que se tratam de distribuicoes de probabilidade de fato. No caso do estado de spin
1/2
J(n) = laf*6.% + 1685, (1.93)

O(m) — %{1 +exp (imm) (o +a*)}. (1.94)
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Como nos capitulos que seguem serao utilizados sistemas compostos por mais
de um spin 1/2, entdo devemos ser capazes de representar esses sistemas na nossa
descrigao de espago de fase discreto. Para um sistema com n particulas de spin 1/2

o espaco de Hilbert tera dimensao 2", ou seja,
H" =HI@H;® ... ® H. (1.95)

Uma base para esse espaco de Hilbert de estados pode ser representada pelo espaco
produto

onde o estado |k;) € H3, e o indice j rotula a j-ésima particula do sistema. A

decomposicao de um estado arbitrario nesta base tera a forma
0) = > Chisoalbr bz, oo k), (1.97)
k1,k2,....kn

do qual podemos obter o operador densidade de estado
p=[U) (V|
ou, de forma explicita,

=D Y CrikaknChpg o b by oo ) (R K, . (1.98)

k1,k2,.ookn K KD, KD

Como proposto por Schwinger, podemos decompor a base do espaco de operadores

de dimensao 2n no produto das n sub-bases de dimensao dois

N N A N

G(T1y ooy Ty S1y ooy Sn) = G1(11,51) @ Ga(ra, $2) @ ... @ Gy (T, Sn)- (1.99)

Porém, caso haja interesse, a base referente ao momento angular total também
poderd ser usada, ou seja, a fatoracao da base nao é obrigatoria. Esta escolha pode
ser feita dependendo da descrigdo que queremos usar para os sistemas de spins 1/2.

Um operador que age no espaco de Hilbert H?" possui sua expressao mapeada

calculada, usando a base (1.99), via
Ou(T1y ooy Ty S1y ooy Sp) =11 [éT(rl, Ty STy ey sn)é] (1.100)

e a funcao de Wigner do operador (1.98) pode ser obtida via

1 A
Pu(T1y ey Ty STy ey Sp) = 2—nTr [GT(rl, Ty STy e sn)ﬁ]
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1 A A A A
Pur(T15 ooy Ty STy 0evy Sp) = Q—nTr [Gi(rl, $1) @ GL(r, 89) @ ... @ GI (1, 50)P] -

Tendo p, dado pela expressao (1.98), obtemos

1
L A > > ChikerkaCligg iy x (1101)

k1,k2,..., kn k’lvkl277k'/n,

Tr [G{(rl,sl) ® Gl(ra, 52) @ oo ® G (1, 50) |1 Ky ooy ) (KL, Ky o KL

e, como cada operador age no espago de estados de uma das particulas, podemos
usar a Wigner calculada em (1.89) e obter a fungao de Wigner de qualquer estado

de um sistema composto por n spins 1/2.
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Capitulo 2

Estados emaranhados

A partir deste capitulo restringiremos nossos estudos ao espaco de Hilbert de quatro
dimensoes associado a um sistema composto por duas particulas de spin 1/2. Muitos
resultados obtidos aqui serao utilizados no capitulo subsequente. O principal obje-
tivo serd apresentar uma descricao que permitird quantificar emaranhamento entre
as particulas que compdem o sistema. Apds isso iremos propor a forma equivalente

de medir o grau de emaranhamento na descricao de espago de fase discreto.

2.1 Espaco produto e emaranhamento

Antes de falarmos em como quantificar o grau de emaranhamento do sistema, deve-
mos ser capazes de diferenciar quando temos um estado emaranhado ou nao. Dados
os espagos de Hilbert de duas dimensoes, H; e Hs, onde 1 e 2 rotulam arbitraria-
mente as particulas, introduzimos dois estados, |¢) € Hi e |x) € Ha. Se |n) sdo os
elementos de uma base de H; e |a) sdo os elementos de uma base de Hsy, podemos

decompor os estados nas bases

1

) = caln) e )= dala). (2.1)

n=0

O espaco produto H; ® Ho é um espaco de Hilbert de 4 dimensoes, onde o produto
tensorial das bases dos espagos individuais, |n) ® |a) = |n,a), forma uma base

ortonormal
(n',a/In, &) = 0p 0O s (2.2)

e o produto tensorial dos vetores |¢) e |x) pode ser decomposto nessa base

[4) = 1p) @ IxX) = ) cadaln, ). (2.3)
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Mas, além daqueles estados, um estado mais geral, também pertencente ao espaco

de Hilbert produto, pode ser escrito na forma

|¢> = ch,a|n’05>§ (2.4)

esse estado é mais geral pois, dependendo dos coeficientes C, o, ele pode nao ser
escrito na forma de (2.3); se assim for dizemos que o estado é emaranhado. No caso

de sistemas de dois spin 1/2 podemos escrever esse estado geral na forma
|W) = «|00) + 3]01) + ~v|10) + 9|11) (2.5)
que serd um produto tensorial sempre que

ad = . (2.6)

Um exemplo de estado emaranhado, que portanto nao satisfaz o critério acima, é o

estado singleto
1

V2

Se calcularmos o grau de emaranhamento do estado (2.5), teremos o mesmo

@) (101) = [10)). (2.7)

dependendo dos coeficientes «, 6,7 e . Tal medida pode ser obtida calculando
os coeficientes de Schmidt [40], que é a raiz quadrada dos autovalores da matriz de
estado reduzida de uma particula*. Para obter os coeficientes de Schmidt precisamos

primeiramente calcular a matriz densidade de estado
p=[¥)(¥,

que para o estado (2.5) sera

p = |al?|00){00] + |B[*|01)(01] + |y[*[10)(10] + [d]*[11) {11 |+
+a5%|00)(01| + ay*[00) (10| + ad*|00) (11| 4+ Sa*|01)(00|+ (2.8)
+B7*|01)(10] + B5*|01) (11| + va*|10)(00] + v3*|10){01|+ '

+76*[10) (11| + da™|11)(00| 4+ 657[11)(01] + d~7[11)(10],
e o operador reduzido da particula 1, por exemplo, serd
pY = Try[p]
7 = (o +182) 0)(0] + (I + 101 ) 111+ )

+thuwﬂmxu+(wy+ﬂwynmy

*Nao confundir coeficientes de Schmidt com niimero de Schmidt, que é o niimero de coeficientes
de Schmidt.
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Os autovalores A; da matriz associada a p") (denotada por Q(l)) podem ser facil-

mente calculados e uma vez que

TT[B(I)] 1 2
L= 5\/ (Tr{p])? — ddet [p)], (2.10)
onde
Tr[g(l)] =1
€
det [p"] = |ad — By [?, (2.11)
portanto
11
Ay = §i§\/1 — 4lad — By (2.12)

Como mencionado anteriormente, sempre que «d = [ temos um estado produto,
e nesse caso os autovalores serao Ay = 1 e A_ = 0, ou seja, sempre que a matriz
de estado reduzida possuir um autovalor igual a 1, o estado do sistema das duas
particulas pode ser representado por um produto tensorial de dois estados indepen-
dentes. No caso de um estado com grau maximo de emaranhamento, estado (2.7)
por exemplo, os coeficientes de Schmidt sao iguais, ou seja, Ay = 1/2. Os demais
valores representam graus intermediarios de emaranhamento, e podemos dizer entao
que em um sorteio aleatério a probabilidade de obtermos um estado emaranhado é 1.
Se agora fizermos o calculo dos autovalores da matriz de estado reduzida da particula
2, obteremos o mesmo resultado, pois ambas possuem os mesmos autovalores.
Podemos observar em (2.10) que, sendo o trago da matriz de estado normalizado
a 1, toda a informagao sobre o emaranhamento estd contida no determinante dessa
matriz, ou seja, uma forma de se obter o grau de emaranhamento do sistema é
via determinante da matriz reduzida de um corpo. Como o determinante pode ser

obtido pelo produto dos autovalores da matriz, ou seja,

det pV = A A, (2.13)
da condi¢ao A, +A_ = 1 obtemos que o determinante assume seu maior valor quando
Ay = A_ = 1/2, portanto

0 < detp® <1/4, (2.14)

e ¢ justamente quando o determinante assume seu maior valor que temos o grau
méximo de emaranhamento. Os estados bipartites de spin 1/2 com grau maximo
de emaranhamento formam um conjunto de 4 estados conhecidos como estados de
Bell [40], sendo eles

W) = = (0 £ 10)) e [B2) = == (100) + 1)), (2.15)
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Apresentamos na sequéncia trés medidas de emaranhamento, comuns na litera-
tura, a one-tangle, a concurrence[41; 42] e a entropia de von Neumann, que para o
caso de interesse, sistemas bipartites de spin 1/2 descritos por estados puros, sao
obtidas diretamente do determinante da matriz reduzida de um corpo. Os dois
primeiros quantificadores sao apresentados apenas por conferéncia uma vez que Po-
pescu et al[43] mostraram que para estados puros a entropia de von Neumann é
a unica medida de emaranhamento, sendo as demais proveniente dela de alguma

forma.

One-tangle

A medida one — tangle é definida diretamente por:
7; = ddet p!, (2.16)

onde ¢ indica o one — tangle do estado reduzido da i-ésima particula do sistema,
descrito pela matriz reduzida de um corpo p. One — tangle assume valor maximo

1, para os estados de Bell e minimo 0 para estados produtos.

Concurrence

A concurrence é muito usada para descrever sistemas de muitos corpos descritos por
estados mistos, onde, para um sistema com N spins 1/2, por exemplo, a medida do
grau de emaranhamento entre os spins é tomada aos pares. Para o caso de estados
puros a mesma sera [41]

C= \/2(1 — Tr[p12)), (2.17)

onde B(l) ¢ a matriz de estado reduzida de um corpo. Para um sistema bipartite

podemos escrever p™) como uma matriz diagonal

A 0
M — |7 2.18
£ < 0 )\_> ’ ( )

sendo A, e A_ os autovalores de p(M), como dito anteriormente. Dessa expressao

C = VAN A = /4det pO). (2.19)

Esta medida também ¢é normalizada a 1 para os estados de Bell e é 0 para esta-

resulta

dos produtos. Sendo assim, podemos seguramente usar o determinante da matriz

reduzida de um corpo para calcular o grau de emaranhamento no sistema bipartite.
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Entropia de emaranhamento

Uma outra forma de se medir emaranhamento é via entropia de von Neumann do

estado reduzido, que é
S=> Ailog, A, (2.20)

onde v/, sao os coeficiente de Schmidt. Esta entropia assume valores no intervalo
0<85<1, (2.21)

tal que quando S = 1 o emaranhamento é maximo. Isso ocorre pois quando o
estado do sistema é emaranhado o operador de estado reduzido de uma particula se
trata de um estado misturado, ou seja, individualmente o estado das particulas que

compoem o sistemas nao pode ser escrito na forma de estado puro.

2.2 Emaranhamento no espaco de fase discreto

Nessa secao apresentaremos duas diferentes formas de se calcular o grau de ema-
ranhamento em sistemas bipartite usando a descrigao de espago de fase quantico
discreto. Como vimos anteriormente, a informacao sobre o emaranhamento esta
contida no determinante da matriz reduzida de um corpo, portanto devemos ob-
ter uma expressao para esse determinante nessa descricao. Primeiramente devemos
obter a funcao de Wigner do estado (2.8) e entao calcular a expressao mapeada
referente ao operador reduzido de um corpo, seguindo os mesmos passos feitos an-

teriormente. A funcao de Wigner para sistemas bipartites sera
po(my, ny;me,ng) = Tr[GT(my, ny) @ GY(my, ny)pl, (2.22)

onde os indices 1 e 2 rotulam as particulas. Para facilitar a notagao, rotularemos a

particula 1 com letras latinas e a 2 com letras gregas e reescrevemos (2.22)
puo(m,n; p,v) = Tr [GT(m, n) © Gy, V)ﬁ] .
Para uma contribuigao arbitraria da combinagao (2.8) teremos a expressao mapeada
(ko) (1 T m, i pv) = Tr|GHm,m) © GG, )|, o) {1, 7]
= Tr[Gm, w1 Tr |G )l (228)
e, usando o resultado da funcao de Wigner obtida anteriormente,

Tr [GT(m, n)\k)(l!] — 5P exp {imm(l — )}, (2.24)
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teremos
(|k, o) (I, T])(m,n; p,v) = 5[ ]52] exp {imm(l — k) } exp {imu(r — 0)}. (2.25)

Com a expressao acima calculamos facilmente a fungao de Wigner do operador (2.8),

sendo que esta sera entao

puo(m,m; pu, v) =
1
= 3 { [|oz|2 + pa* exp {iru} + vya* exp {imm} + da* exp {im(m + ,u)}] 557]05,[,2,2) +
+ ||8]* + Braexp {inp} + 5% exp {im(m + p)} + 3% exp {mm}] 5,[3]0(51[,27}1 +

+ [P+ 7 aexp {imm} + 9" Bexp {in(m + p)} + 07" exp {imp} | 0oL +

+ ](5|2 + 0" aexp {im(m + p)} + B0" exp {imm} + 0" exp {m,u}} (5[2 } (2.26)

Como citado anteriormente, devemos calcular a expressao mapeada da matriz de
estado reduzida de um corpo, que pode ser calculada tomando o trago em uma das

particulas

= po(m,n;p,v), (2.27)
v
também chamada de fung¢ao de Wigner reduzida. Da expressao (2.26) teremos
pD(m,n) = %{5}3}0 [laf? + |82 + yo* exp {imm} + 63* exp {imm}] + (2.28)
38, I + 10 + 5" avexp {imm} + 6" Bexp {imm}] }.

Apresentaremos, a seguir, duas formas de medir o grau de emaranhamento do sis-

tema a partir da funcao de Wigner reduzida de um corpo.

2.2.1 Permanente da funcao de Wigner reduzida

~ 1 . ’ .
Se representarmos a fungao pt(u)(m, n) como uma matriz 2 x 2 onde os indices m e

n representam as linhas e colunas da matriz, respectivamente, teremos

( 1
| L (0,0) pu’(0,1)
p(m,n) = < (1 )(170) pc(ul)(l, 1)> ; (2.29)

onde
pP(0,0) = %(|a|2+|ﬁ|2+w +6p7)
pL(1,0) = 5 (Jaf? + 182 — ya* — 58%)
p(0,1) =1 (4> + !5l2+v a+ 6% 3)
pS(1,1) = L2+ 162 — vra — 6°)

(2.30)
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Podemos perceber que o equivalente ao traco da matriz (2.9) é a soma de todos os
elementos da matriz (2.29), que nada mais é que a soma sobre todo o espago de fase

discreto, ou seja,
pL(0,0) + p{(1,0) + pL(0,1) + p{0(1,1) = 1. (2.31)

O determinante da matriz associada ao operador (2.9) é proporcional ao permanente

da matriz (2.29), pois sendo o determinante de (2.9)
det [pV] = |ad — By? (2.32)
e o permanente de (2.29)
perm [pl) (m,n)] = p(0,0)pL"(1,1) + p(0,1)pL(1,0)
= %\0«5 Al
a relacao entre ambos é
det [g(l)} = 2perm [pfdl)(m, n)] . (2.33)

Isso significa que, tendo a funcao de Wigner reduzida, podemos também medir o
grau de emaranhamento do sistema, ou seja, a informacgao sobre o emaranhamento

pode ser vista também no espago de fase discreto.

Exemplo: estados de Bell
Tendo um dos estados de Bell escritos em (2.15), por exemplo

1
W) = 7

identificamos os coeficientes do estado (2.5), « = § = 0 e 3 = v = 1/V/2; dessa

forma os elementos da matriz (2.29) descritos em (2.30) serao

(101) +10)), (2.34)

1
pL(0,0) = p(0,1) = p{(1,0) = pV(1,1) = 7. (2.35)
Portanto a matriz sera
1/4 1/4
(1) — 2.36
o (. n) (1 s 1 /4> , (2:36)

de onde obtemos que 2 vezes o permanente dessa matriz é

2 perm [pful)(m, n)| =1/4, (2.37)
que é o valor maximo do determinante e que corresponde a um estado maximamente
emaranhado.

Ainda ha uma outra forma de se medir emaranhamento nessa descricao que é

obtida via distribui¢oes marginais da fungao de Wigner reduzida.
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2.2.2 Emaranhamento e distribuicoes marginais

Tendo a fun¢ao de Wigner reduzida (2.28), podemos calcular, de imediato, as dis-

tribui¢oes marginais de momento angular

J(n) = p)(m,n)

(2.38)
= 3o (la* + 161%) + 8.3 (1* + [6)
e angulo
O(m) = pl(m,n)
U (2.39)
=3 + 5 oXP {imm} [ay" + ya™ + 6™ + 057].

Para o caso em que os coeficientes o, 3, v e § sao nimeros reais podemos definir a
funcao

E,=4J(n=0)J(n=1)—|0(m =0) —60(m=1)? (2.40)
tal que, substituindo as expressoes das distribuicoes marginais acima, temos
E, =4(ad — 37)%, (2.41)

ou seja

E, = 4det [pM]. (2.42)

Dessa forma, a funcao E,, também representa uma medida de emaranhamento. Do
ponto de vista operacional ela sera muito 1til, pois agora temos uma medida do
grau de emaranhamento que depende apenas das distribui¢coes marginais da fungao
de Wigner reduzida de um corpo. No capitulo seguinte usaremos a fungao E,, para
medir o grau de emaranhamento na dinamica de sistemas bipartites. Tal fun¢ao esta
definida no intervalo 0 < E, < 1, onde 0 indica estado produto e 1 indica estado

maximamente emaranhado.

Exemplo: Estados de Bell

Da mesma forma que feito na secao anterior aplicamos esta nova medida para um

estado de Bell. Assim, tendo o estado

1

@) = —=(|00) + |11)) , (2.43)

Sl

2

25),a=0=1/v/2e=~=0, e entio as

—~

identificamos os coeficientes do estado

distribuicoes marginais serao

1
J(n) = 5 (8% + 0% (2.44)
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O(m) =1/2. (2.45)

Portanto a medida de emaranhamento (2.40) assume o valor
E, =1 (2.46)

Logo o estado é maximamente emaranhado, como j& dito anteriormente.
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Capitulo 3

Evolucao temporal de sistemas
bipartites no espaco de fase

discreto

Seguindo as ideias apresentadas nos capitulos anteriores devemos obter uma forma
de descrever a dinamica de sistemas bipartites no espago de fase quantico dis-
creto. Nesse capitulo obteremos a expressao mapeada da equagao de von Neumman-
Liouville para sistemas bipartites, descrevendo sua solucao tanto na forma de uma
série de comutadores, quanto na forma de uma funcgao analitica de um propaga-
dor no espaco de fase discreto e, na sequéncia, calcularemos duas aplicacoes. Na
primeira aplicagao obteremos a evolucao temporal da porta logica controlled-NOT
da computagao quantica a fim de verificarmos em que casos ha a presenca de ema-
ranhamento. A segunda aplicagdo consistird em impor compressao a um estado
coerente de spin, como proposto por M. Kitagawa em [31], e usando a descri¢ao
de emaranhamento, proposta no capitulo 2, faremos uma comparacao entre estados

emaranhados e estados comprimidos.

3.1 Solucao da equacao de von Neumann-Liouville

para sistemas bipartites

Tendo dois operadores AeB que agem no espaco de Hilbert de quatro dimensoes,

podemos decompo-los na base de operadores como

A= % S Ar, 5,7, )G, 5) @ G(7, 6) (3.1)

T,8,7,¢
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3:21 > B )600) 8 Glur), (3.2)

q, 1,V

A expressao mapeada do produto dos operadores A e B serd
(AB)(m,n.a,8) = Tr |G (m,n) © Gl(a, $)AB] (3.3)

e, usando as decomposigoes (3.1 e 3.2), teremos

(AB)(m,n,a, B) = Z Z A(r,s,v,0)B(p,q, . v)

738,77, Py sV

X Tr [@T(m,n)@(T,S)@(p,q)®@T(a7ﬁ)@(%¢)@(uﬂ/)]- (3.4)

Agora, usando a expressao (1.55) obtemos

(AB)(m,n,a, B) = Z Y D A(rs,7,9)B(p.q, pv)

a,b,c,d ©,AZ A T,5,0,q ¥,0,14,V

X {exp {?[a(m —r)+bn—s)+c(m—p)+dn— C])]} exp (iﬂbc)]

< Jop {200 =) + A6 - 6) + Zla - ) + A3 - 1) bexp a3
(3.5)

Tendo a expressao mapeada do produto dos operadores de imediato podemos obter

a expressao mapeada do comutador (para sistemas bipartites)

([A, B])(m,n, a, B) = Z Y ) A(rs,7,9)B(p.q, pv)

a,b,c,d ©,A,Z,A r,5,0,q v,0,u,V

X exp m—r1)+bn—s)+cim— P)+d(n—9)]}

X exp

—N —
1\9‘:1 l\D‘:]

)+ A(5 - 6) + Sla - ) + A - )]}
X [ xp (imbc) exp (imrAZ) — exp (irad) exp (iW@A)]. (3.6)

Com as expressoes acima podemos obter novamente uma expressao mapeada da

equacao de von Neumann-Liouville

i5P(t) = [H, p(1)], (3.7)

onde tanto o operador de estado quanto o hamiltoniano sao operadores que agem no

espago de Hilbert de 4 dimensoes. Se substituirmos AeB por He p(t) na expressao
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(3.6) obtemos

(1AL (Y)Y, .0, 5) = o Z SO S b, ) 0, vit)
a,b,c,d ©,A =

A T8,D,q ¥, B0,

X exp{?[a(m—r) +b(n —s)+c(m—p)+dn— Q)]}

y exp{?[@m_w+A<ﬁ—¢>+z<a—m+A<ﬁ—u>1}

X [exp (imbe) exp (it AZ) — exp (imad) exp (iﬂ'@/\)] ,
(3.8)

onde h(r,s,7v,®) e p,(p,q, i, v;t) sdo os mapeados do hamiltoniano e da fungao de
Wigner respectivamente, como ja discutido anteriormente. Nesse caso, para sistemas
bipartites, a funcao liouvilliano sera

L(m,n,a,B,p,q, 1, v) 282 > NS (s, 0)

ab,c,d ©,AZN 1,5 v,0

X exp{?[a(m—r) +b(n —s) +c(m—p) +d(n— Q)]}

X exp{?[@(oz —7)+AB—¢) +E(a—p) +AB— V)]}

X [exp (imbc) exp (imAZE) — exp (imad) exp (i?T@A)]
(3.9)

e, assim, de imediato escrevemos a expressao mapeada da equacao de von Neumann-

Liouville para sistemas bipartites

0
Zapw(ﬂfh n? a?/B; t) = Z E(m7 n7 T’ S? a? /87 77 ¢)pw(7ﬂ’ 8777 ¢; t)7 (3'10)

T787’Y7¢
que possui a forma ja apresentada anteriormente, como era de se esperar.
Mais uma vez a soluc¢do da equagao (3.10) pode ser escrita de duas formas dife-

rentes. Uma na forma da série dos liouvillianos

1
pu(m,n,a, Bit) = 72 > {5131];;5&55“5 +tL(m,n, a, B,p, q, V) +

p?q?u’l/

: )E(k,l,n,&p,q,uw)~--}pw(p,q,uﬂ/) (3.11)

» Yy

LAR/RS
e outra na forma de uma func¢ao analitica, que nada mais é que a soma da série dos

liouvillianos, ou seja,

pu(m,m, o, Bit) = ZPmnp,q, B, vit)pu(p, g pavit =0).  (3.12)

p,a,p,v
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Tendo as solugoes podemos agora estudar a evolugao temporal da funcao de Wigner

no espaco de fase.

3.2 Evolucao temporal da funcao de Wigner sob

a acao da operacao controlled-NOT

Ja fazem parte do vocabulario da fisica as expressoes computacdo quantica e in-
formagao quantica [27], e nao caberd a nds, aqui, explicar os fundamentos e mo-
tivagoes dessas areas da mecanica mecantica moderna; apesar disso usaremos as
ideias de portas légicas da computacao quantica [24; 25| como aplicagdo para nosso
formalismo.

As chamadas portas l6gicas quanticas sao operacoes unitarias e agem nos esta-
dos chamados de qubits, bits quanticos (andlogo quantico ao cédigo bindrio). Os
qubits sdo representados por combinagoes lineares de estados |0) e |1) (estados de
spin 1/2 podem representar qubits, onde |0) = |+) e |1) = |—)); dessa forma es-
ses estados pertencem ao espago de Hilbert de duas dimensoes. A base no espaco
produto gerado por n qubits recebe o nome de Base Computacional, {|ki,...,kn)}
para k; = 0,1, que é uma base no espago de Hilbert de 2" dimensoes [27]. Para se
construir uma porta l0gica quantica sao necessarias apenas operagoes que agem no
espago de Hilbert de um qubit e uma operacao chamada controlled-NOT (¢NOT)
que age no espago produto para n = 2 [27]. Sendo assim, nos restringiremos aqui
somente a esta operagdo. Tendo um estado bipartite |k, \), onde k, A = 0,1, a agao

da operacao ¢cNOT nesse estado sera definida como
cNOTI0,\) =10, \)
cNOT|1,\) = |1, (A + 1)mod2). (3.13)

A operacao ¢cNOT pode ser escrita como uma combinacao dos operadores de Pauli,
sendo ela [27]

~

1 _ .
eNOT = 5 (1) +6:) @ L) + 5 (1) = 62) @ Gago), (3.14)

N | —

onde i(i) é o operador identidade que age no espaco da i-ésima particula. Sua

expressao mapeada portanto sera
1 1
cNOT,(r,8,7,¢) = 5 {1 +exp(ims)} + 3 {1 — exp(ins)} exp(iny). (3.15)

Tendo o operador (3.14) podemos introduzir um operador hamiltoniano, ou seja,
um operador de deslocamentos temporais, a partir dessa operacao, na forma
w

5 [l +6:0) @ 1y + (L) = 620)) @ Ga2)] (3.16)

HcNot =
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sendo w um parametro de intensidade. Sua expressao mapeada sera,
w

hw(r7 SJ ’77 ¢) = 2

Podemos agora escrever um estado arbitrario decomposto na base computacional

[1+ exp (ims) + {1 — exp (iws)} exp (im77)] . (3.17)

bipartite como

) = Ciralk.e). (3.18)
k,e

Como ja mencionado, a base do espago de Hilbert de spin 1/2 representa a base

computacional na forma
+) =10)
=) = [1); (3.19)

sendo assim, podemos manter a notacao definida em (1.68). O operador densidade

de estado para o estado acima sera
:5 = Z C{k,e}cjfl,n”kae) <l>77’ (320)
k,l,em
e, portanto, sua fungao de Wigner, usando o resultado obtido em (2.25), é
oD, 0 1) = Y CloayClim0eio exp {imp(l — k)Y exp {imu(n — )} (3.21)
k,,emn
Tendo o hamiltoniano e o estado podemos calcular a evolugao temporal do estado

no espagco de fase para com isso verificar se ha, e como é, a mudanca nas correlacoes

entre as particulas. Como ja vimos, o estado apés um tempo t serd
1 2 .
pu(m,n, o, ;) > {ﬁ{ﬁﬁ%gﬁéi +itL(m,n, o, B,p,q, p, V) +

T2
(it)*

p7q7u7l/
2!

> Llmyn,a, Bk, L, &) LKL, & p, g V) - }pw(p, q 1, v). (3.22)

k7l7777£

O liouvilliano referente & expressao mapeada do hamiltoniano (3.17) é
1
£<m7n7a767p7QJM’V> - % Z Z ZZ
a,b,c,d ©,AZ AN 1,5 v,0
X g [1+ exp (ims) + {1 — exp(ims)} exp(iny)]
2me

X exp{T[a(m—T) +b(n — s) 4+ c(m — p) +d(”_Q)]}

2
X [exp (imbc) exp (it AZ) — exp (imad) exp (itOA)]

X exp {%[@(a —7) +AB - ¢) +E(a—) + Aly — V)]}
(3.23)
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e, somando em 7, s,y € @,

Lim,n,a, B,p, g ) = %Z 3 551)533{0[(5{?0 5},%)5 (5[2 5},%)5 ]}

a,b,c,d ©,A= A
x exp {im(ma + A +nb+ aB)}
xexp{irlc(m —p) +d(n —q) + E(a — p) + A(B - )]}
X [exp (imbc) exp (imAZ) — exp (imad) exp (imrOA)].
(3.24)

Sendo assim, somando sobre os demais indices resulta

Limn,0,8,p,q.1v) = 50780 {exp (imn)(O7,,1) = 052,05, +
exp (im@) (85, = 05 41)0%, +

exp [im(a +n)| (82,05, .1 — 0,105} (3.25)

+

+

Portanto, tendo a expressao para o liouvilliano e a funcao de Wigner no instante
t = 0, podemos obter a funcao de Wigner em qualquer instante de tempo.

Podemos adiantar que se calcularmos os primeiros dois termos da série (3.22) per-

ceberemos uma relagao de ciclicidade que nos permitira ressomar toda a série. Nesse

sentido, é um aspecto caracteristico da operacao cNOT a dependéncia no estado da

primeira particula e, por isso, essa relacao de ciclicidade dependera desses estados.

Os calculos detalhados referentes a soma das subséries envolvidas encontram-se no

Apéndice B, sendo elas*

(10,€){0,n)(m, n, v, ;1) = (10, €)(0, ) (m, n, v, G5 ¢ = 0); (3.26)

(10,€)(1, n])(m,n, 0, B 1) = _5[ ' exp (imm) exp [ira(e — )]

X {5EL]+eXp iTa g]77+1}+ 5 nlexp (imm) exp [iTa(e — n)]

X {5[;]7]—exp iTa)d ﬁn+1 exp (2iwt); (3.27)

*Denotamos a expressdo mapeada (|k, €)(l,n])(m,n, a, 3;t) como a expressdo mapeada do ope-
rador |k, €)(l,n|(t), onde os indices que rotulam o estado da primeira particula foram explicitados

devido a dependéncia ji mencionada.
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1 : .
(11, €){0, n[)(m, n, v, B 1) = 557[12}0 exp (imm) exp [ira(e — )]
1
2] . 2] 2] . .
% {55”’ +exp (zwa)dﬁm} + §5n,0 exp (imm) exp [iTa(e — n)]
x {62~ exp (ima)of ) exp (~2iwt) (3.28)

1 2 . 2 2
(1L, €)1, nl)m,n,a, 5 ) = 507 explimate — )] {o5, + 05, } +
+ %Sin (2wt)(57[12}1 exp [ira(e —n + 1)] {5[;]77 - (5}327]77“} +

n,1

1 2 e [ 2 _ 52
+ 5 cos (2wt)o, exp [iTa(e — n)] {5@77 - 667n+1} : (3.29)

Dessa forma, tendo as subséries para todos os possiveis estados da primeira particula,
podemos agora escrever um estado arbitrario, como ja escrito anteriormente, na

forma

/5 = Z F{k,e,l,n}|k7€><l7n‘a (330)

k.eln
onde, supondo os coeficientes reais, temos

Pikermy = Ceer Crinys (3.31)

para manter a forma de (3.20). Assim, somando sobre os indices da primeira

particula podemos reescrever o estado acima como

16 = Z {F{O,E,O,n}m; €> <O7 77| + F{O,e,l,n}‘oa E><1> 77’ +

€1
+ F{l,e,O,n}l]-a 6) <07 77| + F{l,e,l,n}“—v €><1a 7I|} (332)

O estado no tempo t pode ser escrito primeiramente como

p1) = 3 {T00m (10,40, 0)(6) + Toermy (0, L0} (1) +

€M
o (1L 0.0 + Do (L L))} (33)
Sendo assim, a funcao de Wigner da expressao acima pode ser escrita na forma
R 1
p(m7 n, a, 57 t) = ? {F{O,E,U,TI}<|07 €> <07 77|)(m7 n, o, ﬂa t) +
677]

+ F{07€71777}(|07 €><17n|>(m7n7aaﬁat)+
F{LE,OJ?}(‘L €> <07 77|>(m7 n? Oé, ﬁ? t) +
+ F{l,e,l,n}(\lj€><1,n|)(m,n,a,ﬁ;t)}- (3.34)

+
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Porém, a forma da evolucao temporal dos estados que compdem a expressao acima
foi obtida em (3.26, 3.27, 3.28 e 3.29); sendo assim, obtemos de imediato a evolugao

temporal da funcao de Wigner do estado

R 1 :
plm, 0, 51) = 7 >~ { Do oxplimale — m))osyd, +
6777
1r : ale — mis? [s2 52
+ 5L 01,0} €XP (imm) exp [iTa(e — 1)]6, 5 T €XD (i) Gai1| T
1 , : 2] [s02) 3 sl2]
+ §F{1,€70m} exp (imm) exp [ima(e —n)]d, [56777 + exp (moz)éﬁm} +
1 ‘
+ §F{1,€71m} exp [ira(e — 77)](57[127]1 [5517 + 55’]77“} +
1
+ 511{07671777} exp (2iTwt) exp (imm) exp [ira(e — 77)]51[3]1 [5}?]77 — exp (iﬂa)é[;]nﬂ} +
1
+ §F{17€70m} exp (—2imwt) exp (imm) exp [ira(e — 77)]57[12']0 [5[62177 — exp (iwa)é[ﬁ%]n} +
1
+ §T{17671’n} cos (2wt) exp [iTa(e — 77)}57[?1 [6}3}” - 557]77“] +
+ isin (2wt) exp [ita(e —n + 1)]5511 [5[;}” - 5[52,]%1] ] } (3.35)

Tendo a expressao (3.35) podemos obter, por exemplo, a fungdo de Wigner re-
duzida de um corpo, as distribuicoes marginais e com isso discutir em que casos ha

presenca de emaranhamento. A Wigner reduzida é obtida calculando

que é, explicitamente,

1 . 2 2 2
p‘(dz)(oé, B;t) = 5 Z exp [ira(e — )] {QF{O,E,Ovn}(SE,]n + T e1my ((52]77 + 5[6,]%1) +
en

+ T |:COS (2wt) + i exp (ira) sin (2wt) <5[ﬁ2}n - 5[52}77“)] } (3.37)

Somando em 7, e apds algumas relagoes trigonométricas, obtemos

PP (a, Bit) = L {QF{oﬁ’o,g} exp [ira(e — B)] + (3.38)

22
+ Ty1e1,8y exp [ira(e — B)] [2cos® (wt) + i exp (ima) sin (2wt)] +
+ Tiierp-1yexplima(e — B —1)] [2sin® (wt) — i exp (i) sin (2wt)] }
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Portanto, a distribuicao marginal de angulo sera

O (a;t) = > pulafit)
B

1 . .
= 3 Z {F{O,E,OJ} exp [ima(e — 1)] + T'jo.e,0,0y €xp [imae] +
—l— F{l,ﬁ,l,l} exPp [/LWO{(G - 1)] + F{].,E,LO} eXp [/Lﬂ-ae]}’ (339)

ou, de forma mais compacta,
1 .
0 (ast) = 5 > explima(e ) {F{O,EM +Tirern } (3.40)
en

que, como podemos perceber, é independente do tempo. Por sua vez, podemos

calcular a distribuicao marginal de momento angular, sendo ela
JPB) = D pola, Bit)
«

1 .
= 5 {F{Q@Qﬁ} + F{Lﬁ,lﬂ} cos? (wt) + F{l,ﬁ—l,l,ﬁ—l} sin? (wt)} .(3.41)

Tendo as distribuigoes marginais podemos utilizar a medida de emaranhamento

proposta no capitulo anterior, expressao (2.40), que é
E,=4J(=0)J(B=1) - |0(a=0) - O(a=1)? (3.42)
e, substituindo as distribuigoes marginais (3.41) e (3.42), obtemos

Ew (t) = 4 {F{O,l,O,l} + F{17171’1} 0082 (Ldt) + F{1707170} Sin2 (Wt)}
{F{0707070} + F{1707170} COS2 (wt) + F{1717171} sin2 (wt)} —
2
— {Tyo.100} + D10y + Do00,03 + Tnoa13 ) - (3.43)

X

A expressao acima nos fornece a evolucao temporal do emaranhamento para um
estado arbitrario, de modo que podemos com ela obter o grau de emaranhamento
em cada instante de tempo para qualquer estado. E interessante ressaltarmos a
importancia das distribuicoes marginais de momento angular e angulo, pois nelas
estao contidas as caracteristicas da evolucao temporal do emaranhamento onde,
no caso apresentado, a contribuicao que da a variacao no grau de emaranhamento
ao longo do tempo é feito exclusivamente pela distribuicao marginal de momento
angular.

A notagao usando os coeficientes I'gy ;3 na medida de emaranhamento (3.43),

nao é conveniente, no sentido de que, tendo um estado especifico, ainda devemos
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encontrar quem sao os coeficientes antes de obtermos a medida do emaranhamento

de fato. Portanto, para facilitar a notacao usamos novamente o estado arbitrario
|) = «|00) + 5]01) + ~|10) + 4|11}, (3.44)

sendo os coeficientes I'f 1

Fikerny = CeayCimy (3.45)
onde, nesse caso, temos
0{070} =
Cony = B
Cuoy = 7
Canp = 0, (3.46)

sendo que assim, reescrevendo (3.47), obtemos

E,(t) = 4{B8%+ 6 cos’ (wt) +~sin® (wt) }
x {a® + 7 cos® (wt) + 6% sin® (wt) } —
— 4{Ba+~3}>. (3.47)

Agora, basta identificarmos os valores dos coeficientes do estado (3.44), para obter-
mos o grau de emaranhamento do estado sob a agao do hamiltoniano que representa
a operagao cNOT, em qualquer instante de tempo. Uma caracteristica da evolucao
temporal do emaranhamento fica evidente na expressao (3.47): se substituirmos

sin? (wt) = 1 — cos? (wt) nela, teremos
E.(t) = 4{3%+~"+ 6 cos’ (wt) — 7 cos® (wt) }
x {a? + 6%+ 7% cos® (wt) — 6% cos® (wt) } —
— 4{Ba+~0}". (3.48)
Sendo assim, temos que, para todos os estados em que v = 4, a operagao ¢cNOT
mantém o grau de emaranhamento do sistema inalterado. A seguir apresentamos

um exemplo de caso extremo, onde os estados sao maximamente emaranhados e sob

a acao da operacao ¢cNOT passam a ser estados produto.

3.2.1 Exemplo: estados de Bell

Como ja mencionado os estados de Bell sao estados que possuem grau de emaranha-

mento maximo. E, sob a acao da operagao ¢NOT, sao transformados em estados
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pI‘OdU.tO. Sendo eles
i i
\/i \/i

podemos medir a variacao no grau de emaranhamento ao longo do tempo. Calcula-

Vi) = —=([01) £10)) e [®4) = —=(]00) £ [11)), (3.49)

mos separadamente cada caso.

e (Caso:
1

V2
apos a acao da operacao ¢cNOT obtemos
1
V2

O grau de emaranhamento, passado um tempo t do inicio da a¢ao do hamil-

W) = —=(101) £ [10)); (3.50)

eNOT|WL) = — (10) + 1)) ® |1). (3.51)

toniano que representa a cNOT, é
E,(t) = {1 +sin® (wt) } cos® (wt). (3.52)
e Caso:

92) = = (100) & 1)) (3.53)

o estado transformado sera
1
V2

Calculamos agora o grau de emaranhamento em um instante ¢, que é

cNOT|®.) = —— (J0) £ |1)) @ |0). (3.54)

E,(t) = {1+ sin® (wt) } cos® (wt). (3.55)

Com isso percebemos que o emaranhamento como funcao do tempo é o mesmo para
todos os estados de Bell, oscilando no tempo entre estado produto e maximamente
emaranhado, cujo periodo é

t=—. (3.56)

w
Podemos representar graficamente E,,(t) como fun¢ao do tempo, fixando arbitraria-

mente o valor de w em 2. Na figura 3.1 verificamos que o estado, sob a acao dessa

O

Figura 3.1: Grdfico do emaranhamento em alguns instantes de tempo para o caso

em que a constante de acoplamento w = 27

operacao, segue oscilando entre sua configuracao inicial, estado maximamente ema-
ranhado, e estado produto. Isso segue ocorrendo enquanto durar a agao da operagao
sobre o estado.
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3.3 Estados comprimidos e estados emaranhados

Seguindo com os sistemas bipartites de spin 1/2, faremos uma segunda aplicacao
da evolugao temporal no espaco de fase quantico discreto. Nessa segunda aplicagao,
usaremos as ideias de criagao de estados comprimidos de spins propostas por Kita-
gawa e Ueda [31], e usaremos os resultados de estados comprimidos para comparar
com o emaranhamento. Ja é frequente na literatura encontrarmos trabalhos onde a
medida da compressao dos estados esta associada com o grau de emaranhamento do
sistema [32; 33; 44; 45; 47]; ha situagoes onde sdo obtidas expressoes onde emara-
nhamento e compressao dos estados sao equivalentes, ligadas por uma relacao linear
entre elas [46; 48]. Em alguns casos, como sistemas de muitos corpos por exemplo,
caracterizar compressao no estado é uma das poucas formas viaveis de se caracte-
rizar emaranhamento [44]. Essa relacao tdo préxima entre estados emaranhados e
estados comprimidos ocorre pois para se criar estados comprimidos sao necessarias
operacoes nao locais, ou seja, operagoes que atuem em todas as partes que com-
poem o sistema [31] - pois assim garantimos operagdes que nao irdo somente alterar
a orientacao do estado dos spins na esfera de Bloch, mas também impor correlagoes
ao sistema. Sendo assim, ao se criar estados comprimidos como consequéncia cria-
mos correlagoes quanticas no sistema, podendo ela ser na forma de emaranhamento.
Porém, devemos ressaltar que criar emaranhamento via compressao de estados é
uma condicao suficiente, porém nao necessaria, uma vez que pode existir emaranha-
mento sem compressao do estado, mas nao podemos comprimir um sistema bipartite
globalmente sem emaranhar o mesmo [44].

A ideia da aplicagao é a seguinte: assumimos de partida um estado coerente
bipartite de spin 1/2, aplicamos uma operagao que introduz compressao ao estado,
sendo que a operagao usada sera J;Q = %[@ ®1+1®46.]?% onde J, 60 spin total na
direc¢do z, como proposto por Kitagawa e Ueda em [31]. Portanto, tendo o estado e
a operacao, calculamos a evolucao temporal do sistema no espaco de fase quantico
discreto, e comparamos a dinamica do emaranhamento, calculada a partir das dis-
tribui¢oes marginais, com a variagao da compressao do estado ao longo tempo.

Tendo o estado coerente para o SU(2)

2s 1/2
s:0.6) =3 2; {008(6/2)25_kexp(igzﬁk)sin(@/Z)k}]s,s—k’>, (3.57)

onde s é o spin total, £ a sua projecao no eixo z e os angulos 0 e ¢ determinam
sua orientagao na esfera de Bloch. Escolhemos um estado com orientagao 6 = 7/2 e
¢ = 0, de tal forma que teremos um estado com momento angular na direcao do eixo

x da esfera de Bloch. Particularizando para o caso de dois spins 1/2 e selecionando
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o tripleto, temos
L2 1/2
|7/2,0) = 5; ( ) 11,1 —k) (3.58)

e assim, se explicitarmos os binomios de Newton, teremos
1
I7/2,0) =§{|1,1>+x/§|1,0>+|1,—1>}. (3.59)

Porém, o estado acima esta escrito na representacao do momento angular de spin
total, onde |1,1),]1,0) e |1, —1) constituem o conjunto do estado tripleto do SU(2).
Dessa forma, para manter a concordancia com o que viemos fazendo até o momento,

devemos escrever esse estado no espago produto dos estados individuais, onde

11,1) = 100)
L-1) = [
1
11,0) = E{|01>—1—|10)}. (3.60)
Sendo assim, teremos
7/2,0) = 5 100} + [01) +]10) + 11)} (3.61)

ou melhor,

17/2,0) Z |k, &). (3.62)

Agora calculamos o operador densidade do estado coerente, que é
= |7/2,0)(r/2,0| = Z \k, €)(1, 7| (3.63)
k‘ L&m

e entdo, usando a expressao (2.25), teremos a funcdo de Wigner do estado coerente
1 .
Pu(ry s, 1, v) = 21 Z exp [imr(k — )] exp [imp(€ — 77)](5?}5,[721, (3.64)
5LEm

Como ja dito anteriormente, estudaremos a evolucao temporal do estado coerente
sob a acao de um hamiltoniano que o comprima. O operador responsavel por essa
acao sera

= %Jf - g (1+61.®6.), (3.65)

onde y é um parametro de intensidade, e sua expressao mapeada é

ho(m,n,a, 3) = g{l + exp(imn) exp(in3)}. (3.66)
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Na secao anterior, quando obtivemos a evolucao temporal do sistema sob a acao
da operacao ¢cNOT fizemos o calculo da evolucao temporal expandindo na série dos
liouvillianos e somamos a acao deles em diversas ordens sobre a funcao de Wigner
que representava o estado de partida. Porém, nessa secao calcularemos a fungao
analitica responsavel pela evolugao temporal do sistema no espaco de fase discreto,
e entao, somente apds obtermos essa expressao, calcularemos a acao dela sobre o
estado coerente, obtendo assim a evolucao temporal da fungao de Wigner desse

estado. Para isso usaremos a expressao
,P(m7 n7 r? S? a? /87 77 5; t) - TT[GT(m7 n7 Of, /6>UT(t)G(T7 S? 77 5)U(t):|7 (3'67)
onde, nesse caso,
U(t) = exp[—z'%(i + 61, © 6.)). (3.68)

Os calculos detalhados relativos a obtencao da expressao da funcao responsavel pela

evolugao temporal da fungao de Wigner encontram-se no Apéndice C. O resultado

xt

final é simplesmente, sendo usado 77 = 4,

P(m,n,rys.a.8,7,07) = 2262055 {a o fi(m. B.7) +

m,r9a,y
RN ) (3.69)
onde, por simplicidade, foram introduzidas as fungoes
filn,3,7) = cos®*(w7) +iexplin(n + B)]sin(77) cos(rw7)
fo(n,3,7) = sin®(w7) —iexplin(n + ()] sin(77) cos(77). (3.70)

Tendo entao a expressao da fungao responsavel pela evolugao temporal no espaco de
fase discreto, (3.69), podemos agora calcular a evolugao temporal do estado coerente.
Sendo assim, tendo a expressao (3.64), sua evolu¢do temporal pode ser calculada
fazendo
1
po(m,n,a, ;1) = 7 Z P(m,n,r, s, a, B, 1, V|T)pu(r, s, 1, V). (3.71)
7,8, b,V

Substituindo (3.64) e (3.69), teremos

polmm i) = 50 3 S AL G fin )+ (372)

7,8,V k,1,En
+ 5m T+15[2M+1f2(n g, )}{ exp [imr(k — )] exp [imp(€ — 7])]5?}5,]2 }

e, somando sobre 7, s, i e v, obtemos

pu(m,n, o, ;) =51 Z J, 2 5677 exp [imm(k — 1)] exp [ira(§ — n)]
kLEn
x { i, 8,7) + expim(k — D] exp in(€ — )l foln, 8,7) . (373)
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Apenas por completeza podemos verificar a condigao inicial do sistema, fazendo

7 =0 em (3.73). Temos primeiramente

fl(nvﬁa7—> =1
f2(n7ﬁ7 T) =0
e, sendo assim, por fim obtemos
pu(m,n, o, B; 7 = Z 5712115[[32]7] exp [imm(k — [)] exp [ira(§ — )],
kg

que, como era de se esperar, ¢ o estado inicial (3.64).

Voltando para a expressao (3.73), podemos agora obter a fungao de Wigner re-
duzida de um corpo, bem como as distribuigbes marginais, para com isso finalmente
encontrarmos a dinamica do emaranhamento do sistema. A funcao de Wigner re-

duzida é obtida calculando

pP(m,ni7) = pulm,n,a, B;7) (3.74)
do que, substituindo (3.73),

A7) = 55 3 3E10, exp im0 explinal )
a,B k,,Em

< { A, 8.7) + exp [im(k — )] explin(€ = )l o, 8,7) . (3.75)

Somando sobre «, [, ¢ e n obtemos

p‘(dl)(m, n,T) = % Z exp [imm(k — n)]{fl (n,8,7) +

k.5

+ explin(k — )] fa(n, B, T)} (3.76)

e agora, somando sobre [3

pD(m,n,7) = %Z [im( )}{fl(n, L7)+ fi(n,2,7) +
k

+ explim(k = m)] [fa(n, 1,7) + fo(n,2,7)] |- (3.77)
Porém, facilmente verificamos que

fi(n,1,7) + fi(n,2,7) = 2cos® (77)
fo(n, 1,7) + fo(n,2,7) = 2sin®(77), (3.78)
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do que finalmente obtemos a funcao de Wigner reduzida de um corpo
1
Pfdl)(m, n,T) = 2 Z exp [imm(k — n)]{ cos® (77) +
k
+ exp [in(k — n)] sin? (7‘(‘7‘)}. (3.79)

Na sequéncia, podemos calcular as distribuicoes marginais de angulo e momento

angular. Calculamos a distribuicao de angulo
O(m;7) = Y o) (m,n;7)
1
= 5 Z Z exp [imm(k — n)]{ cos? (77) + exp [im(k — n)] sin? (WT)},
n k

que, de imediato, resulta

O(m;7) = %{ [1+ exp (imm)] 5,[,21]70 cos® (w7) +
+ 1= exp (imm)] 62, sin® (m}. (3.80)

E a distribuicao de momento angular
T = 3 (i)
1
= 5 > > explimm(k — m)}{ cos? (wr) + exp fim(k — )] sin? (77) },
m k

que sera

1
J(n;T) = 3"

Tendo as distribuicoes marginais obtemos a medida do emaranhamento da funcgao

de Wigner, (3.73), que pode ser obtida tendo a fungao

E,(1)=4J(n=0;7)J(n=1;7) — |O(m = 0;7) — O(m = 1;7)|%, (3.81)

0(0;7) = cos® (77)
O(1;7) = sin®(n7) (3.82)



Entao, substituindo os valores obtidos acima teremos
E,(r) = 1-— {0082 (77) — sin? (7T7')}2
- 1- {cos (2m)}2, (3.83)
ou seja,
E, (1) = sin?(277); (3.84)
porém, como anteriormente escrevemos
T =1, (3.85)
entao
E,(t) = sin®(xt). (3.86)

Da mesma forma que ocorreu na aplicagao feita anteriormente, percebemos que nesse
caso o estado evolui no tempo oscilando entre estado maximamente emaranhado e
estado produto. Analisando os periodos percebemos que para t = nz/x, onde n é
um ndmero inteiro, temos um estado produto; ja a cada instante ¢t = (2n + 1)7/2x
o estado é maximamente emaranhado e em todos os tempos intermediarios temos
graus intermediarios de emaranhamento.

Tendo a dinamica do emaranhamento do sistema, nosso proximo passo deve ser
calcular a compressao do estado. Uma forma de medir o grau de compressao do
sistema é via dispersoes do momento angular, para o que usaremos a desigualdade
proposta por Kitagawa [31]

& \2 & \2 Lo
((AS))(AS:)7) = 1S (3.87)
sempre que a condicao de igualdade for satisfeita teremos um estado coerente e no
caso das desigualdades ha compressao do estado. Sendo S; o spin total na direcao
1, sua dispersao é

((A8)%) = (7)) — (Si)? (3.88)

e o valor médio deste observavel é obtido no espaco de fase discreto calculando
(St) = > Silm,n,a,B)ps(m,n,a, Bt). (3.89)

m7n’a713

No nosso caso escolhemos um estado coerente orientado na diregao x da esfera de

Bloch e, sendo assim, o compressao desse estado acontecera no plano yz; portanto é
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necessario que as dispersoes dependam de algum parametro de rotacao em torno do
eixo x, pois se assim for, poderemos acompanhar a variacao das dispersoes em todo
o plano yz. Para isso, necessitamos obter o observavel transformado, que pode ser

escrito como

S; = exp (—iAS,)S; exp (iAS,), (3.90)

do que, os trés operadores de spin sob essa transformacao serao explicitamente

S, =5, (3.91)
S, = S, cos (2\) — S, sin (2)) (3.92)

e
S, = 5. cos (2X) + S, sin (2)). (3.93)

Assim, podemos escrever as expressoes mapeadas desses operadores

S, (m.n, a, §) = %{exp (iwm) + exp (ima)} (3.94)
Sy(m,n, o, B) = % {exp [imr(m + n)] + exp [ir(a + B)]} cos (2)) —
— % {exp (imn) + exp (iw3) } sin (2)\) (3.95)

S.(m,n,a, ) = % {exp (imn) + exp (in )} cos (2\) +
+ 5 {exp[im(m + n)] + explim(a+ )} sin (23).  (396)

Tendo as expressoes acima, agora devemos calcular os valores médios dos operadores
e seus valores quadraticos, a fim de obtermos suas dispersoes. Entao, o valor médio

do operador de spin na direcao x é

(So) (1) = Y pulm,n,a,B;7)S:(m,n,a, 3), (3.97)

m7n7a7/6

e, substituindo a expressao mapeada do operador e a funcao de Wigner, teremos

- 1
(So)(m) = > 5 {exp (imm) + exp (ima)} (3.98)
m,n,o,
1
T Z 6%5% exp [imm(k — [)] exp [ima(p — v)] (3.99)
kv

X {fi(n,B;7) +exp [ir(k — )] exp [im(u — v)] fo(n, B;7)},  (3.100)
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do que, somando, resulta
(S,)(t) = cos (277) = cos (xt). (3.101)

Os valores médios para o observavel na diregao y e z podem ser calculando simul-

taneamente, pois sendo eles

S, (m,n, 0, 8) — %{exp i (m + n)] + exp [im(a + B)]} cos (2\) —
- %{exp (imn) + exp (im3)} sin (2X) (3.102)
e
S.(m.ma,8) = % {exp (inm) + exp (im8)} cos (22) +
+ % {exp [im(m + n)] + exp [im(a + B)]} sin (2X), (3.103)
identificando
A(m,n,0,8) = explin(m+n)] + exp fin(a + 8)]
B(m,n,a,8) = exp(imn) + exp (inf),
teremos
S, (m,n, 0, 8) — %A(m, n, i, 3) cos (2\) —
~ S Blm.n.0,8)sin (2)) (3.104)
e

Summa8) = SB(m.na,5)cos (20) +
+ %A(m,n,a,ﬂ)sin@)\). (3.105)

Se somarmos a fun¢ao A(m,n, a, ) com a fungao de Wigner sobre todos os indices

teremos

Z pu(m,n, o, B;t)A(m,n, a, B) =

m7n7a ﬁ

— Z Z 57[12[6[;” exp [imm(k — )] exp [ira(p — v)]

m,n,aﬂ K p,v

{1, 8:0) + exp [im(k = D] exp [im (s = v)) falm, B:1)}
exp [im(m + n)] + exp [in(a + 5)], (3.106)

X

X
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e somando sobre os indices k, [, u e v
> pulmyn,a, Bit)A(m,n,a, 8) = 0. (3.107)
m,n,a,3
Agora, fazemos o mesmo célculo para a fungao B(m,n, a, ()

Z Pw(m»n»ay@ t)B(m,n, O‘7ﬁ) =

m7n7a76

= Z % Z 57[12%(5[;}” exp [imm(k — )] exp [iTra(u — v)]

mn,a,6 Kl

X

{fl(n, B;t) + exp [im(k — )] exp [in(p — v)] fa(n, 5; t)}
x exp (imn) + exp (im3), (3.108)

e entao,

Z pu(m,n, a, B;t)B(m,n,a, 3) = 0.

m,n,a,B

Portanto, os valores médios dos operadores S’y e S, sdo
(S,)(t) =0 (3.109)

e, da mesma forma,

(S2)(t) = 0. (3.110)

Finalmente, para obtermos as dispersoes devemos calcular o valor médio do quadrado

dos operadores, onde os operadores S, e S, ao quadrado sao

. 1
S; = 5~ 251 @ Sy cos® (2\) + 251, @ So, sin” (2\) — (3.111)
— 2[S1y ® 5o, + Si. ® Sy sin (2X) cos (2) (3.112)
e
53 = % + QSlz X SQZ COS2 (2)\) -+ QSly (%9 Sgy Sin2 (2)\) —+ (3113)
+ 2[5, ® Sa, + S12 @ Soy ] sin (2X) cos (2N). (3.114)

Por fim, calculando as expressoes mapeadas desses operadores obtemos

Sim,n,a,3) = % — g exp [im(a + ()] exp [im(m + n)] cos? (2\) +
+ %exp (im3) exp (imn) sin? (2\) — % [exp (im() exp [im(m +n)] +

+ exp [im(a + 3)] exp (27‘(’71)} sin (2X) cos (2)), (3.115)
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e da mesma forma

S2(m,n,a, B) = % + Z‘Eexp [im(a + B)] exp [im(m + n)] sin? (2\) +
+ %exp (in3) exp (imn) cos® (2\) + % [exp (imf) exp [im(m + n)] +
+ exp [ir(a + B)] exp (Zﬁn)} sin (2)) cos (2)). (3.116)

Podemos identificar nas expressoes anteriores, multiplicando os termos do cosseno e
seno ao quadrado, fungées andlogas as fungées A(m,n, «, 3) e B(m,n, a, 3), defini-
das anteriormente e, dessa forma, quando calcularmos o valor médio dos operadores

esses termos serao nulos. Entao, esses valores médios serao

(SH(r) = > Sj(m,n,a,B)p.(m,n,a, )

m7n7a,ﬁ

1 1
= 3 + 5 sin (277) sin (4)), (3.117)

(SH(m) = Y. S2m.n,a,B)p.(m,n, o, pB)

m,n,o,3
I 1. .
= 5~ gsin (277 ) sin (40). (3.118)

Sendo assim, substituindo 277 = xt, temos as dispersoes

((ASy)2>(t) = % + %sin (xt)sin (4)) (3.119)

~ 1 1
((AS)*) (1) = 5~ 5 i (xt)sin (41). (3.120)
Agora, substituindo (3.101), (3.119) e (3.120) na desigualdade (3.87) teremos
1 1
— — —sin? (xt) sin® (4\) > = cos® (xt), (3.121)
4 4 4
ou simplesmente
sin? (xt) cos® (4\) > 0. (3.122)

Como dito anteriormente, hé presenga de compressao no estado quando a igualdade
nao ¢ satisfeita. Fica evidente dessa expressao a importancia da rotacao no plano yz
pois, se fizermos A\ = 0, obtemos de (3.121) simplesmente que cos? (xt) < 1, que é
um resultado 6bvio; portanto, para analisar a compressao nao basta apenas fazermos

a operacgao adequada, mas também devemos saber em qual diregao devemos olhar as
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dispersoes dos operadores nesse estado, para entao verificarmos se, e em que diregao,
ha o surgimento de compressao. Um conjunto de direcoes de orientacao associadas
a A em que nao somos capazes de identificar se esse fendomeno ocorre no caso de
A = (2n+ 1)7/8, onde n é um numero inteiro. Para todos os demais angulos de
rotacao no entorno do eixo x somos capazes de afirmar se ha ou nao compressao
do estado ao longo do tempo. Portanto, devido a essa arbitrariedade sobre o valor
de A, escolhemos, por exemplo, A = 7 (podemos perceber que a escolha da fase na
verdade nao importa, desde que cos (4)\) seja diferente de zero), e assim a condigao

para a compressao do estado é
sin? (xt) > 0, (3.123)

a qual mostra que temos um estado coerente nos instantes em que sin? (xt) = 0.

Porém, se resgatarmos a medida do emaranhamento, verificamos que
E,(t) = sin? (xt), (3.124)

e que, dessa forma, temos a presenca de emaranhamento sempre que essa fungao

assumir um valor diferente de zero, ou seja, ha emaranhamento sempre que
E,(t) = sin® (xt) > 0, (3.125)

que ¢é exatamente a condicao de compressao do estado. Sendo assim, verificamos que
no caso apresentado a presenca de emaranhamento é na verdade uma consequéncia
do aparecimento de compressao no estado. Podemos ir mais além e afirmar que,
para sistemas bipartites de spin 1/2, a medida da compressao do estado é de fato a

medida do emaranhamento desse sistema [46].
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Conclusoes e Perspectivas

Nessa dissertagao apresentamos uma representacao para sistemas com espaco de
Hilbert de dimensao finita via espaco de fase quantico discreto, dando énfase para
o caso de sistemas bipartites de spin 1/2. Com essa descrigao somos capazes de cal-
cular as expressoes mapeadas de Weyl de qualquer operador de interesse, sendo que
devemos frisar o operador densidade de estados, cuja expressao mapeada no espaco
de fase também recebe o nome de fungao de Wigner, como no caso do continuo.
Com ela pudemos descrever a dinamica quantica desses sistemas na descricao de
Schrodinger, via equagao de von Neumann-Liouville. Além disso, também demons-
tramos uma forma de se calcular o grau de emaranhamento entre as componentes do
sistema bipartite, obtendo essa informagao exclusivamente da fungao de Wigner, e
gracas a ela pudemos calcular a evolugao temporal do emaranhamento. Tendo essas
ferramentas fizemos duas aplicagoes: na primeira calculamos a evolucao temporal
de um estado arbitrario sob a acao de uma operacao chamada cNot, muito comum
no contexto da computacao quantica, e entao obtivemos a evolucao temporal do
emaranhamento do sistema. Na segunda calculamos a dinamica do emaranhamento
de um estado coerente bipartite de spin, onde comparamos emaranhamento com a
compressao do estado.

A relevancia desse trabalho estd na capacidade de descrevermos a mecanica
quantica no espaco de fase discreto, onde, além do momento angular (descri¢ao
usual via estados e operadores), temos simultaneamente a informacao sobre seu par
complementar obtido via transformada de Fourier, que chamamos de angulo dis-
creto. Percebemos que essa informacao complementar é de suma importancia na
caracterizacao do emaranhamento, pois na expressao responsavel por ela esta pre-
sente a dependéncia das distribui¢coes marginais tanto de momento angular como de
angulo. Outra virtude dessa descrigao é o calculo aparentemente simples, do ponto
de vista operacional, da dinamica dos sistemas bipartites de spin, nos possibilitando
observar também a evolucao temporal do emaranhamento desses sistemas.

Comecamos a apresentacao tratando as ideias principais da representagao do

espago de fase quantico discreto, apresentando um resumo das ideias de Schwinger,
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onde foram registradas todas as ferramentas necessarias para se criar tal repre-
sentacao, apesar de nao ter sido Schwinger quem apresentou essa forma de repre-
sentar a mecanica quantica; foi ele quem construiu todo o embasamento tedrico que
d& estrutura ao formalismo. Entao, discutimos como compilar suas ideias e criar,
de fato, uma forma de representar a mecanica quantica no espago de fase discreto.
Na sequéncia apresentamos o formalismo, onde primeiramente definimos uma base
no espago de operadores, que nos permite calcular a expressao mapeada de Weyl de
qualquer operador de interesse, a partir disso vimos como obter a fungao de Wig-
ner discreta associada a estados de sistemas fisicos de interesse e com ela obter a
dinamica no espago de fase discreto via equacao de von Neumann-Liouville, como
mencionado.

Em seguida, foi mostrada uma forma usual de se medir o grau de emaranhamento
de sistemas bipartites de spin 1/2, onde deve-se obter o operador reduzido de um
corpo pM) partindo do operador densidade de estado p, e é da representacio matricial
desse operador, E(l), que se obtém os coeficientes de Schmidt, responsaveis por
revelar as caracteristicas do emaranhamento. Entao, ja no espaco de fase, obtivemos
a funcao de Wigner p,,(m,n, o, 3) de um estado arbitréario de dois spin 1/2, e com ela
foi possivel obter duas formas diferentes de calcular o grau de emaranhamento desses
sistemas. Apresentamos primeiramente a medida de emaranhamento obtida a partir
da funcao de Wigner reduzida de um corpo pg)(m,n), onde os indices do espaco
de fase permitiram representar uma matriz, e entao do permanente dessa matriz foi
possivel obter uma expressao proporcional ao determinante da matriz reduzida de
um corpo 2(1)7 que é onde se encontra a informacgao referente ao emaranhamento.
A outra forma é mais rica em termos de espaco de fase, pois ela é obtida a partir
das distribui¢oes marginais da fungao de Wigner reduzida de um corpo. Sendo
assim, a mesma nos permite perceber como o emaranhamento se manifesta no espaco
de fase quantico discreto. Tendo sido ela usada entao no capitulo seguinte para
medir a dinamica de emaranhamento. Porém, deve-se ressaltar que as medidas de
emaranhamento propostas sao validas para sistemas que possam ser representados
por estado puros (p = |¢)(¢]), ndo tendo sido demonstrado aqui como sio essas
caracterizagoes quando nao se puder representar o sistema dessa forma.

Por fim, todas as ideias de dinamica na representacao de espaco de fase quantico
discreto e medida de emaranhamento nessa mesma descri¢ao foram compiladas. Foi
primeiramente reapresentado, nessa mesma descri¢ao, como pode ser feito o cdlculo
da evolucao temporal dos sistemas quanticos, adaptado para o caso de um sistema
bipartite de spins 1/2. Entao, foram vistas, para esse caso, duas formas de resolver

a equacao de von Neumann-Liouville, onde ambas foram aplicadas na sequéncia.

57



Na primeira aplicacao escrevemos um hamiltoniano que represente a operacao
cNot da computacao quantica e calculamos entao a evolugao temporal gerada por
esse operador agindo em um estado arbitrario, de um sistema bipartite de spin 1/2,
a partir da versao mapeada da equacao de von Neumann- Liouville. Como a solugao
dessa equacao é a expressao mapeada de uma série de comutadores do estado com o
hamiltoniano foi necessario encontrar uma relacao de recorréncia na série, para que
ela pudesse ser ressomada. De fato essa relacao foi obtida, e nela foi visto que sua
expressao depende do estado da primeira particula, o que ja era de se esperar, tendo
em vista que a acao da operacao c/Not ocorre na segunda particula de acordo com
o estado da primeira. Sendo assim, para o estado arbitrario escrito inicialmente, a
ressoma da série foi possivel para as quatro condigoes iniciais possiveis, uma para
cada estado da base escolhida (lembrando que o operador densidade de estados
para um sistema de spin 1/2 possui 4 projetores). Tendo entao a expressao para a
dinamica da funcao de Wigner do estado arbitrario, foi possivel estudar a dinamica
do emaranhamento a partir da expressao para a medida do grau de emaranhamento
obtida anteriormente. Como esta é obtida a partir das distribui¢oes marginais de
momento angular e angulo, foi possivel perceber que, no espaco de fase discreto, para
essa operacao, a informagao sobre a dependéncia temporal do emaranhamento do
sistema depende exclusivamente da distribuicao marginal de momento angular. Isso
significa que se tracarmos sobre o espago de fase nos indices que rotulam o momento
angular do sistema nao serao identificadas caracteristicas referentes a dinamica do
emaranhamento.

Em seguida foi feita a segunda aplicacao, onde foi usada a proposta de M. Kita-
gawa de como, partindo dos estados coerentes de spin, é possivel impor compressao
a esses estados. Sendo assim, foi possivel transcrever essas ideias para o espaco de
fase quantico discreto, sendo obtida a funcao de Wigner do estado coerente, além
da expressao mapeada do operador hamiltoniano responsavel pela criacao do es-
tado comprimido, e dessa expressao foi obtida a dinamica da fungao de Wigner.
Para isso, primeiramente foi calculada a fungao analitica associada ao liouvilliano,
sendo entao facilmente obtida a evolucao temporal da funcao de Wigner do estado
coerente de spin. Tendo essa expressao para a evolucao temporal da funcao de
Wigner, o proximo passo foi obter a medida no grau de emaranhamento do sistema
dependente do tempo, pois Kitagawa considera que a operacao que impoe com-
pressao ao estado também impoe correlagoes, as quais podemos verificar se podem
ser também entendidas por emaranhamento; esta constatagao é importante pois,
como comentado, sao recentes na literatura relagoes que comparam emaranhamento

e compressao do estado. Além disso, uma vez que a medida de emaranhamento
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depende unicamente das distribui¢oes marginais, pode ser facilmente percebido que,
nesse caso, a dependéncia temporal do emaranhamento é atribuida a distribuicao
marginal de angulo, diferentemente do caso anterior onde essa dependéncia vinha
da distribuicao marginal de momento angular. Em seguida foram calculadas as dis-
persoes dos operadores de spin no estado evoluido no tempo e com elas foi obtida a
relacao que determina a compressao do estado. Entao, comparando as funcoes que
determinam o emaranhamento e a compressao foi constatado que, para esse caso
de estado coerente de dois spins 1/2, essas propriedades sdao na verdade a mesma
propriedade fisica do sistema sob a agao do hamiltoniano proposto.

Uma possivel continuacao para esse trabalho consistiria em obter uma medida
de emaranhamento via funcao de Wigner para sistemas onde o estado nao possa
ser representado como um estado puro p = |¢)(¢|, mas apenas como uma mistura
estatistica p = . I'j[th;)(¥);]. Isso pode ser feito escrevendo a versao mapeada no
espago de fase de uma medida de emaranhamento usual da literatura ou, da mesma
forma que foi feita nessa dissertacao, obter uma outra expressao com a mesma
confianca que as medidas usuais. Isso seria interessante uma vez que poderiamos usar
os recursos do espaco de fase para eventualmente obter medidas de emaranhamento
operacionalmente menos complicadas que as medidas tradicionais.

Outro trabalho, talvez mais relevante que o proposto acima, seria obter uma
forma de medir ou caracterizar o emaranhamento, via espaco de fase, para siste-
mas com muitos corpos; pois existem muitas técnicas isoladas para cada tipo desses
sistema, nao sendo portanto uniforme a abordagem de sistemas de um modo ge-
ral. Porém, para que seja possivel obter uma caracterizacao do emaranhamento
para sistemas de muitos corpos na descricao proposta se faz necessario um conhe-
cimento maior sobre as manifestacoes fisicas do emaranhamento em muitos corpos,
além do que é necessario também um dominio fluente das técnicas de caracterizagao

propostas até o momento.
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Capitulo 4

Tracos da base de operadores

Para que a base proposta (1.50) possa representar todas as caracteristicas dos sis-
temas quanticos, ela deve ser completa e ortogonal. Essas propriedades podem ser

obtidas a partir do calculo do trago da base.

4.1 'Traco da base

1
Tr[G(m,n)] =Y (k|G(m,n)|k).
k=0
Escrevendo G(m, n) explicitamente

1 1

Z Z (K|U"V*|k) exp {?(mr + ns)}

k=0 r,s=0

Tr(G(m,n)] =

N | —

e agindo os operadores nos estados teremos

1

Tr[G(m,n)] = % Z (k +r|k) exp { —2m' k:s} exp { _Zm (mr + ns)}
k,r,s=0

Para espacos de Hilbert de dimensao finita, dimensao N por exemplo, o produto de

dois estados ortonormais resulta em uma delta de Kronecker médulo N

~ ] 0 parak # rmod(N)
(rik) = { 1 parak = rmod(N) (4.1)

ou simplesmente
(rlk) = 5,5 (42)

60



do que resulta

Tr[G( Z 5% exp {?ks} exp { —2m' (mr + ns)}

T‘Sf

Como um comentario, vale lembrar que uma outra forma de representar a delta de

Kronecker mdédulo N na forma de soma é

5,[3] = Z exp{ 27” l)} (4.3)

Agora, agindo a delta em r e somando em s teremos

3

k=0

e por fim obtemos

Tr[G(m,n)] = 1. (4.4)

Desta forma verificamos que base G (r,s) tem trago unitério.

4.2 'Traco de 2 bases

Calculando o traco do produtos de dois operadores da base:

~ ~

Tr[GT(m,n)G(r,s)] = Z<k|@T(m,n)C§’(r,s)|k)

k=0
1
= 2 Z Z (k|VPU UV Y k) exp [im(ma + nb)] exp [in(rc + sd)]
k a,b,c,d
= Z Z 5[2] exp [irk(d — b)] exp [im(ma + nb)] exp [im(rc + sd)| (4.5)
k a,b.cd

e somando sobre k e agindo as deltas, teremos

Tr[GY (m, n)G(r, s)] = % Z exp [ima(m — r)] exp [imb(n — s)]. (4.6)

Somando sobre a e b, obtemos

N

Tr[GH (m, n)G(r, s)] = 2612 51 (4.7)

m,r-n,s"*

Temos portanto que as bases G(r, s) sao ortonormais, onde o fator 2 é a dimensao
do espago de estados.
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4.3 Traco de 3 operadores

O célculo do trago de trés operadores G/(r, s) nao explicita nenhuma caracteristica
da base, porém sera util na dissertacao quando calcularmos a expressao mapeada

do produto de dois operadores arbitrarios. O trago de trés operadores da base é

Tr[GY (m,n)G(r, )G (p, q)] = Y _(KIG'(m,n)G(r, 5)G(p, q)[k)

k

= 5 ZZ > (RVTUTUVP UV k) exp [im(mj + nl)]

7l ab,ed
X eXp [zw(ar + bs)] exp [im(cp + dq)],

- 33 Z Z Z 5a+c _joexplimb(c — k)] exp [imk(d + b — I)] exp [im (mj + nl)]

X exp [zw(ar —|— bs)] exp [im(cp + dq)). (4.8)

Somando em k, j e [

1

Tr[GT(m,n)G(r, s)G(p, q)] = > >~ exp (imbe) exp [in(b + d)]
X exp [imm(a + ¢)] exp [in(ar + bs)]aifs [im(ep + dg)), (4.9)
ou seja,
Tr[Gt (m, n)G(r, s)G(p, q)] = bzd exp (imbc)
x exp {infa(m —r) +b(n — )+ clm—p) +dn—q)l}.  (110)

Esse célculo pode ser repetido para um nimero n de operadores G(r, s), porém apre-

sentamos somente o produto de trés pois sera o resultado utilizado na dissertacao.
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Capitulo 5
Série dos liouvilianos

Tendo o liouvilliano

w .
Lim,n,0,8,p,q,1m,v) = =62 62 fexp (imn) (2 ., — o2 )52 +

9 "na”asp
+ exp (ma)(ég]y — 5511,“)5%]71, +
_|_

exp [im(a+ )]0 o5, . — 0l a5} (5.1)

e a funcao de Wigner do estado de partida

oD, @1, v) = > iy Ol 0iol) exp {imp(l — k)Y exp {impu(n — €)},  (5.2)

k,len

calcularemos o termo de primeira ordem da série. Isso ¢ feito agindo com o liouvil-

liano (5.1) na funcao de Wigner do estado arbitrario

7 = |k &)L, (5.3)

onde sua expressao no espago de fase é

(1, €)1, 1) (p, 4 1, v) = 6162 exp {imp(l — k) } exp {imp(n — €)}. (5.4)

Sendo assim, teremos a agao do liouvilliano sobre esta fungao de Wigner

> Lim,n,a,B,p,q, pmv) [k, e)(1n|)(p, g, 1, v) =

p7q’l’t’y
= >~ {explimp(k — D] exp [impu(n — )30 }
p,q,p,v
w . 2 2 . 2 2
X {55,[12](155],1 [exp (27rn)((5,[n]’pJrl — (55}719)5[5’]1, + exp (zwa)(ég}y — (5[5’]1,“)(57[3}719 +
T explim(a+n)(02,05 1 — 105 | (5.5)
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Como a acao do liouvilliano sobre a funcao de Wigner representa o comutador do
hamiltoniano com o operador associado ao estado no espaco de fase, representamos
simplesmente

([H, /D (m,n,a,8) = Y Lim,n,a, 8,0, 1mv) Ik, €){1,nl) (0,4, 1, v),

p7q’l"”l/

e assim simplificamos a notagao. Agora, somando sobre p, ¢, it € v por fim teremos
AroA w . .
(I ) (. n. 0, ) = 5 expimm(k — D] exp [ima(n — €)]6,]
X {(_2)51[3,]1“5[62,]77 exp (iml) exp (i)
2 2 . 2 . 2
X [(5[@17 — 62 )+ exp (iml) (82, — exp [im(k — z)]a[ﬂ}n)} } (5.6)
Entao, por conveniéncia definimos a funcao

2A () = (5}5{7 - 5[;}%1) + exp (z‘m)(a[;}n+1 — exp [im(k — l)]é}i}n),

que depende do estado da primeira particula, ou seja,

0 para k=101=0
2> — 512 arak=101=1
2A(B)ky = ( o soret) P B} B (5.7)
—205,11 parak=0el=1
2(55]77 parak=1el=0.

Por fim, temos o primeiro termo da série

([ﬁ, P (m,n,a, 3) = wexp [imm(k — 1)] exp [iTra(n — 6)}57[1211

x {A(ﬁ)k,l exp (ima) — 67, 6 exp (m)}. (5.8)

Podemos agora, a partir dos resultados obtidos para o termo de primeira ordem,
obter o segundo termo da série, que pode ser facilmente calculado agindo com o
liouvilliano na expressao (5.8), ou seja,

> Lmnon Bip ) Y Lla v, b N (k) (1nl) (a,b ) |

Dyq, 4,V a,b,n,\
= > Lm.n,a, B, v){wexp limp(k — )] exp limu(y - )]0},
PV
X [A(V)k’l exp (imp) — 5,5}“5517@@(@'%1)] } (5.9)

Novamente, para simplificar a notacao escrevemos

([, [H, ) (m,n,a, 8) =
= > Lm0, B:p,q,1, V){w exp [imp(k — 1)] exp [imp(n — €))6,]

p7q7u71j

X [A(u)k,l exp (imp) — 5,L%}+15[517exp(m)} } (5.10)
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Agora, substituindo o liouvilliano (5.1) na expressao acima, teremos
NP w .
(A, ) mn,a,8) = > So20E{ exp (imn) (05,0 — 012,)05, +

p?q7l’l‘7]/

+ exp (ma)(é[;]u - 5[52}1,“)57[72@]@ + exp [im (o + ")](57[721],p6£32,}1/+1 - 57[721]@“5[52}1,)}
x{wexplimp(k — D] explimp(n - e))o| AW)E}exp (i) — o) 102 eaplind)| |
e, sendo assim, somando em p, ¢, e v, por fim obtemos

([H, [ﬁ, P (m,n,a,3) = 2w? exp [imm(k — )] exp [iTa(n — 6)](51[1211
5[2} 5[2]
{—k’l+21 20 _ exp [im (o + k)]Ak,l<ﬁ)5l[j]l+1 + (2)k+l_2Al(c2,l) w)}’ (5.11)

onde A(f)y, fol apresentado anteriormente e

0 parak=101=0
2] 2] — ] =
@A (3, = { 20 = One) parak =1=1 (5.12)
’ 25[5,]77 parak=0el=1
255’]17 parak=1el=0.

Tendo as expressoes mapeadas dos termos de primeira e segunda ordens no tempo
da série (5.8), devemos agora explicitar esses valores substituindo os possiveis valo-
res para k e [, pois, como ja mencionado, as relagoes de recorréncia dos termos da
série dependem desses valores. A seguir apresentamos o calculo das 4 formas que a

série pode assumir®, separando por itens os valores de k e [.

e Para o estado onde k =1 = 0 teremos o operador p = |0,¢€)(0,7|, e a acdo do

liouvilliano sobre esse estado resulta em termos nulos para a série, ou seja,
([H, §)(m,n, a, B) = 0; (5.13)

portanto, todos os termos de ordem mais alta também serao nulos. Sendo
assim a evolugao temporal desse estado sera simplesmente um estado esta-

cionario
(10, €)¢0, n|)(m, n, v, 55 1) = (|0, €)¢0,n|)(m, n, o, G5 = 0). (5.14)

e Agora, para o estado onde k = 0 e l = 1 teremos o operador p = |0, €)(1, 7| e os

valores para o mapeado dos comutadores desse operador com o hamiltoniano

*No calculo que segue omitiremos temporariamente o fator 1/4 que normaliza a fungdo de
Wigner.
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Serao
([H,§))(m.n,a,0) = wihexp (imm)
x exp [ima(e —n)] {5[;},] ~exp (m)(s[;]nﬂ} (5.15)
e o termo de segunda ordem é
([, [H, p)m,n 0, ) = 20767 exp (imm)
X exp [ira(e —n)] {5/[32]77 — exp (2'71'&)5/[327]77_’_1}
= 2w([H,)(m,n, 0, B); (5.16)

dessa forma, se agirmos r vezes com o liouvilliano no estado, teremos

~ A

([H,...[H§].. Nmna,B) = 277w dey exp (imm) (5.17)
X exp [ira(e —n)] {5[52]77 — exp (ma)é[;]nﬂ} .

Agora, se calcularmos a evolucao temporal do estado obteremos

—~

0>6><1777|)(m>n705>ﬁ;t) = (‘07 6><1,77])(m,n,04,6;t = 0) +
Z (Z;') (QW)T

X 5311 exp (imm) exp [ira(e — n)] {5[[32]” — exp (iﬂa)ég}nﬂ} ,  (5.18)

_|_

N | —

onde (|0, €)(1,n])(m,n,a, B;t = 0) = 5511 exp (imm) exp [ira(e — 77)]5,[32]77 Sendo
assim, apos algumas manobras a fim de obtermos os termos de ordem zero nas

séries, por fim obtemos

(0.6 (1, 7l)m. 5 6) = .08 exp (imm) exp ima(e — )]

>< { 7/'7

1 <= (it)”

_ 2)"
+ 27:0 rl (2w)

X 5511 exp (imm) exp [ira(e — n)] {(5[;]7] — exp (iwa)é[;]nﬂ} ,  (5.19)

e finalmente, somando a série,
1
(10, ) {19 (m, n. v, B 1) = 50, exp (imm) exp [ima(e — )
1
X {5?177 + exp (iﬂa)é[;’]nﬂ} + 555]1 exp (imm) exp [ira(e — n)]

X {5[52,]7, — exp (%'7?04)5[52,]77“} exp (2iwt). (5.20)
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e Para o caso onde k =1 e | = 0 teremos o operador o’ = |1,¢€)(0, | e os valores

para o mapeado dos comutadores desse operador com o hamiltoniano serao
(IH,p])(m,n,a,8) = ws? o exp (imm)
X exp [ima(e —n)] {6[52]77 — exp (iﬂa)ég,}n} , (5.21)
e o termo de segunda ordem é
(H,[H,p)m,n,o,8) = —2w2 0 ©xp (imm) X
X exp [ima(e —n)] {5[32]77 — exp (iwa)é[;’]n}
— (~2w((A, 7)) (m,n, @, B); (5.22)
dessa forma, se agirmos r vezes com o liouvilliano no estado, teremos
([H,...[H ). Dmna,B8) = (=2) " W dChexp (imm) (5.23)
X exp [ima(e —n)] {(5[@” — exp (iﬂ@)a};}n} :

Como feito anteriormente, calculando a evolugao temporal desse estado obte-

remos

(11, €)€0,n[)(m, n, a, B;8) = ([1,€)(0, m[) (m, 2, v, B = 0) +
)

r=1

X 55}0 exp (imm) exp [iTa(e — n)] {5/[32]77 — exp (iwa)é[[;}n} , (5.24)

onde (|1, €)(0,n|)(m,n,a, B;t = 0) = 5n0 exp (imm) exp [ira(e — )]5[ Sendo
assim, apos algumas manobras a fim de separarmos os termos de ordem ZEero

nas séries, por fim teremos
(11,€)(0, ) (m, n, v, B; 1) = _5[ b exp (imm) exp [ira(e — )]

X 5[6171 + exp (ma)dg]n} +

1 <= (it)"
- —2w)"
+ 5 2., (—2w)
X 5,% exp (imm) exp [ira(e — n)] {(5[;]” — exp (iﬂa)éﬁ[i]n} : (5.25)

e finalmente, somando a série,
(1L, €40, n]) (m, n, a, B; 1) = —5[ b exp (imm) exp [ima(e — 1))
X {5%177 + exp (ma)é[;,]n} + - 55]() exp (imm) exp [ira(e — n)]

x {5[52,]7; — exp <m>6517} exp (—2iwt). (5.26)
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e Por fim, quando k£ = [ = 1 teremos o operador p' = |1,€)(1,n| e os valores

para o mapeado dos comutadores desse operador com o hamiltoniano serao
([H, ) (m,n,0,8) = wi explimale —n+1)]
(2] [2]
x {of o} (5.27)
e o termo de segunda ordem serd
(I [H,§)m 0. 8) = 278 expimale —1)]
(2] [2]
x {of i} (5.28)
Diferente dos estados calculados anteriormente, aqui nao verificamos a recor-
réncia ja no termo de segunda ordem, porém essa recorréncia ocorre entre os

termos de ordem par e os de ordem impar. Isso pode ser percebido calculando

os termos de 3% e 4* ordens. De imediato temos o termo de 3* ordem

(UL T, P msm 0, B) = 4 exp fimale =+ 1)] {0, = o5 .}
= 4 ([H, §])(m,n, a, B) (5.29)

e o termo de 4* ordem

(LB L B (B YD om0, 8) = 8wt exp limate — )] {of), — o)1}

= 8([H, [H,pT)(m,n, a, ). (5.30)
Entao, se calcularmos um numero r de agoes do liouvilliano sobre a expressao
mapeada do estado teremos dois casos distintos, quando r é par e quando r é

impar. Dessa forma, se r for par podemos escrever r = 2s, onde s é um inteiro

positivo, e assim teremos

A A

([H, ... [H 5] )mn,a ) = 22757 expfima(e — )]
(2] [2]
RGN (5.31)
Ja no caso em que r for impar podemos escrever r = 2s + 1, onde s é um
inteiro positivo, e entao

(H,...[HD]..DmnoB) = 220162 explira(e —n+ 1)]

n,

2 _ 4l
{05 = 08} (5.32)

Agora, calculando a evolucao temporal do estado obtemos

(I, e){1,n[)(m, n, a, B; 1) = (|1, (L nl) (m, n, a, G;t = 0) +

X

1 > (it)27‘+1 2r+1 [2] . [2] [2]
* 2 Zro (2r 4+ 1)! (2w)™ 0y explima(e = + 1) {5@77 - 5ﬁ,n+1} +
L )7 o vorst) o 2
t 32y ) Bk esplimale —n] {4, = 65} (5.33)

r=1
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onde (|1,€)(1,n)(m,n,a,B;t = 0) = 52

1 €XP [iTa(e — 77)]5[62]77 Novamente,
fazemos algumas manobras matematicas a fim de separarmos o termo de ordem

Zero na série acima

1 .
(1L, ey (L, nl)(m,n, o, B ) = 55511 exp [ima(e —n)] {55}7 + 5[;{7“} +
1 nd (it)QT—H 2r+1 ¢[2] . 2] 2]
* 52 Gy e mate -+ D1 {4, — o p+
L= 07 o vorsla) oo 2 s
+ 5; (QT)!(2w) d,,1 €xp [ima(e — n)] {6ﬁ,n_5ﬁ,n+l}v (5.34)

e ressomando as séries, obtemos

1 .
(1L, ) (L), n, o, B58) = S0 explimale — )] {oF, + 65, | +
+ gsin (2wt)(57[12}1 exp [ima(e —n + 1)) {(5/5]77 - (5[;7]%1} +

1
+ 5 cos (Zwt)@[i]l exp [ira(e — n)] {5}?]77 - 5[527]%1} : (5.35)

O que fizemos até o momento foi identificar os termos da série de evolucao temporal,

e com isso percebemos que essa série se divide em 4 subséries, uma para cada possivel

estado da primeira particula como pode ser visto nas expressoes acima.
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Capitulo 6

Calculo do propagador no espaco

de fase discreto

Tendo a expressao para o propagador
P(m,n,r,s,a,3,7,0[t) = Tr[G (m,n,a, B)UT(£)G(r, s,v,8)U(t)] (6.1)
e o operador de evolugao temporal
U(t) = exp[—itg(i + 61, © 622)), (6.2)

podemos calcular a expressao da funcao analitica P(m,n,r, s, «, 3,7,0|t). Entao,

como a identidade comuta com os demais operadores, teremos
P(m,n,r,s,a,3,7,0t) = Tr|G'(m,n,a,B) exp (it%&lz@)&gz)
X G(r,s,7,0)exp (—it%&lz ® 63, . (6.3)

Se fizermos
T = %t (6.4)

teremos
P(m,n.r.s,0,3,7.0/7) = Tr|Glm,n,a,8)exp (in7o1. ©02.)  (6.5)
X G(r,s,7,0)exp (—inTd1, ® G2,)|. (6.6)

Escrevendo explicitamente os operadores da base e tomando o trago teremos

Plmn,r,s,0,0,7,007) = 0 3" 3 37 explim(em + dn)

k,A ab,c,d pv,d,m
X exp [im(ag + On)] exp [—im(ar + bs)] exp [—im (v + ov)]
X (e, A VULV, Uy explin (61 @ 62| USVIUE VY

X exp|—inT (61, ® &22)]}‘k7 A),
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onde os indices 1 e 2 rotulam os operadores que agem no espaco de Hilbert da
particula 1 e 2 respectivamente. Porém, expandindo em séries as exponenciais,
obtemos

exp|HinToL, ® 69.] = cos(m7)1 @ 1 £ isin(n7)6, @ b, (6.7)

e entao, substituindo o, pelo operador V', obtemos

P(m,n,r,s,a,B,7,0|T) = 2422 Zexpmcm—i—dn)]

k,A ab,c,d p,v,d,m
X exp [im(agp + On)] exp[—im(ar + bs)] exp[—im(yu + 0v)]
x  (k, A]{ UV Uy [COS(ﬂ'T)i @1 +isin(rr)V; ® Vg]

< USVPULVY [cos(mﬂ ®1— isin(r7)Vi ® VQ] }|k:, A).

Agindo com os operadores no estado obtemos

P(m,n,r, s, a,,7,0|T) = 2422 Zexpzwcm+dn)]

k,A ab,c,d p,v,dm
x explim(ad + n)] exp[—im(ar + bs)] exp[—im(ypu + dv)]

x explirk(d — b)] explimA(pn — 1/)]{ cos?(n7) + explin(a + p)] sin®(77) +
+ isin(n7) cos(nt) {explim(a + p)] — 1} explim(k + a)] explim(A + p)] }5?}15([;]“

e, por fim, apds somarmos sobre todos os indices, obtemos
P(m,n,r,s,a,[,7,d|T) = 225518(55}5 (6.8)
X {53,,557 [cos®(w7) + i explim(a + p)] sin(w7) cos(w7)] +
+ o2 TH(SL ' [sin®(w7) — i explim(a + p)] sin(77) cos(n7)] }

Dessa forma, para simplificar a notagao introduzimos

fi(n,B,7) = cos*(nr) +iexplin(n + B)]sin(n7) cos(nT)
fo(n, B,7) = sin®(n1) —iexplim(n + B)]sin(77) cos(n7), (6.9)

e portanto

m,ra,y

+ 5§,r+1 a7+1f2(” B, )} (6.10)

Plm.n.rs0.8.5.07) = 2alof {alo, fitn. 5.7) +
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