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Resumo

Neste estudo iremos aplicar supersimetria em teorias como mecanica quantica,
teoria de cordas e teoria de campos em D = 3. Apesar de todas essas teorias terem
aplicagoes em campos completamente diferentes iremos encontrar semelhancas entre
elas através da algebra supersimétrica. Discutiremos também varios resultados que

supersimetrizacao traz para cada uma dessas teorias.

Palavras Chaves: Supersimetria; Teoria de Campos; Mecanica Quantica; Super-

corda.

Areas do conhecimento: 1.05.03.01-3 Teoria Geral de Particulas e Campos.
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Abstract

In this study we’ll use supersymmetry in diferent theories like quantum me-
chanics, string theory and field theory in D = 3. Although all these theories have
aplication in diferent areas of physics, we’ll find similarities among them. To finish

we’ll discuss some results that supersymmetry bring to each of these theories.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta dissertacao iremos estudar aplicagoes de supersimetria, especialmente sistemas
com dois geradores supersimétricos. O estudo de supersimetria ja ¢ realizado desde
meados dos anos 70, quando foi possivel estabelecer uma relagdo entre graus de
liberdade bosonicos e fermionicos de uma forma consistente. * A primeira aplicacao
foi feita no contexto de teoria de cordas, posteriormente foi usada em teoria de
campos em D = 4, onde foi observado que supersimetria permitia amenizar algumas
divergéncias ultra-violeta.

Temos hoje aplicacoes de supersimetria em diversas areas da fisica, neste tra-
balho particularmente estudaremos duas em teoria de campos e uma em mecanica
quantica. Comegaremos pela aplicagdo em mecanica quantica usual (D = 1), no
estudo que iremos fazer vamos perceber como mecanica quantica supersimétrica
pode ser usada como uma ferramenta para resolucao de equacoes diferenciais de
segunda ordem (ou equagoes que se reduzem a equagoes de segunda ordem através
de alguma substitui¢ao). Veremos também como mecéanica quantica supersimétrica
oferece um modo de analisar propriedades gerais de teorias supersimétricas de uma
forma simples e direta, como por exemplo, uma analise nao perturbativa de quebra
de supersimertia.

Logo depois estudaremos a supercorda (aplicacdo em D = 1+ 1). Hoje temos
como uma das propostas de teoria de unificacao a supercorda. Nessa teoria su-
persimetria traz o conceito de parceiros supersimétrico para as particulas, possibili-
tando assim a inser¢ao de férmions em uma teoria que originalmente contém somente
boésons.

Posteriormente analisaremos teoria de campos em D = 2+1. Apesar de vivermos

em um espago-tempo quadri-dimensional (para dimensdes estendidas), um estudo

*Por consistente entende-se que foi proposta uma relagao que, por exemplo, preserva as simetrias

da matriz S.



em D = 3 é interessante pois podemos analisar um fenémeno em particular em, por
exemplo, uma se¢ao plana do espago-tempo. Também ¢é interessante analisar teoria
de campos em uma dimensionalidade do espaco-tempo menor do que 4 porque, em
geral, as teorias tornam-se menos divergentes. Em D = 3 estudaremos também
ferramentas para introduzir um modelo de supergravidade.

Cada teoria ¢ independente entre si, cada uma aplica-se a um tipo de fenomeno,
mas veremos que supersimetria permite vé-las com uma certa semelhanca. Esta

semelhanca ¢é a dlgebra supersimétrica.

1.1 Plano Estudo

O objetivo desta dissertagao ¢é estudar sistemas com dois geradores supersimétricos
(Q1,Q2). Para isso iniciaremos o estudo com [1], este texto fornece um extenso es-
tudo sobre mecanica quantica supersimétrica. Decidimos abordar nesta dissertacao
alguns problemas que podem ser resolvidos de uma forma mais simples com super-
simetria e alguns aspectos em mecanica quantica que trazem informacoes impor-
tantes para teoria de campos. Posteriormente iremos fazer uma aplicacao em teoria
de cordas, o texto bésico deste estudo é [2]. Também procuramos conhecer mais
sobre teoria de cordas nos textos [4] e [3]. Para o estudo de teoria de campos em
D = 3 usamos [5]. Estudamos também teoria de campos supersimétrica em D = 4
com [6]. Também serd necessério o conhecimento prévio de teoria de campos usual,

uma referéncia usada foi [7].

1.2 Notacao

Todas as letras minusculas do alfabeto grego («, 3, ..., i, v, ..w) denotardo indices

espinoriais, e nesta dissertacao eles assumirao apenas os valores 1 e 2, e.g.,

Q=2 (1.1

Q2
Espinores sao representados por matrizes colunas, a dimensionalidade do espago-
tempo em questao é que em geral fornece o niimero de componentes necessarias para
representar um espinor. Como dito anteriormente, faremos aplicacoes em diferentes
dimensionalidades do espago-tempo, mas iremos escolher apropriadamente repre-
sentagoes de espinores de modo que possuam sempre duas componentes. Para D = 2

e D = 3, representacoes reais para espinores coincidem em niimeros de componentes.



Em mecanica quantica supersimétrica iremos definir setores fermionicos e bosonicos,
de modo que os geradores de supersimetria serao dados por matrizes coluna de duas
componentes.

Letras minusculas do alfabeto latino a partir do m denotarao indices do espaco-
tempo (m,n,o,...,z). Letras mindsculas do inicio do alfabeto latino denotarao
indices da folha-mundo' (a, b, c,...k).

Sobre a dimensionalidade do espaco tempo, ela sera denotada por D e serd dada
da seguinte maneira D = M+ N. Onde M denota o nimero de dimensoes espaciais e
N o numero de dimensoes temporais. De forma mais matematica, M serd o niimero
de autovalores positivos da métrica enquanto N o niimero de autovalores negativos.
Como estamos lidando com espago-tempo de Lorentz N é sempre igual a 1. A

métrica do espago-tempo serd sempre dada por sign n™" = (— + +...).

1.3 Algebra Supersimétrica

Como dito anteriormente, as teorias que discutiremos sao completamente diferentes,
mas poderemos identificar semelhancas com respeito as suas respectivas algebras
supersimétricas. Os operadores que quando exponenciados, assim como um grupo
de Lie tradicional, geram as transformacoes supersimétricas sao denotados por Q).

Eles satisfazem,

{Qaa@ﬁ} O(O’maﬁpm, (12)

onde P, = 10,. Haverda uma pequena modificacao de indices dessa relacao de co-
mutacao quando discutirmos supercorda, mas nao havera perda de informacao para
o que pretendemos discutir nesta introducao. Ha também relagoes de comutacao
com os geradores do grupo de Poincaré, nao iremos colocar aqui porque nao sera
de interesse para essa analise. As matrizes 0", 3 sdo as matrizes de Dirac 2x2, elas

satisfazem a seguinte relacao de comutagao:
{o™, 0"} = =2n™". (1.3)

O nimero de componentes da métrica dependera da dimensionalidade do espaco
tempo em questao. Qualquer conjunto de matrizes o que satisfazem relacao de
comutagao (1.3) pode ser usado. Gragas a isso poderemos usar nos célculos feitos
ao longo da dissertacao matrizes o diferentes em cada aplicacao.

Iremos agora mostrar alguns resultados que confirmaremos posteriormente em
analises mais detalhadas de cada teoria em questao, mas para uma abordagem in-

trodutdria sobre o assunto, serd suficiente termos em mente apenas (1.2 e 1.3). Para

"No capitulo 3 discutiremos mais sobre estes indices.



mecanica quantica supersimétrica teremos as seguintes relacoes de comutagao para
QeQ,
{Q,Q}=H, {Q,Q}={Q,Q}=0. (1.4)

Podemos reescrever a relagao de comutacao de uma forma que simplifique a com-

paragao com os resultados seguintes. Seja Q' = Q + Q, de modo que (1.4) torna-se:

{Q.Q} =24, (1.5)

onde H é o hamiltoniano supersimétrico, podemos fazer uma alusao a teoria de
campos e imaginar que H é a componente temporal de um vetor no espaco-tempo
(Fo)-

Na aplicacdo em D = 2 (supercorda), onde sign n®® = (—+), teremos a seguinte
relacao:

{Qaa Qﬂ} - _2(0a00)aﬁpa' (16)

Aqui a representagao que usaremos para as matrizes de Dirac serd,

De modo que podemos reescrever a algebra supersimétrica em funcao de Q1 e Q)o,

{Qlan} = 2P+7
{Q27Q2} = 2P—7
{Q1,Q2} =0, (1.7)

onde P, = P’ + P
Podemos fazer a mesma coisa para a dlgebra em D = 3, aqui sign n™" = (—++)
e agora P™ e ¢ terao uma componente a mais. A relacao de comutacao tem a

mesma forma da relacao para supercorda e a representacao das matrizes de Dirac

o (1o}
0 1

agora sera:



o? = Lo .
0 -1

Fizemos uma escolha desse tipo para as matrizes ¢ porque como veremos mais
a frente essas matrizes representarao componentes de vetores reais, portanto elas
devem ter entradas reais. E a reprsentacao que escolhemos acima ¢ tal que os indices
sdo todos “em baixo” (covariantes) (0™),s. Isso serd importante pois esses indices
transformam-se sobre SU(2), a métrica desse grupo é antisimétrica e devemos estar
atento a isto.

Assim a rela¢ao {Qa, Qp} = 2(0™)as P, em componentes torna-se:

{Qla Ql} = _2P—7
{Q27 Q2} = _2P+7
{Q1,Q2} =2P;. (1.8)

Agora definimos Py = P° £ P2%, nao h4 problemas nisso, apenas uma liberdade de
qual eixo voce decide chamar de 1 e 2.

Olhando mais de perto as relagoes (1.5), (1.7) e (1.8) podemos notar que, além
das relagoes de comutacao de (01 e () forncerem resultados com formas muito pare-
cidas, conforme a dimensionalidade do espaco-tempo aumenta, certas relagoes de
comutacao passam a depender das componentes adicionais do momentum. Como é
o caso de {Q1,Q2}, até D = 2 essa relacao de comutagao era nula, a partir de D = 3

ela assume como resultado uma componente do operador momentum.



Capitulo 2
Mecanica Quantica Supersimétrica

Em mecanica quantica supersimétrica temos um belo local para aplicacao de super-
simetria em D=1. Como veremos em nossos estudos, alguns problemas sao simplifi-
cados com a aplicacao de supersimetria. Func¢oes de onda aparentemente diferentes
possuem uma intima relagdo via supersimetria, essa relagao serd feita através de
potenciais supersimétricos e seus parceiros. Veremos também conseqiiéncias da que-
bra de supersimetria para mecanica quantica supersimétrica. Basicamente para este

estudo utilizamos [1].

2.1 Formulacao Hamiltoniana

Iniciaremos nossa analise trabalhando com hamiltonianos que possuam energia de
estado fundamental nula (Ey = 0). Isso aparentemente restringira a classe de prob-
lemas que podemos abordar, porque como sabemos, nem mesmo um poc¢o quadrado
infinito possui um estado fundamental de energia nula, o mesmo para o oscilador
harmoénico quantico. Veremos que é possivel fazer uma redefinicao do hamiltoniano
principal, de modo que, a energia do estado fundamental do novo hamiltoniano é
nula.

Iniciamos com a equagao de Schroedinger para fungoes de onda de energia bem
definida:

_ 7 ()
2m  dz?

+ V(a)(z) = Ey(z). (2.1)

Seja H; um hamiltoniano tal que na representacao de posicao o estado funda-

mental ¥y(z) possui energia nula:

+ Vi(z)¢o(z) =0, (22)



De modo que podemos observar que o potencial pode ser dado em funcao de
() e sua derivada (assume-se que 1)y é normalizdvel e quando ¥ (x) = 0 a derivada

segunda e tal que compensa o infinito no denominador *). Temos,

K2 w(l)”(x
Vi) = - Yo ) 23)
m g (x)
d*)
o) = 25 (24)
Agora iremos fatorizar o hamiltoniano, utilizando o ansatz:
Hy = ATA, (2.5)
onde A é dado por:
h d
A= ——+W(x),
V2mdz (@)
i h d
Al = ——— + W (x). (2.6)

W (z) serd denominado superpotencial associado ao hamiltoniano Hy (Vi(x)). Pode-
mos encontrar uma relacdo entre W(x) e Vi(z) através de (2.1), (2.6) e da forma

explicita de Hi:

Vi(z) = W2(x) — J%%' (2.7)

Assim como Vj(z) possui uma relagao com as fungoes de onda do estado fun-

damental, que tenham energia nula, também podemos encontrar uma relagao entre

W(z) e to(x):

H w(l) ( )w(()l)
= Aty = 0. (2.8)
Uma possivel solucao é:
Al = (2.9)

*De fato isso estarda assegurado quando analisarmos quebra de supersimetria em mecanica

quantica.



Usando (2.6) e manipulando algebricamente temos:

()
V2m il (@)

Iremos definir um novo hamiltoniano, denominaremos Hs, e sera dado por:

Wi(x) = (2.10)

H, = AAT. (2.11)

Apenas invertemos a ordem, com relagao a Hi, dos operadores A. Essa simples
manipulacao com as condigoes que impomos até agora, permitira relacionar os
autovalores e autofungoes dos dois hamiltonianos (H; e Hs). Evidentemente nao
aplicamos supersimetria em parte alguma do problema até agora, essa é uma pro-
priedade geral de hamiltonianos que podem ser decompostos em operadores do tipo
(2.6). Mostraremos posteriormente que definindo um hamiltoniano supersimétrico
poderemos obter relagoes de comutacao préprias de supersimetria, revelando assim
o carater supersimétrico da teoria.

Faremos a mesma manipulagao feita em H; para Hs, definindo um potencial V3
associado a Hs, teremos:

Va(z) = W2(x) + %W’(x). (2.12)

Os potenciais V; e V5 sao denominados “potenciais parceiros supersimétricos”,
os hamiltonianos definidos por estes potenciais possuem autovalores, autoestados e
matriz S relacionados. Para ver como isso ocorre podemos trabalhar as equagoes de

autoestados para H; e Ho:

ler(Ll) — ATAwS) = EMy0)

n n

Hy(Ap) = AATAYY = EW (ApD). (2.13)

Ou seja, o estado Awél) é autoestado de Hs com autovalor associado EWY. Con-
cluimos que o operador A, de alguma forma, relacionou autofungoes e autovalores
do hamiltoniano H; com os de H,. Similarmente podemos fazer uma andlise da
equagao de Schroedinger para Ho:



Hop (P = AAWD = EDy,
Hy(Al?) = ATAATY Q) = BP (ATy). (2.14)

Das Eqs.(2.13 e 2.14) e E(()l) = 0 podemos afirmar que uma possivel relagao entre

autoestados e autovalores de H; e Hy, para n discreto (n = 0,1,2...), é:

1
EM =0,
EY = EY,, (2.15)
1
@ = At (2.16)
1
B
1
Yy = ——Aly®, (2.17)
EY

Ressaltando que para validade de (2.15, 2.16 e 2.17) devemos ter EM > 0.

Até aqui conseguimos relacionar os autoestados e autovalores de H; e Hy de
uma maneira consistente com (2.13 e 2.14). Em (2.15, 2.16 e 2.17) escolhemos
a normalizacdo de modo que se ¢§LIJZ1 ( ﬁf)) estd normalizado, entdo 1\ (@/}Sﬁl)
também estd. E assim como suspeitdvamos, o operador A (AT) estd convertendo
autofuncoes de H; (Hy) em autofungoes de Hy (H;p) com mesma energia, e além
disso, A (A") estd destruindo (criando) um modo de vibracao na funcdo de onda
n+1—n(n— n+1). Podemos ver como esse processo de criagao (destruigao)
de modos de vibracao ocorre no oscilador harmonico de uma forma bem simples,
vamos retomar futuramente.

Observe que o estado fundamental de H; é aniquilado pelo operador A (2.9),
este estado nao possui parceiro supersimétrico.

Se for possivel determinar todas as autofuncoes de H; podemos determinar todas
as autofuncoes de H, usando o operador A, e de modo inverso sabendo as autofuncoes
de H, podemos, com o operador A, construir as autofuncoes de H;, exceto o estado
fundamental. Mais adiante veremos como isso funciona na pratica em aplica¢oes no

poco quadrado infinito e potenciais de reflexao nula.

10



E interessante lembrar que até este ponto nao usamos supersimetria em lugar
algum, apenas definimos algumas coisas como supersimétricas, tudo que foi feito até
aqui foram manipulacoes de hamiltonianos. Agora veremos que para explicar essa
“degenerescéncia”’ do espectro de Hy e Hy podemos usar propriedades da algebra de
supersimetria.

Define-se a matriz hamiltoniano supersimétrico:

H, 0
H:( ; H2>. (2.18)

Agora definiremos os operadores matriciais @ e Q':

0 0
Q:(A O)’ (2.19)

0 Af
Q' = (o 0 ) (2.20)

Por verificagao direta podemos concluir que:

[H,Q] = [H,Q"={Q,Q} ={Q".Q"} =0,

{Q,Q"} = H. (2.21)

As equagbes acima (2.21) mostram que o hamiltoniano que definimos em (2.18) faz
parte de uma &lgebra fechada que contém operadores fermionicos e bosonicos, que
obedecem a relagoes de comutacao e anti-comutacao. Isto é uma algebra super-
simétrica pois os geradores de supersimetria, em termos bem rudimentares satis-

fazem a propriedade:
{gerador, gerador representacao adjunta} o momentum,

[momentum, gerador| = 0.

Existem outras relacoes de comutacao com os geradores do grupo de Poincaré. Ver-

emos essas relagoes de uma maneira melhor e mais licida quando estudarmos su-

persimetria em D = 2 para a supercorda e D = 3 para teoria de campos. Aqui
0

o operador hamiltoniano (H o 7;) serd considerado como a componente temporal

11



do operador momentum. Além disso, os operadores Q e Q' podem ser interpre-
tados como operadores que trocam graus de liberdade bosonicos em fermionicos
e vice-versa. Isso podera ser visto explicitamente quando analisarmos o oscilador
harmonico supersimétrico.

Os operadores @ e Q' sio denominados geradores de supersimetria (supercargas).
E o fato deles comutarem com H é a razao de podermos escrever os autoestados
e autoenergias de dois potenciais parceiros supersimétricos como associacao um do

outro.

2.2 Poco Quadrado Infinito

No pogo quadrado infinito encontramos um bom exemplo para aplicar o que foi
desenvolvido até aqui de mecanica quantica supersimétrica. Vamos nos preocupar,
nesta secao, em apenas determinar o potencial parceiro supersimétrico do pogo in-
finito e analisar algumas funcoes de ondas para este potencial parceiro.

Seja uma particula de massa m em um pogo infinito de largura L. O potencial

é unidimensional e tem a forma:

Viz) = (2.22)

00, resto.

{ 0, se0<z<L.

Iremos manter a notagdo da se¢do anterior e escolheremos Vi(z) = V(z). Re-
solvendo a equagao de Schroedinger para potencial da forma (2.22) obtemos as

solucoes:

Yn(T) = \/gsin ? (2.23)

o W72
E,=n oL onde n=1,2, ... (2.24)
A energia do estado fundamental do hamiltoniano em questao nao é nulo. Com
isso nao podemos aplicar nada da secao anterior. Mas podemos modificar o hamil-

toniano para que o estado fundamental tenha energia nula, da seguinte maneira:

h2m?
2mL2

Os niveis de energia e os autoestados irao mudar ligeiramente com relagao a
(2.24) e (2.23). Agora serao:

H =H-Ey=H-— (2.25)

12



H [P >= Hip® > —FolypV) >= ED ) >, (2.26)

onde H é o hamiltoniano do pogo quadrado infinito original (sem deslocamento
energia). De (2.26) temos:

H|pd) >= (BY + Eo)[g!) >, (2.27)
em uma representacao de posicao temos:

B2 de(l) ( x)
—— 2 (ED 4 B (). 2.98
D (B + ol (a) (2.25)
As solucoes para esta equacao diferencial é do tipo exponencial complexa. As funcoes

de onda devem ser nulas na borda do pogo (z =0 e z = L), e isso leva & condigao:

2 1
h—T(E;U Y E)PL = n=12,.. (2.29)
= (m+1m, m=0,1,2, .. (2.30)
Agora podemos determinar E,(ll),
h2m? h2m?
S 1)2—-1] = 2 2.31
" 2mL? [(n+1) ) 2mL2n(n +2), (2:31)
n=0,12..

A solugao para fungao de onda fornecida pela equagao de Schroedinger para o

(@) = \/% sin (@) , (2.32)

n=0,1,2,..

hamiltoniano H; seré:

Temos agora um hamiltoniano para o poco quadrado infinito com energia de
estado fundamental nula, pois n=0 nao fornece mais solucao trivial para a funcao
de onda.

Com a fungao de onda em maos e sabendo que o hamiltoniano possui estado
fundamental de energia nula, temos todas as condigoes para determinar o superpo-

tencial através da (2.10),

hr T

ol cot(f).

W(z) = — (2.33)
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Podemos encontrar o parceiro supersimétrico do potencial V; (z) que denominaremos
Vo(z). Com o potencial V5(x) em maos poderemos usar mecanica quantica super-
simétrica e determinar as fungoes de onda e energias do hamiltoniano Hs sem ao
menos resolver uma equacao diferencial, apenas usando o que foi discutido na se¢ao

anterior.
Determina-se V5(x) através de (2.33) e (2.12):
R*m?

T omL2

Va(z) (20502(%) —1). (2.34)

Observe que V3(x) ndo é um potencial aparentemente facil de se resolver.
As autofungdes do hamiltoniano Hs, definido pelo potencial V5(z) acima serao
dadas por (2.16), o estado fundamental e primeiro excitado sao (a menos de fatores

de renormalizac@o):

o2 () = NsM%), (2.35)
®(z) = N’sin(rz/L) sin(2rz/L). (2.36)

2.3 Coeficientes de Reflexao e Transmissao

Supersimetria também permite relacionar coeficientes de transmissao e reflexao em
casos em que os potenciais parceiros supersimétricos possuem espectro continuo.
Apesar de os célculos que fizemos até agora abordarem apenas casos onde a energia
é discreta, os resultados podem ser estendidos para o caso continuo. As anélises
feitas nesta secao serao fundamentais para o entendimento da préxima se¢ao, onde
discutiremos uma forma para obter solucoes de potenciais de reflexdo nula, via
supersimetria.

Para analisarmos o fenomeno de espalhamento sera necessario exigir que os po-
tenciais V} 5 sejam finitos no limite £ — +00 ou  — —o00 ou em ambos. Retomando
(2.7) e (2.12),

Via(x) = W3(z) F \/%W'(x). (2.37)

Impondo o limite discutido para z em (2.37) temos,

lim Vip= lim W?3(z) =

r—+o0 xr—r*+00

{ W2, para x — +00, (2.39)

W2, para x — —o0,
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onde W, e W_ sao valores constantes.
Assume-se que uma onda plana incida de x = —oo para x = 400, com energia
E (¢ = ™). Assim como em mecanica quantica usual o efeito do potencial poderd

ser descrito por coeficientes de reflexao e transmissao da seguinte maneira:

¢(1’2)(k>$ N —OO> N ezkw + R1,26_2k$7 (239)

YID (K — +00) = Ty e, (2.40)

Assim como as funcoes de onda, com mesma energia, de dois potenciais par-
ceiros supersimétricos podem ser conectadas por supersimetria, através de (2.16)
e (2.17), podemos também relacionar os coeficientes de reflexdo e transmissao de
dois potenciais supersimétricos. Estendendo os resultados obtidos na secao anterior
para o caso continuo. Temos que para z — —o0, (2.17) torna-se (por conveniéncia

usaremos h = 2m = 1):

d
ezk:v_'_Rlefzkx — N(_%_i_w_)(ezkm_i_Ryifzkm)

= N[(—tk +W_)e*® + (sk + W_)Rye™"*], (2.41)

onde N é uma constante de normalizacao. Para x — 400 usaremos novamente
(2.17):

k' d 1k'x
Tiete = N(—% + W) Toe*
= N(—ik' + W) Tyet'®, (2.42)

Resolvendo (2.41) e (2.42) obtemos as seguintes solugoes para R’s e T’s:

W_ +1k
S —— 2.4
f wW_ — szQ’ (2:43)
W+ — Z]w’}/

Esses coeficientes sao fungoes unicamente do momentum k da onda plana incidente.

Podemos ainda re-escrever k e k' na seguinte maneira:

_ _ 2
E = E.nética T V12 = Eeinética ~ Wi, para x — oo. (2.45)
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Portanto temos:

k=\/E—W2, (2.47)

K =\/E—-W2 (2.48)

As relagoes entre coeficientes (2.43) e (2.44) contém algumas informagoes uteis,
iremos lista-las a seguir:

1 - |R|*> = |Ry]? e |T1|? = |T»|?, ou seja, os potenciais parceiros supersimétricos
tém probabilidades de reflexao e transmissao idénticas.

2 - Se Wi = W_ temos que T (k) = T(k).

3 - Se W_ =0 temos que R;(k) = —Ry(k).

2.4 Potenciais de Reflexao Nula

Através das consideracoes finais da secao anterior podemos analisar uma classe de
potenciais que possuem coeficientes de reflexao nulos, ou seja, a probabilidade de
reflexao das particulas que incidem na regiao do potencial é zero. Para ver como isso
ocorre basta analisarmos o caso em que um dos potenciais seja do tipo constante.

Considere uma particula sobre agao de um potencial constante sobre todo espaco,
a funcao de onda serd uma particula livre e é dada por e’** para qualquer valor de .
Esse tipo de potencial é de reflexao nula, simplismente porque nao é possivel haver
fenomenos de reflexao e transmissao para uma situacao dessa. Mas nés sabemos que
potenciais parceiros supersimétricos possuem coeficientes de reflexao e transmissao
idénticos. Desta andlise simples podemos dizer que é possivel, de algum modo, asso-
ciar potenciais de reflexao nula com potenciais constantes através de supersimetria.

Potenciais de reflexao nula sao bem conhecidos na literatura cientifica e possuem
a forma V(z) = Asech’(ax). Vamos verificar que de fato esta forma é de um
potencial de reflexao nula, e o procedimento sera o seguinte: Primeiramente iremos
analisar uma forma de superpotencial W (x), iremos encontrar os potenciais parceiros
Vi2(z), e veremos que um dos potenciais é constante enquanto o outro é do tipo
sech?(z).

Propoe-se analisar um superpotencial da forma:

W(x) = Atanh(ax). (2.49)
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Note que A aqui é uma constante real. Usando (2.7) e (2.12), V; e V, serdo dados
por:

2 h 2
Vi(z) = A — A(A+ ﬁa)sech (o), (2.50)

2 h 2
Vo(z) = A — A(A — \/T_ma)sech (). (2.51)

Nosso caso de interesse surge quando A = a\/%—m, com isso V5(x) é um potencial

constante enquanto Vi(x) um potencial do tipo reflexdo nula. Cabe ressaltar que
Vi(z) é um potencial que depende de h, isso é uma caracteristica geral de potenciais
de reflexao nula.

Com nossa escolha de A os potenciais tornaram-se:

o’ h?

= 1 — 2sech? 2.52
Vi = 5 (1 — 2sech’(az)), (2.52)
o2h?
— 2.
V2 2m ( 53)

Sabemos que as autofungoes formadas pelo potencial (2.53) sao da seguinte

forma:

V3 (z, k) = Ae*® 4+ Be~he (2.54)
h2
de, E? = (k2 + a?). 2.
onde, Ey 2m( + a) (2.55)

As fungoes de onda para o hamiltoniano associado ao potencial V;(x) serao dadas

por (2.17), por comodidade usaremos h = 2m = 1, temos:
YW (2, k) = N(—k + atanh(azx))e™™. (2.56)

Como visto anteriormente, podemos associar fungoes de onda de potenciais super-

o I . . d (1) .
simétricos que tenham mesma energia, por isso os autoestados 1, ’ tém energia
E =Fk? + a2

2.5 Oscilador Harmoénico Supersimétrico

Assim como em mecanica quantica usual, podemos em mecanica quantica super-
simétrica introduzir um espaco de Fock que terd seus estados rotulados pelo nimero

de ocupagao n. Para realizarmos isso devemos escrever a hamiltoniana do oscilador
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em funcao de operadores de criacio e aniquilacdo, denotaremos por a e af. A hamil-

toniana do oscilador harmonico usual em termos de coordenadas adimensionais é:

H =p* +2%/4 onde, [z,p] =1 (2.57)

Definindo os operadores,

a= (% +1p) (2.58)
al = (g —p), (2.59)
N =a'a, (2.60)
temos:
[a,a] = [af,al] =0, (2.61)
[a,a'] =1, [N,a] = —a, [N,d'] =a, (2.62)
H:N+é (2.63)

Podemos achar as autofungoes de H definindo um estado de fundo |0 > (vécuo)

onde satisfaz:
al0 >= 0. (2.64)

Essa relacao fornece o estado fundamental do oscilador. O n-ésimo estado excitado

do oscilador pode ser obtido por:

Iy >= ——(ah)"|0 > . (2.65)
vn!

O indice ny indica nimero de ocupagao bosonico (denomina-se ocupacao bosonica
pois podemos incluir um nimero arbitrario de modos de vibragao). Para introduzir
graus de liberdade fermionicos teremos que definir operadores diferentes dos a e af,
pois estes operadores satisfazem relacoes de comutacao, e operadores fermionicos

devem satisfazer relagoes de anti-comutacao.
Para introduzirmos graus de liberdade fermionicos podemos recorrer a (2.19 e

2.20), definindo as varidveis fermionicas como:

tOnde o sdo as matrizes de Dirac 2x2.
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0 1
w:0+:<0 O)’ (2.66)

0 0

Reescrevendo (2.19 e 2.20) temos que:

Q = ayt, (2.68)

QF = a'y. (2.69)

Aqui fizemos uma identificacado de A com a, pode-se fazer as defini¢bes que
vamos fazer aqui usando o operador A. Com isso podemos fazer andlises arbitrarias
para qualquer potencial W, como nosso caso de interesse é o oscilador harmonico,
decidimos usar a para este caso particular. Para potenciais diferentes do oscilador
harmonico a andlise torna-se mais complexa, pois o espaco de Fock no setor bosonico
nao sera mais linear ([4, AT} = W'(x)). Mas ainda temos uma relagao de funcio de
onda de nimero fermionico zero e um e vice-versa.

Por verificacao direta podemos observar que 1 e 1 obedecem a uma &lgebra
parecida com as dos operadores a e af, com a diferenca de que os comutadores sao

substituidos por anti-comutadores,

{v,01} =1, (2.70)

{vh o'} = {¢, 9} =0. (2.71)

Essa é uma algebra, assim como para os operadores bosonicos, de criacao e de-
struicao, mas agora o n-ésimo estado excitado sera rotulado por ny, que serd a
ocupacao fermionica do estado em questao. Assim um estado arbitrario no espaco

de Fock, no setor femionico, para esses operadores sera dado por:

11 >= "0 >, (2.72)

0=10>=1>.
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Isso porque ¥? = ¢T2 = 0. Rotulando um estado arbitrario por |n; > temos que
este estado pode ser somente |0 > (sem fermions) ou |1 > ocupado por apenas um
fermion.

O comutador de % serd tutil mais adiante:

10
[, 9" =03 = ( 0 1 ) : (2.73)

A hamiltoniana supersimétrica pode ser escrita agora retomando o resultado
(2.21) e usando (2.68),

T
HSUSY = {G¢T70T¢} = ( ¢ g a(c)ﬁ ) : (274)

Lembrando que o hamiltoniano original é H = p? + % =ala + % Pode-se verificar

diretamente que podemos escrever Hgysy em funcao do escalar H, da seguinte

maneira:
5  @? 1 t
Hsysy = (p~ + Z)I2X2 — §[¢7¢ I, (2.75)
onde p = —2’% em uma representacao de posicao. Ressaltando que o ultimo termo

do hamiltoniano (2.74) remove a energia de ponto zero. Ainda pode-se reduzir a
hamiltoniana Hgysy com a ajuda dos operadores de criagao e aniquilagao bosonico e
fermionico. Usando N = a'a e M = T4 e as relacdes de comutacio e anticomutacio

destes operadores temos que os autovalores dos autoestados |ny, ny > sera:

1 1
ESUSY:Eb+Ef:nb+§+nf—§:nb+nf. (2.76)
ny assume quaquer valor inteiro positivo e ny = 0,1. Note que temos uma de-

generesceéncia para este hamiltoniano, n, — n, £ 1 juntamente com ny — ny F 1.
Exceto para o estado fundamental. Os operadores responsaveis por essa simetria
serao produtos de ai)’ e seu complexo conjugado.

Veremos agora a confirmacao de um fato presente em todo tipo de teoria super-
simétricas, onde os operadores Q e Q' (geradores da supersimetria), trocam bosons
por fermions de mesma “massa”’e vice-versa. Em um contexto covariante energia e
massa sao equivalentes, aqui nao temos convariancia, mas para teoria que possuam
invariancia de Lorentz supersimetria ird relacionar bosons e fermions de mesma

massa.
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Usaremos o oscilador para mostrar o que desejamos, e comecaremos definindo
um estado arbitrario no espago de Fock |n,, ns > (um estado pode ser definido por
esses numeros quanticos pois [H,, Hf] = 0). Sabemos que, devido as relacoes de
anti-comutagao de ¥ temos ny = Ooul. Entao podemos descrever os estados da

seguinte maneira:

g, 0 >= — (a")™|0 >, (2.77)
I, 1 >= —— T (ah)™[0 > | (2.78)
by /—nb'

Observe que [a, 1] = 0. Define-se o operador niimero fermionico:

1—03 0 0
=T (o 1) (2.79)

Até aqui usamos ket’s no espago de Fock para denotar estados (2.77 e 2.78), mas

podemos usar matrizes coluna na representagao de Schroedinger, define-se:

g #E ) (2.80)
()
onde ¢y(x) e f(x) referem-se aos setores bosonicos e fermionicos da fungao de onda

completa (quando dizemos fungao de onda completa deve-se entender solucao da

hamiltoniana supersimétrica (2.75)). Assim temos de (2.79) e (2.80):

0
npl = ( o (2) ) . (2.81)

Perceba que:

(2.82)

npW =0, se pr=0.
npW =V, se ¢, =0.

Podemos interpretar np da seguinte maneira, caso a funcao de onda total tenha
apenas setor bosonico temos ng = 0, dizemos que este ¢ um estado bosonico. Se a
funcao de onda total possuir apenas setor fermionico, denomina-se esse estado como
fermionico.

Agora podemos confirmar a motiva¢ao de toda essa andlise, retomando (2.66),
(2.68) e (2.82) temos:
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QI = da'y¥ (2.83)

- ( W(Ox) ) . (2.84)

Suponha que ¥ tenha contribuigdes apenas do setor fermionico (¢p(x) = 0), assim o
estado resultante da aplicacao de (Q em ¥ da um estado de niimero fermionico zero,

ou seja, estado bosonico. Podemos descrever isso através de:

Q| fermion >= |boson > . (2.85)
Uma andlise idéntica pode ser feira usando (2.67), (2.69) e (2.82):
Qlboson >= | fermion > . (2.86)

E para enxergar que o fermion e boson possui mesma energia basta usar estado no
espago de Fock e retomar o hamiltoniano supersimétrico em fun¢ao dos operadores

numeros N e M,
a'lng,ny >=np+1,np — 1> . (2.87)

Como dito anteriormente, estes resultados sao gerais para teorias supersimétricas.

2.6 Quebra de Supersimetria

A aplicabilidade de supersimetria em mecanica quantica esta restringida ao fato de

que:

At =0 (2.88)
ou

Afpl® = 0, (2.89)

Usando (2.6) e resolvendo a equagao diferencial para os 1’s tem-se:

Y (z) = Nexp (—@ ) dzW (2)), (2.90)

W () = Nexp (—i—@ /I dzW (z)). (2.91)

Estas condicoes surgem da liberdade que temos de escolher qual hamiltoni-

ano (H; ou H,) terd estado fundamental de energia nula, vimos que um deles
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deve satisfazer esta condicao para que o hamiltoniano seja fatorizavel. Caso ten-
hamos possiveis candidatos a estado fundamental w(()l) e w((f) que nao sejam nor-
malizaveis, entao () nao ird aniquilar o vacuo, neste caso dizemos que supersimetria
é espontaneamente quebrada.

Podemos entender de supersimetria ainda em um contexto puramente super-

simétrico, definine-se o estado fundamental como:

(W),
<M0>:wd@::<Z%L3>. (2.92)

retomando (2.19) e (2.20) temos que para supersimetria manifesta devemos ter:
Q[0 >= 0. (2.93)

Aqui escolhemos H; com energia nula para o estado fundamental, essa escolha im-
plica que néo teremos parceiro supersimétrico para este estado (2.16). Assumimos

que wél)(:c) é normalizavel. Assim podemos reduzir (2.92) a:

1)
<<ﬂ0>::<¢béx)>. (2.94)

Agora temos diretamente que:
Q0 >=0, (2.95)

Com (2.93), (2.95) e (2.21) temos que o estado fundamental do hamiltoniano super-

simétrico possui valor esperado de H nulo.
< 0|H|0 >=0. (2.96)

Lembrando que o hamiltoniano supersimétrico é uma matriz formada por H; e
H,. Resumindo temos que supersimetria é manifesta se Q0 >= Q|0 >= 0.
Caso essa condicao para o vacuo nao se cumpra dizemos que a supersimetria foi
espontaneamente quebrada.

Antes de finalizarmos é interessante introduzir a diferenca de quebra espontanea
de supersimetria e a quebra de uma simetria interna qualquer. Considere um po-
tencial do tipo V(¢) = ¢?, onde ¢ é um campo escalar. O minimo de energia deste
potencial é em ¢ = 0 (a nivel de arvore). Nesse ponto a energia minima é zero
e supersimetria é preservada, e o vacuo tem solucao tunica, simetrias internas do
potencial V' também sdo preservadas. O mesmo nao aconteceria se V(¢) = ¢? + V2.
Agora supersimetria é quebrada espontaneamente (energia minima é diferente de

zero) enquanto uma simetria interna continua sendo preservada (vdcuo é 1nico).
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Um caso onde supersimetria é preservada enquanto simetria interna é quebrada
espontaneamente é V(¢) = —¢? + ¢

Nosso estudo em supersimetria em D = 1 foi até este ponto. Podemos observar
que mecanica quantica supersimétrica fornece uma ferramenta interessante nao so-
mente para resolver problemas em mecanica quantica, mas para lidar com equacoes
diferenciais de solugoes nao conhecidas e relaciona-las com outra de solucao familiar.
Encontramos aqui também um campo rico e simples para entender as propriedades
de supersimetria que sao usadas também em teoria de campos. Podemos ainda

explorar o mecanismo de quebra de supersimetria de um modo nao-perturbativo.

24



Capitulo 3

A supercorda

Estudaremos neste capitulo uma aplicacao de supersimetria em um espago bi-dimen-
sional (folha mundo). Veremos como supersimetria possibilita a inser¢ao de férmions
para teoria de cordas e analisaremos algumas propriedades da algebra supersimétrica.
Poderemos enxergar, inicialmente, diversos aspectos de supersimetria em teoria de
campos. Uma andlise mais completa sera feita quando estudarmos teoria de campos
em D = 3, no préximo capitulo.

Para o estudo desta se¢ao usamos basicamente [2], aspectos paralelos necessérios

para maior entendimento do assunto foram vistos em [4] e [3].

3.1 Acao para Corda Bosonica e Supercorda

Iniciaremos escrevendo a agao para corda bosonica em um gauge apropriado para
supersimetrizacao, o gauge escolhido sera o conforme. Neste gauge a acao é dada

por:

1
S = _Q_/deJaaXm(7> 0)9"X™(7,0). (3.1)
™

Para chegar neste resultado temos que ter em mente que a acao de Polyakov possui
invariancias na folha mundo (difeomérficas e de Weyl), para um espago-tempo plano
estas simetrias permitem reduzir a acao para apenas o termo denotado acima.
Aqui os indices espago-tempo (m, ..., z) variam de 0 a D — 1, enquanto os indices
folha-mundo (a, ..., k) variam de 0 a 1. A agao é escrita em um espago bi-dimensional,
definido pelas variaveis 7 e o, essas coordenadas sao definidas para descrever a
evolucao da corda no espaco tempo. A superficie que a corda descreve enquanto
evolui no espago tempo é conhecida como folha-mundo, estamos usando 2% = (7, 7).

A métrica desse espago possui sign(—,+). X™ é o que chamamos coordenada da
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corda, esse campo é comutativo ([X™, X™] = 0) e sob coordenadas da folha-mundo
esse objeto tranforma-se como um escalar. Para coordenadas do espago-tempo ele
tranforma-se como um vetor de Lorentz. Note que a agdo (3.1) s6 possui termo
cinético, essa acao pode representar uma particula sem massa.

Do capitulo 2 podemos observar através do oscilador harmonico quantico que
supersimetria transforma graus de liberdade bosonicos em fermionicos e vive e versa,
isso é uma caracteristica geral de teorias supersimétricas. Aqui temos um campo
bosonico (coordenada da corda), para supersimetrizarmos a agao (3.1) iremos, no
minimo, precisar introduzir um campo fermionico na agao, e entao, veremos se de
fato existe algum modo de relacionar esses dois campos de um modo que a acao
da nova teoria seja um invariante. Vamos reescrever a agao introduzindo um termo
cinético fermionico usual e posteriormente mostraremos que supersimetria de fato

preserva a agao. A acao sera:

S = _gi / drdo (0, X md* X™ — 1) 04ty ). (3.2)
m

Para o nosso caso (D = 2) as matrizes 0,5 sao generalizacoes das conhecidas

matrizes de Dirac, portanto elas satisfazem:

{0%,,.0" 5} = —21"1ap. (3.3)

Os indices espinoriais assumem valores 1 e 2. Particularmente iremos escolher:

0 —2
o’ = , 3.4
.0 (3.4)

0 2
ol = . 3.5
0 (3.5)

Note que nossa escolha foi tal que as matrizes o possuem entradas imagindrias,
de modo que o operador 10%0, seja real, assim a equacao de Dirac torna-se real e
podemos trabalhar com espinores reais (Majorana).

As varidveis ¢, * sdo grassmanianos ({¢)™,, "5} = 0), esses espinores sdo de
majorana e transformam-se sob representagdes do grupo de Lorentz SO(1,1), com
respeito as coordenadas da folha mundo. Com relacao as coordenadas espaco-tempo

™ é um vetor e também transforma-se sob representagoes do grupo de Lorentz, mas

*1» é um espinor, dado por uma matriz coluna, o indice « deve ser lido como ax1.
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agora o grupo ¢ SO(D, 1). Entao 1™, é um boson (campo vetorial) ou um fermion
(campo espinorial)? Para obter esta resposta devemos lembrar que estamos fazendo
teoria de campos em 1 4+ 1 dimensoes, neste espaco 1 transforma-se como espinor
(fermion). Se estivéssemos fazendo teoria de campos em D dimensoes, ou seja no
espago-tempo usual , 1) seria agora um boson (campo vetorial).

Resta definir 1:

Y =T (3.6)

Lembrando que 9 é real (espinor majorana), temos:

=T’ (3.7)

3.2 Transformacgoes Supersimétricas

Nesta secao iremos introduzir transformacoes supersimétricas’ dos campos X™ e
Y™ que a principio preservam a agao (3.2), posteriormente iremos verificar que o
comutador dessas transformacoes sao translagoes, esse tipo de relacao ja foi visto no
estudo de supersimetria em D = 1 feito em mecanica quantica. E posteriormente
poderemos escrever os geradores infinitesimais destas transformacoes e analisar al-
gumas de suas propriedades.

Transformacoes infinitesimais dos campos:

dX™ =ep™m,
™ = —10%€d, X™. (3.8)

Sobre esse tipo de transformacao, a agdo para supercorda (3.2), é invariante. Desde
que € (parametro da transformagcao supersimétrica) seja constante, note que € deve
ser uma varidvel grassmaniana ({e1, e} = 0).

Observe que temos uma relagao ente graus de liberdade bosonicos e fermionicos.
Para aplicarmos este tipo de transformacao devemos ter em mente que o nimero de
graus de liberdade bosonicos e fermionicos devem ser iguais. Algumas vezes isso s6
¢é possivel usando equacoes de movimento. Para nossa andlise X™ possui D graus de
liberdade bosonicos enquanto ™, possui D graus fermionicos (D graus de liberdade
sao eliminados pela equagao de movimento de ). Isso implica que por enquanto

estamos fazendo supersimetria na camada de massa. Veremos mais a frente que seré

TSupersimétricas pois as transformacdes irdo relacionar graus de liberdade bosénicos com

fermionicos, e vice versa.
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necessario introduzir um campo adicional bosonico para realizarmos supersimetria
sem equacoes de movimento.

Vamos mostrar que (3.2) ¢ invariante sobre (3.8), basicamente teremos que anal-
isar o comportamento dos dois termos que compoe a agao sob a transformagao em

questao. Vamos comecar pelo termo cinético de X*:

(e Xm0 X™) = 20, X, 0" (6X™)

= 20, X,,0"(eyp™). (3.9)
O termo cinético de ™
(™00 0ythm) = 60a(0°0") ap0ats + VI (0°0%) 050u0Uims (3.10)

Lembrando que esses termos na acao sao integrados sobre d?z, omitimos por econo-
mia de notacao. No primeiro termo da equacao acima iremos realizar um integragao

por partes e iremos permutar os espinores, assim a variagao reduz-se a:

S0 0ythm) = 207 (0°0%) 050a0tmp + termo superficie.

= 20™(0%0") 0500 (—1(0%€) 30p X ). (3.11)
Usando (3.3) podemos reduzir a expressao acima para:
= —200"(V"€)0u X m. (3.12)

Com isso podemos ver que a agao (3.2) é invariante sobre as transformagoes super-
simétricas.

Podemos verificar uma propriedade ja conhecida de teorias supersimétricas, que
todo comutador de duas transformagoes supersimétricas ¢ uma translagao. Primeira-

mente vamos analisar as transformagoes para a coordenada da corda (X™):

[(51, 52]Xm = 51(52Xm -1« 2,
= —160%0, X" — 1+ 2. (3.13)

Podemos chegar a forma de uma translagao de X™ se usarmos:
6&0% = —q0%s. (3.14)

A verificacdo dessa expressao pode ser demonstrada usando (3.3). Assim (3.13)

torna-se:

[61,02] X™ = A0, X™, (3.15)
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onde
A = 216,0%5. (3.16)

Note que a translacao é com respeito as coordenadas da folha mundo e nao no
espacgo-tempo, afinal estamos analisando uma acao que é escrita na folha mundo.
Agora verificaremos se a mesma coisa se cumpre para o parceiro supersimétrico

de X™, ¢y™ , usando novamente (3.8):

[517 5Q]¢ma = —ZUgﬂaa(€17¢7m)€25 — 1+ 2. (317)

Aqui preferimos manter os indices espinoriais, pois explicitando-os o calculo torna-se
mais simples e sujeito a menos equivocos. Para simplificar (3.17) até uma translagao

precisaremos usar a seguinte relacgao:
(UQGQ)Qaa(Eﬂ/Jm> = —<€20'a>561a8a1/}m — (ElO'CLEQ)aa"Lp;n. (318)
B

Para verificarmos (3.18) teremos que usar a relagao de Fierz:

XoﬂZB + waX,B = _5116sz = - aﬁ>_6¢' (319)

Para, por exemplo, xy = 6 e 1) = 6 temos a forma mais familiar da relagao de Fierz:
_ 1. -
0005 = —5(5&399- (3.20)

Essa relacao possui analogo em D = 3 e D = 4, a demonstracao para D = 2 esta
no apéndice A.

Agora vamos retomar a equacao (3.18), iremos desenvolver o lado direito da
relagao e iremos verificar que a relacao cumpre-se. Por praticidade vamos identificar
€2 = X € €1 = ¢, onde €’s sao varidveis grassmanianas constantes. Apenas 1) depende

de x%, com isso temos:

_Xwa%%aaw? - QzﬁUgVXwaai/fZl = (3.21)

= —0536a0a(VF Xy) = 0, X200 (V0 $5)- (3.22)

Apenas movemos os os espinores Y., € ¢z para o final dos termos que respectivamente
eles aparecem, o sinal das equagoes mantém-se pois no processo tivemos que per-
mutar duas vezes varidveis grasmanianas. Usando (3.19) e (3.22) a equacao acima

torna-se:

= oaw%aa(xmm + 567&7%)() + Uaﬁvaaa(qﬁn;lEmﬁ + 5afﬂzm¢)
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= 0% 30aX 500" + 0% 50005,0. (V" X)+

+0° 5, X7 PaOaF + 0% 0 X0 (PU™). (3.23)

Note que o primeiro e terceiro termos da equagao acima cancelam-se (pois {¢, x} =
0). O segundo termo é nulo pois 0, 595, = 0 (3.4 € 3.5).
Com isso o lado direito de (3.18) reduziu-se a:

= (€20%)ala(E19™). (3.24)

Assim a relacao (3.18) estd verificada.
Temos condigoes agora de avaliar o comutador de (3.17), usando a relagao que

acabamos de verificar, (3.18), temos:

01, 2]t = 1(€10%) 30a 1V €20 — 1(E20) 3Ot €10+

+216,0%€20,07. (3.25)

O comutador nao pode mais ser simplificado. Temos uma translacao como resultado
mas também temos outros termos, que por equagoes de movimento, podem ser

eliminados. A equagao de movimento para o campo ¥’y é:
0% 450.0"; = 0. (3.26)
Assim (3.25) torna-se:
[01,02]05, = A"0a0'. (3.27)

O fato dos comutadores fecharem (ou seja, gerar uma translagdo) apenas com as
equacoes de movimento nao € interessante. Em uma secao posterior iremos intro-
duzir supercampos que fornecerao um campo bosonico auxiliar (B™) que permi-
tird escrever os comutadores sem o auxilio de equagoes de movimento. Isso sera
possivel pois agora os graus de liberdade serao iguais sem equagoes de movimento
2D bosodnicos (X™, B™) e 2D fermionicos (™). Com a idéia de supercampos
poderemos também escrever agoes manifestamente supersimétricas. Mas antes fare-
mos uma discussao de como escrever as transformagoes de campo e coordenadas

supersimétricas (3.8) através de geradores.
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3.3 (Geradores infinitesimais de supersimetria

Iniciaremos esta secao com o intuito de encontrar uma forma de gerar as trans-
formagoes infinitesimais (3.8) através de geradores. Quando conseguirmos fazer isso
poderemos reescrever a acao (3.2) de uma forma que a invariancia supersimétrica,
que ja conhecemos, seja manifesta. Nao vamos fazer uma deducao formal dos ger-
adores, iremos propor uma forma e posteriormente verificaremos que de fato o ger-
ador proposto reproduz as transformagoes supersimétricas dos campos.

Supersimetria pode ser representada pelo geradores:

a a
Qa = W + Z(O- Q)Qaa- (328)
Onde:
{Qa, Qs = —21(0°0°)ap0a, (3.29)
{Qa, Qs} = —210° ,30a. (3.30)

Para demonstrar as relagoes de comutacao acima devemos usar a forma explicita de
Q.. Para facilitar os célculos podemos deixar todo o operador (3.28) em funcdo da

varidvel 6 ou @ ¥. Por exemplo escolhemos 6:
(0°0)5 = —(0°0") el (3.31)

e para auxiliar nos calculos pode-se usar:
{ 0
00~

Com isso a verificacdo dos comutadores (3.29) e (3.30) é direta. Uma relagao de

05} = Gag. (3.32)

comutacgao importante também é:

[0a; 0] = 0, (3.33)

[0, Qu] = 0. (3.34)

Os geradores de supersimetria comutam com os geradores de translagdo (momen-
tum) e possuem uma relagao de comutacao do tipo [Q, M| < Qog, onde M é o
gerador de rotagao/boost (SO(1,1)). Para verificar esse tipo de relacao basta usar

a segunda identidade de Bianchi (4.114) e a relagao de comutagao dos operadores
Q.

tPodemos deixar em funcao de 6, basta usar % =0

0 2]
ay 907
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Essas relagoes sao gerais e cumprem-se em teorias supersimétricas. Com a in-
trodugao do operador () podemos deixar a dlgebra de Poincaré “super”.

Uma transformacao supersimétrica de um campo ou variavel serda dada por:

5f =eQf, (3.35)

onde f é uma varidvel do superespago (7 ou ¢) ou um campo/supercampo qual-
quer. Nos iremos considerar que todos os campos/supercampos transformam-se
como escalares sobre uma transformagao de coordenadas supersimétrica (Y'(z,0') =
Y(x,0)).

Podemos explorar a anticomutatividade das variaveis e o fato de que ) é um

operador diferencial de primeira ordem para escrever:

0f =1€Q, fl=eQf — feQ = €(Qf) + feQ — feQ. (3.36)

Podemos trabalhar com alguns exemplos para nos familiarizarmos com a notacao.
0 =171 ez!=0), por exemplo, serdo:

« = [e7 a (67
00" = 5@59 :650055%9. (337)

A transformagao supersimétrica de 0% e 2 (x

Aqui estamos usando para economia de notagao que eTlx7 = €yx1 = €4. Retomando
(3.37) temos:

« 8 ] « «
06 :EéUogvﬁegaog =¥ = ¢,. (3.38)

Para x® o processo é andlogo, temos:
dz® = eQ(x*) = 1€0°0. (3.39)

Podemos definir transformacoes de funcoes que dependam das coordenadas do su-
perespaco, denotaremos uma fungao desse tipo por Y™ (z%, ). De modo que sob uma

transformacao supersimétrica de coordenadas, essa funcao transforma-se como:
Y™ = [€Q,Y™]. (3.40)

Vamos definir apropriadamente Y (x,0) de modo que inclua em suas compo-

m
(e 2]

nentes os campos X™ e 1™  com isso (3.40) reproduzird as transformacgoes que
definimos em (3.8). O que surgird de novo é que teremos que introduzir um campo
bosonico adicional (B™), esse campo fard com que Y seja definido de uma maneira
completa.

Define-se o supercampos Y*:

Y™ (@, 0) = X™(2) + 0™ (x) + %éﬁBm(:c). (3.41)

32



Note que ele tem em suas componentes campos bosonicos e fermionicos. O que
fizemos aqui foi uma espécie de expansao em séries de poténcia para a varidvel
fermionica 6 ({0.,05} = 0), e identificamos os coeficientes dessa expansao com os
campos de (3.2). Poténcias mais altas em 6 como por exemplo, cibicas, 6,050., sao
zero, pois os indices assumem valores 1,2 e o fato das varidveis serem comutativas
implica que 0% = 63 = 0.

Estamos aptos agora para analisar a transformacao supersimétrica de Y, definida
por (3.40). Usando (3.41) e (3.28) podemos escrever:

_ 1_
OY™ = X" + 050" + J000B™ = EQY™. (3.42)

Identificando cada lado da equacao acima, poderemos definir as transformacoes de

X, e B.

SX™ = &)™, (3.43)

06Y™ = €l B™ + 16000, 0,0, X™, (3.44)
1~ m - _a n m

5000B™ = 1005, 0,050405" (3.45)

Note que a transformacao de 1 agora depende do novo campo B™.

Agora podemos confirmar as transformagoes supersimétricas dos campos que
a principio definimos (3.8), evidentemente haverda uma alteragdo devido ao campo
B™, que introduzimos como ferramenta para escrevermos as transformacoes em
linguagem de supercampos. Mas o campo B™ fornecera o ingrediente necessario
para escrevermos as transformacoes sem o auxilio das equagoes de movimento.

O préximo passo serd escrever a a¢ao (3.2) em linguagem de supercampo, com
isso o campo B™ naturalmente aparecera na agao, mas sabemos que originalmente
nao hé um campo escalar de dimensao de massa 1 na lagrangeana 9. A boa noticia
é que esse campo entrard na a¢do como um campo auxiliar (campo que nao pos-
sui dindmica, sem termos derivativos), portanto ele sempre pode ser integrado e
eliminado da acao.

Retomando (3.43), (3.44) e (3.45) temos:

SX™ = &)™, (3.46)

Y™ = eB™ —10%0, X", (3.47)

$Falaremos de dimensao de massa no capitulo 4 na secao 4.6.
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dB™ = —1€00,y™. (3.48)

~ . — a _ n a
Para chegar nas expressoes acima deve-se usar €,0y.,0, = —0,0%

L€y € (3.20).

Podemos verificar que a algebra supersimétrica agora fecha sem equagoes de

movimento:
[51, 52]Xm = \9,X™, (3.49)
[617 (52]7%7 = )\aaa Zl’ (350)
[51, 62]Bm = \*9,B™. (3.51)

Para finalizar esta secao devemos notar que qualquer produto de supercampos
também é um supercampo. Pois o operador que define a transformacao é diferencial
de primeira ordem. Seja o conjunto de supercampos Y7, ..., Y3 que transformam-se
individualmente sobre supersimetria através de (3.40), com isso podemos afirmar

que o produto de supercampos transforma-se do mesmo modo que (3.40):

3(Yi..Yar) = €Q(Yi..Yar). (3.52)

3.4 Acao manifestamente supersimétrica

O nosso objetivo nesta secao é escrever lagrangeanas que tenham supersimetria
manifeta, ou seja, pretendemos escrever acoes com o auxilio de operadores e variaveis
invariantes sob supersimetria. Para comecar poderiamos pensar em usar o operador
(3.28), gerador das transformagoes supersimétricas, mas ele ndo é um invariante sob

supersimetria. Vamos verificar, retomando (3.36) e usando (3.29):

0Qq = [6Q, Qu] = €3(QpQu + QuQs) = —21(€0%0°) 40, (3.53)

Portando nao podemos usar () para escrever acoes manifestamente invariantes sobre

supersimetria. Define-se o operador:

0
D= — —15%0.. .54
50 1000, (3.54)

Podemos verificar assim como fizemos para () que:

{Danﬁ} =0, (355)

{D., D} = 21(6°0") 030, (3.56)
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{Da, Dﬁ} = 2@(0“)a58a. (357)
Note que D ¢ um invariante sobre supersimetria, pois D anticomuta com @:
D, = [eQ, D,] = 0. (3.58)

O fato deles anticomutarem garante também que, se Y é um supercampo com sua
transformagao sobre supersimetria bem definida (6Y = €QY'), entao D,Y (derivada
covariante de Y') transforma-se sob supersimetria do mesmo modo que Y (6D,Y =
D,0Y = D,éQY). Assim conseguiremos introduzir derivadas em lagrangeanas de
um modo manifestamente supersimétrico.

Precisamos falar um pouco agora de outra ferramenta fundamental para escrever-
mos lagrangeanas supersimétricas, a integragdo no superespago. A nossa escolha

sera:

/ d*xd?0. (3.59)

Estamos fazendo uma integral sob todo espaco bi-dimensional definido pela folha
mundo, e sob as variaveis fermionicas 6. Evidentemente o processo de integracao
sobre uma variavel fermionica é diferente do que usualmente fazemos para variaveis
bosonicas. Para integrarmos sobre varidveis fermionicas usaremos a integracao

Berezin, é definida da seguinte maneira:
/d29(a + 91()1 + 92()2 + 91020) = C. (360)

Ou seja o processo de integracao para variaveis fermionicas reduz-se a um processo

de derivagao:

o 0
d?0 = ——. 3.61
/ 00y 00, ( )
Assim como em variaveis bosonicas, podemos integrar por partes, de modo que:
oV
d*0— =0 3.62
[ o5 =0 (3.6

onde V' é um campo/supercampo qualquer. Para convencer-se de que a integral
acima é nula, basta notar que a derivacao em 6% retira um 6 do supercampo V,
assim no maximo teremos apenas uma variavel 6, quando aplicamos a integragao
Berezin iremos fazer duas derivadas em @, fazendo assim com que o resultado seja

zero. Devemos notar também para praticidade de calculo que:

/ d*0(00) = —2u. (3.63)
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Usamos o fato que 06 = UOQBHQQB = —216,05.

Temos agora condigbes para escrever a acao (3.2) de uma maneira que super-
simetria é manifesta. Note que a ac¢do (3.2) leva em conta apenas termos cinéticos.
Nessa discussao para D = 2 nao iremos escrever termos de massa e de interagao,
faremos isso em uma abordagem mais ampla em D = 3.

A proposta para reproduzir (3.2) sera:

g = 4i / d2zd20DY™ DY,,, (3.64)

7

onde Y™ é dado por (3.41) e D por (3.54). A supersimetria ¢ manifesta pois sabemos
que se Y é um supercampo entao DY também é. Sabemos também que o produto de
dois supercampos também é um supercampo. Assim S é invariante sob supersimetria

pois,
§S = / d*zd*0eQU = 0. (3.65)

Onde U é um supercampo qualquer. A integral se anula pois podemos fazer uma
integracao por partes nas varidveis bosonicas (z%) e fermionicas (6).
Agora resta verificar se (3.64) reproduz de fato (3.2) quando desenvolvida em

componentes do supercampo Y. Iniciaremos calculando DY ™,
DY™ = ™ 4 0,B™ — 1(0°0) 00, X™ + %ée(a“ ™) (3.66)

Para este célculo usamos (3.20), (3.41) e (3.54). Para calcularmos DY™ basta

usarmos (3.66), Do, Y™, o resultado serd:

DaY™ = U + 6B +1(05")00, X" = S00(0,5" 0" ). (3.67)

Agora temos que realizar o produto DY DY, mas para economia de trabalho bracal
iremos computar somente as componentes relevantes para o célculo da acao (3.64).

Analisando somente componentes proporcionais a 060 (6,6y).

[DY"™DY,,] 5, = B0B" By + 50" 000" 06, — 1B™ (0500, X,
18, X™(00°0) Byy, + 0,00°5"00,X™ — %éeaa(wawm) -

— G0[B™ B, + %(&maaaa% D) — XD, X ). (3.68)
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Para chegar na expressao acima precisa-se usar a relacao de Fierz (3.20) e Tr(c%0®) =
_2770,6'

Berezin com o auxilio da rela¢ao deduzimos em (3.63), tem-se:

Agora retomando (3.64) iremos usar (3.68) e realizaremos a integracao

_L 2.0 m 3 Tmo__a _ M a —
S =1 | u(=2)[B" By + S ("0 0uthm — 0u" 0" )

— 0 X0y X ). (3.69)
Realizando uma integracao por partes nos espinores ¢ a agao se reduz a:
1 _
S = —T/dea(aaXmaaXm —wWmo0gp, — B"By,). (3.70)
s

Como desejavamos, esta agao é idéntica a agao (3.2), a ndo ser pelo termo adicional
B™B,,. Esse termo fornece um campo auxilar nas equacgoes, a sua equacao de
movimento é B™ = (. Nesse caso nao faz diferenca adiciona-lo a agao, ele esta aqui
para esclarecer como supersimetria é preservada para este tipo de teoria.

Portanto encontramos um modo de escrever agoes manifestamente supersimétri-
cas através de supercampos. O modo de construcao sera estendido para o préximo

capitulo onde estudaremos teoria campos em D = 3.
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Capitulo 4

Teoria de Campos em D =3

Neste capitulo faremos aplicacao de supersimetria para teorias de campo escalares
e vetorias, procurando explorar teorias abelianas e nao abelianas supersimetrizadas
em D = 2+ 1. Iremos usar dois geradores supersimétricos que atuarao juntamente
com parametros globais.

Uma anadlise desse tipo para D = 3 é interessante pois representacoes irredutiveis
sao mais simples de se obter e trabalhar do que em D = 4. Além disto, algumas
propriedades importantes aparecem somente para o caso D = 2 + 1, como por
exemplo, introduzir massa para boésons de gauge sem violacao de simetria gauge.

Vamos estudar campos escalares e vetoriais supersimetrizados, iremos também
discutir formas alternativas de descrever teorias em D = 3 e finalizaremos com o
estudo de superformas. Ferramenta matematica essencial para desenvolvimento de

supergravidade. Para o estudo desse capitulo usamos essencialmente Ref.[5].

4.1 Introducao D =3

Em D = 2+ 1 o espago-tempo possui métrica com sign(— + +). Representagoes
espinoriais para o grupo SO(2,1) tém duas componentes e elas sdo reais (espinores
majorana) »®. Caso estivéssemos discutindo para espago-tempo usual, teriamos o
grupo SO(3,1) e os espinores teriam também duas componentes, mas agora de-
verfamos levar em conta representacoes complexas (¢ e ¥®). *.

Podemos usar bi-espinores para escrever vetores e vice-versa, via matrizes de

Dirac.

Vaﬁ = O-maﬁvm- (41)

* Aspectos sobre teoria de campos em D = 4 podem ser visto em Ref.[6]
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A relacao inversa é:

1
" = —gamaﬁvaﬁ. (4.2)

Aqui v™ é um vetor no espaco-tempo, ¢ sao as matrizes de Dirac pra D = 3
({o™, 0"} = 2n™™) e V¥ ¢é o bi-espinor associado ao vetor v™. Lembre-se que
estamos trabalhando com espinores reais, portanto as matrizes o devem ter com-
ponentes reais. Lembrando que todos espinores usados neste capitulo sao variaveis
grassmanianas ({¢, x} = 0).

O bi-espinor V, 3, possui trago nulo. Pois de (4.2) vemos que V, 43 ¢ proporcional
as matrizes de Dirac, e essas matrizes possuem trago nulo (pois definimos o' de
modo que (¢™),* = 0).

No préximo pardgrafo iremos definir a métrica (C*?) para os indices espinoriais,
essa métrica serd anti-simétrica, assim a condigao de que V,5 tem trago nulo ird
implicar que V é simétrico (TrV = V& = C*?V,5). Com isso observe que V possui
trés componentes independentes Vi1, Voo e Vis.

Vamos agora definir uma métrica para os indices espinoriais, esses indices sao
SU(2) e a métrica correspondente é anti-simétrica sobre esses indices. Iremos defini-
la como:

0 —

Cop=~Coa=-C"={ " "] (4.3)

Sua atuagao nos espinores sera da seguinte forma:

wa - wﬂcﬂaa

P* = Cpg. (4.4)
A métrica C satisfaz uma relagdo que sera muito ttil futuramente:
5 5 5 5
CopC"’ = 6[07(55] = 0,05 — 050, (4.5)

Note que aqui usaremos a simetrizacao () e a antisimetrizagao [|] sem o tradicional

fator de % Também definiremos o quadrado de um espinor da seguinte maneira:

YP? = %wwa. (4.6)

E muito importante ressaltar que a maneira como os indices sao contraidos deve ser
respeitada para os espinores, pois eles satisfazem relagoes de anticomutagao, uma

mudanca pode alterar o resultado. Por exemplo, note que Y%, = —1,10°.
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4.2 Superespaco

Nesta secao iremos definir o superespaco para D = 3 e discutiremos algumas pro-
priedades.

O superespaco aqui é denotado por trés coordenadas espaco-tempo (2*?) junta-
mente com duas coordenadas espinoriais /¢, note que estamos usando um bi-espinor
para denotar um vetor. Podemos representar o superespaco em uma notagao com-

pacta da seguinte forma,
A= (67,2, (4.7)

onde A = 1,2. Futuramente iremos explorar melhor esta notacao quando usarmos
superformas.
Podemos definir derivadas com respeito as variaveis do superespaco:
(0,0°) = {04,0°} = 0,7, (4.8)
onde 9, = z%. Para verificar a equacdo acima usamos um processo analogo ao
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usado no capitulo 3 e usamos também {6,,03} = 0. Ainda temos derivadas para as

componentes vetoriais:

1

5\ — s 5

(aa/gx’y ) = [8a5,337 ] = 55(04755) 5 (49)
o

dzaf”

Agora precisamos definir integracao no superespaco, ela sera definida em analogia

onde Oy3 =

com o que discutimos para a supercorda, o espaco de integracao sera:

/ d*xd*0. (4.10)

A integracao no espaco-tempo é a usual para variaveis bosonicas e a integracao nas
variaveis fermionicas serd a Berezin. Assim como discutido no capitulo 3, poderemos

substituir a integracao em # por uma derivada:
/d@oﬁﬁ = (0,0°) =6,". (4.11)

Para finalizar esta se¢cao podemos definir a funcao delta de Dirac para as varidveis

fermionicas, ela sera dada por:
§%(0) = —6°. (4.12)

Iremos fazer, como exemplo, a verificacao desta funcao delta para comecarmos a ter
familiaridade com o desenvolvimento das contas para D = 3. Devemos verificar se
o que propomos em (4.12) de fato satisfaz [ d?06*(0) = 1.

1 1 1
/ d*06%(0) = —53536(50%) = —Z(Jﬂéaéaﬁ(eaeeoea), (4.13)
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usando (4.8) e o fato que as varidveis 6 sd@o anticomutativas temos:

—icﬁﬁcea(éﬁa(s; — §;70,°) = —2}10“060, = 1. (4.14)

4.3 Geradores de Supersimetria

A abordagem que faremos aqui para definirmos transformacoes supersimétricas serd
um pouco diferente da feita no capitulo 3. Anteriormente definimos transformacoes
que preservavam a acao, logo depois definimos uma estrutura de grupo para estas
transformacoes. Aqui iremos definir inicialmente os geradores, com base no que
ja sabemos de supersimetria, e posteriormente analisaremos o comportamento dos
campos e acoes sobre supersimetria.

Vamos iniciar retomando conceitos que ja conhecemos de supersimetria. Assim
como no capitulo 3, definiremos um operador fermionico (Q),) que satisfaz relagoes
de comutagao bem estabelecidas com os geradores do grupo de Poincaré (SO(2,1)).

A algebra pode ser construida assim como em D = 2 da seguinte forma:

{Qaa Qﬁ} = 2Paﬁ = QUmaﬁPm7 (415)
[Pog, Pys] = 0, (4.16)
[Qa, Psy] = 0. (4.17)

Essa dlgebra gera transformacoes para os supercampos ®_(z,6). Os pontos indicam
indices de Lorentz (espinoriais) ou indices de simetria interna, como por exemplo
indices gauge. Definiremos uma forma explicita para os geradores que satisfazem a

algebra que escrevemos acima:

Paﬁ = Zaag, (418)

Qa = Z(aa - 2068a6>- (419)

De modo que uma transformagao supersimétrica de um supercampo escalar (¥(x, 9))

sera:
V(2 0) = e Past QY (1 6). (4.20)

Os parametros £%? e €7 sao constantes e reais, € é grassmaniano. Ressaltamos
que o modo como a funcao W transforma-se sob supersimetria define supercampos

escalares. Podemos ainda determinar a transformacao da supercoordenada (2, 6’),

2% = 2% — (PP + Q. )™
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0 = 0% — /(&P + €1Q,)0°. (4.21)

Usando a definicdo que demos para os operadores em (4.18) e (4.19), as regras de
derivadas (4.8) e (4.9), e levando em conta que (9,2 = 0), pois as varidveis dizem

respeito a espaco diferentes, temos:

538 = gof _ %€(a95)7

50% = ¢*. (4.22)

Podemos aproveitar a discussao e verificar que tipo de funcao do supercampo ¥
(f(¥)) também sao supercampos. Note que na transformagao (4.20), a exponencial
nao depende da coordenada do espaco tempo x*?, portanto podemos esperar que se

® é um supercampo, entao d,sP também serd. E de fato pode ser verificado:
Ous® (2, 0') — DapeV®(z,0) = eV0,50(x, 0).

Aqui e0 = U6 Pas+<7Q1) - O mesmo nao pode-se dizer de ,®, pois a transformacio
eV depende de 6.
Retomando o que fizemos no capitulo 3, precisaremos definir uma derivada in-

variante sobre supersimetria, aqui também chamaremos de D:

Dop = Oap, (4.23)
Do = 0y + 10° 0. (4.24)

Em notacao compacta:
Dy = (Dq, Dag). (4.25)

As relagoes de comutacao que D satisfaz sao:
{Da, Qs} = [Dap, Q4] = [Da, Psy] = [Dag, Pys] = 0. (4.26)
Pode ser denotado alternativamente por:
[Da, Pag] = [Da,Qa} =0, (4.27)

onde [A, B} denota o anticomutador de A e B forem fermionicos e comutador para

qualquer outra combinacao. Ainda temos:

{Da, Dlg} = 21Da57 (428)
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[DOHDﬁ’Y] = [DOéﬁ»D’Y&] = 0. (4'29)

Essas relagoes de comutacao, embora tenham sido deduzidas para uma representagao
dada, elas sao gerais.
As relagoes de comutacao de (4.28 e 4.29) podem ser colocadas em uma perspec-

tiva geométrica, podemos reescrevé-las da seguinte formas:
[Da,Dp} =T,p “De, (4.30)

onde Ty, x T é o tensor torcao, pois a relacio de comutagao de operadores diferencias
de um certo espago é proporcional ao tensor torcao deste espaco. Assim podemos

dizer que o superespago possui torcao. De acordo com o que definimos 71" é dado

por:
Yo Y$ 0
Ta,ﬁ —_— 2(5(a 55) 9

todas as outras componentes = 0. (4.31)

Para mostrar a equivaléncia de (4.30) e (4.28, 4.29) iremos fazer um caso exemplo
para ilustragao. Imagine que temos M = aff e N = 0 em (4.30), como ambos D
neste caso sao bosonicos teremos o comutador [D,g, D.s]. As componentes do tensor
torgao associadas serao 1,5 s e T, 577564, de (4.31) temos que ambas sao nulas, assim
[Dag, Dys] = 0. As outras relagoes podem ser verificadas analogamente. Note que
colocamos uma virgula entre os indices do tensor tor¢ao (4.31), ela estd ali para
mostrar que os indices vém de contribuigoes de superindices (M e N) diferentes.
Agora iremos desenvolver algumas relagoes dos operadores D que serao uteis mais
a frente. Iremos escreveé-las primeiro e posteriormente discutiremos como podemos

verifica-las.

0705 = 650" O, (4.32)
DoDg = 10,5 + Cpa D?, (4.33)
D°D,Ds =0, (4.34)

D?D,, = —DoD?* =10,5D", (4.35)
(D*)? = 9™0,,. (4.36)
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Comegaremos por (4.32), essa relacao pode ser verificada usando (4.1). Deve-se
também usar a relacao de comutacao para matrizes de Dirac 2x2 ({(0™),”,0"5,} =
20" Cry ).

A verificagdo de (4.33) ¢ direta se usarmos DoDg = 3{Da, Dg} + 3[Da, Dgl.
O anticomutador estd dado em (4.28) e o comutador pode ser obtido a partir de
D? = 1C* DgD,,, basta contrair ambos os lados por Cs e usar (4.5). O resulado é
[Da, Dg] = 2054 D?.

Podemos trabalhar componente a componente para verificar (4.34), ou seja, faz-
se separadamente para a = 1,2 usando juntamente (4.26) e (4.28).

J& para verificarmos (4.35) podemos usar a relagao (4.34) juntamente com (4.28).

Finalmente mostra-se (4.36) usando primeiramente (4.35) e posteriormente (4.33).

4.4 Supercampos

Assim como discutimos anteriormente, supercampos sao fungoes que obedecem uma
certa relacao de transformacao e podem ser expandidos em séries de Taylor nas
variaveis grassmanianas. Comecaremos estudando o supercampo escalar. Seja

®(z,0) um supercampo, podemos escrevé-lo da seguinte maneira:
O(z,0) = A(z) + 0o (x) — 0*F (). (4.37)

A, \%e F sao as quatro componentes do supercampo escalar . Dizemos que este
supercampo é escalar porque ele nao possui indices espago-tempo/espinoriais.

Ja que estamos falando de supercampos, iremos introduzir todos os outros mul-
tipletos que usaremos nesta dissertagao. Por exemplo, iremos usar mais adiante o

supercampo espinorial ou também conhecido como multipleto vetorial:
Lo(2,0) = xa(2) +10°Vos(x) — 0, B(x) + 20,0° Xs(2). (4.38)

Agora as componentes do supercampo serao X, Vag, B e Ag. O carater vetorial deste
multipleto vem de V3. Também iremos usar um multipleto em que a componente
mais baixa é um vetor, serd definido da seguinte maneira:

1
3

Suas componentes sao Wag, pg, Tas € Yapy. Esse supercampo serd ttil mais adiante

1 1
Faﬁ@j‘, 9) = Wag + §9apg — (92Tag + egpa + gewam. (4.39)

para relacionarmos conexoes de spin e vetoriais. Note que conforme aumentamos o
numero de indices nos supercampos podemos reunir em um multipleto componentes
de spin mais elevado, retomaremos isso em breve quando discutirmos representagoes

de supersimetria.
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Podemos agora determinar como as componentes dos supercampos transformam-
se sobre supersimetria. KEsse processo é direto pois sabemos como supercampos
transformam-se sobre supersimetria (4.20). Iremos analisar transformagoes super-
simétricas onde €*¥ = 0 e ¢* seja infinitesimal. De (4.37), usando (4.19) e (4.20)

temos:
5O = —c*(Dy — 10°003)® = G A + 0°51py — 670 F. (4.40)

Note que o campo transforma-se como menos a transformacao das coordenadas do
superespago. Isso deve-se pois a condi¢ao de supercampos escalar ®'(z/,0") = ®(x, 6)
e a forma da transformagao de coordenadas (4.21), uma espécie de translagdo no
superespaco, implicam que os campos transformam-se com um sinal contrario a
transformacao das coordenadas. Uma analise desse tipo também foi feita no capitulo
3, mas la nés definimos apropriadamente o ¢ dos campos para incluir em sua defini¢ao
esse fator de menos. Aqui iremos deixa-lo explicitamente.

Para encontrar as transformagoes dos campos a partir da equagao acima pre-
cisaremos usar a relacao de Fierz em D = 3, o processo de verificacao é idéntico
ao usado em D = 2. Pode-se também usar a relacao (4.5) para uma verifica¢do
alternativa.

As relagoes de Fierz sao:

00,05 = CgOﬁZ,
0°0° = CP9>. (4.41)
Com isso o resultado sera:
0A = _Ea,@ba;
(5¢a = — aﬁﬁ’BF — ZE’B(aﬁaA),
OF = —1e™(Dap?). (4.42)

Iremos aproveitar o resultado que acabamos de obter para introduzir uma forma
alternativa para fazer calculos com supercampos. Ela é vantajosa pois oferece menos
passagens matematicas. Iremos trabalhar com projegoes de supercampos, por ex-
emplo, considere o supercampo escalar (4.37), definiremos suas proje¢oes como os

valores do supercampo em uma determinada dire¢ao do superespago, ou seja,

A(x) = ®(z,0)|p=o0,
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Va(z) = Da®(z,0)|s=0,

Pla) = %Dapa@(x, 8)loo. (4.43)
onde D estd definido em (4.24). A verificagao dessas relagoes é direta. Para econo-
mia de notagdo vamos usar somente f| ao invés de f|o—g, a partir de agora ambos
significam a mesma coisa.

Estamos aptos agora para introduzir a ferramenta de calculo de componentes com
o auxilio de projecoes dos supercampos. Vamos calcular novamente a transformacgao

supersimétrica infinitesimal da componente A(x) do campo escalar.
0A = 1€°QuA = 16“Q 0 P|g—o- (4.44)

Até aqui usamos a definicao de transformacao supersimétrica e a primeira relacao
obtida em (4.43). Usando (4.24) e (4.19) podemos afirmar que:

1Qa + Do = 210°0,5. (4.45)
Assim 0 A reduz-se a,
6A = ¢ (=Dy + 210°05,)P|g—g = —€*Yq. (4.46)

Para chegar ao resultado acima usamos a segunda relacao de (4.43). O segundo
termo da relacao acima nao contribui porque apenas componentes de 6 = 0 sao rel-
evantes. Pode-se fazer o mesmo para as outras componentes do multipleto escalar.
Assim conseguimos reproduzir o resultado que ja conheciamos usando o método da
projecao de componentes. Esse procedimento serd muito 1til para escrever compo-
nentes de agoes supersimétricas, economizando algum trabalho matematico. Note
que sempre iremos precisar de relagoes extras para realizar o procedimento, neste

caso tivemos que usar:

ZQa.ﬂ - _Daf|‘ (447)

Para ajudar na compreensao do que estamos fazendo, iremos realizar agora os
calculos para as componentes dos supercampos (4.38) e (4.39). Comegaremos com
(4.38), o supercampo vetorial. Iremos escrever as projecoes e posteriormente verificar

a validade das relagoes.



1
B = =D°T,|,
2

1
Ao = §D5Dafﬂ| —1DP T4 (4.48)

A verificagdo da primeira relacao de (4.48) é imediata. Para a segunda relacao

basta notar que:

DﬁFa\ = ZVa,B — OBQB. (449)
Pode-se usar também:
0
0p0n = W(Q“’CW) = C’W(Sﬂ7 = Csq- (4.50)

Levando em conta que Vs ¢é simétrico, nao ¢ dificil ver que a segunda relagao ¢
valida.

A terceira relagao de (4.48) pode ser obtida de (4.49), basta contrair ambos os
lados por C*?. E posteriormente usando C*’V,5 = 0 e C**C,5 = +2. J4 para a

quarta relagao teremos que desenvolver o seguinte termo:
DD, T,| = 2070,(0,0°\s) + 107, - (4.51)

O termo x, poderia ser eleminado com uma apropriada redefinigao de (4.38), iremos
manter esse termo assim porque no momento em que calcularmos agoes faremos
uma escolha gauge que eliminara essa componente, nao afetando o resultado final.

O desenvolvimeto de (4.51) pode ser feito da seguinte maneira:

D'D,I,| = 2C"0:0a(0"C,,0° \s) + 1D, T, |

=20, C7 (810X — 0 Aa) + 1D, T, .

Lembrando de (4.5) temos que C,,C7¢ = —577(, com isso e apenas mais algumas
pequenas manipulagdes a quarta relacao de (4.48) esta verificada.

Agora resta fazer para o supercampo (4.39), novamente iremos listar as relagoes
e posteriormente iremos verificd-las uma a uma. Para fazer isto nao tem segredos,
temos sempre que aplicar o operador D apropriadamente até conseguirmos repro-
duzir todas as componentes. Por conveniéncia iremos escolher .5, de modo que

seja totalmente simétrico. As relagoes serao:

Wa,@ = Faﬁ’a
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pp = DTypl,
T.s = D*T g,

Vapy = D(al'sy)- (4.52)
Novamente a verificacdo da primeira relacao de (4.52) é imediata. Para a segunda
relacao basta fazer:

1 1 1
DT op| = g(ﬁaea)ﬂﬁ + g(aam)%ﬁv + 308

sabemos que 0%07 = C'*7, assim a contragao com 1 serd zero. Confirmando assim a
segunda relacgao.

O termo relevante para verificagao da terceira relagao sera:

1 1 1
DT 5| = §DVD7FQB| = 5a”f&,(—5949(;:/@)
1
- —1—10758507(949"07,47’&5)

1
—L—l(c@?a74 — C™Cp)Twg = Top. (4.53)
Completando assim a verificacdo da terceira relacdo de (4.52). Enfim a quarta

relagao pode ser obtida a partir de:

1 1 1
DCXFﬁ’Y| = gcaﬁpw + 6¢67a + goa'ypﬁ‘ (454)

De modo que a permutagao dos indices fornecerd os termos necesséarios para com-

pletar a verificagao. Como segue-se:
D(aLgy) = 2(Dal'gy + Dpl'ya + DyLag) = Yapy- (4.55)

Aqui usamos (4.54) e o fato que convencionamos 1 como totalmente simétrico nos
seus indices.

Para finalizarmos esta secao iremos mostrar uma identidade muito 1til futu-
ramente. Sabemos que podemos identificar uma integracao fermionica com um
processo de derivacao (integracao Berezin), com isso podemos fazer a seguinte iden-
tificacao:

/d3$d29®<1‘,9) = /d3x82<1)(x,6) = /d3x(D2<I)(9c,9))|. (4.56)

Podemos afirmar isso pois os termos adicionais de D? sao proporcionais a e outros
proporcionais a d,p (derivada espago-tempo). Os primeiros termos sio cancelados
quando aplicamos # = 0 e os outros termos sao cancelado pela integracao em f d3x

(termos de superficie).
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4.5 Acoes usando projecao de componentes

Vamos procurar aplicar as projecoes dos supercampos feita na ultima secao para
escrever acoes em componentes de uma forma mais simples. Primeiramente é in-
teressante ressaltar que transformacoes supersimétricas globais sao transformacoes
de coordenadas no superespaco, de modo que se definirmos uma funcao escalar do
tipo f = f(®, Da®, D,Ds®,...) que ndo dependa explicitamente das coordenadas

do superespago, teremos que:
S = /d3xd2€f(<1>,Da<I>,...), (4.57)
sera um invariante sobre supersimetria. Para mostrar isso basta calcular 65 = 1eQ).S:
05 x /d?’xdz@Q”f. (4.58)
Usando (4.19), teremos que analisar dois termos. O primeiro deles sera:

/ d*zd*007 f = 0. (4.59)

E nulo pois aplicando a integragao Berezin o termo resultante sera um produto de

varidveis fermionicas do tipo 9?07 = 0. O outro termo teré a forma:

/ dPxd*00,5f = 0. (4.60)

Zero porque é um termo de superficie no espago-tempo.

Com isso concluimos que funcoes escalares definidas através de supercampos
e suas derivadas sao, em geral, invariantes supersimétricos. Antes de iniciarmos
o estudo de teorias supersimétricas em D = 3 vamos tratar em uma breve secao
sobre dimensoes de massa dos campos, essa analise é interessante pois traz uma
forma simples de analisar campos que, em geral, nao contribuem efetivamente para

representar particulas fisicas.

4.6 Dimensao de massa

Iremos denotar dimensao de massa de um dado campo ¢ por [¢]. Esse valor é dado
por poténcias de M (massa ou energia), lembre-se que estamos trabalhando com

= ¢ = 1 e isso implica que as coordenadas espaco-tempo possuem dimensao de
massa —1 ([z*%] = M~1). Assim podemos avaliar a dimensdo de massa para campos

escalares e fermionicos através do termo cinético para cada teoria, mantendo sempre
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em mente que no sistema de coordenadas natural acao tem dimensao de massa zero

([S] = [A] = M?). O termo cinético usual para teoria escalar é:
Seiy o / B (0™ A) (O A). (4.61)

Assim vemos que [A] = M 2. O termo cinético para espinores é:
Seipg X / P2 Oppt)”. (4.62)

O que fornece [¢)] = M'. Agora podemos fazer uma andlise para supercampos,
antes devemos observar de (4.15) que [Q.] = M2, ja que [Pag] = M'. Com isso e
usando (4.19) temos que [f] = M~2. Podemos entdo afirmar que [ [ d®zd?0] = M 2.
Portanto para termos acoes com supersimetria manifesta e dimensao de massa nula,
precisaremos levar em conta integrandos que tenham dimensao de massa M?.

Supercampos que tem como componentes campos fisicos deverao respeitar a
dimensionalidade de massa para campos escalares e fermionicos como discutimos
acima. Nao citamos campos vetoriais por enquanto, mas uma analise analoga pode
ser feita para eles. Para o supercampo escalar real (4.37) se escolhermos [®] = M 2
entao teremos concordado a dimensionalidade de massa de cada campo com o que
foi discutido no paragrafo acima. Note que a componente F' de (4.37) tem dimensao
de M %, ela é considerada uma dimensao alta para descrever uma particula fisica no
multipleto escalar, e essa componente de fato nao descreve particulas, é somente um
campo auxiliar.

Podemos agora analisar diversos candidatos para descrever manifestamente uma

teoria escalar supersimétrica. Note que o termo cinético:
1
Sein = -1 /d3xd20(DO‘<I>)(Da<I>), (4.63)

¢ um bom candidato pois esta de acordo com o que discutimos, possui dimensao de
massa zero e é um invariante sobre supersimetria. Iremos verificar que de fato esse
termo reproduz o termo cinético usual de uma teoria escalar supersimétrica.
Aproveitando a andlise que estamos fazendo para o multipleto escalar, vamos
fazer a mesma andlise de dimensao de massa para o supercampo vetorial (4.38). J&
sabemos que espinores que representam particulas fisicas tem dimensao de massa 1.
No multipleto vetorial temos dois espinores x e A, eles possuem dimensao de massa
diferentes, pois um deles nao representa particulas fisicas. O campo fisico é A, pois
X pode ser eliminado por uma tranformagao gauge, isso sera amplamente discutido
na secao transformacoes de gauge. Campos gauge possuem termo cinético da forma

[ d3x(Fop45)%, isso fornece dimensao de massa para o campo gauge (V) igual a 3.
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Com isso podemos determinar a dimensao de massa do supercampo (4.38) e suas
componentes. [[,] = MY [A\] = M! e [x] = M°. Observe que x nio tem dimensao
correta de um campo que pode representar um fermion com dinamica.

Podemos propor alguns tipos de acao para o campo vetorial a partir dessas

informagoes, faremos isso mais adiante em teoria gauge supersimétrica.

4.7 Supercampo Escalar

Comegaremos esta se¢ao verificando que de fato (4.63) reproduz um termo de acao
cinético para um campo escalar e seu parceiro supersimétrico. Para essa verificagao
iremos usar o método de projegdes. Primeiramente iremos reescrever (4.63) da

seguinte maneira:
1 1
Sein = =7 / dPxd*9|D*(®D,®) — 20 D*®] = 5 / dPxd*0dD*. (4.64)

Para chegar na tltima expressao usamos o fato que 9?07 = 0 e uma integracao de

superficie no espago tempo. Podemos recuperar (4.56) e escrever:

1
Sein = 3 / d*xD*[®D*®)|9—

1
=7 / d*rD*[D,®D*® + ®D,D*d]|
1 3 2 2 1 a2
=5 | @e[D*®D*® — 2D, dDD* 0+

1
5D D, D*® + 2D D3]] (4.65)

Para aplicar o método de projegoes precisamos ainda usar identidades do operador
diferencial D. As relagbes uteis serao (4.35) e (4.36). Além disso usaremos as

projegoes do supercampo escalar (4.43). De modo que:

D?*®D*®| = FF,
Do ®D*D?*®| = D, ®(10,7)Dg| = 10, g,
OD*D*®| = ®9™0,,®| = AT, A. (4.66)
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O d’Alambertiano em fungdo de bi-espinores, de acordo com (4.1), é 90, =

£0%0,5. Assim a agao resultante é:
1
Sein = 3 / Br[FF + w0 s + AO™0,, Al (4.67)

O termo cinético esta de acordo com teoria de campos usual, assim como discutido
na segao anterior. Concluimos que de fato (4.63), descreve bem de uma teoria
supesimétrica para um boson escalar e seu parceiro supersimétrico fermionico. Note
que o campo auxiliar F' possui equacao de movimento F' = 0, assim como o campo
auxiliar que introduzimos na supercorda. Novamente esse campo estd aqui para
permitir que a algebra supersimétrica seja respeitada sem o auxilio de equacoes de
movimento. Mas nem sempre ele tera uma equacao de movimento do tipo F' = 0,
veremos a seguir que termos de interagao e de massa fazem esse campo ter uma
equacao de movimento diferente.

Podemos adicionar termos de massa e interagdo na acao (4.63) de uma forma

geral. Por exemplo:

Sint = / d*zd*0g(®), (4.68)

onde g é uma funcao, em geral polinomial, do supercampo ®. Podemos obter a acao

(4.68) em componentes da seguinte forma:

1
Sint = §/d3;,;DaDag(q>)|

_ 1 3 a dg
_§/dw (59 D).

Usamos a regra da cadeia para derivadas, lembre-se que D é um operador diferencial

de primeira ordem. Vamos denotar ¢'(®) = j—g. Continuando:

~ [ @ty @@0) + g D)

— [ @t + g ()P (4:69)

Acima usamos novamente as componentes (4.43). Resta escolher uma forma para
g(®), selecionaremos uma expressao que reproduza um termo de massa, uma in-

teracao quartica escalar e um termo de interacao do tipo Yukawa.
1

1
g(®) = 5m<1>2 + 6>\<I>3. (4.70)
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g pode ser no maximo quartico em ® para termos uma teoria renormalizavel em
processos de quatiza¢do. Retomando (4.69), o termo de interagao, em componentes

sera:
1
Sint = /d?’x[(m + AA)Y? + (mA + 5)\A2)F]. (4.71)
Assim a acao total S = S., + Sine é:

S = / d?’x[%(FF — 0" GO’ + AT A) + (m + A

+(mA + %)\AQ)F]. (4.72)

Note que a equacao de movimento para o campo auxiliar nao é mais trivial, F' =
—mA — 3 A% Podemos observar diretamente de (4.72) o termo de interacao tipo
Yukawa Av? e o termo de massa de 1. Se substituirmos o valor de F' que encon-
tramos pela equacao de movimento na agao, iremos encontrar as interacoes quarticas
escalares e o termo de massa para A. Mas esse processo de substituicao de F' na
acao leva a quebra de supersimetria manifesta, pois o campo F' estara ausente e
supersimetria nao serd mais valida sem equacoes de movimento.

Supersimetria nao é manifesta em nossa natureza, nao vemos particulas e seus
parceiros supersimétricos com massas iguais. Isso mostra que supersimetria é que-
brada em algum nivel de energia. Em geral quando descrevemos algum fenémeno
usando supersimetria devemos quebrar supersimetria. Para quebrar supersimetria
trabalha-se com a idéia desenvolvida no capitulo 2, quebra espontanea de supersime-
tria. Nao iremos discutir estes aspectos neste estudo. E claro que quando super-
simetria é quebrada espontaneamente nao teremos mais particulas e parceiros super-
simétricos com mesma massa, veremos como supersimetria fornece massas idénticas
para as paticulas e seus parceiros no exemplo que estamos estudando.

Quebrando supersimetria manifesta em (4.72) temos:

S = /d%[%(—zw%maﬁamwﬂ + A0 0, A) + myp® + NAY?

LTI | 3, Lo 44
2mA 2m/\A +8/\A]. (4.73)

Note que as massas do campo escalar e do parceiro supersimétrico fermionico sao
idénticas, embora esse seja um exemplo simples, essa é uma caracteristica geral
de teorias supersimétricas. Parceiros supersimétricos tém mesma massa, carga e

diferem de um fator % com relagao ao spin.
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4.8 Helicidade

Estamos acostumados a tratar teoria de campos no espago de posi¢ao. Mas sabemos
que podemos fazer uma descri¢ao equivalente no espago de momentum. Os campos
serao definidos para valores arbitrarios de P2. Para qualquer valor de P? os campos
serao representacoes do grupo de Poincaré, essas representacoes sao denominadas
fora da camada de massa. Representagoes na camada de massa sao dadas por
P? = — M2

O mesmo podemos fazer com representagoes de supersimetria, para uma valor
arbitrario de P?, teremos assim novamente representacoes fora da camada de massa.
Quando utilizamos equagdes de movimento um valor de P? é escolhido (P? = —M?),
entao as componentes auxiliares dos multipletos sao integradas dentro da acao. O
que resta sao componentes fisicas e elas formam representacoes de supersimetria na
camada de massa.

Estamos falando disso, porque, em um referencial apropriado (P? = —M?) pode-
mos definir uma quantidade chamada superhelicidade. Escolhendo um sistema de
coordenadas apropriado para incluir nossa analise na camada de massa (P? = —M?)

para particula tinica temos:

Py=M,
P =P =0. (4.74)
De modo que (1.8) torna-se:
{Qla Ql} = 2M7
{QQa Q2} = 2M7
{Q1,Q2} =0. (4.75)

Vamos redefinir () de modo que tenhamos geradores complexos:

Q = Q1 +1Q,

Q" = Q1 — Q. (4.76)

Lembre-se que @), sao componentes de um espinor de Majorana, portanto reais.

As novas relagoes de comutacao serao:

{Q.Q"} = 4M,
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{Q.Q}=1{Q" Q" =0. (4.77)

Podemos definir os estados que essa algebra produz a partir do vacuo de Clifford
(|2 >= |m,h >), onde m é a massa do estado e h sua superhelicidade. O vécuo é
denotado por esses dois nimeros pois eles sao autovalores dos operadores Casimir
que podemos definir para supersimetria. Um deles é o operador momentum ao
quadrado e o outro uma combinagao dos quadri-vetores momentum, momentum
angular e geradores supersimétricos.

Essa representacao de supersimetria pode ser dada por estados, definiremos | >
e |Q2* > (complexo conjugado). Um supermultipleto de helicidade dada (h) terd com-
ponentes que serdo dadas pela acdo dos operadores Q e Q' nesses estados. Sabemos
que esses operadores trocam bosons por fermions e vice-versa, com isso podemos
esperar que a agao deles aumente ou diminua helicidade dos estados |Q2 > de % As
helicidades serao (h, h + %, h). Temos a liberdade para definir Q|Q2 >= QT|Q* >= 0,

com isso os estados serao:
1Q >, |9 >, QI > eQ'|Q > . (4.78)

Estes sao os tinicos estados que podemos definir com os geradores de supersimetria.
Ja podemos notar alguma relagao com os supercampos que definimos até agora para
D = 3, todos tinham somente quatro componentes, sempre duas bosonicas e duas
fermionicas.

Imagine que tenhamos um supercampo com superhelicidade 0, as suas compo-

nentes serao (0, %, —%, 0). Superhelicidade 0 é o que caracteriza o supercampo escalar
(4.37).

Para o supercampo espinorial (4.38) a superhelicidade é 1

3, 0 que fornece com-

ponentes (0, %, %, 1).
Podemos ainda fazer para (4.39), com superhelicidade 1 suas componentes serao

(1, %, 5, 1) representando (Wag, Yagy, pa, Tas) respectivamente.

4.9 Teoria Gauge Abeliana (GGlobal

Nesta secao aboradaremos os campos abelianos de um forma supersimétrica. Ja
introduzimos o supercampo que possui uma de suas componentes vetorial (4.38).
Nesse multipleto temos um campo vetorial representante do boson de gauge e seu
parceiro supesimétrico, um espinor. Existem mais duas componentes nesse multi-
pleto, uma escalar (B) e outra espinorial (x,). Essas componentes serao eliminadas

por transformacoes gauge. Quando nos referimos a transformacoes gauge estamos
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falando de um tipo de transformacao de fase global ou local dos campos. Por exem-
plo, seja & um supercampo escalar complexo (imagine que este campo é um dubleto
de dois supecampos reais, & = ®; + 1P,), sobre uma transformagao de gauge ®

transforma-se da seguinte maneira:

P =,

P’ = Pe K. (4.79)

K ¢é denominado parametro de gauge ou fase, pode depender das coordenadas do
superespaco (transformagoes locais) ou nao (transformagoes globais). Para nossa
formulagao supersimétrica ele serd um supercampo escalar real. Note que o termo
cinético para uma teoria escalar complexa é invariante sobre transformacao gauge
global dos campos (|D®|).

4.10 Teoria Gauge Abeliana Local

A ideia é extender o que fizemos na secao anterior para uma transformacao de fase
local. Agora K dependera das coordenadas do superespago (z,6), mas continuara
sendo um supercampo escalar real. Podemos analisar esse tipo de teoria pensando
em como construir um termo cinético para acao de modo que preserve invariancia de
gauge local. Esse é particularmente o método que achamos mais instrutivo. E para
fazer isso teremos que tornar covariante a derivada fermionica D,,, ou seja, devemos

fazer a seguinte mudanca na acao (4.63):

Da® — Vo® = (D, — 1T)®. (4.80)
Para ® temos:

D,® — V,® = (D, +1I,)®. (4.81)

Em alusao ao eletromagnetismo chamaremos I', de potencial gauge, ou geometri-
camente chamaremos de conexao. Se a transformagao gauge de I',, for da seguinte

forma:
ol = DK, (4.82)
entao podemos afirmar que V transforma-se sobre gauge da seguinte forma:

V!, ="V, e, (4.83)
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Note que K é um campo real, portando possui carga nula, o que implica V, K =
D.K.
Retomando (4.79) pode-se verificar que V., ® = ¢*V,®. O mesmo pode ser

feito para ®, apenas tendo atencao para redefinir (4.83) da seguinte maneira:
V!, =e "V, e, (4.84)

pois @ tem carga oposta a ®. Resultando em V® = V®e . Assim o termo cinético
ganha invariancia em um teoria de gauge local.

O préximo passo é definir o tensor intensidade de campo (field strenght). Temos
condigoes suficientes para defini-lo agora, mas para maior compreensao deste assunto
e aplicagoes que faremos para supercampos com componentes de spin elevado iremos
introduzir uma conexao espaco-tempo. Assim poderemos verificar se as contas que
estamos fazendo de fato repreduzem o que ja conhecemos de teoria gauge abeliana
usual. Com isso teremos duas “linguagens” para descrever teorias gauge, uma através
de conexoes I'y, e outra através de I',5. Apesar de usarmos a letra I" para denotar as
duas conexoes, elas representam supercampos completamente diferentes, como pode
ser visto em (4.38) e (4.39).

A derivada covariante para o espago-tempo sera:
Vs = Oup — 1L ap. (4.85)
A transformacao gauge da conexao é dada por:
0lp = OupK. (4.86)
Isso nos leva para uma transformagao de V na forma:
o = €5 Vage (4.87)

Pode-se pensar que estamos fazendo descrigoes diferentes de uma mesma teoria.
Uma usando vetores (bi-espinores) e outra espinores. Mas na realidade sdo a mesma

coisa pois iremos mostrar mais adiante que podemos escrever I', em fungao de I'ys.

4.11 Transformacoes Gauge

Nesta se¢ao iremos retomar os supercampos definidos em (4.38) e (4.39) e iremos
analisar como suas componentes se comportam sobre uma transformacao gauge de

parametro K.
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Primeiro iremos definir o parametro gauge K, ja dissemos anteriormente que ele

é um supercampo escalar real, sera dado por:
K =w+ 0%, — 0°1. (4.88)

Suas componentes podem ser representadas por:

w= K],
Oq = DaK|7
T = D*K]|. (4.89)

Agora podemos retomar (4.82) com o auxilio de (4.38) e encontrar as trans-

formagao gauge das componentes de I',:

6(Xa +10°Vig — 048 + 20,0°\5) = (On +10°0np) (w + 0,
—6°7)

= (00 — OaT +10°00pw +10°0705,0.,). (4.90)
Identificando as componentes dos campos temos:

5Xa = 0Oq;,
0B =,
by

5)\5 = —58 BU’Y’

(5‘/&5 == 8a5w. (491)

Note que as duas primeiras transformacoes das componentes y,, e B sao deslocamen-

tos arbitrarios dos campos, podemos definir o supercampo K da seguinte maneira:
K=w—0%.+0’B, (4.92)

assim as transformacoes agora sao dx, = 0 e 6B = 0. Chamamos isso de escolha
de gauge, e este gauge é conhecido como Wess-Zumino. Lembre-se que K é um

parametro arbitrario, portanto temos liberdade para redefini-lo.
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O gauge de Wess-Zumino nao preserva supersimetria, pois retiramos duas compo-
nentes que eram necessarias para fechar a algebra supersimétrica. Mas independente
disso esperamos que a agao nao dependa de escolha de gauge, assim podemos calcu-
lar agoes no gauge de Wess-Zumino, que possui somente duas componentes, e obter
mesmo assim uma fisica equivalente. Neste gauge temos apenas o boson de gauge
(representado por V) e seu parceiro fermionico supersimétrico (representado por
Aa)-

Podemos realizar o mesmo procedimento para descobrir as transformacoes gauge
das componentes do supercampo (4.39). Retomando (4.86) temos:

1 1 1
5(Wo¢ﬂ + geapﬁ - 02Ta5 + ggﬁpa + 607¢a67) =

= Oap(w + 0%, — 077). (4.93)

As componentes independentes e proporcionais a 6% sao de determinacao imediata.
Ja as componentes proporcionais a 0% vao precisar de uma manipulacao, vamos

analisa-las agora:

1 1 1
500005+ 505000 + S0 0, = 07Dag0r.

1 1 1
= 07(507a5p5 + gC’Wgépa + 6(57#0‘57) = 97&1507. (494)

Para encontrarmos as transformacoes de gauge restantes deveremos decompor o
tensor J,50, em uma parte simétrica e outra antisimétrica, em geral isso sempre

pode ser feito.

1 1
aaga,y = 66(04507) -+ ga[aggy]. (4.95)

Devemos ressaltar que o tensor é simétrico nos indices da derivada, e isso deve ser lev-
ado em conta no momento de construir a parte antisimétrica. A parte antisimétrica

sera:
Ojapy) = CraC%Ocpas + CrpC?Oin0s. (4.96)
E a simétrica:
0(ap0~) = 2(0ap0y + 03400 + 0ya03). (4.97)

Usando (4.5) podemos verificar imediatamente que (4.95) é valido. Agora se obser-

varmos o lado esquerdo de (4.94) veremos que o termo da direita é simétrico (1as)
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e outro antisimétrico (esquerda) (C,a6ps+ C3dp,) nos indices v, a e 7y, 8. Podemos
identificar esses termos com as partes simétricas e antisimétricas de d,g0, dada em

(4.95), levando ao resultado:

0hapy = a(aﬁav)’

(Spﬁ = (95506. (498)
As outras duas transformacoes que citamos anteriormente resultam em:

(SWag = 8agw,

(5Ta5 == aagT. (499)

Tivemos todo este trabalho para deduzir as transformacoes gauge das compo-
nentes dos supercampos I'y e I'y,g porque poderemos suspeitar de coisas interes-
santes. Observe que até aqui trabalhamos com apenas uma simetria gauge (e*) e
vemos que as conexoes possuem dois campos em suas componentes que vetoriais,
Vag € Wag, que se transformam sobre gauge da mesma forma. E ainda temos uma
componente de spin %, Yapy- De alguma forma precisamos interpretar esses resulta-
dos, e isso podera ser feito quando percebermos que I', e I',5 nao sao independentes

entre si.

4.12 Relacao entre as conexoes vetorial e espino-
rial

Primeiramente vamos retomar (4.30). Iremos procurar uma relagdo andloga para
as derivadas covariantes Vj; = (V,, Vag). Lembrando que temos que diferenciar
os comutadores e anticomutadores para operadores fermionicos e bosonicos, assim
como definimos em (4.30). Comegaremos pela relacao de comutacao das derivadas
covariantes espinoriais, como sao dois operadores fermionicos devemos usar o anti-

comutador:

{Va, Vﬁ} = {Da - zFa, D/g - ZF/g} = {Da, D/g} - Z{Da, Fﬁ}

—{Ts, Dg} —{Ta,Ts} (4.100)

Para o caso abeliano, que estamos tratando a principio, o ultimo comutador da

expressao acima é nulo.

= 22(9&5 — Z((Darg) — FﬁDa —+ FﬂDa) — Z(FaDﬂ + (DBFQ)
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—I'wDpg)

= 2z6a5 - ZD(arg). (4.101)

Para realizarmos uma andélise mais consistente é ideal escrever o comutador calculado

em termos de V,z, usando (4.85) temos:

{Va, Vﬁ} = QZVQB — ZFag,

Fa/g = D(QFB) - QZFaﬁ. (4.102)

Analisaremos agora a relacao de comutagao entre V,g e V.5, deve-se usar o
comutador desses dois operadores pois ambos sao bosonicos. O célculo é analogo ao

que fizemos anteriormente, usando (4.85) o resultado é:
[Vag, Vo] = =1[(0apl'ys) — (Oh6lap)] = —1Fapas. (4.103)

Fop.45 € o tensor intensidade de campo usual, ele é antisimétrico em pares de indices
separados por virgulas, em notacao espaco-tempo ele seria representado por Fj,,.

Eles estao relacionados da seguinte maneira:
_ m n
Fa,B:’st =0 o0 ’yéan'

E interessante ressaltar que em geral sempre podemos escrever os tensores in-
tensidade de campo como comutadores dos operadores diferenciais do espaco em
questao, por essa razao que escrevemos o termo remanescente de (4.102) como Fg.

Resta calcular o a relacao de comutagao de V, e V., devemos usar o comutador

porque temos um operador fermionico e um bosonico.
[Va, V] = =tl(Dal'sy) — (9p,1a)] = —1Fa, 5. (4.104)

Agora temos condi¢oes de reescrever a relagao (4.30) para os operadores V, re-

tomando o tensor torcao introduzido anteriormente, temos:
[V, Ve} =T,V —1Fsp. (4.105)

Como dito anteriormente os indices maiusculos latinos podem indicar indices es-
pinoriais e vetoriais. Pode-se vericar rapidamente com o auxilio do tensor torcao
definido em (4.31) que a relacao (4.105) reproduz os resultados (4.102), (4.103) e
(4.104).
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Podemos agora discutir a relagao entre as conexoes espinorial e vetorial. Primeira-
mente vamos retomar (4.102), note que se fizermos uma substitui¢ao para a conexao

vetorial da seguinte forma:

Iaﬁ = Faﬁ - %Faﬁa (4106)

assim teremos eliminado o termo do tensor intensidade de campo do comutador.
Essa substituigao pode ser feita pois ela ao menos preserva covariancia de Lorentz,
j& que F,p ¢ por construcao um tensor intensidade de campo, portanto covariante.

Assim podemos sempre escolher uma configuracao de campos onde:
{Va,Vs} =2V,4, (4.107)
ou seja, Fng = 0. Isso implica que:
Loy = =5 Dl (4.108)

Essa relagao vai permitir esclarecer o significado das componentes T3 € 145, Ver-
emos que essas componentes dependem de V3 e \,, assim a hipdtese de que essas
componentes estariam descrevendo particulas além do boson vetorial (V,z) e seu
parceiro supersmétrico (\,) pode ser jogada fora. As relagdes podem ser obtidas a

partir de (4.52) com o auxilio da condigao que encontramos (4.108).

Wap = Vag, (4.109)

1 o
ps = 3Ag + 58 BXBs (4.110)
T = _%aiavmg, (4.111)
¢aﬁ'y = a(a,BX'y)~ (4112)

De (4.109) e (4.110) vemos que as componentes vetoriais das conexdes espinorial e
vetorial (potenciais gauge) e os parceiros supersimétricos estao idéntificados entre
si, por isso nao temos dois campos gauge (boson gauge) como suspeitdvamos an-
teriormente. A partir de (4.111) pode-se afirmar que a componente adicional de
spin 1 introduzida pela conexao vetorial é uma derivada da componente de spin 1
da conexao espinorial, lembrando que a componente vetorial da conexao espinorial
possui significado fisico (boson gauge). A tltima relagao (4.112) mostra que a com-
ponente de spin % nao é uma nova particula e sim uma funcao de um campo de spin

mais baixo.
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4.13 Identidades de Bianchi

Aproveitando a definicdo de tensores intensidade de campo que demos na secao an-
terior, através de comutadores dos operadores diferenciais, podemos inferir algumas
identidades com o auxilio de identidades de Jacobi e da restricao F,z = 0.

Quando temos geradores (operadores) bosonicos e fermionicos as identidades de
Jacobi sao quatro. Iremos lista-las todas agora porque futuramente iremos usa-
las. Vamos separar em dois grandes grupos os operadores diferenciais. F' denotara
operadores impares e B operadores pares. Definimos impar e par através da relagao

de comutacao que eles satisfazem:

{impar, impar} = par,

[par, par| = par,

[par, impar| = fmpar. (4.113)
As identidades sao:

{F, Bo}, B3] + [{Fs, i}, By + [{ B, B3}, Fi] = 0,
{[Blﬂ F2]7F3} + {[Blﬂ F3]7 FQ} + [{F27F3}7 Bl] =0,
[[B1, Bal, Bs| + [[Bs, B1|, Ba] + [[ B2, Bs], Bi] = 0,

[B1, Bol, Fs] + [[F3, Bi], Bo] + [[ B, F3), B1] = 0. (4.114)

Vamos trabalhar em um exemplo, utilizando a primeira identidade de (4.114)

para o operador impar V,.

{Va: V) Vol + [{V5, Vs Vil + [{Vs, V4 1, V] = 0

= [V(a,{V5, V] = 0= —1Fla 5. (4.115)

Na tltima linha usamos a condicao F,z = 0 através da relagao de comutacao (4.107)
e também (4.104). Com o resultado obtido pode-se dizer que a parte simétrica
do tensor [y g, € zero, com isso ele reduz-se apenas a contribuicao de sua parte

antisimétrica,

1
Fa,ﬁ’y = _5 a(ﬂ|F5,5|7)~ (4.116)
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Note que F, 3, é simétrico em (7, por isso nao necessita-se antisimetrizar nestes
indices (esse processo de simetrizacao de F, g, ¢ idéntico ao que foi feito em (4.95)).
Indices dentro de |...| indica que ndo deve-se inclui-los no processo de simetrizagao/an-

tisimetrizagao. Vamos definir:
F 5 = =31W, =1[V°,Vs,). (4.117)

Assim temos como resultado:
Fo.gy = 1Co W), (4.118)

onde W, é conhecido como o super tensor intensidade de campo. Esse tensor é

um 6timo candidato para escrevermos acoes. Possui as propriedades de um tensor

intensidade de campo (invariancia gauge), pois ele é definido a partir de um, e

possui supersimetria manifesta, porque podemos escrevé-lo em funcao de derivadas

fermionicas D e em fungao da conexao I',. Vamos ver como isso pode ser feito.
Retomando (4.104) temos:

?
Fugy = (Dals,) = 9500 = 5({Ds, Dy}l = DaDisl'). (4.119)
Usamos (4.28) e (4.108). Continuando:

= 2(DsDyTy = DoDTs + DyDsTo — DoDjTy) (4.120)

= % w3C° D D T's + troca f3 < 7. (4.121)

Usamos (4.5). Comparando com (4.118) podemos reconhecer a forma de W, sera:

1
W, = 5DﬂDarﬁ. (4.122)
Esse supercampo possui uma restricao, advinda de uma identidade de Bianchi.
Retomando a segunda identidade de (4.114) e ressaltando que V, é um operador

impar enquanto V,g ¢ par temos:
{[V’ﬂ5’ VOJ, Vﬁ} + {[v’yév V,B]’ va} + [{va’ vﬁ}v v’y5] =0,

o ultimo termo é nulo, pois temos o comutador de dois objetos bosonicos. E ja
estamos impondo que Fyg = 0, pois esta ¢ a condi¢ao para gerarmos as identidades

de Bianchi. Usamos também (4.107). Continuando:

= {Vﬁa Fa,tgv} + {vav FB,M} =0,
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aqui usamos (4.104). Para prosseguirmos basta notar que F, 5, ¢ um objeto fermionico,

de modo que os comutadores vao se reduzir a:
= (VsFusy) + (Valpsy) = 0.

Podemos chegar ao resultado em sua forma mais compacta realizando uma contragao
com a métrica C°* e posteriormente outra contracdo com C?7, fornecendo assim o

resultado:
D'W, = 0. (4.123)

Aqui usamos VYW, = DWW, pois apenas campos de matéria que acoplam com o
campo gauge possuem carga (teoria abeliana).

Ja sabemos que no gauge de Wess-Zumino temos duas componentes para [y,
isso implica que teremos apenas duas componentes para W. Assim a relacao de

restricao acima diz que temos apenas uma componente de Lorentz independente de

w.

4.14 Acao Supersimétrica Teoria Gauge Abeliana

Iremos construir o termo cinético para teoria gauge abeliana. Podemos dizer que
estamos construindo um super-Maxwell em D = 3. Uma teoria que leva em conta
um féton (béson gauge por enquanto nao massivo) e seu parceiro supersimétrico
(fotino). O invariante gauge e supersimétrico mais simples que podemos construir,

a principio, é W?2. Vamos comecar nossa andlise por ele.
S = / drd*OW?, (4.124)

onde W é dado por (4.122). Iremos aplicar o método de projegoes de componentes
para facilitar os préximos céalculos, mas antes precisamos conhecer W e suas com-
ponentes. Para isso precisamos usar (4.38), e iremos trabalhar no gauge de Wess-

Zumino (B = x, = 0).
1 B Y B g 2 B
Wy = Ao + 5(9 8705‘/ 8 +6 8%3‘/ a) + 6 (Zaag/\ ) (4.125)
De modo que podemos obter as seguintes relagoes de suas componentes:

/\a = Wa‘a
10, \g = D*W,|,
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1
fap = DaWs| = S0an V" 5. (4.126)
Aplicando o método de projecao em (4.124):
1
S=1 / d*zD* D WP Wj|
1
= 5 [ El DWW, — (DWA) DLW
1
— / Br(1IN“ 0\ — 3 1% fo). (4.127)

fap € a forma espinorial do tensor intensidade de campo usual. Eles estao relaciona-

dos da seguinte maneira:

1
Fapsl = OapVos = 0hsVas = 5(Cap foie) + Clals fom)- (4.128)

Usando f,5 conforme definido em (4.126) e usando (4.5) a verificagdo da equagao

acima ¢é direta.

4.15 Acoplamento com Matéria

Agora iremos introduzir interagoes. Inicialmente serd um campo escalar complexo
com seu parceiro supersimétrico acoplado com um campo gauge que também possui
um parceiro supersimétrico. O procedimento é o usual em teoria de campos. Iremos
retomar a agao para o supercampo escalar e fazer a substituicao D, — V,, assim o

termo cinético de interagao sera:
1 _
S = -3 / Prd*0(VP) (VD). (4.129)

Para calcular essa acao em componentes pelo método das projecoes podemos usar
o que estavamos usando até agora, com projecoes sendo dadas pelo operador D, ou
podemos aproveitar a insercao do supercampo I', e obter projecoes com o operador
V., isso economiza calculos e leva aos mesmos resultados, esse método é conhecido
como projecao covariante.

Isso que acabamos de discutir vai ser vélido se for possivel escrevermos a inte-
gragao no superespaco em funcao do operador V, assim como feito para o D em

(4.56). A boa noticia é que podemos afirmar:

/d3xd26’ = /d3xD2| = /d3xv2|. (4.130)
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Para verificar a afimacao feita acima pode-se usar V, = D, £+ I, e o gauge de
Wess-Zumino. Nesse gauge ', é, em ordem mais baixa, linear em 6.

As componentes de ® agora serao dadas por:

A= o(z,0)],
wa = Vaq)<fl',9)|,
F =V?*®(x,0)| (4.131)

Também temos as componentes complexas (4,1, F), que sao dadas por ®.

Também precisaremos de algumas identidades do operador V, seguem:

V.V? =1V, Vs +W,, (4.132)

ViV, = =V, V5 — 2W,, (4.133)
1

(V3?2 = §Vaﬂva5 — WV, (4.134)

A verificagao de (4.132) pode ser feita com o auxilio de (4.107), (4.117) e:
1 1 ,
Vag = §{Va, V/j} + §[Va, V,g] =1Vas — CopV=. (4.135)
Podemos comecgar por:
1 1
VaV? = 207V, V5V; = V7, Vs + %vﬂvaﬁ — 5VaV

Para chegar no resultado acima usamos (4.107) e (4.135). Continuando:

30 v, v ! 8

EVQV =1V7 Vg + §V5Va

Usando o comutador (4.117) para inverter as derivadas do segundo membro da
equagao acima demonstra a relagao (4.132).

Para obter (4.133) podemos usar (4.132). Iniciaremos com:
2 _ 1y oo Liow 8 _ v8
Vo V* = EVQV Vi = 5(2@Va — V’V4)V;s

1
=1V V5 — 5(21Vas = VVa) (4.136)
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usamos (4.107). Retomando (4.132) pode-se afirmar:
WV Vg 4+ W, =1V, PV — VPV 5 + V2V,

Mas se retomarmos (4.117) pode-se inverter a ordem das derivadas V#V 5 e obter
o resultado (4.133).
Para mostrar (4.134) podemos comegar com (4.133) e contrair, pela direita, com

V<. Resultando em:
ViV, V* = <V V3V — 200,V (4.137)

com o auxilio de (4.107) podemos verificar que V,sV’V® = 1V,5V*?. Inserindo
essa relagdo na equagao acima mostra-se (4.134).

Enfim temos as ferramentas necessirias para calcular a a¢ao (4.129) em com-
ponentes. Podemos fazer uma manipulacao idéntica a que fizemos em (4.65) para

reduzir a agao a:
S = / Pr(VOV2D + (VO)V, V2D + dVAV2D)|.
Com o auxilio de (4.131), (4.132) e (4.134) temos:

S = / Br[FF — 0p®(Oap — WVap)’ + A(Ous — 1Vap)? At (4.138)

WA A — 1AN Y] (4.139)

Note que temos um resultado um tanto quanto esperado, pois o termo cinético de
1 e A foram covariantizados pelo vetor V,3, 0 que espera-se de um acoplamento em
uma teoria de campos com simetria gauge. Os dois ultimos termos sao interacoes

entre os parceiros supersimétricos do béson de gauge e do campo escalar.

4.16 Termo de Massa Invariante de Gauge

Nesta secao iremos mostrar como podemos introduzir termos de massa invariantes
de gauge em uma teoria supersimétrica em D = 3. Esse é um aspecto interessante
pois em D = 4 isso nao ¢é possivel.

Em D = 4 o termo de massa pode ser inserido em uma agao através do termo
de Proca A*A,, onde u = 0, ...,3. Esse termo nao ¢ invariante pois o campo gauge
transforma-se como dA, = 0,f, f ¢ uma funcao arbitrdria. Nao vamos discutir

como supersimetrizar teorias gauge para D = 4, mas iremos mostrar que para D =
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3 podemos escrever um termo de massa invariante sobre gauge e manifestamente
supersimétrico.
A principio iremos analisar para o caso abeliano. Vamos propor um termo de

massa da seguinte maneira:
1
S, = / d3xd20(§mFaWa). (4.140)

Note que esta acao possui um termo I', contraido com o tensor intensidade de campo.
Esse ¢ um aspecto geral de teorias gauge supersimétricas, nem sempre conseguimos
escrever a acao somente em funcao dos tensores intensidade de campo.

Para iniciar nossa andlise vamos mostrar que este termo é invariante de gauge.

Retomando a transformagao gauge de T, (4.82) e a definigao de W, (4.122) temos':

8gSm = / Prd*0(ST)W,, = / d*xd*0D*(KW,)

= / d*x0*D*(KW,) = 0. (4.141)

Na expressao acima usamos identidade de Bianchi (4.123), a integragao Berezin e
uma integracao em um termo de superficie no espaco-tempo.

Agora vamos analisar S, em componentes, usando projecoes nao covariantes.

S = %m/d%Dz(FaWaﬂ

= % /d3x[(D2Fa)Wa — FQ(D2WQ) . (Dﬂra)(DﬂWa)H. (4‘142)

O termo relevante para massa do bdson gauge é o terceiro, vamos analisar somente

ele. Usando as componentes definidas em (4.126) e (4.48) resulta:
—m / dBrV P fos. (4.143)

E interessante analisar esse termo com indices espago tempo, para isso basta usar

(4.1). Retomando (4.126) temos que o termo de massa torna-se:
/ Px(0™) P 0(0™) 0590 (") 50p. (4.144)

Usando a relagio (0™0%)ag = 3{0™,0"}ag + 5[0, 0"ag = 1™ Cap + 1™ (0})as-
Lembre-se que o produto de matrizes o aqui é (0™)as(0™)° 5 = (0™)asC*(0™) 5.

€™ ¢ o tensor totalmente antisimétrico em trés dimensoes (%2 = 1).

"Devido & identidade de Bianchi D? D.Dg = 0, temos que W, é invariante de gauge.
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Com isso temos:
/d%(am)o‘ﬁ(n"”C’QB +2€"(0) aB) VmOnUp. (4.145)

Nossa definicao das matrizes o,z € tal que elas sao simétricas, assim o primeiro termo
’ m\aS _ m . _9fm
¢ nulo e podemos afirmar que (0™)*(0y)as = —Tro™o, = —26™,. Com algumas

pequenas manipulagoes do tensor € podemos chegar em:
/deem”pvanp, (4.146)

onde F,, = 0,v,. Esse é o termo de massa em D = 3 para um boson gauge v,,.
Para completeza, vamos determinar a equacao de movimento para o supercampo

W, (I'y). Faremos isso calculando a variagdo em primeira ordem da agao (4.124)

juntamente com o termo de massa que acabamos de definir (4.140) com relagao ao

supercampo [',.

T, — Ty + 6T, (4.147)
S — / dgdeQ[%DﬁDa(P/g +6T3) DY Dy (T, 4 6T)
%m(ra +0T*)DP D, (T + 0T5)]

— S+ / d%d%[éDﬁDarﬁmDaém + éDﬁDa(srﬁDmarﬁ

1 1
§mFaD5Da6F5 - §m5FQD5DaFg + O(61?)]
= 615 = / d%d%(%wamz}a(sm + %FQDﬁDaéFmL
%(TO‘WQ).

Agora iremos fazer integragoes por partes usando os operadores fermionicos D,
lembre-se que [d*0D* = D?D*| = 0. Retomando temos:

orS = / d3xd26{%[—D’7(W“Da5Fv)) + (D"W)(D,oT,)]
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+5 (=D (T°DadTs) + (DPT*)(Dadls)] + T Wo}.

Fazendo mais uma vez a integragao por partes feita acima reduziremos a expressao

a:
= / d%d%{%[—(pamwa)arv] +mWT .},

retomando a identidade de Bianchi D*W, = 0 e a relagdo de comutacao (4.28)

temos a seguinte equagao de movimento para extremizagao da agdo S (orS = 0),
—10,W* +mW"7 = 0. (4.148)

Essa equacao de movimento descreve um multipleto de massa m, composto por

um bdson vetorial de gauge e seu parceiro supersimétrico para uma teoria abeliana.

4.17 Teoria Gauge nao-Abeliana

Nesta secao iremos abordar de forma rapida algumas mudancas que devemos para
incluir efeitos de uma teoria gauge nao abelina. Basicamente iremos rever algumas
identidades de Bianchi, redefinir algumas conexoes e tensores intensidade de campo.

Para o caso nao abeliano devemos introduzir geradores nao triviais para a algebra
de Lie. O parametro K em (4.79) serd dado por K = K'T;, onde:

[T, T3] = [y " (4.149)

Para o caso abeliano essas matrizes eram a identidade. Essas matrizes pertencem
a grupos, que em geral é SU(N), para N = 2 e N = 3 temos aplicacoes bem
sucedidas na fisica (interacao fraca e forte respectivamente). Em nosso estudo nao
iremos especificar valores de N, a analise servird para qualquer valor a principio.
Com isso temos ¢ = 1,..., N2 — 1.

A derivada covariante espinorial sera dada por:
Vo= Dy —1L'T;. (4.150)

Para campos de matéria, e.g., ® e ® que transforma-se na representacao fundamental

(anti-fundamental) de SU(N). J& para campos na representagao adjunta,
Vao=D4—1[l,, | (4.151)

Podemos manter a forma que definimos no caso abeliano para a transformacao

finita de V, (4.83). Para o caso em que K* ¢é pequeno a transformacao gauge de T’y
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reduz-se at:
o =V.K=D,K —1l,, K], (4.152)
O mesmo para derivada vetorial:
Vas = Oap — 1L o5'T; (4.153)

Iremos, como no caso abeliano, usar a restrigao F,g = 0. Isso permitira escrever
novamente a conexao vetorial em termos da conexao espinorial, o calculo para o caso
nao abeliano pode ser recuperado em (4.100), o termo remanescente serd {I',,I's}.
Agora esse termo nao se cancela, devido aos geradores do grupo de Lie (77).

) 1

Podemos impor que a forma do termo cinético da acao para o casa abeliano per-
maneca a mesma do caso abeliano, a diferenca agora é que teremos de tomar o traco
sobre os indices do grupo de Lie. Mas para termos a forma da agao mantida pre-
cisamos fazer uma mudanca no supercampo W,. Esse campo continua satisfazendo
(4.118). Realizando o mesmo célculo que fizemos para o caso abeliano, sempre atento
para manter os termos proporcionais as matrizes (7"%) com suas devidas relacoes de

comutacao, temos:

Ca(ﬁwv) = 2(8571—‘04) - Z(DaFM) — [[a, Fﬁv]

1 1 1 1
= —5DaDly = 5 DaD T + %Da{n,, Ps} + 5DsDTa + 5D, Dol
1
+[La, Dglop] + 5{Ta (T, T} (4.155)

Usamos (4.154) para deixar a expressao somente em termos de I',. Retomando o
que fizemos para o caso abeliano, vamos reescrever a equagao acima em termos de

contragoes da métrica C, usando (4.5).

1 1 1
Ca(pWs) = CagC™(5DeDTs + 5[Ts, D) = [T, {T5, T, })

+8 7. (4.156)

Com isso podemos determinar W para o caso nao abeliano,

1 1
Wa = 3D°Dals = 5[0, Dsla] = £ [0, {T5, Ta}. (4.157)

‘Basta usar eXYe X =Y +[X,Y]
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Note que agora W nao é mais invariante (abeliano) sobre transformagoes de

gauge e sim covariante. Sua transformacao pode ser dada por:
W! = e We™k. (4.158)

Essa transformagao preserva a invariancia de uma agao do tipo [ d*zd?0Tr(W?).
Assim como no caso abeliano, este tensor intensidade de campo nao possui todas
componentes independentes. Se retomarmos a segunda identidade de Bianchi (4.114)

e considerando F, =V, F3 = Vg e By = V5 temos:
{[V15,Val, Vgt +{[V46, V], Va} + [{Va, Vis}, V] = 0.
Contraindo os indices apropriadamente com o produto de métricas C7*C8,
{[Vas, V@, VY + [{Va, Vs}, V¥ = 0. (4.159)

O segundo termo é nulo pois ele se reduz a 21[V,s, V¥] = 0. De modo que a

expressao acima reduz-se a:

{[Vap, V], V7} =0 (4.160)

= {V*, W} =0. (4.161)

Usamos (4.117).
Resta definir o tensor intensidade de campo espinorial (f,3). A relacdo com
F.g 7 continua a mesma (4.128), mas a definigao de f,5 terd que mudar para que

1SS0 ocorra:

1
fap = §{V<a, W) H. (4.162)

Usando o gauge de Wess-Zumino para simplificar os calculos e V,Wg = D, Wps —

1o, Wg| (lembre-se que W pertence a representagao adjunta de SU(N)) temos:

1 1
fag = 58(045‘/6‘5) + §[Va| 6, V;;‘g)]. (4.163)

Note que essa é a forma conhecida do tensor intensidade de campo para o caso nao-
abeliano usual. Onde devemos incluir um termo de comutador dos campos gauge.
O termo cinético para o fermion parceiro conjugado do boson gauge continua o
mesmo do caso abeliano, a nao ser pela mudanca da derivada usual pela derivada
covariantizada com V,g.

Podemos analisar também o termo de massa para uma teoria nao-abeliana. O

termo serd mais complicado com relacao ao usado no caso abeliano, pois agora

73



o tensor intensidade de campo (W,) transforma-se covariantemente, antes ele era
invariante de gauge. Teremos que incluir termos apropriadamente para que o termo

massa possua invariancia gauge e supersimétrica. O termo terd a seguinte forma:
1
S, = %Tr/d?’xsz(FO‘Wa + é{ra, YYDy, + E{F“, IPHT,, Ts}) (4.164)

Essas sao as mudancas essenciais. As componentes continuam sendo dadas por

(4.48), nao esquecendo o indice do grupo de Lie para a conexao espinorial T'.".

4.18 Superformas

[remos introduzir uma ferramenta matematica nesta se¢ao que permitira fazer gener-
alizagoes para conexoes com mais indices espinoriais. Por exemplo, até agora nossas
conexoes foram I', e I'yp. Veremos que é possivel fazer descricoes de teorias que
ja estudamos neste capitulo de uma forma alternativa usando conexoes com mais
indices espinorias, por exemplo I, g.

Podemos comecar relembrando como ao longo deste capitulo era possivel fazer
uma descri¢ao alternativa de alguns vetores e espinores usando indices supervetori-
ais. Usavamos indices latinos maitsculos para, por exemplo, incluir em uma mesma
descrigao as derivadas fermionica e bosonica. Agora iremos tratar esses indices com
mais cuidado. Com o conceito de vielbein, ¥ iremos criar relacoes de mudanca de
coordenadas que vao definir novos operadores, alguns com propriedades que facili-
tam célculos futuros. Vamos fazer uma distingao de indices aqui, pois o vielbein
produz uma mapa entre o superespaco e o espaco tangente a ele. Indices com letras
maitsculas do alfabeto latino A, B, ..., K denotam coordenadas do espaco tangente,
enquanto o resto M, N, ...Z denotam coordenadas do superespaco. Com isso vere-
mos que mudar o sistema de coordenadas fard com que algumas quantidades fisicas
sejam simplificadas.

Vamos comegar definindo as derivadas:
DA = (Da, Dag). (4165)

Onde podemos convencionar que A = 1 denota um indice espinorial, enquanto
A = 2 denota dois indices espinoriais ou um indice vetorial. Para termos em mente
a distingao de espagos iremos reservar indices do inicio do alfabeto grego sendo rep-
resentados por A, B, ...K («a, 5...) para o espaco tangente e indices do meio em diante

do alfabeto grego para o superespago M, N,....Z (u,v,...). As derivadas descritas

SEm alguma referéncias é citado como tetrada para o caso D = 4 [8].
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acima tornavam-se covariantes via conexoes I', e I'qg, que podem ser definidas no

espago tangente da seguinte maneira:
Iy = (g, Lap). (4.166)
De modo que as transformagoes gauge (4.82) e (4.86) se reduzem a:
0l'y = DAK. (4.167)

Estamos aptos a definir superformas, para fins praticos neste estudo consider-
aremos uma super p-forma um tensor com p indices supervetoriais e esses indices
satifazem: Simétricos em qualquer par de indices espinoriais e antisimétricos em um
par de indices vetorias ou misturados (vetoriais e espinoriais).

Um exemplo de uma super 2-forma seria o tensor intensidade de campo Fap =
(Faﬁ, FayﬁA/,Faﬂﬂg). Aproveitando esta notacao podemos reescrever todos os ten-

sores que definimos em (4.102), (4.103) e (4.104) em uma forma compacta:
Fap = Dial'py — Tiap“Te, (4.168)

onde Ty z¢ ¢ dado por (4.31). A simetrizagao de indices [) deve ser tal que uma troca
de indices fermionicos mantém o tensor simétrico e uma troca de indices espinorial
vetorial ou dois vetoriais torna o tensor antisimétrico.

Note que temos um termo nao derivativo que depende do tensor tor¢ao, a forma
usual do tensor intensidade de campo envolve somente derivadas dos campos gauge,
podemos encontrar um sistema de supercoordenadas onde o tensor intensidade de
campo nao possui termo dependente da torgao, para introduzir este sistema precis-

aremos definir vielbein . Seja:
Ov = (04, Opw). (4.169)

Note que [0y, v} = 0. Com isso podemos definir:

Dy = E Moy, (4.170)
onde:
A 1g(u5a”)
EM = ( R e ) (4.171)
0 30a"0,

A verificagao da relacao (4.170) pode ser feita diretamente recuperando os resultados
(4.23) e (4.24). O vielbein inverso também serd util:

5 @ _19(a5ﬁ)
EA=| "* 27 H . 4.172
M < 0 %5M(a61jﬂ) > ( )
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O vielbein inverso foi definido de modo que satisfaca:

5.7

s (4.173)
1506,

EAMEMB — 5AB — {

Outras combinacgoes de indices sao zero.

Ja podemos perceber a vantagem de mudar de base de coordenadas. A trans-
formacao gauge de I'y (4.167) envolve termos do tipo (00),, com a mudanga de
base esses termos nao contribuirao. Vamos ver como isso acontece. Primeiramente

iremos definir a conexao no espago tangente (I'4) com o auxilio do vielbein:
Ly =E My, (4.174)
a inversa sera:
Iy = E,Tp. (4.175)
entdo a tranformagao gauge (4.167) torna-se:
E,poTp = E,f DK, (4.176)

retomando (4.170) e (4.175) temos (lembre-se que o veirbein nao se modifica sobre

transformacao de gauge):
ol = oy K. (4.177)

A transformacao gauge da conexao I'y; depende somente de derivadas espinoriais e
vetorias, sem termos proporcionais a 6. A boa noticia é que poderemos, também,
retirar o termo proporcional a tor¢ao do tensor intensidade de campo usando o

vielbein. Primeiramente precisaremos das seguintes relagoes:

1
(DuFs) = 5Tun B (4.178)

Que pode ser diretamente verificada usando as defini¢coes que demos até aqui para
vielbein e tensor tor¢ao. Também iremos precisar da relagao de comutacao entre

um objeto um forma (H,4) e o vielbein.
HAERN = (—1)ABUNp N, (4.179)

O fator (—1)4B0+N) ¢ chamado paridade de Grassmann, os indices A,B e N sdo
iguais a 1 se eles representarem indices espinoriais e zero em qualquer outro caso.

Pode-se verificar a relacao acima componente a componente.
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A introducao de fatores de paridade de Grassmann é necessaria pois uma das

componentes do vielbein depende da varidvel §. Vamos iniciar calculando DjsI'py:

Dul'p) = D[AEB?JPM — T[AB)CECM 4 (_1>AB(1+M)E[BM(DA)FM) _

1
= 5Tap To + (=) OB GE (05T ). (4.180)

Podemos fazer a seguinte identificacao:
(_1)AB(1+M)E[BMEA§V(8NFM) _ (_1)A(B+N)EBNEAM8[MFN)' (4.181)

A forma de introduzir os fatores de paridade de grassmann nao é unica, outras
equagoes para os fatores podem ser definidas sem alterar os resultados. Com isso

D4I'y torna-se:

1
Dial'py = QT[ AB)C Lo+ Fug. (4.182)

Onde identificamos Fap = (—1)ABTNMENE MEFyy e Fyn = Ouly).
Outro beneficio dessa escolha de base de supercoordenadas é que as identidades

de Bianchi também podem ser escristas na forma compacta:
I Fnp) =0, (4.183)
ou explicitando o tensor intensidade de campo,
OOnT py) = 0. (4.184)

A verificagao é direta se retomarmos [0y, On} = 0.

Uma generalizacao pode ser feita agora. Podemos considerar transformacoes
gauge mais complexas, onde o parametro gauge, antes um supercampo escalar real
K, agora serd um supercampo real com indices de Lorentz arbitrdrios K, a,. .4,

(deixaremos na notagao supervetorial), a generalizacao para a transformacao gauge

sera:
or = L o, K (4.185)
MyMs..My — (p _ 1>' [Ml MQ...Mp)- .
Para o tensor intensidade de campo,
1
Fansty. oty = Ea[erMQ"'MP+1)' (4.186)
E finalmente para a identidade de Bianchi,
Oy oy 40) = 0. (4.187)
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Fazendo uma mudanca de coordenadas com o auxilio do vielbein temos:

1 1
5FA1A2‘..Ap = (p _ 1)'D[A1 KAQ...AP) - WT’[AlAQ\BKB\A&..Ap), (4188)
1 1 B
FA1A2...Ap+1 = HD[AIFAZWAPJH) - mﬂAlAﬂ FB|A3...AP+1)7 (4189)
1 1 5
(p— 1)!D[A1FA2---Ap+2) - 2_p!T[A1A2| Fplas..a,,,) = 0. (4.190)

O processo para chegar nas expressoes acima é analogo ao que fizemos para o

tensor intensidade de campos F4p.

4.19 Descricoes Alternativas com Superformas

Estudaremos agora como superformas podem fornecer uma descri¢ao alternativa de
teorias que ja conhecemos. Vamos construir ao longo dessa se¢ao uma teoria escalar
usando conexoes gauge 2-forma.

Iniciaremos supondo que nossa teoria tem invariancia gauge, onde as trans-

~ ~ A
formacoes serao dadas por e K4,

Aqui Ky = (K,,K,3) um parametro super
1-forma. Retomando (4.188) poderemos encontrar todas transformagoes dos poten-

ciais gauge (conexoes). O grupo gauge de simetria aqui é U(1) (abeliano).

1
0l ap = DiuKp) — 5 [AB)CKC. (4.191)

As relacoes resultantes dessa equacgao nao sao dificeis de se obter, basta ter em mente

que a tnica componente nao nula do tersor torgao é (4.31).

5Fa”3 = D(aKﬁ) - QZKaﬁ, (4.192)
0Ta.py = DaKpy — 05,1, (4.193)
6T ap s = Olap K- (4.194)

Agora os tensores intensidade de campo serao dados por 3-formas assim como de-
scrito em (4.190).

1 1
Fapc = ED[AFBC) - §T[AB|DFD|C). (4.195)
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Iremos expor as 4 componentes de F4pc e posteriormente falaremos de como repro-
duzir cada um dos resultados.

Fopy = %(Dmra,w) — 2l (apy)); (4.196)
Foprs = Dil'gy s — 0v5las — 21l a5 (4.197)
Fopyse = Dal'gyse — 0y Lase + 05l py (4.198)

Foprsec = 0aplrsec + Ovslec.ap + Occlapqs. (4.199)

Todas essas relagoes s@o consequéncia de (4.195), basta fazer o ajuste dos indices
para provar cada uma delas. Para reproduzir (4.196) devemos escolher os trés indices
como sendo espinoriais A=a, B=e (C =:

1 1
Fapq = 5D0alsy = 51

d
5 L0 oo (4.200)

Apenas o termo de tor¢ao denotado acima contribuird. Como todos os indices sdo

fermionicos, a simetrizagao [) reduz-se a ().

1 s s
Fapy = QD(aFBﬁ) - (Ta,ﬂ "Tspny + Tp, "Tspa

+T, "Tspp) (4.201)

apenas realizamos a simetrizacao dos indices (). Usando (4.31) chegamos no resul-
tado (4.196).

As outras relagoes (4.197), (4.198) e (4.199) sdo bem parecidas quanto ao modo
de deduzi-las. Portanto escolheremos uma delas, por exemplo (4.198), para ilustrar
o que deve ser feito. De (4.195) escolhendo A = a, B = 5y e C' = e temos:

1

1 D
Faprée = 5Dalsvse) = 510y~ pso)

O segundo termo da equacao acima é nulo pois as componentes do tensor torgao
diferentes de (4.31) sdo todas nulas.

1
= §(Darﬁy,ée - Darée,ﬁ'y + DﬁfyF&e,a - Dﬂvra,ée + D&era,ﬂ'y
—Dsel'gy0)-
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Usando I'sc gy = —I'gy5e € I'se.a = —T'a e temos o resultado obtido em (4.198).
Novamente poderemos esperar que as componentes de I'yp nao sao indepen-
dentes, assim como vimos no caso onde a conexao era dada por I'4. Isso é uma
caracteristica geral de teorias gauge supersimétricas. Retomando o que fizemos
para conexao do tipo 1-forma, iremos escolher uma restricao anédloga a F,3 = 0,

para o caso 2-forma. Sera:
F,p5~=0. (4.202)

Precisaremos de mais uma condic¢ao, pois com ela verificaremos que podemos expres-
sar todas quantidades covariantes em termos de um supercampo real escalar (G),
inclusive iremos escrever a agao em fungao deste supercampo. A outra restrigao é:

F

5 5
.p. = Taﬁ'y G, (4.203)

onde T ¢ dado por (4.31).
Escolhidas as restricoes precisaremos achar solugoes para elas, ou seja, tere-
mos que procurar valores para I'yp de modo que as restricoes sejam satisfeitas.

Comegaremos por (4.196), usando um método parecido ao que usamos em teoria

/
a,By

de modo que nao teremos mais contribuicoes de I' g em Fy, 5 4. Isso € equivalente a

gauge 1-forma. Podemos redefinir I'y g, — T’ onde I" tera absorvido D,I's,, ,

fazer uma transformacao gauge. Com isso temos que o novo tensor intensidade de

campo F, 3 é:
Faﬁﬂ = QZF(%/B,Y). (4204)

Agora podemos aplicar a primeira restricao (4.202), junto com a equacao acima

temos:
a8y = 0. (4.205)
Uma possivel solucao é:
Loy = 1C05P). (4.206)

A verificagao é direta. ®,, é um supercampo espinorial, é definido assim como fizemos

em (4.38). Iremos escrever esse supercampo vetorial da seguinte maneira:
Dy = Vo + 0aA + 00,5 — 07Xa. (4.207)

Agora precisamos achar uma solu¢ao para (4.203), essa restrigdo envolve trés

conexoes ['y 3, I'a gy € I'a5,45. A forma para a primeira e segunda nés ja temos, resta
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determinar uma forma para a terceira. O objetivo é encontrar uma expressao para

I'ap~s que dependa somente de @, e derivadas fermionicas. Uma possivel solugao é:
1
5
Lap,” = 15(01(7[175)‘1)6) + DV Pg)] (4.208)

Vamos verificar que as solugoes propostas para as conexoes satisfazem as restrigoes
para os tensores intensidade de campo e com isso poderemos determinar a forma do
supercampo escalar G que aparece em (4.203). Aplicando I', 5 = 0 (transformacao

gauge) em (4.197) temos:
Faﬂﬁg = D(arﬁ)ﬂg - QZFQQ,WS. (4209)
Antes de continuarmos precisamos ajustar os indices de (4.208) apropriadamente,

Lapre = OVECécraﬁ, «

1
= 71Cay D(s®s) + Cas D3P + CpyDia®s) + CpsDia®y}
Retomando (4.206) e (4.209) com a equagao acima temos:
v
Fopas = 5108, Dia®s + Cps Dja®o) + Coq Dip Py + Cas Dip Py} (4:210)
Nossa restrigao (4.203) diz que a equagao acima deve ser idéntica a:
Fopgrs = Z(Cvac(sg + 0750504)G. (4.211)

Com isso podemos determinar o supercampo G em fungao de ®,. Basta usar (4.5).

O resultado é:
G =-D“D,. (4.212)

Assim conseguimos, a partir de defini¢oes que fizemos, escrever todas as conexoes
gauge em fungao de apenas um supercampo espinorial ®,. G é por definicao um
tensor intensidade de campo, pois o construimos a partir de um tensor intensidade
de campo Fj, g5 € com auxilio de fungoes J que sao invariantes de gauge. Por isso G
é invariante de gauge (6G = 0). Isso implica que podemos definir a transformagao
gauge de @, (4.212) da seguinte forma,
1

00, =
2

DPDyAg, (4.213)

isso garante que G = 0, basta lembrar da identidade (4.34). A, é um parametro

espinorial arbitrario. Essa transformagao gauge esta de acordo com a que definimos
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no inicio desta se¢ao em (4.192-4.194) desde que apliquemos todas as escolhas gauge
que fizemos para chegar neste resultado.

Como nossas hipéteses reduziram todas conexdes como fungdes de G (P,,), es-
peramos que os graus de liberdade fisicos aparegam apenas no tensor intensidade de
campo (. Um supercampo escalar é descrito por um campo escalar e um espinor
parceiro supersimétrico, mas como podemos perceber de (4.212) devido a ®,, tere-
mos, além das componentes citadas, outra componente espinorial e uma vetorial. A
boa noticia é que essas componentes serao auxiliares, vamos ver como isso ocorre.

Retomando a construcao que fizemos para uma teoria escalar supersimétrica, o

termo cinético sera dado por:
S— —i / PB2d20(D°C)(DoG). (4.214)
Para determinar esta acdo em componentes precisaremos dos seguintes resultados:
G =—-D"®, = —2A+ 0“0 — 1070 v,3. (4.215)

De modo que as componentes podem ser dadas por:

24 =G|,
Xa = DaGa
10%v,5 = D*G). (4.216)

Se retomarmos o resultado obtido na teoria escalar (4.65) mas substituindo os su-

percampos escalares (& — G) temos:

S = %/dgx(—(ﬁaﬁvag)z — X*10apX" +2A0°%0,5A). (4.217)
Que é exatamente a equagao que obtemos para o caso escalar sem simetria gauge (a
menos por fatores de reescala dos campos¥). Como dito antes, o campo auxiliar (v,g)
¢ um campo sem dinamica, ele aparece como a divergéncia de um vetor. Mesmo
assim esse campo possui simetria gauge, podemos definir sua transformacao a partir
de (4.213):

1
000 = 5(070a +10°, = 10°0500" +1070, 00 — 0%0,70" ) As.

TA'=24¢ F' = z@aﬁvag.

82



Para diferenciar as componentes do campo espinorial arbitrario A, iremos colocar
uma linha em suas componentes, mas iremos preservar a forma dada em (4.207).
Analisando somente os termos proporcionais a # contraido (devemos ficar atentos

pois termos proporcionais a 6, denotam a transformagao gauge de A’):
1
0Dplg = —20070,0, A’ + 59”@5“’7)5- (4.218)

De modo que identificando esta transformagao com a forma explicita de ®,, (4.207)

temos:
Svag = —200, 0 A" + %a(fv;m. (4.219)

A transformacao desta componente vetorial tem como primeiro termo o que era
esperado da transformacao de um vetor gauge, a diferenca estd no segundo termo.

Campos gauge deste tipo nao possuem dinamica em D = 3.

4.20 Consideracoes Finais

O préximo ponto que foi abordado durante nosso estudo de supersimetria em teo-
ria de campos para D = 3 foi descrigoes alternativas a superformas. Podemos
propor teorias onde o multipleto gauge supersimétrico pode ser descrito por super-
campos espinorais, esses supercampos carregam um indice de Lorentz espinorial e
mais um indice de simetria interna. O indice de simetria interna deve ser escol-
hido apropriadamente para descrever a teoria em questao. Podemos ver isso em
um exemplo. Vamos fazer a descricao de um boson gauge de spin—%, denotaremos
por wa[]. Podemos usar para descrever esse béson um supercampo espinorial com
um indice adicional espinorial também ((ij) Definimos a transformacao gauge da

seguinte maneira:
§®,” = D, K" (4.220)

Note que @ faz o papel de uma espécie de conexao gauge. O tensor intensidade de
campo ¢ definido analogamente ao que fizemos em (4.122) lembrando que temos um
indice espinorial a mais. O fato interessante com respeito a essa teoria é que nao é
possivel descrever uma acao onde tenhamos dinamica para o campo de spin—%. Isso
¢é geral, campos de spin maior que 1 nao possuem graus de liberdade dinamicos em
D =3.

Com os aspectos discutidos até aqui temos plenas condic¢oes de iniciar o estudo de
teorias supersimétricas onde os parametros das transformagoes dependem das coor-
denadas do superespaco. Esse tipo de anélise é usada para descrever supergravidade,

mas 1sso nao sera tratado neste estudo.
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Capitulo 5
Apeéendice

Iniciaremos a verificacao da relagao,

Xoc@zﬁ + waX,B - _5aﬁqzx = - aﬁyﬁb' (51)

Primeiramente vamos analisar a matriz de ordem axf3, x.¥3,

Xa¥p = Xa%a% = Xa(%UlU(l)g + ¢2035)- (5.2)

Com a relagao acima podemos reescrever em a matriz x1 da seguinte maneira:

Yo =1 X1%2  —Xx191 ' (5.3)
X2tz —Xx2tr
O mesmo pode ser feito para a matriz ¥y,
by =1 Yixe —v¥1ixa . (5.4)
YaX2 —VYax1
Note que,
- _ X1¥2 + Y1x2 0
XY+ Yy =1 ) 5.5
( 0 X1¥2 + Y1x2 ) (5:5)
Para completar a verificagao basta calcular y),
XU = —(x1¥2 + Y1x2). (5.6)

A comparagao entre (5.5) e (5.6) nos fornece a relagao (5.1).
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