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anos, sempre cuidando e apoiando nas horas que mais preciso, a minha linda esposa
Fernanda C. Vitor (Bebe). Não posso esquecer da minha maninha que em breve
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Resumo

Nesta tese apresentamos um estudo detalhado das estat́ısticas de contagem
de carga transmitida e de fase acumulada e das correções devido à interferência
quântica da média da condutância e da média da potência do rúıdo de disparo de
uma cavidade caótica baĺıstica com barreiras arbitrárias. Na análise teórica deste
sistema mesoscópico, obtemos expressões anaĺıticas para os quatro primeiros cumu-
lantes das estat́ısticas de contagem de carga e de fase quando a cavidade caótica está
conectada a uma impedância z0. Utilizando o método do ponto de sela, obtivemos
resultados exatos para as funções de distribuições de probabilidade de carga trans-
mitida e de fase acumulada para os casos de barreiras de tunelamento simétricas
e de junções de tunelamento. No caso de uma cavidade caótica com barreiras de
transparencia arbitrária, mostramos como extrair da função de distribuição de pro-
babilidade de carga uma assinatura da transição quântica associada à formação
de modos de Fabry-Perot entre as barreiras. Esta transição quântica está relacio-
nada à singularidade de inverso de raiz quadrada na densidade de autovalores de
transmissão, recentemente proposta por Macêdo e Souza. Analisamos também as
correções devido à interferência quântica dos dois primeiros cumulantes de carga.
Estas correções são conhecidas como correções de localização fraca e foram calcula-
das analiticamente para a média da condutância e a média da potência do rúıdo de
disparo por dois métodos independentes: a teoria de matrizes aleatórias e a teoria
quântica de circuitos. A correção de localização fraca da média da potência do rúıdo
de disparo apresenta uma inesperada transição de supressão-amplificação em função
do número de canais abertos e das barreiras de tunelamento. Este efeito leva a uma
revisão conceitual na interpretação usual da correção de localização fraca. Por fim,
estudamos como a correção de localização fraca é afetada por um campo magnético
externo e pela interação spin-órbita.

Palavras chaves: Estat́ıstica de contagem, Efeitos de interferência, Cavidades
caóticas



Abstract

In this thesis we presented a detailed study about full counting statistics
of transmitted charge and accumulated phase and the quantum interference cor-
rections to the average conductance and the average shot-noise power in non-ideal
ballistic chaotic cavities. In the theoretical analysis of this mesoscopic system, we
obtained analytical expressions for the first four charge and phase cumulants of a
voltage- and a current-biased cavity, respectively, when the chaotic cavity is coupled
to an impedance z0. Using the saddle-point approximation, we obtained analytical
expressions for the probability distributions of transmitted charge and accumulated
phase of chaotic cavities with symmetric barriers and tunnel junctions. In the case
of a chaotic cavity with barriers of arbitrary transparency, we obtained a signature
of a quantum transition associated with the formation of Fabry-Pérot modes inside
the cavity in the probability distribution of transmitted charge. This quantum tran-
sition is characterized by the emergence of an inverse square-root singularity on the
transmission eigenvalue density and it was recently reported by Macêdo and Souza.
We also analysed the corrections due to quantum interference of the first two charge
cumulants. These quantum interference corrections are known as weak-localization
corrections and were computed using two independent methods: random matrix
theory and quantum circuit theory. The weak-localization correction of shot-noise
power has an unexpected amplification-suppression transition as a function of both
the number of open channels and the barriers transparencies. This effect leads to
a conceptual change in the usual interpretation of the weak-localization correction.
Finally, we studied a how the weak-localization correction is affected by an external
magnetic field and by a spin - orbit interaction.

Key words: Full counting statistics, Quantum interference, Chaotic cavities
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SUMÁRIO ii

3 Dualidade Corrente-Voltagem 52

3.1 Condutor com Voltagem Fixa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.2 Condutor com Corrente Fixa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.3 Aplicação do Método a uma Cavidade Caótica com Contatos Não Ideais 55
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3.4.3 Análise da robustez da transição quântica . . . . . . . . . . . 68
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Lista de Figuras

1.1 À esquerda apresentamos um ponto de contato quântico fabricado a
partir de uma heteroestrutura de GaAs. A largura da constrição é da
ordem de 250 nm. À direita temos ilustrações de um ponto quântico
baĺıstico. As figuras foram tiradas das refs. [1] e [2], respectivamente. 2

1.2 Os gráficos mostram a condutância em função do campo magnético
para (a) um anel de ouro de diâmetro de 0.8 mm, (b) uma amostra de
Si-MOSFET (metal-oxide-semiconductor field effect transistor) e (c)
simulações numéricas. É importante notar que em todos os gráficos
as flutuações são sempre da ordem de (e2/h)2. Esta figura foi tirada
da ref. [3]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.3 No gráfico à cima, mostramos a medida experimental da quantização
da condutância em um ponto de contato quântico e sua correspon-
dente potência do rúıdo de disparo em função da largura da cons-
trição (Gate voltage). Note que os picos do rúıdo de disparo somente
aparecem quando variamos a largura da constrição, passando de um
degrau para outro. Nos platôs, a potência do rúıdo de disparo é nula.
À baixo e à direita, mostramos um guia de onda infinito na direção
de propagação (x) e a formação de uma constrição adiabática no
guia de onda. À esquerda o gráfico mostra as correspontetes energias
dos modos transversais (y) para o guia de onda adiabático. Somente
os canais que satisfazem a relação Ea(x) > E poderão transmitir
através da constrição com probabilidade 1, estes são chamados de
canais abertos. Os que satifazem a relação Ea(x) < E são chama-
dos canais fechados e não contribuem para a condutância do ponto
de contato quântico. Estas figuras foram tiradas das refs. [4] e [5]
respectivamente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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1.4 Neste gráfico podemos perceber que à medida que a dinâmica dentro
da cavidade vai se tornando caótica τdwell → ∞ o valor do fator Fano
vai tendendo a 1/4, implicando que a dinâmica dentro da cavidade se
tornou caótica. Os dados experimentais foram medidos usando um
tempo de Ehrenfest τE = 0.27 ns . Notamos uma ótima concordância
entre experimento e os resultados teóricos. Esta figura foi tirada da
ref. [6]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.5 Caminho ótico de uma onda ao sofrer inúmeras reflexões entre dois
planos parcialmente refletores. Após cada reflexão a onda adquire
efetivamente uma fase eiδ/2. A intensidade da onda incidente é I0 =
|E0|2 e o comprimento de onda no meio é λ. . . . . . . . . . . . . . . 8

1.6 Franjas de interferência devido às múltiplas reflexões sofridas pela
onda incidente entre os planos refletores. Mantivemos T2 = 0, 5 e va-
riamos T1. A linha tracejada refere-se a média sobre a fase acumulada
com T1 = 0, 4 e T2 = 0, 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.7 Representação do modelo de estube. A matriz de espalhamento U
refere-se somente à cavidade caótica, enquanto a matriz de espalha-
mento X descreve o estube. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.8 Representação do modelo de reservatórios do formalismo de Lan-
dauer. A região espalhadora S é conectada aos reservatórios por guias
ideais contendo canais abertos. Os reservatórios estão em equiĺıbrio
termodinâmico e são descritos por funções de distribuições dadas por
f1,2. Haverá fluxo de corrente através de S quando aplicarmos um
gradiente eletroqúımico. Este gradiente é devido à diferença entre os
potenciais eletroqúımicos dos reservatórios, neste caso teremos que
µ1 = µ + δµ e µ2 = µ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.9 À esquerda mostramos dados experimentais do segundo e terceiros cu-
mulantes da estat́ıstica de contagem de carga transferida em função
da corrente que atravessa uma junção de tunelamento. Os dados
mostram uma perfeita concordância com um sistema poissoniano. À
direita mostramos o segundo e terceiro cumulantes em função da cor-
rente de um sistema não poissoniano, neste caso a probabilidade de
tunelamento Γ ≈ 0, 3 e tem uma flutuação da ordem de 10% no seu
valor durante a variação da corrente. Note que os dados experimentais
diferem do comportamento poissoniano (linha tracejada). Os gráficos
foram tirados das refs. [7] e [8], respectivamente. . . . . . . . . . . . 21
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1.10 Apresentamos as medidas experimentais do segundo ao quinto cumu-
lantes da estat́ıstica de contagem de carga de um ponto quântico no
caso de junções de tunelamento. A linha cont́ınua equivale aos resul-
tados teóricos quando o detector de transmissão de carga é perfeito,
ou seja, todos os eventos de tunelamento de carga para dentro ou
para fora do ponto quântico são registrados pelo detector. Os dados
experimentais estão ligeiramente deslocados da linha cont́ınua, pois
o detector não é perfeito. Se o tempo de tunelamento é significati-
vamente menor que o tempo gasto para o detector registrar o evento
de tunelamento, este pode não ser detectado. Este fato leva a uma
correção na expressão teórica para detectores perfeitos. Os gráficos
foram tirados da ref. [9]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.11 Esquema como um condutor quase-unidimensional com N fios conec-
tados ao seu meio. A figura foi tirada da ref. [10]. . . . . . . . . . . 23

1.12 O gráfico do topo mostra a correção de localização fraca da con-
dutância de um ponto quântico em função da componente perpen-
dicular do campo magnético externo, B⊥, aplicado à superficie do
ponto. O gráfico à baixo mostra como o acoplamento spin-órbita,
λSO, varia com o aumento da temperatura do ponto quântico. Ve-
mos que à medida que variamos a taxa de acoplamento spin-órbita,
λSO, há uma mudança gradual da correção de localização fraca da
condutância para a correção de antilocalização fraca da condutância.
Também podemos ver que ambas as correções são suprimidas pelo
campo magnético perpendicular B⊥. Os gráficos foram tirados da
ref. [11]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.1 Nesta figura mostramos um circuito simples composto por uma amos-
tra mesoscópica em série com uma fonte que mantém uma diferença
de potencial fixa V . Nestas condições a corrente que passa pela amos-
tra pode sofrer flutuações. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.2 Os gráficos mostram a distribuição de probabilidades de transmissão
de carga, que é dada por uma distribuição binomial, em função da
variável aleatória x, eq. (2.19). À esquerda mantemos M = 25 e
variamos a probabilidade de tunelamento Γ. À direita fixamos Γ =
0, 3 e variamos o número de tentativas de transmissão de carga M. . 31
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2.3 Representação do circuito. Os reservatórios são representados pelos
pontos ou nós nos extremos e seus pseudopotenciais são conhecidos e
mantidos fixos. O nó central representa a cavidade caótica e contém
um pseudopotencial θ desconhecido. Os contatos são as duas linhas
que fazem a conexão entre os nós. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.4 Diagrama ilustrando as linhas que separam as regiões de transporte
como função das probabilidades de tunelamento. As linhas pontilha-
das mostram o caso em que Γ1 = 1 e que há a transição no ponto em
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ocorre nos pontos em que Γ2 ≈ 0.28 e Γ2 ≈ 0.67. . . . . . . . . . . . . 41

2.5 Nesta figura mostramos um circuito com uma amostra mesoscópica
em série com uma resistência de impedância z0. À esquerda mantemos
a diferença de potencial V0 fixa de forma que corrente I possa flutuar,
à direita a corrente I0 = V0/z0 é mantida fixa de forma que a voltagem
δV possa flutuar. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.6 A linha cont́ınua se refere aos resultados experimentais do terceiro
cumulante da estat́ıstica de contagem de tentativas de transmissão
de carga quando a junção de tunelamento está em série com uma
resistência de impedância R0. A linha (“voltage bias”) se refere ao
resultado teórico do terceiro cumulante de voltagem escalonado por
um fator de (g + g0)

−3 sem levar em conta as outras correções que
aparecem devido ao ambiente eletromagnético. Por fim, vemos que
quando as correções devido ao ambiente eletromagnético são levadas
em conta os resultados batem com os experimentais (linha tracejada),
este fato vai ser analisado na seção 3.5. Esta figura foi tirada da ref.
[12]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.7 Os gráficos mostram a distribuição de probabilidade de tentativas de
transmissão de carga, que é dada por uma distribuição de Pascal,
em função da variável aleatória y, eq. (2.85). À esquerda mantemos
N0 = 25 e variamos a probabilidade de tunelamento Γ, já à direita
fixamos Γ = 0, 3 e variamos o número de cargas transmitidas N0. . . . 50

3.1 Distribuição de probabilidades de carga transmitida em função da
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na ref. [13]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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de Pascal eq. (3.24) para o caso de barreiras simétricas com Γ = 0, 3. 59
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T e os dois últimos contêm um único ciclo-U com 4 e 2 ciclos-T ,
respectivamente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

4.3 (Acima) Esquema das quatro classes de trajetórias com invariância
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conhecidos como maximamente cruzados na literatura. . . . . . . . . 89

4.7 Outro conjunto de diagramas maximamente cruzados que represen-
tam as funções fTU (topo) e fUT (abaixo), eq. (4.29), veja ref. [17]. . 90

4.8 Estes diagramas fazem parte do primeiro conjunto de diagramas tipo
maximamente cruzados que contribuem para a localização fraca da
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lização fraca da potência do rúıdo de disparo obtidos da fig. (4.4.3-4). 93

4.11 Quarto conjunto de diagramas tipo maximamente cruzados da loca-
lização fraca da potência do rúıdo de disparo obtidos da fig. (4.4.5-6). 94

Tese de Doutorado - Departamento de F́ısica - UFPE



LISTA DE FIGURAS x
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e contém um pseudopotencial χ desconhecido. Os contatos são as
duas linhas que fazem a conexão entre os nós. . . . . . . . . . . . . . 114
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Caṕıtulo 1

Introdução

O avanço tecnológico das últimas décadas possibilitou o desenvolvimento de
dispositivos eletrônicos na escala de nanômetros, como por exemplo fios [3], pontos
quânticos [1, 19, 20] e diversos tipos de sistemas h́ıbridos tais como junções do tipo
material ferromagnético-metal normal-material ferromagnético (FNF) [21]. Esses
sistemas têm como caracteŕıstica fundamental a preservação da coerência de fase
durante todo o processo de transporte de carga [22], ou seja, os portadores mantém
a capacidade de formar padrões de interferência no interior da amostra. Teorias de
transportes de carga em nanoestruturas vem sendo desenvolvidas com o intuito de
compreender profundamente estes processos, que combinam fenômenos tipicamente
ondulatórios com corpusculares [23, 24, 25, 26].

Estruturas como as citadas anteriormente são conhecidas como sistemas me-
soscópicos. Esses são geralmente fabricados a partir de heteroestruturas de arseneto
de gálio (GaAs), veja fig. (1.1). Suas escalas de comprimento são geralmente maiores
que as escalas microscópicas (átomos ou moléculas), mas esses sistemas não podem
ser considerados realmente macroscópicos, pois exibem coerência de fase para os
portadores de carga no decorrer de toda a dinâmica em seu interior. Esta carac-
teŕıstica marcante norteou o desenvolvimento de uma descrição estat́ıstica para a
f́ısica da matéria condensada em escala mesoscópica e levou à previsão de diversos
novos fenômenos f́ısicos.

1.1 Efeitos Devido à Coerência de Fase

As escalas de tempo caracteŕısticas da f́ısica mesoscópica são muitas, como
veremos durante toda esta Tese. Uma delas é o tempo de coerência de fase [27, 28]

1



1.1 Efeitos Devido à Coerência de Fase 2

Figura 1.1: À esquerda apresentamos um ponto de contato quântico fabricado a
partir de uma heteroestrutura de GaAs. A largura da constrição é da ordem de
250 nm. À direita temos ilustrações de um ponto quântico baĺıstico. As figuras
foram tiradas das refs. [1] e [2], respectivamente.

τφ = L2
φ/D onde D é a constante de difusão e Lφ é o comprimento de coerência

de fase para amostras difusivas. Outra escala de tempo relevante é o tempo de
espalhamento elástico, τe. O tempo τe é o tempo médio entre dois espalhamentos
elásticos consecutivos espaçados por uma distância le, onde le é o caminho livre
médio de forma que τe = le/vF , onde vF é a velocidade de Fermi. Para garantirmos
a coerência de fase durante todo o processo de transmissão de carga pela amostra
mesoscópica temos de satisfazer a relação τφ ≫ τe ≫ λF/vF , onde λF é o com-
primento de onda de Fermi. A desigualdade τφ ≫ τe assegura que a part́ıcula irá
sofrer inúmeros espalhamentos elásticos aleatórios ao longo de sua trajetória. Estes
espalhamentos conservam a energia da part́ıcula e inserem uma fase aleatória inde-
pendente do tempo na função de onda da part́ıcula de forma a garantir a coerência
de fase durante todo o processo de aleatoriedade da direção do vetor momento que
ocorre durante a transmissão de carga.

No regime difusivo o comprimento do condutor mesoscópico é bem maior que
o caminho livre médio e suficientemente menor que o comprimento de coerência de
fase Lφ > L > le. Os portadores de carga ao atravessarem a amostra sofrem diver-
sas colisões elásticas devido às impurezas, mas mantém a coerência de fase. Em um
sistema quântico desordenado a média da condutância desvia-se ligeiramente das
medidas individuais da condutância devido à sensitividade do detector a padrões
de interferência no interior da amostra. As amplitudes destas flutuações na con-
dutância em sistemas mesoscópicos são independentes do tamanho da amostra e
de sua desordem. A variância da condutância é sempre da ordem de (e2/h)2 vezes
uma constante que depende da geometria da amostra, como podemos constatar na
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1.1 Efeitos Devido à Coerência de Fase 3

Figura 1.2: Os gráficos mostram a condutância em função do campo magnético
para (a) um anel de ouro de diâmetro de 0.8 mm, (b) uma amostra de Si-MOSFET
(metal-oxide-semiconductor field effect transistor) e (c) simulações numéricas. É
importante notar que em todos os gráficos as flutuações são sempre da ordem de
(e2/h)2. Esta figura foi tirada da ref. [3].

fig. (1.2). Este fenômeno é conhecido como a flutuação universal da condutância.
Se o comprimento do condutor mesoscópico for bem maior que o comprimento de
coerência de fase, L > Lφ, haverá uma relaxação de fase e consequentemente a
perda de coerência de fase. Neste caso, o sistema se comporta como um condutor
macroscópico, ou seja, tanto a média da condutância quanto as medidas individuais
têm o mesmo valor. Não há flutuações no valor da condutância em um condutor
macroscópico.

Com o desenvolvimento da tecnologia de gás bidimensional de elétrons de
alta mobilidade foi posśıvel produzir dispositivos em que o movimento é inteira-
mente baĺıstico. Neste regime não há espalhamentos elásticos devido a impurezas.
A função de onda pode se propagar por longas distâncias praticamente sem sofrer
nenhum tipo de espalhamento por impureza. A aleatoriedade da fase e consequente-
mente a desordem do sistema resultam de certas condições de contorno das amostras
mesoscópicas. Dois exemplos importantes são o ponto de contato quântico e o ponto
quântico baĺıstico, o segundo também é conhecido como cavidade caótica fig. (1.1).
O ponto quântico é uma região onde o gás bidimensional de elétrons fica confinado
por barreiras de potencial infinito e conectado por constrições a dois reservatórios
com uma diferença de potencial eletroqúımico entre eles.
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1.1 Efeitos Devido à Coerência de Fase 4

Duas escalas de tempo que emergem quando analisamos o ponto quântico
baĺıstico estão ligadas à sua dinâmica caótica. A dinâmica caótica assegura a uni-
versalidade do processo de transporte de carga, de forma que os observáveis são
independêntes das caracteŕısticas intŕınsecas da amostra mesoscópica, como o for-
mato da estrutura e a distribuição de impurezas [29]. A primeira dessas escalas é
o tempo de permanência da part́ıcula dentro da cavidade τdwell. O τdwell tem que
ser grande o suficiente para garantir a ergodicidade do processo, isto quer dizer que
os portadores de carga devem visitar todo o espaço de fase da cavidade caótica an-
tes de sáırem. Outra escala relevante e de grande interesse na literatura atual é o
tempo de Ehrenfest τE [28, 15]. Este é o tempo mı́nimo requerido para que haja o
aparecimento de efeitos quânticos em um condutor baĺıstico [6]. Acima desta escala
de tempo o pacote de onda adquire um comportamento aleatório de modo que ele
não pode mais ser associado a uma única trajetória clássica, ou seja, a dinâmica
deixa de ser determińıstica. Como estamos interessados nos efeitos quânticos devido
à coerência de fase na presença de caos, assumimos que τdwell ≫ τE .

Uma importante descoberta da f́ısica mesoscópica foi a quantização da con-
dutância em um ponto de contato quântico a baixas temperaturas. Os autores das
refs. [30, 31] mediram a condutância de um gás de elétrons bidimensional em uma
heteroestrutura de GaAs fig. (1.1). Eles perceberam que à medida que variamos a
largura da constrição (denominda por W ), ocorria a formação de degraus que são
múltiplos inteiros do quantum da condutância GQ = 2e2/h, veja a fig. (1.3).

A compreensão deste fenômeno torna-se mais intuitiva quando interpretamos
o ponto de contato quântico como um guia de onda ideal, infinito na direção de
propagação e cruzado por uma barreira de potencial finito U0 [1, 5]. Se o guia de
onda for deformado adiabaticamente formando uma constrição, esta será equivalente
a aplicarmos um barreira de potencial U0 transversal ao guia fig. (1.3). Fazendo uso
de uma interpretação clássica do efeito da barreira de potencial, somente os modos
transversais do guia de onda com energia E > U0 serão capazes de atravessar a
barreira de potencial com probabilidade 1 e os com E < U0 vão ter probabilidade
0 de transmissão e serão refletidos fig. (1.3). Desta forma o número de canais
que contribuem para a condutância no guia de onda adiabático é dado pelo número
inteiro N = kFW/π. O valor de N representa o número de canais abertos do guia de
onda, implicando que a média da condutância de Landauer de um ponto de contato
quântico pode ser escrita como

〈G〉 = GQ N =
2e2

h
N. (1.1)

Este resultado foi uma das primeiras confirmações experimentais da fórmula de
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1.1 Efeitos Devido à Coerência de Fase 5

Landauer para a condutância [32]. O fator 2 é devido à degenerescência de spin dos
modos de propagação nos guias. Apesar de intuitivo, o modelo de guias de onda
semi-infinitos não é adequado para explicar a quantização da condutância de ponto
de contato real.

As flutuações da corrente que atravessa a estrutura são de fundamental
importância para o entendimento das caracteŕısticas quânticas dos sistemas me-
soscópicos. Estas flutuações são conhecidas como rúıdos elétricos [33, 34]. Um dos
rúıdos elétricos mais estudados é o rúıdo térmico que se estende uniformemente
sobre todas as freqüências. No equiĺıbrio térmico, no qual a diferença de poten-
cial aplicado ao condutor é nula, V = 0, o rúıdo térmico é dado pela fórmula de
Johnson-Nyquist sendo proporcional à condutância do sistema. As flutuações de
corrente dependentes do tempo são predominates quando o sistema se encontra fora
do equiĺıbrio, V 6= 0, e no limite de baixas frequências e baixas temperaturas. Neste
regime de baixas frequências, encontramos o rúıdo universal 1/f . Estamos interes-
sados em outra espécie de rúıdo elétrico dependente do tempo. O rúıdo de interesse
é dominante no limite intermediário em que as frequências são baixas o bastante
para descartamos o rúıdo térmico, mas altas o suficiente para desprezarmos o rúıdo
universal 1/f . Este é o chamado limite do rúıdo de disparo [35].

O rúıdo de disparo é uma grandeza f́ısica com caracteŕısticas puramente
quânticas de grande interesse, pois fornece informações sobre as flutuações dependen-
tes do tempo na corrente elétrica devido à discreteza da carga do elétron [35, 36, 37].
Foi medido experimentalmente que o rúıdo de disparo de um ponto quântico desapa-
rece quando τE ≫ τdwell [38]. Nesse regime a dinâmica não é suficientemente caótica
dentro da cavidade para que o indeterminismo quântico esteja presente. Esse fato
mostra que realmente o rúıdo de disparo é uma informação puramente quântica.
O resultado para o fator Fano, definido com a razão entre a potência do rúıdo de
disparo e a condutância, de uma cavidade caótica com contatos ideais foi calculado
na ref. [39] e é dado por

F =
1

4
e−τE/τdwell . (1.2)

Podemos ver na fig. (1.4) que à medida que τdwell → ∞ o fator Fano F → 1/4.
Quando temos τE ≫ τdwell o fator Fano se anula, F = 0. Nesta tese, iremos sempre
admitir o limite τE → 0, desta forma garantimos que a dinâmica dentro da cavidade
é sempre caótica.

É importante salientar que a potência do rúıdo de disparo de um ponto de
contato quântico se anula nos platôs da condutância, como pode ser visto nos dados
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Figura 1.3: No gráfico à cima, mostramos a medida experimental da quantização
da condutância em um ponto de contato quântico e sua correspondente potência do
rúıdo de disparo em função da largura da constrição (Gate voltage). Note que os pi-
cos do rúıdo de disparo somente aparecem quando variamos a largura da constrição,
passando de um degrau para outro. Nos platôs, a potência do rúıdo de disparo é
nula. À baixo e à direita, mostramos um guia de onda infinito na direção de pro-
pagação (x) e a formação de uma constrição adiabática no guia de onda. À esquerda
o gráfico mostra as correspontetes energias dos modos transversais (y) para o guia
de onda adiabático. Somente os canais que satisfazem a relação Ea(x) > E poderão
transmitir através da constrição com probabilidade 1, estes são chamados de canais
abertos. Os que satifazem a relação Ea(x) < E são chamados canais fechados e não
contribuem para a condutância do ponto de contato quântico. Estas figuras foram
tiradas das refs. [4] e [5] respectivamente.
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1.2 Efeitos de Interferência 7

Figura 1.4: Neste gráfico podemos perceber que à medida que a dinâmica dentro da
cavidade vai se tornando caótica τdwell → ∞ o valor do fator Fano vai tendendo a
1/4, implicando que a dinâmica dentro da cavidade se tornou caótica. Os dados ex-
perimentais foram medidos usando um tempo de Ehrenfest τE = 0.27 ns . Notamos
uma ótima concordância entre experimento e os resultados teóricos. Esta figura foi
tirada da ref. [6].

experimentais da fig. (1.3). Esse fato é mais uma confirmação das previsões do
formalismo de Landauer.

1.2 Efeitos de Interferência

Uma consequência fundamental da coerência de fase é o efeito de interferência
quântico. As assinaturas mais comuns da existência de interferência quântica cau-
sada por múltiplos espalhamentos de ondas coerentes em sistemas mesoscópicos são
as correções de localização fraca e as flutuações mesoscópicas. Num trabalho pi-
oneiro, S. Hikami [40] calculou a correção de localização fraca da condutividade
de Drude [33] em sistemas desordenados macroscópicos. Nesse trabalho mostrou-
se que a condutividade é ligeiramente suprimida pela correção de localização fraca
e amplificada pela antilocalização fraca. Em pontos quânticos mantidos a baixas
temperaturas esses efeitos também são de grande importância para observáveis de
transporte, tais como a condutância e a potência do rúıdo de disparo.
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Figura 1.5: Caminho ótico de uma onda ao sofrer inúmeras reflexões entre dois
planos parcialmente refletores. Após cada reflexão a onda adquire efetivamente uma
fase eiδ/2. A intensidade da onda incidente é I0 = |E0|2 e o comprimento de onda
no meio é λ.

Para entender melhor os efeitos de interferência em uma cavidade caótica
vamos recorrer a um exemplo da ótica. Suponha dois planos parcialmente refletores
paralelos separados por uma certa distância. Ao incidirmos uma onda coerente de
intensidade I0 = |E0|2 sobre um dos planos, uma fração da intensidade incidente
será transmitida enquanto outra será refletida e múltiplos espalhamentos de ondas
coerentes entre os planos irão acontecer até que uma certa fração da intensidade
incidente seja transmitida, como mostra a fig. (1.5). Para cada reflexão entre os
planos há efetivamente um ganho de fase eiδ/2 relacionado à diferença entre os cami-
nhos óticos entre a onda transmitida e a refletida. Mostra-se que δ = (4π/λ)d cos(θ),
onde λ é o comprimento de onda no meio de propagação entre os planos, θ o ângulo
de incidência da onda e d a distância entre os dois planos. Somando as amplitudes
das ondas transmitidas obtemos

ET = E0t1t2 + E0t1r2e
iδ/2r1e

iδ/2t2 + E0t1r2e
iδ/2r1e

iδ/2r2e
iδ/2r1e

iδ/2t2 + · · · ,

= E0t1t2

∞
∑

n=0

(r1r2e
iδ)n = E0

t1t2
1 − r1r2eiδ

, (1.3)

onde ri e ti são os coeficientes de reflexão e transmissão dos planos parcialmente
refletores respectivamente. Da eq. (1.3) podemos obter a intensidade das ondas
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transmitidas IT = |ET |2, dada por

IT = I0
T1T2

1 + R1R2 − 2
√

R1R2 cos(δ)
, (1.4)

onde Ti = |ti|2 e Ri = |ri|2 são os coeficientes de transmissão e reflexão respectiva-
mente, de forma que Ri = 1 − Ti. Da eq. (1.4) podemos concluir que a fração de
transmissão através dos planos refletores, IT /I0, não depende somente dos coeficien-
tes de transmissão, T1,2, mas também da fase acumulada após as inúmeras reflexões
ocorridas entre os planos. Podemos fazer uma analogia entre os sistemas óptico e
mesoscópico. Medir a intensidade transmitida IT entre os planos refletores em óptica
é equivale a medirmos a corrente que atravessa duas junções de tunelamento com
um canal aberto cada. Então podemos usar a eq. (1.4) para calcular a condutância
de uma cavidade com um canal propagante

G = G0
T1T2

1 + R1R2 − 2
√

R1R2 cos(δ)
. (1.5)

Na fig. (1.6), apresentamos o gráfico IT ×δ, que mostra o aparecimento de franjas de
interferência devido aos múltiplos espalhamentos de ondas coerentes entre os planos
refletores. O padrão das franjas de interferência pode ser controlado pela distância
d entre os planos, de forma que podemos controlar o comportamento destas franjas
variando d durante o experimento. Este resultado é a base para o interferômetro
de Fabry-Perot [41]. Em uma cavidade caótica, os efeitos de interferência entre as
ondas coerentes injetadas através dos guias acoplados à cavidade, levam à formação
de múltiplas ressonâncias superpostas. Estas ressonâncias foram analisadas na ref.
[42] e suas consequências serão abordadas no caṕıtulo 2.

Outra forma de analisar o problema é calcular a média sobre a fase acumu-
lada, descartando os efeitos de interferência, e somar as probabilidades em vez das
amplitudes como é feito na f́ısica clássica, obtemos assim a condutância média [5]

〈G〉 = G0
T1T2

T1 + T2 − T1T2
≃ G0

T1T2

T1 + T2
, T1, T2 ≪ 1. (1.6)

Esta equação é equivalente a somarmos duas resistências em série como manda a
lei de Ohm. Assim, conclúımos que ao descartamos os efeitos de interferência e
calcularmos a média sobre a fase acumulada, a lei de Ohm é recuperada, fig. (1.6).
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Figura 1.6: Franjas de interferência devido às múltiplas reflexões sofridas pela onda
incidente entre os planos refletores. Mantivemos T2 = 0, 5 e variamos T1. A linha
tracejada refere-se a média sobre a fase acumulada com T1 = 0, 4 e T2 = 0, 5.

Se quisermos entender mais sobre as caracteŕısticas quânticas do processo de
transmissão de carga não podemos abrir mão das informações advindas dos efeitos
de interferência. Estas vão aparecer como correções quânticas da lei de Ohm após
realizarmos a média sobre a fase aleatória adquirida através dos múltiplos espa-
lhamentos elásticos dentro da cavidade caótica. As correções quânticas devido aos
efeitos de interferência podem ser destrutivas (localização fraca) ou construtivas (an-
tilocalização fraca). Uma análise completa de como as correções quânticas afetam
as médias da condutância e da potência do rúıdo de disparo em cavidades caóticas
será apresentada nos caṕıtulos 4 e 5.
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1.3 Universalidade dos Processos de Transporte

de Carga

A teoria de matrizes aleatórias [43] tem um papel fundamental no entendi-
mento dos processos de transporte de carga em estruturas mesoscópicas. Suas pre-
visões teóricas comprovadas experimentalmente, demonstram a universalidade dos
processos de transporte de carga através de sistemas com dinâmica caótica. Para en-
tender melhor o porquê, vamos revisitar a análise das distribuições dos espaçamentos
entre ńıveis de energia ressonantes em sistemas desordenados.

1.3.1 Ensembles puros

Quando analisamos processos quânticos em sistemas fechados, em prinćıpio,
devemos escrever seu hamiltoniano contendo toda a informação sobre os graus de
liberdade microscópicos do sistema. Contudo, esta forma de analisar o problema,
na maioria das vezes, é ineficiente e não esclarece quais são os mecanismos f́ısicos
relevantes que estão envolvidos. Uma abordagem mais eficiente foi proposta por
Wigner na qual o hamiltoniano H , de dimensão N × N , é representado por uma
matriz aleatória e hermitiana cujas entradas têm distribuição gaussiana e que obe-
decem a certas propriedades de simetria. O ensemble das matrizes H tem uma
distribuição de probabilidade dada por

P (H) = c exp [−β TrV (H) ], (1.7)

onde c é uma constante de normalização e β é um parâmetro ligado às simetrias
presentes no modelo. Wigner adotou V (H) ∝ H2 de forma que o ensemble fica gaus-
siano com elementos estatisticamente independentes, visto que TrH2 =

∑N
ij=1 H2

ij.

Podemos usar a transformação unitária H = Udiag(x1, ..., xN)U † para reescrever a
distribuição de probabilidade, eq. (1.7), em função dos autovalores do hamiltoniano
{xi, i = 1..N}, da seguinte forma

P (xi) = c exp

[

−β

(

N
∑

i

V (xi) −
N
∑

i<j

ln |xi − xj |
)]

. (1.8)
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Esta distribuição de probabilidade só depende dos autovalores e pode ser interpre-
tada como o fator de Boltzmann de um gás clássico de N part́ıculas nas posições
{xi, i = 1..N} interagindo logaritmicamente e confinadas pelo potencial V .

As propriedades estat́ısticas dos autovalores são caracterizadas pela função
de correlação de n-pontos. Ela representa a densidade de probabilidade de n ńıveis
se encontrarem em torno das posições {xi, i = 1..n}. Quando há um número muito
grande de ńıveis N → ∞, como acontece em um sistema f́ısico real, a correlação
espectral local do sistema, isto é, num pequeno intervalo com muitos ńıveis, torna-se
independente do potencial confinador V , comportando-se como uma função univer-
sal. Esta universalidade resulta da perda da relevância estat́ıstica de grande parte
das informações microscópicas do sistema, sobrevivendo somente certas simetrias,
tais como, a simetria de reversão temporal e invariância à rotação de spin [23, 44].

No caso de n = 1 a função correlação é a densidade média de ńıveis ρ(x) =
∑N

j=1 〈δ(x − xj)〉. Esta densidade não é uma função universal pois depende da
escolha do potencial V (H) do modelo de matriz aleatória. Nos ensembles gaussianos,
V (H) ∝ H2, a forma da densidade média de ńıveis do sistema converge para um
semićırculo à medida que aumentamos o número de ńıveis de energia envolvidos
N → ∞. A densidade pode ser escrita como

ρ(x) =
N

2πλ2

√
4λ2 − x2, (1.9)

onde N é o número de ńıveis de energia e λ é um parâmetro que controla a escala de
energia e o espaçamento médio entre ńıveis ∆ = πλ/N quando x = 0. Esta equação
é conhecida como a lei do semićırculo [43].

O comportamento universal da teoria de matrizes aleatórias depende da va-
lidade de uma hipótese ergódica. Desta forma, a média sobre certos intervalos de
energia contendo um número significativo de ńıveis é equivalente a uma média so-
bre ensembles. Os ensembles resultantes desta análise são conhecidos na literatura
como ensembles puros de Wigner-Dyson. Em f́ısica mesoscópica, a universalidade do
processo significa que as caracteŕısticas intŕınsecas de uma amostra com dinâmica
caótica, como distribuição das impurezas e o seu formato, são irrelevantes no cálculo
das médias de observáveis.

Em sistemas abertos a matriz de espalhamento faz o papel da matriz hamil-
toniana de sistemas fechados. Existem três ensembles Wigner-Dyson para sistemas
abertos: o primeiro é o ensemble unitário circular (CUE), no qual o sistema não
preserva a simetria de reversão temporal nem a simetria de rotação de spin, e que
é caracterizado pelo ı́ndice de simetria β = 2; o segundo é o ensemble ortogonal
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circular (COE), onde as simetrias de reversão temporal e rotação de spin são pre-
servadas, com ı́ndice de simetria β = 1; o terceiro é o ensemble simplético circular
(CSE), no qual somente a simetria de reversão temporal é preservada, a simetria de
rotação de spin é perdida devido a introdução da interação spin-órbita, o ı́ndice de
simetria vale β = 4.

Sabe-se hoje que existem 10 classes de universalidade que seguem uma relação,
biuńıvoca com a tabela de Cartan das grandes famı́lias de espaços simétricos [45].
As dez classes de universalidade dividem-se em três categorias: (i) Wigner-Dyson (3
classes) são apropriadas para condutores desordenados convencionais; (ii) Bogoliubov-
de Gennes (4 classes), relevantes na descrição de quase part́ıculas em superconduto-
res não convencionais (tipo onda-d) fracamente desordenados; (iii) quiral (3 classes),
que aparecem em problemas em que a desordem é puramente fora da diagonal como
nos modelos de hopping aleatório.

1.3.2 Matriz de espalhamento

Quando queremos analisar transporte de carga através de cavidades caóticas
baĺısticas é conveniente deixarmos a descrição hamiltoniana e passarmos a trabalhar
com a de matriz de espalhamento do sistema, S. Também é posśıvel representarmos
a matriz S em função do hamiltonino que descreve a cavidade caótica utilizando
a fórmula de Mahoux-Weidenmüller [46]. A matriz de espalhamento, de dimensão
N×N , onde N é o número total de canais abertos, pode ser escrita convenientemente
da seguinte forma [47]

S =

(

r t
t′ r′

)

, (1.10)

onde t, t′ e r, r′ são as matrizes de transmissão e de reflexão, respectivamente, que
descrevem o processo de transporte de carga através da cavidade caótica baĺıstica
conectada a dois guias. Cada guia contém N1 e N2 canais abertos respectivamente,
de modo que N1 + N2 = N .

O procedimento mais geral para obter o ensemble de matriz S foi desenvol-
vido por Mello e colaboradores [47, 48] invocando o prinćıpio de máxima entropia
informacional e introduzindo certas hipóteses genéricas como analiticidade, unitarie-
dade e simetrias de reversão temporal e rotação de spin necessárias para um sistemas
com dinâmica caótica. A entropia informacional pode ser quantificada em função
da distribuição de probabilidade P (S) da seguinte forma
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S[P ] = −
∫

dµ(S) P (S) lnP (S), (1.11)

além disso a distribuição de probabilidades tem que satisfazer à seguinte relação

∫

dµ(S) Sm P (S) = (S̄)m, m = 0, 1, 2, ... (1.12)

A matriz S̄ é definida como a média da matriz S. O ensemble que descreve com
melhor eficiência os sistemas com dinâmica caótica é o que maximiza a entropia
S. A função distribuição P (S) que maximiza a entropia e satisfaz a eq. (1.12) é
conhecida como o núcleo de Poisson e é dada por

P (S) ∝
∣

∣det(1 − S̄†S)
∣

∣

−(βN+2−β)
, (1.13)

onde β ∈ {1, 2, 4} representa o ı́ndice de simetria de Dyson citado na seção anterior.
A média da matriz espalhamento, no caso de uma acavidade caótica, pode ser escrita
como

S̄ =

(

r1 0
0 r2

)

, (1.14)

onde r1 e r2 são as matrizes de reflexão que descrevem as barreiras de tunelamento
que se encontram nos contatos que conectam a cavidade caótica aos guias. É im-
portante perceber que os autovalores da matriz 1− S̄S̄† são os autovalores de trans-
missão das barreiras de tunelamento denominados por Γi, onde i = 1, · · · , N . Como
0 ≤ Γi ≤ 1 a matriz S̄ é subunitária.

Os ensembles circulares de Wigner-Dyson são casos especiais do núcleo de
Poisson quando S̄ = 0, tal que P (S) = constante. Quando S̄ = 0 os contatos
entre a cavidade caótica e os guias são ideais, ou seja, as médias dos observáveis
vão depender somente do número de canais abertos. Observe que estes ensembles
puros também maximizam a entropia informacional e por isso descrevem muito bem
sistemas com dinâmica caótica.

1.3.3 Modelo de estube

Na teoria de matrizes aleatórias aplicada a f́ısica mesoscópica, o estube foi
introduzido como um artif́ıcio puramente matemático para incorporar informação
adicional estatisticamente relevante no ensemble de matrizes de espalhamento. A
partir dele é posśıvel introduzir dependência temporal, energia, efeitos de campos

Tese de Doutorado - Departamento de F́ısica - UFPE



1.3 Universalidade dos Processos de Transporte de Carga 15

Figura 1.7: Representação do modelo de estube. A matriz de espalhamento U refere-
se somente à cavidade caótica, enquanto a matriz de espalhamento X descreve o
estube.

magnéticos, interação spin-órbita entre outros efeitos na matriz de espalhamento S
do formalismo de máxima entropia da teoria de matrizes aleatórias. Na ref. [49] os
autores provaram a equivalência entre o modelo de estube e o formalismo Mahaux-
Weidenmüller.

A cavidade caótica conectada a dois guias por barreiras de transparência
arbitrárias é acoplada a um estube como mostrado na fig. (1.7). Utilizando o for-
malismo de matriz de espalhamento podemos definir duas matrizes que representam

as funções de onda que entram,
−→
I , e as que saem,

−→
O , da cavidade por ambos os

guias
−→
I =

(−→
I 1

−→
I 2

)T

e
−→
O =

(−→
O 1

−→
O 2

)T

, (1.15)

de forma que satisfaçam à seguinte relação
−→
O = S

−→
I , onde S é a matriz de espa-

lhamento, N × N , que descreve o sistema cavidade caótica mais estube. Também

definimos que
−→
E = X

−→
D , tal que X é a matriz de espalhamento, (M−N)×(M−N),

referente somente aos processos de espalhamento no estube como podemos ver na
fig. (1.7). Definimos, também, U como a matriz de espalhamento, M × M , da
cavidade caótica sem o estube, desta forma podemos escrever que

( −→
O−→
D

)

= U

( −→
I−→
E

)

, U =

(

U11 U12

U21 U22

)

. (1.16)
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Manipulando o sistema obtido da eq. (1.16) chegamos à seguinte relação

−→
O =

[

U11 + U12X (1 − U22X)−1 U21

]−→
I , (1.17)

de onde obtemos que

S = U11 + U12X (1 − U22X))−1U21. (1.18)

Definindo as seguintes matrizes U11 = TUT †, U12 = TUQ†, U21 = QUT †, U22 =
QUQ† e X = QRQ†, onde temos que Tij = δij1 com dimensão N×M e Qij = δi+N,j1

com dimensão (M −N)×M e substituindo na eq. (1.18) podemos escrever a matriz
de espalhamento S na forma final

S = TU (1 − RU))−1T †. (1.19)

Note que U é a matriz de espalhamento referente somente à cavidade caótica e é
distribúıda pelos ensembles puros, desta forma podemos considerar que a energia na
cavidade seja nula. Toda informação que queremos adicionar ao modelo é introdu-
zida pela matriz de espalhamento do estube R = Q†XQ, de forma que X = eH(ǫ,B,t)

[50]. A matriz H(ǫ, B) é uma matriz aleatória com entradas gaussianas e inde-
pendentes, contendo as informações sobre a componente perpendicular do campo

magnético
−→
B , sobre a energia de Fermi ǫ e da interação spin-órbita.

A condição que temos que garantir para que o modelo de estube satisfaça à
hipótese de ergodicidade exigida pela teoria de matrizes aleatória é que M ≫ N .
Também temos que garantir que os portadores de carga visitem todo espaço de
fase tanto da cavidade caótica quanto do estube antes de sair do sistema, ou seja,
τdwell ≫ τerg. Desta forma a universalidade do processo de transmissão de carga não
é afetada pela adição do estube no modelo.

O modelo de estube será usado no caṕıtulo 4 para calcularmos a média da
potência do rúıdo de disparo de uma cavidade caótica com barreiras arbitrárias e ana-
lisar como ocorre a quebra de simetrias através da aplicação de campos magnéticos.

1.3.4 Observáveis f́ısicos

Durante a nossa discussão sobre transporte de carga em sistemas mesoscópicos
podemos dizer que o cálculo da média da condutância não traz um conhecimento
completo sobre os processos f́ısicos envolvidos. A média da condutância de um ponto
quântico é meramente a soma das resistências de contato em série, como descrito
pela teoria de circuitos clássica, veja discurssão na seção 1.2. Para completarmos
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este conhecimento é necessário sabermos mais sobre as flutuações da corrente e os
efeitos de interferência, pois neles estão realmente as informações mais contundentes
sobre os efeitos quânticos presentes. Em busca dessa informação foi introduzido na
área o conceito de estat́ıstica de contagem de carga [24]. Esta estat́ıstica tem como
intuito entender o processo de transmissão de carga. Ela é descrita pela distribuição
de probabilidade Pn de n cargas serem transmitidas pela amostra durante um tempo
de observação T0.

Através de uma transformada de Fourier discreta de Pn, obtemos a função
geratriz de cumulantes. Esta função é capaz de fornecer todos os observáveis f́ısicos
como condutância, potência do rúıdo de disparo e flutuações da corrente de maior
ordem. Seguindo a ref. [51] podemos escrever a fórmula de Levitov no limite de
baixas temperaturas, eV ≫ kBT , em função da matriz de transmissão t, eq. (1.10),
da seguinte forma

− ln χ(λ) = −eV T0

h
Tr ln(1 + (eiλ − 1)tt†). (1.20)

No próximo caṕıtulo, faremos uma descrição mais detalhada desta equação. De-
rivadas desta função recuperam as equações obtidas do formalismo de Landauer
deduzidas através do formalismo de matriz S. Defina a grandeza

qj = − h

eV T0

dj

d(iλ)j
[− ln χ(λ)]

∣

∣

∣

∣

λ=0

. (1.21)

A fórmula de Landauer para a condutância, q1 = g, pode ser escrita da seguinte
forma

g = Tr(tt†), (1.22)

onde g = G/GQ é a condutância adimensional. Os autovalores da matriz tt† formam
o conjunto de autovalores de transmissão através da região espalhadora, denotados
por {τi; i = 1, .., N}. Quando τi = 1 obtemos que g = N que é a eq. (1.1) referente
à condutância de um ponto de contato quântico.

Conceitualmente, o formalismo de Landauer inverteu o ponto de vista tradi-
cional de tratar o campo de transporte como causa e o fluxo de corrente como uma
conseqüência da aplicação deste campo. Neste formalismo, campos de transporte
não homogêneos aparecem como resultado da injeção de portadores na região de es-
palhamento. Para acomodar este efeito foi introduzido o conceito de reservatórios de
cargas que são conectados à região espalhadora S através de guias de onda contendo
um certo número de canais abertos, fig. (1.8). Na região espalhadora os portadores
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Figura 1.8: Representação do modelo de reservatórios do formalismo de Landauer. A
região espalhadora S é conectada aos reservatórios por guias ideais contendo canais
abertos. Os reservatórios estão em equiĺıbrio termodinâmico e são descritos por
funções de distribuições dadas por f1,2. Haverá fluxo de corrente através de S quando
aplicarmos um gradiente eletroqúımico. Este gradiente é devido à diferença entre
os potenciais eletroqúımicos dos reservatórios, neste caso teremos que µ1 = µ + δµ
e µ2 = µ.
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de carga sofrem inúmeros espalhamentos aleatórios conservando porém a coerência
de fase.

Os reservatórios são formalmente descritos por funções de distribuições f1 e
f2, que dependem de potenciais eletroqúımicos denotados como µ1 e µ2, fig. (1.8).
Se f1 = f2 = 1, isto significa que os ńıveis de energia em ambos os reservatórios
estão completamente preenchidos. Neste caso não há fluxo de corrente e a variação
da entropia no sistema também é nula, ∆S = 0. O fluxo de corrente somente ocorre
na presença de uma força termodinâmica. A força termodinâmica é gerada por
um gradiente eletroqúımico, ou seja, quando há uma diferença entre os potenciais
eletroqúımicos dos reservatórios µ1 = µ + δµ e µ2 = µ. Desta forma podemos dizer
que o reservatório 1 funciona como a fonte de part́ıculas e o 2 como o dreno de
part́ıculas, ou também que o reservatório 2 é a fonte de buracos e o 1 é o dreno de
buracos. A força termodinâmica que induz o fluxo de corrente também implica na
produção de entropia de forma que neste caso ∆S > 0.

O reservatório é na verdade um objeto puramente conceitual, pois não pode
ser contrúıdo isoladamente num laboratório. Podemos no entanto inferir sua pre-
sença devido à necessidade de introduzir informações sobre irreversibilidade e dis-
sipação que estão sempre presentes nos experimentos. No modelo de Landauer, a
dissipação ocorre somente nos reservatórios e nunca nos guias nem na amostra.

A potência do rúıdo de disparo é o segundo cumulante da estat́ıstica de
contagem, q2 = p, e pode ser escrito da seguinte forma

p = Tr
[

tt†
]

− Tr
[

(

tt†
)2
]

= g − h, (1.23)

onde h é o segundo momento. Quando os autovalores de tt† são τi = 1 vemos que
p = 0 em concordância com os resultados experimentais da fig. (1.3) para o ponto
de contato quântico.

As flutuações da corrente de altas ordens também podem ser medidas expe-
rimentalmente [52] e contém informações fundamentais sobre o transporte de carga.
O terceiro cumulante, q3 = κ é dado por

κ = Tr
[

tt†
]

− 3Tr
[

(

tt†
)2
]

+ 2Tr
[

(

tt†
)3
]

= g − 3h + 2k, (1.24)

onde k é o terceiro momento. O cumulante κ é conhecido como ”skewness”e fornece
a assimetria da distribuição de corrente ao redor do seu máximo. Os cumulantes
são obtidos dos momentos subtraindo todos os subsequentes cumulantes de menor
ordem. Eles também são conhecidos como momentos irredut́ıveis e suas médias são
definidas como
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〈〈q1〉〉 = 〈g〉 , 〈〈q2〉〉 = 〈g〉 − 〈h〉 , 〈〈q3〉〉 = 〈g〉 − 3 〈h〉 + 2 〈k〉 . (1.25)

Na próxima seção, iremos fazer uma revisão dos resultados teóricos e experimentais
mais recentes relacionados à estat́ıstica de contagem de carga, mostrando o grande
interesse deste tema na literatura.

1.4 Resultados Recentes em F́ısica Mesoscópica

Nesta seção, apresentaremos alguns resultados recentes referentes à estat́ıstica
de contagem de carga e efeitos de interferência em barreiras de tunelamento e pon-
tos quânticos. Esta revisão mostra a relevância destes temas e onde os resultados
obtidos nessa tese se enquadram na literatura atual.

1.4.1 Estat́ıstica de contagem de carga

O primeiro sucesso da estat́ıstica de contagem de carga foi a comprovação
experimental das previsões teóricas de Levitov-Losovik [24]. Eles estudaram o pro-
cesso de transmissão de carga através de uma barreira de tunelamento, tal que a
probabilidade de tunelamento pela barreira é representada por Γ, onde 0 ≤ Γ ≤ 1.
Neste caso, a distribuição de probabilidade de transmissão de carga, Pn, é uma dis-
tribuição binomial. Quando a probabilidade de ocorrer um evento de tunelamento
é pequena, tal que Γ ≪ 1, os eventos de tunelamento tornam-se descorrelacionados
e a distribuição Pn passa a ser uma distribuição de Poisson.

A distribuição de Poisson tem uma caracteŕıstica peculiar: todos os seus
cumulantes são iguais. Bomze [7] mediu o segundo e o terceiro cumulantes de carga
em função da corrente que atravessa a amostra no limite eV ≃ 4 eV ≫ kBT (T =
4, 2 K), como podemos averiguar na fig. (1.9). A fig. (1.9) mostra uma dependência
linear tanto para o segundo quanto para o terceiro cumulantes de função da corrente
aplicada. Os dados experimentais estão em completo acordo com o comportamento
esperado de um sistema poissoniano. Em um trabalho posterior os autores da ref.
[8] mediram o terceiro cumulante fora do limite poissoniano. Eles fizeram medidas
em todo o domı́nio de Γ, 0 ≤ Γ ≤ 1. Podemos verificar na fig. (1.9) que os
dados experimentais para Γ ≈ 0, 3 diferenciam-se ligeiramente do comportamento
poissoniano. Na mesma figura, temos os dados para o segundo cumulante, onde se
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Figura 1.9: À esquerda mostramos dados experimentais do segundo e terceiros cu-
mulantes da estat́ıstica de contagem de carga transferida em função da corrente
que atravessa uma junção de tunelamento. Os dados mostram uma perfeita con-
cordância com um sistema poissoniano. À direita mostramos o segundo e terceiro
cumulantes em função da corrente de um sistema não poissoniano, neste caso a pro-
babilidade de tunelamento Γ ≈ 0, 3 e tem uma flutuação da ordem de 10% no seu
valor durante a variação da corrente. Note que os dados experimentais diferem do
comportamento poissoniano (linha tracejada). Os gráficos foram tirados das refs.
[7] e [8], respectivamente.

observa uma flutuação de no máximo 10% no valor de Γ durante todo processo de
medição. Este sistema será analisado em detalhes na seção 2.1.1, onde calcularemos
os quatro primeiros cumulantes da estat́ıstica de contagem de carga transmitida e
suas distribuições de probabilidade.

Em pontos quânticos baĺısticos no limite de rúıdo de disparo eV ≫ kBT (T =
20 mK e V = 250 µV), os métodos de medição da estat́ıstica de contagem de carga
são capazes de medir cumulantes acima da terceira ordem. Na ref. [9] os autores
apresentam dados experimentais para o quarto e quinto cumulantes da estat́ıstica
de contagem de carga. Devido a dificuldades técnicas de detectar perfeitamente
todos os eventos de tunelamento através dos contatos dos guias, há uma ligeira
diferença entre os resultados teóricos e experimentais, veja fig. (1.10). Essa diferença
pode ser corrigida introduzindo o conceito de taxa de detecção Γdet = 1/ 〈τdet〉
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Figura 1.10: Apresentamos as medidas experimentais do segundo ao quinto cumu-
lantes da estat́ıstica de contagem de carga de um ponto quântico no caso de junções
de tunelamento. A linha cont́ınua equivale aos resultados teóricos quando o detector
de transmissão de carga é perfeito, ou seja, todos os eventos de tunelamento de carga
para dentro ou para fora do ponto quântico são registrados pelo detector. Os dados
experimentais estão ligeiramente deslocados da linha cont́ınua, pois o detector não é
perfeito. Se o tempo de tunelamento é significativamente menor que o tempo gasto
para o detector registrar o evento de tunelamento, este pode não ser detectado. Este
fato leva a uma correção na expressão teórica para detectores perfeitos. Os gráficos
foram tirados da ref. [9].

[53]. O tempo τdet é o tempo necessário para que o detector registre um evento de
tunelamento de entrada ou sáıda do ponto quântico. Eventos que ocorrem em um
tempo muito curto comparado a 〈τdet〉 podem não ser registrados pelo detector. Para
pontos quânticos foi encontrado que 〈τdet〉 = 70 µs, o que equivale a uma taxa de
detecção de Γdet = 14 kHz. Utilizando o método desenvolvido na ref. [53], é posśıvel
calcular os cumulantes de carga corrigidos por fatores dependentes do parâmetro
k ≡ Γdet/(ΓS + ΓD). Para o segundo cumulante mostra-se que

〈〈n2〉〉
〈〈n〉〉 =

1

2
(1 + a2) − k(1 − a2)

2(1 + k)2
, (1.26)

onde a = (ΓS − ΓD)/(ΓS + ΓD), sendo ΓS,D = 1/ 〈τS,D〉 as taxas de tunelamento
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Figura 1.11: Esquema como um condutor quase-unidimensional com N fios conec-
tados ao seu meio. A figura foi tirada da ref. [10].

pelos contatos de entrada (S) e sáıda (D) através do ponto quântico. Quando k → 0,
ou seja quando ΓS + ΓD ≫ Γdet, a equação tende para o caso de detecção perfeita
estudado na seção 3.3.3.

1.4.2 Efeitos de interferência

Recentemente os autores da ref. [10] estudaram uma rede de fios difusivos
quase unidimensional com múltiplos terminais e com simetrias de reversão temporal
e de rotação de spin. Em prinćıpio, a rede é equivalente a uma rede de resistências
clássicas, para a qual a contribuição dominante da condutância é dada pela con-
dutância de Drude, T cl. Contudo, há uma contribuição adicional conhecida como
correção de localização fraca da condutância [40], que é devido às interferências
quânticas. A correção de localização fraca da condutância é proporcional a Pc(x, x),
onde o cooperon Pc(x, x) representa a contribuição dos pares de trajetórias rever-
tidas no tempo para a probabilidade de retorno. Estes autores propuseram que o
sinal da correção de localização fraca da condutância da rede de fios difusivos pode
sofrer uma mudança de sinal. O efeito foi demonstrado ser de origem puramente
geométrica. Mais especificamente, seja 〈Tα,β〉 = T cl

αβ + δTαβ + ... a média sobre a
probabilidade de transmissão de carga através da rede de fios difusivos do termi-
nal β para o terminal α, foi mostrado que o termo de localização fraca é dado por

δTαβ ∝∑µν

∂T cl
αβ

∂lµν

∫

(µν)
dxPc(x, x), onde lµν é o comprimento do fio difusivo (µν) que

compõem a rede e T cl
αβ é a probabilidade de transmissão da contribuição clássica.

Para um sistema com N fios plugados no meio de um condutor quase-unidimensional,
como na fig. (1.11), a correção de localização fraca das transmissões que atravessam
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Figura 1.12: O gráfico do topo mostra a correção de localização fraca da condutância
de um ponto quântico em função da componente perpendicular do campo magnético
externo, B⊥, aplicado à superficie do ponto. O gráfico à baixo mostra como o aco-
plamento spin-órbita, λSO, varia com o aumento da temperatura do ponto quântico.
Vemos que à medida que variamos a taxa de acoplamento spin-órbita, λSO, há uma
mudança gradual da correção de localização fraca da condutância para a correção de
antilocalização fraca da condutância. Também podemos ver que ambas as correções
são suprimidas pelo campo magnético perpendicular B⊥. Os gráficos foram tirados
da ref. [11].

o condutor é dada por

δT =
1

3
(−1 + N/4). (1.27)

Quando N = 0 recuperamos o resultado para um fio quase unidimensional, δT =
−1/3 [3]. Podemos perceber que a geometria induz uma mudança de sinal quando
N > 4. Fisicamente, isto é devido aos múltiplos retroespalhamentos coerentes na
rede podendo induzir uma transmissão correlacionada.
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Em condutores mesoscópicos, o retroespalhamento associado a trajetórias
de elétrons revertidas no tempo, além de causarem a correção de localização fraca
da condutância em amostras com simetrias de reversão temporal e de rotação de
spin, também causam a correção de antilocalização fraca da condutância quando
a simetria de reversão temporal é preservada, mas a simetria de rotação de spin
é quebrada devido a interação spin-órbita [54]. Se o ponto quântico for colocado
na presença de um campo magnético perpendicular à sua superf́ıcie, tanto a loca-
lização quanto a antilocalização fraca irão desaparecer devido à quebra de simetria
de reversão temporal. Outro fato interessante é a transição gradual da localização
fraca para a antilocalização fraca que ocorre quando introduzimos no sistema a in-
teração spin-órbita. Estes regimes são conhecidos com regime de crossover e serão
estudados nesta tese nos caṕıtulos 4 e 5. O regime de crossover foi analisado expe-
rimentalmente pelos autores da ref. [11]. Eles comprovaram o comportamento das
correções de localização e antilocalização fraca na presença de um campo magnético
perpendicular B⊥ e da interação spin-órbita λSO. Na fig. (1.12) podemos ver como
a localização fraca se transforma gradualmente em antilocalização fraca a medida
que incrementamos λSO e depois desaparece devido ao incremento do de B⊥.

Com os resultados apresentados nesta seção esperamos ter ilustrado de forma
convincente a relevância atual da f́ısica mesosocópica. Todos estes resultados estão
ligados diretamente com os estudos desenvolvidos nesta tese. Há outros artigos
relevantes que não foram expostos, mas que sugerimos aos leitores como um com-
plemento desta seção [14, 55, 56, 57, 58].
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Caṕıtulo 2

Estat́ıstica de Contagem de Carga

e Teoria de Circuitos

Muito antes da f́ısica mesoscópica atingir o patamar atual, a ótica quântica
já havia desenvolvido uma descrição estat́ıstica para a contagem de fótons que ocu-
pam certos estados quânticos [12]. Os bósons têm uma função de onda simétrica,
permitindo mais de um fóton ocupar o mesmo ńıvel de energia. A ocupação des-
tes ńıveis pode estar sujeita a flutuações térmicas, devido a aplicação de campos
eletromagnéticos externos, e a flutuações quânticas. As flutuações quânticas são
espontâneas, um exemplo bastante conhecido é o corpo negro que continuamente
emite e absorve fótons mesmo a baixas temperaturas.

Em um experimento simples, n fótons são emitidos através de um est́ımulo
externo e absorvidos por um fotodetector onde serão contados durante um tempo
T0 de observação. Os dados passam por uma análise estat́ıstica gerando a função
distribuição de probabilidade Pn para a detecção de n fótons. Esta estat́ıstica de
contagem de fótons descreve completamente o processo de emissão de n fótons de
certos ńıveis de energia durante um tempo T0 de observação. É importante notar que
o método de detecção é direto, ou seja, os fótons são absorvidos durante a contagem.

Mas, diferentemente dos fótons, os elétrons são submetidos ao prinćıpio de
exclusão de Pauli que permite que somente um elétron ocupe um certo ńıvel de
energia. Isto ocorre porque as funções de onda que decrevem os férmions são antis-
simétricas. Temos portanto uma diferença drástica entre bósons e férmions, o que
impede a utilização do mesmo mecanismo de contagem nos dois sistemas.

Os primeiros a trazerem o conceito de estat́ıstica de contagem para a lin-
guagem da f́ısica mesoscópica foram Levitov e Lesovik [59, 60]. O principal pro-
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blema enfrentado pelos autores foi elaborar um método eficiente de detecção de
elétrons além de entender como esta informação poderia ser introduzida no modelo
microscópico. O processo de medição teria quer ser indireto, pois os elétrons não
podem ser absorvidos no ato da contagem.

A grande idéia destes autores foi introduzir uma variável de spin fict́ıcia aco-
plada ao campo magnético gerado pela corrente que atravessa o sistema mesoscópico
de forma que o ângulo de precessão do spin seja proporcional ao número de cargas
que atravessa a amostra durante um tempo de observação T0. Este modelo é co-
nhecido como galvanômetro de spin. Sua principal vantagem é que o processo de
medição é introduzido diretamente no formalismo e além disso o mecanismo de de-
tecção é estendido no tempo, pois se trata de uma detecção indireta. Não há como
fazer uma medida direta de elétrons como a que se faz com fótons.

2.1 Estat́ıstica de Contagem

O objetivo da estat́ıstica de contagem é descrever completamente o processo
de transporte de carga em sistemas mesoscópicos, dado que este esteja mantido a
uma diferença de potencial fixa V como mostrado na fig. (2.1). A função de interesse
é a distribuição de probabilidade Pn de que n part́ıculas sejam transmitidas num
intervalo de tempo T0 de observação. Os elétrons são injetados no sistema com
freqüência eV/h e transmitidos a uma taxa variável I(t)/e, sendo assim o número

de elétrons transmitidos é dado por n =
∫ T0

0
dt

I(t)

e
. É conveniente escrever a função

distribuição de probabilidade da seguinte forma

Pn({τ}) =

∫ π

−π

dλ

2π
χ(λ; {τ}) e−inλ, (2.1)

para podermos introduzir o conceito de função caracteŕıstica χ(λ; {τ}). Na equação
acima {τi; i = 1, .., N} denota o conjunto de autovalores de transmissão que são
responsáveis pela aleatoriedade do processo. Tomando a operação de Fourier inversa
da eq. (2.1) podemos escrever a função caracteŕıstica como uma série de Fourier

χ(λ; {τ}) =
∞
∑

n=1

Pn({τ}) einλ, (2.2)

onde é posśıvel perceber que χ(λ; {τ}) tem peŕıodo 2π no campo de contagem λ e
deve satisfazer à condição de normalização χ(0; {τ}) = 1. O campo de contagem
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Figura 2.1: Nesta figura mostramos um circuito simples composto por uma amostra
mesoscópica em série com uma fonte que mantém uma diferença de potencial fixa
V . Nestas condições a corrente que passa pela amostra pode sofrer flutuações.

está relacionado ao ângulo de precessão do spin que atua como o contador de cargas
transmitidas pelo sistema mesoscópico no modelo do galvanômetro de spin.

Como estamos interessados na análise de sistemas mesoscópicos que contêm
dinâmica caótica e impurezas espalhadoras, os autovalores de transmissão podem ser
considerados variáveis aleatórias dependentes da estrutura da amostra. No regime
semiclássico, caracterizado por um grande número de canais abertos N ≫ 1 nos
guias conectados à cavidade caótica, e garantindo que o tempo de permanência
da part́ıcula na cavidade seja maior que o tempo ergódico, τdwel ≫ τerg, podemos
obter a distribuição destes autovalores de transmissão a partir da teoria de matrizes
aleatórias [23]. Realizando a média sobre o ensemble de autovalores de transmissão
podemos reescrever a função caracteŕıstica média como

χ(λ) ≡ 〈χ(λ; {τ})〉 =
〈

e−Φ(λ;{τ})〉 , (2.3)

onde Φ(λ; {τ}) é a função geratriz de cumulantes da estat́ıstica de contagem obtida
por Levitov-Losovik e que é dada por

Φ(λ; {τ}) = −M0

N
∑

j=1

ln(1 + τj(e
iλ − 1)), (2.4)

onde M0 = eV T0/h é o número de tentativas de transmissão por canal aberto du-
rante um tempo T0 de observação. Como estamos somente interesados no limite
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semiclássico, podemos desconsiderar as correlações entre os autovalores de trans-
missão e usar uma aproximação de campo médio, de forma que

〈

e−Φ(λ;{τ})〉 ≡ e−〈Φ(λ;{τ})〉. (2.5)

A média sobre o ensemble pode ser expandida em uma série de potências em
N . O termo predominante é a contribuição semiclássica de ordem O(N), o segundo
termo é devido a efeitos de interferência de ordem O(1) e os seguintes são de ordem
O(N−k) e serão descartados devido à hipótese inicial de que N ≫ 1. A contribuição
devido aos efeitos de interferência de ordem O(1) sera abordada em detalhes nos
próximos caṕıtulos, aqui iremos ficar restritos à contribuição semiclássica, de forma
que podemos escrever

Φ(λ) ≡ 〈Φ(λ; {τ})〉 = −M0S(λ), (2.6)

onde

S(λ) =

∫ 1

0

dτρ(τ) ln(1 + τ(eiλ − 1)), (2.7)

no qual ρ(τ) =
∑N

j=1 〈δ(τ − τj)〉 é a densidade média de autovalores de transmissão.
Tomando o logaritmo da função caracteŕıstica média, eq. (2.3), e expandindo em
uma série de potências em λ podemos reescrevê-la em função dos cumulantes de
carga, tal que

ln (χ(λ)) = −Φ(λ) =
∞
∑

k=1

(−iλ)k

k!
〈〈nk〉〉. (2.8)

Dessa expressão podemos confirmar que os cumulantes de carga da estat́ıstica de
contagem são obtidos derivando a função geratriz média, ou seja

〈〈nk〉〉 = − dk

d(iλ)k
Φ(λ)

∣

∣

∣

∣

λ=0

= M0
dkS(λ)

d(iλ)k

∣

∣

∣

∣

λ=0

. (2.9)

A distribuição de probabilidades média pode ser obtida a partir da eq. (2.1)
no limite semiclássico [61] da seguinte forma

Pn ≡ 〈Pn({τ})〉 =

∫ π

−π

dλ

2π
〈χ(λ; {τ})〉 e−inλ. (2.10)

Usando as operações acima, podemos reescrever a distribuição de probabilidades em
função da função geratriz de cumulantes S(λ):

Pn =

∫ π

−π

dλ

2π
eM0S(λ)−inλ. (2.11)
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O resultado fundamental desta seção é que para obter a estat́ıstica de con-
tagem de cargas transmitidas é necessário saber quem é a função geratriz S(λ). A
partir dela, calcula-se a distribuição de probabilidades de cargas transmitidas, eq.
(2.11), e os cumulantes da estat́ıstica de contagem eq. (2.9). É importante salientar
que S(λ) está diretamente relacionada à densidade de autovalores de transmissão,
eq. (2.7), que será tópico de nossos estudos na seção 2.3.3.

2.1.1 Flutuações de cargas transmitidas para uma barreira

de tunelamento

Um exemplo de fundamental importância no estudo de sistemas mesoscópicos
é o condutor com N ≫ 1 canais abertos conectado a uma barreira de tunelamento.
A estat́ıstica de contagem desse sistema foi obtida pela primeira vez na ref. [59].
Como comentado anteriormente, precisamos obter a função geratriz do sistema S(λ).
Nesse caso espećıfico a densidade de autovalores de transmissão é conhecida e dada
por uma soma de funções delta de Dirac, ρ(τ) =

∑N
j=1 δ(τ − Γj). Da eq. (2.7)

obtemos que

S(λ) =
N
∑

j=1

ln(1 + Γj (eiλ − 1)), (2.12)

onde Γj é a probabilidade de tunelamento das part́ıculas pelo canal j da barreira,
o seu valor varia no intervalo 0 ≤ Γ ≤ 1. Substituindo a eq. (2.12) na eq. (2.9)
podemos obter os quatro primeiros cumulantes da estat́ıstica de contagem de cargas
transmitidas neste sistema, que são dados por

〈〈n〉〉 = M0

N
∑

j=1

Γj , (2.13)

〈〈n2〉〉 = M0

N
∑

j=1

Γj(1 − Γj), (2.14)

〈〈n3〉〉 = M0

N
∑

j=1

Γj(1 − Γj)(1 − 2Γj), (2.15)

〈〈n4〉〉 = M0

N
∑

j=1

Γj(1 − Γj)(1 − 6Γj + 6Γ2
j). (2.16)
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Figura 2.2: Os gráficos mostram a distribuição de probabilidades de transmissão de
carga, que é dada por uma distribuição binomial, em função da variável aleatória
x, eq. (2.19). À esquerda mantemos M = 25 e variamos a probabilidade de tu-
nelamento Γ. À direita fixamos Γ = 0, 3 e variamos o número de tentativas de
transmissão de carga M.

Outro resultado importante a ser obtido é a distribuição de probabilidades
de cargas transmitidas, eq. (2.11). Substituindo a eq. (2.12) na eq. (2.11) e
supondo que todos os canais abertos têm a mesma probabilidade de tunelamento
pela barreira, podemos escrever que

Pn =

∫ π

−π

dλ

2π
eM0N ln(1+Γ (eiλ−1))−inλ. (2.17)

Neste ponto, podemos usar um método numérico para obter gráficos da função
distribuição de probabilidades. Como estamos interessados no limite semiclássico,
onde temos um grande número de tentativas de transmissão de carga M ≫ 1,
podemos usar a aproximação de ponto de sela e obter um resultado anaĺıtico para a
distribuição de probabilidades [62]:

Tese de Doutorado - Departamento de F́ısica - UFPE



2.2 Teoria de Circuitos 32

P(x) =

√

M
2πx(1 − x)

(1 − x)xM−M

xxM ΓxM (1 − Γ)M−Mx , (2.18)

onde definimos a variável M = M0N que é o número total de tentativas de trans-
missão em um dado tempo T0 de observação e a variável aleatória normalizada
x = n/M que pode ser interpretada como o número de cargas transmitidas por
tentativa. A eq. (2.18) pode ser reescrita na forma de uma distribuição binomial
[63]

P(x) = M
(

M
Mx

)

ΓMx (1 − Γ)M−Mx, (2.19)

cujo gráfico é apresentado na fig. (2.2). Detalhes do método do ponto de sela são
apresentados no apêndice-A. Quando consideramos que os eventos de tunelamento
são muitos raros, ou seja, que a probabilidade de tunelamento é muito pequena,
Γ ≪ 1, a eq. (2.19) pode ser reescrita na forma de uma distribuição de Poisson [64],
dada por

P(x) = M MMx

(Mx)!
e−M, (2.20)

onde o paramentro Γ foi absorvido pelo fator M. É interessante notar que nesse caso
todos os cumulantes de carga da estat́ıstica de contagem são iguais

〈〈

nk
〉〉

= M ≡
MΓ. Esse fato foi comprovado experimentalmente na ref. [7], onde foi medido pela
primeira vez o terceiro cumulante da estat́ıstica de contagem de cargas transmitidas
em uma junção de tunelamento. Essa medida comprova que realmente a distribuição
é do tipo Poisson quando Γ ≪ 1.

Nosso objetivo é analisar a estat́ıstica de contagem de carga para uma ca-
vidade caótica com contatos arbitrários, e portanto teremos que obter sua função
geratriz. Veremos na próxima seção que S(λ) pode ser obtida de uma forma prática
através da teoria de circuitos, sem, necessariamente, termos de calcular a densidade
de autovalores de transmissão.

2.2 Teoria de Circuitos

Há duas maneiras independentes de se construir uma teoria quântica de cir-
cuitos: a versão de Keldysh [65], que utiliza a teoria de funções de Green quase-
clássicas e a versão supersimétrica [26], baseada na estrutura do ponto de sela do
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Figura 2.3: Representação do circuito. Os reservatórios são representados pelos
pontos ou nós nos extremos e seus pseudopotenciais são conhecidos e mantidos
fixos. O nó central representa a cavidade caótica e contém um pseudopotencial θ
desconhecido. Os contatos são as duas linhas que fazem a conexão entre os nós.

modelo sigma não-linear supersimétrico. Nas próximas seções, faremos uma breve
apresentação de cada uma delas.

2.2.1 Teoria matricial

Um dos modelos de grande sucesso na f́ısica mesoscópica é a teoria de circui-
tos proposta por Nazarov [66]. Nessa teoria o formalismo de funções de Green de
Keldysh é usado para descrever a dinâmica eletrônica e o processo de medição no li-
mite semiclássico. Desprezando correções devido a efeitos de interferência, mostra-se
que o formalismo de Keldysh leva a uma equação de difusão matricial com condições
de contorno não triviais. A vantagem deste formalismo é que ao final deste processo
dedutivo é posśıvel definir uma corrente matricial que preserva certas leis de con-
servação.

Utilizando a aproximação de elemento finito podemos construir uma teoria
de circuitos quântica que é baseada na conservação de uma corrente matricial que
passa pelos componentes do circuito que são definidos como: terminais, conectores

e o nó, veja fig. (2.3). A função geratriz de cumulantes S(
−→
λ ) é dada pela soma das

contribuições de cada conector contido no circuito S(
−→
λ) =

∑

ij Sij(λ), onde

Sij(λ) = −T0

2π

∑

ij

∫

dǫTr

[

ln

(

1 +
1

4
Γij

({

Ǧi(ǫ, λ), Ǧj(ǫ, λ)
}

− 2
)

)]

. (2.21)

Para obtermos Sij(λ) precisamos saber quem são as funções de Green Ǧi(ǫ, λ), nos
reservatórios e nos nós. Os reservatórios são descritos pelas seguintes funções de
Green isotrópicas matriciais
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Ǧk =

(

1 − 2fk(ǫ) −2fk(ǫ)e
−iλ

2(fk(ǫ) − 1)eiλ 2fk(ǫ) − 1

)

, (2.22)

onde

fk(ǫ) =
1

e(ǫ−eVk)/kBT + 1
(2.23)

é a função distribuição de Fermi que introduz informações macroscópicas relevantes
sobre o sistema tais como o potencial eletroqúımico e a temperatura na função de
Green matricial. Se os potenciais eletroqúımicos em ambos os reservatórios são
iguais não haverá fluxo de corrente através do ponto quântico. Só haverá fluxo de
corrente quando existir uma ligeira diferença entre os potenciais eletroqúımicos dos
reservatórios, fig. (1.8).

Os conectores são caracterizados por uma corrente matricial que depende da
probabilidade de tunelamento pelas barreiras. Esta corrente pode ser escrita da
seguinte forma

Ǐij =
∑

n

Γij
n

[

Ǧi, Ǧj

]

4 + Γij
n

({

Ǧi, Ǧj

}

− 2
) . (2.24)

A corrente matricial satisfaz uma lei de Kirchhoff quântica nos nós do circuito:

∑

i

Ǐij = 0. (2.25)

Estabelecendo a condição de normalização da teroria quase-clássica, Ǧ2
i = 1, pode-

mos encontrar a função de Green matricial que descreve cada nó através da lei de
conservação acima. Dessa forma, podemos calcular finalmente a função geratriz de
cumulantes através da eq. (2.21).

Aplicações desse procedimento estão apresentados com grandes detalhes nas
refs. [5, 13, 45]. Agora daremos atenção à teoria de circuitos escalar onde analisare-
mos a densidade de autovalores de transmissão de cavidades caóticas e estudaremos
a recente proposta de uma transição quântica nestes sistemas [42].

2.3 Teoria de Circuitos Escalar

Como a teoria matricial é deduzida de um modelo quase-clássico, o cálculo
exato da corrente matricial nos conectores apresenta dificuldades relacionadas à
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perda de validade das equações de transporte na proximidade das fronteiras e inter-
faces, onde os efeitos quânticos tornam-se dominantes. Isso implica que o uso desse
modelo em alguns sistemas torna-se injustificável. A solução para esse problema foi
dada por Macêdo [26] após formular a teoria de circuito escalar a partir do ponto
de sela do modelo sigma não-linear supersimétrico.

A aproximação de ponto de sela do modelo sigma não-linear supersimétrico
absorve toda informação semiclássica relevante sem a necessidade de hipóteses adi-
cionais para realizar a média sobre a dinâmica caótica do sistema mesoscópico,
retirando assim qualquer ambigüidade sobre os limites de aplicação da teoria.

No limite semiclássico que é definido por um grande número de canais aber-
tos, N ≫ 1, a teoria de circuitos escalar é bastante conveniente para acessar in-
formações contidas na densidade de autovalores de transmissão, ou melhor, a es-
tat́ıstica de contagem de carga. Novamente podemos considerar a aproximação de
elemento finito de forma que o circuito possa ser decomposto em terminais, conec-
tores e nós. Os conectores são submetidos a uma pseudocorrente dada por

I(φ) = sin(φ)F (φ); F (φ) =

∫ 1

0

dτ
ρ(τ)τ

1 − τ sin2(φ/2)
. (2.26)

Tal que os pseudospotenciais, φ, nos reservatórios são conhecidos e mantidos fixos,
como podemos ver na fig. (2.3). A pseudocorrente satisfaz à seguinte lei de Kirchhoff
quântica nos nós

I(φ) = I1(φ − θ1) = I2(θ1 − θ2) = · · · = Im(θm−1) (2.27)

onde m é o número de conectores e m − 1 é o número de nós que representam as
cavidades caóticas no circuito. A partir da lei de conservação da pseudocorrente po-
demos encontrar o pseudopotencial nos nós do circuito. A relação corrente-voltagem
contendo a informação sobre a probabilidade de tunelamento das barreiras é dada
por

Ij(φ) =

Nj
∑

i=1

2Γ
(i)
j tan(φ/2)

1 + (1 − Γ
(i)
j ) tan2(φ/2)

, (2.28)

onde Γ
(i)
j e Nj são o coeficiente de transmissão do canal i da barreira e o número

total de canais abertos no conector j, respectivamente.

2.3.1 Conexão com estat́ıstica de contagem
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A pseudocorrente pode ser usada para calcular os cumulantes da estat́ıstica
de contagem de carga, pois há uma relação direta entre ela e a função greratriz S(λ),
eq. (2.7). Para chegarmos a essa relação vamos definir a função auxiliar

g(ε) ≡ −i
∂S(λ)

∂λ

∣

∣

∣

∣

eiλ=1−ε2

=

∫ 1

0

dτ
(1 − ε2)ρ(τ)τ

1 − ε2τ
. (2.29)

Esta função auxiliar foi primeiramente utilizada na ref. [51] e estabelece uma ex-
tensão interessante do domı́nio de validade do modelo sigma para incorporar a região
de fraca interação Coulombiana no limite semiclássico. Das eqs. (2.7), (2.26) e
(2.29), percebemos que a função g(ε) pode ser constrúıda diretamente da pseudo-
corrente

g(ε) = (1 − ε2)F (φ)
∣

∣

sin(φ/2)=ε
, (2.30)

ou seja,

g(ε) =

√
1 − ε2

2ε
I(φ)

∣

∣

∣

∣

sin(φ/2)=ε

. (2.31)

Através das eqs. (2.29) e (2.31) podemos encontrar uma relação direta entre a
pseudocorrente e a função geratriz dada por

I(φ) ≡ −2
∂

∂φ
S(λ)

∣

∣

∣

∣

eiλ=cos2(φ/2)

. (2.32)

Fazendo uso da eq. (2.9) e das mudanças de variáveis apropriadas podemos
obter os cumulantes da estat́ıstica de contagem de carga diretamente da função
auxiliar através da relação

〈〈nl+1〉〉 = M0

(

ε2 − 1

2ε

d

dε

)l

g(ε)

∣

∣

∣

∣

∣

ε=0

. (2.33)

Invertendo a eq. (2.29), podemos escrever a função geratriz de cumulantes
como a integral de g(ε):

S(λ) = i

∫ λ

0

dλ′g(ε)

∣

∣

∣

∣

ε2=1−eiλ′

. (2.34)
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Deste modo, estabelecemos uma conexão direta entre a estat́ıstica de conta-
gem e a teoria de circuito escalar. No caṕıtulo 3, faremos diversas aplicações deste
método para estudar a estat́ıstica de contagem de uma cavidade caótica com barrei-
ras arbitrárias. Antes vamos entender como abordar esse mesmo sistema via teoria
de circuitos e analisar como a emergência de modos de Fabry-Perot na cavidade
afeta a densidade de autovalores de transmissão.

2.3.2 Cavidade caótica com barreiras arbitrárias

O caso de interesse nesta tese está esquematizado na fig. (2.3) onde os canais
abertos de cada conector têm a mesma probabilidade de tunelamento pela barreira.
A eq. (2.28) pode ser reescrita como

Ij(φ) =
2NjΓj tan(φ/2)

1 + (1 − Γj) tan2(φ/2)
, j = 1, 2. (2.35)

A lei de conservação da pseudocorrente dada pela eq. (2.27) simplifica-se da seguinte
forma quando fazemos m = 2

I(φ) = I1(φ − θ) = I2(θ). (2.36)

Substituindo a eq. (2.35) na eq. (2.36) temos que

2N1Γ1 tan(φ/2 − θ/2)

1 + (1 − Γ1) tan2(φ/2 − θ/2)
=

2N2Γ2 tan(θ/2)

1 + (1 − Γ2) tan2(θ/2)
. (2.37)

Introduzindo as novas variáveis ξ = tan θ/2 e η = tan φ/2 que estão relacionadas com
os pseudopotenciais no nó e nos reservatórios respectivamente, podemos reescrever
a eq. (2.37) na forma de um polinômio de quarta ordem

N1Γ1(1 − Γ2)ηξ4 + [N1Γ1 + N2Γ2 − (N1 + N2)Γ1Γ2

+ η2(N1Γ1Γ2 + N2Γ2 − N1Γ1)]ξ
3 + (N1 + 2N2)Γ1Γ2ηξ2

+ [N1Γ1 + N2Γ2 − η2(N1Γ1 − N2Γ2 + N2Γ1Γ2)]ξ − N1Γ1η = 0. (2.38)

A solução f́ısica desta equação, denotada por ξsol, determina a relação corrente-
voltagem da cavidade caótica, ou seja

I(φ) =
2N2Γ2ξsol

1 + (1 − Γ2)ξ2
sol

, (2.39)
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Vimos até aqui que o problema se resume em encontrar a correta solução
f́ısica de uma equação polinomial de quarta ordem. Obtido o valor de ξsol podemos
calcular a pseudocorrente e assim obter a função geratriz de cumulantes S(λ) usando
as eqs. (2.31) e (2.34).

2.3.3 Densidade de autovalores de transmissão e densidade

de ressonâncias de Fabry-Perot

Um importante conceito da teoria de transporte em cavidades caóticas aber-
tas é a densidade de autovalores de transmissão definida por ρ(τ) =

∑N
j=1 〈δ(τ − τj)〉.

Esta grandeza contém toda informação relevante para calcularmos a média de ob-
serváveis de transporte como a condutância e a potência do rúıdo de disparo ou
qualquer momento da estat́ıstica de contagem, veja eq. (2.7). Uma análise com-
pleta de ρ(τ) todavia não é trivial.

No limite semiclássico, definido por um grande número de canais abertos,
a função distribuição de probabilidade do sistema adquire uma forma gaussiana e
o valor médio obtido neste limite para a densidade de autovalores de transmissão
fornece toda a informação estat́ıstica que necessitamos. Neste limite ρ(τ) exibe
uma caracteŕıstica muito peculiar: há uma singularidade para τ = 1 que sinaliza
a formação de ressonâncias de Fabry-Perot dentro da cavidade caótica devido a
múltiplas reflexões nos contatos como hav́ıamos discutido na seção 1.2.

Um estudo detalhado deste fenômeno foi apresentado na ref. [42] que de-
monstrou que os modos de Fabry-Perot, identificados como uma singularidade do
tipo inverso de raiz quadrada na densidade de autovalores, podem ser usados como
um parâmetro de ordem de uma transição quântica de segunda ordem, simples-
mente variando a intensidade das barreiras de transmissão. Nesta seção, vamos
fazer um apanhado geral desses resultados. Inicialmente vamos fazer uma mudança
de variáveis de forma a introduzir uma nova pseudocorrente por motivos de con-
veniência matemática:

K(x) =
i

2
I(−2ix). (2.40)

Então podemos escrever a nova lei de conservação para a cavidade caótica
com barreiras arbitrárias da seguinte forma

K(x) = K1(x − y) = K2(y), (2.41)
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onde y é a fase no nó associado ao pseudopotencial θ na eq. (2.36), nessa nova
representação. Finalmente podemos escrever da eq. (2.35) que

Kj(x) =
Nj sinh(2x)

cosh(2x) + cosh(αj)
, (2.42)

onde definimos Γj = sech2(αj/2). A partir dessa pseudocorrente podemos definir a
densidade média de autovalores x no limite semiclássico por

ν(x) =
2

π
ℑm

(

K(x + iπ/2 − i0+)
)

. (2.43)

A densidade de autovalores de transmissão ρ(τ) pode ser obtida diretamente de ν(x)
pela seguinte relação

ρ(τ) =
ν
(

cosh−1(1/
√

τ )
)

2τ
√

1 − τ
, (2.44)

ou seja, τ = sech2(x).
O intuito de introduzirmos ν(x) é que quando fazemos τ = 1, ou seja, x = 0

esta função não diverge como ocorre com ρ(τ). Para maiores detalhes veja a ref.[42].

Cavidade caótica com barreiras simétricas

Para entendermos melhor o problema vamos analisar, como exemplo, o caso
de barreiras simétricas Γ1 = Γ2 = Γ = sech2(α/2) e N1 = N2 = N . Utilizando
a lei de conservação e a fórmula da pseudocorrente obtemos o seguinte produto de
equações de segunda ordem.

(

ηξ2 − 2ξ2 + η
) (

(1 − Γ)ξ2 + Γηξ − 1
)

= 0, (2.45)

onde ξ = tanh(y) e η = tanh(x). A raiz f́ısica é obtida da primeira equação de
segundo grau e é dada por

ξsol =
1 −

√

1 − η2

η2
. (2.46)

Substituindo a raiz f́ısica na eq. (2.42) e após alguns procedimentos de álgebra
encontramos a pseudocorrente

K(x) =
NΓ sinh(x)

2 − Γ + Γ cosh(x)
. (2.47)
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A densidade média de ńıveis, eq. (2.43), obtida utilizando a pseudocorrente acima
é dada por

ν(x) =
2N

π

Γ(2 − Γ) cosh(x)

4(1 − Γ) + Γ2 cosh2(x)
. (2.48)

A densidade de autovalores de transmissão, eq. (2.44), é finalmente dada por

ρ(τ) =
NΓ(2 − Γ)

π(Γ2 − 4Γτ + 4τ)
√

τ(1 − τ)
. (2.49)

Como mais um exemplo, podemos analisar os resultados para o caso de
junções de tunelamento, meramente considerando que Γ ≪ 1 nas eqs. (2.48) e
(2.49), então obtemos

ν(x) =
NΓ cosh(x)

π
(2.50)

e

ρ(τ) =
NΓ

2πτ
√

τ(1 − τ)
. (2.51)

Podemos ver claramente que as eqs. (2.49) e (2.51) divergem quando fazemos
τ = 1, como já falamos, isto sinaliza a formação de modos de Fabry-Perot na
cavidade. Então é interessante avaliarmos as eqs. (2.48) e (2.50) no limite x = 0.
Neste caso a função ν(0) permanece finita, podendo ser escrita com

ν(0) =
2NΓ

π(2 − Γ)
, (2.52)

para o caso de barreiras simétricas e

ν(0) =
NΓ

π
, (2.53)

para junções de tunelamento.
Com isso podemos interpretar ν(0) como sendo a densidade de ressonâncias

de Fabry-Perot dentro da cavidade caótica. Note que a densidade de ressonâncias
atinge seu máximo quando fazemos Γ = 1 no caso de barreiras simétricas eq. (2.52).
Outro fato interessante é que tomando o limite Γ → 0 na eq. (2.53), que é conhecido
como limite opaco [15], mas mantendo o produto NΓ finito (isto é posśıvel fazendo
N → ∞), há ainda formações de ressonâncias dentro da cavidade caótica. Este fato
acontece, pois o sistema continua tendo uma condutância finita neste limite.
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Figura 2.4: Diagrama ilustrando as linhas que separam as regiões de transporte
como função das probabilidades de tunelamento. As linhas pontilhadas mostram o
caso em que Γ1 = 1 e que há a transição no ponto em que Γ2 = 0.5. Outro caso
mais geral, fazemos Γ1 = 0.4 e a transição ocorre nos pontos em que Γ2 ≈ 0.28 e
Γ2 ≈ 0.67.
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2.3.4 Transição quântica

Como vimos na seção 2.3.2, no limite semiclássico podemos obter a densidade
de autovalores de transmissão a partir de uma equação de quarta ordem. Esta
equação contém dois tipos de parâmetros relevantes: a probabilidade de tunelamento
pelas barreiras de transmissão e o número de canais abertos nos guias.

Na seção 2.3.3, mostramos como proceder para calcular ν(0) no caso de bar-
reiras simétricas. Se seguirmos o mesmo procedimento é posśıvel obter uma ex-
pressão geral para a densidade de ressonâncias de Fabry-Perot quando N1 = N2 = N .
Este resultado pode ser encontrando na ref. [42] e é dado por

ν(0) =
2NΓ

π
ℜe

(

√

(Γ1Γ2)2 − (Γ1 − Γ2)2)

Γ1 + Γ2 − Γ1Γ2

)

. (2.54)

Podemos gerar um gráfico Γ1×Γ2 que define três regiões de transporte distin-
tas que dependem da razão dos coeficientes de transmissão das barreiras separadas
pelas linhas onde ocorrem as transições, veja fig. (2.4). Foi mostrado que esse regime
pode ser entendido como uma transição de fase de segunda ordem. A transição é
associada à formação de modos de Fabry-Perot entre as barreiras devido à singula-
ridade de inverso de raiz quadrada na densidade de autovalores de transmissão.

Uma medição direta da densidade de autovalores de transmissão ou da den-
sidade de ressonâncias de Fabry-Perot não é posśıvel, dificultado assim uma prova
experimental desta transição. Uma das grandezas que é medida experimentalmente
com certa frequência e qualidade é a distribuição de probabilidade de transmissão
de carga, eq. (2.11), que por sua vez pode ser obtida da função geratriz, S(λ), que
contém toda a informação relevante sobre a estat́ıstica de contagem, e que pode
ser calculada diretamente de ρ(τ), veja eq. (2.7). No caṕıtulo 3, mostraremos que
realmente a distribuição de probabilidades apresenta um sinal claro da transição
quântica na região de eventos raros, ou seja, nas caudas da distribuição.

2.3.5 Conexão com teoria de matrizes aleatórias

Uma das nossas contribuições nesse campo foi o cálculo da densidade de auto-
valores de trasmissão via análise diagramática para integração sobre o grupo unitário
no caso de barreiras assimétricas, podendo assim fazer uma direta comparação com
a teoria de circuitos escalar ref. [67, 68]. Este resultado foi importante, pois mostrou
pela primeira vez que a aproximação do ponto de sela do modelo sigma não-linear
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supersimétrico absorve toda a informação relevante contida nos diagramas gerados
pela teoria de matrizes aleatórias.

Matematicamente, o que conseguimos mostrar é que a análise diagramática
descreve a cavidade caótica através de um sistema algébrico não-linear acoplado de
quarta ordem, dado por

(1 − Γ1) Γ2β1β
3
2α +

[(

α2Γ1Γ2 + (2Γ1 − 1) Γ2 − Γ1

)

β1 − (1 + Γ1) Γ2α
]

β2
2+

[

(Γ1 − 2Γ1Γ2) αβ1 + α2Γ1Γ2 + Γ1 + Γ2

]

β2 − αΓ1 = 0, (2.55)

e

(1 − Γ2) Γ1β2β
3
1α +

[(

α2Γ1Γ2 + (2Γ2 − 1) Γ1 − Γ2

)

β2 − (1 + Γ2) Γ1α
]

β2
1+

[

(Γ2 − 2Γ1Γ2) αβ2 + α2Γ1Γ2 + Γ1 + Γ2

]

β1 − αΓ2 = 0. (2.56)

onde α = 1/z. A densidade de autovalores de transmissão é obtida através da
relação

ρ(τ) = −1

π
Im(f1(τ + i0+)) = −1

π
Im(f2(τ + i0+)), (2.57)

onde as funções f1 e f2 são obtidas da solução f́ısica das eqs. (2.55) e (2.56), podendo
ser escritas como

f1(z) = α2N

[

1 − αΓ2β2

1 − (1 − Γ2)β1β2

]−1

(2.58)

e

f2(z) = α2N

[

1 − αΓ1β1

1 − (1 − Γ1)β1β2

]−1

. (2.59)

Uma aplicação simples seria o caso de junções de tunelamento. Nesse caso o
sistema algébrico não-linear se simplifica em duas equações de segunda ordem dadas
por

β2
2αΓ2 − β2(Γ1 + Γ2) + αΓ1 = 0

β2
1αΓ1 − β1(Γ1 + Γ2) + αΓ2 = 0, (2.60)

juntamente com

f1(z) = α2N

[

1 − αΓ2β2

1 − β1β2

]−1

(2.61)

e

f2(z) = α2N

[

1 − αΓ1β1

1 − β1β2

]−1

. (2.62)
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As ráızes da eq. (2.60) são

β1 =
Γ1 + Γ2

2αΓ1

(

1 +
√

1 − α2τ0

)

(2.63)

e

β2 =
Γ1 + Γ2

2αΓ2

(

1 +
√

1 − α2τ0

)

, (2.64)

onde τ0 = 4Γ1Γ2/(Γ1 +Γ2)
2. Com essas ráızes conclúımos que f1(z) = f(z) = f2(z),

onde

f(z) =
N

z

[

(Γ1 + Γ2)
√

z(z − τ0)

(Γ1 + Γ2)
√

z(z − τ0) − Γ1Γ2

]

, (2.65)

ou seja

f(z) =
N

z

[

1 +
Γ1Γ2

(Γ1 + Γ2)
√

z(z − τ0)

]

, (2.66)

Substituindo esta equação em (2.57), obtemos

ρ(τ) =
NΓ1Γ2

π(Γ1 + Γ2)

1

τ 3/2
√

τ0 − τ)
, 0 < τ < τ0. (2.67)

que está de acordo com o resultado obtido na eq. (2.51) quando Γ1 = Γ2 = Γ.
Substituindo a eq. (2.67) na eq. (2.44) obtemos a densidade média de ńıveis:

ν(x) =
2NΓ1Γ2

π(Γ1 + Γ2)

sinh(x)
√

tanh2(x) − tanh2(x0)
, x0 < x, (2.68)

onde x0 = |Γ1 − Γ2|/(Γ1 + Γ2). Tomando o limite de x −→ 0 encontramos a
densidade de ressonâncias de Fabry-Perot dentro da cavidade caótica: ν(0) = NΓ/π
se Γ1 = Γ2 = Γ ou ν(0) = 0 se Γ1 6= Γ2

O resultado mais importante é que podemos escrever f1(z) = f2(z) = f(z)
em função da pseudocorrente I(φ) quando o número de canais dos guias é simétrico
N1 = N2 = N , onde

f(z) =
1

z

(

N +
I(φ)

2
√

z − 1

) ∣

∣

∣

∣

sen(φ/2)=1/
√

z

. (2.69)

Na forma invertida, obtemos a pseudocorrente I(φ), em função de f(z)

I(φ) = 2
√

z − 1

(

zf(z) − N

)∣

∣

∣

∣

z=sin−2(φ/2)

. (2.70)
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Figura 2.5: Nesta figura mostramos um circuito com uma amostra mesoscópica em
série com uma resistência de impedância z0. À esquerda mantemos a diferença de
potencial V0 fixa de forma que corrente I possa flutuar, à direita a corrente I0 = V0/z0

é mantida fixa de forma que a voltagem δV possa flutuar.

Neste ponto, podemos obter a função geratriz de cumulantes S(λ) através da
teoria de matrizes aleatórias utilizando os procedimentos mencionados. Esta relação
mostra uma concordância completa entre essas teorias na obtenção da estat́ıstica de
contagem, levando a crer que é posśıvel obter uma prova mais geral da equivalência
entre elas.

Motivados por este trabalho os autores da ref. [69] fizeram um mapeamento
completo entre a teoria de matrizes aleatórias e modelo sigma não linear. Além disso,
mostraram que na aproximação de ponto de sela, derivado do prinćıpio variacional
da ação supersimétrica, pode-se obter a teoria de circuitos de Nazarov para o caso
de dois terminais, comprovando a equivalência destes três modelos.

2.4 Ambiente Eletromagnético Linear

Até o momento, estávamos desconsiderando qualquer influência do circuito
eletromagnético que é acoplado à amostra mesoscópica durante um procedimento
experimental. Desconsiderar este efeito durante um experimento nem sempre é
justificável, principalmente em se tratando de cumulantes de maior ordem.

Para entender melhor o problema vamos primeiramente considerar um cir-
cuito composto de uma amostra conectado em série a uma resistência com im-
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pedância z(w), ou seja no limite de baixa freqüência w ≪ max(eV, kBT )/~, veja fig.
(2.5). A impedância faz o papel do circuito eletromagnético acoplado à amostra de
modo que possamos analisar dois regimes distintos. No primeiro regime aplicamos
uma diferença de potencial V0 fixa e deixamos a corrente que atravessa o circuito δI
flutuar com o tempo. Pelas leis de Kirchhoff [70] temos que a soma das diferenças
de potencial entre os nós do circuito é igual a V0, com isso podemos escrever que

V0 =
δI

g
+ z0δI, δI =

gV0

1 + z0g
, (2.71)

onde g e z0 são a condutância da amostra e a impedância a baixa frequência do
circuito eletromagnético, respectivamente. A corrente δI que atravessa a amostra
tem sua magnitude suprimida por um fator 1+z0g. É importante notar que quando
fazemos z0 → 0 eliminamos o ambiente eletromagnético de forma que δI = gV0.
Outro modo de analisar o problema é fixando a corrente I0 = V0/z0 e deixando a
voltagem δV flutuar, deste modo podemos escrever que

V0 = δV + z0gδV, δV =
V0

1 + z0g
=

I0

g + g0
, (2.72)

onde g0 = 1/z0. Quando fazemos z0 → ∞ eliminanos o ambiente eletromagnético
e obtemos δV = I0/g. Podemos concluir que no regime de voltagem fixa, z0g ≪ 1,
enquanto no regime de corrente fixa, z0g ≫ 1.

Usando o método de Langevin, Blanter e Büttiker [35] mostraram que os
rúıdos das flutuações de corrente e voltagem de uma amostra mesoscópica em ambos
os regimes sofrem apenas um escalonamento no denominador, de forma que

〈

δI2
〉

=
S

(1 + z0g)2
,

〈

δV 2
〉

=
S

(g + g0)2
, (2.73)

Pelo teorema dissipação-flutuação no limite de baixas freqüências podemos escrever
que S = 4kBTg, sendo S a flutuação da corrente do circuito na ausência do ambiente
eletromagnético. Fazendo os limites de z0 → 0 na equação à esquerda e z0 → ∞ na
equação à direita encontramos as relações de Nyquist [34] dadas por 〈δI2〉 = 4kBTg e
〈δV 2〉 = 4kBT/g respectivamente. Esse fato nos leva a acreditar que as flutuações de
maior ordem também seguiriam uma regra simples de escalonamento, mas resultados
téoricos e experimentais comprovaram que esta idéia está equivocada [52, 62].

Os autores da ref. [56] foram os primeiros a medir o terceiro cumulante
da estat́ıstica de contagem de tentativas de transmissão de carga para uma junção
de tunelamento conectado a um circuito eletromagnético. Os dados experimentais
foram confrontados com os teóricos no regime de corrente fixa, escalonando o terceiro
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Figura 2.6: A linha cont́ınua se refere aos resultados experimentais do terceiro cu-
mulante da estat́ıstica de contagem de tentativas de transmissão de carga quando
a junção de tunelamento está em série com uma resistência de impedância R0. A
linha (“voltage bias”) se refere ao resultado teórico do terceiro cumulante de volta-
gem escalonado por um fator de (g + g0)

−3 sem levar em conta as outras correções
que aparecem devido ao ambiente eletromagnético. Por fim, vemos que quando as
correções devido ao ambiente eletromagnético são levadas em conta os resultados
batem com os experimentais (linha tracejada), este fato vai ser analisado na seção
3.5. Esta figura foi tirada da ref. [12].

cumulante de tentativas de transmissão de carga por um fator de (g + g0)
−3. Os

resultados não coincidiram como podemos ver na fig. (2.6). Esse fato mostra que
para o terceiro cumulante em diante a análise teórica é mais sofisticada fazendo-
se necessário um estudo mais detalhado sobre sistemas mesoscópicos conectados a
circuitos eletromagnéticos.

Os dados experimentais mostraram que o terceiro cumulante de uma junção
de tunelamento além de sofrer o escalonamento (g+g0)

−3 também sofre uma grande
influência do rúıdo de disparo no limite de baixas frequências e baixas temperaturas
onde este é intenso fig. (2.6), veja também seção 3.5. Essa quebra no escalonamento
é uma caracteŕıstica dos cumulantes de maior ordem e não pode ser explicada através
da teoria de circuitos clássica. Esse fato mostra a riqueza de fenômenos mensuráveis
que podem aparecer quando estudamos a estat́ıstica de contagem completamente.

O estudo detalhado da influência de um ambiente eletromagnético linear so-
bre os cumulantes da estat́ıstica de contagem foi realizada na ref. [71]. Os autores
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utilizaram uma teoria de campo constrúıda a partir do funcional de influência de
Feynman-Vernon com a ação de Keldysh em tempo real. Os campos são represen-
tados pela fase φ(t), de modo que φ̇(t) = (e/~)V (t) e o ambiente eletromagnético
linear é descrito por um conjunto de bósons não-interagentes também conhecido com
modelo de Caldeira-Leggett [72].

O modelo é bastante geral e dif́ıcil de ser tratado, pois a teoria de campo é
não-linear e não-local no tempo. Esta não-linearidade vem exatamente do sistema
mesoscópico a ser analisado. Contudo, no limite de baixas freqüências, w → 0, o
modelo torna-se local no tempo e a integral funcional pode ser calculada na apro-
ximação do ponto de sela. Ao tomarmos o logaritimo do funcional de influência este
passa a ser a função geratriz de cumulantes da estat́ıstica de contagem. Outro fato
importante é que podemos escrever o funcional de influência como uma convolução
dos funcionais para cada conector independentemente. Esta lei de convolução tem
uma interpretação muito importante, pois pode ser entendida como uma extensão
da lei de conservação de corrente nos nós do circuito. Além disso, a teoria de campo
na aproximação do ponto de sela está associada à contribuição semiclássica, ou seja,
quando desprezamos correções advindas do efeito de interferência. O estudo desta
teoria no limite de altas frequências foi realizado na ref. [73].

Segundo a ref. [74], o circuito eletromagnético que é conectado à amostra
mesoscópica é representado pela impedância em série z0, como na fig. (2.5). No
limite de baixas frequências e tomando a aproximação do ponto de sela, pode-se
obter a função geratriz média de cumulantes de carga. Esta por sua vez pode ser
escrita em nossa notação da seguinte forma

Φ(λ) =
M0

z0

(

σ(λ) − iλ
)

, σ + z0S(−iσ) = iλ, (2.74)

Vamos tomar o limite z0 → 0 na eq. (2.74). O resultado é Φ(λ) = −M0S(λ), a
função geratriz obtida corresponde a eq. (2.6) estudada na seção 2.1.

Neste ponto, é importante ressaltar que estamos trabalhando com três escalas
de tempo relevantes: a primeira emerge claramente do limite de baixas frequências,
que é ~/ max(eV, kBT ); a segundo é o tempo-RC e é originada do circuito eletro-
magnético; por fim temos o tempo de transferência de carga através do condutor
mesoscópico e/δI. Como as flutuações de corrente e voltagem são muito lentas,
comparadas com essas escalas, as medições não são afetadas.

Existe uma relação simples entre a eq. (2.74) e a função geratriz média de
cumulantes de tentativas de transmissão de carga dada por

G(λ) = g0M0ζ(λ), g0ζ + S(−iζ) = −iλ, (2.75)
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onde g0 foi definido anteriormente como sendo g0 = 1/z0. No limite de z0 → ∞
(g0 → 0) podemos obter que

G(λ) = iN0S
−1(−iλ), (2.76)

a qual é a função geratriz de cumulantes quando a amostra está desacoplada do
circuito eletromagnético e N0 = IT0/e é o número de cargas transferidas em um
intervalo de tempo T0 de observação. Um importante fato da eq. (2.76) é que ela
é obtida diretamente da inversa de função geratriz S(λ) definida na eq. (2.34).
Definindo a função caracteŕıstica média de tentativas de transmissão de carga como
ln(χ(λ)) = −G(λ), podemos usar a transformada de Fourier para obter a distribuição
de probabilidade de tentativas de transmissão, seguindo os passos realizados na seção
2.1, de forma que

Pm =

∫ π

−π

dλ

2π
χ(λ) e−imλ. (2.77)

Os cumulantes de tentativas de transmissão de carga pode ser obtidos simplesmente
derivando a função geratriz G(λ), similarmente a eq. (2.9):

〈〈mk〉〉 = −dkG(λ)

d(iλ)k

∣

∣

∣

∣

λ=0

= −iN0
dkS−1(−iλ)

d(iλ)k

∣

∣

∣

∣

λ=0

. (2.78)

Da eq. (2.76) conclúımos que se sabemos S(λ) podemos obter tanto a estat́ıstica
de contagem de cargas transmitidas quanto de tentativas de transmissão de carga.
Neste ponto, é conveniente fazermos uma comparação entre as flutuações de carga
transmitida e de tentativas de transmissão de carga. No caṕıtulo 3, iremos estudar
completamente a estat́ıstica de contagem de uma cavidade caótica com barreiras ar-
bitrárias e discutir as caracteŕısticas de suas distribuições de probabilidade. Também
veremos como seus cumulantes são afetados por um circuito eletromagnético externo.
Antes, porém, é interessante analisarmos como exemplo as flutuações de tentativas
de transmissão de carga de uma barreira de tunelamento.

2.4.1 Flutuações de tentativas de transmissão de carga em

uma barreira de tunelamento

Na seção 2.1.1, obtivemos as flutuações de carga para este modelo. Agora vamos
analisar o mesmo sistema no regime de corrente fixa. Para iniciar o problema lem-
bramos que a função geratriz S(λ) para este modelo é dada pela eq. (2.12). Segundo
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Figura 2.7: Os gráficos mostram a distribuição de probabilidade de tentativas de
transmissão de carga, que é dada por uma distribuição de Pascal, em função da
variável aleatória y, eq. (2.85). À esquerda mantemos N0 = 25 e variamos a
probabilidade de tunelamento Γ, já à direita fixamos Γ = 0, 3 e variamos o número
de cargas transmitidas N0.

a eq. (2.76) precisamos obter a função geratriz inversa S−1(−iλ), que neste caso é
dada por

S−1(λ) = −i ln(1 +
1

Γ
(eλ/N − 1)), (2.79)

Substituindo a eq. (2.79) na eq. (2.78) obtemos os quatro primeiros cumulantes da
estat́ıstica de contagem de tentativas de transmissão de carga, dados por
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〈〈m〉〉 =
N0

NΓ
, (2.80)

〈〈m2〉〉 =
N0(1 − Γ)

N2Γ2
, (2.81)

〈〈m3〉〉 =
N0(1 − Γ)(2 − Γ)

N3Γ3
, (2.82)

〈〈m4〉〉 =
N0(1 − Γ)(6 − 6Γ + Γ2)

N4Γ4
. (2.83)

A distribuição de probabilidade das tentativas de transmissão pode ser obtida usando
a eq. (2.77) e a eq. (2.79). Dado que estamos interessados no limite semiclássico,
onde temos um grande número de cargas trasmitidas N0 ≫ 1, podemos usar a
aproximação de ponto de sela. O resultado obtido é dado por

P(y) =

√

N0

2πy(y − 1)

yyN0

(y − 1)y−N0

ΓN0(1 − Γ)yN0−N0 , (2.84)

onde 1 ≤ y < ∞ é a variável aleatória normalizada que esta relacionada com o
número de tentativas de transmissão. A eq. (2.84) pode ser reescrita na forma de
uma distribuição de Pascal ou distribuição binomial negativa [75] da seguinte forma

P(y) = N0

(

yN0 − 1
N0 − 1

)

ΓN0 (1 − Γ)yN0−N0 . (2.85)

Na fig. (2.7) mostramos o comportamento da distribuição de Pascal. Mais detalhes
estão apresentados no apêndice A. No limite de junções de tunelamento Γ ≪ 1 esta
equação se simplifica na seguinte fórmula

P(y) =

√

N0

2π
yN0−1 eN0(1−y), (2.86)

que é denominada de distribuição de chi quadrado [76]. Estes resultados foram
obtidos primeiramente na ref. [71].
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Caṕıtulo 3

Dualidade Corrente-Voltagem

Da eletrodinâmica clássica, sabemos que ao aplicarmos uma diferença de
potencial V nas extremidades de um fio, este gerará uma corrente I linearmente
proporcional ao potencial aplicado. Esta relação é dada pela lei de Ohm, V = RI,
onde R é a resistência do fio. Pela interpretação clássica essas duas grandezas são
comutativas, ou seja, não existe nenhuma restrição que nos próıba saber exatamente
o valor de ambas ao mesmo tempo.

Quando quantizamos a corrente e a voltagem, devemos reinterpretar I e
V na forma de operadores, que têm como caracteŕıstica fundamental serem não-
comutativos. Para entendermos melhor o problema, podemos relacionar a corrente
com a carga transmitida pelo sistema mesoscópico, q0 =

∫ T0

0
I(t)dt, e a voltagem com

a fase acumulada, ϕ0 = (e/~)
∫ T0

0
V (t)dt , onde T0 é o tempo de observação. Estas

grandezas tornam-se operadores que satisfazem à seguinte relação de comutação [12]:

[ϕ0, q0] = i e. (3.1)

Esta relação trás à tona o prinćıpio de incerteza de Heisenberg, ou seja, se temos
toda informação acesśıvel sobre a carga transmitida através do sistema não sabemos
nada sobre a fase acumulada e vice versa. Podemos fazer uma analogia com os
operadores momento p e posição x do oscilador harmônico quântico que também
satisfazem uma relação não-comutativa [p, x] = i~ [77].

A dualidade corrente-voltagem, eq. (3.1), é uma caracteŕıstica intŕınseca de
sistemas quânticos e é a origem da dificuldade de tratarmos sistemas com corrente
fixa através do formalismo Landauer-Büttiker, pois não há nenhuma relação direta
entre observáveis e parâmetros do modelo. Contudo, como vimos na seção 2.4, este
problema foi contornado usando-se uma abordagem de teoria de campo, que levou
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a uma relação entre a função geratriz de cargas transmitidas e a de tentativas de
transmissão de carga, ambas sendo obtidas da função geratriz, S(λ), definida na eq.
(2.34) através da teoria de circuitos.

Neste caṕıtulo analisamos a estat́ıstica de contagem de cargas transmitidas
e de tentativas de transmissão de cargas em uma cavidade caótica com barreiras
arbitrárias. Obtemos expressões exatas para as distribuições de probabilidade no
limite de barreiras simétricas e junções de tunelamento. Além disso, mostramos que
as distribuições de probabilidade de carga apresentam um sinal claro da transição
quântica devido a formação de modos de Fabry-Perot discutida na seção 2.3.3. Por
último analisamos a influência do circuito eletromagnético sobre os cumulantes de
cargas transmitidas e de tentativas de transmissão de carga encontrando uma simples
regra de dualidade entre eles. Estes resultados foram publicados na ref. [78].

3.1 Condutor com Voltagem Fixa

Em condutores com voltagem fixa, os elétrons são injetados no sistema com
uma freqüência eV/h e são transmitidos a uma taxa variável de I(t)/e, veja fig.
(2.1). O número n de elétrons transmitidos em um intervalo de tempo T0 é definido
como:

n =

∫ T0

0

dt
I(t)

e
,

onde n é uma variável aleatória com distribuição de probabilidade Pn, e a função
geratriz de cumulantes é definida pela celebrada fórmula de Levitov-Lesovik da es-
tat́ıstica de contagem, eq.(2.4).

A eq. (2.4) contém a informação necessária sobre a estat́ıstica de contagem,
em particular a distribuição de probabilidades de carga é obtida desta grandeza
através da relação

Pn({τ}) =

∫ π

−π

dλ

2π
e−Φ(λ;{τ})−inλ. (3.2)

Note que as eqs. (2.1) e (3.2) dependem parametricamente do conjunto de auto-
valores de transmissão, {τi; i = 1, .., N}, que são responsáveis pelo pin-code dos
condutores mesoscópicos [74]. Quando tratamos sistemas com dinâmica caótica ou
que possuam impurezas que acarretem espalhamentos, estes autovalores de trans-
missão tornam-se variáveis aleatórias dependentes das caracteŕısticas intŕınsecas da
amostra em questão. Utilizando-se da teoria de matrizes aleatórias é posśıvel obter
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a distribuição conjunta dos autovalores de transmissão para cavidades caóticas no
regime ergódico.

Procedendo da mesma maneira que na seção 2.1, podemos obter a média
sobre a distribuição de probabilidades de carga da estat́ıstica de contagem

Pn = 〈Pn({τ})〉 =

∫ π

−π

dλ

2π

〈

e−Φ(λ;{τ})〉 e−inλ. (3.3)

A sua forma exata não é gaussiana e depende parametricamente dos autovalores
de transmissão. Mas, se analisarmos somente o limite semiclássico, N ≫ 1, pode-
mos negligenciar a correlação entre os autovalores de transmissão e usar a seguinte
aproximação de campo-médio

〈

e−Φ(λ;{τ})〉 ≈ e−〈Φ(λ;{τ})〉 = eM0S(λ), (3.4)

A média sobre o ensemble foi definida na eq. (2.6). Com isso podemos reescrever a
eq. (3.3) da seguinte forma

Pn =

∫ π

−π

dλ

2π
eM0S(λ)−inλ. (3.5)

Por motivos de conveniência introduzimos a variável aleatória normalizada
x = n/M (0 ≤ x ≤ 1) onde M = M0N é o número total de tentativas de trans-
missão em um dado tempo de observação. A nova distribuição de probabilidades de
transmissão de carga é escrita como

P(x) = M
∫ π

−π

dλ

2π
eM(Ω(λ)−ixλ), (3.6)

onde definimos Ω(λ) = S(λ)/N .

3.2 Condutor com Corrente Fixa

No sistema dual, no qual mantemos a corrente fixa e deixamos a voltagem
flutuar, os elétrons são transmitidos a uma taxa fixa I/e e injetados a uma frequência
que flutua com o tempo dada por eV (t)/h. O número de cargas transmitidas em
um certo tempo de observação T0 é então N0 = IT0/e. O número de tentativas m
necessárias para obtermos a taxa de transmissão, em um dado intervalo de tempo
T0, é

m =

∫ T0

0

dt
eV (t)

h
=

ϕ0

2π
, (3.7)
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que é uma variável aleatória.
A função geratriz de cumulantes no caso dual é dada pela eq. (2.77). A

distribuição de probabilidades do número de tentativas de transmissão no limite
semiclássico é obtido da transformada de Fourier e pode ser escrita em função da
inversa de S(λ) da seguinte forma

Pm =

∫ π

−π

dλ

2π
e−iN0S−1(−iλ)−imλ. (3.8)

Aplicando a transformação λ → Nλ, temos que a distribuição de probabilidades de
tentativas de transmissão de carga poder ser escrita da seguinte maneira

P(y) = N0

∫ π/N

−π/N

dλ

2π
e−iN0(Ω−1(−iλ)+yλ), (3.9)

onde, novamente, introduzimos a variável aleatória normalizada y = m/N , 1 ≤ y <
∞ com N = N0/N sendo o número total de elétrons transmitidos por canal que é
fixo e Ω−1(λ) = S−1(Nλ) é a inversa de Ω(λ).

3.3 Aplicação do Método a uma Cavidade Caótica

com Contatos Não Ideais

Como podemos perceber das eqs. (3.6) e (3.9), as distribuições de cargas
transmitidas e de tentativas de transmissão de carga no limite semiclássico são de-
terminadas pela função geratriz S(λ), a qual depende das caracteŕısticas do sistema
mesoscópico a ser considerado. No caso de uma cavidade caótica, a teoria de circui-
tos, apresentada na seção 2.3, é um método conveniente e prático para se obter a
função geratriz. Nesta seção, apresentaremos alguns casos particulares nos quais é
posśıvel obter expressões exatas para S(λ) e soluções anaĺıticas para as distribuições
de probabilidades de cargas transmitidas e de tentativas de transmissão de carga na
aproximação do ponto de sela.

3.3.1 Contatos simétricos

Quando os contatos são simétricos, ou seja Γ1 = Γ2 = Γ e N1 = N2 = N , a
eq. (2.38) se simplifica para

(ηξ2 + 2ξ − η)
(

(1 − Γ)ξ2 + Γηξ + 1
)

= 0. (3.10)
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A solução f́ısica desta equação de quarta ordem é dada por

ξsol =
1

η
(−1 +

√

1 + η2), (3.11)

Substituindo essa solução na função auxiliar, eq. (2.31), obtemos que

g(ε) =
NΓ(1 − ε2)

(2 − Γ)
√

1 − ε2 + Γ(1 − ε2)
. (3.12)

Substituindo a eq. (3.12) na eq. (2.34), obtemos a ação

S(λ) = 2N ln

(

1 +
Γ

2
(eiλ/2 − 1)

)

. (3.13)

Como vimos na seção 2.1, os cumulantes de carga da estatist́ıca de contagem são
obtidos da função geratriz através da eq. (2.9). Os quatro primeiros cumulantes são
dados por

〈〈n〉〉 = M0N
Γ

2
, (3.14)

〈〈n2〉〉 = M0N
Γ(2 − Γ)

8
, (3.15)

〈〈n3〉〉 = M0N
Γ(1 − Γ)(2 − Γ)

16
, (3.16)

〈〈n4〉〉 = M0N
Γ(2 − Γ)(3Γ2 − 6Γ + 2)

64
. (3.17)

Da eq. (3.13) também podemos obter a distribuição de carga transmitida.
Impondo o fato de que M ≫ 1, podemos tratar a variável x da eq. (3.6) como uma
variável cont́ınua e realizar a integral aplicando a aproximação de ponto de sela.
Expandindo o ponto de sela até segunda ordem, obtemos a seguinte distribuição
binomial normalizada:

P(x) = 2M
(

2M
2Mx

) (

Γ

2

)2Mx (

1 − Γ

2

)2M−2Mx

. (3.18)

Os detalhes do cálculo podem ser encontrados no apêndice A.
A distribuição de probabilidades de tentativas de transmissão de carga pode

ser obtida seguindo a mesma idéia. Primeiro é necessário termos a função geratriz
inversa, a qual é obtida invertendo a eq. (3.13), de modo que

S−1(λ) = −2i ln

(

1 +
2

Γ

(

e
λ

2N − 1
)

)

. (3.19)
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Os cumulantes de tentativas de transmissão de carga da estat́ıstica de contagem são
obtidos substituindo a eq. (3.19) na eq. (2.78). Temos que os quatro primeiros
cumulantes são:

〈〈m〉〉 =
2N0

NΓ
, (3.20)

〈〈m2〉〉 =
N0(2 − Γ)

N2Γ2
, (3.21)

〈〈m3〉〉 =
N0(2 − Γ)(4 − Γ)

2N3Γ3
, (3.22)

〈〈m4〉〉 =
N0(2 − Γ)(24 − 12Γ + Γ2)

4N4Γ4
. (3.23)

Aplicando a aproximação de ponto de sela na eq. (3.9), com a função geratriz inversa
dada pela eq. (3.19), obtemos a distribuição de Pascal normalizada dada por

P(y) = 2N0

(

2yN0 − 1
2N0 − 1

) (

Γ

2

)2N0
(

1 − Γ

2

)2yN0−2N0

. (3.24)

Para maiores detalhes veja apêndice A.

3.3.2 Análise das distribuições de probabilidades de cargas

transmitidas e tentativas de transmissão de carga

As distribuições de probabilidades de cargas transmitidas e de tentativas
de transmissão de carga através de uma cavidade caótica não são gaussianas, isto
implica que seu formato é afetado drasticamente por todos os seus respectivos cu-
mulantes. Cada cumulante está relacionado com alguma caracteŕıstica espećıfica da
distribuição.

Para exemplificar este fato, vamos analisar a fig. (3.1). As setas mostram
aonde cada um dos quatro primeiros cumulantes tem maior influência. O primeiro
cumulante C1 é a média ou o ”centro de gravidade” da distribuição, enquanto o
segundo cumulante C2 está relacionado com a dispersão. O terceiro cumulante C3 é
responsável pela assimetria da distribuição enquanto C4 é determina o formato do
pico central.

Como vemos na fig. (3.1) o corpo da distribuição é dominado pelos cumulan-
tes de menor ordem e, portanto, a informação dos cumulantes de maior ordem está
restrita às caudas da distribuição. Então, é importante entendermos o significado
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Figura 3.1: Distribuição de probabilidades de carga transmitida em função da
variável aleatória x com os indicativos das influências dos cumulantes sobre seu
formato. Este gráfico foi inspirado numa figura apresentada na ref. [13].

f́ısico de cada região contida numa distribuição de probabilidades de uma grandeza
f́ısica. A parte central representa os eventos que acontecem com maior probabili-
dade. Quando sáımos da parte central em direção às caudas os eventos começam a
ficar cada vez mais raros.

Fazendo uma interpretação dos eventos associados às caudas da distribuição
de probabilidades de transmissão de carga podemos dizer que: quando x → 0 prati-
camente nenhuma carga foi transmitida durante o tempo de observação, no limite
x → 1 temos que todas as cargas foram transmitidas. Uma análise similar pode ser
feita para a distribuição de probabilidades de tentativas de transmissão de carga: se
tomarmos o limite y → 1 o número de tentativas de transição de carga é igual ao
número de cargas transmitidas, enquanto o limite de y → ∞ é quando o número de
tentativas para atingirmos certo número de transmissões é muito grande. Esses são
exemplos de eventos raros por isso se encontram nas caudas.

Contudo, ainda podemos analisar o comportamento das distribuições quando
variamos o número de tentativas de transmissão M, no caso de voltagem fixa, e o
número de cargas transmitidas N0, no caso corrente fixa. Na fig. (3.2) apresentamos
as distribuições de probabilidades de uma cavidade com barreiras simétricas, eqs.
(3.18) e (3.24). À medida que aumentamos os valores de M e N0 as duas distri-
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Figura 3.2: (Esquerda) Distribuição binomial eq. (3.18) e (Direita) distribuição de
Pascal eq. (3.24) para o caso de barreiras simétricas com Γ = 0, 3.

buições tendem a um comportamento cada vez mais próximo de uma distribuição
gaussiana. Esta tendência já era esperada e é uma conseqüência do teorema central
do limite [79] quando tomamos M, N0 → ∞.

3.3.3 Junção de tunelamento

Este caso particular é satisfeito quando Γ1, Γ2 ≪ 1 e N1 = N2 = N . A
equação de quarta ordem, eq. (2.38), que descreve a cavidade caótica se simplica
em um produto de equações quadráticas, dado por

(ξ2 + 1)(ξ2 + aξ − 1) = 0, (3.25)

onde a = (Γ1 + Γ2 − η2(Γ1 − Γ2)) /(Γ1η). A solução f́ısica do problema é

g(ε) =
NΓ1Γ2(1 − ε2)

√

(Γ1 + Γ2)2 − 4Γ1Γ2ε2
, (3.26)
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e a função geratriz diretamente obtida desta equação é

S(λ) =
N

2

(

√

(Γ1 + Γ2)2 + 4Γ1Γ2(eiλ − 1) − Γ1 − Γ2

)

, (3.27)

que concorda com o resultado obtido independentemente por Bagrets e Nazarov
[80]. Esta equação nos possibilita obter os cumulantes da estat́ıstica de contagem
de carga, de modo que os quatro primeiros estão listados abaixo:

〈〈n〉〉 = M0N
Γ1Γ2

Γ1 + Γ2
, (3.28)

〈〈n2〉〉 = M0N
Γ1Γ2(Γ

2
1 + Γ2

2)

(Γ1 + Γ2)3
, (3.29)

〈〈n3〉〉 = M0N
Γ1Γ2

(

Γ4
1 − 2Γ3

1Γ2 + 6Γ2
1Γ

2
2 − 2Γ1Γ

3
2 + Γ4

2

)

(Γ1 + Γ2)−5
, (3.30)

〈〈n4〉〉 = M0N
Γ1Γ2

(

Γ6
1 − 8Γ5

1Γ2 + 31Γ4
1Γ

2
2 − 40Γ3

1Γ
3
2 + 31Γ2

1Γ
4
2 − 8Γ1Γ

5
2 + Γ6

2

)

(Γ1 + Γ2)−7

. (3.31)

Também podemos obter a distribuição da carga total transferida a partir da apro-
ximação do ponto de sela. Para o caso Γ1 = Γ2 = Γ ≪ 1 temos que

P(x) =

√

M
πx

exp
[

M
(

2x − Γ − 2x ln (2x/Γ)
)]

. (3.32)

A função geratriz inversa para o sistema dual é obtida diretamente da eq.
(3.27) e é dada por

S−1(λ) = −i ln

(

1 +
λ2 + λN(Γ1 + Γ2)

Γ1Γ2N2

)

. (3.33)

Seguindo os mesmos passos da seção anterior, obtemos os quatro primeiros cumu-
lante da estat́ıstica de contagem de tentativas de transmissão de carga:

〈〈m〉〉 =
N0(Γ1 + Γ2)

NΓ1Γ2

, (3.34)

〈〈m2〉〉 =
N0(Γ

2
1 + Γ2

2)

N2Γ2
1Γ

2
2

, (3.35)

〈〈m3〉〉 =
2N0(Γ1 + Γ2)(Γ

2
1 + Γ2

2 − Γ1Γ2)

N3Γ3
1Γ

3
2

, (3.36)

〈〈m4〉〉 =
6N0(Γ

4
1 + Γ4

2)

N4Γ4
1Γ

4
2

. (3.37)
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Figura 3.3: À esquerda, dados experimentais e a previsão teórica obtida numeri-
camente para a distribuição de carga transmitida. No centro e à direita temos o
segundo e o terceiro cumulantes da estat́ıstica de contagem de carga, vemos que
os dados experimentais estão de acordo com as previsões teóricas para o caso de
junções de tunelamento. Estas figuras foram extráıdas da ref. [14].

Finalmente, aplicando a aproximação de ponto de sela na eq. (3.9) e usando S−1(λ)
para o caso de junções de tunelamento, obtemos a seguinte distribuição para Γ1 =
Γ2 = Γ ≪ 1

P(y) =

√

N0

πy2
exp[N0(2 − Γy + 2 ln(Γy/2))]. (3.38)

As distribuições de cargas transmitidas e de tentativas de transmissão de carga para
o caso mais geral, Γ1 6= Γ2, são apresentadas no apêndice B.

3.3.4 Dados experimentais para junções de tunelamento

Na ref. [14], os autores mediram pela primeira vez a estat́ıstica de contagem
de carga transferida através de um ponto quântico com contatos não ideias no limite
de junções de tunelamento, Γ1, Γ2 ≪ 1, analisado na seção anterior. A cavidade
caótica foi fabricada a partir de uma heteroestrutura de GaAs-GaAlAs, mantida a
uma temperatura de T = 350 mK. O esquema do circuito utilizado é similar ao
apresentado na fig. (2.1) e a diferença de potencial aplicada é de V = 500 µV.
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Eles obtiveram experimentalmente o histograma da distribuição de probabi-
lidades de carga e compararam com resultados numéricos obtidos a partir da eq.
(3.5), onde a função geratriz S(λ) é dada pela eq. (3.27). Como vemos na fig. (3.3)
houve uma ótima concordância entre os dados numéricos e os experimentais. Nossos
resultados anaĺıticos para a função distribuição de cargas transmitidas e de tenta-
tivas de transmissão de carga para barreiras simétricas e junções de tunelamento
foram confrontados com cálculos numéricas obtendo também um ótimo acordo. É
interessante notar que a assimetria da distribuição de cargas da fig. (3.3) está de
acordo com a discussão apresentada na seção 3.3.2.

No mesmo experimento os autores obtiveram o segundo e o terceiro cumu-
lantes da estat́ıstica de contagem de carga, eqs. (3.29) e (3.30), que podem ser
reescritos da seguinte forma:

〈〈n2〉〉
〈〈n〉〉 =

1

2
(1 + a2), (3.39)

〈〈n3〉〉
〈〈n〉〉 =

1

4
(1 + 3a4), (3.40)

onde a = (ΓS − ΓD)/(ΓS + ΓD), veja fig. (3.3). Os parâmetros ΓS e ΓD são obtidos
experimentalmente a partir das médias dos tempos de entrada τS e sáıda τD das
cargas através da cavidade caótica durante um tempo de observação T0 (τS,D é da
ordem de poucos milisegundos (ms) enquanto T0 é da ordem de segundos (s)). Essa
medida só é posśıvel se os eventos de tunelamento forem independentes, de forma
que só possa existir dentro da cavidade N ou N + 1 portadores de carga. Com
isso podemos obter experimentalmente a taxa de tunelamento através das barreiras
usando a seguinte relação ΓS,D = 1/ 〈τS,D〉, onde 〈τS,D〉 é a média dos tempos de
entrada ou sáıda de uma unidade de carga da cavidade caótica. Os valores das
probabilidades de tunelamento Γ1 e Γ2 são obtidas pelas relações Γ1 = ΓS/ν e Γ2 =
ΓD/ν, onde ν = eV/h é a frequência com que os elétrons são injetados na cavidade
caótica [19].

Esses resultados levam a crer que, com o avanço tecnológico, em breve será
posśıvel fazer medições além do limite de junções de tunelamento, ou seja, quando as
probabilidades de tunelamento forem da ordem Γ1, Γ2 ≈ 1. Esse fato abrirá portas
para uma nova gama de fenômenos que iremos tratar nas próximas seções.

3.3.5 Contatos arbitrários
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Quando analisamos o caso de contatos arbitrários, deparamo-nos com a di-
ficuldade de encontrar a raiz f́ısica de uma equação de quarta ordem, eq. (2.38).
Diferentemente dos casos já estudados, tentar obter uma solução anaĺıtica completa
não é uma boa estratégia. Então uma maneira alternativa é construir a ráız f́ısica
através de uma série de potências em ε, para isso inserimos o ansatz

ξsol = a0 + a1ε + a2ε
2 + . . . (3.41)

η = tan φ/2 =
ε√

1 − ε2
= ε +

1

2
ε3 +

3

8
ε5 + . . . (3.42)

na eq. (2.38). Igualando os termos com mesma potência em ε, obtemos relações
recursivas que são facilmente resolvidas, resultando em

a1 = 0, (3.43)

a2 =
Γ1

Γ1 + Γ2

, (3.44)

a3 = 0, (3.45)
... (3.46)

Utilizando-se desta técnica podemos obter a função auxiliar, eq. (2.31), como
uma expansão em série de ε. A função geratriz é obtida integrando esta expansão,
veja eq. (2.34). Com este procedimento obtemos rapidamente os cumulantes de
carga para a estat́ıstica de contagem usando tanto a eq. (2.9) quanto a eq. (2.33).
Os dois primeiros cumulantes são listados abaixo:

〈n〉 =
M0NΓ1Γ2

Γ1 + Γ2
, (3.47)

〈〈n2〉〉 =
M0NΓ1Γ2(Γ1 + Γ2 − Γ1Γ2)(Γ

2
1 + Γ2

2)

(Γ1 + Γ2)4
. (3.48)

Podemos perceber que as eqs. (3.47) e (3.48) simplificam-se nas eqs. (3.14) e (3.15)
para o caso particular de contatos simétricos Γ1 = Γ = Γ2, e nas eqs. (3.28) e (3.29)
no caso de junções de tunelamento Γ1, Γ2 ≪ 1.

A função geratriz inversa pode ser obtida diretamente de S(λ), somente temos
de inverter a expansão em série de potência. A função geratriz dual pode ser escrita
da seguinte forma:

S−1(λ) = b0 + b1λ + b2λ
2 + . . . (3.49)
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Os coeficientes são obtidos, novamente, igualando os termos de mesma potência
em λ. Esta expansão é suficiente para a obtenção dos cumulantes de tentativas de
transmissão de carga da estat́ıstica de contagem. Listamos abaixo os dois primeiros
cumulantes

〈m〉 =
N0(Γ1 + Γ2)

NΓ1Γ2

, (3.50)

〈〈

m2
〉〉

=
N0(Γ

2
1 + Γ2

2)(Γ1 + Γ2 − Γ1Γ2)

N2Γ2
1Γ

2
2(Γ1 + Γ2)

. (3.51)

Novamente, podemos notar que as eqs. (3.50) e (3.51) simplificam-se nas eqs. (3.20)
e (3.21) para o caso de contatos simétricos e nas eqs. (3.34) and (3.35) para junções
de tunelamento. No apêndice C, apresentamos o terceiro e quarto cumulantes de
cargas transmitidas e de tentativas de transmissão de carga para o caso de contatos
arbitrários.

3.3.6 Análise termodinâmica

Para o caso de contatos arbitrários, resultados anaĺıticos ficam restritos aos
cálculos de cumulantes como acabamos de ver. Contudo, a função distribuição de
probabilidade de carga transmitida P(x) ou mais convenientemente, o seu logaritmo,
definido por

W (x) =
1

M lnP(x), (3.52)

pode ser implementado numericamente a partir da aproximação de ponto de sela.
Resultados numéricos são apresentados na próxima seção, onde estudamos os efeitos
da transição quântica, discutida na seção 2.3.4, sobre a forma funcional de W (x).

Uma interpretação f́ısica útil para W (x), consiste em considerá-la uma espécie
de energia livre da cavidade caótica. Podemos fazer uma comparação direta com a
mecânica estat́ıstica [79], pois as derivadas da energia livre de um sistema fornece os
observáveis termodinâmicos. Como exemplo, podemos citar que a primeira derivada
da energia livre em relação a β = 1/kBT fornece a energia interna de um sistema
em contato com um banho térmico, enquanto a segunda derivada vai fornecer in-
formações sobre as flutuações da energia interna, que estão relacionadas ao calor
espećıfico.

Em analogia com a mecânica estat́ıstica, podemos obter o primeiro cumulante
de carga e suas flutuações derivando a energia livre W (x), da condição de mı́nimo

Tese de Doutorado - Departamento de F́ısica - UFPE



3.3 Aplicação do Método a uma Cavidade Caótica com Contatos Não Ideais 65

temos
d W (x)

d x

∣

∣

∣

∣

x=x̄

= 0 =⇒ x̄ = n1, (3.53)

onde introduzimos a nova notação para os cumulantes de carga

nk ≡ 〈〈nk〉〉
M . (3.54)

As flutuações em torno de n1 satisfazem à seguinte relação

nk = −(−n2)
k dkW (x)

dxk

∣

∣

∣

∣

x=x̄

, k = 2, 3. (3.55)

Da mesma maneira, podemos definir uma energia livre W̄ (y) para o caso
dual, onde

W̄ (y) =
1

N0

lnP(y). (3.56)

Aplicando a condição de mı́nimo, temos

d W̄ (y)

d y

∣

∣

∣

∣

y=ȳ

= 0 =⇒ ȳ = m1, (3.57)

com a nova notação

mk ≡ 〈〈mk〉〉
N0

. (3.58)

As flutuações em torno de m1 são dadas por uma expressão similar à obtida
para os cumulantes de carga:

mk = −(−m2)
k dkW̄ (y)

dyk

∣

∣

∣

∣

y=ȳ

, k = 2, 3. (3.59)

Com as análises realizadas nas seções anteriores conclúımos que a apro-
ximação de ponto de sela captura toda a informação relevante no limite semiclássico,
quando temos um grande número de tentativas de transmissão M ≫ 1, ou quando
há um grande número de cargas transmitidas N0 ≫ 1. Agora vamos analisar os
comportamentos das energias livres W (x) e W̄ (y) à procura de sinais da transição
quântica discutida na seção 2.3.4.
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3.4 Assinatura de uma Transição Quântica

A incapacidade de se medir experimentalmente a densidade de autovalores
de transmissão, eq. (2.44), fez com que recorrêssemos a quantidades experimen-
talmente acesśıveis, com o intuito de tornar mensurável a transição quântica asso-
ciada a formação de modos de Fabry-Pérot na cavidade caótica. Motivados pelas
refs. [7] e [55], que mostram claramente a grande capacidade atual de medir expe-
rimentalmente tanto a distribuição de cargas transmitidas quanto a de tentativas
de transmissão de carga e sabendo que estas grandezas contém toda a informação
relevante sobre o sistema no limite semiclássico, mostramos, nesta seção, como é
posśıvel extrair um sinal claro da transição.

3.4.1 Cavidade caótica com um contato ideal e uma barreira

de transparência arbitrária

O caso mais simples em que a transição ocorre, segundo a fig. (2.4), é quando
um dos contatos é ideal, Γ1 = 1, e o outro é arbitrário, Γ2 = Γ. Aplicando este fato
à equação de quarta ordem, eq. (2.38), ela fatora da forma

(1 + ηξ)
(

(1 − Γ)ξ3 + (2Γ − 1)ηξ2 + (1 + Γ)ξ − η
)

= 0. (3.60)

As ráızes desta equação foram estudadas na ref. [42]. De acordo com a fig. (2.4) a
transição ocorre exatamente quando Γ = 0.5. Vamos então analisar a energia livre
W (x) do sistema com respeito a variação em Γ [78].

A parte central da distribuição, onde os eventos acontecem com maior pro-
babilidade, não apresentam qualquer sinal da transição. Esse fato era esperado,
pois, como vimos na seção 3.3.2 a parte central da distribuição é dominada pelos
primeiros cumulantes da estat́ıstica de contagem e estes são funções suaves de Γ,
veja eqs. (3.47), (3.48), (C.1) e (C.2). Resta-nos analisar a informação contida nos
cumulantes de maior ordem, os quais estão restritos às caudas da distribuição, veja
fig. (3.1). Há a necessidade de estudarmos os limites de baixa transmissão, x → 0+,
e de altas transmissões, x → 1−. No último limite, notamos que a função W (1) é
cont́ınua em Γ, com derivadas também cont́ınuas, não apresentam nenhuma carac-
teŕıstica da transição. Por outro lado, no limite oposto, W (0) exibe um sinal claro
da transição quando Γ = 0.5, como podemos ver na fig. (3.4), onde apresentamos
a função W (0) e suas duas primeiras derivadas, que demonstram claramente uma
descontinuidade em Γ = 0.5.
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Figura 3.4: Assinatura da transição quântica. No topo do gráfico mostramos o
limite x → 0 da função distribuição de carga em função de Γ. Os gráficos do meio
e de baixo mostram a primeira e segunda derivadas, respectivamente. Podemos
notar que a segunda derivada apresenta uma descontinuidade precisamente no valor
Γ = 0, 5 que sinaliza a transição como pode ser visto na fig. (2.4).
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Da mesma maneira podemos analisar a função W̄ (y), lembrando que esta
tem suporte no intervalo 1 ≤ y < ∞. Visto que a parte central não é relevante para
nosso estudo, vamos direto para os limites. Quando y → 1+, W̄ (1) é uma função
bem comportada com respeito a variação em Γ e não apresenta qualquer sinal da
transição. Por outro lado, quando tomamos o outro limite, limy→∞ W (y), verifica-
mos que a função diverge. Este comportamento faz com que qualquer informação
sobre a transição seja perdida com a divergência.

3.4.2 Cavidade caótica com barreiras arbitrárias

Analisamos, agora, o caso mais geral, onde os valores de Γ1 e Γ2 podem ter
qualquer valor entre 0 e 1, eq. (2.38). Para fazermos uma ligação direta com a
proposta de medição experimental do fator Fano na ref. [51], escolhemos Γ1 = 0, 4
e deixamos Γ2 livre. A mesma análise realizada na seção anterior será feita neste
caso. Na fig. (3.5), apresentamos a função W (0) e suas duas primeiras derivadas em
função de Γ2. O gráfico da segunda derivada mostra as descontinuidades da função
tanto em Γ2 ≈ 0, 28 quanto em Γ2 ≈ 0, 67, a qual está de acordo com a estimativa
da fig. (2.4). É claro que se mudarmos o valor de Γ1 iremos encontrar outros valores
de Γ2 nos quais ocorrem as transições quânticas, como mostrado no gráfico Γ1 ×Γ2,
fig. (2.4).

A função dual W̄ (y) também tem uma interpretação similar à apresentada
na seção anterior. Quando geramos a função W̄ (1), vemos que ela e suas derivadas
são funções bem comportadas de Γ2. No limite oposto, W̄ (y → ∞), a função diverge
e assim perdemos qualquer sinal da transição.

3.4.3 Análise da robustez da transição quântica

Experimentalmente sabemos que não é posśıvel extrair informações precisas
em regiões onde os eventos são muito raros, ou seja, acessar a região onde x −→ 0.
Então, faz-se necessário um estudo da robustez do sinal da transição quântica à
medida que nos afastamos do ponto x = 0 e tendemos para a região x ≈ x̄, onde x̄
é o primeiro cumulante da distribuição de carga transmitida.

Temos que levar em conta que as medidas experimentais podem apresentar
rúıdos devido a campos magnéticos externos, aos equipamentos em uso e inúmeros
outros fatores. Felizmente, com o desenvolvimento da tecnologia, pode-se pratica-
mente eliminar por completo esses rúıdos do sinal, veja fig. (3.6). Outras fontes de
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Figura 3.5: O gráfico do topo mostra a função W (0) em função da probabilidade de
tunelamento através da segunda barreira Γ2 quando Γ1 = 0, 4. Os seguintes gráficos
são a primeira e segunda derivadas desta função, respectivamente. A segunda deri-
vada mostra com clareza as descontinuidades causadas pela transição quântica em
Γ2 ≈ 0, 28 e Γ2 ≈ 0, 67.
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Figura 3.6: (Esquerdo) Distribuição de cargas transmitida através de uma junção
de tunelamento com muito rúıdo. (Direito) A mesma distribuição após passar por
um tratamento de eliminação dos rúıdos. Estas figuras foram tiradas da ref. [7].

rúıdo são as flutuações nos parâmetros controláveis como a probabilidade de tune-
lamento através das barreiras, o número de canais abertos, a corrente e o potencial
aplicado.

Para tentar tornar análise numérica mais reaĺıstica nossa introduzimos ar-
tificialmente uma flutuação na intensidade das barreiras da ordem de 5% no caso
tratado na seção 3.4.1. Com essa flutuação percebemos que o sinal da transição
permanece viśıvel até alcançarmos 30% do valor de x̄, veja fig. (3.7). Com estas
condições, a estimativa do ponto da transição apresenta um erro de aproximada-
mente 14% do seu valor exato, Γc = 0, 5. Este resultado sugere que o sinal f́ısico é
robusto o bastante para ser medido dentro de uma margem de erro aceitável.

3.5 Efeito do Ambiente Eletromagnético e Relação

de Dualidade

Como visto na seção 2.4 podemos inserir nosso sistema mesoscópico em um
ambiente eletromagnético. Este tem como intuito emular os efeitos do circuito ex-
terno que é acoplado à cavidade caótica durante uma medição, veja fig. (2.5). Com
isto temos uma descrição mais reaĺıstica do que acontece em uma medida experi-
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Figura 3.7: A função W (x) é deslocada de x ≈ 0 para 30% do valor médio de x
(xmed). O gráfico do topo mostra pontos quadrados obtidos de uma cálculo numérica
na situação em que inserimos uma flutuação de 5% na intensidade das barreiras
enquanto a linha pontilhada é o cálculo numérico exato. A curva grossa é o ajuste
polinomial dos pontos quadrados e a curva pontilhada é o cálculo numérico exato. O
gráfico à baixo mostra a derivada do ajuste polinomial, onde notamos que o mı́nimo
está deslocado do ponto cŕıtico Γc = 0, 5, veja fig. (3.4).
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mental de cumulantes.
No limite de baixas freqüências, podemos considerar a cavidade caótica co-

nectada em série com um circuito de impedância z0 fig. (2.5). Através da eq. (2.74)
calculamos a estat́ıstica de contagem de carga de uma cavidade caótica dado que
sabemos como calcular a sua fução geratriz S(λ). Seguindo a mesma idéia de seções
anteriores, construimos uma série de potências para Φ(λ) usando a série de potências
de S(λ). Com isso somos capazes de calcular os cumulantes de carga da estat́ıstica
de contagem de uma cavidade caótica conectada em série a uma impedância z0. Os
primeiros quatro cumulantes são:

〈n〉 =
〈n〉0

1 + gz0
, (3.61)

〈〈

n2
〉〉

=
〈〈n2〉〉0

(1 + gz0)
3 , (3.62)

〈〈

n3
〉〉

=
〈〈n3〉〉0

(1 + gz0)
4 − 3gz0

(1 + gz0)5

〈〈n2〉〉20
〈n〉0

, (3.63)

〈〈

n4
〉〉

=
〈〈n4〉〉0

(1 + gz0)
5 − 10gz0

(1 + gz0)6

〈〈n2〉〉0 〈〈n3〉〉0
〈n〉0

+
15(gz0)

2

(1 + gz0)7

〈〈n2〉〉30
〈n〉20

, (3.64)

onde definimos g = NΓ1Γ2/(Γ1+Γ2) como a condutância adimenssional da cavidade
e
〈〈

nk
〉〉

0
os cumulantes no limite de z0 → 0 que foram calculados na seção 3.3.5.

Note que os termos adicionais que aparecem a partir do terceiro cumulante não
podem ser desprezados em relação ao primeiro, pois todos são da mesma ordem em
gz0.

É importante perceber que
〈〈

nk
〉〉

=
〈〈

nk
〉〉

0
no limite z0 → 0, ou seja,

quando extráımos o efeito do ambiente eletromagnético. Outro fato importante que
pode ser percebido é que os cumulantes de ordem k ≥ 3 além de serem escalonados
pelo fator (1 + gz0)

−(k+1), eles também são afetados pelos cumulantes de menor
ordem. A teoria clássica não é capaz de descrever esse efeito, ela somente obtém
resultados corretos para os dois primeiros cumulantes como visto na seção 2.4.

Da mesma maneira podemos obter a estat́ıstica de contagem de tentativas
de transmissão de carga de uma cavidade caótica em série com uma resistência de
impedância z0, fig. (2.5). A estat́ıstica de contagem do sistema dual é dada pela eq.
(2.75), após expand́ı-la em série de potências obtemos as seguintes relações:
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〈m〉 =
〈m〉0

1 + g0ρ
, (3.65)

〈〈

m2
〉〉

=
〈〈m2〉〉0

(1 + g0ρ)3 , (3.66)

〈〈

m3
〉〉

=
〈〈m3〉〉0

(1 + g0ρ)4 − 3g0ρ

(1 + g0ρ)5

〈〈m2〉〉20
〈m〉0

, (3.67)

〈〈

m4
〉〉

=
〈〈m4〉〉0

(1 + g0ρ)5 − 10g0ρ

(1 + g0ρ)6

〈〈m2〉〉0 〈〈m3〉〉0
〈m〉0

+
15(g0ρ)2

(1 + g0ρ)7

〈〈m2〉〉30
〈m〉20

, (3.68)

onde ρ = 1/g e g0 = 1/z0. Também podemos ver que
〈〈

mk
〉〉

=
〈〈

mk
〉〉

0
no limite

g0 = 0 (z0 → ∞), ou seja, quando retiramos a resistência externa do circuito. Todas
as correções que aparecem a partir do terceiro cumulante de cargas transmitidas e de
tentativas de transmissão de carga têm a mesma ordem em gz0 e g0ρ respectivamente,
por isso não podem ser desprezadas, como mostram os dados experimentais da fig.
(2.6). Resultados similares para voltagem fixa e corrente fixa foram obtidos na
ref. [71] para uma barreira de tunelamento. Isto indica uma universalidade dessas
equações em sistemas mesoscópicos. Uma caracteŕıstica intrigante que podemos
perceber quando comparamos as eqs. (3.61)-(3.64) e eqs. (3.65)-(3.68), é que a
relação de dualidade que há entre os dois casos não é nada mais que uma simples
substituição de n ↔ m e z0g ↔ g0ρ.

Apesar da grande dificuldade técnica de se tratar problemas com corrente
fixa, os cumulantes da estat́ıstica de contagem de tentativas de transmissão de carga
têm uma relação muito direta com os cumulantes da estat́ıstica de contagem de carga
transmitida, que são obtidos, em geral, através de um tratamento mais direto. Isto
implica que a dificuldade técnica não é refletida no resultado final.

Agora, vamos retomar a discussão sobre os resultados experimentais apre-
sentados na fig. (2.6) para uma junção de tunelamento, Γ ≪ 1, conectada a uma
resistência de impedância z0. No limite de z0 → 0 a distribuição de cargas transmi-
tidas é uma distribuição de Poisson, eq. (2.20), implicando que todos os cumulantes
de carga são iguais. Devido a este fato, podemos reescrever as eqs. (3.62) e (3.66)
da seguinte forma

〈〈

n2
〉〉

=
〈〈n〉〉

(1 + gz0)
2 ,

〈〈

m2
〉〉

=
g 〈〈m〉〉

(g + g0)
2 , (3.69)
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onde g = NΓ para o caso de uma junção de tunelamento. Estas equações estão
de acordo com as previsões teóricas do método de Langevin apresentadas na seção
2.4, eq. (2.73). Para o terceiro cumulante de cargas transmitidas e de tentativas de
transmissão de carga, eqs. (3.63) e (3.67), obtemos que

〈〈

n3
〉〉

=
〈〈n〉〉

(1 + gz0)3
− 3gz0 〈〈n〉〉

(1 + gz0)4
, (3.70)

〈〈

m3
〉〉

=
g 〈〈m〉〉

(g + g0)3
− 3g0g 〈〈m〉〉

(g + g0)4
. (3.71)

As eqs. (3.70) e (3.71) além de serem escalonadas pelos fatores (1+gz0)
−3 e (g+g0)

−3

respectivamente, sofrem uma correção advinda dos cumulantes de menor ordem. A
eq. (3.71) para o terceiro cumulante de tentativas de transmissão de carga de uma
junção de tunelamento foi obtida na ref. [12] e mostra-se em perfeito acordo com os
dados experimentais apresentados na fig. (2.6).
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Caṕıtulo 4

Efeitos de Interferência: Análise

Diagramática

No caṕıtulo 3, abordamos a estat́ıstica de contagem de carga transferida
através de uma cavidade caótica com barreiras arbitrárias sempre desprezando as
correções quânticas advindas dos efeitos de interferência. Estas correções afetam
significativamente todas as funções analisadas tais como cumulantes, função gera-
triz de cumulantes, densidade de autovalores de transmissão, etc. Neste caṕıtulo,
analisamos principalmente como essas correções afetam a média da condutância e
suas flutuações dando maior atenção à média da potência do rúıdo de disparo. No
caṕıtulo 5, estudamos as correções quânticas de um forma mais ampla, analisando
como os efeitos de interferência afetam a função geratriz de cumulantes [81]. Como
discutimos até aqui, um conhecimento aprofundado sobre a estat́ıstica de contagem
traz informações novas geralmente inacesśıveis através de conceitos clássicos.

O conhecimento da média da condutância de um sistema mesoscópico não
é suficiente para entender completamente suas caracteŕısticas f́ısicas. As flutuações
de corrente em um sistema fora do equiĺıbrio geram uma informação puramente
quântica, a discretização da carga. Estas flutuações são conhecidas com rúıdo de
disparo e surgem devido aos desvios da transmissão regular no tempo de carga
através da amostra mesoscópica. A propriedade ondulatória dos portadores de carga
leva ao aparecimento do efeito de interferência quântico que causa correções tanto
na corrente promediada no tempo de observação quanto em suas flutuações.

No sistema que consideraremos há três escalas de tempo relevantes, discutidos
no caṕıtulo 1: o tempo de Ehrefeste τE , o tempo de permanência na cavidade caótica
τdwell e o tempo de coerência de fase. O tempo τE é o tempo necessário para que o
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pacote de onda adquira uma amplitude comparada à escala clássica. Neste trabalho
estaremos sempre trabalhando no limite em que τE → 0. O tempo τdwell é o tempo de
permanência das cargas dentro da cavidade caótica de forma que seja valida a relação
τdwell ≫ τerg. Esta condição valida a teoria de matrizes aleatórias apresentada na
seção 1.3.

A TMA descreve muito bem a estat́ıstica de contagem em sistemas me-
soscópicos, como vimos na seção 2.3.5. No caso de uma cavidade caótica com
contatos ideais, as propriedades estat́ısiticas podem ser obtidas usando a matriz
de espalhamento distribúıda nos ensembles puros de Wigner-Dyson. Eles estão di-
retamente relaciondos às simetrias do grupo unitário: COE, para sistemas com
simetria de reversão temporal e simetria de rotação de spin (β = 1); CUE, para sis-
temas onde ambas as simetrias são quebradas devido a um campo magnético externo
(β = 2); CSE, para sistemas onde a simetria de rotação de spin é quebrada pela
interação spin-órbita, mas a simetria de reversão temporal é preservada (β = 4).
Uma discussão mais aprofundada foi apresentada na seção 1.3.

Neste caṕıtulo, calculamos a correção de localização fraca da condutância e
da potência do rúıdo de disparo, dando maior atenção para o segundo. Por último,
entenderemos como a quebra das simetrias interfere na localização fraca, num regime
conhecido como crossover. Estes temas têm recebido muita atenção da comunidade.
Braun et al. [82, 83] usaram uma teoria semiclássica para descrever o regime de
crossover entre os ensembles ortogonal e unitário. Usando a TMA, Savin e Sommers
[84] calcularam analiticamente a média da potência do rúıdo de disparo, enquanto
Béri e Csert [85, 86] estenderam os resultados da ref. [82] para o regime de crossover.
Contudo, estes resultados estão sempre restritos a cavidades caóticas com contatos
ideais. A introdução de barreiras nos contatos de tunelamento acarreta em um
enriquecimento f́ısico, pois aparece um efeito de supressão-amplificação da média da
potência do rúıdo de disparo.

4.1 Método Diagramático

Iniciaremos essa seção apresentando uma revisão do método diagramático
proposto por Brouwer e Beenakker[16] para a integração sobre o grupo unitário, onde
a matriz de espalhamento pode estar distribúıda nos ensembles puros de Wigner-
Dyson. A partir da seção 4.1.2, usaremos o modelo de estube, apresentado na seção
1.3.3, para introduzir a informação sobre as barreiras nos contatos.
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4.1.1 Cavidade caótica com contatos ideais

Tanto a condutância quanto as ordens superiores dos cumulantes da es-
tat́ıstica de contagem de carga transferida através de uma cavidade caótica são
bem descritas pela teoria de Landauer. Esta teoria permite expressá-los em termos
da matriz de espalhamento, como apresentado abaixo

g = Tr
[

(C1SC2S
†)
]

, (4.1)

h = Tr
[

(C1SC2S
†)2
]

, (4.2)

p = Tr
[

(C1SC2S
†)(1 − C1SC2S

†)
]

= g − h, (4.3)

onde g é a condutância, h o segundo momento e p é o segundo momento irredut́ıvel
que corresponde à potência do rúıdo de disparo. As matrizes C1,2 são matrizes de
projeção definidas por

C1 =

(

1N1
0

0 0

)

, C2 =

(

0 0
0 1N2

)

, (4.4)

nos quais 1N é uma matriz unidade N×N , N1 e N2 são os números de canais abertos
nos guias 1 e 2 respectivamente, tal que N1 + N2 = N . Além disso, estas matrizes
satisfazem às seguintes condições: C1C2 = 0; C1 + C2 = 1N .

Aplicando o método diagramático, desenvolvido na ref. [16], nas eqs. (4.1)
e (4.2), obtemos os diagramas apresentados na fig. (4.1) onde os elementos da ma-
triz de espalhamento, Sij, são representados por uma linha pontilhada ( i • · · · ◦ j),
enquanto que os elementos das matrizes projeção, (C1,2)ij , são representadas pelas
linhas sólidas. Após realizarmos a média sobre o ensemble, os diagramas adquirem
a forma apresentada na fig. (4.2). Note que para a condutância há somente um
diagrama topologicamente distinto não nulo, enquanto que para o segundo cumu-
lante há quatro. Os diagramas são compostos por dois tipos de ciclos: o primeiro é
composto de linhas finas e de linhas pontilhadas que representam a matriz S, estes
são denominados ciclos-U ; o segundo é composto por linhas finas e linhas grossas e
são denominados ciclos-T . Dos ciclos-U e ciclos-T presentes na fig. (4.2) obtemos
as seguintes expressões:

〈g〉 = V1 [Tr(C1)Tr(C2)], (4.5)

〈h〉 = V1,1

[

(TrC1)
2Tr(C2)

2 + Tr(C1)
2(TrC2)

2
]

(4.6)

+V2

[

(TrC1)
2(TrC2)

2 + Tr(C1)
2Tr(C2)

2
]

.
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Figura 4.1: Representação diagramática (a) da condutância, eq. (4.1) e (b) do
segundo cumulante, eq. (4.2). As linhas pontilhadas e grossas representam os ele-
mentos da matriz de espalhamento, Sij, e das matrizes de projeção, respectivamente.
O śımbolo ∗ referisse a matriz S†.

Os pesos V1, V1,1 e V2 são consequências dos ciclos-U enquanto que os traços são
advindos dos ciclos-T . Estes coeficientes obedecem certas relações recursivas [87]
que são espećıficas para cada ensemble puro de Wigner-Dyson: V1 = (N)−1, V1,1 =
(N+2)(N(N+1)(N+3))−1 e V2 = −(N(N+1)(N+3))−1 para β = 1;V1 = (N+1)−1,
V1,1 = (N2 − 1)−1 e V2 = −(N(N2 − 1))−1 para β = 2. Substituindo os pesos nas
eqs. (4.5) e (4.6) obtemos

〈g〉 =
N1N2

N − 1 + 2
β

(4.7)

e

〈h〉 =
N1N2

(

N2
1 + N1N2 + N2

2 − 2N + 1 + 4N−6
β

+ 4
β2

)

(

N − 2 + 2
β

)(

N − 1 + 2
β

)(

N − 1 + 4
β

) . (4.8)

A média da potência do rúıdo de disparo é obtida das eqs. (4.3), (4.7) e (4.8), as
quais fornecem o seguinte resultado:

〈p〉 =
N1N2

(

N1 − 1 + 2
β

)(

N2 − 1 + 2
β

)

(

N − 2 + 2
β

)(

N − 1 + 2
β

)(

N − 1 + 4
β

) . (4.9)
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Figura 4.2: Diagramas da fig. (4.1) após a realização da média, (a) média da
condutância, eq. (4.5) e (b) a média do segundo momento, eq. (4.6). Na figura (a)
há somente um ciclo-U e dois ciclos-T, enquanto na figura (b) nos dois primeiros
diagramas há dois ciclos-U e três ciclos-T e os dois últimos contêm um único ciclo-U
com 4 e 2 ciclos-T , respectivamente.

É importante ressaltar que as eqs. (4.7), (4.8) e (4.9) são exatas e válidas para
as três classes de ensembles puros β ∈ {1, 2, 4}. Também é interessante analisarmos
o limite semiclássico destas equações, ou seja quando N1, N2 ≫ 1. Obtemos que a
média da condutância neste regime é dada por

〈g〉 =
N1N2

N1 + N2
+

(

1 − 2

β

)

N1N2

(N1 + N2)2
+ O(N−1). (4.10)

Para a média do segundo momento obtemos

〈h〉 =
N1N2(N

2
1 + N1N2 + N2

2 )

(N1 + N2)
3 + 2

(

1 − 2

β

)

N1N2 (N2
1 + N2

2 )

(N1 + N2)
4 + O(N−1), (4.11)

com a qual podemos obter a média da potência do rúıdo de disparo

〈p〉 =
N2

1 N2
2

(N1 + N2)
3 −

(

1 − 2

β

)

N1N2 (N1 − N2)
2

(N1 + N2)
4 + O(N−1). (4.12)
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As eqs. (4.10), (4.11) e (4.12) são bem conhecidas na literatura, veja refs.
[23, 84, 88]. O primeiro termo em cada equação é a contribuição semiclássica, en-
quanto o segundo é devido ao efeito de interferência denominados de localização e
antilocalização fracas. Quando fazemos β = 2 nessas equações o segundo termo se
anula ficando somente a contribuição semiclássica. Para β = 1, o termo de loca-
lização fraca sobrevive, suprimindo a condutância e amplificando a potência do rúıdo
de disparo, enquanto que para β = 4 quem sobrevive é o termo de antilocalização
fraca, amplificando a condutância e suprimido a potência do rúıdo de disparo. O
efeito de suprir ou amplificar é tipicamente devido às simetrias de cada ensemble
puro. É interessante notar que a correção de localização fraca da potência do rúıdo
de disparo anula-se quando N1 = N2.

A cavidade caótica com contatos ideias é um sistema simples e bastante
estudado na literatura. É necessário sabermos como este sistema se modifica na
presença de contatos não ideais. Como veremos, a introdução de novos parâmetros
de controle vai trazer uma riqueza maior de fenômenos contribuindo para os termos
de localização fraca.

4.1.2 Cavidade caótica com barreiras arbitrárias

Ao introduzirmos as barreiras de tunelamento nos contatos entre o guia e
a cavidade caótica, a matriz de espalhamento não mais será uniformemente dis-
tribúıda, sendo descrita pelo núcleo de Poisson. Utilizando o modelo de estube
introduzido na seção 1.3.3 podemos parametrizar as flutuações da matriz de espa-
lhamento δS = S − S̄ da seguinte forma

δS = L(1 − UR)−1UT. (4.13)

A matriz U é a matriz de espalhamento de uma cavidade caótica aberta sem as
barreiras distribúıda uniformemente e as matrizes S̄ e R formam a parte diagonal
de uma matriz auxiliar Σ enquanto T e L formam a parte fora da diagonal. Portanto

Σ =

(

S̄ T
L R

)

. (4.14)

Esta matriz tem dimensão 2N × 2N e pode ser interpretada com a matriz de espa-
lhamento de um sistema formado por um guia com duas barreiras sem a cavidade
caótica. Desta forma, as probabilidades de tunelamento pelas barreiras para cada
canal i são definidas como os autovalores das matrizes LL†, T †T e 1 − RR† e são
denominados por Γi.
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4.1.3 Média da condutância

Para calcular a média da condutância, primeiro substitúımos a eq. (4.13) na
eq. (4.1) e expandimos em potências inversas de N no limite semiclássico, N ≫ 1.
Somente duas classes de diagramas topologicamente distintas e não nulas irão so-
breviver neste cálculo perturbativo. A primeira classe, de ordem O(N), é conhecida
como diagramas tipo escada e nos fornece a contribuição semiclássica da média da
condutância. A segunda contribuição, de ordem O(1), é conhecida como diagramas
maximamente cruzados, que são responsáveis pela localização e antilocalização fraca.
Selecionando corretamente os diagramas pode-se obter a média da condutância, dada
por:

〈g〉 =
g1ḡ1

g1 + ḡ1
+

(

1 − 2

β

)

g2ḡ
2
1 + g2

1 ḡ2

(g1 + ḡ1)
3 + O(N−1), (4.15)

onde gp =
∑N1

i=1(Γi)
p e ḡp =

∑N
i=N1+1(Γi)

p. Os detalhes deste resultado não serão
abordados aqui, sugerimos ao leitor a ref. [16, 17] para maiores detalhes. Podemos
interpretar os diagramas escada como representantes do modo diffuson no sistema e
os diagramas maximamente cruzados são interpretados como representates do modo
cooperons. O modo cooperon é puramente quântico e contém a informação sobre
o efeito de interferência na cavidade caótica. Se fizermos β = 2 na eq. (4.15)
o termo de localização fraca desaparece uma vez que este efeito de interferência
depende sensivelmente da simetria de reversão temporal. Para β = 1 o termo
semiclássico dominante é suprimido pela localização fraca enquanto que para β = 4
ele é amplificado pela antilocalização fraca. Novamente a supressão e amplificação
é uma caracteŕıstica intŕınseca das simetrias dos ensembles puros.

Vamos analisar o seguinte caso gp = ḡp = N0(Γ)p, onde N1 = N2 = N0, na
eq.(4.15) obtemos que:

〈g〉 =
G

2
+

(

1 − 2

β

)

Γ

4
+ O(N−1), (4.16)

onde G = N0Γ. O primeiro termo da eq. (4.16) é conhecido como condutância
de Drude [33] e o segundo é sua correção de localização fraca. Quando tomamos
o limite de tunelamento extremo, Γ −→ 0, também denominado de limite opaco,
mantendo G finito (isso é posśıvel quando N0 −→ ∞), o termo de localização fraca
desaparece sobrevivendo somente o termo semiclássico dominante. O mecanismo
básico para o desaparecimento da localização fraca no limite opaco foi explicado por
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Whitney [15] utilizando o método de soma sobre trajetórias clássicas. Abordaremos
esse novo conceito na próxima seção.

4.1.4 Interpretação semiclássica da média da condutância

Figura 4.3: (Acima) Esquema das quatro classes de trajetórias com invariância à re-
versão temporal que contribuem para a correção de localização fraca total da média
da condutância: a contribuição devido a localização fraca convencional (WL0); as
contribuições devido aos retroespalhamentos com sucesso (cbs0) e os falhos (cbs1 e
cbs2). (Abaixo) Esquema das duas trajetórias com mesmo peso, uma que se inter-
secta (linha pontilhada) e outra que evita por pouco a intersecção (linha cont́ınua).
As figuras foram tiradas das ref. [15] e [3] respectivamente.

Na eq. (4.16) vimos que ao tomarmos o limite opaco, a correção de loca-
lização fraca da média da condutância desaparece. Este fato implica numa intri-
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gante competição entre os efeitos de tunelamento e de interferência quântica que
são caracteŕısticas fundamentais da mecânica quântica. O mecanismo para este
fenômeno pode ser explicado através de uma análise cuidadosa do método de soma
sobre trajetórias clássicas. Whitney [15] demonstrou que a correção de localização
fraca total da média da condutância é a soma das contribuições de quatro classes de
trajetórias com invariância a reversão temporal: a contribição devido a localização
fraca convencional; as contribuições devido aos retroespalhamentos com sucesso e os
falhos, veja fig. (4.3). Para cada laço mostrado na fig. (4.3) existem duas trajetórias
com mesmo peso, uma que se intersecta e outra que evita por pouco a intersecção,
veja fig. (4.3).

No caso de uma cavidade caótica com barreiras ideais, Γ = 1, o efeito de re-
troespalhamento coerente duplica o peso de todas as trajetórias que formam laços,
como mostrado na fig. (4.3). Este fato implica que o retroespalhamento coerente
somente contribui para a reflexão. A reflexão sofre um ligeiro acréscimo enquanto a
transmissão sofre um ligeiro decréscimo. Quando há o efeito de barreiras de tunela-
mento nos contatos dos guias, as part́ıculas que retornam por trajetórias com laços,
podem tunelar para os guias ou serem refletidas de volta para a cavidade. Desta
forma podemos definir dois tipos de retroespalhamentos coerentes, o retroespalha-
mento com sucesso e o falho, veja fig. (4.3). O retroespalhamento coerente com
sucesso refere-se ao retroespalhamento usual, que contribui somente para a reflexão.
O peso do retroespalhamento de contatos ideais será multiplicado pela probabili-
dade da part́ıcula tunelar pela barreira em direção ao guia de incidência i, dado
por Γi. O retroespalhamento coerente falho refere-se ao caso em que as part́ıculas
são refletidas de volta à cavidade pela barreira, podendo posteriormente contribuir
tanto com a transmissão quanto com a reflexão. A fig. (4.3) mostra dois tipos de
retroespalhamentos falhos que contribuem positivamente tanto para reflexão quanto
para a transmissão, seus pesos são multiplicados por um fator 1 − Γi.

Se tomarmos o limite opaco, Γ −→ 0, percebemos que a contribuição do
retroespalhamento com sucesso é suprimida sobrevivendo somente uma parte da
contribuição do retroespalhamento falho. Nesse limite, a contribuição do retroespa-
lhamento falho é equivalente em módulo à contribuição da localização fraca conven-
cional. Como ambas as contribuições têm sinais contrários, há um cancelamento das
mesmas. Com isso, a correção de localização fraca total é suprimida linearmente no
limite de Γ −→ 0, conforme se mostra em cálculos expĺıcitos.
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4.2 Média da Potência do Rúıdo de Disparo para Contatos Não Ideais 84

4.2 Média da Potência do Rúıdo de Disparo para

Contatos Não Ideais

Como sugerido na seção anterior, devemos substituir a parametrização das
flutuações da matriz de espalhamento, eq. (4.13), na eq. (4.2). Então, podemos
reescrever a eq. (4.2) como

〈h〉 =

∞
∑

k,l,m,n≥1

〈fk,l,m,n〉 , (4.17)

onde

fk,l,m,n = Tr
[

C1L(UR)k−1UTC2T
†U †(R†U †)l−1L†C1L(UR)m−1UTC2T

†U †(R†U †)n−1L†] .
(4.18)

é importante perceber que 〈fk,l,m,n〉 6= 0 se e somente se k + m = l + n. Da mesma
maneira que no caso da média da condutância, vamos ter duas classes de diagramas
topologicamente distintas, os diagramas escada e os maximamente cruzados. Temos
de ser capazes de selecionar corretamente estes diagramas, para isso vamos primei-
ramente calcular a contribuição semiclássica e depois analisar o termo de localização
fraca.

4.2.1 Contribuição semiclássica para a potência do rúıdo de

disparo

Aplicando a técnica diagramática à eq. (4.17) é posśıvel obter um conjunto
de seis diagramas topologicamente distintos de ordem O(N), veja fig. (4.4). Note
que cada diagrama da fig. (4.4) tem quatro braços conectados ou não a uma série
infinita de diagramas, veja fig. (4.5). As séries são definidas por

FL = L†C1L +

∞
∑

n=1

N−nTr
(

L†C1L
) (

Tr
(

R†R
))n−1

R†R

= L†C1L +
Tr
(

L†C1L
)

N − Tr (R†R)
R†R (4.19)
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Figura 4.4: Seis diagramas topologicamente distintos que contribuem para a média
da potência do rúıdo de disparo. Cada diagrama contém quatro braços que estão ou
não conectados às matrizes FL e FR. Estes diagramas são conhecidos na literatura
como diagramas tipo escada.
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Figura 4.5: Representação diagramática da matriz FL (topo), eq. (4.19), e matriz
FR (a baixo), eq. (4.20). Elas são séries infinitas de diagramas tipo escada, veja ref.
[16].

1 W2 (TrFL)2 (TrFR)2

2 W 4
1 (TrFL)2 (

TrRR†RR†) (TrFR)2

3 2W 3
1 (TrFL)2 (

TrTC2T
†RR†) (TrFR)

4 2W 3
1 (TrFL)

(

TrL†C1LR†R
)

(TrFR)2

5 W 2
1 Tr

(

L†C1L
)2

(TrFR)2

6 W 2
1 (TrFL)2

Tr
(

TC2T
†)2

Tabela 4.1: Equações extráıdas dos diagramas tipo escada da fig. (4.4).

e

FR = TC2T
† +

∞
∑

n=1

N−nRR† (Tr
(

R†R
))n−1

Tr
(

TC2T
†)

= TC2T
† + RR† Tr

(

TC2T
†)

N − Tr (R†R)
. (4.20)

O primeiro diagrama da fig. (4.2-b) corresponde aos diagramas 2, 3 e 5 da fig.
(4.4), enquanto que o segundo corresponde aos diagramas 2, 4 e 6. Como o diagrama
2 da fig. (4.4) foi obtido duas vezes, descartamos um e o somamos somente uma
vez. O terceiro diagrama da fig. (4.2) corresponde ao diagrama 1 da fig. (4.4) e o
último não contribui no limite semiclássico pois sua ordem é O(N−1). Então, esses
são os diagramas tipo escada que correspondem aos modos diffusons do sistema.

Se girarmos os diagramas da fig. (4.4) por um ângulo de 1800 sobre seu plano,
veremos que somente os diagramas 3 e 4 não serão invariantes, por isso devemos
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somar cada um deles duas vezes. Como pode-se ver, os demais são invariantes
sob esta rotação, e portanto devem ser somados uma única vez. Na tabela 4.1
apresentamos as equações referentes às seis classes de diagramas escada. O diagrama
1 da fig. (4.4) tem um ciclo-U com peso V2 = W2 ≈ −N−3 enquanto os demais têm
ciclos-U com peso V1 = W1 ≈ N−1 tomado o limite semiclássico. Então, somando
as equações da tabela 4.1, obtemos

〈h〉 =
g4
1 ḡ2 + 2g3

1 ḡ
2
1 + 2g2

1ḡ
3
1 + g2ḡ

4
1

(g1 + ḡ1)
4 + O(N−1). (4.21)

Com as eqs. (4.21) e (4.15) sem o termo de localização fraca, podemos obter
a média da potência do rúıdo de disparo:

〈p〉 =
g4
1 ḡ1 + g3

1 ḡ
2
1 − g4

1 ḡ2 − ḡ4
1g2 + g2

1ḡ
3
1 + g1ḡ

4
1

(g1 + ḡ1)4
+ O(N−1). (4.22)

A eq. (4.22) está em completo acordo com a aproximação em cascata [89]
quando gp = N1(Γ1)

p e ḡp = N2(Γ2)
p e com o método diagramático [68] e teoria de

circuitos [42] quando N1 = N2 = N/2, gp = N(Γ1)
p/2 e ḡp = N(Γ2)

p/2. É impor-
tante salientar que para o ensemble unitário (β = 2) não haverá termos de ordem
O(1), sendo o termo semiclássico a resposta final para este caso. A ausência destes
termos deve-se à quebra da simetria de reversão temporal que pode ser inplementada
com campos magnéticos externos. Todavia, o grande interesse aqui é pela correção
quântica que está presente nos ensembles ortogonal e simplético e que será tratada
em detalhe na próxima seção.

4.2.2 Localização fraca para a potência do rúıdo de disparo

Quando a matriz U , definida na eq. (4.13), está distribúıda segundo o en-
semble ortogonal, a média do segundo cumulante, eq. (4.21), adquire uma correção
de ordem O(1) denotada δh. Esta correção está presente devido ao efeito de inter-
ferência em sistemas que preservam a simetria de reversão temporal. Esta correção
é composta de duas contribuições

δh = δh1 + δh2. (4.23)

Sendo δh1 devido ao peso dos ciclos-U e δh2 devido aos diagramas maximamente
cruzados.
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Primeira correção: δh1

No ensemble ortogonal os pesos dos ciclos-U têm termos de correção que não
pode ser descartados no limite semiclássico diferentemente do ensemble unitário [17],
por exemplo: para ensemble ortogonal temos V1 ≈ N−1 − N−2 enquanto que para
ensemble unitário temos V1 ≈ N−1 + N−3. Este fator de correção afeta significati-
vamente as matrizes FL e FR: N−n −→ N−n − nN−n−1. Então, das eqs. (4.19) e
(4.20) podemos obter as seguintes correções:

δFL = −
∞
∑

n=1

nN−n−1Tr
(

L†C1L
) (

Tr
(

R†R
))n−1

R†R (4.24)

= − Tr
(

L†C1L
)

(N −Tr (R†R))2R†R,

e

δFR = −
∞
∑

n=1

nN−n−1
(

Tr
(

R†R
))n−1

Tr
(

TC2T
†)RR† (4.25)

= − Tr
(

TC2T
†)

(N − Tr (R†R))2RR†.

A primeira correção do segundo cumulante é obtida somando as equações da tabela
4.1 substituindo as matrizes FL e FR pelas suas correções, eqs. (4.24) e (4.25):

δh1 = −2
g4
1 ḡ2 + 2g3

1 ḡ
2
1 − g3

1 ḡ1ḡ2 − g1g2ḡ
3
1 + 2g2

1 ḡ
3
1 + g2ḡ

4
1

(g1 + ḡ1)
5 . (4.26)

Segunda correção: δh2

A segunda correção vem dos diagramas maximamente cruzados que têm or-
dem O(1). Como já mencionamos, eles são interpretados como os modos cooperons
do sistema e têm uma natureza puramente quântica. Podemos representar os dia-
gramas tipo maximamente cruzados por diagramas tipo escada como ilustrado nas
fig. (4.6) e (4.7). Estas séries infinitas de diagramas podem ser expressas pelas
seguintes equações:

fTT =
∞
∑

n=0

N−n
(

Tr
(

R†R
))n+1

=
NTr

(

R†R
)

N −Tr (R†R)
, (4.27)
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Figura 4.6: Representação diagramática das funções fTT (topo), eq. (4.27), e fUU

(abaixo), eq. (4.28). Elas são séries infinitas de diagramas e são conhecidos como
maximamente cruzados na literatura.

fUU =
∞
∑

n=0

N−n−1
(

Tr
(

R†R
))n

=
1

N − Tr (R†R)
(4.28)

e

fTU = fUT =

∞
∑

n=0

N−n
(

Tr
(

R†R
))n

=
N

N − Tr (R†R)
. (4.29)

Os diagramas tipo maximamente cruzados são obtidos dos seis diagramas
representados na fig. (4.4) após cruzarmos os seus braços usando os diagramas das
figuras (4.6) e (4.7). O cruzamento não é trivial e gera um número muito grande
de diagramas topologicamente distintos como pode ser analisado nas figuras (4.8),
(4.9), (4.10) e (4.11).

Para entender como são gerados os diagramas maximamente cruzados, vamos
analisar cada um. Todos os seis diagramas da fig. (4.4) têm quatro braços. No
diagrama 1, dois braços estão conectados à matriz FL enquanto os outros dois à
matriz FR. Com a ajuda dos diagramas das fig. (4.6) e (4.7), podemos encontrar
cinco conjuntos de diagramas maximamente cruzados e topologicamente distintos,
fig. (4.8). No diagrama (4.8.a) um dos braços-FL pode ser cruzado a dois braços-FR e
cada cruzamento é submetido a uma rotação de 1800. Com isso encontramos quatro
permutações posśıveis para (4.8.a), veja tabela 4.2-(1.a). Uma análise semelhante
pode ser feita para (4.8.b), veja tabela 4.2-(1.b). O diagrama (4.8.c) é composto de
uma seqüência de diagramas escada e cruzados em um dos braços-FL e similarmente
pode ser feita a mesma seqüência para um dos braços-FR. Aplicando uma rotação
de 1800 a cada um desses casos obtemos quatro permutações, veja tabela 4.2-(1.c).
A mesma análise pode ser realizada para (4.8.d) e (4.8.e), veja tabela 4.2-(1.d-e).
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Figura 4.7: Outro conjunto de diagramas maximamente cruzados que representam
as funções fTU (topo) e fUT (abaixo), eq. (4.29), veja ref. [17].

Ao iniciarmos a análise do diagrama (4.4.2) notamos que, da mesma forma
que o anterior, ele contém dois braços-FL e dois braços-FR. Após cruzarmos os braços
deste diagrama encontramos também cinco conjuntos topologicamente distintos que
variam sob a rotação de 1800. Com isso podemos usar a mesma análise utilizada
em (4.8.a) e (4.8.c) nos diagramas (4.9.a-b) e (4.9.c-d) respectivamente, veja tabela
4.2-(2.a-e).

Na fig. (4.10) apresentamos mais cinco conjuntos de diagramas topologi-
camente distintos que correspondem ao diagrama (4.4.3). Neste caso, temos dois
braços-FL e somente um braço-FR. Isto implica que cada braço-FL pode se cruzar
a um braço-FR, aplicando a rotação a cada um deles obtemos quatro permutações
posśıveis para (4.10.a-b), veja tabela 4.2-(3.a-b). Os diagramas (4.10.c-e), que pos-
suem uma seqüência de diagramas escada e cruzados em seus braços, obtemos seis
posśıveis permutações para cada um, veja tabela 4.2-(3.c-e). A mesma análise pode
ser feita para o diagrama (4.4.4), mas lembrando que neste caso há somente um
braço-FL e dois braços-FR. Os cinco conjuntos de diagramas maximamente cruza-
dos gerados são similares aos mostrados na fig. (4.10), veja tabela 4.3-(4.a-e).

Para finalizar, analisamos os dois últimos diagramas da fig. (4.4). Na fig.
(4.4.5) temos dois braços-FL e não há braços-FR. Os diagramas posśıveis de serem
gerados são aqueles que apresentam uma seqüência de diagramas escada e cruzados
nos braços como pode ser visto na fig. (4.11). Cada diagrama tem duas permutações
posśıveis devido à rotação de 1800 e suas equações estão definidas na tabela 4.3-(5.a-
c). A mesma análise é permitida para os diagramas cruzados gerados de (4.4.6). É
importante notar que agora temos dois braços-FR e não há braços-FL, os diagramas
são similares ao mostrados na fig. (4.11) e suas equações são dadas na tabela 4.3-
(6.a-c).
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Figura 4.8: Estes diagramas fazem parte do primeiro conjunto de diagramas tipo
maximamente cruzados que contribuem para a localização fraca da potência do rúıdo
de disparo. Eles foram obtidos da fig. (4.4.1).
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Figura 4.9: Segundo conjunto de diagramas tipo maximamente cruzados que con-
tribuem para a localização fraca da potência do rúıdo de disparo, obtidos da fig.
(4.4.2).
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Figura 4.10: Terceiro conjunto de diagramas tipo maximamente cruzados da loca-
lização fraca da potência do rúıdo de disparo obtidos da fig. (4.4.3-4).
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Figura 4.11: Quarto conjunto de diagramas tipo maximamente cruzados da loca-
lização fraca da potência do rúıdo de disparo obtidos da fig. (4.4.5-6).
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1

a 4W 2
2 (TrFL)2 f 2

TT (TrFR)2

b 4W2

(

TrFLF T
R

)

f 2
UT (TrFL) (TrFR)

c 4W3 (TrFL)2 fTT (TrFR)2

d 2W2

(

TrFLR∗RT
)

fUUfUT (TrFL) (TrFR)2

+2W2 (TrFL)2 (TrFR) fUUfUT

(

TrFRR∗RT
)

e 4W 2
2 (TrFL)2 f 2

TT (TrFR)2

2

a 4W 2
1

(

TrFLF T
R

) (

TrRR∗RT R∗) f 2
UU (TrFL) (TrFR)

b 4W 2
1 W2 (TrFL)2 (

TrRR∗RT R∗) f 2
TU (TrFR)2

c 2W 3
1

(

TrFLR∗RT R∗R
)

fUU (TrFL) (TrFR)2

+2W 3
1 (TrFL)2 (TrFR) fUU

(

TrFRR∗RT R∗R
)

d 2W 3
1

(

TrFLR∗RT
) (

TrRR†RR†) f 2
UU (TrFL) (TrFR)2

+2W 3
1 (TrFL)2 (TrFR) f 2

UU

(

TrRR†RR†) (TrFRR∗RT
)

e 4W 3
1 W2 (TrFL)2 fTT fTU (TrFR)2

3

a 4W1

(

TrFLF T
R

) (

TrL†C1LR†RT
)

f 2
UU (TrFR)

b 4W1W2 (TrFL)
(

TrL†C1LR†RT
)

f 2
TU (TrFR)2

c 4W 2
1 (TrFL) (TrFR) fUU

(

TrFR(L†C1L)T RT R∗)

+2W 2
1

(

TrFLR∗(L†C1L)T RT
)2

fUU (TrFR)2

d 4W 2
1 (TrFL) (TrFR) f 2

UU

(

TrL†C1LR†R
) (

TrFRR∗RT
)

+2W 2
1

(

TrFLR∗RT
) (

TrFLR∗RT
)

f 2
UU (TrFR)2

e 6W 2
1 W2 (TrFL)

(

TrL†C1LR†R
)

fTT fTU (TrFR)2

Tabela 4.2: Contribuição para a correção quântica do segundo cumulante dos dia-
gramas maximamente cruzados, veja figuras (4.8), (4.9), (4.10) and (4.11).
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4

a 4W1

(

TrFLF T
R

) (

TrTC2T
†RT R†) f 2

UU (TrFL)

b 4W1W2 (TrFL)2 (
TrTC2T

†RT R†) f 2
TU (TrFR)

c 4W 2
1

(

TrFL(TC2T
†)T R∗RT

)

fUU (TrFL) (TrFR)

+2W 2
1 (TrFL)2 fUU

(

TrFRRT (TC2T
†)T R∗)

d 4W 2
1

(

TrFLR∗RT
) (

TrTC2T
†RR†) f 2

UU (TrFL) (TrFR)

+2W 2
1 (TrFL)2 f 2

UU

(

TrTC2T
†RR†) (TrFRR∗RT

)

e 6W 2
1 W2 (TrFL)2 (

TrTC2T
†RR†) fTT fTU (TrFR)

5

a 2W1 (TrFR) fUU

(

TrFR(L†C1L)T (L†C1L)T
)

b 2W1 (TrFR) f 2
UU

(

TrL†C1LL†C1L
) (

TrFRR∗RT
)

c 2W1W2

(

TrL†C1LL†C1L
)

fTT fTU (TrFR)2

6

a 2W1

(

TrFL(TC2T
†)T (TC2T

†)T
)

fUU (TrFL)
b 2W1

(

TrFLR∗RT
) (

TrTC2T
†TC2T

†) f 2
UU (TrFL)

c 2W1W2 (TrFL)2 fTT fTU

(

TrTC2T
†TC2T

†)

Tabela 4.3: Contribuição para a correção quântica do segundo cumulante dos dia-
gramas maximamente cruzados, veja figuras (4.8), (4.9), (4.10) and (4.11).

Finalmente, obtidos os seis conjuntos de equações demonstrados nas tabelas
4.2 e 4.3, onde o diagrama (4.8.c) tem um ciclo-U com peso V3 = W3 ≈ 2N−5,
podemos obter a segunda correção δh2 dada por:

δh2 = −2 (g1 + ḡ1)
−6 (−g2

1 ḡ
3
1 ḡ2 + 4g3

1ḡ
2
1 ḡ2 + 4g2

1 ḡ
3
1g2 + 3g4

1ḡ1ḡ2 − g3
1ḡ

2
1g2

−2g2ḡ
5
1 + 2g5

1ḡ3 + 2ḡ5
1g3 − 4g4

1 ḡ
2
2 + 2g1ḡ

3
1g2ḡ2 + 2g3

1ḡ1g2ḡ2 − 4g2
1 ḡ

2
1g2ḡ2 − 2g5

1ḡ2

−4g2
2 ḡ

4
1 + 3g1ḡ

4
1g2 + 2ḡ4

1g3g1 + 2g4
1 ḡ3ḡ1 − 2g4

1ḡ
2
1 − 4g3

1ḡ
3
1 − 2g2

1ḡ
4
1). (4.30)

4.2.3 Resultado final

Com a obtenção das duas correções, eqs. (4.26) e (4.30), podemos calcular a média
do segundo cumulante somando as eq. (4.21) e (4.23). Obtemos a expressão
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〈h〉 = (g1 + ḡ1)
−4 (g4

1 ḡ2 + 2g3
1 ḡ

2
1 + 2g2

1ḡ
3
1 + g2ḡ

4
1)

+2

(

2

β
− 1

)

(g1 + ḡ1)
−6
(

−2g3
1 ḡ1g2ḡ2 + 4g2

1 ḡ
2
1g2ḡ2 − 2g1ḡ

3
1 ḡ2g2 + g2ḡ

5
1

−2g5
1 ḡ3 − 2ḡ5

1g3 + 4g4
1ḡ

2
2 + g5

1 ḡ2 + 4g2
2 ḡ

4
1 + g2

1ḡ
3
1 ḡ2 − 3g3

1 ḡ
2
1ḡ2 − 3g2

1 ḡ
3
1g2

−3g4
1 ḡ1ḡ2 + g3

1ḡ
2
1g2 − 3g1ḡ

4
1g2 − 2ḡ4

1g3g1 − 2g4
1 ḡ3ḡ1

)

+ O(N−1). (4.31)

Um teste simples é fazermos Γi = 1 para reobter a eq. (4.11). A média da potência
do rúıdo de disparo então é obtida usando as eqs. (4.3), (4.15) e (4.31) resultando
em

〈p〉 = (g1 + ḡ1)
−4(g4

1 ḡ1 + g3
1 ḡ

2
1 − g4

1 ḡ2 − ḡ4
1g2 + g2

1ḡ
3
1 + g1ḡ

4
1)

+

(

2

β
− 1

)

(g1 + ḡ1)
−6(−3g2ḡ

5
1 + 4g5

1ḡ3 + 4ḡ5
1g3 − 8g4

1 ḡ
2
2 − 3g5

1 ḡ2 − 8g2
2ḡ

4
1

+4g3
1 ḡ1g2ḡ2 + 4g1ḡ

3
1 ḡ2g2 − 8g2

1ḡ
2
1g2ḡ2 − 3g2

1 ḡ
3
1ḡ2 + 3g3

1ḡ
2
1 ḡ2 + 3g2

1 ḡ
3
1g2

+3g4
1 ḡ1ḡ2 − 3g3

1ḡ
2
1g2 + 3g1ḡ

4
1g2 + 4ḡ4

1g3g1 + 4g4
1 ḡ3ḡ1) + O(N−1). (4.32)

A eq. (4.32) é o principal resultado deste caṕıtulo e é valido para as três
classes de ensembles, β = 1, 2 e 4 [90, 91]. O primeiro termo é a contribuição
semiclássica enquanto o segundo termo é a localização fraca. Quando fazemos Γi = 1
reobtemos a eq. (4.12). Esta equação é muito geral e traz um novo efeito denominado
de efeito supressão-amplificação da potência do rúıdo de disparo. Esse efeito será
abordado com mais detalhe no caṕıtulo 5. Vamos agora reescrever a eq. (4.32) no
caso em que gp = N1Γ

p
1 e ḡp = N2Γ

p
2, obtendo a expressão simplificada

〈p〉 =
G1G2 (G1G2(G1 + G2) + G3

1(1 − Γ2) + G3
2(1 − Γ1))

(G1 + G2)4
(4.33)

+

(

2

β
− 1

)

G1G2(G1 − G2)(G1Γ2 + G2Γ1) (3(G2
2 − G2

1) + 4(G2
1Γ2 − G2

2Γ1))

(G1 + G2)6
,

onde Gi = NiΓi with i = 1, 2. Analisando esta equação podemos notar que tanto
para β = 1 quanto para β = 4 o termo de localização fraca pode mudar de sinal de-
pendendo dos valores de parâmetros experimentalmente controláveis como o número
de canais abertos Ni e a probabilidade de tunelamento Γi.
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A mudança conceitual que a eq. (4.33) traz é que a supressão e a amplificação
do termo semiclássico deixa de ser uma caracteŕıstica intŕınseca das simetrias, pas-
sando a ser uma função de parâmetros experimentalmete controláveis. Outra ca-
racteŕıstica intrigante da eq. (4.33) é que a localização fraca é suprimida quando
Γ1 = Γ2 = 3/4, independente dos valores de N1 e N2.

4.2.4 Limite opaco da média da potência do rúıdo de disparo

Analisando o limite opaco da eq. (4.33), Γ1, Γ2 → 0 com G1 e G2 finitos, o
termo de correção de localização fraca é suprimido, sugerindo que o processo que ex-
plica este efeito é similar ao apresentado na seção 4.1.4 para a correção de localização
fraca da condutância. Porém, a teoria de matrizes aleatórias não possibilita uma
interpretação intuitiva para este fenômeno, similar ao proposto por Whitney para
a condutância. Contudo, podemos perceber que parte da contribuição semiclássica
da média da potência do rúıdo de disparo sobrevive, como ocorre com a média da
condutância. A eq. (4.33) neste limite é simplifica da seguinte forma

〈p〉 =
G1G2 (G2

1 + G2
2)

(G1 + G2)3
. (4.34)

Dividindo esta equação pela eq. (4.15), também no limite opaco, obtemos o fator
Fano

F =
G2

1 + G2
2

(G1 + G2)2
. (4.35)

A generalidade da eq. (4.35) foi mostrado na ref. [15] através do método de soma
sobre trajetórias clássicas. Apesar da caracteŕıstica puramente quântica da potência
do rúıdo de disparo, eq. (4.34), ela é independente do tempo de Ehrenfest no limite
opaco. Este fato se deve à presença das barreiras de tunelamento, pois como vimos
na eq. (1.2) para o caso de contatos ideais, a potência do rúıdo de disparo desaparece
no limite de τE ≫ τdwell. Por fim, vamos revisitar o caso de barreiras simétricas,
ou seja, G1 = G2 = G. Neste caso o termo de correção de localização fraca da eq.
(4.33) desaparece. Podemos escrever a seguinte relação para o fator Fano

F =
2 − Γ

4
, (4.36)
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quando Γ = 1 obtemos a eq. (1.2) no limite τE = 0, enquanto no limite opaco
F = 1/2, que está de acordo com a eq. (4.35).

4.3 Regime de Crossover

A análise diagramática também possibilita estudarmos o regime de crosso-
ver, introduzindo o acoplamento a um campo magnético perpendicular à superf́ıcie
da cavidade caótica e a interação spin-órbita dos elétrons através do modelo de es-
tube. Estes termos são responsáveis pela quebra da simetria de reversão temporal
e da simetria de rotação de spin respectivamente. Com esses novos parâmetros será
posśıvel compreender dois fatos importantes que não foram abordados até aqui: (1)
como ocorre o processo de supressão da localização fraca por um campo externo, ou
seja, a transição gradual entre os ensembles ortogonal (β = 1) e unitário (β = 2);
(2) a transformação da localização fraca em antilocalização fraca que é a transição
gradual entre os ensembles ortogonal (β = 1) e simplético(β = 4) através da in-
trodução do efeito de interação spin-órbita. Estes parâmetros afetam drasticamente
o efeito de interferência que acontece no processo de transporte de carga através de
sistemas mesoscópicos.

O método foi primeiramente usado nas refs. [92] e [93] para analisar o regime
de crossover da localização fraca da condutância em uma estrutura cristalina ani-
sotrópica, que discutiremos mais à frente. Posteriormente, em um artigo recente os
autores da ref. [85] obtiveram a localização fraca da potência do rúıdo de disparo,
neste regime, também para um sistema anisotrópico. A motivação desta análise
em sistemas isotrópicos veio em parte da necessidade de uma comparação com o
resultado obtido via teoria de circuitos discutidos no caṕıtulo 5.

Para introduzirmos os graus de liberdade de spin temos necessariamente de
introduzir a estrutura algébrica de quatérnios. A matriz de espalhamento S passa
a ser representada por uma matriz de dimensão 2N × 2N que podemos interpretar
como uma matriz N × N , onde cada elemento é um quatérnio 2 × 2. Introduzir a
informação sobre o campo magnético e o acoplamento spin-órbita é posśıvel devido a
parametrização de estube discutida na seção 1.3.3. Antes de iniciarmos os cálculos
faz-se necessário uma breve revisão da álgebra de quatérnios devido à estrutura
especial da matriz S que incorpora os graus de liberdade dos spins.

4.3.1 Álgebra dos quatérnions
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Há inúmeras referências sobre este tema [43, 94, 95], de forma que vamos
tentar juntar as principais informações espalhadas na literatura para facilitar o en-
tendimento deste assunto. Vamos iniciar definindo uma matriz quaterniônica H de
dimensão M × M , cujos elementos podem ser escritos em termo da base ordenada
{1, σ1, σ2, σ3}:

Hij = aij1 + ibijσ1 + icijσ2 + idijσ3. (4.37)

Os elementos aij , bij, cij e dij são números complexos, 1 representa uma matriz iden-
tidade 2 × 2 e σi são as matrizes de Pauli definidas por

σ1 =

(

0 1
1 0

)

, σ2 =

(

0 −i
i 0

)

, σ3 =

(

1 0
0 −1

)

. (4.38)

Duas caracteŕısticas importantes das matrizes de Pauli são: (1) σ2
i = 1; (2) σiσj =

iǫijkσk. Agora podemos definir o conjugado complexo

H∗
ij = a∗

ij1 + ib∗ijσ1 + ic∗ijσ2 + id∗
ijσ3, (4.39)

onde (H∗)ij = H∗
ij e o conjugado Hermitiano de um quatérnio

H†
ji = a∗

ji1 − ib∗jiσ1 − ic∗jiσ2 − id∗
jiσ3, (4.40)

com (H†)ij = H†
ji.

Há uma relação entre o conjugado complexo e o conjugado hermitiano de
um quatérnion dada por H∗ = (H†)R onde HR é definido como o ”dual” da matriz
quaterniônica onde HR = σ2H

T σ2 [96]. Com isso, podemos concluir que se a matriz
A é real e antissimétrica seu complexo conjugado quaterniônico é dado por A∗ = −A
[97].

Para realizarmos o produto entre quatérnios vamos escrevê-lo como H = He+
Hv onde He é a parte escalar {a} e Hv = {ib, ic, id} é a parte vetorial decomposta
na base ordenada {σ1, σ2, σ3} das matrizes de Pauli, então temos que

HK = HeKe − (Hv ·Kv) + HeKv + KeHv + (Hv ×Kv) (4.41)

Com esse breve apanhado sobre álgebra de quatérnions vamos dar ińıcio ao desen-
volvimento da análise diagramática.
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4.3.2 Análise diagramática

Como nosso objetivo é estudar o regime de crossover através da análise di-
agramática, será necessário abrir mão da informação sobre as transparências das
barreiras de tunelamento para introduzirmos o efeito de campos magnéticos e in-
teração spin-órbita. Como foi visto nas seções anteriores, o efeito das barreiras de
tunelamento era introduzido através da parametrização de estube como sendo os
autovalores de transmissão da matriz 1 − RRT .

Figura 4.12: A figura à esquerda representa o diagrama diffuson e sua estrutura
central é exatamente o diagrama fUU mostrado na fig. (4.6). À direita, temos o
diagrama cooperon. É importante notar que nestes diagramas os graus de liberdade
do spin estão representados pelos ı́ndices {ρσ; µν}.

Devido a dificuldades técnicas do método, só obteremos resultados para o
caso de contatos ideais que foram anteriormente calculados na seção 4.1.1 fora do
regime de crossover. Iniciamos o problema reescrevendo a condutância, eq. (4.1),
da seguinte forma

g = 2
N1N2

N
− Tr

(

SCS†C
)

, (4.42)

onde o traço deve ser realizado somente sobre o espaço dos canais. O fator 2 é devido
à degenerescência de spin e C é a matriz de projeção definida por

C =







N2

N
1N1

0

0
−N1

N
1N2






, (4.43)
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com 1Ni
sendo uma matriz unidade Ni × Ni.

Como mencionamos, a matriz de espalhamento S agora é uma matriz de
dimensão N × N onde seus elementos são quatérnions representando os graus de
liberdade dos spins. Suas regras de conjugação foram apresentadas na seção 4.3.1.
A partir da parametrização de estube, os elementos da matriz de espalhamento
vão depender do campo magnético perpendicular B⊥, da energia de Férmi ǫ e do
tempo de espalhamento spin-órbita τSO sendo escrita como Sij;ρσ(ǫ, B⊥, τSO). Os
ı́ndices romanos e gregos representam os ı́ndices de canais e de spin respectivamente.
Tomando o limite simiclássico, podemos expandir a eq. (4.42) da mesma maneira
como procedemos na eq. (4.17)

〈Sij;ρσ(ǫ, B⊥, τSO)Skl;µη(ǫ, B⊥, τSO)∗〉 =
∞
∑

m,n≥1

〈fm,n〉 , (4.44)

onde

fm,n =
(

L
(

UQRQ†)m−1
UT
)

ij;ρσ

(

T ⋆U∗ ((Q†)∗R∗Q∗U∗)n−1
L∗
)

kl;µη
, (4.45)

de forma que R ≡ R(ǫ, B⊥, τSO) é a matriz de espalhamento do estube (M − N) ×
(M − N) e absorve toda a informação sobre energia e campo magnético que são
introduzidos no modelo. A matriz U é definida como a matriz de espalhamento da
cavidade caótica M × M sem o estube e é distribúıda de acordo com os ensembles
puros de Wigner-Dyson. Por fim, definimos as matrizes de projeção L = T †, tendo
dimensão N × M tal que Tij = δij1, e Q que tem dimensão (M − N) × M tal que

Qij = δi+N,j1. É importante ressaltar que o tempo τdwell(s) da carga no estube tem
que ser muito maior que o tempo τdwell(c) da cavidade caótica, garantindo que toda a
informação sobre os novos parâmetros esteja restrita ao estube. Além disso, assumi-
mos que o movimento é caótico o suficiente para a condição τdwell(s) + τdwell(c) ≫ τerg

garantir a validade da teoria de matrizes aleatórias.
Podemos verificar que 〈fm,n〉 6= 0 se e somente se m = n. No limite M → ∞

obtemos o diagrama escada ou diffuson introduzindo o diagrama fUU , fig. (4.6), no
diagrama (a) da fig. (4.2). O diagrama diffuson obtido está representado na fig.
(4.12). Os diagramas responsáveis pela localização fraca podem ser representados
pelos diagramas maximamente cruzados ou cooperon e são obtidos diretamente dos
diagramas diffuson como podemos constatar na fig. (4.12). A informação sobre o
grau de liberdade dos spins entra nos diagramas através dos ı́ndices {ρσ; µν} de
forma que podemos escrever a seguinte equação

〈Sij;ρσ(ǫ, B⊥, τSO)Skl;µη(ǫ, B⊥, τSO)∗〉 = δikδjlDρσ;ηµ + δilδjk (T CT )ρσ;µη . (4.46)
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A função Dρσ;ηµ é a contribuição do diagrama diffuson da fig. (4.12). Devido ao
diagrama fUU da fig. (4.6) definido na eq. (4.28), podemo escrever Dρσ;ηµ como

D =

∞
∑

n=0

(M1 ⊗ 1)−n−1 (
Tr
(

R ⊗ R†))n =
1

M1 ⊗ 1 −Tr (R ⊗ R†)
. (4.47)

O termo (T CT )ρσ;µη é a contribuição do diagrama copperon da fig. (4.12) e T =
1 ⊗ σ2. Com a ajuda do diagrama fUU da fig. (4.6), obtemos

C =

∞
∑

n=0

(M1 ⊗ 1)−n−1 (Tr (R ⊗ R∗))n =
1

M1 ⊗ 1 − Tr (R ⊗ R∗)
. (4.48)

Para realizar a operação de inverter os produtos tensoriais D−1 e C−1 usaremos a
seguinte regra para produtos tensorial entre as matrizes de Pauli, conhecido como
backward multiplication que é definido como

(σi ⊗ σj) (σk ⊗ σl) = (σiσk) ⊗ (σlσj) , (4.49)

de forma que D−1D = 1 e C−1C = 1. A matriz R(ǫ, B⊥, τSO), segundo o modelo de
estube, pode ser escrita como

R(ǫ, B⊥, τSO) = exp

(

i

M

(

2πε

△ 1 −H(B⊥, τSO)

))

, (4.50)

onde H(B⊥, τSO) é uma matriz de quatérnions de dimensão (M − N) × (M − N),
derivada do hamiltoniano que descreve o campo magnético e a interação spin-órbita
na cavidade caótica. Tomando o limite semiclássico M → ∞ podemos expandir
R(ǫ, B⊥, τSO) da seguinte forma

R(ǫ, B⊥, τSO) = 1 +
i

M

(

2πε

△ 1 −H(B⊥, τSO)

)

−
(

1

M

)2(
2πε

△ 1 −H(B⊥, τSO)

)2

+ O(M−3), (4.51)

Realizando o produto matricial
(

SCS†C
)

da eq. (4.42) e pegando a média de cada
elemento do traço seguindo a eq. (4.46) chegamos à conclusão que a média da
condutância no regime de crossover pode ser escrita da seguinte forma

〈g〉 = 2
N1N2

N
− N1N2

N

∑

ρ,σ

(T CT )ρσ;ρσ . (4.52)
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Ao longo do cálculo da média da localização fraca da condutância,
〈

Tr
(

SCS†C
)〉

,
o termo Dρσ;σρ que corresponde à contribuição do diagrama diffuson se cancela im-
plicando que esta depende somente da contribuição advinda do diagrama cooperon
(T CT )ρσ;ρσ. Agora estamos prontos para definir o hamiltoniano do modelo que usa-
remos. Nas duas próximas seções faremos uma comparação entre os casos isotrópico
e anisotrópico.

4.3.3 Modelo isotrópico

O modelo isotrópico que adotaremos foi utilizado com grande sucesso na
ref. [54] onde os autores analisaram a localização fraca da condutividade de Drude
através de uma teoria quase-clássica para transporte de elétrons em um potencial
aleatório. Este mesmo modelo vêm sendo aplicado em diversos sistemas, como por
exemplo na teoria de circuitos [81] que foi a nossa motivação para resolver este
problema via análise diagramática. O hamiltonado pode ser escrito da seguinte
forma [54, 81, 98, 99]

H = H0 + u(−→x ), H0 =
(−→p − e

−→
A )2

2m
+ HSO(−→x ) + U(−→x ), (4.53)

onde u(−→x ) é uma função aleatória que descreve o potencial das impurezas no sis-
tema sendo responsável pelo movimento difusivo dos elétrons e pela isotropização da
função distribuição eletrônica. O hamiltoniano H0 contém em sua estrutura o fator
−→p − e

−→
A que é o momento cinético, sendo −→p o momento canônico e

−→
A o potencial

vetor que descreve o efeito orbital do campo magnético. O termo HSO é responsável
pela interação spin-órbita, enquanto U(−→x ) é o potencial que descreve o formato da
cavidade caótica e as barreiras de tunelamento e etc.

Do eletromagnetismo [100] sabemos que o campo magnético pode ser obtido

do potencial vetor através da seguinte expressão
−→
B =

−→▽×−→
A . Então, escolheremos

um calibre de modo que o campo magnético aplicado seja perpendicular à superf́ıcie

da cavidade caótica. Isso implica que
−→
A = (B⊥x)ĵ é paralelo à superf́ıcie da amostra.

Segundo a ref. [81] se o transporte é difusivo na cavidade caótica temos que 〈A2〉 ∝
(~/e)2(1/DτB), onde τB é o tempo magnético e D é o coeficiente de difusão.

É impotante comparar todas as escalas de tempo envolvidas para que a teoria
de matrizes aleatórias seja válida, para isso assumimos que τerg ≪ τdwell, τB, τSO.
O termo 1/τB pode ser entendido como a taxa de perda da simetria de reversão
temporal, ou melhor, a supressão da localização fraca por um campo magnético
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externo. O tempo magnético pode ser escrito em função do fluxo magnético Φ que
atravessa a cavidade caótica [54, 86], tal que

1

τB

=
1

τerg

(

Φ

Φ0

)2

(4.54)

Onde Φ ∝ B⊥L2 sendo L o comprimento t́ıpico da cavidade caótica e Φ0 ∝ ~/e é o
quanta de fluxo. Utilizando esses parâmetros podemos estimar a taxa de quebra de
simetria, como dada por

1

τB

∝ e2B2
⊥L4

τerg~
2

, (4.55)

de acordo com as refs. [23]
O hamiltoniano HSO que descreve a interação spin-órbita no vácuo é descrito

pelo termo de Thomas [98, 101] que na linguagem de matrizes de Pauli assume a
seguinte forma

HSO(−→x ) = µe
−→σ · −→B,

−→
B =

−→▽VSO(−→r ) ×−→p
2m0c2

, (4.56)

onde µe é o momento magnético do elétron, enquanto
−→
B é o campo magnético da

transformação de Lorentz [102], que é sentido por uma carga elétrica que viaja no

vácuo com velocidade −→v = −→p /m0 submetida a um campo elétrico
−→
E =

−→▽VSO(−→r ),

sendo VSO(−→x ) o potencial elétrico escalar. Segundo a ref. [54] podemos considerar
−→
B

como uma variável aleatória com distribuição Gaussiana, que tenha uma disperção
proporcional à taxa de espalhamento spin-órbita 〈B2〉 ∝ 1/τSO. Fisicamente, 1/τSO

representa a taxa de perda da simetria de rotação de spin. No regime de fraca
interação spin-órbita, 1/τSO é muito menor que a taxa de espalhamento elástica
1/τe, garantindo que não haverá espalhamentos inelásticos na cavidade caótica e
assegurando a validade da teoria de matrizes aleatórias.

As autofunções do hamiltoniano spin-órbita são formadas por dois grupos
distintos que dão origem aos canais singleto e tripleto da teoria de espalhamento
[77, 54, 103, 104]. A caracteŕıstica marcante de cada um deles é que os autovalores
dos canais singleto não dependem da taxa de espalhamento spin-órbita, enquanto os
autovalores dos canais tripleto sempre são afetados, ocasionando a quebra de simetria
da rotação de spin que suprime a localização fraca e dá origem à antilocalização fraca.
Estas são as caracteŕısticas que vamos analisar a seguir.

Agora podemos aplicar a análise diagramática à eq. (4.50) de forma a obter
a matriz H(B⊥, τSO) que será responsável pela perturbação no sistema devido ao
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campo magnético e à interação spin-órbita. Então podemos escrever

H(B⊥, τSO) = x X 1 +
i a

2
(A1 σ1 + A2 σ2 + A3 σ3) . (4.57)

Nota-se que H(B⊥, τSO) é uma matriz de quatérnions incorporando os graus de liber-
dade dos spins. As matrizes X e Ai (i = 1, 2, 3) são matrizes reais e antissimétricas
de dimensão (M −N)× (M −N) cujos elementos são variáveis gaussianas indepen-
dentes [92, 99]. As médias destas matrizes são nulas, 〈Tr(X)〉 = 0 e 〈Tr(Ai)〉 = 0,
enquanto as variâncias são dadas por

〈

Tr(XXT )
〉

= M2 e
〈

Tr(AiA
T
j )
〉

= δijM
2.

Os parâmetros adimensionais x e a responsáveis pela taxa da quebra de simetria
temporal e rotação de spin, respectivamente, podem ser escritos como

x2 =
~

τB△
, a2 =

~

τSO△
(4.58)

onde △ é o espaçamento médio entre ńıveis de energia. Substituindo a eq. (4.68)
nas eqs. (4.50) e (4.51) e fazendo uso das regras de conjugações apresentadas na
seção 4.3.1, obtemos

Tr
(

R ⊗ R†) = (M − N)1 ⊗ 1 − 3

2
a2 1 ⊗ 1 +

a2

2
(σ1 ⊗ σ1 + σ2 ⊗ σ2 + σ3 ⊗ σ3) ,

Tr (R ⊗ R∗) = (M − NC)1 ⊗ 1 − 3

2
a2 1 ⊗ 1 +

a2

2
(σ1 ⊗ σ1 + σ2 ⊗ σ2 + σ3 ⊗ σ3) .

Substituindo as duas equações anteriores nas eq. (4.47) e (4.48) chegamos aos se-
guintes resultados

D−1 = N 1 ⊗ 1 +
3

2
a2 1 ⊗ 1 − a2

2
(σ1 ⊗ σ1 + σ2 ⊗ σ2 + σ3 ⊗ σ3) . (4.59)

e

C−1 = NC 1 ⊗ 1 +
3

2
a2 1 ⊗ 1 − a2

2
(σ1 ⊗ σ1 + σ2 ⊗ σ2 + σ3 ⊗ σ3) , (4.60)

onde NC = N + 2x2. Para invertermos o produto tensorial acima temos de usar a
relações apresentadas na eq. (4.49) de forma que obtemos a seguinte equação para
D e C
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D =
(2N + a2)

2N(N + 2a2)
1 ⊗ 1 +

a2

2N(N + 2a2)
( σ1 ⊗ σ1 + σ2 ⊗ σ2 + σ3 ⊗ σ3) (4.61)

e

C =
(2NC + a2)

2NC(NC + 2a2)
1⊗1+

a2

2NC(NC + 2a2)
(σ1 ⊗ σ1 + σ2 ⊗ σ2 + σ3 ⊗ σ3) . (4.62)

Como vimos na eq. (4.52), o valor de D não é necessário, mas o calculamos
para mostrar a sutil diferença entre ele e T CT . Podemos então obter T CT usando
o fato de que T = 1 ⊗ σ2 e a regra apresentada na eq. (4.49), tal que

T CT =
(2NC + a2)

2NC(NC + 2a2)
1 ⊗ 1 +

a2

2NC(NC + 2a2)
(−σ1 ⊗ σ1 + σ2 ⊗ σ2 − σ3 ⊗ σ3) .

(4.63)
Substituindo a eq. (4.63) na eq. (4.52) encontramos

〈g〉 = 2
N1N2

N
− 2

N1N2

N

(

(2NC + a2)

2NC(NC + 2a2)
− 3a2

2NC(NC + 2a2)

)

, (4.64)

que pode ser reescrita da seguinte forma mais apropriada:

〈g〉 = 2
N1N2

N
− 2

N1N2

N

(

1

NC + 2a2
− a2

NC(NC + 2a2)

)

. (4.65)

Este é o resultado central desta seção. Na fig. (4.13) apresentamos o comportamento
geral da eq. (4.65). Como ilustração podemos verificar os casos limites da eq. (4.65),
se fizermos x = 0 e a = 0 obtemos o resultado correto para localização fraca, quando
β = 1 na eq. (4.10). Quando x −→ ∞ o termo de localização fraca é suprimido,
ou seja, passamos de β = 1 para β = 2. Finalmente tomando x = 0 e a −→ ∞
obtemos a antilocalização fraca, que corresponde a β = 4 na eq. (4.10).

4.3.4 Modelo anisotrópico

O modelo anisotrópico resulta de uma análise da interação spin-órbita mais
sofisticada do que a usada no modelo isotrópico, pois leva em conta a estrutura
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Figura 4.13: Neste gráfico apresentamos a localização fraca da condutância em
função do campo magnético aplicado à esquerda e da interação spin-órbita à direita
comparando o modelo isotrópico e anisotrópico. No gráfico à esquerda fazemos
N1 = N2 = 20, e cada curva tem um valor fixo para a interação spin-órbita: de
baixo para cima temos a = 2, a = 5 e a = 10. O gráfico à direita fixamos x = 0 e
variamos a interação spin-órbita.
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cristalina do GaAs. O hamiltoniano foi deduzido na ref. [105] dando todos os
detalhes das simetrias do problema. A anisotropia cristalina entra no hamiltoniano,
eq. (4.53), da seguinte forma

HSO =
α

2m
(−→p ×−→n z) · −→σ +

̺

2m
(pxσx − pyσy) . (4.66)

Fazendo uma escolha de coordenadas conveniente para a estrutura cristalina em
questão o hamiltoniano H0 pode se escrito como

H0 =
(−→p − e

−→
A )2

2m
+

1

2m

(

pyσx

λy
− pxσy

λx

)

, (4.67)

onde λx = α + ̺ e λy = α− ̺ são as taxas de interação spin-órbita em cada direção
da superf́ıcie do cristal. O campo magnético aplicado é perpendicular à superf́ıcie do
cristal de forma que através de uma transformação unitária conveniente os autores da

ref. [105] mostraram que
−→
A = B⊥/ [2c (−→r ×−→n z)]. Aplicando a análise diagramática

ao novo hamiltoniano H0, podemos escrever

H(B⊥, τSO) = x X 1 + i a (A1 σ1 + A2 σ2) . (4.68)

Como vemos, H(B⊥, τSO) é uma matriz de quatérnions sendo X e Ai (i = 1, 2)
matrizes reais e antissimétricas de dimensão (M − N) × (M − N) cujos elemen-
tos são variáveis gaussianas independentes. As médias destas matrizes são nulas
〈Tr(X)〉 = 0 e 〈Tr(Ai)〉 = 0, enquanto as variâncias são dadas por

〈

Tr(XXT )
〉

=
M2 e

〈

Tr(AiA
T
j )
〉

= δijM
2. Os parâmetros adimensionais x e a são definidos exata-

mente como no caso isotrópico. Fazendo uso dos mesmos procedimentos adotados
na seção anterior obtemos

C−1 = NC 1 ⊗ 1 + 2 a2 1 ⊗ 1 − a2 (σ1 ⊗ σ1 + σ2 ⊗ σ2) (4.69)

cuja inversa é dada por

C =
N2

C + 4NCa2 + 2a4

NC(NC + 2a2)(NC + 4a2)
1 ⊗ 1 +

a2

NC(NC + 4a2)
(σ1 ⊗ σ1 + σ2 ⊗ σ2)

+
2a2

NC(NC + 2a2)(NC + 4a2)
(σ3 ⊗ σ3) . (4.70)

O termo T CT pode ser escrito da seguinte forma
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T CT =
N2

C + 4NCa2 + 2a4

NC(NC + 2a2)(NC + 4a2)
1 ⊗ 1 +

a2

NC(NC + 4a2)
(−σ1 ⊗ σ1 + σ2 ⊗ σ2)

− 2a2

NC(NC + 2a2)(NC + 4a2)
(σ3 ⊗ σ3) . (4.71)

Finalmente encontramos a média da condutância, que é dada por

〈g〉 = 2
N1N2

N
− N1N2

N

(

1

NC + 2a2
+

1

NC + 4a2
− 2a2

NC(NC + 2a2)

)

. (4.72)

Comparando as eq. (4.65) e (4.72) percebemos que a diferença é bastante sutil, veja
fig. (4.13), e que ambas coincidem quando extráımos a interação spin-órbita, ou
seja, fazendo a = 0.

Utilizando a análise diagramática o modelo anisotrópico se mostra mais so-
fisticado matematicamente que o modelo isotrópico. Este fato é devido ao termo
de anisotropia introduzido em HSO que traz a informação sobre a estrutura crista-
lina do material GaAs. Ambos os modelos descrevem perfeitamente o regime de
crossover e são utilizados com bastante frequência na literatura.

A análise diagramática no regime de crossover está tecnicamente incompleta,
pois só sabemos resolver problemas com contatos ideais, perdendo toda a informação
sobre as barreiras de tunelamento nos contatos entre o guia e a cavidade caótica.
Contudo, iremos mostrar que a análise diagramática e a teoria de circuitos obtém o
mesmo resultado tanto para a localização fraca da condutância quanto da potência
do rúıdo de disparo em sistemas isotrópicos com contatos ideais. A grande vantagem
da teoria de circuitos é que poderemos analisar também o caso não ideal, ou seja,
introduzir as barreiras de tunelamento neste regime de crossover trazendo novas
informações. Apresentaremos esses resultados no caṕıtulo 5.
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Caṕıtulo 5

Efeitos de Interferência: Teoria de

Circuitos

Como vimos no caṕıtulo 4, a correção quântica devido aos efeitos de inter-
ferência tanto para a média da condutância quanto para a potência do rúıdo de
disparo pode ser obtida pela teoria de matrizes aleatórias no limite semiclássico.
Contudo os cálculos são longos, complicados e pasśıveis de erros devido à grande
dificuldade de selecionar e somar corretamente os diagramas. Além disso, ao ana-
lisarmos o regime de crossover, por limitações técnicas, foi somente posśıvel obter
resultados para contatos ideias, perdendo toda a riqueza de fenômenos proporcio-
nados por variações nas transparências das barreiras de tunelamento.

Devido a esse cenário vamos apresentar um método alternativo que comprova
e estende nossos resultados via teoria de matrizes aleatórias. Este método foi pro-
posto por Compagnano e Nazarov [81] e tem a vantagem de ser mais intuitivo que a
análise diagramática, pois se baseia na obtenção da correção de localização fraca da
função geratriz da teoria de circuitos apresentada na seção 2.2. Na obtenção desta
correção eles introduziram a informação sobre o campo magnético que suprime a
localização fraca e a interação spin-órbita que quebra a simetria de rotação de spin
transformando a localização fraca em antilocalização. O hamiltoniano usado pelos
autores é exatamente o mesmo que utilizamos no modelo isotrópico apresentado na
seção 4.3.3.

Como veremos neste caṕıtulo, os resultados da teoria de circuitos e da teo-
ria de matrizes aleatórias coincidem tanto para a localização fraca da condutância
quanto para a potência do rúıdo de disparo para uma cavidade caótica com barreiras
arbitrárias. Também mostramos uma concordância no regime de crossover no caso
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isotrópico para contatos ideais. A isotropia é uma caracteŕıstica essencial para a
validade da teoria de circuitos baseada no formalismo de Green-Keldysh. Por este
motivo foi introduzido o conceito de zona de isotropização [106, 107]. Esta região
está localizada entre os contatos da amostra com os guias sendo necessária para
garantir que a carga ao entrar ou sair da amostra mesoscópica sofra inúmeros espa-
lhamentos elásticos de forma a eliminar posśıveis anisotropias antes de chegar aos
reservatórios que são descritos por funções de Green semiclássicas isotrópicas, veja
seção 2.2. Esta hipótese adicional na dinâmica microscópica subjacente à teoria de
circuitos matricial é fundamental para sua justificativa no limite semiclássico [25]. A
teoria de circuitos escalar, por outro lado, é deduzida diretamente do modelo sigma
não-linear super-simétrico e portanto não há a necessidade da hipótese de zona de
isotropização [26].

5.1 Correção de Interferência Quântica da Função

Geratriz

A função geratriz de cumulantes, S, possui toda a informação sobre a es-
tat́ıstica de contagem de carga transmitida no limite semiclássico como mostramos
no caṕıtulo 3. Ela é afetada pelo efeito de interferência na cavidade caótica, sendo
posśıvel expand́ı-la em potências inversas do número de canais abertos N . O se-
gundo termo desta expansão é a correção de localização fraca da função geratriz da
estat́ıstica de contagem de carga:

S = Sps + SWL + ... (5.1)

O primeiro termo, Sps, equivale à contribuição semiclássica do ponto de sela e pode
ser interpretado como a soma dos diagramas diffuson do formalismo de funções
de Green-Keldysh, e é similar à contribuição do formalismo da teoria de matrizes
aleatórias. O termo SWL é a correção de localização fraca da função geratriz e
pode ser obtido somando os diagramas cooperon neste mesmo formalismo fig. (5.1).
Este fato possibilita um estudo aprofundado do comportamento das correções das
flutuações de corrente até qualquer ordem de cumulantes.

Devido à estrutura tipo escada obtida reordenando os diagramas cooperons,
fig. (5.1), é posśıvel escrever a função geratriz em função de seus autovalores. Os au-
tovalores cooperons irão depender da pseudocorrente semiclássica calculada através
da teoria de circuitos I(φ), eq. (2.39). Este resultado é bastante geral sendo posśıvel
aplicá-lo a todo tipo de sistema mesoscópico. Iremos ficar restritos à cavidade caótica
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Figura 5.1: O diagrama maximamente cruzado acima refere-se aos modos cooperons
obtidos do formalismo diagramático de funções de Green-Keldysh. Esta figura foi
extráıda da ref. [18].

com barreiras arbitrárias para fazer uma comparação direta entre os resultados obti-
dos via teoria de matrizes aleatórias e os que iremos obter neste caṕıtulo. Em nossa
notação, a função geratriz da correção de localização fraca segundo a ref. [81] pode
ser escrita da seguinte forma

SWL =
1

2
ln

(

M−(φ)

M+(φ)

)

, (5.2)

onde M±(φ) são os autovalores cooperons na aproximação de elementos finito da
teoria de circuitos. Para a cavidade caótica com barreiras arbitrárias M±(φ) podem
ser escritos da seguinte forma

M+(φ) = 2Ips(φ)

[

cot

(

χ(φ) − φ

2

)

− cot

(

χ(φ) +
φ

2

)]

−2

[

I ′
ps(φ)

χ′(φ) + 1/2
− Ips(φ) cot

(

χ(φ) +
φ

2

)]

+2

[

I ′
ps(φ)

χ′(φ) − 1/2
− Ips(φ) cot

(

χ(φ) − φ

2

)]

(5.3)
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Figura 5.2: Representação esquemática do circuito. Os reservatórios são represen-
tados pelos pontos nos extremos e seus pseudopotenciais são conhecidos e mantidos
fixos. O nó central representa a cavidade caótica e contém um pseudopotencial χ
desconhecido. Os contatos são as duas linhas que fazem a conexão entre os nós.

e

M−(φ) = 2Ips(φ)

[

cot

(

χ(φ) − φ

2

)

− cot

(

χ(φ) +
φ

2

)]

, (5.4)

onde I ′
ps(φ) é a derivada da pseudocorrente da teoria de circuito, que é obtida na

aproximação do ponto de sela eq. (2.39), I ′
ps(φ) = dIps(φ)/dφ. A fase intermediária

na cavidade caótica χ(φ) pode ser obtida da lei de conservação da pseudocorrente,
eq. ( 2.36), nos conectores do circuito mostrados na fig. (5.2), de modo que

Isp(φ) = I1(φ/2 + χ) = I2(χ − φ/2). (5.5)

da teoria de circuitos vermos que

χ(φ) = 2 arctan (ξsol) −
φ

2
, (5.6)

onde ξsol é a solução f́ısica da equação de quarta ordem que utilizamos constante-
mente no caṕıtulo 3 para obter a função geratriz no limite semiclássico, eq. (2.38).
É importante ressaltar que os autovalores M+ e M− escritos da forma apresentada
nas equações (5.3) e (5.4) são exclusivos para o sistema composto de uma cavidade
caótica com duas barreiras arbitrárias. Para um outro sistema devemos calcular
novos autovalores cooperons.

5.2 Aplicação a uma Cavidade Caótica
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Nesta seção, iremos aplicar o método a resultados bem estabelecidos na li-
teratura, com o objetivo de comparar a eficiência do mesmo com a da teoria de
matrizes aleatórias. A maior dificuldade matemática do método está na obtenção
da raiz f́ısica da equação de quarta ordem, eq. (2.38). Para isso utilizamos uma
expansão em potencias de φ similar à apresentada na seção 3.3.5.

Com o intuito de obter os cumulantes da estat́ıstica de contagem de carga e
suas correção quânticas, observamos da eq. (2.34) que a condutância é dada por

g =
cos2 (φ/2)

sin(φ)
I(φ)

∣

∣

∣

∣

φ=0

, (5.7)

enquanto a potência do rúıdo de disparo é obtida da seguinte expressão

p = − cot (φ/2)
d

dφ

(

cos2 (φ/2)

sin(φ)
I(φ)

) ∣

∣

∣

∣

φ=0

(5.8)

Há uma relação muito simples entre a pseudocorrente que atravessa a cavi-
dade caótica e a função geratriz, eq. (2.33). Substituindo a eq. (5.1) na eq. (2.33),
obtemos

I(φ) = −2
d

dφ
S

= Isp(φ) +
2 − β

β
IWL(φ) + ...

= −2

(

d

dφ
Ssp +

2 − β

β

d

dφ
SWL + ...

)

. (5.9)

Desta forma estamos prontos para calcular a condutância e suas correções de loca-
lização e antilocalização fracas. Usando a eq. (5.7) e controlando seu comportamento
no limite φ −→ 0 e selecionando corretamente a raiz f́ısica ξsol advinda da eq. (2.38),
obtemos

g =
G1G2

G1 + G2

+

(

1 − 2

β

)

G1G2(G1Γ2 + G2Γ1)

(G1 + G2)3
. (5.10)

Esta equação está em completo acordo com a eq. (4.15) quando assumimos que
gp = N1Γ

p
1 e ḡp = N2Γ

p
2. Podemos agora obter a potência do rúıdo de disparo eq.

(5.8), tomando os mesmos cuidados que os relacionados ao caso da condutância. O
resultado obtido é
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Figura 5.3: O gráfico mostra o efeito supressão-amplificação para a potência do
rúıdo de disparo quando Γ = Γ1 = Γ2 e N2/N1 ≈ 0, 67. O caso β = 1 corresponde
aos pontos circulares enquanto β = 4 corresponde aos pontos quadrados. Note que
ambas as curvas se anulam quando Γ = 3/4.

p =
G1G2 (G1G2(G1 + G2) + G3

1(1 − Γ2) + G3
2(1 − Γ1))

(G1 + G2)4
(5.11)

+

(

2

β
− 1

)

G1G2(G1 − G2)(G1Γ2 + G2Γ1) (3(G2
2 − G2

1) + 4(G2
1Γ2 − G2

2Γ1))

(G1 + G2)6
,

que coincide com o obtido pela análise diagramática eq. (4.33), indicando mais
uma vez o completo acordo com a teoria de matrizes aleatórias. O efeito supressão-
amplificação, fica desta forma comprovado por dois métodos independentes. Este
resultado foi publicado na ref. [90].

5.3 Efeito Supressão-Amplificação

Como vimos ate aqui o efeito de localização fraca está intimamente ligado
às simetrias dos ensembles puros de Wigner-Dyson. Se analisarmos a eq. (5.10)
veremos que no ensemble ortogonal, onde β = 1, a localização fraca suprime o
termo semiclássico da média da condutância. Para o ensemble simplético, onde
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β = 4, a antilocalização fraca amplifica a média da condutância enquanto que para
o ensemble unitário, onde β = 2, o termo de localização fraca desaparece. O efeito de
amplificar e suprimir era até o momento uma caracteŕıstica exclusiva das simetrias
do ensembles puros. Contudo, a obtenção da correção de localização fraca da média
da potência do rúıdo de disparo com barreiras de transparência arbitrárias traz uma
modificação substancial no efeito. Isolando o segundo termo da eq. (5.12) temos

pWL =

(

2 − β

β

)

G1G2(G1 − G2)(G1Γ2 + G2Γ1) (3(G2
2 − G2

1) + 4(G2
1Γ2 − G2

2Γ1))

(G1 + G2)6
,

(5.12)

vemos que o efeito de amplificar e suprimir não é mais uma caracteŕıstica intŕınseca
da simétrica dos ensembles puros. Podemos amplificar ou suprimir o sinal se-
miclássico controlando a intensidade das barreiras de tunelamento e o número de
canais abertos nos guias sem quebar simetrias do ensemble puro. Na fig. (5.3)
apresentamos o comportamento da eq. (5.12) para ambos os ensembles, β = 1, 4,
mostrando claramente o efeito supressão-amplificação.

Uma compreensão mais detalhada da eq. (5.12), para β = 1, pode ser feita ao
analisarmos os diagramas no plano (Γ1, Γ2) fixando a = N2/N1, onde 0 ≤ a ≤ 1 sem
perda de generalidade, e (a, Γ2) fixando Γ1. O efeito f́ısico novo que apresentamos
pode ser separado por regiões denotadas por (−) e (+) nas figs. (5.4.2) e (5.4.4),
onde temos que pWL < 0 e pWL > 0 respectivamente. Consequentemente, o sistema
exibe uma transição supressão-amplificação na correção quântica da potência do
rúıdo de disparo. Podemos também definir as regiões (I), (II) e (III) nas figs. (5.4.1)
e (5.4.3) onde pWL tem, como função das variáveis experimentais, nenhuma (I), uma
(II) e duas (III) mudanças de sinais.

O ponto mais interessante dos diagramas é o pWL
c = (3/4, 3/4). Neste ponto

cŕıtico, para qualquer valor de a, pWL = 0. Com isso pWL
c limita duas regiões na fig.

(5.4.1): uma para a qual pWL < 0 sobre a linha (Γ1 = Γ2) com Γ1 < 3/4 e pWL > 0
também sobre a mesma linha quando Γ1 > 3/4. Consequentemente, as linhas que
dividem as regiões (+) e (−) na fig. (5.4.2) estão limitadas pelo triângulo (II) da
fig. (5.4.1). Uma análise similar pode ser feita para o caso β = 4, o que mudaria na
fig. (5.4) é que as regiões (+) passariam a ser (−) e as regiões (−) passariam a ser
(+). Este fato fica muito claro quando olhamos para a fig. (5.3).

5.4 Regime de Crossover
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Figura 5.4: Análise dos diagramas de regimes. (1) Na região (I) não há mudança de
sinal em pWL enquanto na região (II) há uma e em (III) duas, como função de a;
(2) O diagrama mostra o plano (Γ1, Γ2) para a = 3/10 (linha cont́ınua) e a = 6/10
(linha tracejada); (3) Na região (I) pWL não apresenta mudança de sinal enquanto
em (II) temos uma mudança de sinal em função de T1 (4) As regiões positivas (+)
e negativas (-) no plano (Γ2, a) para Γ2 = 3/10 (linha cont́ınua) e Γ2 = 5/10 (linha
tracejada); (5) A função pWL muda de sinal a medida que variamos a de acordo
com a diagrama (1). (6) A função pWL muda de sinal à medida que variamos Γ1 de
acordo com a diagrama (3).
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Nesta seção, analisaremos o regime de crossover em sistemas isotrópicos via
teoria de circuitos. A grande vantagem deste tratamento é podermos introduzir sem
nenhuma dificuldade adicional ao problema o efeito das barreiras de tunelamento
nas correções quânticas, o qual torna dif́ıcil o uso da análise diagramática no regime
de crossover. Além disso, seremos capazes de analisar como a quebra de simetria
de reversão temporal e o acoplamento spin-órbita afetam o efeito de supressão-
amplificação.

Como vimos na seção 4.3.3, a principal caracteŕıstica do modelo isotrópico é
que o canal singleto nunca é afetado pelo acoplamento spin-órbita enquanto os canais
tripletos sempre são afetados. Para acomodar este efeito, os autores da ref. [81]
introduziram o parâmetro η que é taxa de quebra de simetria de reversão temporal
e ξ que é a taxa de quebra de simetria de rotação de spin na eq. (5.2), sendo esta
reescrita da seguinte maneira:

SWL =
1

4

[

ln

(

M−(φ) + η

M+(φ) + η

)

+ 3 ln

(

M+(φ) + η + ξ

M−(φ) + η + ξ

)]

. (5.13)

Note que se fizermos η = ξ = 0 a eq. (5.2) é recuperada facilmente.

5.4.1 Localização fraca da condutância

Podemos obter a correção de localização fraca para a condutância na presença do
efeito das barreiras, simplesmente seguindo os mesmos procedimentos da seção ante-
rior, lembrando que a função geratriz de localização fraca é descrita pela eq. (5.13).
Obtemos então

gWL = −G1G2(G1Γ2 + G2Γ1)

(G1 + G2)2

(

1

GC + 2a2
− a2

GC(GC + 2a2)

)

, (5.14)

onde definimos GC = G1 + G2 + 2x2. Fizemos as seguintes trocas de variáveis
para termos uma comparação direta com os resultados da seção 4.3.3: η → −4x2

e ξ → −4a2. É importante analisarmos alguns limites da eq. (5.14): (1) fazendo
x = a = 0 obtemos o resultado do ensemble ortogonal(β = 1); (2) quando x → ∞
e a = 0 à transição do ensemble ortogonal, β = 1, para esemble unitário, β = 2,
ou seja, gWL = 0; (3) por último fixamos x = 0 e deixamos a → ∞ ocorrendo
assim a transição do ensemble ortogonal para ensemble simplético (β = 4), todos
em concordância com a eq. (5.10). Na fig. (5.5) mostramos o comportamento da
localização fraca da condutância em função do parâmetro x.
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Figura 5.5: Neste gráfico apresentamos a correção de localização fraca da con-
dutância. À esquerda mostramos o comportamento da eq. (5.14) fixando os
parâmetros Γ1 = 0, 9 Γ2 = 0, 8 N2/N1 ≈ 0, 65, e cada curva tem um valor fixo
para o acoplamento spin-órbita: de baixo para cima temos a = 0, a = 1, a = 2,
a = 5 e a → ∞. À esquerda fixamos os valores para x e variamos a mantedo os
mesmos valores do gráfico anterior para os outros parâmetros.

Fazendo Γ1 = Γ2 = 1 na eq. (5.14) recuperamos o resultado obtido via
análise diagramática, eq. (4.65). Notamos que a correção de localização fraca da
condutância não apresenta nenhum comportamento novo devido ao efeito das bar-
reiras quando comparado ao caso de contatos ideais, veja fig. (4.13). De qualquer
forma, este resultado não era conhecido na literatura até o momento. Outro fato que
podemos verificar é que a localização fraca da condutância, no regime de crossover,
continua sendo suprimida no limite opaco Γ1,2 → 0. A introdução dos parâmetros
experimentais x e a não interfere na supressão da localização fraca no limite opaco,
continuando válida a interpretação feita por Whitney apresentada na seção 4.1.4.
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5.4.2 Localização fraca da potência do rúıdo de disparo

Vamos agora obter a correção de localização fraca da potência do rúıdo de
disparo no regime de crossover. Utilizando as eqs. (5.8) e (5.13) obtemos a expressão
geral, dada por

pWL = G2G1(G2Γ1 + G1Γ2)
[

8B1x
6 + (4B1a

2 + B2)x
4 + (−4B1a

4 + B3a
2 + B4)x

2

−2B5a
4 + B6a

2 + B5

]

/
[

G2
C(GC + 2a2)2(G1 + G2)5

]

, (5.15)

onde os termos Bi, i = 1, .., 6, são dados pelas seguinte espressões

B1 = −G1G
2
2 − G2

1G2 − 3G3
1 + 4G3

2Γ1 + 4G3
1Γ2 − 3G3

2

B2 = 4(G1 + G2)(12G3
1Γ2 − 9G3

1 + G2
1G2 − 4G2

1G2Γ2 − 41G
2
2G1

+G1G
2
2 + 12G3

2Γ1 − 9G3
2)

B3 = 4(G1 + G2)
2(4G2

1Γ2 − 3G2
1 − 2G1G2 + 4Γ1G

2
2 − 3G2

2)

B4 = 2(G1 + G2)
2(12G3

1Γ2 − 9G3
1 + 5G2

1G2 − 8G2
1G2Γ2 − 8Γ1G

2
2G1

+5G1G
2
2 + 12G23Γ1 − 9G3

2)

B5 = (G1 − G2)(G1 + G2)(4G
2
1Γ2 − 3G2

1 − 4Γ1G
2
2 + 3G2

2)

B6 = (G1 + G2)
2(−3G3

1 + 4G3
1Γ2 − 9G2

1G2 + 8G2
1G2Γ2 + 8Γ1G

2
2G1

−9G1G
2
2 + 4G3

2Γ1 − 3G3
2).

É importante analisar alguns casos limites da eq. (5.15). Vamos começar pelo caso
de contatos ideiais, onde fazemos Γ1 = Γ2 = 1, a eq. (5.15) simplifica-se na expressão
dada por

pWL =
N1N2(N1 − N2)

2

N3

(

1

NC + 2a2
− a2

NC(NC + 2a2)

)

, (5.16)

onde NC = N + 2x2 como definido na seção 4.3.3. Neste ponto é importante fazer
uma comparação direta com o resultado obtido por Béri e Cserti [85], onde foi
calculado a potência do rúıdo de disparo no regime de crossover para contatos ideiais
via análise diagramática, sendo o resultado obtido dado por

pWL =
N1N2(N1 − N2)

2

N3

∑

ρ,σ

(T CT )ρσ;ρσ . (5.17)
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O termo (T CT )ρσ;ρσ foi calculado na seção 4.3.3, tanto para o modelo isotrópico
quanto para o anisotrópico eqs. (4.63) e (4.71). Comos estamos somente interessados
no modelo isotrópico vamos introduzir o valor de (T CT )ρσ;ρσ dado pela eq. (4.63)
na eq. (5.17). O resultado obtido é exatamente a eq. (5.16). Com isso mostramos
novamente a concordância entre os dois métodos.

Outra questão importante levantada pela ref. [85] é que quando dividimos a
correção de localização fraca da potência do rúıdo de disparo eq. (5.17) pela correção
quântica da condutância eq. (4.65) encontramos uma relação que independe dos
parâmetros externos x e a da seguinte forma

pWL

gWL
= −

(

N1 − N2

N1 + N2

)2

. (5.18)

Esta relação é válida tanto para modelo isotrópico quanto para o anisotrópico no
caso de contatos ideias. Nossos resultados dados pelas eqs. (5.14) e (5.15) mostram
que a eq. (5.18) é somente válida para o caso simples de contatos ideais. Para
sistemas bem mais gerais esta relação é violada.

Como outro caso especial da eq.(5.15), vamos analisar a situação em que a
intereção spin-órbita é despreźıvel, a = 0. Neste caso a expressão geral simplifica-se
na seguinte equação

pWL =
G1G2(G1 − G2)(G1Γ2 + G2Γ1) (3(G2

2 − G2
1) + 4(G2

1Γ2 − G2
2Γ1))

(G1 + G2)4(G1 + G2 + 2x2)2

+
2x2G1G2(G1Γ2 + G2Γ1) (4(G3

1Γ2 + G3
2Γ1) − 3(G3

1 + G3
2) − G1G2(G1 + G2))

(G1 + G2)5(G1 + G2 + 2x2)2
.

(5.19)

Notamos que quando x = 0 o segundo termo desaparece e recuperamos o resultado
correto para o ensemble ortogonal, β = 1. Ao variarmos x começa a haver uma
competição entre cada um dos termos. Para valores mais elevados de x o segundo
termo passa a ser o predominante, enquanto que quando tomamos x → ∞ os dois
termos são suprimidos pelo campo magnético externo que equivale ao ensemble
unitário, β = 2. Podemos perceber que pWL desaparece no limite opaco devido ao
termo (G1Γ2 + G2Γ1) que aparece em ambos os termos da correção. Esta mesma
afirmação sobre o limite opaco é válida para a expressão geral eq. (5.15). Quando
fazemos x = 0 na eq. (5.15) obtemos uma expressão um pouco mais complicada que
a eq. (5.19) para pWL dada por
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Figura 5.6: Neste gráfico apresentamos o comportamento da correção de localização
fraca da potênca do rúıdo de disparo quando variamos os parâmetros x e a. Vemos
claramente que o efeito supressão-amplicação também pode ser observado. Aqui
fixamos Γ1 = 0, 9, Γ2 = 0, 8, N2/N1 ≈ 0, 65.

pWL =
{

2(G1 − G2)
[

3(G2
1 − G2

2) + 4(Γ1G
2
2 − G2

1Γ2)
]

a4

+
[

4(G3
1Γ2 + G3

2Γ1) + 8(G2
1G2Γ2 + Γ1G

2
2G1) − 9(G1G

2
2 + G2

1G2)

−3(G3
2 + G3

1)
]

(G1 + G2)a
2

−(G1 − G2)
[

3(G2
1 − G2

2) + 4(Γ1G
2
2 − G2

1Γ2)
]

(G1 + G2)
2
}

(G2Γ1 + G1Γ2)G1G2
(

(G1 + G2 + 2a2)2(G1 + G2)
6
)−1

. (5.20)

Note que quando fazemos a → ∞ o primeiro termo sobrevive enquanto os outros
dois são suprimidos pela interação spin-órbita, obtendo o resultado correto para o
ensemble simplético, β = 4.
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Figura 5.7: Análise dos diagramas de regimes, nos quais usamos a razão N2/N1 ≈
0, 67. (1) O diagrama mostra o plano (a, x) para Γ1 = 1 com Γ2 = 0, 3 (linha
cont́ınua) e Γ2 = 0, 7 (linha pontilhada), o sinal (+) representa a região possitiva
e (−) a região negativa; (2) O diagrama mostra o plano (Γ1, Γ2) para x = 2 com
a = 6 (linha cont́ınua) e a = 10 (linha pontilhada); (3) Neste diagrama temos que
Γ1 = Γ2 = Γ e tomamos o limite de a → 0; (4) É um diagrama similar ao (3) no qual
o limite tomado é a → ∞. Note que a região que era positiva (+) no diagrama 3
fica negativa (−) e a que era negativa (−) fica positiva (+); (5) No diagrama temos
que Γ1 = Γ2 = Γ e tomamos o limite de x → 0.
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5.4.3 Efeito supressão-amplificação no regime de crossover

Para entender melhor o comportamento das quebras de simetria de reversão
temporal e rotação de spin sobre a correção quântica da potência do rúıdo de disparo
geramos o gráfico da eq. (5.15) mostrado na fig. (5.6). Podemos perceber clara-
mente que ao variarmos os parâmetros x e a o efeito supressão-amplificação também
está presente. Novamente podemos afirmar que o efeito supressão-amplificação apre-
sentado aqui não está relacionado com as classes de simetrias dos ensembles, mas
sim com a intensidade dos parâmetros de controle x e a inclúıdos no problema.
Além disso, temos que lembrar que o rúıdo de disparo é uma grandeza puramente
quântica, de modo que estas caracteŕısticas não são intuitivas.

Da mesma maneira como fizemos na seção 5.3, podemos analisar o plano
a×x para compreender melhor o comportamento geral da eq. (5.15), veja fig. (5.7).
As regiões (+) mostram quando pWL > 0 e (−) quando pWL < 0, indicando a
presença do efeito supressão-amplificação. No diagrama 1 da fig. (5.7) mostramos
como a linha da transição de sinal se comporta quando variamos a probabilidade
de tunelamento das barreiras. No diagrama 2 da fig. (5.7) mostramos como a linha
da transição de sinal no plano Γ1 × Γ2 se comporta quando variamos os parâmetros
externos x e a. Nos diagramas 3 e 4 da fig. (5.7) temos que a linha da transição
do sinal é a mesma, apenas que no diagrama 3 tiramos a interação spin-órbita to-
mando o limite a → 0, enquanto que no diagrama 4 fizemos o crossover do ensemble
ortogonal para o ensemble simplético invertendo assim o sinal das regiões, a → ∞.
No diagrama 5 da fig. (5.7) fizemos Γ1 = Γ2 = Γ e geramos o plano Γ × a no
limite x → 0. Mostramos portanto que a mudança de sinal está relacionada com
a intensidade dos parâmetros experimentalmente controláveis e não com a simetria
do sistema.
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Caṕıtulo 6

Conclusões e Perspectivas

Nesta tese, fizemos uma descrição detalhada das estat́ısticas de contagem de
carga transmitida e de fase acumulada para uma cavidade caótica conectada a dois
guias por barreiras de tunelamento de transparências arbitrárias. Mostramos que
toda a informação relevante sobre a estat́ıstica de contagem está contida na função
geratriz S definida na eq. (2.34).

No caṕıtulo 2, apresentamos três técnicas independentes para a obtenção da
função geratriz: a teoria de circuitos na versão de Keldysh [5], que utiliza a teoria de
funções de Green quase-clássicas, a teoria de circuitos supersimétrica [26], baseada
na estrutura do ponto de sela do modelo sigma não-linear supersimétrico, e a teoria
de matrizes aleatórias. Todas as três técnicas levam aos mesmos resultados, apesar
de serem matematicamente bastante distintas.

No caṕıtulo 3, calculamos os quatro primeiros cumulantes das distribuições de
cargas transmitida e de tentativas de transmissão de carga do sistema mesoscópico
em questão. Através de uma comparação entre cálculos numéricos e anaĺıticos no
limite semiclássico, comprovamos que a aproximação de ponto de sela é suficiente
para obtermos equações exatas para as distribuições de probabilidade de carga trans-
mitida e de fase acumulada nos regimes de barreiras de tunelamento simétricas,
Γ1 = Γ2 = Γ, e de junções de tunelamento, Γ1,2 ≪ 1. O limite semiclássico das
distribuições de cargas transmitida e de tentativas de transmissão de carga é carac-
terizado por um número grande de cargas transmitidas, n ≫ 1, e de tentativas de
transmissão de carga, m ≫ 1, respectivamente.

No caso de barreiras de tunelamento antissimétricas, mostramos como ex-
trair da função de distribuição de probabilidades de cargas transmitidas no limite
semiclássico, uma assinatura da transição quântica associada à formação de modos
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de Fabry-Perot entre as barreiras. Esta transição quântica está relacionada à sin-
gularidade de inverso de raiz quadrada na densidade de autovalores de transmissão,
recentemente proposta por Macêdo e Souza. A assinatura da transição se encontra
na região onde os eventos de transmissão de carga são raros, ou seja na cauda da
distribuição (x → 0+) como podemos ver na fig. (3.5). Para tentar tornar mais
reaĺıstica nossa análise numérica introduzimos artificialmente uma flutuação na pro-
babilidade de tunelamento, Γ, da ordem de 5% no caso tratado na seção 3.4.1. Com
essa flutuação percebemos que o sinal da transição permanece viśıvel até alcançarmos
30% do valor médio de x, veja fig. (3.7). Nessas condições, a estimativa do ponto da
transição apresenta um erro de aproximadamente 14% do seu valor exato, Γc = 0, 5.
Esse resultado sugere que o sinal f́ısico é robusto o bastante para ser medido dentro
de uma margem de erro aceitável, tendo em vista as atuais medidas experimentais
de distribuições [7, 14, 55].

Calculamos, também, os quatro primeiros cumulantes das estat́ısticas de con-
tagem de carga e de fase quando a cavidade caótica se encontra conectada a um am-
biente eletromagnético de impedância z0 no limite de baixas frequências. Vimos que
os dois primeiros cumulantes de carga e de fase seguem uma regra de escalonamento
como proposto pela teoria clássica de circuitos. No entanto, a partir do terceiro
cumulante, além do escalonamento, há o aparecimento de correções advindas dos
cumulantes de menor ordem que não são previstas pela teoria clássica de circuitos.
Outra caracteŕıstica intrigante que podemos perceber quando comparamos os cu-
mulantes de carga, eqs. (3.61)-(3.64), com os cumulantes de fase, eqs. (3.65)-(3.68),
é que a relação de dualidade que há entre os dois casos não é nada mais que uma
simples substituição de n ↔ m e z0g ↔ g0ρ. Além disso, estes cumulantes suge-
rem uma regra universal de condutores mesoscópicos, pois ela é satisfeita tanto por
pontos quânticos quanto por barreiras simples.

No caṕıtulo 4, calculamos as correções devido à interferência quântica da
média da condutância e da média da potência do rúıdo de disparo, dando maior
ênfase para o segundo. Utilizamos como ferramenta a análise diagramática para a
integração sobre o grupo unitário. Obtivemos seis classes de diagramas topologi-
camente distintos que contribuem para o termo dominante da média da potência
do rúıdo de disparo, denominados diagramas difusons. A partir destas seis classes
de diagramas foi posśıvel produzir todos os diagramas cooperons que contribuem
exclusivamente para a correção de localização fraca da média da potência do rúıdo
de disparo. Este cálculo generaliza o resultado obtido por Beenakker para uma
cavidade caótica com contatos ideais. No caṕıtulo 5, apresentamos uma forma al-
ternativa de obter a correção de localização fraca da média da potência do rúıdo
de disparo. O cálculo feito através da teoria quântica de circuitos e da teoria de

Tese de Doutorado - Departamento de F́ısica - UFPE



128

matrizes aleatórias comprova por dois métodos independentes nosso resultado.
Inesperadamente, a correção de localização fraca da média da potência do

rúıdo de disparo apresenta uma transição de supressão-amplificação. Este efeito
leva a uma revisão conceitual na interpretação usual da correção de localização
fraca. Antes deste resultado, suprimir ou amplificar o termo semiclássico da média
da potência do rúıdo de disparo era entendido como uma caracteŕıstica intŕınseca
da quebra de simetrias do sistema. Com o resultado obtido nesta tese, mostramos
que o efeito de suprimir ou amplificar o termo semiclássico da média da potência
do rúıdo de disparo pode depender do número de canais abertos e da probabilidade
de tunelamento através das barreiras, mesmo que as simetrias do sistema sejam
preservadas.

Uma das nossas perspectivas é conseguir introduzir o efeito de barreiras de
tunelamento na análise diagramática no regime de crossover. Este regime foi ana-
lisado nos caṕıtulos 4 e 5 onde mostramos a concordância dos resultados obtidos
através da teoria de matrizes aleatórias e da teoria quântica de circuitos para as
correções de localização fraca da média da condutância e da média da potência do
rúıdo de disparo no caso de uma cavidade caótica isotrópica com contatos ideais.
As correções de localização fraca com o efeito de barreiras de tunelamento foram
obtidas através da teoria quântica de circuitos, desta forma esperamos reproduźı-las
através da teoria de matrizes aleatórias.

Outra linha de pesquisa em que estamos atuando consiste em aplicar a teoria
de matrizes aleatórias a sistemas h́ıbridos do tipo material ferromagnético-metal
normal- material ferromagnético (FNF). Estes sistemas têm aplicações diretas na
construção de sensores e memórias magnéticas [21]. Estamos aplicando a técnica
diagramática para a obtenção de resultados anaĺıticos tanto para a condutância
quanto para o rúıdo de disparo em sistemas FNF. Neste novo modo de formular
o problema, as componentes ferromagnéticas são as barreiras de tunelamento que
ficam entre os guias e a cavidade caótica e são denominadas de barreiras ativas.
A introdução da informação de spin nas barreiras é feita através do modelo de
estube. Os resultados obtidos, ref. [108], mostram-se em completo acordo com os
apresentados na ref. [109].

Por fim, esperamos dar continuidade ao estudo da estat́ıstica de contagem
de carga transmitida em cavidades caóticas submetidas a uma voltagem dependente
do tempo [110, 111, 112], que não foi abordada nesta tese. Usaremos um método
h́ıbrido, recentemente desenvolvido na ref. [42], que combina o formalismo da função
de Green-Keldysh com a teoria de matrizes aleatórias. Uma das principais van-
tagens deste formalismo é a sua direta conexão com o modelo sigma não linear
supersimétrico.
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Apêndice A

Aproximação de Ponto de Sela

para a Distribuição de

Probalilidades em Cavidades

Caóticas com Barreiras Simétricas

Podemos encontrar inúmeras referências sobre a aproximação de ponto de sela [113,
114]. Faremos aqui uma breve apresentação das principais caracteŕısticas desta
aproximação, de forma que possamos aplicá-la na obtenção das distribuições de
probabilidade de carga transmitida e fase acumulada no limite semiclássico. A
intenção deste método é resolver integrais com a seguinte estrutura

P(x,M) =

∫ b

a

eMf(x,λ) dλ, (A.1)

no limite M ≫ 1, sendo f(x, λ) uma função anaĺıtica em todo o domı́nio de in-
tegração [a, b] escolhido. Além disso, assumimos que ela contém um único ponto
estacionário λ0 neste limite. Se λ0 é um ponto estacionário, temos que a derivada
de f(x, λ) neste ponto se anula

df(x, λ)

dλ

∣

∣

∣

∣

λ=λ0

= 0. (A.2)

Com a segundo derivada de f(x, λ) saberemos se o ponto estacionário λ0 é um
máximo f ′′(x, λ0) < 0 ou mı́nimo f ′′(x, λ0) > 0.
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Sendo λ0 um ponto de máximo podemos perceber que eMf(x,λ0) tem uma
contribuição muito maior para eq. (A.1) ao incrementamos M do que eMf(x,λ)

quando os valores de λ estão fora da vizinhança de λ0. Assim somente os valores
de λ dentro de vizinhança de λ0 irão fornecer algum tipo de contribuição no limite
M ≫ 1. Com este argumento expandimos f(x, λ) em série de Taylor ao redor de λ0

f(x, λ) ≈ f(x, λ0) +
df(x, λ)

dλ

∣

∣

∣

∣

λ=λ0

(λ − λ0) +
1

2

d2f(x, λ)

dλ2

∣

∣

∣

∣

λ=λ0

(λ − λ0)
2 + · · · ,(A.3)

e desprezamos termos da ordem de (λ − λ0)
3. Note que o segundo termo é nulo

de forma que a primeira contribuição vem do terceiro termo da expansão, os outros
termos da série têm uma contribuição muito pequena no limite que estamos traba-
lhando. Substituindo a expansão de Taylor na eq. (A.1) e supondo que o limite de
integração é ] −∞,∞[ obtemos

P(x,M) ≈ eMf(x,λ0)

∫ ∞

−∞
e−M|f ′′(x,λ0)|(λ−λ0)2/2 dλ

=

√

M
2π|f ′′(x, λ0)|

eMf(x,λ0), (A.4)

uma vez que a eq. (A.4) só é valida no limite M → ∞.
Como uma aplicação direta deste metódo vamos obter a distribuição de pro-

babilidade de cargas transmitidas, eq. (3.6), para o caso de uma cavidade caótica
com barreiras simétricas estudado no caṕıtulo 3. Fazendo uso das eqs. (3.6) e (3.13)
podemos escrever que

P(x) = M
∫ π

−π

dλ

2π
eM(2 ln(1+Γ

2
(eiλ/2−1))−ixλ). (A.5)

Estamos interessados no regime em que o número n de cargas transmitidas é grande,
então devemos assumir que o número de tentativas de transmissão de carga é também
muito grande M ≫ 1, de modo que podemos aplicar a aproximação do ponto de
sela. Como estamos trabalhando no plano complexo podemos definir a seguinte
integral

I =

∫

γ

dz eMf(z), f(z) = 2

[

ln 1 +
Γ

2
(eiz/2 − 1)

]

− ixz. (A.6)
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Lembrando que 0 ≤ x ≤ 1, podemos aplicar a aproximação do ponto de sela a I e
encontrar o ponto estacionário z0 dado por

z0 = −2i ln

(

x(2 − Γ)

Γ(1 − x)

)

. (A.7)

A expansão em série de Taylor pode ser escrita como

f(z) = f(z0) +
1

2

d2f(z)

dz2

∣

∣

∣

∣

z=z0

(z − z0)
2. (A.8)

Como somente valores de z na vizinhança de z0 irão contribuir para nossa expansão
podemos fazer a parametrização

z − z0 = reiφ,
1

2

d2f(z)

dz2

∣

∣

∣

∣

z=z0

= ReiΦ. (A.9)

Dado que f ′′(z0) = −x(1 − x)/2 < 0, z0 é um máximo e f ′′(z0) é real. Conclúımos
então que Φ = nπ onde n = 0, 1, 2, ....

Segundo a ref. [113] a condição ℑm(f(z) − f(z0)) = 0 tem que ser satisfeita
quando z ∈ C. Isso implica que sin(Φ+2φ) = 0, ou seja 2φ = nπ−Φ, donde resulta
que φ = 0. Finalmente podemos escrever z−z0 = r e reescrever I da seguinte forma

I = eMf(z0)

∫ ∞

−∞
dr e−M|f ′′(z0)|r2/2. (A.10)

Podemos obter a distribuição de probabilidade usando a relação P(x) = MI/2π:

P(x) =

√

M
πx(1 − x)

exp

{

2M
[

ln

(

2 − Γ

1 − x

)

− x ln

(

x(2 − Γ)

Γ(1 − x)

)

− ln 2

]}

. (A.11)

Utilizando a aproximação de Stirling M! ≈
√

2πMMMe−M [115], podemos escrever
esta distribuição de probabilidade na forma de uma distribuição binomial, conforme
apresentado na eq. (3.18).

Agora podemos analisar a distribuição de probabilidade de tentativas de
transmissão de cargas para o caso de uma cavidade caótica com barreiras simétricas,
como estudado no caṕıtulo 3. Fazendo uso das eqs. (3.9) e (3.19) podemos escrever
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P(y) = N0

∫ π/N

−π/N

dλ

2π
e−iN0(−2i ln(1+ 2

Γ
(e−iλ/2−1))λ)+yλ). (A.12)

Admitindo um número muito grande de cargas transmitas, N0 ≫ 1, podemos aplicar
o mesmo procedimento adotado anteriormente de forma que

Ī =

∫

γ

dz eN0f(z), f(z) = −2 ln

(

1 +
2

Γ

(

e−iz/2 − 1
)

)

, λ) − iyz (A.13)

onde 1 ≤ y < ∞. Aplicando a aproximação de ponto de sela a Ī encontramos o
ponto estacionário z0 dado por

z0 = 2i ln

(

y(2 − Γ)

Γ(y − 1)

)

. (A.14)

Como f ′′(z0) = −y(y−1)/2 < 0, z0 é um máximo e f ′′(z0) é real. Usando os mesmo
argumentos acima podemos escrever Ī da seguinte forma

Ī = eMf(z0)

∫ ∞

−∞
dr e−M|f ′′(z0)|r2/2. (A.15)

Podemos obter a distribuição de probabilidade de fase acumulada usando a relação
P(y) = N0Ī/2π, de modo que

P(y) =

√

N0

πy(y − 1)
exp

{

2N0

[

y ln

(

y(2 − Γ

y − 1

)

− ln

(

2 − Γ

Γ(y − 1)

)

− y ln 2

]}

.(A.16)

Podemos escrever esta distribuição de probabilidade na forma de uma distribuição
de Pascal, conforme apresentada na eq. (3.24). Todas as outras distribuição desta
tese podem ser obtidas seguindo este mesmo procedimento.
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Apêndice B

Distribuição de Probabilidades

para Cavidades Caóticas com

Junções de Tunelamento

Assimétricas

A distribuição de probabilidades de carga transferida através de uma cavidade
caótica com junções de tunelamento assimétricas pode ser escrita como

P(x) = C(x)eMW (x) (B.1)

onde

C(x) =

√

M
(
√

4x2 + (Γ1 − Γ2)2 + 2x
)

2πx
√

4x2 + (Γ1 − Γ2)2
(B.2)

e

W (x) =
2x +

√

4x2 + (Γ1 − Γ2)2 − Γ1 − Γ2

2

−x ln

(

2x2 + x
√

4x2 + (Γ1 − Γ2)2

Γ1Γ2

)

.

A aproximação de ponto de sela para o problema dual permite escrever a
distribuição de probabilidade de tentativas de carga transmitida da seguinte forma

P(y) = C(y)eN0W (y), (B.3)
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onde

C(y) =

√

N0

(

4 + (Γ1 − Γ2)2y2 + 2
√

4 + (Γ1 − Γ2)2y2
)

2πy2(4 + (Γ1 − Γ2)2y2)
(B.4)

e

W (y) =
2 +

√

4 + (Γ1 − Γ2)2y2 − (Γ1 + Γ2)y

2

− ln

(

2 +
√

4 + (Γ1 − Γ2)2y2

Γ1Γ2 y2

)

. (B.5)
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Apêndice C

Cumulantes de Carga e Fase para

Cavidades Caóticas com Barreiras

Arbitrárias

O terceiro e quarto cumulantes da estat́ıstica de carga transmitida no regime
z0 → 0 de uma cavidade caótica com contatos não ideais são dados pelas eqs. (C.1)
e (C.2) abaixo:

〈〈

n3
〉〉

0
= M0N

[

Γ1Γ2(Γ
4
1 − 2Γ3

1Γ2 + 6Γ2
1Γ

2
2 − 2Γ1Γ

3
2 + Γ4

2)(Γ1 + Γ2 − Γ1Γ2)

(Γ1 + Γ2 − 2Γ1Γ2)] /
[

(Γ1 + Γ2)
7
]

(C.1)

e

〈〈

n4
〉〉

0
= M0N

[

Γ1Γ2(6Γ2
1Γ

8
1 − 6Γ1Γ

8
2 + Γ8

2 − 36Γ3
1Γ

7
2 + 30Γ2

1Γ
7
2 − 6Γ1Γ

7
2 + 150Γ4

1Γ
6
2

−114Γ3
1Γ

6
2 + 16Γ2

1Γ
6
2 − 192Γ5

1Γ
5
2 + 42Γ4

1Γ
5
2 + 14Γ3

1Γ
5
2 + 150Γ6

1Γ
4
2 + 42Γ5

1Γ
4
2

−18Γ4
1Γ

4
2 − 36Γ7

1Γ
3
2 − 114Γ6

1Γ
3
2 + 14Γ5

1Γ
3
2 + 6Γ8

1Γ
2
2 + 30Γ7

1Γ
2
2 + 16Γ6

1Γ
2
2

−6Γ8
1Γ2 − 6Γ7

1Γ2 + Γ8
1)(Γ1 + Γ2 − Γ1Γ2)

]

/ (Γ1 + Γ2)
10 . (C.2)

O terceiro e o quarto cumulantes da estat́ıstica de contagem de fase acumu-
lada no regime z0 → ∞ são dados pelas eqs. (C.3) e (C.4) abaixo:
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〈〈

m3
〉〉

0
= N0

(

Γ5
1Γ2 − 2Γ5

1 + 4Γ4
1Γ

2
2 − 4Γ4

1Γ2 − 6Γ3
1Γ

3
2 − 2Γ3

1Γ
2
2 + 4Γ2

1Γ
4
2 − 2Γ2

1Γ
3
2

+Γ1Γ
5
2 − 4Γ1Γ

4
2 − 2Γ5

2

)

×
(

Γ1Γ2 − Γ1 − Γ2

)

/
(

N3Γ3
1Γ

3
2(Γ1 + Γ2)

3
)

(C.3)

e
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m4
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0
= N0
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(55Γ4
1Γ
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1Γ
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1Γ
6
2 − 30Γ2

1Γ
7
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5
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2
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1Γ

3
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2
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8
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3
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2
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5
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4
2
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2 + 36Γ2
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7
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4
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1
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4
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5
]

. (C.4)
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 139
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