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Resumo

Neste trabalho consideramos um gas diluido de atomos de Fermi a baixas temper-
aturas, com igual numero de atomos de espin para acima (1) e espin para abaixo (|)
formando um conjunto de N pares de atomos fermidnicos prisioneiros pela acéo de
uma armadilha com diferentes simetrias, nos distintos limites: de interacéo fraca, no
limite da unitariedade, e no chamado crossover BEC-unitariedade, empregando uma
equacao de funcional densidade cujas solugoes descrevem adequadamente as carac-
teristicas principais do superfluido, como sao: a densidade de particulas, o tamanho

médio, o potencial quimico e a energia do sistema.

Palavras Chaves: Superfluido de Fermi; equacdo néao linear; interacdo atomica;
solucdo numérica; crossover BEC-unitariedade.

Areas do conhecimento: Ciéncias Exatas e da Terra; Fisica; Fisica Teérica; Matéria
Condensada.
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Abstract

In this work we considered a Fermi gas diluted at low temperatures, to equal
number of atoms with spin up (1) and spin down (|) into a system of N fermion
pairs prisoners for the action of a trap with different symmetries, in different limits:
weak-coupling, unitarity limit, and the call crossover BEC-unitarity, using a density-
functional equation whose solutions describe some characteristics of the superfluid
appropriately, for example: density profiles of particles, radius, chemical potential
and the energy of the system.

Key words: Superfluid Fermi gas; nonlinear equation; numeric solution; atomic
interaction; crossover BEC-unitarity.

iv



Sumario

Introducao

Equacao de Funcional de Densidade
2.1 Equacgdo DF Anisotréopica Dependente do Tempo . . . . .. ... ... ..
2.2 Estadode Superfluidez . . . ... ... ... ... ... . ... ... ....
2.2.1 Equagoes da Hidrodindmica . . . . ... ... ............
2.2.2 Quantizacdodo Vortice . . . . ... ... ... ... .. .. ... ..
2.3 Forma Adimensional . ... ... ... ... ... oo ..
2.4 Equacado DF Estacionaria . . ... ... ... ... ... .. ........
2.5 Equacdoem Simetria Axial . .. ... ... ... ... ...........
2.6 ReducdoaUmaDimensédo . ... ... ....................
2.7 ReducdoaDuasDimensdes . ... ... ...... ... .. ........
2.8 Equacdo em Simetria Circular. . . . . ... ... ... ... ........

Potencial Quimico de Volume

3.1 Limite BCS. . .. ... .. ... . . .
3.2 Limite BEC. . . ... ... ... ... ...
3.3 Limite da Unitariedade . . . . . .. ... .. ... ... ... ... ...,
3.4 Regiao de Interacao Atrativa . . ... ... ... ... ... ........
3.5 Regidode InteracdoRepulsiva. . . . . ... ... ... ... ... .....
3.6 Continuidade na primeiraderivadado pv . . . . . ... ... ... .....

Equacao DF em Diversos Casos

4.1 EquacdoParaoLimite BCS . .. ... ... ... ... ... ........
4.1.1 Equacdo BCS Numa Dimensédo . . ... ...............

4.2 EquacdoParaoLimite BEC . . . ... ... ... ... ... ........
4.2.1 Equacdo BEC em Duas Dimensées . . . . ... ... ........

4.3 Equacio no Limite da Unitariedade . . . ... ... ............
4.3.1 Equacido na Unitariedade2D . ... ... ..............
4.3.2 Redugéo 2D na Aproximacido de Thomas-Fermi . . . .. ... ...

10
12
13
14
15
16
17
19

20
20
21
22
23
24
24



4.4 Equacdo DF na Regido Molecular . . . . .. ... ... ... ........
4.4.1 Regido Molecular para Simetria Axial . . ... ... ........
4.4.2 Regido Molecularpara2D G . ... ... ... ... .. .......

4.4.3 Regido Molecularpara2DTG . . . ... ... ... ... ......
4.4.4 Regido Molecular Simetria Circular . ... ... ... .......

Solucao da Equacao DF

5.1 Descricdo Geral do Método de Solugdo . . . ... ... ...........
5.1.1 SolugdoNumérica . . . . . .. ... ... ... ... ...
5.1.2 Aproximacgéo Variacional . . . . . . ... ... .. ..........
5.1.3 Aproximacédo de ThomasFermi . .. ... ... ...........

5.2 Solucdo Numérica da Equacédo DF em Simetria Axial . .. ... ... ..
5.2.1 Resultados em Simetria Axial . . . . .. ... ... ... ......

5.3 Solucdo Numérica em estado de Vortice . . ... ... ... ........
5.3.1 Resultados em Estado de Vortice . . . ... ... ..........

5.4 Solucdo Numéricaem2D . . . .. ... ... ... ... ... ........

Solucao da Equacao DF 1D no Limite BCS

A.1 SolugdoNumérica . . . . . .. .. . . . . .. e
A.1.1 Potencial QuimicolD . .. . ... ... ... ... ... .....
A.1.2 Resultados Numéricos 1D . .. ... ... ... ... ........

A.2 Aproximacdo Variacional . . . . ... ... ... ... ... .. .. .....
A21 FormadalLagrangeana. ... ... ..................
A.2.2 Equagoes Variacionais . . ... ... .. ... ... .........
A.2.3 Resultados Variacionais1D . ... ... ...............

A.3 Aproximacado de Thomas-Fermi . . ... ... ... ... ..........
A.3.1 Resultados Thomas-Fermi1D . ... .................

Solucao da Equacao DF 2D para BEC

B.1 Solugdo Numérica . . . . . . . .. .. .. ... e
B.1.1 Potencial Quimico2D . . . .. ... ... .. ... ... . ...,
B.1.2 Resultados Numéricos 2D . . ... ... ... ... .........

B.2 Aproximacdo Variacional . . . . . ... ... ... ... ... ... .....
B.2.1 Formada Lagrangeana . . .. ... ... ...............
B.2.2 Equagdes Variacionais . . .. ... ... ... ... . ... .....
B.2.3 Resultados Variacionais2D . ... ... ...............

B.3 Aproximacdo de ThomasFermi . .. ... ... ... ............
B.3.1 Resultados Thomas Fermi . . ... ... ...............

42
42
42
43
45
45
46
52
53
54

58
58
60
61
62
62
62
64
64
65



Capitulo 1

Introducao

Na natureza todos os atomos séo classificados como bésons ou férmions dependendo
de seu valor de espin seja inteiro ou semi inteiro e seus comportamentos sdo no-
tavelmente diferentes quando a temperatura dos sistemas esta muito perto do zero
absoluto [1].

Para um gas de atomos aprisionado num potencial harménico a temperatura zero
no caso dos bdsons eles vao ocupar um mesmo estado de minima energia disponivel
(fig. 1.1 A) num fendémeno que conhecemos como o condensado de Bose-Einstein
(BEC), mas os férmions ocuparéo os estados de minima energia disponiveis satis-
fazendo o principio de exclusdao de Pauli, do jeito que dois férmions com nimeros
quéanticos iguais ndo podem ocupar um mesmo estado, e como resultado final os es-
tados permitidos sdo ocupados por pares de férmions com espin oposto num arranjo
conhecido como o mar de Fermi (fig. 1.1 B).

(A)

Figura 1.1: Gas de atomos num potencial harmonico a temperatura zero. (A) Bésons
criam o estado BEC e (B) férmions formam o mar de Fermi.

Desta forma a condensacéo néo esta permitida para os atomos fermionicos, mas



na acéo de uma interacéo atrativa os férmions podem alcancar um novo estado levando
o sistema ao chamado superfluido de Fermi (SF) que precisa de uma descricdo mais
complexa.

A baixas temperaturas num gas de atomos diluidos as interacoes sédo descritas por
um unico parametro chamado o comprimento de espalhamento a. O sinal do compri-
mento de espalhamento permite ter uma idéia da interacéo efetiva que existe entre
os componentes do sistema ja que para valores negativos (positivos) do a associamos
uma interacdo atrativa (repulsiva).

A

Interacéo repulsiva
entre os dimeros

a(v)

inferagao forte,

BCS

fe de

Interag@o atrativa
entre os atomos

Figura 1.2: Comprimento de espalhamento em fungdo do potencial de interacéo para
a regido atrativa entre fermions e a regido de interacéo repulsiva para os pares de

atomos fermiodnicos.

Os primeiros estudos quanticos do SF permitiram a Bardeen, Cooper e Schrieffer
(BCS) estabelecer a teoria microscépica da supercondutividade, a conhecida teoria
BCS, valida no limite de interacéo fraca (quando o comprimento de espalhamento de
férmion-férmion é muito pequeno a — —0).

A teoria BCS esta fundamentada na idéia que pela acdo de uma interacéo atra-
tiva (a < 0) dois férmions, com espines iguais e opostos (1)), criam o chamado par de
Cooper gerando um estado de menor energia através do qual o sistema SF evidéncia
um comportamento universal que foi aplicado adequadamente no estudo das pro-
priedades dos supercondutores convencionais [2].

Fora do limite de interacéo fraca, o comprimento de espalhamento pode-se tornar
infinito (fig. 1.2), assim quando incrementamos a intensidade da interacdo atrativa
entre os dois férmions do par de Cooper a teoria BCS ndo pode ser empregada para es-
tudar o SF, e a descri¢éo do sistema se torna ainda mais complexa quando no chamado
limite da unitariedade (a« — +o00) os pares de atomos fermidnicos formam moléculas
diatomicas (dimeros) que sdo bdsons e o sistema passa para uma regido de interacéo
repulsiva (a > 0) entre os dimeros que entdo podem alcancar o estado BEC.

Um fato experimental muito importante é a possibilidade de transitar entre as
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regides de interacdo atrativa e repulsiva mudando o sinal do comprimento de espal-
hamento atravéz de variagdes dos campos magnéticos da armadilha (figura 1.3) e
permitir assim a extenséo dos estudos desde o limite BCS até o fenomeno BEC num
SF [6], [7], [8].

10

scattering length (1000 a,)
o

600 800 1000 1200
magnetic field (G)

Figura 1.3: A mudan¢a no comprimento de espalhamento com variagées do campo
magnético [7] permite experimentalmente transitar entre a regido de interacao atra-
tiva e repulsiva.

Desta forma existe para o SF com variacéo da interacdo atomica um cruzamento
das regoes de interacdo atrativa e repulsiva chamado o crossover BCS-BEC (figura
1.4).

Existem muitos trabalhos teéricos e experimentais desenvolvidos com o interesse
de estudar este sistema de atomos em baixas temperaturas, de maneira que temos
ferramentas para estudar o sistema de fermions no limite BCS ou o estado BEC dos
dimeros dentro do limite de acoplamento fraco, da mesma forma entorno do limite da
unitariedade conhecemos que o SF é dominado pela repulsio de Pauli e exibe um com-
portamento universal ([4], [5]), permitindo uma descricédo simplificada independente
do comprimento de espalhamento neste limite de interacéo forte, mais até hoje nem
uma descricéo tedrica é completa e adequada no crossover BCS-BEC para qualquer
valor do comprimento de espalhamento.

Inicialmente é necessario lembrar que uma solugdo do problema de muitos corpos,
que descreveria N atomos (ou dimeros) interatuando pode ser um calculo muito com-
plexo e impraticavel para sistemas com numero de particulas muito grande. De forma
que atualmente a maior parte dos resultados que podemos encontrar na literatura
(no estudo do estado BEC) sdo realizados através da aproximacio de campo-meio ou
dentro da solucéo ab initio usando o método de simulagdo Monte Carlo [3].

Através da teoria de campo-meio podemos obter a equagdo néao linear de Gross-
Pitaevskii (GP) [9] que realiza uma descricdo adequada para um gas diluido de bésons

no limite BEC, ou considerando termos de ordem superior na expressédo néo linear
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podemos encontrar a equacdo GP modificada (MGP) [10], de forma que estas duas
equacgoes permite estudar o sistema no limite de fraca interacao repulsiva (a — +0).

O problema com as equacdes GP e MGP é que o termo néo linear em cada uma
de elas néo pode ser bem definido no limite de interacédo forte , para a — oo, e
torna inapropriadas as descri¢oes do sistema com néo linearidade muito grande (nés
mostraremos isto em diferentes oportunidades ao longo deste trabalho).

Assim temos que o método de simulacdo Monte Carlo esta limitado para um nu-
mero pequeno de particulas e a descricdo feita pela aproximacdo de campo meio néo
é apropriada fora do limite de interacdo fraca. Entdo nasce uma das perguntas que
da origem a nosso trabalho: E possivel realizar uma descric¢éo diferente ao longo do
crossover BEC-unitariedade valida para qualquer nimero de particulas ou valor de
comprimento de espalhamento?

) 1 o1 Interagio repulsiva
®% 131 para os dimeros
B-H
® : St
Interagdo atrativa ESE
BCS entre 0s 4tomos i i BEC
(a +-0) (a = +o0) (a > +0)

Figura 1.4: Crossover BCS-BEC para o superfluido de Fermi com variacdo de
interacdo atomica. No limite BCS temos fraca interacdo atrativa entre os atomos
de Fermi, no limite BEC fraca interacéo repulsiva entre os dimeros e a unitariedade
é o limite de interacao forte.

Para construir uma resposta desta pergunta neste trabalho consideramos um gas
diluido de atomos de Fermi, com igual nimero de atomos de espin para acima (1)
e espin para abaixo (]) formando um conjunto de N pares prisioneiros pela acédo de
uma armadilha, nos diferentes limites de interacéo fraca, no limite da unitariedade,
e no chamado crossover BEC-unitariedade empregando uma equacao néo linear de
funcional densidade (DF) cujas solugdes descrevem em boa forma as caracteristicas
principais do SF, como a densidade de particulas, o tamanho e o potencial quimico do
sistema, ao longo da regido molecular.

Noés estudamos a forma da equacdo DF e a sua correspondéncia com as equacgoes
da hidrodindmica muito empregadas na descricdo dos sistemas superfluidos.
Mostramos a forma em que podemos estudar a geracédo do estado de vortice através
da equacdo DF em conformidade com as evidencias experimentais [13] que exibem a
existéncia dos vortices ao longo de tudo o crossover BCS-BEC real¢ando a geracdo do
estado de superfluidez no sistema (fig. 1.5).



Magnetic field (G)
792 833 852
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Figura 1.5: A geracdo de vértices num gas diluido para atomos de °Li [13] mostra a
superfluidez do sistema ao longo de tudo o crossover BCS-BEC.

Apresentamos uma forma especial de construir a correspondente expressio para o
termo néo linear nos diferentes limites de interesse: os limites de acoplamento fraco
(BCS e BEC) o limite de interacdo forte (a unitariedade) e no crossover BCS-BEC
de forma que a nossa equagdo nao linear pode ser aplicada para qualquer valor do
comprimento de espalhamento e sua solu¢cdo numérica pode ser achada para qualquer
numero de particulas. Desta forma aplicamos a equacdo DF no estudo dos diversos
limites e construimos uma descricdo valida na regido molécular para um sistema

confinado numa armadilha de simetria axial.

Outro importante assunto que estudamos é a redugéo do sistema superfluido para
uma e duas dimensdes, com a idéia de simplificar a descricdo do SF consideramos
que a dindmica pode ficar limitada a um plano s6 ou ao longo de um eixo particular.
Para isto uma equacéo efetiva bidimensional ou unidimensional pode ser estabelecida
baseados na equacgdo DF tridimensional.

Experimentalmente no caso de uma armadilha de simetria axial com forte con-
finamento transversal, temos o sistema com forma de cigarro e entdo podemos con-
struir uma equacéo efetiva 1D; assim mesmo para uma armadilha anisotrépica em
duas dimensdes com forte confinamento axial temos um sistema tipo disco e consid-
eramos assim uma reducédo bidimensional. Apresentamos duas abordagens diferente
para esta reducéo bidimensional que permite estender a conclusdo do nosso trabalho
ao longo da regido molécular fora do limite de acoplamento fraco.

Para a reducéo dimensional tomamos a dindmica do sistema restrita num plano
(ou num eixo s6) e consideramos uma forma para o estado estacionario na direcdo ax-
ial (ou longo de um eixo particular) que permite integrar uma (ou duas) das variaveis,
levando a uma descrig¢éo efetiva em duas (ou uma) dimensées.

As solugoes desta equacdo efetiva em duas dimensées tem um menor custo de
programacéo e as suas descrigoes do sistema SF sdo comparadas com a solugdo radial
do problema de simetria axial nos limites de acoplamento fraco e forte interacéo.



Capitulo 2

Equacao de Funcional de Densidade

Noés estudamos as propriedades de um gas de atomos de Fermi superfluido, composto
de igual nimero de férmions com espin up () e espin down (|), completamente em-
parelhados formando um conjunto de N pares.

Empregamos uma equacio de funcional de Densidade (DF) [11], [12] completa-
mente equivalente com a descri¢do feita através das equacoes da hidrodinamica *,
que tem a forma da equacdo de Schrodinger mas contem um termo néo linear:

%qf (r,7) o [~ V24U (1) + o (n, )| @ (x,7) (2.1)

Onde o termo néao linear j corresponde com o potencial quimico de volume, fungéo
da densidade de particulas (n) e o comprimento de espalhamento (a), dado por:

0 0 (E
o (n,a) = a—; = I (N) n 2.2)

Onde ¢ é a densidade de energia ¢ = E/V = (E/N)n. E importante real¢car que o
potencial quimico de volume tera diferentes formas e interpretacoes para as diversas
regides onde podemos estudar o sistema superfluido.

2.1 Equacao DF Anisotropica Dependente do Tempo

Assim como aconteceu no caso da supercondutividade conhecemos que as manifestacoes
dos sistemas supefluidos sdo melhor estudadas empregando o conceito de pares, desta

*A correspondéncia da equacdo DF com a hidrodinadmica vai-se estudar através da geracéo do estado
de voértice na pagina 10.



forma escrevemos todas as proximas ecuac¢oes para um sistema SF através de quan-
tidades de pares (ou dimeros) de atomos fermiénicos.
A temperatura zero, a funcéo de onda do superfluido de Fermi dependente do tempo
(na posi¢do r num tempo 7), pode-se descrever pela seguinte equacio de funcional
densidade (equacéo DF):
L0 2 — o _ o
zhE\If (Z,7,%;7) = —g—mVQ +U(%,9,2) + 1y (n,a) | ¥ (Z,7,%;7) (2.3)
Onde as quantidades m, n, fi; s@o a massa a densidade e o potencial quimico
de volume para os dimeros ou pares de atomos fermiénicos e U (r) é o potencial da
armadilha que mantém prisioneiros os atomos do sistema.
A equacao DF esta normalizada da forma:

/ df/ dg/ dz |V (z,5,7;7))° = 1, (2.4)

Do jeito que a densidade de particulas esta relacionada com o parametro de ordem
(a funcao de onda do sistema) através de:

n=N |¥(z,7,%7)| (2.5)

Onde N é o nimero total de dimeros ou pares.

Agora para um potencial externo (tipo oscilador harmoénico) de freqiiéncia w, gen-
eralizamos a descrig¢ao do superfluido de pares de Fermi numa armadilha anisotrépica
em trés dimensoes, com um potencial dado por:

1

U) = 3y (w?ﬁQ + wZ@Q + w??Q)
1
U(z,7,2) = §mfw2 (VT + K7 + N*Z?) (2.6)

2

2 sdo as freqiiéncias angulares em cada direcao.

2,2
Onde w3, w, e w

Desta forma a expressdo 2.3, corresponde com a equacéo de funcional densidade
para um superfluido de Fermi em trés dimensodes baixo a acdo de uma armadilha
anisotrépica. Em ela o potencial quimico de volume (1, (72, @)) vai ter diferentes for-
mas para a regido de interacdo atrativa ou repulsiva, assim a equacdo pode ser em-
pregada para descrever pares ou dimeros formados pelos atomos Fermionicos.

2.2 Estado de Superfluidez

Um dos mais importantes resultados da superfluidez é a resposta na presenca de
uma rotacao, onde o sistema mostra um movimento com restri¢cdes conhecido como
a geracdo de vortices quantizados que desde o ano 2005 tem sido observados exper-
imentalmente em gases diluidos de atomos de Fermi ao longo de tudo o crossover
BCS-BEC [13].



2.2.1 Equacoes da Hidrodinamica

No seguinte vamos mostrar que a equacédo DF é equivalente das equacoes de Lan-
dau da hidrodinamica irrotacional (que descrevem a dinamica do comportamento
macroscopico num superfluido neutral) e aproveitamos alguns resultados importantes
para o estudo dos vértices [14].

Consideramos nesta secdo o SF que descreve a equacdo DF (eq. 2.3) em forma

general:

0 n? =,
zhE\II (r,t) = —%V + U (r) + po (n,a) | ¥ (r,t) (2.7

Multiplicando esta equacéo por * (r,t), temos':

2
z’h\lf*g\l' __n

—
S = =S TR U (1) [0+ g (n,0) 9]

Empregando o fato que tanto o potencial devido a armadilha U (r) como o potencial
quimico de volume p (n,a) sdo quantidades reais, tomamos o complexo conjugado
desta expressao e fazemos a subtracdo com as duas equacgoes, para achar:

. *8 8 * hz * 2 2., %
zh(\II a\pwpaw)_—%(wv\p—wv\p) (2.8)

O qual pode se escrever como:
0 — h — —
— = (U*VV - TVT*)| = 2.
e+ Y [ZZm( v v )] 0 (2.9)

Esta expresséo corresponde com a equacéo de continuidade para a densidade de
. 2
particulas n = ||, na forma:

0 —
S+ ¥ (nv) =0 (2.10)

Onde a velocidade do SF esta definida por:

o[ UYVU — UV O
( — ) (2.11)

V' %im w2
Agora podemos introduzir uma forma explicita para a func¢éo de onda do sistema
da forma:

U (r,t) = f(r,t) exp[i S (r,¢)] (2.12)

Onde S (r,t) representa a fase da funcéo de onda e f (r,t¢) esta relacionada com a
densidade do sistema por:
n=[Uf=f2 (2.13)

tPor simplicidade obviamos os indices r e ¢ da dependéncia espacial e temporal da funcédo de onda.
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Entédo empregamos a equacdo 2.12 na expressédo 2.11 para a velocidade do sistema
temos que:

h — T — T
v = o (FV+ir? Vs - f Vf +if 2 95)
2imf 2
Assim encontramos finalmente que a velocidade do SF é o gradiente de um escalar:

h —
v=—VS (2.14)

m

Agora as expressoes da hidrodindmica podem se derivar das equacdes de movi-
mento para f(r,t) e S(r,t). Com a substituicdo da funcdo de onda (eq. 2.12) na
equacao 2.7, obtemos:

52

nexp (i 8) [igef = f 58] = =391 e I+ [0 (5) + o . 0)] £ exp i 5)

Onde para o primeiro dos termos do lado direito, temos que:

e [f exp (i S)] = —%exp (i §) [Wf Y2V VS +if VIS f (?s)Z]

2m

Assim, encontramos:
0. .0 h2 v? vs)’
h{faS—' f]—— Vf—f<V5>

Z— =
ot 2m | 49V . VS +if V28

} — [ U (r) + po (n,a) ]f (2.15)

Agora igualamos a parte imaginaria dos dois lados da expressdo anterior para obter:

S f= o [0V Vo4 V2] w2 f =~ [of T T4 £ 277

2m
Que pode se escrever como:

h

0 2 o 29

f —V-(f°V 2.1
ot m < S) (2.16)
Com as equacgoes 2.13 e 2.14 escrevemos esta expressdo em funcio da densidade e a

velocidade do sistema, para obter:

0 -
an—i— V-(nv)=0 (2.17)

Esta expressao corresponde com a primeira equacdo da hidrodindmica quéantica (a
equacéo da continuidade).
Agora igualando a parte real dos dois lados da equacio 2.15 obtemos que:

0 h?

o5 = w[?%uf(?sﬂ—[U(r)Jruo(ma)]
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Tomamos o gradiente desta equacio:

0 — — h2 — m [ h—= 2

Empregando as expressoes 2.13 e 2.14 escrevemos esta equacdo em funcio da
densidade e a velocidade do sistema:

0

MoV = -v 1mv2—i-U (r) + po (n,a) — —

2 2m  \/n

A expresséao anterior corresponde com a segunda equacao da hidrodinamica quantica

i 62\/51 (2.19)

(equacao de Euler’s) onde o potencial quimico de volume i (7, a) contém a informacao
estadistica do sistema e o tultimo termo do lado direito corresponde com o termo de
pressdo quantica, ausente nas equacoes da hidrodinamica classica.

Em resumo encontramos duas equacées acopladas para a densidade e a velocidade
do sistema SF (equacoes da hidrodinamica quantica) equivalentes com a equacéo DF,
e no mesmo tempo temos um importante fato que empregaremos para estabelecer a
geracdo do estado de vortice: a velocidade do SF é o gradiente de um escalar (equacéo
2.14).

2.2.2 Quantizacao do Vortice

Existe evidencia experimental da geracdo do estado de vortice ao longo de tudo o
crossover BCS-BEC [13] real¢dndo a geracédo do estado de superfluidez no sistema.
Agora estudamos a geracio do estado de vortice através da equacdo DF empregando
o fato que a velocidade do SF é o gradiente de um escalar (equacgdo 2.14), assim en-
contramos que:

— h

— —
VXxv==—VxVS=0 (2.20)

m
Isto implica que o movimento do SF é irrotacional, e que a variacdo da fase da
funcéo de onda AS é um mdultiplo de 27:

-
AS:%VS-dr:%Tl (2.21)

Onde [ é um inteiro (chamado nimero quantico do momento angular). Assim a
circulacdo esta quantizada:

jév -dr :QWZE (2.22)
m

Entéo o sistema mostra um movimento com restricées que gera os chamados

vortices quantizados.
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Para estudar o estado de voértice consideramos um sistema numa armadilha de
simetria axial de forma que todos os atomos estido girando entorno do eixo z com
velocidade tangencial:

?)¢ = mipl (223)

Onde p = /22 + y2 é a distancia ao eixo z e ¢ é o Angulo azimutal. De este jeito
com [ # 0 a funcao de onda do SF tem que ser nula no eixo de simetria do vértice (em
p = 0) para que a energia cinética do movimento azimutal néo seja infinita.

Aproveitamos a simetria axial do problema para escrever a funcdo de onda do SF

em coordenadas cilindricas da forma:

U (r,t) = ¢ (p, 2) exp [ (z¢ . —t)] (2.24)

Onde 1 é o potencial quimico do sistema na armadilha. Com esta funcdo de onda
na equacio DF (eq.2.7) temos que:

n = , .
—%V [0 (p, 2) exp (il®)] + [U (p, 2) + po (n,a) — pl @ (p, z) exp (ilg) =0 (2.25)

Onde para o primeiro termo encontramos:
n = h? V2 (p,2) - 20 (p, 2)

_2_V [o(p,z) exp (ilg)] = 5, &P (ilg) =
m m +2Zlv90(p> )v

( ¢> (2.26)
¢

Assim obtemos que para a parte real da equacéo 2.25:

{_h_ [VQ 12 ($¢>2] +U (p,2) + po (n,a) —M}tp(p,z) 0

2m

Com a forma do gradiente e o laplaciano em coordenadas cilindricas, finalmente
encontramos a seguinte equacido DF para o estudo dos vértices no SF:

2 _e
{ 2m |:(9p2 + pap + 83 172:| } %) (p7 Z) =0 (227)
+U (p,2) + o (n,a) — p

E importante destacar que agora para todo estado com [ # 0 existe uma contribucéo
adicional ao potencial correspondente com o chamado termo de barreira centrifuga,
que tem a forma [2/p?.

2.3 Forma Adimensional

Agora levamos a equacao de funcional densidade para uma forma mais conveniente
empregando uma transformacédo de variaveis a quantidades adimensionais, através
do comprimento caracteristico de oscilador [ da forma:

h
l=y/—,a=la, t=wr,x=Ilz,y=1ly,z =1z
wm

13



Tio (n,@) = po (n,a) B2/ (M) ¥ (2,5,%;7) = ¢ (2,y, 2;) /I (2.28)

Assim a equacéo DF (eq. 2.3) em quantidades adimensionais para uma armadilha
anisotropica é:

2 2 2
-1 (%+5‘—y2+%> + o (1, a)

0
ot +% (y%z T2y 4 )\222)

] o (x,y,2;t) (2.29)

Onde 1o (n, a) corresponde com o termo néo linear da nossa equacéo DF, é impor-
tante destacar que é funcdo da densidade de particulas n e o comprimento de espal-
hamento a.Assim mesmo temos que a condi¢do de normalizagcdo em quantidades sem
dimensoes fica da forma:

/ dCC/ dy/ dz |p(z,y, z; t)|2 =1 (2.30)

Onde a densidade n esta relacionada com o pardmetro de ordem através do ntiimero
total de particulas no sistema N:

n=N |p(z,y, z;t)\2 (2.31)

2.4 Equacao DF Estacionaria

Agora procuramos uma forma independente do tempo para a equacdo DF que tem
validade em qualquer simetria e regido de interesse. Para isto vamos supor que a
funcao de onda do estado estacionario tem uma dependéncia trivial com o tempo da
forma:

¢ (2,y,2:t) = @ (7,y, 2) exp (—iut) (2.32)

Onde 1 representa o potencial quimico do sistema de dimeros na armadilha. As-
sim a equacao 2.29, fica da forma:

L0 . . .
i5; [P (@,y,2) exp (—int)] = [ ~3iV2 4+ U(z,y,2) + o (n,a) ] ¢ (z,y,z) exp (—ipt)
(2.33)
Derivamos e eliminamos a exponencial para obter com ¢ = ¢:
1=,
o o 2) = [ -5 T4 Ul 2) + o ) 0 (0102 234)

Esta expressao corresponde com a equacdao DF independente do tempo, que de-
screve os estados estacionarios do superfluido de Fermi. Agora a normalizacdo e a
densidade do sistema tém a forma:

[ e[ [ el =1 n =N o) (2.35)
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2.5 Equacao em Simetria Axial

Para estudar o SF tridimensional no caso de uma armadilha com simetria axial
(v = k), empregamos a equacdo DF anisotrépica (eq. 2.29) com a forma:

o _1 8_2 + 8_2 + 8_2
Za@(%y?%t) = 2 (8x2 oy? 822) o (z,y,2;t) (2.36)

+3 (52 (22 + y?) + A%2%) + po (n,a)

Neste caso, a simetria permite reduzir o problema com trés coordenadas espaciais
(z,y,z) num problema de duas variaveis: p a coordenada radial e z a coordenada
axial:

r=(z,y,2) = (p,2) (2.37)

Onde p? = 22 + 2. De este jeito para x = 1 e empregando a forma do laplaciano em
coordenadas cilindricas, a equacdo DF em quantidades sem dimensoes que descreve
o superfluido de Fermi numa armadilha de simetria axial é:

0 . 1 (.02 19 fo 1 .
Za@(ﬂazat) = [ -3 <8_p2 + 5o T @) +35 (p2 + )\222) + po (n,a) ] o(p,z;t) (2.38)

Para a normalizacéo o elemento de volume muda da forma dr =p dp d¢ dz, assim da
equacédo 2.30 obtemos que agora a normalizacéo é:

277/ ,odp/ dz o (p,zt)* =1 (2.39)
0 —o0

Onde a densidade do sistema n esta relacionada com o parametro de ordem através
do numero total de particulas N:

n=N |p(p,z0) (2.40)

Para a equacédo independente do tempo empregamos a funcéo de onda do estado esta-
cionario com uma dependéncia trivial no tempo numa forma similar ao realizado na

equacao 2.32, e deste jeito encontramos:

10> 109 0 1,5 99
_Z 4y 4= - — = 2.41
[ 2<8p2+p8p+322>+2(p +)\Z)—|-,u0(n,a) ple(p,z)=0 ( )

Onde p representa o potencial quimico do sistema e a normalizagdo junto da den-
sidade do sistema tém a forma:

27 [Todp [~ dz oo =1 =N o ()P (2.42)
0 —00
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2.6 Reducao a Uma Dimensao

No caso de uma armadilha com forma de cigarro, isto é uma armadilha de sime-
tria axial com forte confinamento transversal, a equacdo de funcional densidade
anisotropica em trés dimensdes, pode-se levar a uma forma quasi-unidimensional
[15].

Considerando que o sistema permanece confinado no estado base na dire¢ao transver-
sal, a funcdo de onda pode ser tomada da forma:

@ (z,y,2;t) = @ (x;t) do (y) do (2) exp [~ (A + k) /2] (2.43)
Onde vamos supor um estado estacionario com as funcoes de onda do estado fun-
damental tipo gaussiana nas diregoes y e z determinado por:
. 1/4

b0 (y) = (;) i exp [—ny2/2] , 0o (2) = <%> exp [—)\z2/2] (2.44)

Empregando isto na equacéo de funcional densidade anisotrépica de trés dimensoes,
com quantidades adimensionais (eq. 2.29), temos que:

0 1 -
6000 (2) {13 ait) 4 3 e+ VB (ait) | =
—%QSO (v) éo (2) (38_122 T ¢01(y) d2jl5?32(y) + ¢01(Z) d25§2(2))
= +%¢0 (y) ¢o (2) (V2562 + k2% + )\2272) @ (ws5t) (2.45)
+po (n,a) do (y) po (2)

Agora, com as fungoes de onda do estado fundamental (eq. 2.44) as derivadas em

1y e z sao:

L& L 2.2 | 42,2
o a2 Wt aE® ) =~ (E ) RN (2.46)

Assim eliminamos os termos comunes e a equacdo DF fica:

~$ (00 (1) 00 (2)] (2 — 22

?)
o (x;t (2.47)
110 (m,0) b0 () b0 (2) ]SD( )

0
60 (1) 60 (2) i3 it | =
Agora vamos multiplicar por ¢( (y) ¢ (2), e integramos em y e z:
a " o o
igpt] [ dman [~ e -

3| - (20?)| [72, 03 () dy [75, 63 (2) dz
+ [ dy [ dz o (n,a) [do ()] [0 (2))

] o (x;t) (2.48)
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Com a equacéo 2.44 temos que o valor da integral é:

/:¢3(y)dy/:¢3(z)dz = (— W( )1/2[[_1 (2.49)

Assim com v = 1 e ¢ = ¢, encontramos para a equacéo de funcional densidade a
seguinte forma:

(-
CES it (2.50)
+ [ dy [ dz po (n,a) [do ()] [¢o (2))° ] 7

Onde s6 o termo néo linear vai depender da forma do potencial quimico de volume

.0
i (03t) =

em cada regifo.
Da mesma forma com a transformacio 2.43 para a normalizacdo (eq. 2.30) e a
densidade de particulas no sistema neste caso obtemos:

| le@oPde =1, 0= NP 251)

Onde N é o namero de particulas no sistema.

2.7 Reducao a Duas Dimensoes

Para o caso de uma armadilha anisotrépica em duas dimensdes com forte confina-
mento axial, temos um sistema em forma de disco. Mostraremos como a equacao
DF anisotrépica em trés dimensdes, pode ser levada numa equacéo efetiva em duas
dimensaes.

Considerando que o sistema permanece confinado no estado base na direcéo axial,
a funcao de onda pode ter a forma:

@ (z,y,2;t) = @ (x,y;t) do (2) exp [—iAt/2] (2.52)

Com a funcéo de onda do estado fundamental na direcdo > determinada por:

1/4
¢o (2) = (%) exp [—Az°/2] (2.53)

Empregamos isto na equacado de funcional densidade anisotrépica de trés dimensoes
com quantidades adimensionais equacdo 2.29 (por simplicidade ¢ (z,y;t) = ¢) temos
que:

9 —%QSO (Z) (812 + 8y2 + qbol(z) dz2 @0( )) B
igo (2) {55— (iA/2) 95] = +1 (22? + K2y + A222) ¢ (2) ¢ (254
+p0 (n, @) go (2)
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Empregando a forma da funcdo de onda do estado fundamental na direcéo z,

temos que:

1 &2 9 9
e )d22¢0( 2) = —A+ Az (2.55)

Assim a equacao DF tem a forma:

0

i (2) 29

57 (2.56)

—3¢0 (2) (aa_; + 88_;2) + 300 (2) (V2% + K?y?) ] $
+Mo (n, a) ¢0 (Z)

Agora multiplicamos por ¢ (z2), e integramos em z, para obter:
o _ 1 foo 2 0% 0% _ 2.2 22
/ ¢3 (z)dz Zg@: [ 2f—oo¢0 <8x2 +8y v R™Y > ] (ﬁ (2.57)
o t f dz po (n,a) 63 (2)

Empregando o valor da integral:

< _)\1/200 2_51/25_
/Ooqbo(Z)dZ—(;) /Ooexp(—Az)dz— - L =1 (2.58)

Temos que finalmente com v = 1 e ¢ = ¢, encontramos:

g ( 't)— _1 8_2_|_8_2 _|_l(x _|_,L; )+ (na) (ac ‘t) (2.59)
Zat@ €T,Y;t) = 9\ 9u2 8y2 5 Yy Ko PT,Y; .

Este ultimo resultado corresponde com a equacdo DF em quantidades sem di-
mensoes, que descreve o superfluido de Fermi em duas dimensées, onde nés definimos

o termo néo linear 2D da forma:

uy (nya) = /OO dz pio (n,a) @3 (2) (2.60)

—00

Do mesmo modo o termo néo linear em duas dimensées vai depender da forma do
potencial quimico de volume em cada regiao.

Da equacéo 2.30 obtemos que a normalizacio e a densidade de particulas na su-
perficie para este caso é:

[ o [y le@pnf =1, a=N e(unP (2.61)

Onde N é o namero total de particulas no sistema.
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2.8 Equacao em Simetria Circular

Para o caso especial de uma armadilha com simetria circular temos que x = v permite
escrever a equacdo DF bidimensional numa forma unidimensional através de uma
nova coordenada radial r = (z,y), de forma que a funcdo de onda muda para:

@ (z,y:t) — @ (r;t) (2.62)
Empregamos a forma do laplaciano em coordenadas cilindricas a equacéo 2.59 muda

para:
2

0 1/0> 10 r ,
: C Y (22 Y L . 2.
Zat@(rvt) |: 9 ((37“2 + 7"87") + 9 +:u'0 (n7a) Sp(rﬂt) ( 63)

Onde 4, (n,a) corresponde com o potencial quimico de volume da redugéo bidi-
mensional (eq. 2.60). Agora o elemento de area muda da forma:

dr dy — rdr d¢ (2.64)

Assim temos que a condi¢do de normalizacio agora é:

[e'e] [e'e] [e'e] 2T
/ d:r:/ dy|<p(:v,y;t)|2 —>/ r dr/ do |<p(r;t)|2 (2.65)
o S 0 0

Finalmente a equacdo em simetria circular tem a normalizagéo:

277/ rdr o (rt)* =1 (2.66)
0
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Capitulo 3

Potencial Quimico de Volume

E muito importante estabelecer a forma do termo néo linear, o potencial quimico de
volume i (n,a), para uma adequada descripcdo do superfluido de Fermi nas difer-
entes regioes. Nos consideramos o potencial quimico de volume como uma fungéo do
comprimento de espalhamento e da densidade de particulas:

s 0 (E
o — po (n,a) = n = I (N) n 3.1)

Onde ¢ é a densidade de energiac = E/V = (E/N)n.

Mais nos importantes limites da unitariedade (¢« — +00) e da BCS (a — —0) o
comprimento de espalhamento ndo é mais uma variavel, e o potencial quimico de-
pende de uma variavel s6: A densidade de particulas n.

Agora estudaremos a forma que o termo néo linear tem para as diferentes regioes
de interesse, com uma adequada interpretacdo em cada caso.

3.1 Limite BCS

Para o superfluido de Fermi no limite BCS o potencial quimico de volume tem seu
origem na energia cinética dos atomos de Fermi que satisfazem o principio de ex-
clusdo de Pauli.

Temos que na baixa densidade e para a regido de interacdo fraca (k; |a| << 1) a en-
ergia por particula do gas de Fermi calculada por Baker [16], Huang e Yang [17], [18]

é:
FE 3 10
— =-FE¢ |1+ —k . 3.2
N 5 f|: + o raf + } (3.2)
Onde a energia de fermi é:
h? n2/3 2/3
Ef = —me (37T ) n (3.3)
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Assim derivando a energia por particula do gas obtemos para o potencial quimico de
volume no limite BCS, a seguinte forma ([17], [18]):

2 2
po(ng,af) = 5% <£> n= ;Wf (37?2)2/3 nfc/?’ + 2:3 apmny (3.4)
Esta dltima equacéo permite considerar valores negativos do comprimento de es-
palhamento, associada entdo com a descripcdo de uma regido de interacédo atrativa
[19].
Além, no limite de acoplamento fraco (a; — —0) podemos ver que a escala de en-
ergia relevante é a energia do gas de Fermi* sem interacéo.

Agora, é conveniente escrever o potencial quimico de volume em func¢éo das quan-
tidades de pares, lembrando que:

m=2mg, n=nys/2, po = 2pos (3.5)

Onde m, n, uo sdo a massa, a densidade e o potencial quimico de volume para os
pares, finalmente temos que:

po (ay,n)

_ 1/3
2B I+ x1afrn (3.6)

Onde y; = 472'/3/ (3772)2/ ® Esta equacio representa o potencial quimico de vol-
ume dos pares de dtomos de Fermi no limite BCS [20], lembramos: a; representa o
comprimento de espalhamento férmion-férmion.

3.2 Limite BEC

Nesta regido de comprimento de espalhamento positivo, os dimeros (moléculas for-

madas por dois atomos de Fermi) constituem um gas de Bosons fracamente repul-

sivos, que satisfazem as relagdes: m = 2my = m , ng = ny/2, pg = 2uy, onde m,ng

e g sdo a massa, a densidade, e o potencial quimico dos dimeros, e m¢,n¢, 1y sdo as
quantidades para os atomos Fermidnicos.

Nesta regido a energia por particula calculada por Lee, Huang e Yang [21], [22] é:

E €B

3
— 45 _°2p
N T

5(ky aq) N 64
187 27V 6md

Onde g é a energia (positiva) de ligacdo do dimero e de novo a energia de Fermi pode

(]{?fad)B/Q 4+ .. 3.7

Se escrever como:

12 2/3 23 h? 2/3 23
Ef:%(?mQ) ny® == (6n°)"" nif (3.8)

*Lembrese que para o gas de Fermi sem interacédo temos: E/N = 3/5Ey.
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Desta forma o potencial quimico de volume no limite BEC é:

o (E ATh? B2 s s 302 (672)%°
= (Z)ng= 128/ — e
fi ong <N> i m * 8ﬁ3m 4a M 10m

B (39)

No limite de interacao fraca (a; — +0) podemos menosprezar a energia de ligacdo
do dimero e entéo, para o potencial quimico, no limite BEC [20], vamos tomar a forma:

2 3/2
Arh aq nq {1 + o (ad ncll/g) / ] (3.10)
m

Ho (nd7 ad) =

Onde a = 32/(3y/w). Esta dltima equacgdo, valida na regido de formacdo de
moléculas, s6 permite considerar valores positivos do comprimento de espalhamento,
e seu origem pode-se interpretar desde a energia de interagdo repulsiva que existe
entre os dimeros.

E importante ver que no limite de acoplamento fraco (¢« — +0) o potencial quimico
de volume corresponde exatamente com o termo néo linear da equacéao Gross-Pitaevskii
(GP), muito empregada na descrip¢ao dos sistemas condensados de Bose-Einstein [9],
[3] e a consideracéo do segundo termo permite a construcdo da denominada equacéo
GP modificada (MGP) proposta por Fabrocini e Polls [23].

3.3 Limite da Unitariedade

Neste limite o sistema é muito especial: o gas tem uma interacéo forte (no sentido que
o comprimento de espalhamento é maior que a distancia entre particulas) e no mesmo
tempo conforma um sistema diluido (no sentido que o potencial entre os atomos é
menor que a distancia entre as particulas) [24].

Para o limite da unitariedade, com |a| — oo, 0 comprimento de espalhamento néo é
mais uma variavel do problema e y é funcdo unicamente da densidade de particulas.
Ent&o a dnica escala de comprimento que vamos ter no limite da unitariedae é n=1/3,
e assim a energia de Fermi se torna uma quantidade muito relevante para o potencial
quimico neste limite.

De esta forma podemos empregar argumentos dimensionais e dar para o potencial

quimico de volume a seguinte forma universal:
h2
pio — pio (n) ~ —n?/3 (3.11)
m

Assim para um superfluido de Fermi o potencial quimico de volume no limite da

unitariedade tem a forma:
h2

_ 2\2/3 _2/3
o (n) = 25% (37%) n (3.12)
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Em funcéo das quantidades para os pares temos que:

2
o (n) = 25% (67?2)2/3 n*? = 2¢ Ep (3.13)

Onde m e n representam a massa e a densidade dos pares, ou dos dimeros, ja que
no limite da unitariedade um par de férmions pode permanecer como par ou como um

dimero. ¢ é um coeficiente universal, com um valor aceitado de ¢ = 0.44 .

3.4 Regiao de Interacao Atrativa

Agora vamos apresentar uma forma para o potencial quimico que seja valida para
toda a regido de interacéo atrativa, desde o limite BCS até a unitariedade.
Para maior simplicidade, definimos o nosso potencial quimico como fun¢do de uma

quantidade sem dimensdes da forma:
T =ay nt/3 (3.14)

Lembrando que no limite BCS (ay — —0) encontramos (equacéo 3.6):

po () _
2B, I+x1x (3.15)
Onde x; = %, e para o limite da unitariedade (a;y — —o0):
po(n)
2En 13 (3.16)

Onde ¢ = 0.44. O potencial quimico que nés sugerimos para cobrir os dois limites,
valido em toda a regifo de interacdo atrativa é:
o (af,n) 14 12 — X222

T g <0 (3.17)

Onde noés escolhemos as constantes de jeito que os resultados da nossa equacéo
DF concordam com tecnicas Monte Carlo ([11], [30], [31]) e satisfazem os limites
conhecidos, elas sao:

4m2l/3

= g 017 21540, By = x2/ (1 €) e xa = 2%/3300 (3.18)
T

Naio é dificil mostrar que a expresséo 3.17 satisfaz os dois limites de interesse e
descreve o potencial quimico de volume na regido de interacéo atrativa, desde o limite
BCS até a unitariedade.

"Existem muitas pesquisas teéricas e experimentais realizadas com o propésito de encontrar o valor

de este parametro adimensional. Os experimentos realizados em “°K [25] e S Li [26], junto com resul-
tados tedricos de técnicas Monte Carlo [27], [28], [29] mostram um consenso em torno do valor que nés
empregamos no desenvolvimento deste trabalho, £ = 0.44.
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3.5 Regiao de Interacao Repulsiva

Agora procuramos uma forma para o potencial quimico de volume valida na regido
molecular, no crossover BEC-unitariedade, interpolando a forma dos termos néo lin-
eares que encontramos validos para os limites BEC e da unitariedade.

Por simplicidade mudamos o potencial quimico em fun¢do de uma nova variavel

1/

adimensional (y =ny ad) , para isto dividimos na energia de Fermi, de forma que no

limite BEC temos (equacgéo 3.10):

pa (ng,aq)  4mh? m 32 1/3)3/2
= 14+ —— 1
2Ep m \ 2n2 (652)%/3 ”3/3 agng |1+ N (ad ng ) (3.19)
fd (nd; aq) 2 3/2
= 2
Gt 2y (o) o

Onde o = 32/(3y/7). E lembrando que para o limite da unitariedade a equacéo

3.13 é:
o (ng)
2

Definimos o nosso potencial quimico como uma quantidade sem dimensées para

=¢ (3.21)

cobrir a regido de interacéo repulsiva assim:

po(na,ag) 2w y+al+v)y’? =0 (3.22)
2Er (672) P 1+ avyd2 + 51 +v)yp% Y '
Onde as constantes sio:
32 2

O parametro v pode ser ajustado para que a funcéo pg (ng,a4) / (2EF) tenha uma
primeira derivada continua na unitariedade, com relacdo do parametro inverso de
y. Nao é dificil verificar que a equacao 3.22 satisfaz os dois limites e descreve o
potencial quimico de volume na regido de interacéo repulsiva, desde o limite BEC até
a unitariedade.

3.6 Continuidade na primeira derivada do

Até agora temos uma forma pra pg (a,n) na regido de interacéo atrativa e outra na
regido de interacdo repulsiva, agora desejamos generalizar o potencial quimico de
volume, para que seja continuo, com a sua primeira derivada continua com relagao
do parametro 1/y na unitariedade.

Para encontrar o valor certo do pardmetro v, primeiro escrevemos as expressoes

do termo néo linear em funcéo de novas variaveis ¢ = % ed = %
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Comecamos com o potencial quimico de pares no crossover BCS-unitariedade (eq.
3.4):

pplapn) o ax = xea?
2Ep 1—p1 z + Box?

Onde as constantes estdo determinadas pela equacao 3.18. Escrevemos esta ex-

(3.24)

pressio empregando uma nova variavel € = %, assim:

Mp—(.%') — 1 + Xl/x — X2
2Er 1/22 — Bi/x + B2
pp (€) X1€ — X2
=14 2 A2 3.25
2Efp €2 — Bre+ B2 ( )

Agora tomamos o limite da unitariedade (¢ — 0), e encontramos:

. pip(e) X1€—X2< >_ X16—X2< 51>
lim 222 — —ppMeTXe g A
0 2B * B2 1 — Bie/fa * B2 * B2 ‘
X1€— X2 . B (xie —x2)€ X2 <X152 —51X2>
~1 1o X2 (xR fixe 3.26
+ 5 + 7 5 + 7 € ( )

Esta ultima expresséo é o potencial quimico de volume sem dimensées valido na uni-
tariedade que encontramos desde a regido de interacio atrativa.

Agora escrevemos a forma do potencial quimico de volume para os dimeros no
crossover BEC-unitariedade (eq. 3.10) em func¢édo de uma nova variavel § = %, assim:

832 +a(l4v)
5%/2 4 avé + B (1 +v)

pa(0) 2w

= 2
T (3.27)

Onde as constantes estdo dadas na equacdo 3.23. No limite da unitariedade 6 — 0,
na expansio em serie de Taylor todas as quantidades dependentes de 67, com o > 1

sdo nulas, assim:

pa(6) 2w { a(l+v) }: 27 g[ 1 ]
avd + [ (1 +v) (672)%3 B [1+avd/B(1+v)

li =
520 2Efp (6772)2/3

pa(0) 2w

2
T (3.28)

7T (%)‘5

Esta ultima expresséo é o potencial quimico de volume sem dimensées valido na uni-

tariedade que encontramos desde a regido de interacao repulsiva.
Pra a continuidade empregamos o fato de que no limite da unitariedade:

iy (€) = 14 (5) (3.29)

Para fazer uma apropiada descricdo do sistema BEC de dimeros, empregamos
para o comprimento de espalhamento de dimero-dimero (a4) a relacdo em termos do
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comprimento de espalhamento de férmion-férmion (as), obtenida por Petrov [32] e.
Brodsky et al. [33], que é:

aq

=0.6 (3.30)
af
Assim temos que:
1 1 1 1
e=-=— =4 — =(0.6) = = (0.6)0 (3.31)
x armn / af ad(nd) / Yy

Enté&o escrevemos o potencial quimico de volume para os dimeros em func¢éo da nossa

variavel ¢, de forma que:

1 A )
2Br  (6r2)2 [B_(HV) <B> <o.6>] (8:32)

Assim na unitariedade (equacdo 3.26 e 3.28), para a continuidade na primeira
derivada do potencial quimico encontramos que:

dpp(e) _ dpale)
de 2Efp de 2EFp
Bixa—x1b2 2m v (g)Q 1 (3.33)
32 (6712)2/3 (1+v)\B/) (0.6)
Empregando o valor das constantes encontramos que:
v =0.04171368 (3.34)

Vai ser o valor certo para obter a continuidade do potencial quimico de volume, e
a sua primeira derivada, desde a regido BCS até o BEC.

Agora vamos comprovar a validade do nosso resultado, desenhando a funcéo es-
tabelecida para o potencial quimico de volume no crossover BCS-BEC. Para isto em-
pregamos uma nova variavel e = 1/ (kray) , onde kr é o momento de Fermi:

ke = (67%) " nl/? (3.35)

Lembrando que na regiao de interacédo atrativa tinhamos a expressao (equagéo
3.25):

o) _  _xie—x2
2FEr €2 — Bie + B2

Mudamos para a variavel € da seguinte forma:
1 (672)"/

¢ = - — (672)3 ¢ (3.36)
ay n}l)/B af kF ( )
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Enté&o desde o limite BCS até a unitariedade podemos desenhar a seguinte funcéo:

tp (€)

. v (67%) e — o
2Er T _ 2\1/3
F (672)7°e2 — By (672) /" e+ By

(3.37)

A figura 3.1 representa a forma da funcdo 1/ (2EF) na regido de interacdo atra-
tiva.

L L L L L
-100 -80 -6 -40 -0 o

Figura 3.1: Potencial Quimico de volume na regido de interacdo atrativa (BCS-
unitariedade).

Agora lembramos a forma que tinhamos na regiéo de interacdo repulsiva (equacéo
3.27) e o fato de ¢/ (0.6) = ¢ (equacdo 3.31), para escrever:

pale) 2 (¢/0.6)2 + o (1+v) (3.38)
2Bp  (672)%3 | (¢/0.6)* + ave/ (0.6) + B (1 + v) '
Que em funcao da nossa nova variavel ¢ é:
3/2
11 (2) o <(67T2)1/3 5/0.6) +a(l+v)
5B, (3.39)

(672)%/3 <(67T2)1/3 5/0.6) M2 v (673 ) (0.6) + B (1 +v)

A figura 3.2 representa a forma do potencial quimico de volume na regido de
interacao repulsiva (BEC-unitariedade).

Figura 3.2: Potencial Quimico de volume na regido de interacédo repulsiva (BEC-
unitariedade)
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g § m v=0
04 ) m v=0.042
m v=0.14
03k N
0] A\
B AN
n2f —02) LS
s . 8
BCS =) BEC
P -

-04 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

1/(ke ar)

Figura 3.3: Funcao i/ (2EF) no crossover BCS-BEC.

Assim no crossover BCS-BEC, temos o comportamento que mostra a figura 3.3.
Perto da unitariedade podemos ver a relacdo de continuidade na primeira derivada
para a funcéo i/ (2Er) com relacdo a diferentes valores do parametro v de forma que
conferimos o valor certo de 0.042 (fig. 3.4).

0.4402
0.4401 \
% m v=0
~ m v=0.042
1 D400
N m v=0.14
=
2 pam9
0.498 s SRR
04307 L - - ‘ " - -
oo D000 000 0004 0.006
(ke ar)

Figura 3.4: Continuidade da funcdo u/(2Er) e a sua primeira derivada na uni-
tariedadeé valida para p = 0.042.
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Capitulo 4

Equacao DF em Diversos Casos

Na procura da forma do termo néo linear correspondente com a nossa equagao DF
escrevemos o correspondiente potencial quimico de volume numa forma mais conve-
niente através da transformacéo de variaveis a quantidades adimensionais definida
na equacéo 2.28 em cada um dos casos de interesse. Desta forma temos a possibili-
dade de escrever a equacédo DF efetiva numa e duas dimensodes para regoes e limites
especificos. Estudamos neste capitulo para diversas simetrias o sistema unidimen-
sional no limite BCS, e a forma bidimensional nos limites BEC e da unitariedade.

4.1 Equacao Para o Limite BCS

Para o superfluido de Fermi no limite BCS, temos que a forma do potencial quimico
de volume (eq. 3.6) modificado pela transformacédo 2.28 muda da forma:

h2
o (ag,n) = (mi?/h%) g (g, m) = (mi?/1%) 2— (672)%/° n2/3 (1 + X1 a nl/s)
po(ap,n) = 2 (67?2)2/3 n?/3 (1 + X1 ay n1/3) 4.1)

Assim a equacdo DF sem dimensoes para descrever os pares no superfluido de Fermi
na acdo de uma armadilha anisotroépica (eq. 2.29) é:

2 2 2
iggpz —%(%—i—aa—yg—l-%)+%(u2x2+m2y2+)\222) . 4.2)
ot +2 (67’(’2)2/3 n2/3 (1 +x1 ay n1/3)
Com normalizacdo e densidade de pares dadas por:
oo o0 oo
/ dw/ dy/ dz o (z,y, )P =1, n=N |¢(z,y,zt)| (4.3)
—0o0 —0o0 —0o0
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Da mesma forma para simetria axial (eq. 2.38) obtemos que no limite BCS a
equacao DF tem a forma:

1 2 2,2
(ap2+pap+az>+§(p +)\Z)

v (p,z;t) 4.4)
49 (67r )2/3 2/3 (1 +x1 ap n1/3)

0
Zagp (pa Z5 t) =
4.1.1 Equacao BCS Numa Dimensao

No caso de uma armadilha com forma de cigarro e no limite em que o comprimento de
espalhamento é descartavel com relacdo da energia de Fermi, a equacao DF anisotrépica
em trés dimensdes, pode ser levada a uma forma quasi-unidimensional (pagina 16).
Onde para o limite BCS o termo néo linear muda da forma (eq. 2.50):

/_OO W /_ " dz o (n,a) [0 )] [0 (2)]2 = 2 (67%)° /_ Ly /_OO dzn** [go ()] [60 (2)]°

= 2(6m 2N) (x; 4/3/ dy/ dz [do (1)]*2 [¢o (2)]'%3 (4.5)

Considerando que o sistema permanece confinado no estado base na direcéo transver-
sal, empregando uma forma conhecida (eq. 2.44) para a funcio de onda nas diregoes
y e z podemos obter:

o0 oo 5/6 1/3
[ wwrea [Teerre = (5 (2 G =2(5) ue

Assim o termo nao linear fica:

o0 () K 1/3
[t [ bR o 0F =260 o0 F (5) @)

Finalmente temos para a equacao de funcional densidade numa dimenséo a seguinte
forma:
8 102 1 24 6 2/3 4/3
i5¥ o (x;t) = [ 3952 +3 3 <67T\/ KZ)\N) lo (x;t)] o (x;t) (4.8)
Este dltimo resultado corresponde com a equacéo de funcional densidade em quan-
tidades sem dimensdes, que descreve o sistema de pares no superfluido de Fermi,
numa dimenséo para o limite BCS de acoplamento fraco.

De igual jeito neste caso temos que o sistema tem normalizacdo e densidade de
pares determinadas por:

| le@nPde =1, 0 =N jp@oP (4.9)

— 00
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Agora procuramos uma forma independente do tempo para a equacéo de funcional
densidade, numa dimensao. Vamos supor que a funcido de onda do estado estacionario
tem numa dependéncia trivial com o tempo da forma:

¢ (z;1) = @ () exp (—ipt) (4.10)

Onde p representa o potencial quimico do sistema de pares de atomos de Fermi,
na armadilha. Assim a equacio adimensional numa dimenséo (eq. 4.8) fica:

o d . 11
i (x )anp( ipt) = 2
Xp

dz?
+N (@ () ex

- Z,ut)\4/3] o (x) exp (—iput) (4.11)

2/3
Onde NV = g (67rN V n)\> . Derivando no tempo, finalmente encontramos a equacao
de funcional densidade independente do tempo numa dimenséo:

1 d?

po ()= {——— + -2 + g (677]\7\/5)2/3 ]gp(x)\‘l/?’} ¢ (z) (4.12)

1
2dxz?2 2

Lembramos p representa o potencial quimico para o sistema de pares na ar-
madilha. Para a normalizacdo neste caso temos que:

/ T lo@)Pdr=1 (4.13)

—00

Estas expressoes correspondem com a equacao efetiva DF normalizada independente
do tempo que descreve o superfluido de pares de atomos de Fermi numa dimenséo.

4.2 Equacao Para o Limite BEC

Para o superfluido de Fermi na regido de interacdo repulsiva entre os dimeros que
corresponde com o limite BEC (a; — +0) (ver pag.22), lembramos que a forma do
potencial quimico de volume é:

4 h? 3/2
Ho (Mg, @q) = 4T [1 +a (ad nd/?’) ]

Onde o = 32/ (3y/7). Neste caso o potencial quimico de volume modificado pela
transformacao 2.28 muda da forma:

2

4rh 3/2
po (ap,n) = (ml2/h2) g (@y,m) = (ml2/h2) TZlQ ag ng [1 + <ad ni/ ) }

3/2
po (af,n) = 4mwaqg ng [1 +a (ad ncll/?’) ] (4.14)

Onde agora ay e ng ndo tém dimensoes.
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Assim a equacdo DF em quantidades sem dimensées que descrever os dimeros no
superfluido de Fermi prisioneiros pela acdo de uma armadilha anisotrépica (eq. 2.29),
modificada no limite BEC tem a forma:

2 2 2
—% (% + aa_yg + %) + % (V?2? + k2y? 4+ X22?)

.0
z,Y, 2t 3/2 p(T,y,2;1
315 ( ) +47Tad ng |:1 + « (CLd ncll/s) :| ( )
(4.15)
Com normalizacdo e densidade de pares determinadas por:
[ o [Ty [ dslotmasol =1, na=N ey s0P (4.16)

Do mesmo jeito da equacéo 2.38 temos que para simetria axial no limite BEC:

1 2 2.2
(8p2+pap+az2)+—(p + A222)

0
i—p(p,z;t) = 3/2 w(p,z;t (4.17)
8t ( ) _|_47Tad ng |:1 + o <CLd nd/ ) :| ( )
Onde a normalizacéo e densidade de pares séo:
o [Tpdo [ dz oot =1, n=N lp (o0 (4.18)
0 —0o0

4.2.1 Equacao BEC em Duas Dimensoées

Para o caso de uma armadilha anisotrépica em duas dimensées com forte confina-
mento axial no limite BEC o termo néo linear (eq. 2.60) tem a forma:

[e.9]

1y (g, ag) = / dz jio (ng, aq) 63 (2) = dmag /

— 00 —00

dz ng [1 +a <ad ni/?’) 3/2} P2 (2)

(4.19)
Considerando que o sistema permanece confinado no estado base na direcédo axial (eq.
2.52) obtemos:

dz |60 (2)* + o a2/ NV2p (2, y:t) /

—00

o
o (nas) = tmaa¥ I (o) | [

—00

iz oo (I

Com a forma conhecida para a func¢édo de onda do estado fundamental na dire¢éo

z (eq. 2.53) temos que:

/ g0 (2)]* dz = <i> exp [—2X2%] dz = 2i

i s
oo 5/4 oo A\ 3/4
/Oo 6o (2)]° dz = <—> /Ooexp 5)\22/2] dz = % <;>
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Assim o termo nao linear é:

, B ' 5 A 3/2 12 ' 2 A 3/4
Mo (nd7ad) - 47Ta'dN ’@(mayvt)’ % + « a, N QO(I',yﬂf) g ; (420)

Desta forma podemos definir o potencial quimico de volume para o limite BEC no
caso da reducéo bidimensional como:

wo (ag, ng) = 2aq (277)\)1/2 ng

1/4
L 2O ) e

Onde o = 32/ (3y/7). Assim escrevemos a equacdo DF em quantidades sem dimensdes
(eq. 2.59) que descreve o sistema de dimeros para o superfluido de Fermi no limite
BEC em duas dimensoées:

zg (z,y;t) = ! 8—2—|—8—2 —i—l(ac2+/<2 2)—{— b (ag,ng)| o (z,y;t) =0 (4.22)
8t90 yYst) = 2 \ 922 8y2 2 Yy Ko \ag,Ng) | P\L,Y;t) = .

Do mesmo jeito para simetria circular no limite BEC temos (eq. 2.63):
1 (02 10 2
D _i(W""FW)""%
1—p(r;t) = /
ot +2aq4 (277)\)1/2 ng {1 + 2a/m <ntli/3ad

3/2 o (r;t) (4.23)
A (o)™

Agora procuramos uma forma independente do tempo para a equacdo DF em
duas dimensoes no limite BEC. Vamos supor que a funcéo de onda do estado esta-
cionario tem uma dependéncia trivial com o tempo numa forma similar ao realizado
na equacio 2.32, de tal jeito que:

¢ (z,y;t) = @ (z,y) exp (—iut) (4.24)

Onde 1 representa o potencial quimico do sistema de dimeros na armadilha. Assim a
equacao em duas dimensoes fica:

0

_1 (3_22 n 8_22)
10 (2, y) 9t exp (—iput) = 2 \ Oz By

+5 (2% + #2y?) + 11 (na aa)

] o (z,y) exp (—iut)

Derivando no tempo e eliminando a exponencial, encontramos para ¢ = ¢ que a
equacéo adimensional em duas dimensées é:
1 < 9 92

1
5 g * a_y2> + 5 (@ + 57Y?) + o (nd,ad)} ¢ (z,9) (4.25)

pp (z,y) = [

Onde o termo néo linear corresponde com a equacgio 4.21, a normalizacdo e densidade
de particulas estdo determinadas pela relacdo 2.61.
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4.3 Equacao no Limite da Unitariedade

Para o superfluido de Fermi no limite da unitariedade (a — +c0) (ver pag.23), temos
que a forma do potencial quimico de volume é:

2
po (1) = zg% (67%)/° n2/3 (4.26)

Onde ¢ = 0.44. Neste caso o potencial quimico de volume modificado pela transformacao
2.28 muda da forma:

h? 2/3
po (ag,n) = (ml2/h2) o (@p,m) = (mi*/h?) 2£W (671'2) n?/3

po (afp,n) =2 (6772)2/3 n?3 (4.27)

Assim a equacdo DF em quantidades sem dimensées que descrever o superflu-
ido de Fermi numa armadilha anisotrépica (eq. 2.29), modificada no limite da uni-
tariedade é:

2/3
3 (& + &+ &) +26 (622 2P

ooy, zt)  (4.28)
_|_% (V2562 + IQQyQ + )\222) ]

1 YT z
n 'Yy %y
Com normalizagéo e densidade de particulas n dadas por:

[ o[y [ dsleasol =1 0= N plpsof @29

De este jeito para o limite da unitariedade em simetria axial temos a seguinte

equacao:
2 2
9 1 (&+15+
io e (pzit) = Forer ¢ (p,2it) (4.30)
ot 11 (07 4+ 222) 1 26 (6n2) 7 n2/3
Com normalizacdo e densidade de particulas n dadas por:
277/ p dp/ dz lo(p,z;t)* =1, n=N |o(p,z;t)] (4.31)
0 —00

4.3.1 Equacao na Unitariedade 2D

No caso de uma armadilha com forma de disco no limite da unitariedade o termo nao
linear tem a forma (eq. 2.60):

e}

o) = [z o) ) =26 65 [P i) @)

—00 —00
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Considerando que o sistema permanece confinado no estado base na direcédo axial (eq.
2.52) fazemos:

2/3 >
po(n) = 2¢(677) /¥ N2s3 190(967y;t)!4/3/ dz |¢o (2)]"3

Com a funcéo de onda do estado fundamental na diregéo z (eq. 2.53) obtemos:

> wis (AN 3 BN
/Oolsbo(z)l dz = <7T> ( 5A>— 5<7T (4.33)

Assim o termo nao linear é:

3/ 1/3

1y (n) = [2 (672)% n2/3} - (E) € = (2Ep) ¢ (4.34)
3 /A\1/3 .. ~ .

Onde v = \/; (;) . Deste jeito finalmente escrevemos a equacdo DF em quanti-

dades sem dimensoées (eq. 2.59) no limite de a; — 00, em duas dimensdes como:

1 ( 0?9

1
—5 w + a—y2> + 5 ($2 + %2y2) + M6 (n):| 2 (Sﬂ,y;t) =0 (4.35)

0
y .t —
ZatSD(%ya ) = [

A forma estacionaria desta equacéo pode-se encontrar considerando que a funcéo
de onda do estado estacionario tem uma dependéncia trivial com o tempo da mesma
forma realizada na equacédo 2.32, de tal jeito que encontramos:

1 ( 9% o2

1 /
weton) = |5 (5 + 2 ) +3 @ ) )| o) @30

Com normalizacéo e densiadade de dimeros dadas por:

/ dm/ dy o (@) =1, n=N |g(:y)] (4.37)

4.3.2 Reducao 2D na Aproximacao de Thomas-Fermi

Agora apresentamos uma forma alternativa de redugcdo a duas dimensodes para a
equacéo DF em quantidades sem dimensées que ndo implica a escolha de uma solugéo
gaussiana no limite da unitariedade.

Comecamos com a equacgido que descrever o SF numa armadilha de simetria axial
(eq. 4.30) na unitariedade:

1 (.92 10 02
— = & + =Y + L
2‘280 (p,z;t) = 2 <8P2 p Op aZZQ)/g v (p,z;t) (4.38)
ot +% (,02 + )\222) +2¢ (67?2) n?/3
Com normalizacdo e densidade de particulas n dadas por:
[ ool =1 n=N lp (0P (4.39)
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Onde r = (p, z). Agora vamos considerar que a dinamica do sistema fica restrita na
direcdo axial assim o sistema permanece confinado no estado base na direcéo axial e
a funcao de onda pode ter a forma:

e (p,zit) = ¢ (p,1) ¢ (2,m2 (p,1)) (4.40)

Assim a normaliza¢do muda para:

/ &1 1 (p,1) b (2,12 (. )2 — / oo (p. 1) / do [6(zm)?  @4D

[ @oloto. = [ fo et =1 (4.42)
onde definimos a densidade de superficie da forma:
m(p.t) = Nlp(pt) =N [ dz o0 (4.43)

Com isto a equacao axial valida no limite da unitariedade (eq. 4.30) tem a forma:

_2¢ (Z,?’LQ) %@(ﬂ7 t)
~36(zm) (& +12) 0 (p.1) = 30 (0, 1) £ (2,m2)

g =0 (4.44)
+30°0 (p, 1) d (2,12) + 372220 (p,) ¢ (2,n2)
2/3
26 (672)°7° N3 | (0,07 6 (2,m2) "2 0 (0,1) 6 (2, m2)
Separamos adequadamente:
0 0? 10 1,
¢ (z,m2) {25 5 <a—p2 + ;8_p> 5P ] ¢ (p,t) =
1 0% 2/3
=¢(p.t) [‘5@ N2 4 ¢ (6n2) 02/ |¢(z,n2)|4/3} ¢ (2,m2)
Multiplicamos por ¢* (z,n2) e integramos en z para obter:
0 0 10 1,
) [N T 1) = 4.45
[afr <3p2+p8p> 5P~ (nQ)]sO(pt) 0 (4.45)
Onde
2
_%59_ 13252

pe(n2) = [ dz 6" (2

—00

+2¢ (6772)2/ 2/3 16 (2, )‘4/3 ] ¢ (z,n2) (4.46)

Assim o potencial quimico de volume 1, (n2) pode ser encontrado através da seguinte
equacéo DF estacionaria numa dimensio:

1 2
sy 26 (67 0 o o) e ()] o) =0 4D
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Agora mudamos para varidveis escaladas empregando a, = (1/ )\)1/ 2 de forma que:

=2/, 6= Vi, . = s @ (4.48)

Assim obtemos:

|+ i F L () fa2 4 26 (67%) 03 (6 ()| fa2 | B (Zima) = 0
(4.49)

Multiplicando por ag, encontramos:
[ 1+ 1Nt 2 T, (n2) + 26 (672)*? a2/3n2/? ¢ (Z,n2)| e ] zZ,n2) =0 (4.50)

Com A\?a? = 1, finalmente temos que:

2
{ ;;—2 2242 (62) a2 6 ) [P -, (n2)} F(Zm) =0  (451)

Neste caso a normaliza¢do muda para:

az/dz 3/ val :1—>/d2 B =1 (4.52)

Agora vamos aproveitar o fato que para o limite da unitariedade é mais ade-
quada uma descripg¢éo feita empregando a aproximacio de Thomas-Fermi, entéo de-
sprezando o termo da energia cinética na equacdo 4.51 encontramos que:

%EQ + Q6 E )|~ R (n2) = 0 (4.53)

Onde Q = 2¢ ( )2/ 3 ﬁ/ 3n§/ ® Assim podemos ter uma forma para a funcéo de onda:

_ 1 3/4
6 (Zm) = |5 (7 (n2) —7%/2) (4.54)

Mas para definir a densidade de particulas no sistema como uma quantidade real é
necessario que:

7% < 2M, (n2) — Z < £/ 2, (n2) (4.55)
Empregando isto temos que a condi¢cdo de normalizacdo muda da forma:
o 9 Ve, | q - 3/2
/dz |6 (Zz,n2)|" =1 — (28, (n2) —7%)| dz=1 (4.56)
/21, 20

Assim com a solugdo desta integral podemos ter uma expreséao para o potencial quimico

de volume 7, (n2):
1 (3m)_,

Gy 2 M) =1 (o0
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Onde o potencial quimico de volume é:

3/4
4¢ (1272) 3
fi (ny) = (ééﬁﬁ%—é“@“ (4.58)
Lembrando que:

a. = 1/V\—al?=1/)%3 (4.59)
My = e ag = = e /A (4.60)

Obtemos: 3/a

46 (1272)*° 4

Mz (TLQ) = )\ (WTLQ (4.61)

Finalmente a forma mais adequada para o termo néo linear da redugao bidimensional
na unitariedade é:
Wy (ng) =7 n;/Q (4.62)

Onde
N = 453/4 (277)\)1/2 (4.63)

Assim em resumo temos agora para resolver em simetria circular a equacéo 4.45

no limite da unitariedade:

o 1/0* 10 1,
a2 \ez Toa,) 27 T = 4.64
{Zat T3 <3p2 + pap> 5P (n2)] p(p,t) =0 (4.64)

Com normalizacéo

/de o (p,t)]” = 277/0 pdp lo(pt)) =1 (4.65)

Onde a densidade superficial tem uma relacido com o parametro de ordem através
do nuamero total de particulas no sistema:

ny =N o (p.0)f (4.66)

4.4 Equacao DF na Regiao Molecular

Nesta secéo consideramos a forma do potencial quimico de volume conhecida para os
limites de acoplamento fraco e no limite da unitariedade procurando uma expreséo
com validez no crossover BEC-unitariedade, para descrever o sistema SF na regiéo
molecular prisioneiro pela acdo de uma armadilha de simetria axial, em forma de

disco e com simetria circular.
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4.4.1 Regiao Molecular para Simetria Axial

Lembrando a equac¢do DF em quantidades sem dimensées que descreve o superfluido
de Fermi numa armadilha de simetria axial (eq. 2.38):

1 (092 10 9? 1(,2 2.2
_1(2 410, %) 1 A
Z’ggo(p,z;t):[ 2(P2+P<9p+8z2)+2(10 + Z)]@(p,z;t) (4.67)
ot +o (Tl, Cld)
Com normalizacéo e densidade de particulas dadas por:
2 [Tpdo [ dz oot =1 =N lp (o) (4.68)
0 —00

Para a regido molecular empregamos a forma do potencial quimico de volume
valido no crossover BEC-unitariedade que encontramos na pagina 24:

po(n,aq) 2w agn'? + a (14 v)ay/? n¥/° (4.69)
2Ep (6712)2/3 1+ auaZ/Q nt/2 4 B(1+v) a2/2 nb/6 .
Onde as constantes sio:
32 2
a=—— =« 0.44, v = 0.042 (4.70)

RV {(6772)2/37 <=

4.4.2 Regiao Molecular para 2D G

Agora procuramos uma forma para o potencial quimico de volume 2D valida na regido
de interacdo repulsiva, no crossover BEC-unitariedade, interpolando a forma dos ter-
mos néo lineares que encontramos corretos para os limites BEC e da unitariedade na
reducéo efetiva bidimensional feita na aproximacao gaussiana (G) da equacgao 2.52.
Por isto chamamos esta a aproximacéao 2D G.

Por simplicidade mudamos o potencial quimico em funcao de uma nova variavel
adimensional (y = n;/ 3ad), assim, para duas dimensdes no limite BEC temos (da
equacao 4.21):

fid (2nEdl;ad) oy (1 ta ys/z) 4.71)
Onde
(2mA)/? 20 (AT 2\ /m)M [ 32
e T T s b <3ﬁ>
E lembrando que para o limite da unitariedade a equacéo 4.34 é:
L;g;” = ¢ (4.72)

Onde v = \/g (%)1/ P ¢ = 0.44. Definimos o nosso potencial quimico como uma

quantidade sem dimensdes para cobrir a regido de interacéo repulsiva, assim:

to (na,aq) y+ o1 (1+v)y>?

2Ep 11+oz1uy3/2+ﬁl(1—i—y)

7 >0 (4.73)
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Onde a constante é:
B = a1 v/ (¥€) (4.74)

O parametro v pode ser ajustado para que a fungéo pg (ng, aq) / (2EFr) tenha uma
primeira derivada continua na unitariedade com relacdo do parametro inverso de .
Naio é dificil verificar que esta forma satisfaz os dois limites para qualquer valor do
parametro v e empregando o fato da continuidade do potencial quimico de volume no
limite da unitariedade * estabelecer que o valor adequado no caso bidimensional é:

v = 0.32097 (4.75)

4.4.3 Regiao Molecular para 2D TG

Agora procuramos uma forma para o potencial quimico de volume 2D que chamare-
mos na aproximacéo TG que seja valida na regido molecular, interpolando a forma dos
termos néo lineares que encontramos para o limite BEC na aproximacdo Gaussiana
(G) e para a unitariedade na aproximacao de Thomas-Fermi (T).

No limite BEC temos (eq. 4.21):

3/2
to (n, aq) = y1aqg n [1 + (n1/3ad) }

Onde

200(\/m)Y 2 (A/m)l/A < 32 >
=2(27N)"%, a; = =
ga! (2mA) a1 NG 5 NG
E lembrando que para o limite da unitariedade bidimensional fazendo a aproximacao
de Thomas-Fermi a equacao 4.62 é:
1: (ng) = n/? (4.76)
Onde
v = (46)%* (4m))1/? (4.77)

Definimos o nosso potencial quimico como uma quantidade sem dimensées para
cobrir a regido de interacéo repulsiva, na aproximacio TG assim:

[1 +ao1(v+1) (nl/gad)g/ﬂ

(4.78)
1+ oy (n1/3ad)3/2 +8(w+1) az/Qn

Ko (n, ad) =704 M

Onde as constantes sdo:

)L/4
v = 2(27?)\)1/2, o = 2()\\//5) (;:/2%) , B=moa1/y

O parametro v pode ser ajustado para que a p (n,ay) tenha uma primeira derivada

continua na unitariedade. Nao é dificil verificar que esta forma satisfaz os dois limites
para qualquer valor do parametro v.

*Da mesma forma realizada na se¢édo "Continuidade na primeira derivada do ;’da pagina 25.
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4.4.4 Regiao Molecular Simetria Circular

Lembrando a equac¢do DF em quantidades sem dimensées que descreve o superfluido
de Fermi numa armadilha de simetria circular (eq. 2.63):

e, 16> 10 r? o,
Za@(rat) = [—5 (W + ;5> + 3 + po (na,aq)| ¢ (r;t) 4.79)

Com normalizacéo e densidade de particulas dadas por:

277/ r dr ]gp(r;t)]Q =1, n=N ]cp(r;t)\Q (4.80)
0

Para a regido molecular empregamos a forma do potencial quimico de volume
bidimensional valido no crossover BEC-unitariedade que encontramos através da
aproximacéo G (eq. 4.73) ou aquele valido na regido molecular dentro da aproximacéo
TG que encontramos na pagina 40.
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Capitulo 5

Solucao da Equacao DF

5.1 Descricao Geral do Método de Solucao

Podemos considerar a solugdo da equacao de funcional densidade que descreve o su-
perfluido de Fermi para cada um dos casos anteriores em trés formas diferentes:

1. No limite de acoplamento fraco, onde o comprimento de espalhamento é muito
pequeno, e pode se menosprezar o termo de interacdo inter-atomica empreg-
amos a chamada aproximacao variacional.

2. Quando o numero de particulas ou a interacéo inter-atémica sdo muito grandes,
nods podemos menosprezar o termo da energia cinética, e solucionar no chamado
limite de Thomas Fermi.

3. Uma solugdo numérica pode ser encontrada ao dividir a equacdo DF no espaco
e tempo através do método semi-implicito Crank-Nicolson, para posteriormente
solucionar por propagacdo em tempo imaginario (empregando pequenos inter-
valos de espaco e tempo) a nossa equacdo discretizada.

5.1.1 Solucao Numérica

Para resolver a nossa equacao DF, que tem uma estrutura matematica similar com
a equacéo de Schrodinger, o problema é resolver uma equacéo diferencia parcial com
a inclusdo de um termo n#o linear. Assim uma idéia da abordagem de solugfo, e a
seguinte: Partimos inicialmente da equacao diferencial sem termo néo linear (cuja
solucdo é conhecida) usando uma funcdo de onda tipo oscilador harmoénico, para
discretizar em espaco e tempo com aproximacdo das derivadas por diferencas fini-
tas. Esta solucédo é incluida de novo na equacdo DF agora com consideracdo do
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termo néo linear e desta vez empregamos o chamado método de discretizagao Crank-
Nicolson [34] para encontrar a solugdo requerida por propagacdo em espacgo e tempo
(os apéndices contem uma descricdo maior do método Crank-Nicolson nos casos de
interesse).

Para cada uma das solugées numéricas procuramos uma forma adequada do po-
tencial quimico do sistema empregando a condi¢io de normalizacdo dentro da equacéo
estacionaria em cada um dos caso.

Em nosso estudo da regido molecular empregamos o fato que os dimeros (que
séo bésons) cumprem com uma interessante relacdo entre a energia e o potencial
quimico do sistema [9], [36], de forma que as duas expressdes s6 diferem num termo
constante que acompanha o coeficiente ndo linear. Por exemplo, no caso geral da
equacéo estacionaria DF anisotropica em quantidades adimensionais (eq. 2.34):

po(r) = [-%6’2 + U (r) + po (n, a)] o (r) (5.1)

A forma para a solugdo numérica do potencial quimico de volume vai ser*:

p= [ ar {é [Fow] +10@) + o male <r>|2} (5.2)

E a expressdo para a energia que permite encontrar a equacdo de movimento
através de processos variacionais [36] tem a forma:

£ [ar{5[Few] + Vo + gmmal o @i} 5.3)

Além disso, no momento de conhecer a funcdo de onda que é solucédo da equacéo
DF todas as outras quantidades sdo integradas numéricamente empregando a regra
de Simpson, por exemplo o tamanho médio do sistema, representado por o valor do
raio médio quadratico:

Toms = / r? ¢ (r) dr (5.4)

5.1.2 Aproximacao Variacional

Para a implementacdo do método variacional, empregamos o fato que a equagdo DF
e a sua normalizacdo podem ser derivadas desde uma Lagrangeana efetiva (L). Por
simplicidade estudamos agora o caso de uma dimensé&o no limite BCS, assim defini-

mos:

L (p,u(x)) = /£ (uyu(x)) de—p (5.5)

*A forma especifica do potencial quimico sera estudada em diferentes cassos, um exemplo para sime-
tria axial é a equacgdo 5.20.
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Onde £ representa a densidade lagrangeana tal que:

& 1 (du\? 22 3
L= 2_ ([ 22) 22 1073 g — 5.6

/_oo [Mu 2<d:c> v sV roH (5.6)
Agora mostramos que a normalizacio da equacdo DF pode-se encontrar através

da primeira derivada parcial da Lagrangeana com relacao de p, isto é:

oL o | [ , 1 (du\* 22, 3 10/3
- = — —_— J— —_— —_— d — — .
on " on {/_ [,uu 5 <dx> 5 U 5N(u) T — 0 (5.7)

Que corresponde com a condi¢do de normalizacédo (eq. 4.13):

/OO wldr =1 (5.8)

— 0o
Para encontrar a equacéo de movimento empregamos a equacdo de Euler-Lagrange:

0L O£ a[ 0L ]

3 (@) =0 (5.9)

ou  Ou Oz

Onde temos que

2 2
oL 0 [Mug_}<@> _w_u2_§N(u)10/3] = % — 2t — 2N T

du  ou 2 \ dx 2
(5.10)
Além de
0 oL d du d’u
9 _ 4| (au)|_ _du 11
Oz [a(dmu)] dx [ <dm>] dx? (6.10)
Assim, encontramos que:
ot 0 oL 9 7/3 d*u
ou Oz [8(83510] 0= 2pu—au—2Nu e 0
Finalmente obtemos a equacéo de funcional densidade dada por:

Esta equacio é equivalente com a expresséo 4.12 que descrevem o SF para uma di-
mensé&o no limite BCS.

No desenvolvimento da aproximacdo variacional vamos propor uma funcédo de
prova inicial u (x) como uma funcio de onda real estacionaria adequadamente nor-
malizada para satisfazer a condi¢do de normalizacio requerida pela equacdo néo lin-
ear, determinada por um comportamento Gaussiano em funcéo de alguns parametros
variacionais. Empregando esta funcao inicial na Lagrangeana efetiva e através da
sua minimizacdo com relacio dos parametros variacionais encontraremos uma relagcéo
determinada para as quantidades que descrevem o sistema (exemplos em uma e duas
dimensdes sdo desenvolvidos nos apéndices).

44



5.1.3 Aproximacao de Thomas Fermi

Para um numero de particulas muito grande ou uma interacdo inter-atémica muito

forte nés podemos obter uma expresséo para o estado base do sistema considerando

que o termo néo linear torna-se maior que a energia cinética, e com isto menosprezar

o termo da energia cinética dentro da equacdo DF. No caso de uma dimensao (eq.

4.12) a DF pode ser escrita para a chamada aproximacao de Thomas Fermi da forma:
L 5

e —Nu(@)|?=0 (5.13)

Depois de menosprezar o termo da energia cinética é possivel obter uma expressio
analitica para a fung¢éo de onda do sistema.
Esta aproximacéo da algumas condi¢oes que permitem restringir os limites espaciais
e encontrar através da condicdo de normalizacdo uma expressdo para o potencial
quimico e da mesma forma solucionar a integral do raio médio quadratico do sistema.

Neste ponto é importante destacar que a aproximacao de Thomas-Fermi (ou varia-
cional) tem validade restrita a certos intervalos de interacdo ou niumero de particulas
mas a solucdo numérica pode cobrir diferentes rangos dentro do limite de acopla-
mento fraco até o limite de interacdo forte (Uma comparacdo mais extensa entre

estas aproximacoes e a solugdo numérica é realizada nos apéndices).

5.2 Solucao Numérica da Equacao DF em Simetria Axial

Agora vamos resolver a equacao de funcional densidade independente do tempo valida
no crossover BEC-unitariedade para uma armadilha com simetria axial (equacéo
4.67), que lembramos tem a forma:

1 ( 92 10 92 1/(,2.2 2,2

L5 +12+5)+1 +A

wo(p2) = [ 2 (8;)2 p Op Bz2> 2 ("i p < ) ]tp(p,Z) (5.14)
+uo (ng, aq)

De novo i representa o potencial quimico do sistema de pares na armadilha e temos
que para a regidao molecular o termo néo linear tem a forma:

3/2
4raq (N Ip (p,2)) + dma (14 v) aff* (Nl (p,2))

po (na, aq) = 7 =76 (5.15)
1+ ava)? (Nl (p,2)?) " +8(1+v)af* (Nlp(p,2)?)
Onde as constantes sdo:
32 2
0.44, v = 0.042 (5.16)

o = ﬁv B = QW7 §=
lembramos que N representa o numero de dimeros e a normalizacdo e a densidade

de particulas séo:

2w/ pdp/ dz lp(p )P =1, na=N |p(p,2)? (5.17)
0 —00
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Solucionamos esta equacio empregando o método de discretizacdo semi-implicito
Crank-Nicolson com propagacédo em tempo imaginario na base de programacéo For-
tran. Conhecendo a solugdo da equacdo DF solucionamos numéricamente outras
quantidades, por exemplo, empregando a equacdo DF independente do tempo pode-
mos encontrar uma forma para o potencial quimico do sistema, empregando a condi¢éo
de normalizacdo (eq. 5.17), para isto multiplicamos a equac¢do DF (eq. 5.14) por
27p ¢* (p, z) e integramos em p e z, para obter:

_%/ pdp/ dz{ 2 (p.2) [ & (0,2) + 350 (0,2)] = 0 (p.2) Za (0, 2) }
+ [5 (5207 + X22%) + po (na, ag)] e (p, 2)|
(5.18)

Separamos a primeira integral do lado direito:

1 0 0 82(,0 [e%} a
L =—-= kg 1
1 2/_OodzU0 peggdot | w3E dp} (5.19)

Integrando por partes a integral I; temos que:

[oan ]~ [s(22)]

Da mesma forma, integrando por partes a segunda integral do lado direito encon-

oo o0 1 /0p 2
/o pdp/m%(&)

Finalmente temos uma expressdo matematica para resolver numéricamente é con-

tramos:

hecer o potencial quimico do sistema:
2
o0 oo 1|lo 170 2
= 271/ p dp/ dz . 2 2[82990(/)2’ 2)] +3 (520 (0. 2)] ) (5.20)
0 e +[3 (K20° + A22%) + o (na, aa)] I (p. 2))|

Além, encontramos o raio médio quadratico do sistema definido pela equacgédo 5.4
de forma tal que:

r2 = 27r/ p dp/ dz (p* +2%) % (p,2) (56.21)
0 —00

Resolvemos esta expressdo numéricamente conhecendo a funcéo de onda solucéo
da equacéo DF.

5.2.1 Resultados em Simetria Axial

Os seguintes séo resultados para um sistema SF de 500 dimeros em diversos valores
de interacdo atomica no caso de uma armadilha de simetria axial de deformacao

46



a=0.01 | a=0.15 a=0.3 a=20.5 a=2
o 5.75097 | 14.78677 | 19.98494 | 23.77439 | 27.28011
E | 449624 | 10.83988 | 14.47644 | 16.98907 | 18.92576
Trms | 1.78987 | 2.99798 | 3.47459 | 3.72861 | 3.80441

Tabela 5.1: Resultados numéricos para um SF numa armadilha de simetria axial ao
longo do crossover BEC-unitariedade.

)\ = /8, que encontramos através da solucdo numérica das equacdes 5.14,5.15e 5.17
validas na regido molecular. Na tabela 5.1 podemos ver que as solugées numéricas
satisfazem a relacéo fisica para o tamanho do sistema SF na medida em que o raio
médio quadratico é maior quando incrementa a interacéo repulsiva dos dimeros no
sistema desde o limite BEC (a — +0) até o limite da unitariedade (a — £00).

Estes resultados numéricos sdo derivados da solugédo encontrada para a equacao
DF que descreve o sistema particular, e por tanto sua validade pode ser mais bem
entendida analisando o comportamento da densidade radial de particulas com relacéo
da coordenada radial.

Assim comparamos as solucgdes correspondentes para a equacdo DF no crossover
BEC-unitariedade com a solugcdo numérica de outras equagées nfo lineares empre-
gadas na descricdo dos sistemas SF como sdo: a equacéo Gross-Pitaevskii (GP), a GP
modificada (MGP) e a equacgédo DF valida no limite da unitariedade. Para ter maior
claridade em como obter cada uma das solucdes apresentadas lembramos neste ponto

a forma correspondente para o termo néao linear em cada caso:

1. Para Gross-Pitaevskii (GP) temos:

4rh?
1o (N4, ag) = ———ag ng (5.22)
2. No caso da Gross-Pitaevskii modificada (MGP) empregamos (eq. 3.10):
4%712 1/3 3/2 32
o (ng, aq) = 04 ng [1 + (ad nd/ ) ] ,onde o = ﬁ (5.23)

3. Para a equacao de funcional densidade (DF) no limite da unitariedade lem-
bramos da pagina 23 que:

o (n) = 2§ Er, onde £ = 0.44 (5.24)

4. No caso da equacido DF para a regido molecular o termo néo linear corresponde
com a equacao 5.15.
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0,08+ Simetria Axial 7
= N=500, @=0.01
T 0,06 ' DF b
é:“ ’ GP
N MGP
S 0,044
=4
[72]
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& o.02
0,00 :

00 05 10 15 20 25 30 35 40

Distancia Radial p

Figura 5.1: Densidade radial em funcdo da coordenada radial no limite de acopla-
mento fraco, a = 0.01. O comportamento para a solucédo da equacdo DF é analogo
aquele da GP e MGP.

Desta forma na figura 5.1 apresentamos os resultados numéricos para uma descrigdo
no limite de acoplamento fraco empregado um valor para o comprimento de espal-
hamento de ¢ = 0.01.Aqui encontramos que para valores pequenos do comprimento
de espalhamento a descricédo realizada pela equacio de funcional densidade (DF) é
semelhante com aquela da equacdo Gross-Pitaevskii (GP) ou Gross-Pitaevskii modi-
ficada (MGP). Ja que a GP é muito empregada na descri¢édo do estado condensado de
Bose-Einstein, temos que nossos resultados da equacdo DF séo validos no limite de
acoplamento fraco.

Incrementamos o valor da interacdo atomica procurando as solugdes para o mesmo
sistema de 500 dimeros em simetria axial com um valor do comprimento de espal-
hamento ¢ = 0.3 (na fig. 5.2).

0,025 T T T
Simetria Axial

_  0,020- - 4
o a=0.3
= DF .
(a'el 0,015 GP 4
© e [\ G P
s
S 0,010+ g
7]
=
[}
(] 0,005 4

0,000 T T

(0] 2 4 6 8

Distancia Radial p

Figura 5.2: Densidade radial em funcéo da distancia radial para a = 3. As solugbes
das equacgoes comecam a ser diferentes com o incremento da interacgéo atéomica.
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Empregando um comprimento de espalhamento de « = 0.5 representamos na

figura 5.3 os resultados que descrevem o SF fora do limite de acoplamento fraco.

Simetria Axial
a=0.5

0,015+

DF -
—GP
—— MGP

0,010+

0,005+

Densidade Radial

0,000 T T T
0 2 4 6 8

Distancia Radial p

Figura 5.3: Densidade radial em fung¢éo da coordenada radial fora do limite de acopla-
mento fraco (¢ = 0.5). As diferencas para a descricdo feita em cada caso sdao mais
ressaltadas.

No momento de considerar um incremento no termo de interagdo o comportamento
das solucoes da GP, MGP e DF vao se-distinguir de forma mais apropriada (fig. 5.2),
de forma tal que fora do limite de interacéo fraca a descrigcao realizada pela MGP é
muito diferente dos resultados apresentados pelas equacoes GP e DF (fig. 5.3).

Para o caso de interacéo forte procuramos as solugées do sistema com a = 2 e no
limite da unitariedade (equacédo 4.30) representadas na figura 5.4.

0,016+ m—— nitariedade| |
— ——DF (a=2)
K| —GpP
(]
o
© 0,008
©
‘»
<
& 0,004
0,000

Distancia Radial p
Figura 5.4: Densidade radial em funcéo da distancia radial no limite de acoplamento

forte, « = 2. Unicamente a descrigao feita pela DF coincide com o resultado da uni-
tariedade.
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Na figura 5.4 a linha vermelha corresponde com a solucéo do sistema SF para 500
dimeros no limite da unitariedade, lembramos que neste caso a descrigdo é indepen-
diente do valor do comprimento de espalhamento, e satisfaz a equacéo 5.14 com um
termo nao linear dado por (eq. 3.13):

Desta forma podemos comprovar que quando as solugoes da DF, GP, e MGP sao es-
tendidas ao limite de interacdo forte (o limite da unitariedade) a equacéo DF realiza
uma descricdo mais adequada, diferente das equacoes GP e MGP.

Neste ponto é bom real¢ar que os resultados da equacdo DF descrevem o SF no
limite de acoplamento fraco (BEC) e o limite da unitariedade. Mas agora surge uma
pergunta:

A solucdo da equacdo DF é boa para um valor intermédio na regido molecular?

Para esta questdo comparamos o perfil da densidade radial da equac¢édo DF com
calculos ab initio de Montecarlo variacional (VMC) feitos por Nielsen et.al. [35] para
um sistema SF de 500 particulas com comprimento de espalhamento ¢ = 0.15155.

' " 4=0.15155 DF —
0,03 - GP —
= MGP = |
"‘6“ VMC (Nilsen etal) —
o 0,02+ a=2  DF === -
— GP ===
=) ‘.
_(g K o MGP ==ssss: |
K7 —  — Unitariedade = = (=
S 0,01 - --\.. 4
(]
0,00 ; ;
0 2 4 6 8

Distancia Radial p

Figura 5.5: Densidade radial em func¢do da distancia radial. A descricéo feita pela
equacédo DF ajusta-se com os resultados de calculos ab initio de Montecarlo varia-
cional (VMC) e a solucdo no limite da unitariedade.

Na figura 5.5 as solugées das linhas continuas exibem um bom acordo entre a
solucdo da equacdo DF e o calculo ab initio de Montecarlo variacional (VMC).
Ao mesmo tempo incluimos os resultados no limite de interacéo forte (¢ = 2 linha de
pontos) para evidenciar que a solucdo da equacdo DF é mais adequada ao longo do
crossover BEC-unitariedade.
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De fato, mostramos que a equacdo DF apresenta resultados mais convenientes
para o SF na regiao molecular. Entdo vamos efetuar mais uma pergunta:

Porque a descricdao da equacdo DF seria melhor do que as feitas por GP ou MGP?

A resposta esta na forma estabelecida para o termo néo linear em cada uma das

correspondentes equagoes. Para ver isto a continuacdo estudamos o comportamento
do potencial quimico de volume (o termo néo linear) com relagdo ao comprimento de
espalhamento em cada um dos casos.
Lembrando que ng = N |¢|?, definimos uma néo linearidade efetiva fazendo ¢ = 1
nas equacgoes 5.22, 5.23 e 5.15 e desta forma podemos obter para um N fixo uma
forma do termo néo linear em cada um dos casos de interesse. Isto é representado na
figura 5.6.

2000 T T T T

DF
GP
MGP

1500

1000 —

N3&o Linearidade Efetiva

500 -

T T T T
0,0 0.1 0,2 0.3 0,4 0,5
Comprimento de Espalhamento

Figura 5.6: Termo né&o linear em funcdo do comprimento de espalhamento. Unica-
mente o termo néo linear da equacdo DF satura com o aumento do comprimento de

espalhamento

Um resultado muito importante é que para a equacdo GP a nao linearidade in-
crementa linearmente para tudo comprimento de espalhamento, ao mesmo tempo
em que para a MGP o termo néo linear incrementa indefinidamente com uma de-
pendéncia mais complicada sobre o a, sem embargo a néo linearidade da equacdo DF
satura para grandes valores do comprimento de espalhamento (fig. 5.6).

E esta forma do termo néo linear na equacao de funcional de densidade a que permite
estudar as propriedades de um sistema SF com interacdo fortemente.

Os resultados também sio adequados para as outras quantidades fisicas. Na
tabela 5.2 damos resultados da energia (F), o potencial quimico (1) e o tamanho medio
do sistema (r,,,5), para diferentes comprimentos de espalhamento (a« = 0.15 e a = 2)

51



num SF de N = 500 dimeros, numa armadilha de simetria axial com deformacéo

A =V3.

a=0.15 a=2
GP DF | MGP | VMC | GP | DF | UN
" 12.9% | 14.8 | 15.4* - 35.6 | 27.2 | 27.2
E 9.5% | 10.8 | 11.1* | 11.2* | 255 | 18.9 | 18.8
Trms | 2.77 | 299 | 3.09 - 4.63 | 3.80 | 3.79

Tabela 5.2: Resultados numéricos para o SF em (a = 0.15 e a = 2). UN representa a

solucdo numeérica no limite da unitariedade e os datos com asterisco sdo tomados de
[35]: J. K. Nilsen, et al. Phys. Rev. A 71, 053610 (2005).

Novamente temos que os resultados da equacdo GP, MGP e DF sdo semelhantes
no limite de acoplamento fraco e a equacio DF realiza uma descricdo mais adequada
no limite da unitariedade.

5.3 Solucao Numérica em estado de Vortice

Empregando a equacido DF que descreve os estados estacionario de um dimero com
rotacdo no SF (eq. 2.27):

1(0? 10 02 1(,.2,2 2,2
—§<a—p2+;a—p+ﬁ)+§(l€p +)\Z)

pe(p,z) = e
t32 T 1o (g, aq)

v (p,2) (5.26)

Onde o termo néo linear na regido molecular tem a forma:
3/2
drag (N lo (p, z)\Q) +4ra (1 +v) aZ/Q (N lo (p, z)]2>

to (a, aq) = 172
1+ avay (Np (o)) + 81+ v) 0y (N e (p,2)P)

576 (5.27)

Podemos encontrar uma forma para o potencial quimico do sistema, empregando
a condicdo de normalizacéo:

2w/0 pdp [z lo(po) =1

Entao multiplicamos a equacéo 5.26 por 2mp ¢ (p, z) e integramos em p e z, para
obter:

2
—5¢ (p:2) [aa—pzw(p, 2) + 1550 (s z)]
2
0 —o0 % (,62/)2 + )\2Z2) ,
T e v (p, 2)|
+352 + o (na, aq)
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Integrando por partes as primeiras trés integrais do lado direito, encontramos
finalmente que (do mesmo jeito feito na pagina 46):

VTS B P NP
M_Q/o pdp/_ood +{%(ﬂp +)\2 2) ;—ia(”d’ad)wp(’o’z)ﬁ

Esta expressido permite conhecer resultados numéricos para o potencial quimico do
sistema. O raio médio quadratico tem a mesma expressédo valida para o caso de
momento angular zero (eq. 5.21).

5.3.1 Resultados em Estado de Vortice

Os seguintes sdo resultados para a densidade radial num SF com inclusdo de mo-
mento angular [ = 1, para 500 dimeros em diversos valores de interacdo atémica no
caso de uma armadilha de simetria axial (eq. 5.26) de deformacéo \ = /8.

O resultado perto do limite de acoplamento fraco é apresentado na figura 5.7 em-
pregando um comprimento de espalhamento a = 0.15.

0,030 — —
1 Estado de Vortice| -
= 00251 a=0.15 T
o 1 GP
&U 0,020 —DF i
O o015, Axial (/=0) |]
'c ’
g | ]
g 0,010-. —
3 0,005 -
0,000 . . . ; .
0 1 2 3 4 5 6

Distancia Radial p

Figura 5.7: Densidade radial em fung¢éo da distancia radial para o estado de vortice
perto do limite de acoplamento fraco. Com a inclusdo do momento angular temos a
geracéo do vortice.

Nesta figura evidenciamos a geracéo do estado de vortice no momento que a den-
sidade do sistema anula-se no ponto de simetria rotacional p = 0.
O vortice é real¢ddo confrontando com a linha azul que representa a solucdo para

simetria axial no caso de momento angular zero.

Agora no limite de interacdo forte estudamos (na figura 5.8) a equacéo DF com
um comprimento de espalhamento a = 2, e o caso da unitariedade com a contribucgao
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adicional do termo de barreira centrifuga.

0.016 Estado de Vortice| ]

0,014+ a =2, N=500 7

0,012 GP ]
- DF

0’010'_ Unitariedadeg |

0,008 - .

0,006

Densidade Radial

0,004 -

0,002 +

Distancia Radial p

Figura 5.8: Densidade radial em funcédo da distancia radial para o estado de vértice
no limite de interacdo forte. A descricao da equacdo DF coincide com o limite da
unitariedade.

Novamente encontramos que a equacéo DF realiza uma descricdo mais adequada
que a equacio GP estendida no limite de interacdo forte. Desta forma temos que a
equacao DF é adequada para o estudo do estado de vortice e por tanto da superfluidez

no sistema no limite da unitariedade.

5.4 Solucao Numérica em 2D

Nesta se¢do apresentamos resultados para a equacéo efetiva DF bidimensional, que
lembramos no caso de simetria circular tem a forma (eq. 2.63):
0 1/ 0° 10 r2
. U R P — .t 5.28
o0 = |3 (a1 ) + o + oo o (it (5.28)
Com normalizacéo e densidade de particulas:

277/ rdr |p(rt)> =1, n=N |p(r;t) (5.29)
0

Para a descri¢do na regidao molecular empregamos as duas formas do termo nao
linear bidimensional: Chamaremos DF CirG aquela solugéo construida com a aproximacao
Gaussianana equacido 4.73 e DF CirTG aquela feita a través da aproximacdo Thomas-
Fermi e Gaussiana na equacao 4.78.

Tomaremos dois diferentes sistemas formados por N = 10 e N = 500 dimeros,
em valores de comprimento de espalhamento que permitam descrever os limites de
acoplamento fraco e interacéo forte.
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Para um sistema de N = 10 dimeros e comprimento de espalhamento a = 0.01,
temos uma descricdo certa para o limite de acoplamento fraco onde encontramos os
resultados da figura 5.9.

0’30 1 1 n 1 n 1 n 1
Simetria Circular
0,25 N=10 ¢=0.01
© 1 s DF Axial
© 020+ e GP Axial
o 1 DF CirG
S 0,151 — DF CirTG
,'8 ]
» 0,101
c
() 1
a 0,051
0,00 T T T T
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

Distancia Radial p

Figura 5.9: Densidade radial em funcéo da distancia radial para simetria circular a =
0.01. No limite de acoplamento fraco as duas reducgdes 2D coincidem com o resultado
em simetria axial 3D.

Nesta descricdo muito proxima do limite BEC os resultados obtidos pelas duas
reducoes bidimensionais sdo justamente iguais de aqueles encontrados através da
solucdo em simetria axial.

Incrementando o termo de interacdo procuramos a solucdo para um sistema com
maior numero de particulas (N = 500) no limite de interacéo forte (tomando a = 2), e
os resultados sdo mostrados na figura 5.10.

Aqui encontramos que as duas redugoes tem comportamentos diferentes, quando
ando linearidade incrementa a aproximacao gaussiana néo é boa e por isto a descricéo
feita por DF CirTG néo corresponde com o sistema no limite de interacéo forte. Assim
a descricdo mais adequada para o limite da unitariedade é feita pela redugéo bidimen-

sional que toma a aproximacdo Thomas Fermi para grandes néo linearidades.

55



Simetria Circular

00184 N=500 a=2
-_‘g DF Axial
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Figura 5.10: Densidade radial em funcéo da distancia radial para simetria circular
no limite de interacdo forte. A reducdo bidimensional CirTG é mais adequada no
limite da unitariedade.

Analise dos Resultados e Perspectivas

Desta forma mostramos neste trabalho a construcdo de uma equacdo de funcional
densidade (DF) equivalente com as equacgdes de Landau da hidrodindmica que de-
screve algumas caracteristicas principais de um sistema superfluido (SF) tal como a
energia, o tamanho meio e o potencial quimico do sistema para diferentes valores de
interacdo atomica e faz uma adequada descricédo do estado de vértice no SF no limite
de interacdo fraca y também no limite da unitariedade.

Noés encontramos que a equacdo DF realiza uma descricdo semelhante com a
equacido Gross-Pitaevskii (GP) ou Gross-Pitaevskii modificada (MGP) para valores
pequenos do comprimento de espalhamento, assim comprovamos que nossos resulta-
dos sdo validos no limite de acoplamento fraco.

Para um sistema SF confinado numa armadilha de simetria axial estendimos as
solucoes da DF, GP, e MGP no limite de interacéo forte e encontramos que a equacao
DF realiza uma descri¢cdo mais adequada do sistema, de forma que a equacédo DF pode
ser empregada para sistemas com comprimento de espalhamento fora do limite de
interacdo fraca e além permite encontrar solucées validas no limite da unitariedade.

Com estes resultados comprovamos que a nossa formulacdo nao esta restringida
pelos valores do comprimento de espalhamento nem pelo nimero de particulas e
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neste ponto é importante realcar que a solugcdo numérica da nossa equacio DF ex-
ige um custo computacional muito inferior de aquele necessario na simulacdo Monte
Carlo ja que consiste s6 na solu¢do numérica de uma equacao diferencial néo linear.

Numéricamente a complexidade exigida pela nossa equacdo DF né&o é maior do
que a solucdo numérica precisada pela conhecida equacdao Gross-Pitaevskii, com a
diferenca que a equacéao DF pode ser empregada para qualquer valor do comprimento
de espalhamento assim que, de forma diferente a outras formulacées da literatura,
nossas solugdes permitem descrever o SF ao longo do crossover BEC-unitariedade
para qualquer numero de particulas ou valor de interacéao.

Recentemente a equacdo DF tem sido aplicada para o estudo de fen6menos como
o efeito Josephson dc em sistemas superfluido de atomos fermi6énicos com interacéo
de pares na regidao molecular [37], de conformidade com o que nés encontramos neste
trabalho a forma do termo néao linear na equacédo DF permite estudar as propriedades
de um sistema SF com interacéo fortemente e isto poderia ter aplica¢ées importantes
por exemplo no estudo de sistemas supercondutores de alta temperatura critica (H-Tc
Supercondutivity).
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Apéndice A

Solucao da Equacao DF 1D no Limite
BCS

Para o caso de uma armadilha de simetria axial com forte confinamento transversal,
temos o sistema com forma de cigarro e entdo podemos construir uma equacio efetiva
1D; agora procuramos a solucdo da equacao de funcional densidade estacionaria no
limite BCS numa dimenséo (equacgio 4.12), que tem a forma:

19> 1

it = |53+ 300 + Mo @ o @it A

6 2/3 , / ,
Onde NV = ¢ <67rN V n)\) , N é o namero de pares de atomos, e i representa o
potencial quimico para o sistema de pares na armadilha. A normalizacao associada

com nossa equacio é:

/ h ©* (z) de =1 (A.2)

—00

A.1 Solucao Numérica

O nosso interes é o estudo dos estados estacionarios da equacdo DF em diferentes
simetrias, para isto empregamos o procedimento de discretizacdo semi-implicito Crank-
Nicolson com propagacdo em tempo imaginario [34] que se pode obter substituindo
a variavel tempo por um tempo imaginario t — —it. Isto implica que a equacio DF
s6 dependera de variaveis reais. Por simplicidade consideramos uma forma geral da
equacao unidimesional dependente do tempo (eq. 2.50 ou equacéo 4.8):

2o (0d) = [am + 50% +mo o (2:8) = o () *.3)
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Onde iy, é o termo néo linear, ¢ é um parametro matematico e o Hamiltoniano
completo H contem todos os termos lineares e néo lineares além das derivadas espa-
ciais.

Primeiro a equacido DF é discretizada em espaco e tempo para depois empre-
gar uma solucdo inicial* consistente com as condicoes de fronteira conhecidas, e a
través do método Crank-Nicolson obter um conjunto de equacéo algébraicas que per-
mitem resolver a equacao discretizada por iteracdo em pequenos intervalos de espaco
e tempo.

No método de divisdo em passos é conveniente separar o Hamiltoniano completo
em dois partes: Uma parte que ndo contem derivadas formada pela contribucéao do
potencial da armadilha e o termo n&o linear, e uma segunda parte que contem as
derivadas espaciais referentes ao termo da energia cinética. Assim dividimos o H

em:
H = H,+ H, (A.4)
1 1 92
H = =z Hy=———
1 57 + po, H2 2 922

E a equacgédo DF fica da forma:

—%SO (m,i) = Bﬁ + Mo] © (36,1—5) = Hyp <$7i> (A.5)
Do (wi) = LT () = oo (1) (A.6)

Para o proceso de discretizacdo comenzamos com um valor inicial ¢ (:c, i‘o) (at=ty),

e resolvemos:
—%gp <w,i0) = [%SIJQ + ,Lto] ) (5'3,7_50) = Hyp (55,7—50) (A7)

Com isto podemos obter uma solucdo intermédia a ¢t = t, + A, onde A é o intervalo
do tempo, que empregamos depois como valor inicial para resolver a equacio com a

segunda parte do Hamiltoniano:
2
2022

_%@ (xﬂzo n A) _ o (gg,io + A> — Hop (x,io + A) (A.8)

Este procedimento vai ser repetido n vezes para obter uma solucéo final num tempo
dado t = tg + nA.

*Para o método de propagacdo em tempo imaginario a solugdo imposta néo precisa ser solugdo
analitica conhecida de um problema relacionado, mas nos empregamos uma solugido gaussiana tipo
oscilador harmoénico.
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Depois esta solucéo discretizada ™ é propagada em tempo para cada uma das
partes do Hamiltoniano, para o termo que nédo contem derivadas resolvemos a equacéao
DF com H = H 1

Do (miont) = [ (e (o ona)) o (mena)  a9)

Para encontrar uma solucéo intermédia "1/ desde ¢". Como néo existe derivada
em H,, esta propagacéo é realizada (para pequenos A) através da operacao:

P = Opa (Hy) @ = e 2 o (A.10)

Onde O, é 0 operador de evolugédo temporal com H; (que ndo contem derivadas
sub-indice nd), para posteriormente realizar a propagacdo em tempo correspondente
com o operador H,, de forma que propagamos a solucdo intermédia gp"+% por um
passo de tempo A gerando a solug¢do no seguinte passo de tempo ¢, 1, da forma:

~

"t = Oc (Hs) @72 = Ocn (Ha) Opg (H1) " (A.11)

Onde o sub-indice C'N indica que o operador correspondente ao H» é calculado empre-
gando o método semi-implicito de Crank-Nicolson que leva a equacdo DF dentro de
N, pontos numa rede espacial unidimensional em z, assim a discretizacdo no espaco

vai como:
x=x; =th,Ondei=0,1,2,.., N, e h é 0 passo no espago
Deste jeito a propagacdo em tempo que corresponde com o termo H, esta dada pela

relacao [34]:

(ganrl _ QDT‘L+1/2)
! ! 1 1 1 +1/2 +1/2 +1/2
A = o | =200 ) + (7 - 2

(A.12)

A.1.1 Potencial Quimico 1D

Procuramos uma expresséo para a solugdo numérica do potencial quimico, multipli-
cando a equacdo A.1 por ¢ (z) e integramos em tudo o espaco:

1 /Oo soQ(x)dw:—l/oow(w)dd—;sO(x) dw+/oo ? (x) (x—2+/\/904/3(96)> dzx

—00 2 —o0 —o0 2
(A.13)
Onde integrando por partes a primeira integral da direita, temos:
1 [* d? 1 [ [(do(x))?
- - == A.14
5[ e e =g [~ () @ (a14)
Depois de empregar a relacdo de normalizacdo, a expresséo para o potencial quimico
fica: )
>~ (1 /d 2
S [ R Cavs P
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A.1.2 Resultados Numéricos 1D

Na seguinte tabela, apresentamos os valores do potencial quimico u, o raio médio
quadratico rms, e a funcdo de onda no origem, para diversas néo linearidades (V)
no caso de uma dimensdo. Empregamos N, = 8 x 10 pontos no espaco, um passo
espacial DX = 25 x 10~ e um passo no tempo DT = 2 x 107°.

N ¢ (0) Lrms w
0 0.75112 | 0.70711 0.5
5 0.59925 | 1.02931 2.684131

10 | 0.53351 | 1.26047 | 4.416829
50 | 0.39645 | 2.21534 | 14.587810
100 | 0.34820 | 2.86348 | 24.511880
500 | 0.25752 | 5.22658 | 81.922069
1000 | 0.22613 | 6.77716 | 137.771593

Tabela A.1: Resultados numéricos da equacédo DF 1D.

Na figura A.1 apresentamos a representacdo grafica do perfil da funcédo de onda
para o SF no limite BCS numa armadilha unidimensional com rela¢cdo ao aumento

da néo linearidade.

064 I I I Solugédo Numeérica|
o —-—N5
—-—N10
0.57 —«— N30
04' —- —N50
N —<— N80 I
] — > —N100
X 031 —-—N500 ]|
< — - — N1000
0,2 g
0,1 4
0,0- . .
-20 -10 0 10 20

Figura A.1: Funcao de onda para o sistema SF com forma de cigarro (caso 1D). N

corresponde com o valor do termo néo linear dentro da equacao DF.
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A.2 Aproximag¢ao Variacional

No caso de uma dimenséo e para o limite BCS definimos a Lagrangena efetiva da

forma:
Lipu(e) = [ £(nu(@) do—p (A.16)
Onde £ representa a densidade lagrangeana dada por:
£ (pu(x)) = uQ—l du 2—:E—Quz—i/\/(u)w/3 (A.17)
o —H T e 2" "5 ‘

A.2.1 Forma da Lagrangeana

Na aproximacéo variacional consideramos u () como uma funcdo de onda real esta-

cionaria, dada pela gaussiana:

2
u(z) = 771/4\/gexp <—2:UW> (A.18)

Onde 1 e w sdo parametros variacionais que representam a norma (n) da solucéo
u(z), e a largura (w) da funcéo de onda.
Agora vamos substituir a forma de u () na Lagrangeana, para obter:

Hma Joo ex (_3_22) dr — %ﬁ [ffooo 2% exp (_5_22> dx]
10/3 —u
2\/777?w 75 a?exp (_5;—22) dx — % (77*1/4\/g> [ exp (—g’fv_z) dx
Com o valor das integrais temos que:
- ’ - 5/3  [3nw?
L = { ”ﬁm— %\/;nm%ﬁ— 2\/7’%)“’7\/;_ %Nw 5/6 (%) / @ ] o

Assim finalmente encontramos:

L:

1 3 5/3

1 , 3/2 0
L= =gt (3) N 19

Esta ultima expressao corresponde com a forma da Lagrangeana que vamos a em-
pregar na aproximacéo variacional.

A.2.2 Equacgoes Variacionais

Com a forma da Lagrangeana tomamos uma primeira equacio variacional com relagéo

de pu:
oL 9 1 1, [3)\*? nd/3 0 —o
_— = — _—— — —nNw — — _— - = —_— —_ =
ou  Ou BT 42— 4" 5 71/3 (w)2/3 H ’ K
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Assim o parametro variacional (1) que representa a norma da solucéo u (z) é:
n=1 (A.20)
Agora tomamos uma segunda equacédo variacional com relacdo do parametro w:

oL Lo (3N s
H = 2™ M 771/3(11))2/3

ow  Ow

=0
5 K

1 w23\ Ik
—n——=n+=|(= S ——
~ 21T 273 <5> N7 RE
Com 7 = 1 entéo:
1w 2 [/3\%? 1
—_— — — — — _— = 0
20 23 <5> Nwl/?) (w)?/?

4 3
! e 4/3
1—w —|—5 1/3\/;,/\/'10 =0

Assim temos uma expressido que permite encontrar o valor numérico de w, para sis-

temas com diferentes valor de n&o linearidade:

1—w* +0.423106 N w3 =0 (A.21)

Agora empregamos a seguinte equacdo variacional para o parametro 7 e encon-

tramos:
oL _ o | 1 1, (3\VEL
on  In HIT= g2~ 4" 5 771/3(11))2/3 r =

1 2 5 3\ 3/2 2/3
p—— 2 (2 N’(E) =0
w2 4 3xl/3\5 w
Empregando o resultado de n = 1 temos o potencial quimico como uma func¢éo de w e

NI . 3 12 .
4
nw= —4w2 (1 —+ w ) + <—5> N 7( w2)1/3 (A.22)

Assim diferentes valores numeéricos de x podem ser encontrados.

Tamanho Médio Quadratico

Além, posso conhecer outra importante quantidade x,,,s que representa o tamanho
médio do sistema, pela defini¢do do valor medio:

0 1 0 2 1 3 2
:U%msz/oox2 u® (z) dw:m/oonQXP <—%> dmzm <w7\/7_r> :%

Assim encontramos que x,.,,s esta dado por:

w?2

LTrms = 9
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A.2.3 Resultados Variacionais 1D

Desta forma, empregando o método variacional encontramos os seguintes valores
para o potencial quimico y , a funcéo de onda no origem u (0) e o raio médio quadratico
ZTrms do SF unidimesional no limite BCS:

N w u (0) Trms 1 o erro%
0 1 0.75113 | 0.70711 0.5 0.5 0
0.5 | 1.05235 | 0.732203 | 0.74412 | 0.758202 | 0.757794 | 0.0005
5 | 1.45567 | 0.622559 | 1.02932 | 2.70655 | 2.684131 | 0.835
10 | 1.7856 | 0.562109 | 1.2626 | 4.46888 | 4.416829 | 1.180
50 | 3.15275 | 0.423027 | 2.2293 14.8091 | 14.587810 | 1.517

Tabela A.2: Resultados da aproximacdo variacional no SF 1D no limite BCS. A

aproximacéo é boa para pequenas néo linearidades.

A.3 Aproximacao de Thomas-Fermi

Para o desenvolvimento da aproximacdo de Thomas Fermi menosprezamos o termo
da energia cinética dentro da equacdo A.1 numa dimensé&o, assim a DF pode ser
escrita da forma:

- %gﬁ N u (@) =0 (A.23)

De onde podemos ter uma forma para a funcdo de onda do sistema:

w(z) = Liv <u - %ﬁﬂw (A.24)

Assim, z? > 2 implica uma funcio de onda complexa (com parte real e parte ima-
ginaria). Mas para definir a densidade de pares ! como uma quantidade real, é
necessario que:

2% <2 — 1 < +/2u (A.25)

Empregando isto na condi¢do de normalizacéo:

o V2T 1 ,\17? 1 ([ 3n
2 - L ) __t (2T 2
[ [l (o)) o g () =

De aqui podemos ter uma expreséo para o potencial quimico no sistema:

1
2

1 6 3/2
w= [4\/%/(377)} * = [4\/5 [5 (677)2/3} N\/X/(37T)] (A.26)

"Lembrese que a densidade do sistema est4 dada por n = u? (z).
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Também encontramos o raio médio quadratico correspondente com:

1 V2 1 3/2 1 T 1 N 1/2
2 3 _ T3 M _ (P
Trms = N2 /mx <u 5% ) dx N2 [4\/5/;} 3 = Trms (3) (A.27)

A.3.1 Resultados Thomas-Fermi 1D

Apresentamos a continuacio resultados para o potencial quimico x, a funcéo de onda
no origem u (0) e o raio médio quadratico x,,,s para diferentes valores da néo lineari-
dades dentro da aproximacdo de Thomas-Fermi do sistema unidimensional:

Desta forma encontramos que para o caso de uma armadilha com forma de cigarro

N u (0) Lrms m o erro%
0 - — — 0.5 -
9 0.61066 | 0.9292 | 2.5904 | 2.6841 3.492
10 | 0.53624 | 1.4522 | 4.3560 | 4.4168 1.3636
50 | 0.39655 | 2.2036 | 14.567 | 14.5878 | 0.1426
500 | 0.25752 | 5.2255 | 81.918 | 81.9220 | 0.00496

Tabela A.3: Resultados da aproximacdo Thomas-Fermi no SF unidimensional para o
limite BCS. A aproximacéo néo é boa para pequenas N.

o sistema SF pode ser estudado empregando uma equacédo DF efetiva em uma di-
mensédo, onde as solugbes da aproximacio variacional podem ser empregadas para
pequenos valores da nio linearidades, enquanto que para os casos onde o coeficiente
ndo linear toma valores grandes a aproximacdo de Thomas-Fermi é uma descri¢ao
mais adequada (fig A.2).

T
Solugdo Numérica:
N =0.5
o) e N =50
/|| | N = 1000
Variacional: Linha preta
| (seccionada)
! 4 [Thomas-Fermi: Linha cinza.

Figura A.2: Perfil da funcdo de onda do SF numa armadilha com forma de cigarro em
diferentes ndo linearidades (N). A aproximacdo de Thomas-Fermi é valida para N

grande e a aproximacéo variacional para N pequeno.
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Apéndice B

Solucao da Equacao DF 2D para BEC

Para uma armadilha anisotrépica em duas dimensdes com forte confinamento axial
temos um sistema tipo disco e consideramos assim uma redug¢édo bidimensional da
equacao DF.

B.1 Solucao Numérica

No caso bidimensional (ou para uma armadilha com simetria axial) o procedimento
para a solucdo numérica da equacdo DF é similar de aquele feito anteriormente na
equacdao A.5 s6 que neste caso dividimos o Hamiltoniano em trés partes:

H =H,+ Hy+ Hjg (B.1)

Onde H, é a parte do Hamiltoniano que néo contem derivadas, H, s6 contem as
derivadas com relacdo a uma das variaveis z (ou p no caso de simetria axial) e Hs
tem em si o termo com derivada da segunda variavel y (ou z para simetria axial).
Posteriormente realizamos a propagacédo em tempo empregando cada uma das partes
do Hamiltoniano completo sucessivamente em passos independentes para completar
um unico passo sobre a evolugcéo temporal de H.
Assim para a equacdo DF em duas dimensdes (equacio 4.22), fazemos:
2 2
10 I 10

H = R — P —
! 20227 ? 2 Oy?

(2% + K*y%) + po, Ho = (B.2)

DN | —

E entéo a evolugdo temporal em H; esta dada pela equacao A.10, e para a parte
que depende das derivadas com H e H3 a evolugédo é feita pelas expresoes A.11 e A.12
independentemente.
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Agora para a equacdo DF em simetria axial (equacéo 4.67), temos que:

2 2
Hy = = (20° + \22) + o, Hy = 1(8 +16>7H3: 10 (B.3)

27 2\0p2 T pop 2022

N |

A unica diferenca neste caso é que H, contem além da derivada de segundo or-
dem uma primeira derivada na variavel p, e agora o método de discretizacdo Crank-
Nicolson [34] tem a forma:

+1 n+1/2 +1/2 +1/2 +1/2
(i =&l ™2) [ (enh - 20t ) + (w372 = 2072 4 12

(2

T a2 1 1 +1/2 +1/2
& i g (B = i)+ (6 - o)

(B.4)
Para as partes do Hamiltoniano referentes com H; e Hs continuam validas as
equacoes A.10, e A.12 independentemente.

Agora vamos tomar a equacéo DF estacionaria em duas dimensées valida no lim-
ite BEC equacgéo 4.25:
1 ( 0% 02

1
2\02 " a—y2> + 5 (@4 A7) o (na, adﬂ plry)  (BS)

pp (x,y) = [—

Aqui i representa o potencial quimico para o sistema de atomos na armadilha e o
termo nao linear corresponde com:

o (na, aa) = 204N (220)'2 [ (2. )|* [1 4 20 (O/m)* (a5N/5) 7 o (2,9l | (B.6)

Onde a4 € N séo o comprimento de espalhamento e o nimero de dimeros no sis-
tema. A densidade de dimeros n esta relacionada com o pardmetro de ordem da forma
n=N |p(z,y)>. Agora no limite de acoplamento fraco (aq — +0) escrevemos o termo
nao linear da forma:

1o (na,ag) = Nl (2, y; 1) (B.7)

De esta forma a equacéo que estudaremos nesta secéo corresponde com a eq. Gross-
Pitaevskii em duas dimensdes e tem a forma:
1 < 0% 02

1
- W+a_y2>+§(x2+n2y2)+fv|so<x,y>|2 plry)  (B8)

e (z,y) = [

Onde a constante A’ = 2 (27A\)"/? a; N. A normalizacdo desta equacdo esta dada
por:

/ dw/ dy | (z,y)]> =1 (B.9)
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B.1.1 Potencial Quimico 2D

Procuramos uma expresséo para o potencial quimico multiplicando a equacéo B.8 por
¢ (x,y) e integramos em tudo o espaco:

0 0
/ dw/ dy | (z,y) =——/ dw/ dyso:vy<82<p( y) + az@(%@/))
+%/ dx/ dy (x2+/€2y2) ]gp(x,y)\Q—i-N/ dx/ dy ]ap(ac,y)\‘l

Com a condi¢édo de normalizagdo, temos:
0? 0?
= — dw dy@wyaw dw dy@wyaw(wy)
¥ / d / dy lp (a.)P [ (2> + m2y2> /24N |y <x,y>ﬂ
Onde integrando por partes a primeira integral encontramos:

00 0 o? o
[ ["woen Zown =% [T [Ta (%) mao)

Da mesma forma, a segunda integral da direita pode-se escrever como:

2
__/ dx/ dyapmyaazgoxy /dx/ dy(—y xy)) (B.11)

Assim, finalmente a expressio para o potencial quimico é:

o [ [ ()
+le(x

WP (@2 + 1292) /24 N o (@,y)P]

(B.12)

Agora temos uma expressio para integrar numericamente e conhecer o poten-
cial quimico do superfluido de pares de atomos de Fermi numa armadilha de duas
dimensoes no limite BEC.

B.1.2 Resultados Numéricos 2D

A continuacéo, apresentamos os valores do potencial quimico y, o raio médio quadratico
rms, e a funcdo de onda no origem, para diversas nao linearidades no caso do SF em
duas dimenso6es para uma armadilha de simetria circular esto é com x = 1 na equacao
B.8, no limite BEC empregando uma divisdo de Nx = Ny = 800 passos na rede es-
pacial, um passo DX = DY = 0.02 espacial e um passo no tempo DT = 0.0001.
Apresentamos resultados na tabela B.1.
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N ¢ (0) Trms 1

0 0.5642 1 1
3.1371 | 0.4913 | 1.10513 | 1.42005
12.5484 | 0.3919 | 1.30687 | 2.25583
62.742 | 0.2676 | 1.78817 | 4.60982
313.71 | 0.1787 | 2.6044 | 10.06825
627.42 | 0.1502 | 3.08453 | 14.189228

Tabela B.1: Resultados numéricos para o SF 2D numa armadilha de simetria circular.

B.2 Aproximacao Variacional

Neste ponto consideramos a solugdo da equacdo de funcional densidade dentro da
aproximacédo variacional para descrever os dimeros num superfluido de Fermi no lim-
ite BEC numa armadilha tipo disco.

Para a implementacio do método variacional, vamos mostrar que a equacido DF
bidimensional e a sua normalizacdo podem ser derivadas desde uma Lagrangeana
efetiva (L):

Lipu(ey) = [ do [y £(uuog) -

Onde £ representa a densidade Lagrangeana, de forma que:

1 (0u 2 Ju
T y 1’2+I€2y2) ,LL
) 2 %fu‘l

Podemos encontrar a normalizacdo através da primeira derivada parcial da Lagrangeana

(B.13)

com relacéo de p:

(B.14)

:>/ dm/ dyu? =1

Na procura da equacido de movimento empregamos a equacéo de Euler-Lagrange:

52 = 3~ @] ~ oy (50,0 ~°

Su_ Ou Oz
O£ d , 1 /ou\? 1 [/0u\? (®+r%2) , N,
— = —|puw—zl=| —z|\l5=) —————u" — —u
ou ou 2 \ Oz 2 \ 0y 2 2

O£ ,
5 u—2N u

Onde:

= 2uu-— (562 + ﬁ2y2) (B.15)

69



Além de:

2 2
o[ of :_@’2 oL | _ 0w (B.16)
dx |0 (0zu) 0z?’ 0y | 0 (9yu) 0y?
Assim, obtemos que:
oL 9 o9& | 9] 0L -
Ou  Ox |0 (0yu) oy |0 (Oyu)|
0?u  0%u
2 u— (2% + £2y%) u — 2N ? +8—+8—y2 =0
Finalmente encontramos a equacao de funcional densidade 2D:
10%u  10%u 1,5 44 3

Estas equacoes sdo equivalentes com as expresoes B.8 e B.9 que descrevem o SF para
2D no limite BEC.

B.2.1 Forma da Lagrangeana

Na aproximacao variacional consideramos u (x, y) como uma funcao de onda real esta-

cionaria dada pela Gaussiana:

1/2 22 o2
u(x,y) = /A <%> exp < 5w 2) exp <—T22> (B.18)

Onde 7 e w sdo parametros variacionais que representam a norma () e a largura
(w) da solugdo u (x,y) em x, e 5 e « sdo pardmetros que representam a norma () e a
largura («) da funcéo de onda na direcéo y.

Agora com substituir a forma de u (x,y) na Lagrangeana, temos:

b () [ [ e (2o (-5
——/ o[ [<%>2+<z—z>i
() [ [ ) o () e ()
(Y [ [ fon (2o (2]

0o o) o] 2 o] 2
/ dx/ dy u? (z,y) = K2 <%>/ dx exp <—%>/ dyexp<—%>
- () 5
TWQ K
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0o 0o 2 roo 2 oo 2
/oodx/oody ut (z,y) = /@<%> /Oodacexp <—2wi2> /Oodyexp <—222 >
(BN [® ™\ _ VE@mB)’
- «(me) (3) (oy/5) = i

ou __aR g\ _
or w? Two xp 202 exp 2w?

ou _ WMy (B P2t ny?
oy a2 \rwa FEPA 7oz ) P T o2

E com as integrais que sio:

e x? 1 3/2 w
[oew(-)te = g vi=g

—00

[Lowee (%) = o
dy exp| ——5 | = ay/—
oo o K
00 Iiy2
dy y* exp (——)
/_oo a?

Encontramos que:

N' 2
L = lmﬁ—z%—ﬂ

2 (2 (540 ()25 (22) o 59
()[4 () <t ()

Assim finalmente:

2
n0_mBn L e a2y o NVE@O (B.19)

4 Twa

Corresponde com a forma da Langrangeana que vamos empregar para a aproximacao

variacional.

B.2.2 Equacoes Variacionais

Com a forma da Langrangeana temos que uma primeira equacido variacional com

relacdo do potencial quimico é:

oL _ 9 ns _ npx 2, oy N Ve
ou  Ou Hnf 4w? 40?2 4775 (w” + ra’) 4  Twa =0
— nB—-1=0
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Assim para os parametros variacionais (3, que representa a norma da solugdo u (z,y),

obtemos:
ng=1 (B.20)

Para o parametro variacional w temos a siguente equacédo variacional:

oL d 0B mr 1 oo 5 N V@S
dw = Bw | qur T gz g S T =0
nB nB NVE@ms 1
2—11)3_7w+4 o w2_0
Com 1 = 1 entéo:
Lt VB (B.21)
2o

Agora para o parametro variacional « encontramos que:

oL 0 nB. mBk 1o o N VE@0S) _
A s U s
npr s N VE@H® 1 _
203 2a+4 TWw oz2_0
Com 73 = 1 entéo: N
1—a4+2m \/Eoz:O (B.22)

Assim, no caso da armadilha de simetria circular (v = k = 1) as equagdes para
os parametros w e « sdo idénticas, entdo eles assumem o mesmo valor. No caso
anisotropico assumimos os valores de » = 1 e Kk = 2, e procuramos os diferentes
valores para os pardmetros w e «, em relacdo da néo linearidade (V).

Agora com relagao do parametro 7 temos:

oL _ 0 RS Rt~ 0
O On | —inB (w? + ka?) — YIS —
3 Br 1 9 o N VEnS?
—_—— = - = =0 B.23
no 4w? 402 4ﬂ (w +ha ) 2 Twa ( )
Empregando o resultado de 73 = 1 temos uma expresséo para o potencial quimico:
1 ko1, 4 9 NG
M_4w2+4a2+4(w +l€a)+ 2 Twa
1
p=—— o+ wk + Puw* + kat*w? + 2/\/aw\/—E (B.24)
4o w? 0

Assim posso ter diferentes valores de u, para diversas simetrias (dependendo do valor
de k) e para os valores de w, e o associados com distintos, valores da nio linearidade.
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Agora com relacdo do parametro 3 encontramos:

oL noons 1o o N VES
o3 BT~ g2 ™ 202~ 4" (w” + ra’) 2 Twa
1
— p=——[a®+wik + Pt + katw? + 2./\/04w\/—E (B.25)
402 w? T

A mesma expresséo para o potencial quimico.

Raio Méio Quadratico

Além, posso conhecer outra importante quantidade r,.,,s que representa o tamanho
médio do sistema, definida por:

Trms = \/'%'274_:[/2 (B26)

Empregamos a defini¢do do valor médio para encontrar:
> > 2,2y 2
r2 . = / dm/ dy (2% +y?) u*(z,y)
—0o0 —0o0

) 00 2 2
K12 <ﬂ> / dx/ dy (x2 + y2) exp <—m—2> exp <—%>
Twa ) J_s o w o

3 3 2
r2 = r!? <_775 > <w—\/7_roz\/f+ w\/7_ra—3\/E> = <@> <w2 + a_> (B.27)
Twao 2 K 2k3/2 2 K

Com o resultado de 73 = 1, entdo encontramos o raio médio quadratico do sistema:

[21y2 2
Trms = L +2a /Ii (B28)

B.2.3 Resultados Variacionais 2D

Empregando o valor de x = 1, temos que a equacéo de funcional densidade descreve
o sistema numa armadilha de simetria circular, neste caso o método variacional per-
mite encontrar os valores da tabela B.2 para o potencial quimico y, a funcao de onda

no origem u (0) e o raio médio quadratico r,,s.

B.3 Aproximacao de Thomas Fermi

Comencamos menosprezando o termo da energia cinética na equacéo DF estacionaria

(eq. B.8) para dois dimensées, encontrando:

w— % (2® + K*Y%) = N |u (z,y)> =0 (B.29)
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N w=a | u(0) Trms 1 o erro%

0 1 0.5642 1 1 1 0
3.1371 | 1.10655 | 0.5098 | 1.10655 | 1.4283 1.42 0.58
12.5484 | 1.31576 | 0.4287 | 1.31576 | 2.308 2.25583 2.31
62.742 | 1.82057 | 0.3099 | 1.82057 | 4.8208 | 4.60982 4.60
313.71 | 2.67141 | 0.2112 | 2.67141 | 10.635 | 10.06825 | 5.63
627.42 | 3.16903 | 0.1780 | 3.16903 | 15.014 | 14.18922 | 5.81

Tabela B.2: Resultados da aproximacéo variacional no SF 2D no limite BEC. A
aproximacédo é boa para pequenas nao linearidades.

Onde a constante A’ = 2(27A)/?a; N. Onde N é o ntimero de dimeros e ;i é o
potencial quimico do sistema na armadilha. A normalizacéo desta equacéo esta dada

por:

/ dw/ dy |u(z,y)* =1 (B.30)
Da equacao B.29 podemos ter uma forma para a fung¢do de onda do sistema:
(z,y) = . 1( 2+ Kk%y?) v (B.31)
u(x,y) = N p—g @ +sy .

Neste caso, (22 + r?y?) > 2u implica uma funcéo de onda completamente ima-

ginaria. Assim, é necessario que:
22 + K%y? < 2u (B.32)

Ent&o vamos empregar ista condi¢do na normalizacéo da eq. DF (eq. B.30), onde para

o caso de k # 1 temos que:

1 [ &0 1
N/_Oodx/_oo dy [u— 3 (m2+/€2y2)} =1 (B.33)

O resultado para o potencial quimico pode-se encontrar com uma transformacio

para coordenadas cilindricas (r, 6), assim que a nossa integral fica da forma:

1 n v2u Lo 9 27'2~2 2m #2
m/o d@/o rdr{u—§<r cos (9)4—:‘41?8111 (0))}—'/\%(?)—1

Finalmente, encontramos a siguente expressio para o potencial quimico:

1/2
MZ(&E) (B.34)

s
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Raio Médio Quadratico

Empregando a definicdo do valor médio procuramos o tamanho do sistema definido

por:
1 [ & 1
r2. = —/ dm/ dy (wz +y2) w— = (x2 + /<c2y2) (B.35)
N —o0 —o0 2
Empregando a transformacéo para coordenadas cilindricas, encontramos que:
T
T?ms = N3 ”3 (1 + KQ)

Finalmente o tamanho do condensado pode-se encontrar com a expresséo:

7T,LL3 ) 1/2
Trms = |:3./\/:"€3 (1 + K ):| (B.36)

B.3.1 Resultados Thomas Fermi

Agora apresentamos os resultados para o potencial quimico u, a funcdo de onda no
origem u (0) e o raio médio quadratico r,,,s em diferentes néo linearidade, da equacgéao
DF de simetria circular (x = 1) empregando as expresoes obtidas na aproximacéo de
Thomas-Fermi:

Ni\ Y2 w\1/2 T’ 9 1/2
N u (0) Trims 1 o erro%

3.1371 | 0.56439 | 0.8162 | 0.99928 | 1.42005 29
12.5484 | 0.39909 | 1.1543 | 1.9986 | 2.25583 11
62.742 | 0.26688 | 1.726 | 4.4689 | 4.60982 | 3.05
313.71 | 0.17848 | 2.581 | 9.9928 | 10.06825 | 0.749
627.42 | 0.15008 | 3.0694 | 14.132 14.189 | 0.402

Tabela B.3: Resultados da aproximacao Thomas-Fermi no SF com forma de disco em
simetria circular no limite BEC. A aproximacéo é boa para grandes valores da néo
linearidade.

Assim demonstramos que a equacdo DF anisotropica em trés dimensoes pode ser
levada a uma equacédo efetiva em duas dimensées para o estudo do SF numa ar-
madilha com forte confinamento axial (tipo disco), onde a aproximacéo variacional
pode ser empregada para pequenos valores da néo linearidade, enquanto que para os
casos onde o coeficiente nao linear toma valores grandes as solucées da aproximacao
de Thomas-Fermi correspondem com uma descri¢cdo mais adequada.
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