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Resumo

Neste trabalho descrevemos o Modelo Geométrico introduzido por J. Guck-
enheimer e R. Williams para procurar entender o comportamento qualitativo
das orbitas do Atrator de Lorenz. Tal modelo é conhecido como o Atrator
Geométrico de Lorenz. Também mostramos que perturbagoes do modelo dao
origem a atratores com as mesmas propriedades.

Abstract

In this work, we describe the Geometric Model introduced by J. Gucken-
heimer and R. Williams aiming to describe the qualitative behavior of the
orbits of the Lorenz Attractor. This model is called the Lorenz Geometric
Attractor. We also prove that perturbations of the model yield attrators
with similar properties.



Introducao

Uma importante nocao no estudo de sistemas dinamicos é a estabilidade ou
persisténcia do sistema frente a pequenos cambios ou perturbagoes. Em ou-
tras palavras, se o sistema dinamico € a solu¢ao de uma equacao diferencial ou
de um sistema fisico real que nao é estruturalmente estavel, entao os pequenos
erros e aproximagoes feitos no modelo podem transformar dramaticamente a
estrutura da solucao real do sistema.

Na decada 70 houve intensa atividade com o objetivo de compreender
o comportamento das equacoes de Lorenz e, em particular, tentar provar
que de fato essas equacoes exibem um atrator estranho, como sugerem ex-
perimentos numéricos. Uma estratégia bem sucedida foi construir modelos
para o comportamento que as equacoes parecem exibir. Modelos geométricos
para o atrator de Lorenz foram sugeridos por Afraimovich, Bykov, Shilnikov
(URSS) Guckenheimer, Williams (USA) em meados dos anos 70.

Edward Lorenz estudou o seguinte sistema de equacgoes diferencias em
conexao com os problemas em hidrodinamica:

v o= —oly—u),
y = pr—y-—az,
2 = —pz+uwy,

onde 0 =10, p = 28, = 8/3.

O comportamento dinamico das solugoes deste sistema de equagoes dife-
renciais é um toépico que atualmente tem despertado o interesse dos pesqui-
sadores, devido a suas interesantes propriedades dinamicas. Guckenheimer
introduziu uma descricao geométrica de um fluxo que parece ter a dinamica
qualitativa das solugoes das equagoes de Lorenz. Este fluxo definido geomet-
ricamente tem um complicado atrator que nao é topologicamente estrutu-
ralmente estavel. Aqui entendemos por um campo topologicamente estru-
turalmente estavel um campo para o qual campos vetorias suficentemente
préximos (na C'—topologia sobre espagos vetorias) possuam conjuntos nao
errantes homeomorfos ao seu conjunto nao errante. Williams mostrou que
existe um conjunto nao enumeravel desses atratores, cada um com um tipo
topoldgico diferente.

Veremos que o atrator de Lorenz nao é tao patolégico como os resultados
indicam. Mostraremos que a familia continua de atratores descrita em [§]
é, de fato, uma familia completa de atratores em uma vizinhanca do fluxo
geométrico de Lorenz. Em particular, hd uma familia a 2-parameétros de
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Figura 1: Atrator de Lorenz

fluxos contendo o fluxo geométrico de Lorenz, que tem a propriedade que
qualquer perturbacao do fluxo geometrico de Lorenz é topologicamente con-
jugado sobre uma vizinhanca do atrator a um membro proximo da familia.
Neste sentido, o atrator geométrico de Lorenz é estruturalmente estavel de
codimensao 2. As equagoes de Lorenz dadas acima sao invariantes por ro-
tacao do R? em torno do eixo z por 7. Dentro do espacos dos fluxos possuindo
esta simetria o fluxo geométrico de Lorenz é estruturalmente estavel de codi-
mensao um em vez de dois.
A prova destes resultados é baseada em dois importantes itens:

i) A construgao de suspensoes e limites inversos em sistemas dinamicos.
ii) Resultados recentes sobre as bifurcagoes do intervalo unitario .

Daqui em diante, trabalharemos apenas com o fluxo geométrico de Lorenz,
sem considerar se ele representa ou nao precisamente as solugoes do sistema
acima.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo estabeleceremos as ferramentas necessarias para o desenvolvi-
mento deste trabalho. Muitos resultados serao enunciados e as suas provas
poderao ser consultadas na bibliografia correspondente.

1.1 Elementos de dinamica continua

Sejam U um subconjunto aberto do espaco euclideano R" e X : U — R™ um
campo vetorial de classe C*, 1 < k < co. Ao campo vetorial X associamos
a equacao diferencial

¥ = X(z) (1.1)
As aplicacoes diferencidveis ¢ : I — U ([ intervalo da reta) tais que

o(t) e U e Cfl—f(t) = X(p(t)), Vt € I s@o solugoes da equacao (1.1) e sdo

chamadas trajetorias ou curvas integrais de X.

Definicao 1.1.1. Um ponto x € U € dito critico ou singular de X se X (x) =
0.

Definicao 1.1.2. Uma curva integral ¢ : I — U de X € dita mdxima se,
para toda curva integral b : I — U tal que I C J e o = 1|1, entdo [ = J e
dai o = . O intervalo I é chamado intervalo madximo.

Seja p € U. Denotemos por ¢, : I, = U a solu¢ao maxima do problema

de valor inicial
{ ¥ = X(x)
z(0) = p



onde I, =|7_(p), 7 (p)[ denota o intervalo maximo .
Nas condicoes acima tem-se:

a) Para cada ponto x € U existe um intervalo aberto I, onde estd definida
uma Unica curva integral maxima ¢, — U, do campo X passando por
x.

b) Se y = @,(t), t € I, entdo I, = I, — t e p,(s) = @,(t + s), para todo
s € 1.

c¢) O conjunto D = {(t,x) : x € U,t € I,} é aberto em R"™! e a aplicagao
¢ : D — R" definida por ¢(t,x) = ¢,(t) é de classe C".

Quando I, = R, a aplicacao ¢ chama-se fluro gerado por X.

Definigao 1.1.3. A drbita de X pelo ponto p € o conjunto {p(t,p),t € I,},
denotado por Ox(p).

Se I, =R e existe 7 > 0 tal que p(t +7) = ¢(t),Vt € R e p(t1) # ¢(t2),
se |t; — to] < 7, Ox(p) é dita érbita periddica. O periodo desta 6rbita é 7.
Sejap € U e ¢, : I, = U asolucao maximal. Tem-se:

e se 7. (p) = +00, 0 conjunto w-limite de p é
wi(p) ={q € U:3(tn) C I(p)/tn = 00, ¢(tn,p) — ¢}
e se 7_(p) = —o0 ,0 conjunto a-limite de p é

w_(p) ={qeU:3(t,) C I(p)/tn = —00,0(tn,p) = q}

Definigao 1.1.4. Um conjunto invariante fechado A C R™ é chamado um
conjunto atrativo se existe V' wvizinhanga de A tal que 74 (p) = 400 Vp € A,
ep(t,p) e V,Vt >0 e p(t,p) > At — 00, Vpe V.

O conjunto ngt(V) é o dominio de atragao de A, também chamado
£<0
de variedade estavel de A. Um conjunto atrativo captura todas as érbitas
comegando em seu dominio de atracao.
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Definicao 1.1.5. Um atrator é um conjunto atrativo que contém uma orbita
densa. Um atrator € dito estranho se tem depéndencia sensivel as condigoes
nicias. Ou seja, se existe um 0 > 0 tal que para qualquer p € U e V
vizinhanga de p, existem g € V et > 0 tal que |p(t,p) — ¢(t,q)| > 6.

Definicao 1.1.6. Um ponto p € U € dito nao errante se para cada T > 0 e
para cada vizinhang¢a V' de p, existe t > T tal que @(V) NV #£ (.

Seja x"(U) o espago dos campos vetoriais de classe C" definidos em U C
R™, munido da topologia C", r > 1.

Definicao 1.1.7. Dados dois campos vetorias X,Y de classe C", r > 1, com
respectivos fluros g1 e ¢o, dizemos que X eY sdo topologicamente conjugados
se existe h : Uy — Uy homeomorfismo tal que h(¢1(t,x)) = ¢o(t, h(x)), para
todo x € Uy e para todo t € R.

Dizemos que X, Y sao topologicamente equivalentes se existe h : Uy — U,
homeomorfismo tal que leva érbitas de X em érbitas de Y preservando a
orientacao das trajectorias.

Definicao 1.1.8. Um campo vetorial X € x"(U) € estruturalmente estdvel
se existe uma vizinhanca V. de X em x"(U) tal que todo campo Y € V €
topologicamente equivalente a X .

Teorema 1.1.1. (Teorema de Grobman-Hartman) Sejam X : U — R™ um
campo vetorial de classe C' e p um ponto singular hiperbélico. Existem vi-
zinhancas V de p em U e W de 0 em R" tais que X|y € topologicamente
conjugado a DX (p)|w.

Seja k = (ki,...,k,) € Ni. O tamanho de k ¢ dado por: [k| := Y k.
i=1
Seja A = (A\1,..., \,) € R" e saja \F := H AR A relacio da forma \; # AF,
i=1
Vi=1,...,neV keNjéchamada de nao ressonancia.

Teorema 1.1.2. (Teorema de Sternberg) Sejam X : U — R™ um campo
vetorial de classe C*° e p um ponto singular hiperbolico tal que os autovalores
da parte linear de X em p satisfazem a relacao de ndao resonancia . Fxistem
vizinhangas V dep em U e W de 0 em R™ tais que X|y € diferencivelmente
conjugado a DX (p)|w .

As provas dos teoremas 1.1.1 e 1.1.2 sao tratados em [5].
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1.2 Elementos de dinamica discreta

Sejam [ um intervalo de R e f: I — I uma aplicacao.

A érbita positiva de x é o conjunto {z, f(z), f*(z),...... } e é denotado
por Ot (z). Se f for um homeomorfismo a érbita de z é o conjunto O(z) =
{f"(x):neZ}.

Dizemos que f é localmente eventualmente sobrejetor se para todo inter-
valo J C I nao degenerado, existe um n > 0 tal que f"(J) = 1.

Definicao 1.2.1. O espaco shift ¥ € o conjunto de sequéncias de 0’s e 1’s.
Isto é, ¥ = {T = (o, 21,...)/z; =0 ou 1}.

Agora definamos uma topologia em ¥ induzida pela distancia:

— = - |$z - yz|
d($7y) = ZT?
=0

onde: T = (xo,z1,...), = (Yo,Y1,.--)
Note que d é uma métrica, (3, d) é um espago métrico compacto.

Proposicao 1.2.1. Sejam 7,y € X. Se x; = y;, para i = 0,1,...,n, entao
d(z,y) < 1/2". Reciprocamente, se d(T,y) < 1/2" entao z; = y;, para i < n.

A relevancia deste resultado se deve ao fato de podermos decidir se duas
sequencias estao proximas ou nao, olhando para um numero finito de termos.
Agora definiremos o mais importante ingrediente em dinamica simbdlica: a
aplicacao shift em 3.

A aplicagao shift o : ¥ — 3 é definida por ¢(Z) = 7 onde y; = ;41.

Esta aplicacao é continua com a métrica d. Claramente, o é uma aplicacao
dois a um de X, pois para (1,z1,...) e (0,21,...) temos a mesma imagem
pelo shift.

Um subshift é a restricao de ¢ a um subconjunto fechado I' C ¥ que é
invariante por o.

Definamos uma ordem em » por T < ¥ se existe um n tal que x; = y;
parai <nexz, =0y, =1

Proposicao 1.2.2. o tem as sequintes propriedades:
a) A cardinalidade do conjunto dos pontos periddicos de periodo n é 2™.

b) Os pontos periddicos sao densos em 3.
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c¢) Eziste uma orbita densa para o em X.

Definicao 1.2.2. f : I — [ ¢ dito topologicamente transitiva se para qual-
quer par de conjuntos abertos U, V C I existe k > 0 tal que fF(U)NV # 0.

Note que se a aplicacao possui uma oOrbita densa, entao ela é topologica-
mente transitiva.

Definicao 1.2.3. Dizemos que f : I — I tem dependencia sensivel sobre
as condicoes inicias se ewiste d tal que, para qualquer x € I e para qualquer
vizinhanga U de x, existem y € U en > 0 tais que | f"(z) — f"(y)| > 6.

Definigao 1.2.4. Sejam U um conjunto e f : U — U. Dizemos que [ é
caotica em U se satisfaz:

a) f tem dependéncia sensivel as condigdes inicias.
b) f € topologicamente transitiva.

c¢) Os pontos periddicos sao densos em U.

Exemplos:
1. A aplicacao Shift o é cadtica sobre 3.
2. A aplicagao F(x) = 4z(1 — z) é cadtica sobre o intervalo = [0, 1].

Definicao 1.2.5. Dizemos que f : I — I é expansiva se existe p > 0 tal que,
para quaisquer x,y € 1, x # vy, existe n tal que |f"(x) — f"(y)| > p.

Definigao 1.2.6. Sejam A, B subconjuntos de R" e sejam f : A — A,
g : B — B duas aplicagoes. Dezimos que f e g sao topologicamente conju-
gadas se existe um homeomorfismo h : A — B tal que, ho f = goh. O
homeomorfismo h ¢ dito uma conjugacao topoldgica.

Seja A CR" e sejam f,g: A — A duas aplicagoes. A distancia C" entre
f e g é dada por :

4(1,9) = sup {1/ (@) = g(a)|. 1/ (@) = ' @), 11 @) g (a) }

Esta distancia nos permite introduzir um importante conceito na teoria
de sistemas dinamicos: a estabilidade estrutural.
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Definigao 1.2.7. Sejam A subconjunto compacto de R™ e f : A — A uma
aplicacao de classe C". Dizemos que f é C"—estruturalmente estdvel sobre
A, se emiste € > 0 tal que para toda g : A — A de classe C" que satisfaz
d.(f,g) <€, tem-se que f € topologicamente conjugada a g.
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Capitulo 2

Modelo Geométrico

O meteorologista Edwards Lorenz em 1963, publicou no Journal of Atmos-
pheric Sciences um exemplo de sistema de equagoes diferenciais, como um
modelo simplificado de conveccao de fluido térmico, motivado por entender a
fundamentagao tedrica dos métodos de previsao do tempo da época, baseados
em regressao linear.

Trata-se de um sistema nao-linear, tridimensional e deterministico que
exibe comportamento caodtico e demonstra aquilo a que hoje se chama um
atrator estranho (atrator de Lorenz).

As equagoes que governam o Atrator de Lorenz sao:

g = —o(y—uz)
y = pr—y—uxz
2 = —pBz+uay,

onde o é o nimero de Prandt, p o nimero de Rayleigh e 3 o raio espectral.
Lorenz e outros investigadores usando simulacoes numericas para uma vizi-
nhanga aberta dos parametros o = 10, 5 = 8/3, p = 28, se obteve que quase
todos os pontos no espaco fase tendem ao atrator estranho.

O atrator de Lorenz é cadtico, o que mostra como o estado do sistema
dinamico evolui no tempo num padrao complexo, nao-repetitivo sua forma é
conhecida por se assemelhar a uma bela borboleta (ver figura 2.1).

As propriedades analiticas do sistema de equacoes de Lorenz sao obtidas
diretamente das equagdes de Lorenz, ver [3].
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Figura 2.1: Atrator de Lorenz

2.1 Modelo Tridimensional

Ideia da construcao do modelo geométrico. Os detalhes da construcao do
modelo geométrico de Lorenz sao baseados em dois aspectos: andlise da
dinamica em uma vizinhanca da singularidade da origem e imitacao dos
efeitos dos pares das singularidades selas no fluxo original de Lorenz.

Perto da singularidade. Pela teorema de Sternberg , temos que em uma
vizinhanga da origem (sem perda de generalidade podemos assumir que con-
tem o cubo [—1,1]* C R?), as equagoes de Lorenz sdo equivalentes ao sistema
linear

¥ = \z
y o= =y
2 = =3z,

via conjugacao suave onde 0 < A3 < A\; < Ag.

Consideremos S = {(z,y,2) e R}/ —1/2 < z,y <1/2 2=1}, S =
{(x,y,2) € S:x <0}, ST={(z,y,2) €S :2>0}eS =S5\D, onde
D ={(z,y,1) € S:x =0}

Assumamos que S é uma se¢ao tranversal do fluxo tal que toda trajetoria
que nao esta na variedade estavel local da singularidade atravessa eventual-
mente S na dire¢ao do eixo negativo z. Agora resolvendo o sistema com as
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condigoes inicias (g, 3o, 1) em S°, temos a solucdo

x(t) = xoeM!
y(t) = yoe .
z(t) e st

Figura 2.2: Comportamento perto do origem.

Esta trajetéria atinge ao plano plano x = 1 quando

r = 1,
Ao
A
Yy = Yoxo ,
%
z = 2,
onde 0 < 9 < 1/2, no tempo 7(zo) = —+ In(xp). Também temos equagdes
similares para —1/2 < o < 0, no tempo 7(z¢) = —3 In(|zo|).

Note que quando xg — 0, 7(29) — +00. Denotemos por o = i—f <lepf=

i—f > 1 e seja 1 o fluxo associado ao sistema linear dado acima. Os conjuntos
A= {¢T(x0)($0, Yo, 1) : (x(J?yOa 1) € 507370 > 0} e B = {QZJT(:):O)(:EO?Z/O’ 1) :

14



(o, Y0,1) € S°, xg < 0} tem a forma de triangulo topoldgico sem os vértices
(1,0,0) e (—1,0,0) respectivamente.

Denotemos por X1 o fecho do conjunto A e ¥~ o fecho do conjunto B e
Y=XtuXx .

Seja a aplicagao L : S° — X tal que L(z,y) = (y|z|?, |z|*). O fato de que
0 < a < 1 < B nas equacoes lineares implica que L(S¥) sdo uniformemente
comprimidos na dire¢ao do eixo y. Claramente cada segmento de reta S° N
{z = xp} é levado ao outro segmento ¥ N {z = 2y} como esbogado na figura
2.2.

Os efeitos das selas. Agora para imitar o retorno de uma érbita regular
e obter a figura da borboleta para nosso fluxo, como no fluxo original de
Lorenz (ver figura 2.1), procedemos da seguinte maneira.

Os conjuntos X devem retornar & secdo transversal S através de um fluxo
descrito por uma adequada composicao de uma rotagao Ry, uma expansao
E.1y s6 ao longo da direcao = e uma traslacao 7. A rotagao é em torno das
variedades estaveis dos outros dois pontos hiperbdlicos do fluxo de Lorenz
original. Assumamos que esta aplica¢do de retorno leva segmentos XN {z =
2o} em segmentos S° N {z = x;} como na figura 2.2.

A rotagao R, tem eixo paralelo a direcao y que é ortogonal a direcao x
(a direcao = é paralela as duas componentes conexas da variedades instavel
de 0). Ou seja, se (z,y,2) € XF, entdo

0 0 +1
Ri(x7y7z) — 0 1 0
+1 0 O

A expansao ocurre s6 ao longo na direcao x, logo Ey é dado por

0 0 0
Eig(.f,y,Z) = 010
0 01

com 027 < 1 e #a2'™ > 1. A primeira condicao assegura que a imagem
da aplicacao resultante esta contida em S. A segunda condicao faz que uma
certa aplicacao induzida unidimensional seja expansora por pedagos.

A translacao é escolhida tal que a diregao instavel comencando da origem
¢ enviada & fronteira de S e a imagem de X* sao disjuntos. A composicio
TLoFEigoRy das aplicagoes leva segmentos de reta ¥N{z = zp} em segmentos

Sen{x =}
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Figura 2.3: A secao transversal global para o fluxo geométrico de Lorenz
(Folheagoes verticais).

Esta composigao descreve um campo vetorial Y na regiao fora de [—1, 1]3.
O fluxo geométrico de Lorenz ¢, é definido como: para cada t € RT e cada
ponto x € S, a drbita ¢;(x) comengarad seguindo o campo linear ate XF e
logo seguird Y, retornando a S . Escrevemos x = {¢:(z) : z € S,t € Rt} o
conjunto onde este fluxo atua. O fluxo geométrico de Lorenz é o par (x, ¢;)
definido desta maneira.

O conjunto A = (5 ¢:(S) é o atrator de Lorenz. Os efeitos combinados
de T o E1+g o Ry e do fluxo linear implicam que a folheacdo de S dada pelos
segmentos S N {z =z} é invariante pela aplicagao de poincaré F : S — S.

A principal caracteristica do fluxo de Lorenz pode ser visualizada na figura
2.3.

E evidente que existe uma escolha aqui. Mas foi feita a seguinte escolha
para que a aplicacao de Poincaré resultante F': S — S tenha a forma
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F(z,y) = (f(2), H(z,y)),
onde as aplicacoes f e H satisfazem as seguintes propriedades:
a) H(z,y) > 1/4 sex >0,
b) H(z,y) < —1/4 sez <0,
c) A simetria das equagbes de Lorenz implica f(z) = —f(—x),
d) f édescontinua em 0, com limites laterais f(07) = —1/2, f(0)” =1/2,
e) f é diferencidvel em I — {0} e f'(x) > V2,
)

Os limites laterais da f’ em 0F sdo +o0.

Como o comportamento destas trajetérias pode ser entendido olhando os
pontos onde elas sucesivamente intersectam a .S. Ou seja, pelo que assumimos
na construcao do modelo, a evolucao do fluxo pode ser reduzida a estudar a
aplicagao de Poincaré F'.

2.2 Modelo bidimensional

Nesta se¢ao iremos expressar analiticamente todas as propriedades geométricas
da aplicagdo de Poincaré e consideremos S = I x I, I = [0,1] o quadrado
unitdrio em R%. A aplicacao F': S — S, satisfaz as seguintes propriedades:

a) Existem aplicagoes g : S — I suave, f : I — I continua exceto em um
tnico ponto ¢ € (0,1) tal que F tem a forma F(x,y) = (f(x), g(x,v));

b) F ¢ injetiva sobre o complementar de D = {c} x I;

c) f é localmente eventualmente sobrejetora e estritamente crescente em

[0,¢) e (e, 1], f(e7) =1, f(c") =0, f(0) <e < f(1);
d) f é diferencidvel em I — {c} ,f'(x) — oo, se x — ¢;
e) g—z(x,y) <1, V(z,y) €S

f) A aplicagao F|,x; tende uniformemente a uma aplicagao constante, b,
quando z — c*.
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A notagao f(c) é o limite de f(z), quando x tende a ¢ pela direita.
Analogamente, para f(c¢”). Denotemos por ST o conjunto {(z,y) € S:x >
¢} e por S~ o conjunto {(z,y) € S:x < c}.

S+

-<@

D

Figura 2.4: Imagem da F

Observacao. As seguintes proposicoes sao provados para certos valores
c € (0,1) e em particular é vélido para o valor ¢ = 1/2.

As intersecoes das imagems iteradas de S por F' constituem um compli-
cado conjunto A unidimensional que é o w-limite de quase todos os pontos
de S. Ou seja, este conjunto é o w-limite dos pontos em S tais que iterados
por F nao pertencam ao conjunto de descontinuidades de F'.

Estudaremos a topologia de A e a dinamica de F'|5. Provaremos que F|y

é quase o “limite inverso” da sequéncia de aplicagoes [ lrdrd . .

Definigao 2.2.1. Seja f : X — X wma aplicagao bem definida sobre um
espago métrico X. Definamos o espago limite inverso X que consiste das
sequéncias T = (g, T1, ... ... ) tais que f(xi11) = ;. A aplicagao f: X — X

~

dada por f(T) =75y, com y; = f(x;) € chamada o limite inverso de f.

Um ponto de X consiste de um ponto de X junto com a escolha de uma
histéria do ponto. Note que nossa aplicagao f nao é invertivel, entao existem
diversos pontos em X para cada ponto de X.
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Figura 2.5: Folheacao vertical da F.

Como construir o limite inverso de uma aplicacao? Existe uma técnica
geral para obter o limite inverso de uma aplicacao f : X — X sobre um
espaco bem definido X como um conjunto invariante por uma aplicacao que
¢é injetora. Em linhas gerais, a técnica consiste de encaixar X em um espaco
maior tal que X tenha uma vizinhanca tubular e que f pode ser aproximada
por um mergulho que se estende a uma aplicacao preservando fibras sobre a
vizinhanca tubular. Esta aplicagao F' preservando fibras sobre a vizinhanca
tubular tem que ser uma contracao sobre cada fibra e projetar a f pela
aplicagao projecao da vizinhanca tubular. Entao a aplicacao F' tem um
conjunto invariante tal que sua restricao ¢ o limite inverso de f.

Em nosso caso, a funcao f nao esta bem definida. Para esse proposito
podemos considerar F' definido em {c} x I com dois valores: F(ct xI)=10b",
F(c= x I) = b, apesar das descontinuidades, a aplicagdo F' tem todas as
propriedades necessarias para conter o limite inverso de f. Consideremos o
quadrado unitario como a vizinhanca tubular de um intervalo horizontal com
fibras verticais e aplicacao projecao m. Assim F' é uma aplicacao preservando
fibras que contrai as fibras e as projeta sobre f. Como wF = fm, cada
orbita de F' estd sobre uma orbita de f. A unica novidade aqui estd nas
descontinuidades ou ambiguidades de f e F.

Considere o conjunto A = ()2, F*(S). Como S é fechado, temos que
F(S) é fechado e contido em S. Assim A é fechado, nao vazio e além disso
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Figura 2.6: Primera iteracao da F

invariante por F'.

Queremos mostrar que F' restrita a A é topologicamente equivalente a
um certo espaco quociente do limite inverso de f. Para resolver o problema
da descontinuidade, introduzimos a relacao de equivaléncia que identifica
duas sequéncias T e ¥, se para algum ¢, 2; = y; = Oouw; =y = 1. O
Limite Pinched Inverso P de f é o espaco quociente de I por esta relacao de
equivaléncia.

Proposicao 2.2.1. F restrita a A € topologicamente conjugada ao limite
pinched inverso P de f.

Demonstracao. Seja a aplicagdo ¢ : A — P definida por ¢(z) = Z, z; =
(F~(2)), onde z = (z,y).

Temos que 1 esta bem definida para os pontos de A que nao se projetam
sobre pontos na f-orbita de ¢ € I, ja que F' € injetiva sobre o complemento
7n1(c). Para pontos de A que se projetam sobre pontos na f-orbita de ¢, ha
ambiguidade, mas ela desaparece quando passamos de I a P. Assim temos
que Yo F'= fou.

Mostraremos que ) é um homeomorfismo.

e ¢ ¢ injetora. Se ¥ (z) = ¢ (w) entdo m(z) = m(w). Assim z,w estao no
mesmo segmento vertical em S. Mas, F'~! expande segmentos verticais
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Figura 2.7: Segunda iteracao da F

por um fator de pelo menos 2. Assim, pontos distintos z,w sobre um
mesmo segmento vertical ndao podem ter a propriedade que F~%(z) e
F~(w) estejam no mesmo segmento vertical em S para i suficiente-
mente grande. Assim temos que z = w.

e 1) ¢ sobrejetora. seja T € P. Precisamos procurar um ponto z em
71 (o) tal que ¢(z) = Z. Sejay uma sequéncia de ('s e 1's determinada
pory; = jsex; € I;. Assim x é identificado como ()=, F*(Sy,) 7 (o).
Este conjunto é nao vazio, a demostragao é similar a usada para definir
©.

O
Proposicao 2.2.2. O conjunto A possui uma orbita densa.

Demonstracao. Das propriedades da F' temos que, para cada n, vale

A(F"(2,9), F"(2,0)) < o d(y,w).

Dado € > 0, existe um m tal que d(F™(x,y), F™(z,w)) < € , para todo
(x,y), (r,w) em S.

Agora sejam s,r € A. Existe (a,b) € S tal que F(a,b) = s. Seja
U uma vizinhanca de r e J uma vizinhanza da projecao de r. Como F
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é localmente eventualmente sobrejetora, existe um n tal que f"(J) = I.
Logo, existem w e um ponto (x,y) € U tal que F"(z,y) = (a,w). Entao
v=F""(z,y) = F"(a,w) e d(F"(z,y),s) < e. Assim temos que o ponto
v pertence & intersegao de F"1"(U) e qualquer vizinhanga de s. Isso prova
que F' é topologicamente transitiva em A .

Afirmamos que existe 6rbita densa. Na verdade, este é um resultado geral
que segue do Teorema de Categoria de Baire. De fato, seja {V;, Vo, V3, ..., Vi, ...}
base enumeravel de abertos de A (A com a topologia de inzudida de R?). Para
cada k > 0, seja

+o0
A= JF7 (V).
§=0
Vemos que Ay, é aberto, pois F é continua. Agora mostremos que Ay é denso.
De fato, dado U aberto pela transitividade topoldgica existe N > 0 tal que

FN(A)NU #0.

Como FN(A4;) = U;;O?V F3(V,,) C Ay, temos A, NU # (. Pelo Teorema de
Baire a uniao enumeravel de abertos denso é densa. Dai W = NA;, é densa.
Afirmamos que qualquer ponto de W tem orbita densa. Seja x € W. Temos
x € Ay, k > 0. Daf existe N > 0 tal que F'¥(x) € V4. Ou seja, para todo
k > 0 existe um elemento da érbita de x em V. Isso termina a prova.

m

2.3 Modelo unidimensional

Nesta secao estudaremos as propriedades dinamicas da aplicacao f: [ — I.

Sabemos pela se¢ao anterior que pontos na mesma folha da folheagcao tem
essencialmente o mesmo comportamento no futuro, devido a contracao das
folhas verticais. Assim, para entender a dinamica de F, basta observar a
trajetoria de um tnico ponto de cada folha.

O atrator de Lorenz é descrito como o limite inverso de um semi-fluxo
sobre uma variedade ramificada bidimensional (ver [8]). A funcao de retorno
deste semifluxo é uma funcao descontinua sobre um intervalo. Essa funcao
f:1—1I,onde I =][0,1], satisfaz as seguintes propriedades:

a) f ¢é localmente eventualmente sobrejetora,
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b) f tem uma tunica descontinuidade em ¢, e é estritamente crescente em
[0,¢) e (¢, 1], onde ¢ € (0,1);

c) f(e7) =1, f(c") =0, f(0) <c < f(1);

d) fl(x) = o0, se x — c.

-1 0 1

Figura 2.8: Aplicagao de Lorenz f

Estabeleceremos algumas notagoes e terminologias. As sequéncias
kneading de f sao as sequéncias a,b de 0’s e 1’s definidas por:

{0 se fYOY) <
@i 1 se fY(07)>c,
po— {0 se fiI7) <

1L ose fi(17) >

onde i =0,1,2,3.... Note que @ e b sdo sequéncias infinitas.
Seja X o espaco shift definido na seccao 1.2. Usando as sequéncias knea-
ding de f podemos construir um subshift I' C ¥ definido por

I'={zcX/a<oz<b i=0,1,2...}

Note que I' é invariante pela aplicagao shift.
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Sejam Iy = [0,c] , Iy = [¢,1]. Pelas propriedades de f, existem dois
nimeros vy, 6 em [ tais que v < ¢ < d e f(y) = f(§) = ¢. Denotaremos
por f7HIy) = [0,7] U [c,8] e f~H(I1) = [y,c] U[4,1]. Usando isso podemos
definamos

paraxz € 'en > 0.

Lema 2.3.1. Se7 €T, entdo I(xy,....,x,) € um intervalo fechado J tal que
It aplica J homeomorficamente em I(x;) para 0 < i < n. O intervalo J ¢
maximal com respeito a esta propriedade.

Demonstracao. Mostraremos por inducao sobre n. Para n = 0 é trivial.
Suponhamos que o lema é valido para n. Consideremos J = (g, ...., Tpt1)
para algum Z € I'. Como o conjunto I' é invariante por o entdao o(z) € T,
assim o conjunto K = I(xy,....,x,41) satisfaz o lema por hip6tese indutiva.
Note que J = I(zg) N f~'(K). Denotemos por a = f(0) e 8 = f(1) e
consideremos os seguintes casos:

Caso 1: Se K C [a,f]. Entao K C f(I,,) para gy = 0 ou 1. Por hipétese
indutiva temos que K é um intervalo fechado entao f~'(K) é um in-
tervalo fechado em I,,, pois f é continua e injetiva em I,,. Logo J =
I(zo) N f7Y(K) é um intervalo fechado e f(J) = K. Além disso,como
K satisfaz o lema temos f(J) = f{(K) C I(x41),1=0,1,2... n.

Caso 2: Se a é um ponto interior de K. Entdo K C f(I;).

Se xg = 1 procedemos como no Caso 1.

Se g = 0. Seja K = [p,q], onde 0 < p < ¢ < ¢, logo [, q] C f(1p)
e pela continuidade em Iy, existe r € Iy tal que f(r) = ¢, ou seja,
f([0,7]) = [a,q]. Dai J = [0,7] e f*(J]) = f(K) C I(vi41), i =
0,1,2....n.

Caso 3: Se 8 é um ponto interior de K. Procedemos analogamente ao caso 2.

Caso 4: K C [0,a]. Entao K C f(I,).

Se xg = 1, proceder como no caso 1.
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Se zg = 0, chegaremos a um absurdo. De fato, suponha que K = [d, €]
com 0 < d<e<a Como K satisfaz o lema, existem ji, ..., j; indices
tais que f*(K) C Iy, f*(e) < cesy,...,s indices tais que f*(K) C I
e f¥(e) > c. Note que {j1,..., i} U{s1,...,s} ={0,1,...,n}.
Suponhamos que f¥(e) < ¢, k= j1,..., .

Consideremos p = min{c — f*(e)/k = ji,...,5i}. A continuidade de
f* implica que para cada k € {ji,..., i}, existe & tal que se ¢’ € I e

e’ —e| < O, entao | f¥(e') — f*(e)| < p. Tomemos & = min{d;,,...,d;}.
Portanto temos que se € € Iy, |¢/ —e| < § entao f*(e) < ¢, k =
J1seves Tl

Agora tome ¢ muito préximo de e tal que ¢/ > e, |¢/ —e| < J. Pelo
anterior temos que f¥([d,¢']) C Io, k € {j1,...,51}. Por outro lado

f¥([d,e]) C I, Vk = s1,...,8 e, como f* preserva orientacao, entdo
f¥(ld,€¢]) € I, k = s1,...,s. Portanto, temos f*([d,¢']) C I,,,,,
k=0,...,n. Isto contradiz a maximalidade do intervalo K.

Podemos afirmar agora, que existe um k € {0,1,...,n}, tal que f*(K) C
Iy e f*(e) = c. Seja | o menor inteiro tal que f'(e) = c ou fl(a) = c.
Entao fi(e) € int(I,,), i =0,1,...,1 —1. Como e < « temos um dos
dois casos:

a. Paracadai € {0,1,...,1—1}, fi(e) e f'(a) estdo no mesmo lado
de ce fi(e) < fi(a).
Temos que f*(e) e f1(0) estao no mesmo lado de ¢, entao z; = a;,
1 =0,1,...,[. Por otro lado, como K ¢é um intervalo nao trivial
e f* restrito a K preserva orientacio para 0 < i < n implica
FUK) C Iy, logo w1 = 0. Também temos que f'(a) > ¢ entdo
a;+1 = 1. Portanto < @. Isto implica que T nao é um elemento

de I

b. Existe um menor inteiro r € {0,...,l — 1} tal que f"(e) < ¢ <
fr(a).
Isto nos diz que x; = a;, 1 =0, ...,7, x,.1 = 0 e a,; = 1. Portanto
temos que T < @ e isto é um absurdo.

Caso 5: K C [B,1]. A prova é analoga do Caso 4.
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Observagao: Se x,y sao dois pontos diferentes em [0,1]. Entdo eziste
n >0 tal que f*(x) e f*(y) estao em lados opostos de c.

Suponhamos que existem x < y em [0, 1] tais que f"(z) e f™(y) estdo no
mesmo lado de ¢, para todo n. Sem perda de generalidade podemos supor
que f™(x), f"(y) estdao em Iy, para todo n. Como f é crescente, f"[z,y] =
[f™(z), f"(y)] C Ip para todo n. Entdo f nao é localmente eventualmente
sobre.

Definamos a uma relacao de equivaléncia em I' dado pela identificagao
das sequéncias (1, ..., n, 1,@) € (21, ..., T,,0,b).

Proposicao 2.3.1. f : I — I ¢ topologicamente conjugada a aplica¢ao in-
duzida por o : T' — T sobre o espaco quociente de T'.

Demonstracao. Seja ¢ : I' — I uma aplicagao definida por

p(@) = NZof (L)
e  esta bem definida pelo lema anterior e pela expansividade de f.

Seja I, = I(xo, ..., x,). Claramente (I,) forma uma sequencia encaixa-
dos de intervalos fechados nao vazios por lema anterior e o fato que

Iz, ...,xn) = (o, ooy @) N f (L) C I(20, .oy Tpe1)
Entao a intersecao infinita de esses intervalos é nao vazia.

Note que
Maeoln = MaZo Nizg f_i(‘ll'i> = ﬂ?iof_i([xi)-

Agora s6 falta que essa intersecao seja um ponto. Suponhamos que
existem a, b dois pontos diferentes nessa intersecao entao a,b € I,,, Vn.
Pelo lema 2.3.1 I, é um intervalo fechado entao o intervalo fechado
com extremos a e b esta em [, e f" aplica homeomorficamente o in-
tervalo [a,b] em I(z,), ¥Yn. Isto contradiz o fato de ser f localmente
eventualmente sobre.

o o(@) =0e () =1
Seja r = ¢(a). Suponhamos que r > 0. Como r € f~(1,,) Vi, entdo

fi(r) € 1,,, Vi. Assim para cada i, f1(0) e fi(r) estdo no mesmo lado
de c¢. Por outro lado, pela observagao existe n tal que f"(0) e f"(r)

estao em lados opostos de ¢, mas isto nao é possivel. Analogamente se

verifica que ¢(b) = 1.
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e ¢ é sobre.

Temos que @,b € T' e p(@) = 0, p(b) = 1. Seja = € (0,1). Definamos
T € X por '
;=7 ,se f'(a") €.

Isto significa que existe um intervalo (z,d;) tal que f'(x,d;) C int I;.
Pela mesma defini¢ao temos que ¢(Z) = x, e basta verificar que T € T'.
Mostraremos que @ < 7. Sec <z < lentaoa < 7. Se) <z < ¢
entao pela observagao acima, podemos tomar [ o menor inteiro tal
que, f1(0) e f!(x) estdao em lados opostos de c e f1(0) < f!(z), pois f é
estritamente crescente em Iy e I1. Logo a; = x;, parai =0,1,2,.....;[—1
eq=0<x=1.

Analogamente se mostra que T < b.

A aplicagao esta bem definida e é sobre. Também ¢ é injetora exceto sobre
o conjunto de sequéncias de {f~*(c)}i>0. Ou seja, se x € I e existe n > 0 tal
que n-ésima iterada por f é ¢, entdo ¢(zg, ..., Tn_1,1,a@) = ©(z0, ..., Tn_1, 0, b).

Assim f : I — I é topologicamente conjugada a aplicacao induzida por
o : I' = T sobre o espaco quociente de I' definido pela identificacao de
sequéncias (1, ..., Tn, 1,a@) e (1, ..., 2,,0,b). A aplicacio induzida por o nao
estd bem definida nos pontos do quociente correspondentes a (1,a) e (0,b),
isto é sua unica descontinuidade. O]

[ ~ . — A~ . .
Se T é uma sequéncia de 0's e 1's, denote por T a sequéncia obtida a
partir de T alterando todos os termos da sequéncia.

Teorema 2.3.1. Sejam f1 e fy duas aplicacoes definidas sobre o intervalo
unitdrio satisfazendo as propriedades de a) a d) do inicio desta se¢ao. Entao
f1 e fa sao topologicamente equivalentes se, e somente se as sequéncias knead-
ing de fie fo satisfazem ay; = ag eb =by oua_lzb_’2 eb_lza_g.

Demonstracao. Se as sequéncias kneading de f; e fy coincidem entao os
subshifts construidos a partir de estas sequéncias coincidem (I'). Dai f; e fo
sao topologicamente equivalentes a aplicacao induzida por ¢ sobre o espaco
quociente de I'.

/

Se as sequéncias kneading de f; e fo satisfazem a; = by, by = a_gl, con-
sideremos o homeomorfismo ¢ : I — I definido por g(z) = 1 — z, logo as
sequéncias kneading de f; e go fy 0 g coincidem pelo anterior estas aplicagoes
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sao topologicamente equivalentes. Portanto f; e fy sao topologicamente
equivalentes.

Suponhamos que f; e fs como no teorema 2.3.1 sao topologicamente
equivalentes. Seja h : I — I a equivaléncia topoldgica entre estas aplicagoes.
Entao h leva descontinuidade de f; em descontinuidade de f,. Além disso, h
aplica os pontos finais do intervalo unitario sobre eles mesmos. Se h preserva
orientacao entao as sequléncias kneading de f; e fy coincidem, no caso con-

. - T 7 P
trario temos que a; = by , by = a5 . Isto prova o teorema. O

Note que se f : I — I satisfaz a equagdo f(1—xz) = 1— f(x) e ¢ = 3, entdo
as sequéncias kneading satisfazem o’ = b. Ou seja a classe de equivaléncia
topoldgica de f é caracterizada por uma unica sequéncia Kneading.

Para demostrar esta proposicao usaremos todo o aprendido anterior-
mente.

Proposicao 2.3.2. Seja F' : S — S uma aplicacao satisfazendo as pro-
priedades a) a f) do modelo bidimensional (ver se¢ao 2.2). Suponhamos que
f € suave por partes e f' > /2. Seja G =1'o F onde F também satisfaz s
referidas propriedades, e estd préxima de F, e I' é uma C'-perturbacao da
identidade. Entao existe uma aplica¢ao continua por partes g tal que:

1) g satisfaz as propriedaes de a) a d) do modelo unidimensional;
2) g estd proxima de f.

3) G tem um conjunto invariante topologicamente equivalente ao Limite
Pinched Inverso de g.

Para provar esta proposicao, precisaremos do seguinte lema.

Lema 2.3.2. Sejam F e G como na proposicao. Entao S tem uma particao
contrativa por curvas G-invariantes que intersectam cada segmento horizon-
tal em wm unico ponto.

Demonstragdo. Consideremos D = {F~(c x I)/i = 0,1,...}, ou seja D é
o conjunto das imagems inversas iteradas das descontinuidades de F. Afir-
mamos que D é denso em S. De fato, D é o conjunto de segmentos verticais
projetando sobre o conjunto das imagems inversas iteradas de f. Como f é lo-
calmente eventualmente sobre, assim este conjunto é denso en I. Mostraremos
que o conjunto D’ das imagems inversas iteradas das descontinuidades de GG
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também consiste de uma familia de segmentos quase verticais e denso em S.
A derivada de F' em z = (z,y) é da forma:

b(2) 2(2) } ’

onde a(z) > 22 |d(2)| < 1/2, Vz € S e b(z) é pequeno comparado a d(z).
Note que DF(z) tem um autovetor vertical (0, 1) associado ao autovalor d(z).
Por outro lado a derivada de G em z = (z,y) é da forma:

[a(z) o(2) ] ,

b(z) d(z)

com a(z) > 22, |d(2)| < 1/2, Vz € S e b(z) pequeno e &(z) muito pequeno.
Isto implica que DG (e logo DG™!') tem também um autovetor quase vertical.
Se A é um setor angular em R?, em torno dos autovetores (cone instavel para
G™1), entao cada DG~! leva A em si mesmo. Em particular, se o conjunto
das descontinuidades de G tem vetores tangentes sempre contidos A, entao
as suas imagem inversas sao curvas suaves, cujos vetores tangentes estao
em A. Como G é uniformemente expansora numa direcao quase horizontal,
qualquer conjunto aberto eventualmente se estende por sobre S, através da
iteracao de (5, até encontrar o conjunto de descontinuidades de G. Portanto
D’ é denso.

Aplicando o mesmo argumento a G~! nos d4 um setor angular contendo a
direcao horizontal, e que é levado em se mesmo. Todos os vetores desde setor
sao escolhidos por um fator de pelo menos 2'/2. Entao que qualquer segmento
horizontal em S intersecta D’. Portanto, as componentes de D’ sdo segmentos
quase verticais que se extendem por S. Além disso, as componentes do
complemento de D’ podem ser vistas como intersegoes de faixas vertical que
cruzam S, cuja amplitude tende a zero. Concluimos que as componentes de
D’ e as componentes do complemento de D’ formao uma familia de segmentos
invariantes quase verticais de S que sao uniformente contraidos por G.

]

Demonstracao. ( da proposicio 2.3.2)

Consideremos a aplicagao projecao m; : S — I onde as fibras sao as folhas
da folheagao invariante construido acima. Definamos a aplicacao g : [ — [
por m o G o7 '. Note que g satisfaz as propriedades a) a d) do modelo
unidimensional. Como G ¢é préximo de F' e as folhas da folhacao invariante
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de G sao quase verticais, g é proximo de f. Para provar que G restrita
a seu conjunto invariante é topologicamente equivalente ao limite inverso
pinched de g é s6 repetir o mesmo que se fez para F' na se¢ao anterior pois s6
usamos as propriedades da folheagao invariante vertical que sao vélidas para
a folheacao invariante de G. [

q —=

S

Figura 2.9: Folheagao de G (segmento quase verticais).
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2.4 Perturbacoes do modelo

Seja ¢ o fluxo de um campo vetorial X como no modelo, e ¢’ o fluxo de uma
Cl-perturbacao X’ de X. Entao ¢ tem um ponto fixo singular hiperbdlico
p' perto de p com autovalores da derivada de X’ em p’ proximos aos de
DX em p. Entao ¢’ é conjugada a sua parte linear por um difeomorfismo
que é uma perturbacao de classe C' da identidade, I’. Isto é valido se nao
existem ressonancias entre os autovalores o que é uma condicao aberta e
densa. Lembre que esta conjugacao s6 é valida perto de p’. Na redefinicao
do modelo para a parte linear, um tempo infinito estd envolvido, mas a
definicao do fluxo fora de uma vizinhanga da singularidade envolve um tempo
de retorno finito. Assim o fluxo de ¢’ tem aplicacdo de Poincaré F’, que
satisfaz as propriedades do modelo bidimensional, e esta préxima de F'.

Assim mostramos que qualquer perturbagao de um fluxo modelo ¢, 7 em
nossa familia temos os seguintes dados:

1) Uma aplicagao de poincaré G sobre um quadrado sélido S.

2) Uma folheagao quase vertical U de S invariante por G.

3) G induz uma aplicacdo g : I — I com sequéncias kneading o’ , V/.
Note que o, b’ dependem continuamente de Pap -

Proposicao 2.4.1. Sejam ¢;, Si, Gi, Ui, gi, i = 1,2, satisfazendo os dados
de acima e com as mesmas sequéncias kneading @, b. FEntao, ¢, ¢ Sao
topologicamente conjugadas numa vizinhanga de seus atratores.

Demonstracao. Pelo teorema 2.3.1 existe uma conjugacao topologica h de
g1 a g2 . Procederemos a demostragio alargando os quadrados S; a S},
agregando retangulos em cada lado de S;, de tal modo que G;(S;") C S,
como na figura 2.10.

As folheagoes sobre os novos retangulos sao induzidos das folheagoes in-
ternas, quando G;(S;") C S;. Denote D; = S;" — IntG,(S;") ”dominio funda-
mental”. Primeiro queremos definir uma conjugacao H : Dy — D.

Seja I a extensdo do intervalo I;, devido ao alargar os quadrados S; e
G; induz uma extensdo de g; a I;” na qual denotemos por g;. Assim h é
estendido a I por h(z) = g5 ' ohogi(x) ( g1(I;) C I1), onde cada aplicagao
do lado direito da equacao é restringido a mitade de I; em um tempo. Assim
H ¢é definido em F'r(S;") por m; ' o G o 7t
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Figura 2.10:

A definicio de H sobre a fronteira de S; induz uma definigao sobre
G1(FrS;) dada por: H(z) = Gy 0 H o G7Y(2), z € G1(FrS]"). Agora temos
definido H sobre a fronteira de D, e coincide com h até como agora definido.
Voltando aos fatos basicos héa dois tipos de atratores: direito e esquerdo. Isto
depende se G; leva o lado direito em frente ou atras de G;(S;). N6s escolhe-
mos atratores direitos (ver figura ?77). Assim agora podemos extender H no
interior de G1(S;"), note que usamos o fato que h é uma conjugagao suave.

Definamos H indutivamente sobre o interior de G1(S;"), H(z) = G5! o
H o Gi(z) para z € G%(D;) observe que isto esta bem definido pois h ¢é
uma conjugagao. Note que estamos usando o fato que g; e go tem o mesmo i-
ésimo termo na sequéncia kneading entao procederemos ao i-esimo paso desta
definicao. Este processo converge e estende a uma aplicagao sobre todo Sy,
porque as componentes conexas C' de VN G(D;), V € U; tem largura que
convergem exponencialmente para a zero, quando i — c0.

Neste ponto se mostrou que se dois atratores de Lorenz (ambos atratores
direitos) produzem aplica¢oes f e g com as mesmas sequéncias kneading,
entao existem segoes cujos aplicagoes de Poincaré F' e G sao topologicamente

conjugadas.
O
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O atrator de Lorenz e o modelo geométrico

Basados nas observagoes numéricas no comportamento das solucoes das equa-
¢oes de Lorenz, elas exibem uma lista de propriedades geométricas tal que
qualquer fluxo satisfazendo a estas propriedades contém um atrator estranho,
com Orbitas convergindo a este, sendo sensitiva com respecto as condicoes
inicias. E, mais importante para a teoria geral, foi que tais fluxos existem
em qualquer variedade de dimensao 3. Estes exemplos sao conhecidos como
modelos geométricos de Lorenz. Mais recentemente [6], foi provado que
as equagoes originais propostas por Lorenz dao origem a um fluxo que tem as
mesmas propriedades do modelo geométrico. Tucker demostrou a existéncia
de um atrator estranho nas equagoes de Lorenz, para isso foi necessério o uso
de algoritmos numéricos rigorosos e a teoria da forma normal.
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Conclusao

Fluxos préximos tem secoes tranversais proximas, e aplicagoes de Poincaré
proximas. Essas aplicacoes de Poincaré induzem folheacoes quase verticais
préximas e dinamicas unidimensionais com sequéncias knesding que nao sao
neccesariamente iguais. Caso sejam iguais, temos a conjugacao dos fluxos,
mas em geral nao temos, temos apenas que os dois fluxos apresentam atra-
tores (transitivos) que se parecem (na simula¢do numérica).
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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