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RESUMO

Em 1998 Smale propos o seguinte problema aos matematicos deste século:

“Considere o problema de n corpos. Para uma escolha real positiva das massas dos cor-
pos, é finito o nimero de classes de configuracgoes centrais médulo simetrias e homotetias
correspondentes?”

O objetivo deste trabalho é demonstrar que para uma escolha “genérica” das massas,
o numero de classes de configuragoes centrais de Dziobek é finito. Esta é a resposta ao
problema de Smale neste caso particular. Para tanto obtemos uma formulacao algébrica
que nos permite definir uma variedade quasi-projetiva que contém todos os pontos proje-
tivos que provem de configuragoes centrais de Dziobek. A observagao crucial é que todos
os pontos projetivos desta variedade quasi-projetiva que provem de uma configuracao cen-
tral de Dziobek estao nas fibras de uma aplicacao regular bastante especial. Mostrando
que para nossa escolha das massas obtemos que as fibras desta aplicagao regular sao
finitas, obtemos o resultado.

Palavras-chave: Configuragoes Centrais, Mecanica Celeste, Geometria Algébrica.
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ABSTRACT

At 1998 Smale proposed the following problem for mathematical this century:

“ Consider the problem of n bodies. To choose a real positive masses of bodies, is the
finite number of classes of central configurations module symmetries and corresponding
homotheties?”

The aim of this paper is to show that for a “ generic” choice of the masses, the number
of classes of Dziobek configurations is finite. This is the answer to the problem of Smale
this particular case. For this we get an algebraic formulation that allows us to define
a quasi-projective variety that contains all projective points stemming from Dziobek
configurations. The crucial observation is that all points of this projective quasi-projective
variety that comes from a Dziobek configuration are the fibers of a regular application
rather special. Showing that for our choice of masses we obtain that the fibers of this
regular application are finite, we obtain the result.

Keywords: Central Configurations, Celestial Mechanics, Algebraic Geometry.
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APRESENTACAO

O objetivo deste trabalho é demonstrar que escolhida uma massa “genérica”, o nimero
de classes de configuracoes centrais de Dziobek moédulo simetrias e homotetias é finito.

No capitulo 1, através de consideragoes acerca da geometria das configuracoes cen-
trais, formulamos um critério para decidir quando uma configuracao é de Dziobek em
termos do determinante de Cayley-Menger, que é uma equacao polinomial homogénea
cujas variaveis sao as distancias mutuas. Trabalhar com as distancias mutuas é mais
conveniente porque elas determinam as configuragoes centrais a menos de simetrias. Em
seguida, obtemos uma formulacao algébrica para as equagoes das configuracoes centrais
de Dziobek. Mais precisamente, obtemos um conjunto de equacoes polinomiais cujos
zeros contém todas as configuracoes centrais. Assim podemos reduzir o problema da
finitude das configuracoes centrais de Dziobek a estudar zeros de equagoes polinomiais.
Neste contexto, vamos recorrer a resultados da geometria algébrica complexa.

Caminhando neste sentido, no capitulo 2, estudamos as demonstracoes do Teorema
da base de Hilbert e do Teorema dos zeros de Hilbert, que sao importantes para a geo-
metria algébrica porque permitem o entendimento da relagao entre zeros de sistemas de
equagoes polinomiais e ideais radicais. Expomos alguns fatos sobre a resultante de dois
polinomios que utilizamos para eliminar variaveis de um sistema de equagoes polinomiais.

No capitulo 3, expomos fatos da geometria algébrica aplicados no capitulo seguinte.
Trabalhamos no espaco projetivo complexo P", porque assim eliminamos a preocupacao
com as homotetias em nosso estudo. Definimos variedades projetivas e quasi-projetivas
no espago projetivo, que sao os objetos mais importantes em nosso estudo. Definimos
e trabalhamos somente com a topologia de Zariski porque é mais conveniente para os
nossos propositos. Estudamos aplicagoes regulares e dominantes entre variedades quasi-
projetivas, bem como o tamanho das fibras destas aplicagoes, porque vamos reduzir o
problema da finitude das configuragoes centrais de Dziobek ao estudo da dimensao das
fibras de uma aplicagao bastante especial. Para tanto vamos introduzir o conceito de
dimensao de uma variedade quasi-projetiva. O resultado central deste capitulo decorre
do teorema da dimensao das fibras sendo utilizado fortemente no calculo da dimensao
das particulares variedades quasi-projetivas definidas a seguir.

No capitulo 4, a luz do que foi visto nos capitulos 2 e 3, definimos uma variedade
quasi-projetiva I' € PP x P" x P"~ ! através da formulacao algébrica obtida no capitulo
1 e do determinante de Cayley-Menger. A observagao crucial é que todos os pontos
projetivos de I'" que provém de uma configuracao central estao nas fibras da projecao de



APRESENTACAO 2

I em P"!, que em nosso estudo corresponderd ao espaco das massas. Demonstramos que
existe uma variedade projetiva B tal que fora de B as fibras da projecao de I' em P"~!
sao finitas. Disto segue a finitude genérica das configuragoes de Dziobek. Usando a teoria
de Thom e Milnor sobre a homologia das variedades algébricas, obtemos adicionalmente
que o numero de configuragoes centrais de Dziobek admite uma cota superior que nao
depende de n.

As referéncias [1], [3], [10], [11] e [18] foram retiradas das notas do minicurso Con-
figuragoes Centrais em Mecanica Celeste que podem ser encontradas no endereco http://
www.dmat.ufpe.br/ eduardo/ minicurso-cc-verao2005.pdf.



CAPITULO 1

INTRODUCAO

Consideremos n corpos cujas massas sao dadas por my,...,m, € R e z1,...,xz, € R? suas
respectivas posicoes. Seja r;; = ||z; — z;|| a distancia entre o i-ésimo e o j-ésimo corpo.

Definicao 1.1. O vetor x = (z1,...,2,) € R é chamado configuracido. Dizemos que
uma configuragio x = (1, ..., x,) € R™ é nao singular se ||z; — z;|| = r;; # 0 para i # j,
caso contrario, dizemos que a configuragao € singular.

Usando as leis de Newton para o movimento e a lei dos inversos dos quadrados para
a atragao gravitacional, a equagao de segunda ordem para o i-ésimo corpo ¢é dada por

. mym;(x; — x; ou .
mid; = Z : j(r:; i) =p 1= 1,...n (1.1)
i#j g ‘

onde #; denota o vetor aceleragdo do i—ésimo corpo e U(x) é o potencial Newtoniano
dado por

mg;m;

i<j i

Para que as equagoes diferenciais estejam bem definidas, nés vamos supor que a
configuracao = é nao-singular.

Os vetores xy — 21,...,2, — o1 geram um subespaco afim de R? que, a priori, nao
precisa ser o préprio espaco R?. Por exemplo se n = d, coloque n — 1 massas iguais nos
vértices de um (n — 2)—simplexo regular e uma massa arbitraria em seu baricentro. Os
vetores posigoes das massas geram um espago de dimensao n — 2 = d — 2.

Definicao 1.2. A dimensao de uma configuracao r é a dimensao do menor subespaco
afim de R? que contém os pontos z;. Notagao: §(x).

Configuragoes com 6(z) = 1,2 ou 3, sdo chamadas de colinear, planar e espacial,
respectivamente.

Definicao 1.3. Sejam
1
M=my+..+my,, c= M(mlxl + ... + mpxy,), com M # 0, (1.2)

a massa total e o centro de massa dos corpos. A configuragao x é chamada de configuragao
central se os vetores aceleracao dos corpos satisfazem

mj(z; — ;) .
Z : ;3, +A@i—c)=0,1=1,...,n, (1.3)
oy i

para alguma constante A € R nao-nula.
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Proposicao 1.1. Se x é uma configuracao central entao:

1. Se A € E(n) entao A(x) é configuragao central, onde E(n) denota o grupo euclidiano
n dimensional.

2. Se k é uma homotetia em R\ {0} entao k.x ainda é uma configuragao central.
Demonstragao.

1. Se A € E(n) entdo existem T isometria e b € R™ tal que A(v) =T(v)+b VY v € R™.
Para i =1,...,n temos que

Z m;(A(z;) — A(x;)) FA(A(zy) — i(mlA(xl) + ..+ myA(z,)) =

r3. M
i#j K
Z m; (T(%‘gg— T(z;)) F T (i) — %(mlT(m) + ... + m,ATx,))
i Y

Aplicando T~! acima obtemos o primeiro membro da equagao (1.3). Portanto A(x)
é configuragao central.

2. Sejam k # 0 e = configuracao central. Temos que

2 |k[3r3, +|lc|3("f~"cz'—kc)—O,Z—l,--.,n,

i
A

portanto kx é configuracao central com A = —

L
n

A contagem das solugoes das equagoes (1.3) ¢ um problema fundamental em Mecanica
Celeste. Entre os principais motivos estao estes:

e As unicas solugoes explicitas conhecidas do problema de n corpos sao érbitas ho-
mograficas tendo como condic¢ao inicial uma configuracao central.

e Em 1907 Sundman ([20]) mostrou que a configuragdo formada por corpos cujas
orbitas iniciam ou terminam em colisao total tende ao conjunto das configuragao
central.

e Todas as mudangas de topologia nas variedades integrais I ;, correspondentes a
energia H = %ZZ m||gi||* + U e momento angular L = Y. m;q X ¢; constante,
provem de configuragdes centrais ([1], [3], [11] e [18]).

Pela proposigao 1.1, devemos contar as classes de solugdes de (1.3), médulo simetrias
de rotagao em R? em torno do ponto ¢, translagoes em RY, e homotetias em R\ {0}. A
seguir, citamos alguns resultados gerais a cerca de contagem de configuragoes centrais.
Existem alguns resultados para casos particulares que nao foram citados.
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e Em 1767 Euler mostrou que existe uma configuracao central para cada ordenamento
de trés massas arbitrarias contidas numa reta. De fato esta é uma configuracao de
Dziobek [5].

e Em 1772 Lagrange mostrou que quando n = 3, a Unica configuracao central com
d(z) =n —1 =2 é o triangulo equildtero para qualquer escolha das massas. Um
resultado anélogo vale para todo n [8]. Por exemplo, se n = 4 a unica configuragao
central de dimensao n — 1 = 3 e o tetraedro regular, para qualquer escolha das
massas [10].

e Em 1910 Moulton provou que para uma escolha do vetor das massas m = (my, ..., my,)
e uma ordenacao fixada dos corpos ao longo de uma linha existe uma tnica con-
figuragao central (a menos de homotetias e translagoes) [14]. Depois disto as con-
figuragoes colineares passaram a se chamar configuragoes de Moulton.

e Em 1995 Albouy mostrou que todas as configuragoes centrais de 4 corpos de massas
iguais sao simétricas e que existem exatamente quatro possibilidades no plano: A
configuragao colinear, o quadrado, o triangulo equilatero centrado e um triangulo
isésceles, com um dos corpos no eixo de simetria [2].

e FEm 2006 Marshall Hampton e Richard Moeckel provaram que quando n = 4, o
ntimero de configuragdes é finito, e mais ainda, é um nimero entre 32 e 8472 [6].

Para dimensoes maiores nao existem resultados gerais como esses. Quando d(x) =
2, temos o caso mais interessante de todos, porque configuracoes centrais planares nos
dao orbitas periddicas fisicamente realistas. Para n = 4, Otto Dziobek [4] formulou as
configuracoes planares em termos das distancias mutuas 7;; e obteve equagoes algébricas
caracterizando essas configuragoes centrais. Quando consideramos n > 4 a generalizagao
natural deste problema nao é o problema planar, e sim o caso §(z) =n — 2.

Definigao 1.4. Uma configuragao central é de Dziobek se 6(x) =n — 2.

Em 1998 Smale [17] propos o seguinte problema aos mateméticos deste século:

“Considere o problema de n corpos. Para uma escolha real positiva das massas
my, ..., My, dos corpos, é finito o nimero de classes de configuragoes centrais correspon-
dentes?”

No problema de 5 corpos, se uma das massas for negativa, G. Roberts [15] mostrou
que existem infinitas classes de configuracoes centrais de Dziobek.

Nosso objetivo serda mostrar que, para uma escolha “genérica” das massas reais posi-
tivas, o numero de configuracoes centrais de Dziobek ¢é finito. Esta é uma resposta para
o problema de Smale, neste caso particular.



CAPITULO 2

CONFIGURACOES DE DZIOBEK

Neste capitulo apresentamos alguns fatos sobre a geometria das configuracoes de n pontos
r; € R? e equacoes algébricas que caracterizam as configuracoes de Dziobek.

2.1 GEOMETRIA DAS CONFIGURACOES

Seja © = (x1,...,x,) com x; € R4, Em R¢ temos no méximo d vetores linearmente
independentes. Logo a dimensao de uma configuragdo = de n pontos sempre satisfaz
0 < §(z) < n— 1. Portanto, podemos supor sem perda de generalidade que d = n — 1.

Nos associaremos a configuracao r uma matriz n X n

X:(1 1)
ry ... Ip

e denotaremos o seu determinante por w(x); para o determinante de uma matriz intro-
duzimos a notagao | X|. Como o nimero maximo de colunas linearmente independentes
¢é precisamente o posto de X, e k vetores linearmente independentes geram um espaco
espaco afim de dimensao k — 1, obtemos a seguinte expressao:

d(z) = posto(X) — 1.

Em particular, 6(x) = n — 1 se, e somente se, w(z) # 0. Isto também segue de w(x) ser
o volume do paralelepipedo gerado por x.

Temos 0(z) < n — 2 se, e s6 se existe vetor A = (Aq, ..., A,) ndo-nulo no nicleo de
X, isto é,

A1++An:0,
A1$1 + ...+ Anxn = 0.

(2.1)

Desde que §(z) = n — 2 se, e somente se a dimensao do ntcleo é 1, neste caso, obtemos
adicionalmente que A é tinico a menos de multiplicagao por constante.

Se §(x) = n — 2 podemos assumir sem perda de generalidade que z; € R"2. Neste
caso, existe uma boa féormula para um vetor pertencente ao nucleo.

Consideremos a matriz X novamente. Agora trata-se de uma matriz (n — 1) X n.
Adicionamos a matriz X ao longo da parte mais baixa, uma linha composta de zeros
para obter uma nova matriz n x n X (estamos vendo os x; como vetores de R"~! com a
ultima coordenada nula):

B 1 ... 1
X=| = Tn
0 0
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Seja Tp = (z1,..., Tk, ..., T,) a configuracdo de n — 1 corpos obtida da configuracdo x
desconsiderando-se o k-ésimo corpo, e seja X a matrix (n — 1) x (n — 1) associada a esta
configuragao (é obtida de X retirando-se a k-ésima coluna):

S 1 ... 1 ... 1 ... 1
X, = .
1 ... 1 Tp1 Tper ... T,
Temos que, a menos de uma mudanca de sinal, as quantidades Ay, = (—1)k*1 | X | sao
os cofatores das entradas nulas da ultima linha de X. Consideremos a matriz Yy obtida

da matrix X adicionando uma linha de entradas todas iguais a 1 ao longo da parte mais
baixa:

1 1
L1 Tin
Yo = :
Tn-2)1 -+ T(n—-2)n
1 .. 1

Assim | Yy |= 0, pois Yj possui duas linhas iguais. Consideremos ainda as matrizes:

1 1
T11 Tip
Y, = L k=1,...,n—2
Tn-2)1 --- T(n—2)n
L1 e Tkn,

Note que que | Y}, |= 0, k =0, 1,...,n—2, pois Y} possui duas linhas iguais. Calculando os
determinantes de Yy, Y1, ..., ¥, _» usando os cofatores com relacao a ultima linha, obtemos
que A = (Aq, ..., A,) pertence ao nicleo de X.

Como interpretacio geométrica, observe que w(%y,) =| Xy | nos dé o volume orientado
do paralelepipedo varrido pelos T)’s. Mais ainda, temos §(z) = n — 2 se, e somente
se, um destes determinantes é nao-nulo. Segue agora uma relacao que serd importante
posteriormente. Trata-se de uma maneira de escrever w(Zy) como um n — 2 produto
exterior (lembrando que estamos no espago R"~2):

Lema 2.1. Seja A o produto exterior no espaco R"~2. Temos
(g, k) (x1 —x)) Ao AN (2, — x5) = w(Zg)er Ao A epg

onde os fatores (zy, — x;) e (x; — x;) foram omitidos no primeiro membro, j é um indice
arbitrdrio com j # k, os e;’s formam a base canoénica de R"2 e

. (—1)7, se k<j,
T(.]7k) = { (_1)j+1’ se k > .
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Demonstracao. Considere a seguinte transformagao linear:

T:R"? — R’

€; — T — Ij

A matriz de T é dada por:

T:(.ﬁﬂl—l'j cee Xj1 — T Tj41 — X5 ... Tp—1 — X5 Tgy1 —Tj ... l'n—fﬂj)
se j < k, ou
T:(Z’l—l’j coe Tp—1 — Tj Tg41 — L5 ... Tj-1 —T; Tj41 —Tj ... I'n—l?j)
se j > k.
Temos que:

|T et Ao Nepg = (21 —2j) Ao A (2, — ). (2.2)

(=1 w(Ty), se k<j,
(=1 w(zy), se k> 7.
J-ésima coluna das demais obtendo a seguinte matriz:

)A(éj):( 0o ... 0 1 0 0 >

ry —; ... Tj-1—T; Tj Tj-1—Tj ... Tp—Tj

Afirmacao: | T |= { Considere a martriz X, e subtraia a

Observe que o R
| XY 1= X = w(@) (23)

pois subtrair uma coluna de outra nao altera o determinante.
Expandindo o determinante de X ,9 ) pela primeira linha obtemos que

|5€(j) = (_1)j | T[], se k<j,
k (=17 T, se k>j.

Portanto, de (2.3) e da relagao acima segue que w(Zy) = 7 | T |. Substituindo em
(2.2), temos:
Tw(Tr)er Ao Nepg = (X1 —x5) Ao A (0 — T4).

Multiplicando ambos os membros da equacao acima por 7, obtemos a relacao desejada.

Agora vamos reformular o critério de dimensao em termos das distancias mutuas
ri; = |lzi — ]|, ou melhor, dos seus quadrados s;; = ||z; — x;|>. Quando trabalhamos
. , . -1 A . .

com estas quantidades, nés consideramos as p = % distancias com 1 <1 < j < n

como varidveis independentes. Seja s € RP o vetor com componentes s;;, 1 <i < j < n.

Temos que si; = ||lz; — 2;|]° = (i — xj,2 — x5) = ||@l]* — 2(zs, 25) + ||25]* =
J26]|* = 225 - 5 + || 25,
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Usando isto e as equagoes (2.1), nds temos:
n n n n n
D sl = lwlP Y Ay = 2wy Ajr+ Y llaglPA; =) [l2F4 = —Ao. (2.4)
j=1 J=1 J=1 J=1 J=1

Claramente, o resultado independe de i. Portanto, vamos denota-lo por —A.

Definigao 2.1. Definimos a matriz de Cayley-Menger por:

0 1 1 1 1

1 0 S12 S13 ... Sin
A(S) — 1 s13 0 s93 ... So9, ,

1 Sin S2n S3n ... 0

sendo o determinante de Cayley-Menger o nimero F(s) =| A(s) |. Denotaremos por Fj;
o cofator de elemento na i-ésima linha e na j-ésima coluna de F(s).

Exemplo 1: Considere uma configuragdo x = (z1, ..., x,). Seja Z; a configuragao obtida
de z retirando-se o i-ésimo corpo. O determinante de Cayley-Menger associado a x; é Fj;.

A definicao 2.1 é importante, pois podemos expressar a dimensao de uma configuracao
r em termos de F e seus cofatores, como veremos nos dois préximos resultados.

Proposigao 2.1. Seja x a configuragao de n corpos e seja F' o determinante de Cayley-
Menger associado. Entao 6(x) < n — 2 se, e somente se, F(s) = 0.

Demonstragao. Suponha, sem perda de generalidade, que x; € R"™!. Se §(z) < n—2,
(2.1) tem uma solugao nao-trivial (A, ..., A,), logo algum A; é ndo nulo. Definindo —Aq
como em (2.4), temos que A = (Ag, Ay, ..., A,) é um elemento nao-trivial do nticleo de
A(s). Portanto segue que F'(s) = |A(s)| = 0.

Por outro lado, se F(s) = 0 a equacao A(s)A = 0 tem uma solugdo nao trivial
A = (Ag, Ay, ..., A,) . Para estes A;’s, 1 <i <mn, asoma (2.4) é igual a —A( e também
> -1 Aj=0. Tome

a=2) Ajz; e B=080+) Al (2:5)
=1

j=1
e considere a equagao
a-y=p. (2.6)
Substituindo diretamente z;, 1 < i < n, em (2.6) obtemos de (2.4) que os x;’s satis-
fazem a equacao (2.6) .

Se a = 0 entdo a equagao (2.1) ¢ satisfeita e 6(x) < n — 2 como desejado.

Se a # 0, considere U o espago normal a « e note que todas as solugoes de (2.6)
podem ser escritas na forma x = x; + U, e que todo ponto desta forma é solucao da
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equagao (2.6). Além disso este conjunto de pontos é um hiperplano H nao-trivial, pois
r1,....,x, € H e a & H. Visto que a dimensao de um hiperplano nao-trivial contido em
R ! & igual a n — 2, §(z) < n — 2 como desejado. [ ]

O préximo resultado fornece critérios para decidir quando uma configuracao é de
Dziobek.

Proposicao 2.2. Se F' = 0, as seguintes condi¢oes sao equivalentes:
1. 0(zx) =n—2;
2. No minimo dois cofatores principais F;; sao nao-nulos;
3. posto(A) = n.

Demonstragao. Suponha que F' = 0.

1. = 2. Se §(x) = n — 2 entdo para todo j € {1,...,n} os vetores x; — x;, 1 <1i < n,
1 # j, geram um espagos vetorial de dimensao n — 2.

Desta maneira podemos encontrar dois vetores x;, e x;, tais que 6(z;,) = n—2,k = 1,2.
Desde que §(7;,) = (n — 1) =1 > (n — 1) — 2 pela proposi¢ao anterior agora aplicada a
uma configuracao com n — 1 corpos, concluimos que o determinante de Cayley-Menger
associado a configuracao z;, ¢ Fj,; # 0, k = 1,2. Portanto pelo menos dois cofatores
principais nao se anulam.

kik

2. = 3. Suponha agora que pelo menos dois cofatores principais nao se anulam. Por-
tanto posto(A) > n. Como por hipétese F' = 0 segue que posto(A) < n. Disto segue 3.

3. = 1. Se 3. vale entao a dimensao do nicleo é 1, logo as solugoes sao tinicas a menos
de multiplicacao por constante. Por argumento mencionado anteriormente, qualquer linha
da matriz dos cofatores (Fjy, ..., Finy1) é vetor do nicleo. Como A = (A, ..., A,) também
¢ vetor do ntcleo temos que ;A = (Fiy, ..., Finy1)), € b;A = (Fji, ..., Fjny1)), V1,5 €
{1,...,n+ 1}. Portanto para todo i,k,j,l € {1,...,n + 1} temos:

FiFj = bibj A1y = Fj Fy. (2.7)

Em particular nés temos F; Fj; = FE Por hip6tese temos que posto(A) = n, logo para
algum 4, j € {1,...,n + 1} vale F}; # 0. Entao, pela proposicao anterior, §(z;) =n — 2, o
que nos da que §(z) > n —2. Como F = 0, pela proposi¢ao anterior temos 6(z) < n — 2,
portanto obtemos 1. |

As duas proposigoes anteriores nos dao critérios a respeito da dimensao de uma con-
figuracao que dependem do determinante de Cayley-Menger. Uma questao natural é se
existem representacoes convenientes para os cofatores desta matriz. O préximo resultado
nos da resposta satisfatoria a esta questao.
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Proposigao 2.3. Sejam A(s) e F(s) a matriz e o determinante de Cayley-Menger com s;;
nimeros complexos arbitrarios. Suponha que F(s) =0, com ao menos um dos cofatores
F;; #0. Entao, se A = (Ao, ..., A,) é uma solugao nao-trivial de A(s)A = 0, existe uma
tinica constante k nao-nula tal que

Ej = k:Ai—lAj—17 1 S ’L,j S n. (28)
Mais ainda, pelo menos dois A;’s sao nao nulos para 1 < i < n.

Demonstracao. Segue imediatamente da hip6tese que posto(A(s)) = n. Mais ainda o
vetor A é Unico, a menos de multiplicagao por constante. Pelo que observamos na prova
da Proposicao 2.2, cada coluna da matriz dos cofatores é proporcional a A e pertence
ao nicleo de A(s). Em outras palavras Fj; = k;A;_;. Como A(s) é matriz simétrica,
Fi; = Fj; = k;jA;_,. Consideremos iy, jo tal que Fj ;, # 0. Temos

kigAjo—1 = kjoAj—1 # 0 (2.9)

o que acarreta em k;,, Ajo_1,kj,, Aj,—1 # 0. Fixemos o iy e facamos variar o j. Dividindo
§ _ kg
por A;,_; em (2.9) concluimos que kA;_; = k; onde k = o

paratodo j € 1,...n+ 1.
Logo
E] = kiAj,1 = kAiflAjfl. (2.10)

Note que, como k é o quociente de dois niimeros nao-nulos, k£ é nao-nulo. Visto que a
soma dos A;’s se anula, temos que pelo menos dois A;’s sao nao-nulos para 1 < j < n.
Por hipétese existe Fj; # 0. Pela equacao (2.10) temos que k # 0, A, # 0, A,_; # 0.
Portanto o resultado segue. |

Exemplo 2: Se n = 2 temos

0o 1 1
A(S) = 1 0 512
1 512 0
onde F'(s) = 2s1s.
Exemplo 3: Se n=3 temos:
1 1 1

0 s12 S13
si2 0 813
s13 S23 0

A(s) =

_ == O

Facamos s;; = rfj Podemos calcular A(s) de maneira mais simples subtraindo a

segunda coluna da terceira e quarta colunas, obtendo uma matriz B(s). Expandindo o
determinante de B(s) obtemos:
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F(S) = \B(S)| = (7"12 — T3 — 7“23)(7“13 — T2 — 7"23)(7“23 — T2 — 7"13)(7"23 + 112 +7"13)-

Escrevendo p = %(7“23 + 712 + 713) segue que

F(s :—16<\/p — 712)( —7“13)(19—7“12))2,

onde \/p(p —112)(p —r13)(p — re3) ¢ a férmula de Herdo para cilculo da drea de um
triangulo conhecidos seus lados. Assim podemos ver o determinante de Cayley-Menger
como uma generalizacao desta formula classica para tetraedros de dimensao superior.

2.2 AS EQUACOES PARA CONFIGURACOES DE DZIOBEK

Nesta secao, obteremos equagoes para as configuragoes centrais com §(z) = n — 2 em
termos das distancias mutuas. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que estamos
no espaco R"~2. Tome

A:

(2.11)

SLl E

na equagao (1.3), onde M =) ?:1 m;, ¢ a massa total e 7y ¢ uma nova constante. Desta
. [ 1 n .
maneira, substituindo ¢ = 37 > 75, m;x;, em (1.3) obtemos:

(x; — ;) Z?:l m;xi — Z?:l m;x;
Z mj— 3~

3

= 0. .
7 (2.12)

ji g

Colocando os m;’s em evidéncia na segunda parcela de (2.12), temos que:

S ) S ) (213)

ji i ji
Fazendo
Sij :7}'33_7"0_3’ i # 7, (2.14)
e colocando-o em evidéncia, obtemos as seguintes equagoes:
ijSij(xi —z;)=0,i=1,..,n. (2.15)
J#i

Esta equacao sera mais conveniente para nossos propésitos pois € homogeénea nas variaveis
mi, 1 <i<mn,ery, i,5€{l,...,n}, i#j.

Seja v = (x1 — ;) A ... A (2, — x;) um produto exterior (n — 3)-dimensional, onde
os termos (x; — x;), (z), — x;), (21 — ;) foram omitidos. Considere agora ), m;Si;(z; —
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xj) Avyg = 0. Usando a distributividade do produto exterior e o fato de w Aw = 0, sendo
w um vetor, segue que:

My Sik(Tr — i) A (x1 — ) Ao A (20, — 23) = (2.16)
—mySy(x; — ) A () — 2) A oo A (T, — 24).

Usando a anticomutatividade do produto exterior, a definicao dos A.’s, e o lema 2.1
obtem-se a seguinte relacao:

meSikN; = mySyAy (2.17)

Para () < n — 2 a equagdo acima ¢é trivial, pois os Ay’s sdo todos nulos. Portanto a
equacgao (2.17) nos dd menos informagao que a equagao (2.15).

Seja S € RP, o vetor de entradas S;;, 1 <i<j<n,p= @ O proximo resultado
nos d4 uma parametrizagao dos vetores S, valendo para configuracoes de Dziobek.

Proposicao 2.4. Seja x uma configuragao central com massas nao-nulas e 6(x) = n — 2,
e seja S;; como em (2.14). Entao existem nimeros reais zy, ..., z, e k # 0 tais que:

Sl'j = /{ZZiZj. (2.18)
Mais ainda, ao menos dois dos z;’s sao nao-nulos.

Demonstragao. Uma vez que as massas sao nao-nulas, nés podemos definir
z=—, 1=1,...n. (2.19)

Podemos escrever a equagdo (2.17) como:
Sikzl = Sile. (2.20)

Se 0(x) = n — 2 existe Iy tal que A;, é ndo-nulo e isto implica que z;, é nao-nulo.
Substituindo [ por [y em (2.20) e dividindo ambos os membros desta equagao por z, # 0,

temos:
Silo Zj

Sij = (2.21)
Zlo
Fazendo o i e o j variarem e definindo as constantes:
Sl
ki =22, i=1,..,n, (2.22)
2l

obtemos S;; = k;z; para i # j, i,j € {1,...,n}. Por simetria dos S;;’s temos k;z; = k;z2;.
Isto implica que a matriz
ki ... k,
( Z1 .. Zp )

tem posto 1. Portanto existe um tnico k tal que kz; = k;. Para ver que £ # 0 note
que, caso contrario, nds terfamos S;; = 0, para ¢ # j. Pela definicao dos S;;’s, terfamos
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que todas as distancias mutuas r;; sao iguais. Mas entao terfamos que a configuracao x
seria o simplexo regular (n — 1)-dimensional, que tem dimensdo n — 1. Logo algum S;; é
nao-nulo, e dai, pela forma da equagao (2.18), ao menos dois dos z;’s sdo nao-nulos. W

Da equacao (2.18) segue imediatamente que os vetores S provenientes de uma con-
figuracao de Dziobek satisfazem as equacgoes:

SitSji = SuSjk, (2.23)

onde 1,7, k,l sdo indices distintos, 4,7, k,l € {1,...,n}. Entretanto estas equagbes sdo
mais fracas que a equagao (2.18). Por exemplo,para n = 4 seja Sjo = S13 = So3 =0 e
S14 = Say = S34 = 1. Entao S satisfaz (2.23), mas nao satisfaz (2.18). Por esta razao é
preferivel trabalhar com as variaveis z;, 1,...,n no lugar das varidveis Sj;.



CAPITULO 3

ALGUNS FATOS DA ALGEBRA COMUTATIVA

Neste capitulo estaremos interessados em resultados que servem de embasamento teérico
as aplicacoes da geometria algébrica a serem feitas no capitulo 4.

3.1 TEOREMAS DE HILBERT

O teorema da base de Hilbert juntamente com o teorema dos zeros de Hilbert permitem
a construcao da exata relagao entre conjuntos algébricos e ideais radicais. Os anéis que
consideramos sao comutativos com identidade multiplicativa 1. Iniciaremos por algumas
definigoes.

Definicao 3.1. Dado um anel A, um subconjuto I C A é um ideal se:
1. 0 eI,
2.a,bel=a+bel,
3.acl,be A=abel.

Definicao 3.2. Um subconjunto C' C I é um conjunto de geradores de I se todo elemento
a € I se escreve na forma a = a1cq + ... + a,c, para certos ay,...,a, € A, c¢1,...,c, € C.
Notagao: I = (C). Quando C' é finito, escrevemos I = (C) = (cy, ..., ¢,) e dizemos que
I ¢é finitamente gerado.

Definicao 3.3. Um anel A é noetheriano se todo ideal I C A é finitamente gerado.

Teorema 3.1. [O teorema da base de Hilbert, 1890] Se A é noetheriano, entao Alz] é
noetheriano.

Demonstracao. Suponha A[x] ndo-noetheriano. Entdo existe ideal J C Alx] que nao
é finitamente gerado. Seja f; € J de menor grau possivel. Seja fo € J \ (f1) de menor
grau possivel. De modo indutivo seja fx € J \ (fi,..., fx—1) de menor grau possivel.

Denotemos por a; o coeficiente dominante de fi, e por n, o grau de f,. Isto é
fe = apx™ + ap,_ 2™+ ag,.

Consideremos a cadeia de ideais a; C (aj,az) C ..., onde (a;) C A, i € N. Afir-
mamos que esta cadeia nao estabiliza. De fato supondo o contrario, digamos(ay, ..., a;) =
(aq,...,ags1) = ... Entdo temos que ag; = Zle b;a;.

Definindo g = fr11 — Zle bz 17" f. € J. Temos:

1. gr(g) < gr(fr+1), onde gr denota a fungao grau definida em A[z];

2. g€ J\ (f1,.., fx), pois se g € (f1,..., fx), terfamos fri1 = g+ Zle bix k1T s €
(15 Jr)-

15
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Pela escolha de fi1 isto é uma contradi¢ao. Logo a cadeia (a;) C (a1, az2) C ... ndo esta-
biliza. Portanto o ideal de A U2, (ay, ..., ax) nao ¢ finitamente gerado, o que contradiz a
hipotese de ser A noetheriano. |

Corolario 3.1. Se k é corpo k[z1, ..., x,] é noetheriano.

Demonstracao. Procederemos por inducao.

n = 1: k[x1] é dominio de ideais principais, logo é noetheriano. Suponha agora que o
resultado vale para n = k — 1. Sendo k[zq, ..., xx_1] noetheriano, pelo teorema 3.1, temos
que k[xq, ..., xx] = (k[x1, ..., 2x_1]) [x,] é noetheriano. [ |

3.2 EXTENSOES DE HOMOMORFISMOS

Como veremos, a demonstracao do teorema dos zeros de Hilbert depende, em certa altura,
da existéncia de uma extensao de um homomorfismo o : £ — k* a uma algebra finitamente
gerada sobre k, onde k® denota o fecho algébrico de k. Portanto, voltaremos nosso
interesse para o problema de estender um homomorfismo o : £k — k% a certos tipos de
extensoes do corpo k. Denotaremos por K, um corpo algebricamente fechado.

Teorema 3.2. Seja k um corpo, F uma extensao algébrica de k, e 0 : k — K um ho-
momorfismo injetivo de k em K algebricamente fechado. Entao existe um homomorfismo
injetivo de E em K que estende 0. Se E é algebricamente fechado e K é algébrico sobre
o(k), entao tal extensao de o é um isomorfismo.

Demonstragao. Seja S o conjunto dos pares (F,7), onde F' é subcorpo de E contendo
k, e 7 é uma extensdo de ¢ a um homomorfismo injetivo de F em K. Se (F,7) e (F', ')
sao tais pares, escrevemos (F,7) < (F',7') se F' C F' e 7'|F = 7. Temos que S # & pois
(k,7) estd em S. Dada uma familia totalmente ordenada {(F;, 7;)}, fazendo F' = UF; e
7 = 7; em cada Fj;, obtemos uma cota superior para tal familia. Usando o lema de Zorn
obtemos um elemento maximal de S, (L, \). Se existe elemento @ € E \ L, podemos
estender A\ para L(«), contradizendo a maximalidade de (L, \). Portanto L = E como
queriamos. Se E é algebricamente fechado e L é algébrico sobre o(k) entao o(FE) é alge-
bricamente fechado e L é algébrico sobre o(FE), dai segue que L = o(FE). [ |

Observacao: Deste resultado segue que o fecho algébrico é tinico a menos de isomorfismo.

Definicao 3.4. Um ideal P C A é primo se ab € P implica em a € P oub € P. Um
ideal M C A é maximal se M C I, com I ideal de A entao M =1 ou A=1.
Observagao: Se ¢ : A — B é homomorfismo de anéis entao

1. ¢(A) é dominio se, e somente se, o nicleo de ¢ é ideal primo;

2. ¢(A) é corpo se, e somente se, o nicleo de ¢ é ideal maximal.
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Definigao 3.5. Um anel o é local se possui apenas um ideal maximo m. Notagao: (0, m)

Estendemos ¢ quando a extensao de corpos era algébrica, vamos agora estender o
quando a extensao de corpos é inteira. Primeiro consideremos o caso onde A é anel local.

Proposicao 3.1. Seja (o,m) um anel local, e o C B uma extensao inteira. Seja o :
0 — K, um homomorfismo, com K algebricamente fechado. Entao o se estende a um
homomorfismo de B em K.

Demonstracao. O ntcleo de o é um ideal maximal que tem que ser m. Pela propriedade
do levantamento para extensoes inteiras, existe um ideal maximal M de B, tal que MNo =
m, e o/m é isomorfo a o subcorpo ¢(0) C L. Podemos encontrar um isomorfismo 7 entre
o/m e o(o) tal que a composigao da projecao de 0 em o/m composta com 7 é 0. Podemos
estender o isomorfismo entre o/m e o(0) a B/M, de modo que o seguinte diagrama
comute:

—>B/M

2,

e deste modo obtemos um homomorfismo de B em L que estende o. |

Vamos usar o caso local para atacar o caso geral para extensoes inteiras.

Proposicao 3.2. Seja A C B uma extensao inteira de anéis. Seja c A — K, um homo-
mortfismo, com K algebricamente fechado. Entao o se estende a um homomorfismo de B
em L

Demonstragao. A imagem de ¢ é um dominio portanto o seu nucleo é um ideal primo
P. Considere o conjunto multiplicativo S = A\ P. Podemos considerar os anéis de fragao
S7tA e ST!B. Assim temos o seguinte diagrama comutativo:

B S—'B

.

A—=S71A=Ap

Desde que S™'A C S™!B é extensao inteira e S7'A é local, podemos reduzir nosso pro-
blema ao caso local demonstrado acima. [ |

Teorema 3.3. Seja k um corpo, e seja k[z1, .., x,] = k[z] uma dlgebra finitamente gerada
sobre k. Seja o : k — K um homomorfismo injetivo de k em um corpo algebricamente
fechado K. Entao existe uma extensao de o a um homomorfismo de k[z] em K.
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Demonstracao. Seja m um ideal maximal de k[z|. Seja o : k[z] — k[z]/m. Entao
o(k)lo(xy),...,0(x,)] é um corpo, e portanto, uma extensao de o(k). Desta observagao
segue que podemos reduzir ao caso de k[x, ...z, corpo, porque aplicando ¢oo~ ! a o(k),
podemos estender esta aplicagao para um homomorfismo de o(k)[o(xy), ..., 0(z,)] em K.
Compondo este homomorfismo com o obtemos a extensao de k requerida.

Temos entao que k[z] é extensao de k. Se esta extensao é algébrica, pelo teorema 3.2
o resultado segue. Caso contrario, sejam tq,....t., 7 > 1 base de transcendéncia de k.
Sem perda de generalidade podemos assumir que ¢ ¢é a identidade de k. Cada elemento
X1, ..., T, ¢ algébrico sobre k(ty,...,t,). Se nés multiplicarmos os polinémios minimos de
x; em k(t)[X], pelo minimo multiplo comum dos denominadores dos coeficientes destes
polinémios, obtemos polinomios nao-nulos em k[t][X]. Sejam ay,...,a, os coeficientes
lideres destes polinémios, e seja a(t) o produto

a(t) = ay...a,.

Desde que a(t) # 0, existem elementos t},...,t. € k% tais que a(t') # 0, e portanto,
a;(t') # 0 para todo i. Cada x; é integral sobre o anel

1 1
ai(t)” " ar(t)

Considere o homomorfismo ¢ : k[ty, ..., t,] — k% tal que ¢ ¢é a identidade de k, e ¢(t;) = t}.
Seja P o ntcleo deste homomorfismo. Note que P é ideal primo pois todo subanel de
um corpo é dominio. Note ainda que a(t) ¢ P. Como todo elemento de P é invertivel
em k* pela propriedade universal dos anéis de fragoes, nosso homomorfismo ¢ se es-
tende unicamente para k[t]p. Pela proposicao 3.2, ¢ se estende para um homomorfismo
¢ : k[t]plz, .., x,] — k%, pois cada z; é inteiro sobre A C k[t]p. Uma vez que podemos
obter homomorfismo injetivo de k[t|[x1, .., z,] em k[t|p[z1, .., x,] € de k* em K| o resultado
segue. |

A=k |ty ..t

Coroldrio 3.2. Seja k um corpo e klxy,...,z,| algebra finitamente gerada sobre k. Se
k[x] é corpo, entao kx| é algébrico sobre k.

Demonstracao. De fato, a inclusdo k£ — k% induz um homomorfismo entre k[z] ¢ um
subcorpo de k® que é algébrico sobre k. |

3.3 TEOREMA DOS ZEROS DE HILBERT

Defini¢ao 3.6. Seja S um conjunto de polinémios no anel de polinémios klxy, ..., T,)].
Seja L uma extensao de k. Um zero de S em L é uma n—upla de elementos (c1, ..., C,)
de L tal que

f(ery.ooyen) = 0 para todo f € S.
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O préximo resultado nos da uma condicao para que um conjunto de polinomios tenha
Z€ro comuim.

Teorema 3.4. Seja I um ideal em klx| = k[x,...,x,]. Entao I = k[z]| ou I tem zero em
ke

Demonstragao. Suponha I # k[z]. Entao I estd contido em algum ideal maximal m
e k[x]/m é uma extensao de k finitamente gerada pelas classes de y, ..., ,, mod m. Pelo
corolario 3.2, esta é uma extensao algébrica de k, que pode ser imersa no fecho algébrico
k*. O homomorfismo obtido compondo a projegao ¢ : k[z] — k[x]/m com a imersao
obtida acima obtemos o zero de m desejado. |

Teorema 3.5. [Hilbert Nullstellensatz] Seja I um ideal de k[x]. Seja f um polinémio
em klz] tal que f(c) = 0 para todo zero (¢) = (cy,...,¢,) de I em k®. Entao existe um
inteiro m > 0 tal que f™ € 1.

Demonstracao. O resultado ¢ trivial para f = 0, portanto nés podemos tomar f # 0.
Noés vamos usar o truque de Rabinowitsch que consiste em introduzir uma nova variavel
y, e considerar o ideal I’ de k[x,y], gerado por I e 1 — yf. Afirmamos que este ideal
nao possui zeros. De fato todo zero de I’ é zero de f, mas isto implicaria que 0 = 1,
absurdo! Logo I’ = k[x, y] pelo teorema anterior. Portanto existem polinémios g; € k[z, y|
t=0,..,neh;el,j=1,..,n,tais que

1=go(1 —yf) +gihi + ... + gnha
Passando o quociente por < 1 —yf > obtemos:

Utilizando o fato que k[z]; = k[z,y]/ <1 —yf >, temos que:

8 Bn
Lo, an et
1 I I 7
onde ay, .., &, 1, ..., Bn € k[z], m é o grau méximo de y nos polindémios g;. Multipli-

cando tudo por f™ obtemos

Deste modo, concluimos a prova.
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3.4 RESULTANTES

As resultantes nos fornecem um critério para decidir quando dois polinémios f e g € C[x]
possuem raiz em comum. Uma aplicagao importante da resultante é permitir a eliminagao
de varidveis de sistemas de equagoes polinomiais em Clzy, ..., ;).

Definigao 3.7. Sejam f = 3 ", fix' e g =3 1", g;a’ dois polinomios em Clz]. A matriz
(m+n) x (m+n)

Jn Ym
fnfl fn Im—1 9m
fn q
fnfl 90
Jo ' :
t o
fo 9o

é a matriz de Sylvester de f e g, onde os espacos em branco sao preenchidos por zero.
A resultante de f e g, denotado por Res, .(f,g) é o determinante da matriz de Sylvester.

A seguir enunciamos dois resultados que utilizamos para eliminar varidaveis em um

sistema de equacoes polinomiais. Demonstragoes destes resultados podem ser encontrados
em [9].

Proposigao 3.3. Sejam f =Y, fix' eg = > " g;a’ dois polinomios em Clz] de graus
> 1 tais que fn,gm # 0. As seguintes condi¢oes sao equivalentes:
1. Res(f,g) =0;

2. Existem polinomios A(x), B(z) € C|x] de graus menores que n e m, respectivamente,
tais que A(r)g(z) = B(z)f(x);

3. f e g tem um fator comum nao constante em C.
Proposigao 3.4. Sejam o, ..., € B1, ..., By asraizes de f = 3", fix' eg =" g;a7,

respectivamente. Entao o resultante é dado por:

Res(f.g) = firam | [ 11 (: = 5)):

i=1j=1



CAPITULO 4

ALGUNS FATOS DA GEOMETRIA ALGEBRICA

4.1 O ESPACO PROJETIVO

Neste capitulo estudaremos propriedades das variedades quasi-projetivas que serao apli-
cadas ao problema da finitude de configuragoes centrais de Dziobek. Nossa principal
referéncia é o capitulo I de [16].

Seja K corpo, e K" o conjunto dos pontos a = (ay,...,a,), a; € K, i =1,...,n. K" é
denominado espaco afim n—dimensional sobre K.

Defina em K"\ {(0,...,0)} a seguinte relagao de equivaléncia:

(a1, .oy anir) ~ (by,ooiybpy1) & 3 A€ K\ {0} tal que a; = A\b;,
ie{l,..,n+1}

Definicao 4.1. O espaco projetivo n-dimensional sobre K é dado por:

P = (K" \{(0, .., 0)})/~. (4.1)

Geometricamente cada elemento [a] = {\(ay,...,an1) : A € K\ {0}} € P} pode
identifiado com uma reta que passa pela origem (0, ..., 0). Denotemos [a] = (a; : ... : ap41).

Se apy1 # 0 temos que [a] = (a1 : ... 1 apy1) = (aZil D a:ﬁ 1)

Se a1 = 0, temos que [a] = (ay : ... : a, : 0) com ay,...,a, definido a menos de
multiplicagao por constante.

Assim podemos representar Py da seguinte maneira:

Pg = {any1 = 1} U {an1 = 0}, (4.2)

onde {a, 1 = 1} estd em bijecao com o espago afim K" e {a,,1 = 0} estd em bijegao
n—1
com Py .
Daremos agora algumas definicoes:

Definicao 4.2. Consideremos o anel K|xy, ..., z,,|. Dizemos que um polinémio f € K[z, ..., z,]
se anula no ponto [a] € Pg se f(b) =0, V b € [a]. Notagao: f([a]) = 0.

Definicao 4.3. Uma variedade projetiva é um subconjunto de Py da forma
V ={lal : pi(la]) = 0, Vj € J}
onde {P;}jc; € um subconjunto de k[xo, ..., z,).

Estamos interessados no caso em que K = C. Denotaremos o espaco projetivo n-
dimensional sobre C por P".

21
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Lema 4.1. Seja V' C P" um subconjunto. O conjunto Iy, dos polinémios f € Clxg, x1, ..., Tp)
que se anulam em todos os pontos [x] € V' formam um ideal de C|xg, 1, ..., x,].

Demonstracao. Note que o polinomio nulo pertence a Iy,. Considere g1,9, € Iy .
Temos entao que para [x] € V, g;([z]) = 0, i = 1,2. Portanto g;([z]) + ¢g2([z]) = 0. Logo,
g1+ 92 € Iy

Por outro lado, se g € Iy, [z] € V. Se a(z) € Clx,...,z,], temos entao que

a(lz])g([z]) = 0.

Portanto Iy, é um ideal de C|xy, ..., z,], como queriamos provar. |

Proposicao 4.1. O ideal Iy, como acima, é homogéneo, isto é, cada elemento f € Iy, é
combinacao finita de polinomios homogéneos que estao em Iy, .

Demonstracao. Seja f € I,. Podemos escrever

f=fo+ fit ..+ fr, (4-3)

onde f; é polindmio homogéneo de grau ¢, parai = 0,1, ...,r. Para todo [a] € V temos que
f([a]) = 0, isto é, f(Aao, ..., Aa,) = 0 para todo A # 0, sendo (ay, ..., a,) um representante
para a classe [a] arbitrario. Assim evaluando em (4.3), em Aag, ..., Aa,, obtemos:

0= f(Aag, ..., Aa,) = f = fo(Aag, ..., Aay) + ... + X fr(ao, ..., an). (4.4)

Portanto f;(ao,...,a,) =0, parai=0,1,...,7. Como este argumento independe dos rep-
resentantes para a classe, fi([(ao,...,a,)]) =0Vi=1,...,n. Logo f; € Iy Vi=1,...,n, e
portanto Iy, é homogéneo. |

Portanto uma variedade projetiva fechada pode ser dada por um sistema de equacgoes
homogéneas. Logo a definicao de variedade projetiva pode ser reescrita como

V={ld: f;(la]) = 0, .., fs.([a]) = 0, 5 € J} = {[a] € P"[f([a]) = OV € S homogeéneo},

onde S é um subconjunto de K[z, ..., Z,).
Dado um ideal I C Clzy, ..., z,,] podemos definir o conjunto

V(1) ={la] : f([a]) =0, Vf €I},
que é uma variedade projetiva em P".

Lema 4.2. Seja V' uma variedade projetiva (como na defini¢ao 4.3) dada por V = {[a] €
P"|f([a]) = OVf € S}. Entao V =V (< 6 >) onde < § > é o ideal gerado por S.

Logo podemos supor que o sistema de equagoes homogeéneas é determinado pelos
geradores de um ideal.
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4.2 TOPOLOGIA DE ZARISKI
Iniciaremos esta secao relembrando as principais operagoes com ideais: .

Definigao 4.4. Sejam I, J ideais de A. Entao:
1. Oideal I +J ={a+b:a€l, be J} é chamado de ideal soma de I e J.
2. Oideal IJ ={ab:a €I, be J} é chamado de ideal produto de I e J.

3. Oideal VI = {a € A : a" € I, para algum inteiro n > 0} é chamado de radical do
ideal 1.

Definicao 4.5. Um ideal I C A é radical se I = /1.

Deixamos para o leitor a tarefa de verificar que /T é de fato um ideal.

Observagao: As operacoes de soma arbitraria, a intersecao finita e radical preserva
a homogeneidade dos ideais envolvidos. Nao faremos mensao explicita, mas o proximo
resultado depende disto.

Vimos na segao anterior que dado um ideal I C Clzy, ..., z,,41] podemos associd-lo a
uma variedade projetiva V(I) C P, que satisfaz as seguintes propriedades:

Lema 4.3. Sejam I, e Iy ideais de Clxy,...xp11] € {Is}acs uma familia de ideais de
Clxo, ..., T4
1. I, C L= V(L) 2 V(L)
V(L) UV(L) = V(I N L) = V(L)
maGJV([a) = V(ZaE] Ia)
V(1) = V()
NI =V, & V(L) =V()

Demonstragao.

1. Se [a] € V(I3) entao f([a]) =0V f € I,. Em particular, f([a]) =0, V f € I;. Logo,
[CL] € V(Il)

2. Segue de 1. que V(I;) UV (Iy) C V(I; N I3): Se [a] € V(1) UV (Il3), podemos supor
que [a] € V(I;). Como I NIy C I, pelo item 1. V(I;) C V(I N I,), portanto,
la] € V(I N I,).

V(I, N Iy) € V(I113): Desde que I1I, C I; N Iy, aplicando o item 1, obtemos o
desejado.

V(I1Iy) € V(I;) UV(Iy): Suponha por contradi¢cio que existe [a] € P" tal que
la] € V(I113) \ (V(I;) UV (I5)). Portanto existem f € I; e g € I, tais que f([a]) # 0
e g([a]) # 0. Logo, fg(la]) # 0. Temos uma contradicao, pois fg € I 1.

3. C:la] € NaesV (o) = f(la]) =0Vfe L, ,Vaec = f(la) =0Vfe) o, lo=
@] € V(Soe, ).

D: Temos I, C Y ;LY a € J. Peloitem 1, V(3 ., 1.) C V(I,). Logo,
V(S e 1) € NacsV (1)

4. Segue diretamente do item 1. do lema que V(vI) C V(I) e da definicio de radical

que V(I) C V(VT).

o

Gl W
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5. =: Se /11 = /I entdo pelo item 4. do lema temos V' (I;) = V (1).
«: Se V(I;) = V(I3) pelo teorema 3.5 obtemos que v/I; = /I
]

Portanto, segue das propriedades 2 e 3 do lema acima que podemos definir uma
topologia em P" cuja familia de fechados sao as variedades projetivas. Esta topologia é
chamada de Topologia de Zariski em P”.

Definicao 4.6. Um aberto de Zariski é o complemento de uma variedade projetiva em
P,

Os abertos de Zariski sao considerados conjuntos “grandes” pois sao abertos e densos
na topologia usual de P".

Definicao 4.7. Dizemos que uma propriedade é genérica, ou vale em quase toda parte,
se vale em um aberto de Zariski.

4.3 VARIEDADES QUASI-PROJETIVAS

O objeto de estudo desta secao sera o mais util para resolver o nosso problema porque
ele nés permitird excluir as configuragdes singulares (ver definigdo 1.1 da introdugao).

Definigao 4.8. Uma variedade quasi-projetiva é um conjunto da forma' V= X \'Y, onde
X eY sao variedade projetivas.

Note que, equivalentemente, V' é um aberto relativo de uma variedade projetiva na
topologia de Zariski-induzida.

Definicao 4.9. Um subconjunto de uma variedade quasi-projetiva W C V' é uma sub-
variedade se, e somente se, é um subconjunto fechado. Dizemos que uma variedade
quasi-projetiva V é irredutivel se nao puder ser escrita na forma V= AU B onde A e B
sao subvariedades projetivas proprias.

As variedades quasi-projetivas irredutiveis sao importantes porque nos permitem re-
presentar uma variedade quasi-projetiva arbitraria de uma maneira bastante conveniente.

Definicao 4.10. Seja V uma variedade quasi-projetiva em P". Dizemos que V admite
uma decomposicao em subvariedades irredutiveis ou simplesmente, decomposi¢cao em ir-
redutiveis se V' pode ser escrito na forma V = Ul ,V;, onde cada V;, © = 1,...,n é uma
subvariedade quasi-projetiva irredutivel de V maximal.

Proposicao 4.2. Se V é uma variedade quasi-projetiva entao V' admite decomposi¢ao
em componentes irredutiveis.

Demonstragao. Seja (V, D) um conjunto parcialmente ordenado pela inclusao. assuma
que V a familia de todas as variedades quasi-projetivas que nao podem ser representadas
como acima é nao-vazia.

Dada uma cadeia Vi(I1) D Vao(lz) D ... D V,(I,) D ..., de V temos pelo lema 4.3
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item 5. uma cadeia de ideais v/I; C /I C ... C /I, C .... Como o anel de polinomios
Clxg, 1, ..., T,] é noetheriano, esta cadeia estabiliza em algum ng, portanto, a nossa cadeia
de variedades também estabiliza em ny. Logo temos que uma cota superior para a cadeia
em F é N2, V; =V,,. Assim, pelo lema de Zorn, F tem um elemento maximal W. Como
W nao é irredutivel, pode ser escrito como W = A U B onde A, B sao subvariedades
projetivas préprias. Pela ordenacao parcial fixada e pela escolha de W segue que A e B
possuem representacao como uniao finita de irredutiveis, logo V' também possui uma tal
representacao. Assim chegamos a uma contradigao. |

Definicao 4.11. Uma decomposi¢cao em componentes irredutiveis V- = U ,V;, onde cada
Vi, i =1,...,n de uma variedade quasi-projetiva V-.C P" é dita irredundante se V; ¢ V;

para i # j.

Teorema 4.1. Toda variedade quasi-projetiva V' C P" admite uma tinica decomposicao
irredudante.

Demonstracao. Existéncia: Dada uma variedade quasi-projetiva V' C P", se consid-
erarmos uma decomposi¢ao em irredutiveis V = U, V;. Se V,, ¢é subvariedade prépria
irredutivel de V' tal que V;, C Vj,, para alguma subvariedade Vj, da decomposi¢ao pode-
mos descartar V;, desta decomposicao. Repetindo este processo um numero finito de
vezes obtemos uma representagao V = UV tal que V; € V; para i # j. Unicidade: Seja
X = U;X; = U;Y; duas representacoes irredundantes. Entao X; = X;NX = X;N(Y;Y;) =
U;(X;NYj). Esta é uma decomposigao em irredutiveis para X; portanto existe indice jo,
tal que X; = X; NY),. Dal X; C Y},. Analogamente concluimos que existe indice 7, tal

que X; C Y, C Xj,. Conseqiientemente X; = X;,. Portanto Y;, = X; [ |
Podemos definir variedades quasi-projetivas no espacgo produto:
Definicao 4.12. Uma subvariedade V' C P" x P é um conjunto da forma

V ={([z],[w]) : pi(z,w) =0,i € T},

onde p;(z,w) = p(2q, ..., Zn, Wo, ..., Wy,) S0 separadamente homogéneos nas variaveis z e
w, com graus de homogeneidade possivelmente diferentes.

Podemos generalizar esta definicao para produtos de espacos projetivos arbitrarios.

Definicao 4.13. O fecho de uma variedade quasi-projetiva V é a menor variedade pro-
jetiva (com respeito a inclusao) que contém V.

Definiremos agora um tipo de aplicagao entre variedades quasi-projetivas que sao
muito importante no que segue:

Definicao 4.14. Sejam V C P* e W C P* variedades quasi-projetivas. Uma aplicacao
f:V — W é regular em um ponto [z| € V se existe um aberto de Zariski U} de [Z] tal
que f é dada por:

(fO(w07 ---7wn>7'-~7fk(w07-'-7wk>) v [’LU} = [w()a'-'awn] € U[z]
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onde a familia { f;}%_, é formada por polindmios homogéneos de mesmo grau que nao se
anulam simultaneamente em (w| € Up).

Por exemplo a projecao m; : P* x P¥ — P*¥ ¢ uma aplicacdo regular pois é dada por
polinomios nem todos nulos, devido a homogeneidade das coordenadas.

Proposicao 4.3. Aplicagoes regulares sao continuas na topologia de Zariski.

Para uma demonstragao deste fato, ver [16]

Outro conceito importante no que segue é o de aplicagao regular dominante. O nome
é devido ao fato de a dimensdo de X “dominar” a dimensao de Y se existir uma tal
aplicacao de X em Y.

Definigao 4.15. Uma aplicagao regular f : V' — W é dita dominante se f(V') nao esta
contida em nenhuma subvariedade prépria de W. Equivalentemente, f(V) = W.

O préximo resultado serd importante mais adiante, para uma demonstragao, ver [16]:

Teorema 4.2. Se f : X — Y é um mapa regular dominante entao f(X) contém algum
aberto de Zariski Wy nao-trivial.

Note que Vo = f~1 (W) é variedade quasi-projetiva pela continuidade de f. Portanto,
podemos definir uma aplicagao regular sobrejetiva f’ : Vj; — W, obtemos um mapa
sobrejetivo de variedades quasi-projetivas.

Lema 4.4. Se f: V — W é dominante e V' é irredutivel, entao W é irredutivel.

Demonstracao. De fato, seja W = W; U W, uma decomposi¢ao em subvariedades
préprias. Por continuidade e pelo fato de f ser dominante V = f=(Wy) U f~1(Wy) é
uma decomposicao de subvariedades proprias para V', contrariando a hipétese de V' ser
irredutivel. |

Definicao 4.16. A dimensao de uma V variedade quasi-projetiva irredutivel em C"
denotada por dim(V') pode ser definida como:
1. dim(V') é o grau de transcendéncia do corpo das fun¢oes racionais em V.
2. dim(V') = d se d é o menor inteiro tal que todo subespaco linear de L C P™ de di-
mensao n—d—1 que nao esta inteiramente contido em alguma componente irredutivel
de V é disjunto de V.
3. dim(V ) = d, quando existe um aberto de Zariski em V' tal que para todo ponto neste
aberto, V é definido localmente (na Topologia de Zariski) por n — d polinémios com
diferenciais independentes.

Estas definigdes bem como suas equivaléncias podem ser encontradas em [7] e [16].

Definicao 4.17. Se V é uma variedade quasi-projetiva redutivel, entao a dimensao de
V' é definida como o maximo da dimensao de suas componentes irredutiveis.
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A seguir enunciaremos alguns fatos acerca da dimensao de uma variedade quasi-
projetiva. Para uma demonstragao destes fatos, consultar [16].

1. Uma variedade quasi-projetiva V' tem dimensao 0 se, e somente se, V' é um conjunto
finito nao-vazio.

2. Se V! C V é uma subvariedade prépria de uma variedade irredutivel V entao dim (V') <
dim(V).

3. A dimensao de uma variedade quasi-projetiva V' é igual a dimensao do seu fecho.

4. Se W C V é um aberto de Zariski entao dim(W) = dim(V').

Para demonstrar o resultado central desta se¢ao, utilizaremos as duas préximas proposigoes,

cujas demonstragoes também podem ser encontradas em [16]:

Proposicao 4.4. Se f : V — W é uma aplicacao regular sobrejetiva entre variedades
quasi-projetivas, entao dim(V') > dim(W). Mais ainda, toda componente irredutivel de
toda fibra f~1([z]) tem dimensao pelo menos dimV-dimW, com a igualdade valendo em
algum aberto de Zariski nao-trivial.

Proposicao 4.5. Seja f : V. — W uma aplicacao regular entre variedades quasi-
projetivas. Entao:

1. Se f é dominante entao dim(V') > dim(W).

2. Se toda fibra f~([w]), [w] € W tem dimensao pelo menos d, entao dim(V) <
dim(W) + d.

3. Se W é irredutivel e dim(V') < dim(W) entao quase toda fibra é finita.

Demonstracgao.

1. Escolha uma componente irredutivel W; C W de dimensao maxima. Desde que f
¢ dominante, existe alguma componente irredutivel V; C V tal que f : V; — W; é
dominante. Portanto, de acordo com o teorema [?] existem subconjuntos abertos de
Zariski V;, C V; e W;, C W;, que tem a mesma dimensao de V; e W respectivamente
e f: Vi, — W,, éaplicagao sobrejetiva. Portanto pela proposicao 4.4 temos:

dim(V) = dim(V;) = dim(W;) = dim(W).

2. Tome qualquer componente irredutivel V; de V. A aplicacao f : V — W é
dominante, portanto existe componente irredutivel W; C W tal que f : V; — W, ¢é
dominante. Podemos restringir a aplicacao f se necessario, a subconjuntos zariski
abertos V;, C V; e W, C W; tais que f é sobrejetiva. Pelo proposi¢ao anterior,
concluimos que dim(V;) — dim(W;) < d.

3. Para demonstrar isto, é suficiente considerar a restricao de f as componentes ir-
redutiveis V; de V. Se f : V; — W nao é dominante entdao o resultado é trivial
por que quase toda fibra é finita, ja que é vazia. Se f : V; — W é dominante
entdao, pelo item 1., temos que dim(V;) > dim(W). Uma vez que, por hipéGtese,
dim(V;) < dim(W) temos dim(V;) = dim(W). Restringindo a uma aplicacdo so-
brejetiva f : V;, — W, entre subconjuntos abertos de Zariski, temos pela pela
proposigao anterior, que existe uma aberto de Zariski tal que a dimensao de f~*([z])
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é igual a dim(V;,) — dim(W;,) = dim(V;) — dim(W') = 0. Portanto, quase toda fibra
tem dimensao zero, logo é um conjunto finito.



CAPITULO 5

FINITUDE GENERICA PARA CONFIGURACOES
CENTRAIS DE DZIOBEK

5.1 A VARIEDADE DAS CONFIGURACOES DE DZIOBEK

Seja p = w Seja r € CP*l, o vetor com componentes 7 e rij, 1 <1<y <n
Seja [r] € PP a classe de equivaléncia dos pontos com coordenadas homogéneas r. Vamos
supor que as variaveis z; definidas na proposicao 2.4 sao complexas e vamos introduzir
uma variavel adicional zg. Entao nés temos z = (zo, ..., z,) € P" e [z] € P". No segundo
capitulo, obtivemos equagoes algébricas satisfeitas pelas configuracoes centrais de Dziobek
nas varidveis r;; e z;. Também obtivemos um critério para decidir se uma configuracao
é de Dziobek em termos do determinante de Cayley-Menger. Nesta se¢ao nds vamos
utilizar estas equacoes para definir uma variedade quasi-projetiva que contém todas as
configuragoes de Dziobek e vamos calcular sua dimensao.

Dado um vetor r que provem de uma configuracao central de Dziobek, as equacoes

(2.14) e (2.18) implicam que as seguintes equagoes tem uma solugao nao-nula z € C"**:

Tt T To = %% (5.1)
-3 _ 2
Ty = 20,

onde o fator k proveniente da equagao (2.18) foi absorvido fazendo uma mudanga de
variaveis e foi incluida uma nova equacao definindo zy. Ndés vamos usar essas equagoes
juntamente com o determinante de Cayley-Menger para definir uma variedade em P? x P".
A dificuldade encontrada para fazer isto é que as equagoes (5.1) ndo sao polinémios
homogéneos. Para supera-la, vamos definir o conjunto singular

S = {((r)[2) € B x P zor0 [ [ s = 0},
i<j
No complemento de ¥, os zeros de (5.1) estao contidos nos zeros das equagoes:

2(rg = 1iy) = iz, (5-2)

1 < i < j < n, que sao separadamente homogéneas em r e z. Podemos definir uma
variedade quasi-projetiva, V', que contém todas as configuracoes de Dziobek:

V={(r],[z]) ePP xP"\ X: F(rfj) =0 e (5.2) valem}.

Noés vamos trabalhar também com subvariedades obtidas fazendo alguns dos z; = 0.
Seja
Vie={(r],[2]) €V : 2441 = ... = 2, = 0}, (5.3)

O seguinte lema sera importante na demonstracao do resultado principal desta secao:

29



5.1 A VARIEDADE DAS CONFIGURACOES DE DZIOBEK 30

Lema 5.1. Sejam w;; € C, 0 <7 < j < n, raizes terceiras da unidade. Entao

0 1 1 1 ... 1

1 0 2(4}12 w1z ... Win

1 2(,012 0 W3 ... Wap

1 w13 Wa3 0 o Wsp 7& 0.
1 W1in Won W3n ... 0

Demonstracao. O determinante pode ser expandido em somas de monomio nos w;;
com coeficientes inteiros. Cada monémios é igual a um multiplo inteiro de 1, w e w?, onde
w = %1 + ‘/73 Mais ainda o determinante é da forma o + Sw + yw?, onde «a, 8 e w sao
inteiros tais que a+ 3+ independem da particular escolha dos w;;. Uma expressao deste
tipo se anula se, e somente se, ¢ multiplo inteiro do polinémio minimo de w, 1 + w + w?,
isto é, se, e somente se, « = = . Uma condicao necessaria para isto é que av + 3 +
seja divisivel por 3. Por outro lado, a 4 3+ ¢ o valor do determinante quando w;; = 1,
V0 <i<j<n,eesteé (—1)"4. Portanto o determinante acima nao pode se anular. W

O resultado a seguir é um lema técnico que sera utilizado na demonstracao do préximo
teorema. Sua demonstracdo pode ser encontrada em [16].

Lema 5.2. Se uma variedade projetiva V é definida por um tnico polinomio nao trivial
entao todas as componentes irredutiveis de V' tem dimensao n — 1

O préximo resultado seréa importante para provar o teorema da finitude genérica mais
tarde.

Teorema 5.1. A variedade V' tem dimensao n — 1. Mais geralmente, dim(V,) =k — 1,
k> 2.

Demonstragao. Considere a projecao my : PP X P" — P" e note que [z] € ma(V) se, e
somente se, as equagoes (5.2) tem solucao r € CP™!, com todas as entradas nao-nulas e
F(r;;) = 0. Entao

9ij = (zizj+ 2)ry; —1=0, 1 <i<j<n.

N6s vamos usar estas equacoes para eliminar as varidveis r;; do determinante de Cayley-
Menger. Considere F' e g como dois polindmios na variavel ri5, com todas as outras
variaveis vistas como parametros. Seja GG a resultante desses dois polindmios com respeito
a 712. A resultante é um polindmio nas varidveis (z;z; + 23) e r;; diferentes de r1o. Pela
proposicao 3.3 certo valor dos parametros existe r;s anulando F' e g1o entao para esse
valor dos parametros tem-se G = 0. Reciprocamente, se G = 0 para um certo valor dos
parametros e z;2; + 28 # 0, pela proposi¢ao 3.4 existe um conjunto finito niao vazio de
valores de 715 tais que F' = 0 e g1 = 0 ambos valem. Depois tomamos a resultante
entre G e ¢i3, assim eliminamos a variavel 73. Continuamos eliminando os r;; deste
modo. Apés um numero finito de passos obtemos um polinémio H(z) com a seguinte
propriedade: dado um valor de z, se existe r;; satisfazendo F' = 0 e todas as equagoes
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gij, entdo H(z) = 0. Reciprocamente, se z é uma solucao de H(z) = 0, tal que todas
as quantidades z;z; + 28 # 0, entdo existe um conjunto nao-vazio de valores de r;; tais
que F' = 0 e todas as equagOes g;; = 0 s@o satisfeitas. Pela proposicao 3.4 H(z) é um
polinomio homogéneo. Vamos usa-lo para definir uma variedade projetiva:

W' ={[z] € P": H(z) = 0}.

As proposigoes 3.3 e 3.4 implicam que (V) C W’'. Para caracterizar a imagem,
devemos observar que a unica obstrucao para encontrar solugao r;; dado z é valer uma
das equagoes z;z; + 23 = 0. Também, se zy = 0, ndo é possivel resolver para ro. Definimos
um polinomio homogéneo

2
K(z) =z H(ZiZj + 25)-
i<j
e uma variedade projetiva
B={[z] e P": K(z) = 0}.

Portanto 75 (V) = W'\ B. Note que algumas das componentes irredutiveis de W' podem
estar inteiramente contidas em B. Nos vamos ignorar estas componentes e vamos denotar
por W a unido de todas as outras componentes de W'. Seja W = W (+/T). Considere
w \:/_W(\/T) = W(/I)U...UW(y/I,) uma decomposicio em irredutiveis para W =
W(VI).

Afirmacao 1. W = my(V).

De fato, se m(V) = WcCWeW = W(\/j) e entdo VI € v/J. Por outro lado,
temos que W (4/I;) N B ¢ subvariedade propria de W (4/I;) para todo j. Portanto existe

cj € W(\/E) nw para todo j. Se f € v/J entdo f(¢j) = 0 para todo j. Pelo teorema
3.5 segue que existe [; tal que f € \/E Isto implica que, para [=max{ly,...,[,} temos
fle vIin..n/1, = VI. Portanto VI = v/.J. Disto segue que m3(V) = W = W, como

queriamos.

Afirmagao 2. H(z) é polinémio nao-trivial.

Precisamos mostrar que, para algum z tal que as quantidades z;z; + 23 sao todas
nao-nulas, e as equagoes F' = 0 e g;; = 0 nao tém solucdo. Visto que H(z) é a resultante
destas equagoes , nds vamos ter H(z) # 0. Tome zy =1, e z; =0, 3 < i < n. Entdo para
3 <14,7 < nnds temos z;z; + 22 =1 e as equagoes gi; = 0 reduzem-se a rf’j = 1. Portanto
Sij = rfj sao raizes terceiras da unidade. Por outro lado, se nés escolhermos zi, 2o tais
que 212 + 22 = 1/4/8, entdo r3, = /8 e 515 = 2, que é duas vezes uma raiz terceira da
unidade. Portanto o determinante de Cayley-Menger é exatamente como no lema 5.1,
logo F(rfj) # 0. Disto segue a afirmagao.

Nos concentremos na aplicagao my : V' — W. Desde que toda fibra 771([2]) é finita
temos que dim(V) < dim(W). Por outro lado pela Afirmagao 1 temos que mp : V — W
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é dominante dim (V') > dim(W), portanto dim(V') = dim(W).

Pela afirmacéo 2, a variedade W' é definida por uma tnica equacao polinomial nao-
trivial H(z) = 0, em P". Portanto, pelo lema 5.2, segue que toda componente irredutivel
de W' tem dimensao n — 1. Logo, n — 1 = dim(W) = dim(V').

Utilizando argumento anlogo para a projecao m : V3, C PP x P¥ — P* demonstramos
que dim(Vy) = k — 1. [ |

5.2 AS MASSAS CORRESPONDENTES E FINITUDE GENERICA

Nesta secao nds vamos provar que para uma escolha genérica das massas, o numero
de configuragoes centrais de Dziobek é finito. Na tltima se¢ao noés estudamos a var-
iedade das configuragoes de Dziobek usando as variaveis [r] € PP, [z] € P". Considere
m = (my,...,m,) € C", o vetor das massas e [m] € P"~! suas coordenadas homogéneas.
As equagoes (2.17) nos dao uma relagao entre as massas my, ..., m, € as variaveis S;;, A;.
Multiplicando essas equagoes por A; e usando as equagoes (2.8), (2.14) e (5.1) nés en-
contramos:

myzizk i = myzizi B, (5-4)

onde i, k,l € {1,...,n} e sdo distintos e j € {1,...,n}. Calculando os cofatores do determi-
nante de Cayley-Menger F}; pela definigao obtemos que eles sao polinomios homogéneos
em r . As equagoes (5.4) sao homogéneas separadamente em 7, z, m e nés vamos usa-las
para definir uma variedade quasi-projetiva em PP x P x P71

= {([7],[z], [m]) € (B x P"\Z) x P"~" - F(r};) = 0 e (5.2), (5.4) valem}

= {([r.[e].[m]) € V- x P""" : (5.4) valem}. (5-5)

Decomponha I' em componentes irredutiveis I',,. Nesta secao nés vamos denotar
por f = 0 uma funcao que se anula identicamente nas componentes I', e f # 0 caso
contrario. Um primeiro problema que surge é caracterizar quais componentes de I' contém
configuracoes de Dziobek. Podemos fazer isso em termos das varidveis z;, Fj; e m,.

Definicao 5.1. Chamamos I' de uma componente de Dziobek se a seguintes condi¢oes
sao satisfeitas:

1. Pelo menos dois dos z; # 0
2. Pelo menos dois cofatores principais Fy; Z0, 1 <i<n

O proximo lema afirma que as componentes I', de I que nao sao de Dziobek, se exis-
tirem, sao irrelevantes para o problema da finitude de configuracoes centrais de Dziobek.

Lema 5.3. As componentes I', de I' que nao sao de Dziobek nao contém configuragoes
centrais de Dziobek.

Demonstracao. De fato, suponha que I', contém algum ponto que provém de uma
configuracao central de dimensao n — 2. Entao a proposicao 2.2 garante que 1. vale, e a
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proposicao 2.4 garante que 2. vale. |

O préximo resultado garante que se algum F;; se anula identicamente em uma com-
ponente de Dziobek, entao uma das varidveis m ou z também se anula.

Proposicao 5.1. Seja I', uma componente de Dziobek e suponha que F; = 0 em I,
para algum par de indices com 1 < 1,l < n. Entao mymyz;z; =0 em T,

Demonstracao. Uma vez que F; = 0, deduzimos da equacao (2.7) que FjpFj = 0. Se
Fy, #0, 0 < k < n, entao, pelo teorema 3.5, F;; = 0, 1 < j < n. Portanto ou todos
os Fy, = 0, ou todos os Fj = 0. Logo podemos assumir, sem perda de generalidade,
que Fy =0, 1 < j < n. Sabemos que I', ¢ uma componente de Dziobek, logo existem
dois indices k tais que Fj Z 0. Como Fj; = 0, podemos tomar k # i,[. Fazendo j = k
na equagao (5.4), obtemos myz;z Fyr, = 0. Logo m;myz;z = 0 em I', como querfamos
demonstrar. |

Logo consideraremos as projecoes mip : I' — PP x P e 73 : I' — P L,

Definicao 5.2. Uma componente I',, é chamada de massa-dominante se w3 : 'y, — P71
é dominante.

O préximo resultado serd importante para provar o teorema da finitude genérica das
configuragoes centrais de Dziobek para uma componente de I' que nao é massa-dominante.
P! denotard o espago projetivo real (n — 1)-dimensional.

Lema 5.4. Se uma componente I',, de I' ndo é massa-dominante entao, m3(I'y) N Pg "
esta contida em alguma subvariedade prépria de ]Pﬁ_l.

Demonstragao. Como 73(I',) estd contida em alguma subvariedade prépria de P~
podemos considerar f polinémio complexo nao-nulo que se anula em 73(T",). Entao as
partes real e imagindria deste polinomio também se anulam identicamente em 73(I',) N
Pﬁ_l. Elas também sao polinomios nao-nulos, porque polinémios que se anulam identi-
camente em Pﬁ_l também se anulam identicamente em P*~!. Disto segue o resultado. W

Definicao 5.3. Dizemos que I, é nao-degenerada se z; #0 e Fi; #0, Vi,j € {1,...,n}

Lema 5.5. Se I', é nao-degenerada, entao existe subconjunto aberto de Zariski U, C T',,
tal que z; # 0 e F;; # 0, Vi, 5 € {1,...,n}.

Demonstracao. Segue diretamente da continuidade das aplicacoes regulares na topolo-
gia de Zariski. |

Teorema 5.2. Toda componente de Dziobek massa-dominante I',, tem dimensao n — 1.
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Demonstragao. Como I, é massa dominante, nés temos dim(I',) > n — 1. Resta
provar a desigualdade contraria. Suponha I', nao-degenerada e considere a aplicagao
regular m5 : U, — V, onde U, é como no lema acima. Todas as fibras 75 ([],[2]) sdo
finitas pois as equagoes (5.4) determinam as massas a menos de multiplica¢ao por con-
stante. Logo 75 ([r], [2]) é conjunto unitario. Pelo teorema 5.1 dim(V) = n — 1. Entdo
segue da parte 2. da proposicao 4.5 que dimI’, > n — 1. Suponha agora I', degener-
ada. A proposi¢ao 5.1 mostra que toda componente degenerada tem z; = 0 para algum
indice 1 < ¢ < n. Podemos supor sem perda de generalidade que existe algum indice
2<k<ntalquez ZOparal <i<kez =0parak+1<i<mn. Devido a este
fato e a massa-dominancia, temos que m;m;z;z; Z 0 para 1 < ¢,j < k. Portanto, para
estes 4,7, F;; # 0. Em um subconjunto aberto de Zariski U,, onde, z; # 0 e F}; # 0,
1 <i,j < k podemos resolver a equagao (5.4), a menos de multiplicagdo por constante,
unicamente para m;, 1 < ¢ < k. Temos ainda que todas as equagoes envolvendo as
massas Mgi1, ..., My, sao identicamente nulas, logo estas massas sao arbitrarias. Con-
sidere a projecao my : U, — Vi. Temos que os subespacos lineares de dimensao k + 2
L; = {(Im]) € P! : m; = mpy1,...,= m, = 0} com i < k tem intersecgao vazia com
as fibras 7=1([z],[r]), ([2],[r]) € V e sao espagos com a maior dimensao possivel com
esta propriedade. Disto segue que todo espaco linear de dimensao £ — 2 que nao esta
contido em alguma componente de 75 ([z], [r]), ([2],[r]) € V tem interseccio vazia com
75 ([2], [7]), ([2], [7]) € V. Portanto a dimensdo das fibras é menor ou igual a n — k. Pelo
teorema 5.1 dim(V}) é n — 1, disto segue que dim(I'a) <n—1+n—k =n— 1, como
queriamos mostrar. [ |

Definicao 5.4. Definimos por I'p C I' a uniao de todas as componentes de Dziobek.
Para uma massa fixada [m] € P", definimos I'p(|m]) = {([r], [2]) : ([r], [2]. [m]) € T'p}.

O préximo resultado é nosso resultado principal a cerca de finitude genérica.

Corolario 5.1. Existe uma subvariedade prépria do espaco das massas, B C P!, tal
que se [m] € P"~'\ B, a fibra I'p([m]) é finita.

Demonstracgao. E suficiente considerar cada componente irredutivel I', de I'p. Se T',
niao é massa dominante, para [m] € P!\ =(T,), a parte da fibra I'p([m]) que estd em
[, é vazia. Seja B a uniao dos 7(I'y)’s onde I', nao é componente massa dominante.
Entao, para [m] € P!\ B, a parte da fibra I'p([m]) que estd em T, é vazia.

Se I, é massa-dominante, entao pelo teorema anterior, temos que dim(I'y) =n — 1.
Desde que a projecao é um mapa regular, o teorema segue pela parte 3 da proposicao

4.5. |

Finalmente vamos mostrar a finitude genérica para configuracoes centrais reais, ou
seja, fora de uma variedade projetiva B no espago das massas existe um nimero finito
de configuracoes centrais.

Teorema 5.3. Existe uma subvariedade propria do espaco das massas, B C Pﬁ_l, tal
que se [m] € Pg~'\ B, entdo [m] admite somente um mimero finito de configuracdes
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centrais de dimensao 6(x) = n — 2 a menos de simetria. Mais ainda, para essas massas,
o nimero de configuragoes admite uma cota superior que independe de [m].

Demonstracao. Se B C P*" ! ¢ a variedade do tltimo teorema entao, pelo lema 5.4,
BNPp ' c Pp! 6 uma subvariedade prépria de P e, pelo tltimo coroldrio, temos o
resultado para massas reais. Isto implica que para uma massa genérica [m]| dada, temos
um numero finito de possibilidades para as distancias mituas r;; de uma configuragao
de Dziobek, a menos de reescala. Desde que as distancias mituas determinam as con-
figuragoes a menos de rotagao e reflexao, a primeira parte do teorema esta provada.

Para a segunda parte, vamos usar a teoria de Thom e Milnor sobre a homologia
das variedades algébricas. Esta teoria nos fornece uma cota superior para o nimero
de componentes conexas de qualquer variedade algébrica real que depende somente do
nimero de variaveis e do grau das equagoes usadas para definir a variedade.

Escolha [m] € Pp~'\ B. As equagdes (5.2) e (5.4) sdo um conjunto de equagdes poli-
nomiais para as distancias mutuas, 7;;, e para o parametro 7o, cujos graus nao dependem
das massas escolhidas. A inclusao de variedades que nao sao de Dziobek pode fornecer
solugoes adicionais que nao nos interessam, além das que encontramos acima. Mas cada
uma das finitas solugoes que encontramos determina sua propria componente do conjunto
total das solugoes. Como o niimero dessas componentes tem uma cota superior indepen-
dente das massas, obtemos o desejado (ver [12] e [19]). [ |
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