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RESUMO

COSTA, Jardel da Silva. Minimizacdo do Potencial de Lennard-Jones Via Otimizacdo Global,
2010. 53 f. Dissertacdo (Mestrado em Modelagem Computacional) — Instituto Politécnico,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Nova Friburgo, 2010.

Devido a sua importancia, o0 chamado problema de Lennard-Jones tem atraido pesquisadores
de diversos campos da ciéncia pura e aplicada. Tal problema resume-se em achar as
coordenadas de um sistema no espaco Euclidiano tridimensional, as quais correspondem a um
minimo de um potencial de energia. Esse problema desempenha um papel de fundamental
importancia na determinagdo da estabilidade de moléculas em arranjos altamente ramificados,
como das proteinas. A principal dificuldade para resolver o problema de Lennard-Jones
decorre do fato de que a funcéo objetivo é ndo-convexa e altamente ndo-linear com varias
variaveis, apresentando, dessa forma, um grande nimero de minimos locais. Neste trabalho,
foram utilizados alguns métodos de otimizacdo global estocéstica, onde procurou-se comparar
os resultados numéricos dos algoritmos, com o objetivo de verificar quais se adaptam melhor
a minimizacdo do referido potencial. No presente estudo, abordou-se somente micro
agrupamentos possuindo de 3 a 10 atomos. Os resultados obtidos foram comparados também
com o melhores resultados conhecidos atualmente na literatura. Os algoritmos de otimizacgédo
utilizados foram todos implementados em linguagem C++.

Palavras-chave: Problema de Lennard-Jones; Otimizacdo Global; Métodos Estocasticos.



ABSTRACT

Because of its importance, the so-called Lennard-Jones problem has attracted researchers
from various fields of pure and applied science. This problem boils down to find the
coordinates of a system with three-dimensional Euclidean space, which correspond to
minimum potential energy. This problem plays a fundamental role in determining the stability
of molecules in highly branched arrangement, such as proteins. The main difficulty in solving
the problem of Lennard-Jones from the fact that the objective function is non-convex and
highly nonlinear with several variables, thus presenting a large number of local minima. Here,
we used some methods of stochastic global optimization, where we seek to compare the
results of the numerical algorithm, in order to see which are better suited to the minimization
of the potential. In this study, we addressed only micro groups having 3-10 atoms. The results
were also compared with the currently best known results in literature. The optimization
algorithms were all implemented in C + +.

Keywords: Lennard-Jones Problem, Global Optimization, Stochastic Optimization Methods.
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1 INTRODUCAO

O problema de Lennard-Jones é tido como extremamente simples de descrever, no
entanto é muito dificil resolvé-lo (WILLE; VENNIK, 1985). Em quimica computacional, um
problema de conformacdo molecular pode ser descrito como a busca pelo minimo global de
um potencial de energia apropriado que depende das posicdes relativas dos dtomos. Boas
técnicas para a minimizacdo desse potencial facilitam a concep¢do de drogas, sintese e
utilizacdo de medicamentos e de produtos (KUBINY] et al.,1998). E bem conhecido que o
sucesso da modelagem computacional deste tipo de problema depende de dois fatores: (1)
uma funcdo potencial adequada para predizer os estados de minima energia do sistema e (2)
algoritmos de otimizacdo capazes de localizar o minimo global do potencial de energia
utilizado na modelagem.

Moléculas consistem de elétrons e ndcleos. A maioria dos processos da quimica
quantica separa 0 movimento dos ndcleos do movimento dos elétrons. Este tratamento é
chamado de aproximacao de Born-Oppenheimer. Essa aproximacao resulta em um modelo de
nicleos movendo-se em uma superficie de energia, com elétrons ajustando-se
instantaneamente as mudangas de posi¢Oes nucleares. O movimento nuclear é limitado pela
interacdo de nuacleos e elétrons. Em quaisquer posicOes fixas dos nucleos, o potencial de
energia € a soma da repulsdo entre os nacleos de carga positiva e atracdes decorrentes dos
elétrons. Tal energia pode ser calculada resolvendo-se a equacao de Schrddinger, da mecénica
quantica. O equilibrio geométrico de uma molécula (comprimentos de ligacdo e angulos) esta
associado as coordenadas de um minimo da superficie do potencial de energia.

A metodologia da quimica quantica pode ser usada para predizer a geometria e a
energia de moléculas. No entanto, em termos de tempo de computador, tal metodologia €, em
geral, muito cara, mesmo para casos simples, podendo se tornar intratdvel no caso de muitas
moléculas orgéanicas ou estruturas biolégicas macromoleculares (DOUCET; WEBER, 1996).
Portanto, na pratica, se torna importante a utilizacdo de modelos capazes de fornecer uma
conformacdo energética favoravel para grandes sistemas, em um tempo razoavel. Nesse
sentido, a chamada mecéanica molecular disponibiliza técnicas que desempenham um papel

importante na investigacdo da conformagao de muitas moléculas de interesse pratico.
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Neste trabalho, nosso objetivo central é analisar o desempenho de alguns algoritmos
baseados em metaheuristicas na minimizacdo global do potencial de Lennard-Jones, um
modelo béasico e bem conhecido da mecanica molecular. Tais algoritmos sdo utilizados em
suas formas canonicas, a fim de proporcionar a escolha de métodos com estruturas basicas
mais promissoras para a modelagem computacional.

Dessa forma, o esforco despendido na presente dissertacdo pode ser visto como parte
do trabalho inicial para a concepcéo de algoritmos hibridos que utilizam heuristicas seguidas
de buscas deterministicas, em regiGes mais apropriadas para a obtencdo de minimizadores

globais.
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2 MECANICA MOLECULAR

A mecéanica molecular concebe as moléculas como um sistema massa-mola, onde as
massas sdo 0s Adtomos e as molas representam as ligagbes moleculares.
Na Figura 2.1, mostramos a visualizacdo das diferentes deformacgbes (principalmente
a torcdo, o vinculo de alongamento e do angulo de flexdo) operando em uma molécula
simples.

A deformacdo devido a interac@o entre dois atomos ndo ligados representa a acdo de atracdo
de Van der Waals, a repulsdo estérica, resultante de uma forca entropica repulsiva pela
sobreposicdo das moléculas poliméricas, e atracdo-repulsdo eletrostatica sobre estes dois

atomos.

dngulo de flexdo

/‘7

interag¢do de atomos nio-ligados

Figura 2.1: diferentes deformacgdes de uma molécula.

O objetivo da modelagem molecular é predizer a energia associada a uma
dada conformacdo de uma molecula. A energia de uma molécula-alvo depende
das posicdes relativas de seus atomos. Esta energia pode ser aproximadamente estimada pela

soma de diversas contribuices:
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Vuu =V, +V, +V, +V,, + (termos especificos) (2.1)

onde V,,, € muitas vezes referida como a energia potencial. Ela corresponde a diferenca de

energia entre a molécula real e uma molécula hipotética em que todos os valores estruturais,
tais como comprimentos de ligacdo e angulos de ligacdo sdo exatamente ideais (valores de
equilibrio).

Na equagdo (2.1), V, representa a energia de ligagdo, descrevendo a compressdo ou a

extensdo de uma ligacao de seu comprimento de equilibrio;

V, representa o angulo de flexéo de energia;
V_ é aenergia de torcdo;

V,, € aenergia de interacdo entre dois atomos n&o-ligados.

A contribuicdo do vinculo de alongamento é representada pela Lei de Hooke. Ela mede a
energia devido a variacdo do comprimento de ligacdo apds a extensdo ou compressao de seus

valores de equilibrio:

>k ln-rf (22)

onde

k.; € a forca de ligacéo constante;
r. € o comprimento de ligag&o;
r.” é o comprimento de ligacéo na posicéo de equilibrio e

n € o numero total de ligacdes na molécula.

Os parametros k,; e r° sdo invariaveis, dependendo apenas do tipo de cada par de atomos

ligados. Equacdo (2.2) é uma aproximacéo grosseira da energia de ligacdo. Como alternativa,
um potencial de Morse pode ser usado para descrever mais justamente o vinculo de

alongamento de energia devido a variagdo do comprimento de uma ligacéo:
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Vv, =Y D(l_ e(,a(ﬁ,ﬁo)))z 2.3)
i=1
onde os parametros D e a sdo caracteristicas do vinculo. O uso de tal potencial parece ser util
para ligacGes de hidrogénio de forma alongada (ALLINGER, 1985).
O angulo de flexdo determina a quantidade do potencial energético que resulta pela
variacdo do angulo entre duas ligacOGes adjacentes com base em um angulo de ligagéo de

equilibrio. No caso de aproximacdo harmonica, este é igualmente derivado da lei de Hooke:
1 0
Ve =52ke,u (Hij _‘9ij)2 (2.4)
i

onde

ko € a forga constante;
6, € 0 angulo de ligacdo entre os 3 atomos e

d; € o angulo de ligagdo na posicdo de equilibrio entre os 3 atomos.

A energia de torgdo representa a energia de modificagdo da rotacdo da molécula em
torno de um vinculo. A expressdo mais comum que permite descrever a avaliacdo da energia

molécula como a fungédo de angulo de torcao € a série de Fourier:

V==Y A, (@+cos(nz, - D)) (2.5)

n
i=1

N |-

onde
A , € aforca constante que controla a amplitude da curva;
® ¢ afase;

n e a periodicidade de A, e

7, € 0 angulo de torcdo.
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A energia de torcdo € na verdade uma correcdo de diferentes termos de energia, em
vez de um processo fisico. Ela representa a quantidade de energia que deve ser adicionado ou

subtraido do somatorio V, +V,+V,,, a fim de se obter a geometria de acordo com um

experimento ou com a geometria que é deduzida dos célculos da quimica quantica.

Ja a energia de interacdo ndo-ligacdo provém das interacGes entre dois atomos nao
ligados. Sua principal causa é o impedimento estérico, que desempenha um importante papel
na geometria molecular.

A energia de interacdo € a soma das energias de todos os atomos ndo ligados entre si.
Ela inclui a energia de interacdo de Van der Waals, energia eletrostatica e trés termos de
energia de inducao.

O termo de interagdo de Van der Waals é geralmente descrito pelo potencial de
Lennard-Jones (LJ) (LENNARD-JONES, 1924):

Viaw = 2. [i—B—J (26)

i<j rij rij

onde

r; € a distancia entre dois atomos ndo-ligados i e j, A; e B; sdo constantes de Van der

Waals.
A soma é tomada sobre todos os pares ndo-ligados de d&tomos (i, j).

Essas expressdes envolvem dois termos:

1. Uma parte atrativa, correspondente ao dipolo inducdo ou interacdo, proporcional a rif, onde

r; € adistancia entre os dois atomosii e j.

2. Uma parte repulsiva, que corresponde aos termos da dispersédo de London (EISENSCHITZ;

LONDON, 1930), que cresce rapidamente quando a distancia diminui.

Para um dado arranjo geométrico dos atomos em um sistema molecular, a energia
estérica, devida as distor¢Ges de comprimentos de ligacdo e angulos com respeito aos valores

de referéncia e interacdo de Van der Waals, pode ser calculada de acordo com a funcéo de
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potencial de energia. Para determinar o equilibrio geométrico real, esta energia estérica com
respeito a todos os graus internos de liberdade deve ser minimizada.

O termo de energia eletrostatica aumenta com a polaridade dos compostos quimicos.
Ele pode ser expresso pelo potencial de Coulomb. A energia de indugdo é a conseqliéncia da
distorcdo da distribuicdo eletronica, que depende do campo elétrico criado por outras
moléculas.

Comprimentos de ligacdo e angulos de ligacdo sdo habitualmente disponiveis nas
informagdes estruturais, isto é, da cristalografia de raios X. Pardmetros de alongamento
podem ser diretamente obtidos de constantes de forca vibracional. Os coeficientes das
barreiras de torcdo podem ser estimados a partir de alturas de barreira obtidos através
de espectroscopia de microondas, de estudos da termodindmica, ou raios infravermelhos e
espectroscopia Raman. Mais dificil é a avaliacdo da interacdo de Van der Waals, um ponto
crucial, j& que essas interacbes sdo importantes na determinacdo da estabilidade do

aglomerado de moléculas altamente ramificadas como peptideos.
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3 OPOTENCIAL DE LENNARD-JONES

Conforme descrito no capitulo anterior, o potencial de Van der Waals caracteriza a
contribuicdo dos pares ndo-ligados entre os atomos. Ele é geralmente descrito pela funcéo
potencial LJ, uma vez introduzida pela Equacdo (2.5). O potencial LJ é uma parte
fundamental de muitos modelos de energia, incluindo todas as funcgdes de energia comumente
utilizada para as proteinas. Um sistema que contenha mais de um atomo, cuja interacdo de
Van der Waals pode ser descrita pelo potencial LJ é chamado de agrupamento LJ. Em nosso
trabalho, utilizamos o seguinte potencial:

V=Y fi—B—J (31)

i< \ N
A funcdo potencial LJ de um Unico par de atomos neutros € uma simples funcéo unimodal.

Isto é ilustrado pela Figura 3.1

repulsdo \

\
OO

equilibrio

Figura 3.1: potencial LJ de um Unico par de atomos.
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E facil encontrar o minimo global desta funcéo que assume energia -1. Em um sistema
complexo, muitos &tomos interagem e precisamos somar as func¢des do potencial LJ para cada
par de &tomos em um agrupamento. O resultado é uma estrutura energética complexa, com
muitos minimos locais. Dado um agrupamento, por exemplo, de trés atomos, cada atomo

interage com dois outros atomos. O potencial LJ pode ser escrito como:

1 2 1 2 1 2 1 2
V=l o-—Z 4| 24| -2 |= =z 3.2
(rff rfz] (rﬁf rli] (ri»f ri%] 2 T 2

Note que usamos no somatdrio i<j, porque precisamos contar a interacdo entre dois
atomos de uma Unica vez. Se usarmos i = j, 0 somatorio de energia deve ser dividido por 2.
Em outras palavras, a fungdo potencial LJ é parcialmente separavel, ou seja, € uma funcéo
que € a soma de outras, cada uma das quais envolve apenas um subconjunto disjunto das
variaveis.

A separabilidade parcial do potencial LJ implica que, se um unico atomo ou molécula

em um grupo é movido, a energia potencial pode ser re-avaliada em um custo mais barato que
é de apenas N -ésimo do custo de uma avaliagdo total da funcdo, onde N é o nimero total de

atomos ou moléculas no conjunto. Isto € devido ao fato de que a funcdo é composta pela soma
de pares de interacdes entre atomos ou moléculas.

Dado um conjunto de N atomos, o problema do agrupamento de Lennard-Jones
consiste em achar aposi¢cdo dos &tomos no espaco euclidiano de trés dimensdes que

representa um minimo de energia potencial.

3.1 Formulacéo

Considere que y' = (yl' Ys, y\i,)T representa as coordenadas do 4tomo i no espaco Euclidiano

tridimensional. Seja Y :((yl)T,...,(yN N )T, onde N é o ndmero de 4tomos em agrupamento.

O potencial de LJ de um par de atomos (i, j) é

1 2
)=t
ij ij

oner, |y '
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O problema LJ descrito na se¢do anterior pode ser formulado no espaco de coordenadas da

seguinte forma:

YeR3N Z (”y -y H)

<j

N-—

H

N 2
2. —

R T ool

onde y' e y' representam as coordenadas do i-ésimo e do j-ésimo atomo, respectivamente.

Como foi ilustrado pela Figura 1.2, para um unico par de atomos neutros, 0 minimo
global de energia potencial é alcancado quando a distancia entre dois atomos é 1. Quando esta
distdncia se aproxima de zero, o potencial tendera ao infinito. Longe do sistema, a

contribuicdo do atomo para potencial total torna-se quase nula. Devido a estas observacoes,

é razoavel esperar que na solucdo 6tima do problema de LJ todos os atomos em R® estdo
perto de uma unidade de distancia uns dos outros. Foi demonstrado que a complexidade de
determinar o minimo global de energia do cluster LJ pertence a classe de problema NP-dificil,
(WILLE; VENNIK, 1985). Em outras palavras, ndo existe algoritmo conhecido que possa

resolver esse problema em tempo polinomial.
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4 ABORDAGEM DO PROBLEMA

Vérias abordagens computacionais para o problema do potencial de Lennard-Jones
podem ser encontrados na literatura, variando de modelos de programacdo
matematica (GOCKENBACH et al., 1997), algoritmos genéticos, (DEAVEN et al., 1996) e
método de Monte Carlo, (WALES; DOYE, 1997). Bons resultados foram obtidos pelo
acoplamento de alguns destes métodos. Um exemplo € o chamado método de dindmica de
Langevin, (BISWAS; HAMANN, 1986). Este método ¢ uma combinacdo de Simulated
Annealing e de técnicas de gradiente e tem provado ser suficiente para minimizar a energia
total dos sistemas de pequeno porte.

A principal dificuldade em resolver o problema decorre do fato de que a funcao
objetivo é ndo-convexa com muitas variaveis e possui um grande namero de minimos locais.
Esta ndo-convexidade dificulta a determinagéo da solugéo global.

Um algoritmo apropriado para a solugdo deste tipo de problema deve atentar para
alguns aspectos geométricos, a fim de lidar com os vales estreitos apresentados pela funcéo
objetivo. Isso, recentemente, tem motivado a utilizacdo de métodos de busca direta para a
otimizacdo global do potencial de Lennard-Jones.

Nesta dissertacdo, empregamos alguns algoritmos baseados em metaheuristicas para a
otimizacdo global do potencial de Lennard-Jones. O desempenho de tais algoritmos é
comparado visando, principalmente, hibridizacdes futuras com algoritmos de busca local para
a minimizacao de problemas com muitas variaveis.

Dentre muitas possibilidades de escolha dos métodos de otimizacdo, optamos por
métodos heuristicos de naturezas distintas. Assim sendo, foram selecionados o algoritmo
Luus-Jaakola (LUUS; JAAKOLA, 1973), por sua peculiaridade de contrair o espago de busca
em torno das melhores solucdes, o algoritmo Simulated Annealing (METROPOLIS et al.,
1958) e o algoritmo PCA (SACCO; OLIVEIRA, 2005), por serem do tipo Metropolis, ou
seja, por permitirem, com uma certa probabilidade, que um resultado pior que o melhor
corrente seja aceito, e finalmente o algoritmo Evolucdo Diferencial (STORN; PRICE, 1995),
por ser do tipo populaional.

Os préximos capitulos estdo organizados da seguinte forma: no Capitulo 5,

apresentamos os algoritmos de otimizacdo, cujos detalhes de implementagéo séo discutidos no
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Capitulo 6. O Capitulo 7 mostra resultados preliminares com algumas funcdes testes. Os
resultados da aplicacdo desses algoritmos ao problema de Lennard-Jones séo descritos no

Capitulo 8. O Capitulo 9 contém as conclusdes e também sugestdes para pesquisas futuras.
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5 ALGORITMOS DE OTIMIZACAO

Em Otimizacdo podemos utilizar algoritmos que busquem encontrar uma configuracéo
de variaveis ou informacdes que sejam a melhor solucdo de um problema. A cada
configuracdo analisada é designado um “prémio”, mais conhecido como “fitness”, que
quantifica a adequacgdo daquela configuracdo aquele problema, sendo a fitness nos problemas
mais simples o valor de uma funcéo real, chamada funcdo objetivo. Espera-se que a solucao

do problema seja a configuracdo com a melhor fitness encontrada.

Uma solucdo possivel é frequentemente representada por um vetor X = (x0 Xy peen X )

e X,
onde os termos x, S&0 suas componentes, e 0 nUmero n € o numero de variaveis ou
dimensbes do problema em questdo. A aptiddo de cada solucdo viavel é medida por uma
funcdo objetivo ou funcdo custo dada por f = f()?) onde a solucgdo 6tima global do sistema

é referenciada por X~ de modo que X = maxf ()Z) ou X = minf ()Z)
Os algoritmos cléassicos de otimizacdo, particularmente os deterministicos,

frequentemente necessitam dos valores das derivadas da funcdo objetivo para efetuarem a
busca pelo 6timo, ou seja, a funcdo deve ser diferenciavel. H4 uma classe de algoritmos que
ndo usam as derivadas da funcdo objetivo. Tais algoritmos sdo chamados de métodos de busca
direta, os quais sdo mais versateis, posto que podem atacar problemas que ndo Sao expressos
por uma funcéo diferenciavel, ou mesmo resolver problemas que ndo podem ser descritos por
uma funcdo matematica com formulacdo classica, como comumente encontrados no contexto
da engenharia e das ciéncias aplicadas. Dentre esses existem 0s métodos estocasticos em que
a busca pelo 6timo € guiada por processos aleatorios. Abordagens de otimizacdo global
podem ser classificadas como probabilisticas ou deterministicas. Métodos como Simulated
Annealing e algoritmos genéticos sdo métodos probabilisticos, j& os meétodos do tipo
Gradiente, quasi-Newton e Branch and Bound (LAND; DOIG, 1960) s&o deterministicos.
Segundo o “No Free lunch theorem” enunciado por (WOLPERT; MACREADY,
1997), dado um algoritmo a executado m vezes em um problema p, o desempenho desse
algoritmo é definido como uma probabilidade para se encontrar um resultado satisfatorio.
Assim o somatdrio de tais probabilidades para todos os problemas de otimizacdo é sempre

igual para todos os algoritmos. Portanto justifica-se a aplicagdo de diferentes algoritmos a um
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mesmo problema, pois um algoritmo altamente especializado em uma classe de problemas
podera apresentar desempenho inferior em outra classe.

Os meétodos utilizados para encontrar o minimo global do potencial de LJ sdo na
maioria das vezes baseados em heuristicas, que incluem a mimetizacdo dos fenémenos
fisicos, buscas aleatorias combinadas com abordagens de otimizacdo local. Neste capitulo,
apresentaremos algumas técnicas de otimizacéo estocastica. Os algoritmos que séo utilizados

na nossa abordagem sdo descritos em detalhes.

5.1 Algoritmo de Luus-Jaakola

Métodos de busca para otimizacdo que se baseiam na exploracdo aleatoria de um

dominio ou espaco de busca a fim de encontrar-se um ponto ou solu¢do que minimize uma
funcdo objetivo foram introduzidos por (ANDERSON, 1953), depois desenvolvidos por
(KARNNOP, 1963) e (MATYAS, 1965).
Varios algoritmos nesta vertente foram propostos para otimizacdo continua, principalmente no
campo da engenharia quimica: o método de Luus e Jaakola (1973), o método de Gaines e
Gaddy (GAINES; GADDY, 1976) e o método de Salcedo (SALCEDO et. al., 1990), entre
outros. Dentre estes métodos, 0 mais conhecido € o Luus-Jaakola o qual tem sido aplicado a
varios campos como engenharia quimica (LUUS; JAAKOLA, 1973, LEE et al., 1999, LUUS;
HENNESSY, 1999), problemas de controle (LUUS, 2001), de éptica (AL-MARZOUG;
HODGSON, 2006) engenharia elétrica (SINGH, 2005), de cromatografia (POPLEWSKA et
al., 2006) e engenharia nuclear (SACCO et al., 2007) além de outras aplicagdes.

Sua idéia central consiste em considerar uma regido ampla que englobe os possiveis
valores das variaveis, valores factiveis, e geram-se solugdes aleatorias enquanto a regido de

busca torna-se menor ao longo das iteraces. A Figura 5.1 a seguir exibe um pseudocodigo.
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Escolha um espago de busca inicial r”, um nimero de loops externos n_, e

um namero de loops internos n;, .
Escolha um coeficiente de contracédo ¢.
Gere aleatoriamente uma solucao inicial X~
Parai=1to ny,
Paraj=1to n,
XD = X"+ RDr0D  onde RYé uma matriz diagonal de nimeros
aleatérios entre -0.5 e 0.5.

Se Fitness (X ) < Fitness (X ")

X = XD
fim Se
fim para
r =@1-g)rt?

fim para

Figura 5.1: Luus-Jaakola pseudocddigo

Em sintese podemos dividir o algoritmo em dois passos:

1. Dado um numero especificado de iteragcdes calcule x=x +Ar, onde x €é o 6timo
corrente, A é uma matriz diagonal com elementos aleatérios (distribuigdo uniforme) entre -0,5
e +0,5 e r é um vetor contendo os raios das regides de busca para as variaveis do problema
(definido pelo usuério);

2. Ao final do nimero de iteracOes especificadas no passo 1, x € substituido pelo melhor
valor obtido no passo anterior, e a regido de busca é contraida através de uma expressao do
tipo r(j+i)=(@—¢)r(j), onde & é um ndmero préximo de zero.

Notemos que o algoritmo de Luus-Jaakola, ao contrario da maioria dos metodos de
otimizacdo estocasticos, ndo aceita valores que provoquem aumento de funcgdo-objetivo. Sua
capacidade de localizacdo do 6timo global reside na propriedade de dar "grandes saltos", ou
seja, produzir um novo 6timo distante do 6timo corrente. Esta capacidade é controlada pelo
tamanho da regido de busca, contraida ap6s um namero fixo de iteragdes. Contrariamente a

esséncia do método de Luus-Jaakola, o algoritmo Simulated Annealing, por exemplo,
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funciona produzindo novos pontos que sejam vizinhos ao 6timo local, em uma estrutura

markoviana, Como veremaos a segulir.
5.2 Simulated Annealing

Como o préprio nome indica, o Arrefecimento Simulado é baseado no processo de
resfriamento lento de um metal até o seu estado de solidificacdo, o qual ocorre em um minimo
global da sua energia, onde evidencia-se uma estrutura cristalina. Em geral, tal processo é
simulado para a busca de um minimo global de uma fungdo objetivo. O algoritmo SA foi
inicialmente proposto por (METROPOLIS et al., 1958) para achar o equilibrio da
configuracdo de um conjunto de 4tomos em uma dada temperatura. A ligacdo entre este
algoritmo e a minimizagdo matematica foi inicialmente observada por (PINCUS, 1970), mas
foi (KIRKPATRICK et al., 1983) que a usou como base de uma técnica de otimizagdo
combinatoria.

A grande vantagem do Simulated Annealing sobre outros métodos € a sua capacidade
de evitar que a solucdo seja aprisionada em um minimo local. O algoritmo utiliza uma busca

aleatoria, quendo sO aceita as alteracbes que diminuem a funcdo objetivo, mas

-&
também algumas alteracBes que a aumentam com uma probabilidade p=e ™ onde & é o

incremento de f e T é um parametro de controle, que por analogia com a aplicacdo original é
conhecido como a "temperatura”.

Descreveremos brevemente como 0 SA funciona. Dada uma fungéo a ser minimizada
e alguns valores iniciais para as variaveis, inicia-se uma avaliacdo em um nivel elevado de
temperatura. Durante o resfriamento a temperatura cai de acordo com uma taxa de
resfriamento estipulada. Para que o SA funcione satisfatoriamente, o resfriamento tem que ser
lento, repetidamente escolhe-se um subconjunto das varidveis que sdo modificados
aleatoriamente em uma determinada vizinhanca do ponto atual. Se a funcéo objetivo possui
um valor de funcdo mais baixo na nova iteracdo, 0os novos valores sdo escolhidos para serem
os valores iniciais para a proxima iteragdo. Se o valor da funcdo é maior, os novos valores sao
escolhidos para serem os valores iniciais para a proxima iteracdo com certa probabilidade,
dependendo da variacdo do valor da funcdo objetivo e da temperatura. E este esquema de
selecdo estocastica, conhecido como Paradigma de Metropolis, que garante a nao-

convergéncia prematura para minimos locais.
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A mudanca para um estado com um valor de fungdo objetivo pior da-se com maior
probabilidade a temperaturas mais altas, quando o algoritmo vasculha uma fatia maior do
espaco de busca. Durante todo este processo, a temperatura € diminuida gradativamente, até
que os valores ndo mudem mais. Entdo, a funcdo atingiu o seu minimo, podendo ser o global.

Com inspiracdo do Simulated Annealing tém sido desenvolvidos novos algoritmos que

também fazem uso do paradigma de Metropolis como o0 PCA que veremos a seguir.

5.2 Particle Collision Algorithm, PCA

O algoritmo de colisdo de particulas (Particle Colision Algorithm) foi desenvolvido
por SACCO e DE OLIVEIRA (2005) é um algoritmo do tipo Metropolis em que o Unico
parametro necessario € o nuimero de avaliagcbes da funcdo objetivo. Este algoritmo foi
inspirado na fisica das reacdes de colisdo de particulas nucleares, particularmente absorgéo e
espalhamento.

No PCA, uma particula que atinge uma regido com altos valores de funcéo objetivo
(no caso de maximizacdo), é “absorvida” explorando os arredores desta regido. Por outro
lado, uma particula que atinge uma regido com baixos valores de funcéo objetivo € espalhada
para outras regides do espaco de busca. Com certa probabilidade, pode haver ainda
exploragdo de uma regido ruim.

Os passos do PCA seguem na figura 5.2:
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Gerar uma solugao aleatoria old entre um limite inferior e um limite superior do
dominio de busca considerado. A funcéo rand() € um gerador de niumero aleatério em
um intervalo.

Passo principal

1- Gerar uma perturbacdo estocastica new de old;

2- Se f(new) > f (old) ou f (new) =f (old) entéo ir para a Exploracao;
Sendo ir para o Espalhamento;

Fim.

Exploracgéo (fazer por 100 vezes)

1- Gerar uma pequena perturbagéo estocastica new de old:

Upper < rand (1,0 ; 1,2) * old;

lower € rand (0,8 ; 1,0) * old;

new < old + (upper - old) * rand (0,0 ; 1,0) — (old - lower) * (1 —rand (0,0 ; 1,0));
checar os limites de dominio.

2- Se f(new) > f (old) entdo old € new;

Fim da exploracéo.

Espalhamento

1- Faca p=1-f(new)/f (old);

2- Se p>rand (0,0 ; 1,0) entdo old < rand (limite inferior ; limite superior);
Sendo V4 para a exploragéo.

Fim do espalhamento.

Figura 5.2: PCA pseudocddigo

O PCA é um algoritmo robusto e de facil implementagdo, pois s6 tem um parametro
que € o numero de iteracBes. Isto é uma boa vantagem em relacdo a outras metaheuristicas

gue comumente necessitam de varios parametros. Segundo a literatura, (SACCO; OLIVEIRA,

2005), 10* a 10° iteracdes tem se mostrado um valor suficiente.
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5.3 Evolucao Diferencial

A evolucdo diferencial (STORN; PRICE, 1995), é um algoritmo bioinspirado
desenvolvido para otimizagdo. Neste algoritmo cada solugdo factivel é vista como elemento
de uma popula¢do com np individuos, a funcdo é avaliada em todos os individuos e através
de uma heuristica cria-se uma nova populacéo, repete-se a avaliacdo e faz-se uma comparacgao
com a populacdo anterior. Isto ocorre por um numero determinado de vezes. A seguir
descreveremos suas etapas.

Geramos uma populacdo inicial aleatéria de solugBes factiveis cobrindo

uniformemente o espaco de busca e executamos trés operadores:

Mutacgdo: criamos novos individuos, denotados por vetores modificados, pela adicdo da
diferenca ponderada entre dois individuos aleatérios da populacdo a um terceiro individuo.
Este operador pode ser executado da seguinte forma:

Y, =X, +F.(X,,—X,3),1<i<np

Onde Y, é o vetor mutante gerado pelos vetores X,, # X, # X,, € 0<F <2 é uma taxa que

pondera a mutacdo. Esta operacdo € similar a recombinacdo aritmética dos algoritmos

genéticos com representacdo real ou de ponto flutuante. Dessa forma séo criados np mutantes.

Cruzamento: neste passo podemos preservar individuos sem que sofram a mutagdo, 0
objetivo é manter a diversidade da populacdo e evitar convergéncias prematuras. Assim
criamos de acordo com uma probabilidade CR uma populacéo Z de np individuos que contém
mutantes e ndo-mutantes da seguinte forma:

{Yi,rand[o,l]SCR .

= . <i<np
X;,sendo

Onde rand[0,1] é um numero aleat6rio no intervalo [0,1] e CR é um parametro que determina

a probabilidade de um mutante ser aceito, assim CR = 1 implica que todos 0s mutantes s&o
aceitos e a cada iteracdo toda a populacdo € modificada e CR = 0 implica que nenhum

mutante é aceito.

Selecdo: A selecdo é o processo de escolher os melhores individuos. Diferentemente de
outros algoritmos evolutivos, a evolucao diferencial ndo usa hierarquia (elitismo) nem sele¢éo

proporcional. E um procedimento muito simples:
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X =

, 1<i<np

{Zi’ f(z)< f(X))

X;,sendo
Onde f( ) representa a avaliagio do individuo, assim se o individuo Z, produzir um menor
valor de funcéo objetivo entdo X, passa aser Z;, caso contrario X; é mantido.

Terminada a selegdo temos uma nova populagdo X com np individuos e podemos
repetir 0s passos até um critério de parada.
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6 IMPLEMENTACAO E METODOLOGIA

6.1 Ambiente de Testes Para as Implementac6es

O ambiente utilizado para as implementac6es dos algoritmos Luus-Jaakola, Simulated
Annealing, PCA e Evolucdo Diferencial para o problema do Potencia de Lennard-Jones foi
um PC Core 2 Quad, com 4 Gb de RAM rodando no sistema operacional Windows Vista
onde os codigos foram compilados em linguagem C++ com o software Codeblocks.

Como gerador de nOmeros aleatorios utilizamos o Mersenne twister,

(MATSUMOTO; NISHIMURA, 1998), que gera numeros com uma distribuicdo quase

uniforme no intervalo 2'°**" —1 para 32 bits.

6.2 Critérios de Avaliacdo dos Metodos de Otimizacdo

Como critérios de avaliagdo utilizados nos reportamos aos mais aceitos e consagrados
na literatura (HEDER; FUKUSHIMA, 2006; HIRSH et. al., 2007, como exemplos):

e 0 valor médio relacionado a todos os resultados obtidos em um determinado nimero
de execuces do algoritmo com uma determinada configuracéo especifica;

e 0 numero maximo ou minimo de avalia¢Ges da funcéo objetivo necessario para obter
um bom resultado para a configuragéo escolhida;

e finalmente a taxa de acertos ou a razdo entre 0 nimero de vezes em que 0 6timo
obtido foi encontrado e o nimero total de execucfes. Consideramos que o algoritmo

alcancou o étimo com um erro de 0,001.

6.3 Metodologia Experimental

Para todos os algoritmos utilizados foram feitas baterias com 100 execucdes
experimentais e com sementes aleatdrias distintas. Assim podemos observar o nivel de
robustez que cada método possui.

Estipulou-se como critério de parada um numero maximo de avaliagcbes da funcédo
objetivo em um milhdo de modo a dar para cada algoritmo um bom tempo computacional
afim de que diminua nossas davidas acerca das possibilidades de revelar o 6timo. Em todos

0S €asos um experimento nunca demorou mais do que 20 segundos.



7 RESULTADOS PRELIMINARES COM FUNCOES-TESTE

7.1 FuncOes-teste
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Escolhemos trés funcdes teste por suas peculiaridades para avaliar previamente como

os algoritmos considerados se comportariam.

7.1.1 Exemplo 1 - Easom

Easom € uma funcdo unimodal, onde o minimo global esta em uma area pequena em

relacdo ao espaco de busca.

(%, %,) = —c0s(x, ).cos(x, e~ +(x-2))

-100<x, <100,i=1:2

Otimo -1 em (7z, 7z)

7.1.2 Exemplo 2 - Himmelblau
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Figura 7.1: Funcdo de Easom

Este exemplo expresso pelas equagdes a seguir € um sistema retirado de (MARANAS;
FLOUDAS, 1995) que possui 9 raizes, seu dominio é [-5,5 e para todas as raizes e o 6timo

0.

f = 4x} +4xXx, +2x; —42x, —14
f, = 4X3 +4xX, +2x7 — 26X, — 22
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Figura 7.2: Funcéo de Himmelblau

7.1.3 Exemplo 3 - Alpine

A funcéo Alpine (CLERC, 1999) é uma funcdo multimodal dada por

Hsen \/ﬁ efo10]

para alguma dimensio D, seu maximo global é aproximadamente 2.808° no ponto que é

solugdo de tan(x)+2x=0,xe }5: 627[[ ou seja o ponto (7.917,...,7.917).

Para duas dimensdes temos a Figura 7.3. Esta funcdo € interessante para testar a
procura de um extremo, pelas seguintes razdes:
e h& muitos extremos locais;
e ha apenas um extremo global,

e asolucdo pode ser facilmente calculada diretamente.

Figura 7.3: Funcdo Alpine com D=2



7.2 Resultados preliminares
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Utilizamos os parametros da tabela 7.1 a seguir para os testes com os algoritmos.

Tabela 7.1 — Parametros utilizados para os testes

Luus-Jaakola

PCA

Simulated Annealing

Evolucdo Diferencial

Ny = 50000
n, =20
£ =0.0001 %

N de avaliacdes = 10°

T =1000
£=0.999

N de avaliagdes = 10°

Numero de individuos = 1000
F=05
CR=0.38

NGmero de avaliages da FO = 10°

7.2.1 Algoritmo Luus-Jaakola

Tabela 7.1 — Resultados obtidos com o algoritmo Luus-Jaakola para os testes

Funcéo Easom Himmelblau Alpine Alpine
Numero de dimensdes do espac¢o de 2 2 2 8
__busca
Otimo Global -1 0 7.884864 3865.243255
Melhor Valor da F.O. -1 5.83372e-08 7.8856 -3866.68
Pior Valor da F.O. -1 4.48936e-05 7.8856 857.416
Valor Médio da F.O. -1 3.7042e-06 7.8856 2147.34
Desvio Padréo 1.16852e-08 | 5.70207e-06 | 7.28286e-09 842.356
Taxa de Acertos 100 100 100 15




7.2.2 Algoritmo Simulated Annealing

Tabela 7.2 — Resultados obtidos com o algoritmo SA para 0s testes
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Funcdo Easom Himmelblau Alpine Alpine
NUmero de dimensdes do espaco de 2 2 2 8
__ busca
Otimo Global -1 0 7,884864 3865,243255
Melhor Valor da F.O. -0.999997 4.44479e-06 7.8856 2555.87
Pior Valor da F.O. -0.999042 0.0333611 7.88503 1181.71
Valor Médio da F.O. -0.999828 0.00663251 7.88546 1612.92
Desvio Padréo 0.000185868 | 0.00640499 | 0.000129714 279.212
Taxa de Acertos 41 16 100 0
7.2.3 Algoritmo PCA
Tabela 7.3 — Resultados obtidos com o algoritmo PCA para os testes
Funcéo Easom Himmelblau Alpine Alpine
Numero de dimensdes do espaco de 2 2 2 8
__busca
Otimo Global -1 0 7,884864 3865,243255
Melhor Valor da F.O. -1 -1.981e-09 7.8856 3247.65
Pior Valor da F.O. -0.998 -0.0142832 7.88556 920.263
Valor Médio da F.O. -0.999705 -0.00015063 7.88559 1646.09
Desvio Padréo 0.000350493 | 0.00142762 | 9.85232e-06 460.969
Taxa de Acertos 38 98 100 0




7.2.4 Algoritmo Evolucéo Diferencial

Tabela 7.4 — Resultados obtidos com o algoritmo ED para os testes
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Funcéo Easom Himmelblau Alpine Alpine
Numero de dimensdes do espaco de 2 2 2 12
__ busca
Otimo Global -1 0 7,884864 240306
Melhor Valor da F.O. -1 0.0571526 7.8856 240441
Pior Valor da F.O. -1 34.2143 7.8856 240441
Valor Médio da F.O. -1 6.79702 7.8856 240441
Desvio Padréo 0 6.74785 1.33898e-14 0.0588449
Taxa de Acertos 100 0 100 100




8 RESULTADOS OBTIDOS
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Para cada algoritmo listaremos a seguir os resultados encontrados para a melhor

configuracdo de parametros obtida ja utilizada na tabela 7.1. Apresentamos nas tabelas os

6timos globais conhecidos (WALES; DOYE, 1997).

8.1 Algoritmo Luus-Jaakola

Tabela 8.1 — Resultados obtidos com o algoritmo Luus-Jaakola (3 a 6 4tomos)

NUmero de 4&tomos 3 4 5 6
Numero de dimensdes do espaco de 9 12 15 18
__busca
Otimo Global -3,000000 -6,000000 -9,103900 -12,712100
Melhor Valor da F.O. -3,000000 -6,000000 -9.10384 -12.712
Pior Valor da F.O. -3,000000 -3.00174 -6.00052 -5.03593
Valor Médio da F.O. -3,000000 -5.91285 -8.19872 -10.7518
Desvio Padréo 7.43203e-08 0.445812 1.33638 1.94551
Taxa de Acertos 100 95 68 4
Tabela 8.2 — Resultados obtidos com o algoritmo Luus-Jaakola (7 a 10 &tomos)
NUmero de 4&tomos 7 8 9 10
Numero de dimensdes do espaco de 21 24 27 30
__busca
Otimo Global -16,5054 -19,8215 -24,11334 -28,4225
Melhor Valor da F.O. -16.5052 -19.8211 -24.1108 -27.5201
Pior Valor da F.O. -7.00662 -5.00844 -7.21426 -8.19483
Valor Médio da F.O. -12.3577 -13.9775 -15.4462 -17.1966
Desvio Padrdo 2.57467 3.41975 3.43052 4.2705
Taxa de Acertos 9 3 0 0




8.2 Algoritmo Simulated Annealing

Tabela 8.3 — Resultados obtidos com o algoritmo SA (3 a 6 &tomos)
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NUmero de atomos 3 4 5 6
Numero de dimensdes do espaco de 9 12 15 18
__ busca
Otimo Global -3,000000 -6,000000 -9,103900 -12,712100
Melhor Valor da F.O. -2.99975 -5.69102 -8.03204 -8.02354
Pior Valor da F.O. -2.95704 -4.50124 -4.95026 -5.56844
Valor Médio da F.O. -2.99204 -4.87979 -5.8755 -6.41005
Desvio Padréo 0.00617995 0.246379 0.485795 0.507657
Taxa de Acertos 0 0 0 0
Tabela 8.4 — Resultados obtidos com o algoritmo SA (7 a 10 atomos)
NUmero de 4tomos 7 8 9 10
Numero de dimensdes do espaco de 21 24 27 30
__busca
Otimo Global -16,505400 | -19,821500 | -24,1133400 | -28,422500
Melhor Valor da F.O. -8.83851 -9.66662 -9.86985 -9.91613
Pior Valor da F.O. -6.03762 -6.39909 -6.67039 -7.23592
Valor Médio da F.O. -6.88562 -7.47126 -7.73129 -8.14004
Desvio Padréo 0.466565 0.615015 0.573728 0.557318
Taxa de Acertos 0 0 0 0




8.3 Algoritmo PCA

Tabela 8.5 — Resultados obtidos com o algoritmo PCA (3 a 6 4tomos)
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NUmero de 4tomos 3 4 5 6
Numero de dimensdes do espaco de 9 12 15 18
__busca
Otimo Global -3,000000 -6,000000 -9,103900 -12,712100
Melhor Valor da F.O. -3,000000 -5.99622 -9.07662 -12.3225
Pior Valor da F.O. -2.99975 -5.06882 -5.06977 -6.10419
Valor Médio da F.O. -2.99992 -5.46524 -7.61794 -9.4193
Desvio Padrdo 4.89057e-05 0.385632 0.994652 1.4249
Taxa de Acertos 71 0 0 0
Tabela 8.6 — Resultados obtidos com o algoritmo PCA (7 a 10 atomos)
NUmero de 4tomos 7 8 9 10
Numero de dimensdes do espaco de 21 24 27 30
__busca
Otimo Global -16,505400 -19,821500 | -24,1133400 | -28,422500
Melhor Valor da F.O. 15.261 16.1604 18.5374 20.3335
Pior Valor da F.O. 7.11701 7.17566 7.95499 8.30958
Valor Médio da F.O. 10.9436 11.5465 12.9325 14.0078
Desvio Padrdo 2.03967 2.39789 2.52329 2.82945
Taxa de Acertos 0 0 0 0




8.4 Algoritmo Evolucao Diferencial

Tabela 8.7 — Resultados obtidos com o algoritmo ED (3 a 6 atomos)
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NUmero de atomos 3 4 5 6
Numero de dimensdes do espaco de 9 12 15 18
__busca
Otimo Global -3,000000 -6,000000 -9,103900 -12,712100
Melhor Valor da F.O. -3,000000 -6,000000 -9,103900 -12,712100
Pior Valor da F.O. -3,000000 -6,000000 -9.10385 -11.2331
Valor Médio da F.O. -3,000000 -6,000000 -9.08742 -9.73849
Desvio Padrdo 0 0 0.00164335 0.319908
Taxa de Acertos 100 100 99 0
Tabela 8.8 — Resultados obtidos com o algoritmo ED (7 a 10 atomos)
NUmero de atomos 7 8 9 10
Numero de dimensdes do espaco de 21 24 27 30
__ busca
Otimo Global -16,505400 -19,821500 | -24,1133400 | -28,422500
Melhor Valor da F.O. -12.1675 -13.0039 -13.7609 -13.7297
Pior Valor da F.O. -9.83336 -9.92327 -9.93733 -10.2425
Valor Médio da F.O. -10.7128 -11.0305 -11.3701 -11.3436
Desvio Padréo 0.451139 0.556365 0.750673 0.699773
Taxa de Acertos 0 0 0 0




A seguir exibimos a titulo de ilustracdo a geometria esperada para que cada micro
aglomerado tenha seu potencial de energia seja minimo.

Figura 8.1: Micro aglomerados estaveis (4 a 10 atomos).
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9 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

9.1 Conclusbes

Fizemos implementacbes com os algoritmos em suas formas candnicas sem a
utilizacdo de recursos sofisticados. Este esforco € um passo para a tomada de decisdo acerca
de quais métodos utilizar em hibridizagdes com algoritmos de busca local.

Como pudemos observar no Capitulo 7, um algoritmo pode resolver um problema de
forma completamente satisfatoria e ser incapaz de tratar outro, assim nao podemos dizer que
um algoritmo é melhor que outro e tornam-se necessarios testes que verifiquem até que ponto
o0 algoritmo ¢é indicado para determinado problema.

De acordo com (JEZOWSKI; BOCHENEK, 2002) o Luus-Jaakola canbnico pode se
tornar deficiente para resolucdo de problemas multidimensionais, fato que pudemos verificar
claramente na tabela 7.1.

Os algoritmos Simulated Annealing e PCA que aderem ao paradigma de Metropolis
mostraram-se ineficientes para tratar a funcdo de Easom que tem um 6timo global isolado em
uma pequena regido do dominio. Naturalmente o fato de permitirem que uma solucéo ruim
seja aceita faz com que eles fujam da regido do 6timo algumas vezes. J& para a funcéo
Himmelblau, que possui diversas regides de 6timo, o PCA teve um desempenho melhor do
que o Simulated Annealing como podemos ver nas tabelas 7.2 e 7.3. Em relac¢do a esta mesma
funcdo Himmelblau notamos que o Evolugédo Diferencial tem um péssimo desempenho.

Todos os quatro algoritmos conseguiram encontrar o 6timo da funcdo Alpine em duas
dimensbes, mas somente o Evolugdo Diferencial conseguiu tratar esta funcdo de forma
multidimensional.

Devemos salientar que para todas as func@es teste utilizamos os mesmos parametros
de configuracdo para os algoritmos. Sabemos que com algum ajuste desses parametros o
algoritmo pode ter um desempenho melhorado ou nédo para o problema. Sendo assim optamos
pelos mesmos parametros que foram utilizados para tratar o potencial de Lennard-Jones.

Em relacdo ao problema do potencial de Lennard-Jones notamos o seguinte:

e 0 Luus-Jaakola aproxima-se da regido do 6timo para até 10 &tomos;

e 0 Simulated Annealing aproxima-se para até 5 &tomos;
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e 0 PCA para até 7 atomos;

e 0 Evolucgdo Diferencial para até 6 &tomos.

Justamente o Simulated Annealing que é um algoritmo que vem sendo usado em
hibridizacbes para resolucdo do problema de LJ (FAN; 2002) teve o pior desempenho. O
Evolucdo Diferencial, apesar de tratar muito bem a multimodalidade da funcéo teste Alpine,
mostrou-se ineficaz para o problema LJ afastando-se fortemente da regido do 6timo nos
casos com mais de 7 4&tomos.

Para hibridizacdes com algoritmos de busca local concluimos que o Luus-Jaakola e o
PCA seriam as melhores alternativas.

O Luus-Jaakola pelo fato de ter se aproximado sempre da regido do 6timo. Notamos
que essa aproximacdo reduz-se com o aumento do nimero de dimensdes da funcédo e por isso
ndo podemos garantir que o Luus-Jaakola seja uma boa alternativa para um numero muito
grande de atomos. O Luus-Jaakola é muito simples e ndo tem qualquer heuristica, foi o
algoritmo mais rapido e teve um bom desempenho.

O PCA pelo fato de ndo ter se afastado tanto da regido do 6timo como o Evolucdo
diferencial, por exemplo, e ser semelhante, porém melhor, que o Simulated Annealing para

tratar o problema.

9.2 Perspectivas

Ja que parece muito interessante investir no Luus-Jaakola para uma hibridizacdo com
algoritmos de busca local.

Se hibridizagdes com Simulated Annealing conseguem bons resultados (FAN, 2002)
esperamos que com o PCA alcancaremos um desempenho melhor ainda. A primeira proposta
é utilizar o PCA hibridizado com técnicas de gradiente assim como (BISWAS; HAMANN,
1986) e a seguir testar com técnicas dos métodos de Newton, quasi-Newton e Nelder-Mead

por exemplo.
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