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Por que vocé é Flamengo
e meu pai Botafogo

o que significa

impéavido colosso

Por que os ossos doem
enquanto a gente dorme
por que os dentes caem
por onde os filhos saem

Por que os dedos murcham
quando estou no banho
por que as ruas enchem

quando esta chovendo

Quanto ¢é mil trilhoes
vezes infinito

quem é Jesus Cristo
onde estao meus primos

Por que o fogo queima
por que a lua é branca
por que a terra roda
por que deitar agora

Por que as cobram matam
por que o vidro embaca
por que voce se pinta

por que o tempo passa

Por que a gente espirra
por que as unhas crescem
por que o sangue corre
por que a gente morre

Do que é feito a nuvem
do que é feito a neve
como é que se escreve
réveillon

Adriana Partimpim (Oito anos)
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Resumo

Nesta dissertacao de mestrado vamos apresentar métodos da aproximagao de
nimeros algébricos por racionais que sao usados para provar resultados de
finitude em geometria Diofantina. Faremos isto através do teorema de Roth
e de sua generalizacao a dimensoes superiores, o teorema do subespago de
Schmidt; eles permitem demonstrar quase todos os resultados sobre o con-
junto de pontos inteiros sobre curvas algébricas, ilustraremos isso com uma
nova prova do famoso teorema de Siegel dada recentemente por P. Corvaja
e U. Zannier.

Palavras-chave: aproximacao Diofantina, alturas, teorema do Roth, pontos
inteiros.



Abstract

In this master thesis we present methods of Diophantine approximation that
are used to prove finiteness theorems in Diophantine geometry. We do this
through the theorem of Roth and its generalization to higher dimensions, the
Schmidt’s subspace theorem, they will demonstrate nearly all results on set
of integral points on algebraic curves, we will illustrate this with a new proof
of the famous theorem of Siegel recently given by P. Corvaja and U. Zannier.

Key words: Diophantine approximation, heights, Roth’s theorem, integral
points.
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Introducao

Os objetivos desta dissertacao é apresentar métodos da aproximacao Dio-
fantina que sao usados para provar resultados de finitude em geometria Dio-
fantina. Este é um topico cldssico da teoria dos niimeros e suas conexoes com
geometria algébrica. Faremos isto através do teorema de Roth e de sua gen-
eralizacao, o teorema do subespago de Schmidt, que permitem demonstrar
um famoso teorema de Siegel sobre pontos inteiros sobre curvas algébricas
do final da década de 20.

A inexisténcia de referéncias sobre o assunto na literatura em portugués
é uma motivagao extra.

O teorema de Roth diz que existe um nimero finito de solugoes racionais
da desigualdade

() Ja—2|<q,
em que, a é um numero algébrico irracional e ¢ > 2. Gragas a esse resultado,
em 1958 foi concedida a Roth a medalha Fields! Ele é o resultado central na
reta e foi generalizado a dimensoes superiores por W.M. Schmidt na década de
70 com o seu teorema do subespaco: sejam Ly, ..., L,, € Q[Xl, ..., Xp] formas
lineares independentes. Entao existe uma quantidade finita de subespacos

lineares proéprios 14, ..., T, C C" tais que

{z € 2"z |Li(z) - - - Lin(2)| <1} C UT

Para ver que o teorema de Roth segue deste teorema, tomamos m = n = 2,
Li(z,y) =z —ay e Ly(z,y) = y.

Vamos aplicar esses resultados ao estudo qualitativo dos pontos inteiros
sobre curvas algébricas, aqui, o resultado fundamental de finitude é o teorema
de Siegel: suponhamos que uma curva afim C' definida sobre um corpo de
nimeros K possua uma quantidade infinita de pontos inteiros. Entao o
seu fecho projetivo C' tem género zero e além disso tem no méaximo dois
pontos no infinito. E claro que para género maior ou igual a dois, esse



teorema, ¢ um caso especial do teorema de Faltings—conjectura de Mordell
que garante que o préoprio C'(K) é finito ([7]). Contudo o tratamento original
de Siegel permanece de interesse independente. A prova de Siegel comega por
mergulhar C' em sua Jacobiana, assim, essencialmente, os ingredientes sao:
aproximacao Diofantina, teorema de Mordell-Weil e alturas sobre variedades
Abelianas. A parte de aproximacao Diofantina, hoje, é o teorema de Roth,
que ja simplifica bastante o argumento original. Recentemente, em [5], Pietro
Corvaja e Umberto Zannier deram mais uma substancial simplificacao da
prova do teorema de Siegel invocando o teorema do subespacgo de Schmidt ao
invés do teorema de Roth evitando completamente a parte da prova que usa
a aritmética das variedades Abelianas, dando a possibilidade de estender o
resultado a dimensoes superiores. Nesse sentido tem-se um bonito teorema de
Corvaja-Zannier [6], Aaron Levin [12] e Pascal Autissier [1]: uma superficie
afim com quatro ou mais divisores amplos intersectando-se propriamente no
infinito nao pode ter um conjunto denso, no sentido de Zariski, de pontos
inteiros; o semindrio Bourbaki de Yu. Bilu [3] contém uma prova desse
resultado.

Usamos como principais referéncias os livros Diophantine Geometry, de
M. Hindry e J. Silverman, e Heights in Diophantine Geometry, de E. Bombieri
e W. Gubler. Alguns argumentos foram detalhados um pouco mais, langando
mao de outras fontes especializadas.

A dissertacao estda dividida em quatro capitulos da seguinte forma: no
primeiro capitulo expomos a teoria de alturas sobre o espaco projetivo.
Definimos a altura de um numero algébrico, mostramos algumas relagoes
entre alturas e polindmios e concluimos com a prova da desigualdade de
Gelfand, um importante resultado usado na prova do teorema de Roth.
O segundo capitulo é dedicado, essencialmente, ao enunciado do teorema
de Roth, na versao envolvendo alturas e outros valores absolutos sobre um
corpo de numeros, 14 também, fazemos duas redugoes do teorema de Roth:
mostramos que ¢é suficiente prova-lo para inteiros algébricos e reduzimos as
“aproximagoes simultaneas”. O terceiro capitulo é o coragao da dissertacao,
¢ onde damos uma demonstracao completa do teorema de Roth, ela consiste
basicamente dos seguintes passos.

Primeiro: fixamos um m grande, di,...,d,, inteiros e construimos um
polinémio P € Z[X3, ..., X,,] de grau no méximo d; em X; que se anula
muito em (q, ...,a) (utilizando a nogao de indice ou ordem de anulamento
ponderada) e cujos coeficientes sdo de tamanho controlado; a maneira que
faremos isso é resolvendo um sistema de equagoes lineares com coeficientes
inteiros (Lema de Siegel).

Segundo: supomos que existem py/qi, ..., pm/qm satisfazendo (x), entao
mostramos que P e um certo nimero de suas derivadas sao pequenas em [ =
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(p1/q1, -, Pm/Gm) aplicando a férmula de Taylor junto com a desigualdade
triangular.

Terceiro: empregamos um resultado de nao-anulamento (Lema de Roth);
esta € a parte dificil da prova, temos que mostrar que uma derivada de ordem
muito pequena ¢é nao-nula, i.e.,

1

1)l

n=0,P(B)#0 com ;= (D/0X1)™ - -+ (8]0 X ).

Para isso vamos introduzir o determinante Wronskiano generalizado.
Quarto: como n é racional e nao-nulo:

(denominador(n)) ™ < |n|;

esta é a “desigualdade de Liouville”, ela fornece uma contradicao se m é
grande e os ¢; sao bem escalonados.

Finalmente, temos um quarto capitulo, onde provaremos o teorema de
Siegel. Fazemos isso com a demonstracao de Corvaja e Zannier que usa
o teorema do subespaco de Schmidt. E apenas indicamos, sem riqueza de
detalhes, o argumento cléssico que usa o teorema de Roth.

Uma 6tima leitural
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Capitulo 1

Funcoes alturas

Vamos introduzir uma nocgao precisa de “tamanho” para os pontos algébricos
do espacgo projetivo, que chamaremos altura. A versao aqui apresentada é
comumente chamada de altura de Weil. Comecaremos definindo a altura
de um ponto do espaco projetivo a coordenadas racionais, depois a coor-
denadas algébricas, para enfim, deduzir a nocao de altura de um ntmero
algébrico. Aproveitaremos para fixar notacoes, principalmente, no que diz
respeito a valores absolutos sobre um corpo. Na segunda secao investigare-
mos as relagoes entre alturas e polinomios a fim de demonstrar o teorema de
Northcott e a desigualdade de Gelfand.

1.1 Alturas sobre P"

Definicao 1.1.1 Se P é um ponto de P™"(Q), podemos escolher suas coorde-
nadas homogéneas (o : ... : &) com x; € Z e mde(xy, ..., x,) = 1. Definimos
a altura de P como sendo a quantidade

Hq(P) = max{|zo|, ..., |xn|}.
E claro que para qualquer nimero B > 0, o conjunto
{P € P"(Q)|Hq(P) < B}

é finito, pois existe somente uma quantidade finita de inteiros z € Z satis-
fazendo |z| < B. Essa definigdo é bastante simples e ndo se transporta com
facilidade as coordenadas algébricas. Serd mais comodo, tecnicamente, rein-
terpretar as alturas em termo do conjunto dos valores absolutos do corpo. E
desejamos manter o importante atributo dessa funcao altura de que apenas
um numero finito de pontos tem altura limitada.
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O valor absoluto, usual, arquimediano sobre Q ¢é definido, pondo, para
cada nimero racional z,

|z] = || = max{z, —x}.

Para definir os valores absolutos, p-adicos, ultramétricos, escrevemos o niimero
racional  ndo-nulo na forma x = +p{* ---pt, com ¢; = ord,, (z) € Z e p; um
numero primo. Pomos entao, para cada primo p,
|x|p _ p—ordp(a:)‘

Qualquer valor absoluto v sobre k, um corpo qualquer, define uma distancia

pondo
d(l’,y) = |$ - y|v

e em particular induz uma topologia sobre k. Dois valores absolutos |- |,, |- |«
sao ditos equivalentes se eles induzem a mesma topologia sobre k. Pode ser
provado que isso acontece se, e somente se, existe um ntumero real s > 0
tal que |z|, = |z|5, para todo x € k. Denotaremos por M o conjunto dos
lugares de k (isto é, classes de equivaléncia de valores absolutos). Para Mq
tomaremos como representantes o valor absoluto arquimediano |- |, e todos
os valores absolutos p-adicos | - |, onde p é um nimero primo.

A férmula do produto para um nimero racional x nao-nulo se escreve

entao
I Il =1

UEMQ

Ela simplesmente reflete o fato de que Z é um dominio de fatoragao unica.

Corolario 1.1.1 Sejam P € P*(Q) e (xq : ... : &,) coordenadas homogéneas
quaisquer de P. Entao

Hq(P) = [ max{lzolu, ... [2als}-

’UEMQ

Demonstracao. A féormula do produto mostra que o lado direito da igualdade
do enunciado independe das coordenadas homogeéneas. Escolhendo x; € Z
primos entre si, temos que para cada p primo max{|zo|p, ..., |Zn|p} = 1. Por-
tanto o lado direito serd igual a max{|zo|eo; -.-; |Zn|cc }, iSto é, a Hq(P).

14



Para generalizar as alturas aos pontos com coordenadas algébricas, vamos
definir os valores absolutos padroes sobre um corpo de niimeros K.

Para um corpo de nimeros K fixaremos como representantes de My os
valores absolutos cuja restricao a Q seja o valor absoluto arquimediano | - |
ou um dos valores absolutos p-adicos | - [,. Denotaremos ainda por M o
conjunto dos valores absolutos arquimedianos sobre K e por M- seus valores
absolutos ultramétricos.

Sejam L|K uma extensao de corpos de nimeros, v € My, w € M, valores
absolutos. Diremos que w divide v ou w estd acima de v e escreveremos w|v
se a restricao de w a K é v. Diremos que v é p-adico se ele estd acima de
algum valor absoluto p-adico de Q.

Para qualquer valor absoluto v € Mg denotaremos por K, o completa-
mento de K com respeito a v, Q, o completamento de Q com respeito a
restricdo de v a Q e n, = [K, : Q,] o grau local de v. O valor absoluto
normalizado associado a v é

o = [

Lembremos aqui a formula do grau cuja demonstragao pode ser encontrada
em [3] ou [13].

Proposicao 1.1.1 Seja L|K uma extensdo de corpos de nimeros. Seja v €
My um valor absoluto sobre K. Entao

> [Lu:KJ)=I[L:K]

weM, wlv

Vamos dar agora uma descri¢ao alternativa dos valores absolutos sobre
um corpo de numeros K de grau n. E fato da teoria dos corpos que K
admite r; mergulhos reais e ry pares de mergulhos complexos de modo que
n = ry + 2ry. Cada mergulho ¢ : K — R ou C produz, por composi¢ao
com o modulo, um valor absoluto. Se ¢ for um mergulho complexo, ele e seu
conjugado dao o mesmo valor absoluto. Dispomos entao de r; + ry valores
absolutos arquimedianos

lo(z)| para o real
|z]e =
7 lo(x)|* para o complexo.

Seja Ok o anel de inteiros de K. Usaremos agora o fato fundamental de que
Ok é um dominio de Dedekind, os ideais fracionarios possuem uma fatoracao
unica em um produto de ideais primos. Se p, um primo racional, se fatora

em
Cg

pOK:pil"'pga
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com N(gp;) = pi e 39 e;fi = n, podemos definir para cada ideal primo @
um valor absoluto
2], = N(p) ),

onde N(-) é a norma de um ideal primo. Esses iltimos valores absolutos sao
ultramétricos.
Decorre dessas escolhas (detalhes em [11] ou [13]) que, para z € K,

[Tzl = INki@)p ¢ [T 1l = Niiq(@)]o-

plp veMpe

Vamos provar agora a férmula do produto para K.

Proposicao 1.1.2 Seja v € K*. Entao,

IT lizlh =1

vEMK

Demonstracao. Agrupamos os lugares de K que estao acima de um certo
lugar de Q e usamos a férmula do produto para Q:

IT =l =TT TTl#lle = TT Nl = 1.

wEMp vEMq wlv vEMq

Definigao 1.1.2 Seja P = (xo : ... : x,) € P"(K) um ponto cujas coorde-
nadas homogéneas sao escolhidas em K. A altura de P, relativa a K, € a
quantidade

Hi(P)= ]] max{llzollo, . zallo}-

vEMK

A férmula do produto assegura que a altura Hg(P) estd bem definida,
isto é, independe da escolha das coordenadas homogéneas para P. Notemos
ainda que podemos tomar coordenadas homogéneas para P com alguma co-
ordenada igual a 1, entdo, segue da definicdo que Hgx(P) > 1. Pode ser
conveniente considerarmos a altura logaritimica hx(P) = log Hx(P). A al-
tura de um ponto considerado em diversas extensoes varia de uma maneira
simples, este é o contetido da préxima proposicao.

Proposigao 1.1.3 Seja L uma extensdo finita de K e P € P"(K), entdo

Hy(P) = Hg(P)FH.

16



Demonstracao. Escrevamos P = (g : ... : ©,). Vamos usar a férmula do
grau, Proposi¢ao 1.1.1, lembrando que para cada w € Mp,wlv,v € Mg
temos

Nw = (L : Qu] = [Luw @ Ky]n,.

Logo,

Hy(P) =[] max{llzollu, .. lzallu}

weM,

= 1 TI mac{loolos o o}

vEMK weMp,wlv

- H H max{|zo[y", ..., [T,[y" }

vEMK weM,,wlv

= I TII max{lizole, .. llzall,}E

vEMK weM, wlv

= I max{liollos s o}

vEME

|

Esta 1ltima proposicao permite definir a altura, absoluta, que independe do
corpo de nuimeros, ela sera definida sobre o conjunto de pontos a coordenadas
em Q, fecho algébrico de Q.

Definicao 1.1.3 A altura (absoluta) sobre P™ é a func¢do
H : PH(Q) — [1,00), H(P) = HK<P)1/[K:Q]’

onde K ¢é qualquer corpo de nimeros com P € P"(K). Definimos também
a altura de um elemento v € K como sendo a altura do ponto projetivo
correspondente (1 : a) € PY(K). Assim,

Hi(a) = [] max{llal.. 1},

vEMK
e similarmente para H(«).

O préximo lema é um resultado chave, junto com a desigualdade de Gelfand
(Proposicao 1.2.1 abaixo), da teoria de alturas que usaremos na demonstracao
do teorema de Roth, ele é conhecido como a desigualdade de Liouville.
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Lema 1.1.1 Sejam K um corpo de nimeros, o € K* um elemento nao-nulo
de K ¢ S C Mg qualquer subconjunto de valores absolutos sobre K. Entao

1
min{ |||y, 1} > .
[T min{lall 1} > 77

Demonstracao. A férmula do produto, Proposicao 1.1.2, diz que

H |lall, =1, o que implica, 1= H —

vEMK vEMK

Agora calculamos

Hygla) = H max{1, |||} = H ||a||v-max{17ﬁ}

veEMK vEMK
1 } 1
= max 1, — ( = —_—
pis U Al e

1
11 min{1, (e[}

veES

Portanto, tomando os inversos, obtemos o resultado desejado.

1.2 Alturas e polindmios

Definimos a norma de Gauss de um polinomio
f= 3wl
i=(i1,yin)ET

com coeficientes em um corpo de niimeros K, com respeito a um valor abso-
luto v como sendo
| flo = maxier|aj|,.
Para estabelecer a relagao entre a altura de um nimero algébrico e seu
polindomio minimo, usaremos o seguinte lema classico, dito, lema de Gauss.

Lema 1.2.1 [3, Lemma 1.6.3] Sejam f,g € K[X}, ..., X,,] polindmios, onde
K é um corpo de niumeros. Se v é um valor absoluto ultramétrico. Entao,

’fg|v = |f‘v|g|v-

18



Lema 1.2.2 Seja o um namero algébrico de grau d e K = Q(«). Seja
P € Z[X] o polindmio minimo de « escrito na forma

P(X)=ap(X —ay) - (X —aq) = agX? + ...

Entao,

d
Hic(a) = Jag| [ max{1, loul}.
i=1
Demonstragao. Consideremos o corpo L = Q(ay, ..., ag). Podemos escrever:
Hy) = (@)= = T ma{i,]al,} T mas{1,]al,}
peM? weMg®

Analizemos o lado direito da segunda igualdade acima:

d [L:K]
H max{1, |a|,} = H max{1, o, }EE = (H max{1, |ozz|}> :

weMEp® veMg?

Agora, o Lema de Gauss aplicado a f e a sua fatoragao mostra que, para
o € MY, temos

d
L= fllp = laoly, ] T max{1, Jasf,}.
i=1

Fazendo o produto sobre p e aplicando a férmula do produto para L (aplicada
a ap), obtemos

d
d
1= TT laolo TT TT mesc{t.Jeulo} = lao/ =" | T] max{1, Ja,}
peM? i=1 peM? peM?
Finalmente, combinando esses resultados, obtemos
d
HK(a)[L:K] _ |a0|[L:Q]/d HmaX{L |Oéi|}[L:K],
i=1
que d& a igualdade procurada extraindo as raizes [L : K]-ésimas.
|
Definimos o corpo de definicdo de um ponto P = (xg : ... : ,) € P*(Q)

como
Q(P) = Q(zo/ws, w1/, ..., Tn [ 75)

para qualquer ¢ com x; # 0. O principal mérito da funcao altura é o seguinte

teorema de finitude.

19



Teorema 1.2.1 (NORTHCOTT) Para quaisquer nimeros B, D > 0,

{PeP"(QIH(P)<B e [Q(P): Q] <D}
€ um congunto finito. Em particular, para qualquer corpo de niumeros K,
{P € P"(K)|Hk(P) < B}

€ um conjunto finito.

Demonstragao. Seja P = (xg : ... : x,) € P"(Q), sem perda de generalidade,
podemos supor que g # 0 e escrever P = (1 : oy : ... : @), com «; algébrico.
Claramente temos que H(a;) < H(P) e [Q() : Q] < [Q(P) : Q]. Portanto,
é suficiente mostrarmos que o conjunto {a € Q | H(a) < C, [Q(a) : Q] < d}
é finito. O limite sobre o grau e a altura d4, pelo Lema 1.2.2, um limite para
os coeficientes (que sdo em niimero finito) do polinémio minimo de «, o que

demonstra a finitude.
[ |

A altura (projetiva) de um polindémio é definida como a altura dos seus
coeficientes tomados como coordenadas homogéneas, assim

Hi(f) = TT 17 e h(f)zlogH(f)zﬁ S nolog |/l
vEMp ’ vEMK

Proposigao 1.2.1 (GELFAND) Sejam dy, ..., d, inteiros. Sejam fi,..., fr €
Q[X1, ..., Xon] polinomios cujo produto satisfaz gry (fi--- fr) < d; para cada
1 <q¢<vr. Entao

STR(f) S h(fi fr)Hdit o+ do
=1

Demonstra¢ao. Comegamos lembrando o lema de Gauss

|f1 T fr|v = |f1|v T |fr|v

onde v é qualquer valor absoluto ultramétrico. O fato fundamental para
concluir a desigualdade de Gelfand é a prova de um resultado andlogo, ar-
quimediano,

[T15l < ettt g, (1.1)
i=1
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vélido para todos os polinomios f, fi,..., fr € C[X1,..., X;]. De fato, assu-
mindo por um momento (1.1), temos que

HHK(fi) = H H il

=1 vEMg
< H ’fl . frmv H env(d1+...+dm)’f1 o frmv
veMY vEMP

< eI (fy ),

logo, tomando raizes [K : Q]-ésimas e aplicando o logaritmo em ambos os
membros obtemos a desigualdade de Gelfand.

Provaremos (1.1) introduzindo uma norma multiplicativa e uma norma
L? sobre o espaco de polinomios.

Definicao 1.2.1 Sejam
I=10,1], i=(i1,cim), t= (t,ertp), dt =dt, - dtp,
e seja e(t) = (exp(2mity), ...,exp(2wit,,)). Para qualquer polinomio complexo

f=) aX{ - Xim e CXy, ..., Xy,
a medida de Mahler de f ¢ a quantidade

M) e [ toglteo)lat).

I

e a L?>-norma de f ¢ a quantidade

L) = ([ Irteppar) T (Z W) .

Lema 1.2.3 [9, Lemma B.7.3.1] Sejam f,g € C[X, ..., X;,] polindmios e
suponhamos que gry (f) < d;. Entao

(i) Lao(f) < [(di +1) -+ - (du + D)]2If].
(i) M(fg) = M(f)M(g).
(iii) M(f) < La(f)-
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Lema 1.2.4 Para qualquer polinomio f = Zj:o a; X' € C[X],

d
ol < () ) < 20000)
Mais geralmente, consideremos o polinomio complezxo

_ E J1 Jm 5
f— ajh,,,,ijl "'Xmm,l— 1,...,m,

0<j:<d;

satisfazendo gry (f) < d;. Entao

el < () () 21(p) < ),

Demonstracao. A demonstracao seguird por inducao sobre o ntmero de
variaveis m. Para m = 1 fatoramos f

FX) =aq [ [(X = ai).

Entao

|aj| = |adl Z Qhy wt " Qhy

hi<-<hg_j

IN

(4 )1 Emax{l, o}

= () m

Antes de prosseguir com a induc¢ao vamos introduzir umas notacoes. Para
qualquer 1 < n < m, pomos

dn+1

dm
= hnia h
fk1,...,kn(Xn+17 7Xm) - g t &kl7'..7kn’hn+17m’thn+1 e Xmm
hn+1:0 hm=0

com fr, . kn = Qk,... kn DO caso n = m. Assim, podemos escrever
dq
FX0, o X)) = ) fr (X, X)) XY, (1.2)
k1=0
e mais geralmente
dn
fkly---yknfl (Xm sy Xm) = Z fk17---7k7z (Xn+17 XD Xm)XSn (13)
kn=0
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De (1.2) e da ja constatacao do lema para uma variavel, temos que, para
todos xa, ..., x,, € C,

d ! .
|fk‘1<x27 737m)| < ( k.i ) exp (/ log |f(62mt,$2, ,xm)\dt) .
0

Aplicamos agora o logaritmo a ambos os membros, avaliado em (za, ..., T,,) =
(e2™it2 . e?™im) ¢ integramos sobre 0 < ty, ..., t,, < 1, donde obtemos

log M(fx,) = / log | f, (€272 .. €2™m)|dty - - - din,
I'mfl
< log( Zl ) +/ log | f(e2™, ..., e*™ ™) |dt, - - - dt,
1 m

< log( Zl ) +log M (f).
1

Obtemos assim a desigualdade

M) < ()20,

Usando o mesmo argumento para a expressao (1.3) obtemos

Mfoa) < () MUt

Esta d4a a cota

para os coeficientes.
|

Denotemos por p(f) o nimero de variaveis X7, ..., X, que de fato apare-
cem em f. Usando a estimativa bésica, valida para d > 1,

d -1
(1)=

7] < it ),

Finalmente, vamos terminar a demonstracao da desigualdade de Gelfand.
Sejam d;; = grx (fi), dj = grx,(f), assim

obtemos

dj = Zdn e p(f) < Zﬂ(fi)'
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Entao

T

Al 1R < T @t hmmrioa ()

i=1
2d1+--'dm72i ,U«(fz)M(f)
< oftedm i (dy + 1) -+ - (do + 1)) £.

Agora, observando que
20 /d+1 < e para d > 2 e para d=0,

enquanto que se d; = 1, entao a varidvel X; contribui para pu(f). Portanto,
obtemos

)
[T15] < et tinp),

=1

completando assim a demonstracao da Proposicao 1.2.1
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Capitulo 2

Aproximacao racional de
numeros algébricos

A questao fundamental em aproximacao Diofantina é a de saber como um
numero irracional pode ser aproximado por um numero racional. De maneira
mais precisa, seja @ € R e e um expoente dado. Questiona-se: a desigualdade
1
¢

E_al<

’ p
q

pode ter uma quantidade infinita de solugoes racionais p/q € Q7 Comegamos
este capitulo relacionando isto com a constru¢ao de nimeros transcedentes
feita por Liouville, daremos também a demonstracao do resultado de Li-
ouville, pois, embora elementar, contém alguns tragos que reaparecerao na
prova do teorema de Roth. Nas duas ultimas secoes fazemos duas reducoes
do teorema de Roth, primeiro, mostramos que basta mostrar o teorema para
inteiros algébricos e depois reduzimos as aproximagoes simultaneas.

2.1 Origem transcedente

Teorema 2.1.1 (LIOUVILLE 1844) Se a é um nimero algébrico com grau
n > 1 entao, para todos os racionais p/q (p,q € Z,q > 0), tem-se que

para alguma constante ¢ = c(a) > 0 (isto €, ¢ s6 depende de ).
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Este teorema foi usado por Liouville para construir nimeros transcedentes.
Por exemplo, o niimero
o0
g=> 10
n=1

¢é transcedente.
De fato, sejam p;, = 10" ZZ:1 107™ e g, = 10" para k = 1,2, ...; entdo
Pk € Qi sao inteiros racionais relativamente primos e

Pk _ - —n! —(k+1)! - -n
E-= = )10 <10 > 10
’ Tk n=k+1 n=0
10 ket _

Como k tende ao infinito nao pode existir uma tal constante ¢, como no
teorema de Liouville, dependendo somente de £. Portanto £ é transcedente.

Demonstra¢ao do Teorema 2.1.1. Seja P(x) o polinomio minimo de «, ou
seja, irredutivel com P(a) = 0, com os coeficientes inteiros primos entre si
e com coeficiente dominante positivo. Podemos assumir que « € real e que
la — p/q] < 1, pois caso contrério o resultado ¢ trivialmente valido. Pelo
teorema do valor médio temos que

P(a) = P(p/q) = (a = p/q) P'(£)
para algum & entre « e p/q. Assim, £ € (o« — 1, + 1) e portanto
[P(€)] < 1/c

para alguma constante ¢ = ¢(a) > 0. Como P(«a) = 0 temos que

dol

Como P ¢ irredutivel de grau n, P(p/q) # 0 e |¢"P(p/q)| é um inteiro,
portanto

a_fz'>c

q

|P(p/q)l > 1/¢"

e o resultado segue.
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Um resultado bem mais profundo nesse contexto do teorema de Liouville
foi descoberto por Thue [18], em 1909. Seja o um nimero algébrico de grau
d > 1 e consideremos a desigualdade

para ¢ = c¢(a,e) > 0 e p, q inteiros racionais. Thue mostrou que ¢(«, e) existe
para e > £d+1. Esse resultado foi melhorado por Siegel para e > s+d/(s+1),
com s um inteiro positivo, em particular, para e > 2\/3, que depois foi
melhorado, independentemente, por Dyson e Gelfond, para e > v/2d. Roth
[14], em 1955, colocou um ponto final (ou inicial!) nesta histéria mostrando
que c(a, e) > 0 existe para qualquer e > 2.

2.2 O enunciado do teorema de Roth

A aproximacgao expoente de um numero real a é definida como sendo o
maior niimero 7(«) com a propriedade que para qualquer expoente e > 7(«),
a desigualdade

’fz N
q g
possui somente uma quantidade finita de solucoes em niumeros racionais
p/q € Q. O teorema de Roth afirma que todo nimero algébrico a pos-
sui aproximacao expoente 2, i.e., para qualquer € > 0, existe somente uma

quantidade finita de nimeros racionais p/q satisfazendo

- 3
q q
Vejamos que esse expoente do teorema de Roth é o melhor possivel. Com
este fim, contrua uma sequéncia de inteiros indutivamente como segue: sejam

ay=by =1, ayy1 = an + 2b,, b,.1 = a, + b,. Entao, nao é dificil ver que,

la2 —2b%| =1, para todo n,
an

In /3
b, V2

Os numeros racionais a,, /b, sao todos distintos e eles satisfazem a desigual-
dade

1
25 para todo n.

n

<




assim, no teorema de Roth, nao podemos tomar € = 0. Um resultado classico
de Dirichlet afirma que se o é qualquer real irracional entao |p/q — a| < &

. . . . ~ . . q
possui uma quantidade infinita de solucoes racionais.

No proximo capitulo demonstraremos a seguinte formulacao do teorema
de Roth, dada por Serge Lang, em que a forca da aproximacao é medida pela
altura de Weil dos aproximandos, nela, introduzimos outros valores absolutos
definidos sobre um corpo de ntmeros.

Teorema 2.2.1 (ROTH) Sejam K um corpo de nimeros e S C Mg um
conjunto finito de valores absolutos sobre K. Assuma que cada valor absoluto
em S pode ser estendido, de alguma maneira, a K. Sejam oo € K ee > 0
dados. FEntao existe somente uma quantidade finita de nimeros algébricos
6 € K satisfazendo a desigualdade

[T min{lI8 - all, 1} S Hogee (2.1)

veS

1
(ﬁ)2+5

2.3 Reducao aos inteiros algébricos

Esta primeira reducao é bem elementar e diz que é suficiente provar o teorema
de Roth para inteiros algébricos.

Lema 2.3.1 Se o Teorema 2.2.1 é verdadeiro para todos os inteiros algébricos,
entao € verdadeiro para todos os numeros algébricos.

Demonstracao. Seja a um numero algébrico, e suponhamos que o teorema
de Roth é falso para «, i.e., existem infinitos nimeros algébricos f € K
satisfazendo a desigualdade (2.1). O conjunto S possui uma quantidade
finita de subconjuntos, entao possivelmente apds trocar S por um desses
subconjuntos, nés podemos assumir que existem infinitos nimeros algébricos
6 € K tal que

H”ﬁ_OéHU — H ( )2+5

vES

Escolhamos um inteiro D > 0 tal que Da é um inteiro algébrico, e seja
B € K uma solucio de (2.1) com Hg(3) > Hy(D)'*%¢. Da defini¢io de
altura segue que Hi (DB) < Hix(D)Hk (). Além disso,

[L1D1, < [T max{lIDll., 1} = Hk (D).

veES veES

28



Portanto

1108 - Dal. <

vES

Hyc(B)2+</? ' Hy(3)/?

< Hg(D) . 1

~ (Hx(DB)/Hk(D))*/2 (Hg(D)t6/c)e/2
1

Hy(DB)2+el2

Assim Df3 é uma aproximagao de Da no sentido de que a desigualdade (2.1) é
verdadeira quando «, (3, ¢ sdo trocados por Do, D3, e/2. Portanto a falsidade
do teorema de Roth para « implica a falsidade para o inteiro algébrico Da.

2.4 Reducao as aproximacoes simultaneas

Teorema 2.4.1 Sejam K um corpo de nimeros, S C My um conjunto finito
de valores absolutos sobre K com cada valor absoluto estendido, de alguma
maneira, a K. Sejam o € K e € > 0 dados. Suponha que

£:S — 0,1 € uma fun¢ao satisfazendo va = 1.

vES

Entdo existe somente uma quantidade finita de numeros algébricos 3 € K
com a propriedade que

I8 — all, < i para todo v € S. (2.2)

1
% (B)@roE

Este Teorema 2.4.1 lembra bastante o teorema de Roth, mas ele troca a
condicdo que o produto [[||# — «||, é pequeno pela condicao que cada
diferenga ||8 — «|, é pequena. Esta ideia de reduzir a aproximagoes si-
multaneas é devida a Mahler e a Ridout, que foram os primeiros a estudar
aproximacao Diofantina para valores absolutos p-adicos.

Lema 2.4.1 O Teorema 2.2.1 é verdadeiro se, e somente se, o Teorema 2.4.1
¢ verdadeiro.
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Demonstracao. Primeiro suponhamos que o Teorema 2.2.1 seja verdadeiro.
Seja ¢ : S — [0, 1] uma fungdo como descrita no Teorema 2.4.1, suponhamos
que § € K satisfaz (2.2). Entao multiplicando a estimativa (2.2) sobre v € S
e usando ) &, = 1 mostra que 3 satisfaz a desigualdade (2.1), portanto o
Teorema 2.2.1 garante que existe somente uma quantidade finita de 3's.

Agora, reciprocamente, suponhamos que seja verdadeiro o Teorema 2.4.1.
Suponhamos, para efeito de contradicao, que existem infinitos § € K satis-
fazendo (2.1).

Seja s = #S5. Consideremos a colecao de mapas

£:5—10,1] da forma &,2% com a, € Z,a,>0 e Z%:S-
5

vES

Como S é finito existe somente uma quantidade finita de tais mapas. Deno-
taremos esta cole¢ao de mapas por Z.

Suponhamos que # € K satisfaz (2.1). Mostraremos que [ satisfaz (2.2)
para um dos mapas em Z. Para cada v € S, definimos um ntimero real
Ao(B) > 0 pela férmula

' 1
mln{Hﬁ - OéHva 1} = H}((ﬁ)(%e)/\u(ﬁ)’

Assim, multiplicando sobre v € S e comparando com (2.1), nés vemos que
> ves Mo(B) > 1, portanto

D 250,(8) > Y (2sh(B) — 1) =25 Y A(B) =5 > s.

veES veS veES

Isso implica que nés podemos encontrar inteiros b,(3) com a propriedade que

0 <by(B) <25M(B) ¢ > bu(B) =s.

vES

Entao a fungao £ : S — [0, 1] definida por &, = b,(3)/s pertence a Z.

Nés provamos que se § € K satisfaz (2.1), entdo [ satisfaz (2.2) para
pelo menos uma das fungoes £ em Z. Mas, por hipdtese, para qualquer &
existe somente uma quantidade finita de ('s satisfazendo (2.2). Portanto
(2.1) possui somente uma quantidade finita de solugoes.
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Capitulo 3

Prova do teorema de Roth

3.1 Preliminares

Seja P(Xy,...,X,n) € R[Xq, ..., X;,] um polinémio em vérias varidveis com
coeficientes em R. Sejam rq, ..., r, inteiros nao-negativos e suponhamos que
o grau de P com respeito a X; é no maximo r;. Para qualquer varidvel ¢,
temos a expansao de Taylor, em torno de t,

P(X1, o X)) = ) oo Y O Pl (X = 1)+ (X — )"

i1=1  im=1
Cada 0;, ;,, P ¢ o polinémio
Oi i, P = L on...ginp
ieim = 00 T Om
byt

e 01, ..., Oy, 820 as derivadas parciais. Observemos que se P € Z[ X1, ..., X;],
entao os coeficientes de 0;,. ;P sao multiplos inteiros dos coeficientes de P,
pois os fatoriais no denominador dividem os inteiros que ocorrem como re-
sultado da diferenciacao parcial repetida. Além disso, tais multiplos inteiros
serao limitados pelo produto dos niimeros combinatoérios

() ()

que por sua vez é limitado por 2" Portanto, se denotamos por |P| o
maximo dos valores absolutos dos coeficientes de P, acabamos de observar
que |0y, 4, P| <2t tmm| Pl

E fundamental para a prova do teorema de Roth estimar a ordem de
anulamento de um polinémio em varias variaveis em certos pontos. A fim de
precisar a medida desta ordem de anulamento temos a seguinte defini¢ao.
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Definigao 3.1.1 Sejam k um corpo qualquer, P(Xy, ..., X;,) € k[ X1, ..., Xi)
um polinomio, (aq, ..., ) € K™ um ponto, e sejam 11, ...,y inteiros pos-
itivos. O indice de P com respeito a (o, ..., m;T1, ..., Tm), denotado por
Ind(ay,...amiri,rm) P 0U, s€ ndo houver confusdao, IndP, ¢ o menor valor de

7 Im
T T2 'm
tal que
Oy i Pla, ooy ) # 0.
Se P ¢ o polinomio nulo, definimos o seu indice como sendo oo.
Lema 3.1.1 Sejam P, P' € k[Xy, ..., X,,] polinomios, e sejam 11, ...,y in-

teiros positivos fizados e um ponto (au, ..., ) € k™. O indice com respeito
@ (1 ooy Q3 1, oy T) POSSUL GS Sequintes propriedades:

(2) T0d(Dy..i, P) = IndP — (4o ).

(b) Ind(P + P’) > min{IndP, IndP'}.
(¢) Ind(PP') = IndP + IndP".

Demonstracao. Para facilitar vamos escrever a = (ay, ..., iy, ).

(a) Seja @ = 0;,..i,, P. Pela definigao de indice podemos escolher uma m-upla
(J1, -y Jm) tal que 05, ;. Q(a) # 0 e tal que o indice de @, com respeito a
(1 ooy Q3 Ty ooy ), € igual & gy /1y + -+ - + Ju /7. Entao

8j1...ij(a> 7é 0 = 8i1+j1,...,im+jmp<04) 7& 0

DRy s pap
1 T'm
— mdQ=Lf . I s AL
T T'm T T'm

(b) Escolhamos uma m-upla (ji, ..., jm) tal que 0, ;. (P + P')(a) #0eo
indice de P+ P’, com respeito a (v, ..., Qi 1, ooy T ), S€JA J1 /714 =+ Jim /T'm.-
Entao 0;, ;.P(a) # 0 ou 0, ;. P'(a) # 0. Assim, ji/r1 + - -+ jm/rm é
maior do que ou igual a no minimo IndP ou IndP’. Logo

Ind(P+ P) =2 4+ > min{IndP, Ind P'}.
T1 T'm

(¢) Aqui usaremos a férmula de Leibiniz para a derivada do produto, que
pode ser escrita como

0. (PPY= > o > (055, P) Oy, P).

i1+ =51 im+1, =Jm
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Escolhamos uma m-upla (ji, ..., Jm) tal que 9;, ;. (PP")(c) # 0 e tal que

Ind(PP') = Lo+ em (Q1y ooy Qo Ty ey )
1 'm

Entao existem m-uplas (i1, ..., i) € (¢}, ...,4,,) com 0y, ,, P(a) #0 e
Oi...ir, P'(a) # 0. Portanto

m h ) m Z;L
IndP<Za e IndP SZE
h=1 h=1

Assim, adicionando essas desigualdades obtemos IndP + IndP" < Ind(PF”).
Para obtermos a desigualdade reversa, vamos considerar o conjunto das
m-uplas (i1, ..., i,,) satisfazendo

Oioin P(2) 0 ¢ IndP =" ;i
h
h=1

Vamos ordenar essas m-uplas lexicograficamente e escolhamos a menor delas,
digamos, (71, ...,7,). Isto significa que se (iy,...,7,,) é uma outra m-upla,
entao existe um k£ > 1 tal que

ix =1, para 1< h<k e i > 1.

Z/

ey by

Similarmente, escolhamos uma m-upla (7}, ) para P’ e consideremos

(T 4+ T oy T + 10y

Entao
3%1+Z’1,...,zm+z£n(PP,)(a) = 0.0, P(a) - a%’y-iinP,(O‘) # 0,

pois todas as outras parcelas serao nulas. Portanto

= IndP + IndP’.

md(PP) <3 0

3.2 Construcao do polindomio auxiliar
Lema 3.2.1 Seja a um inteiro algébrico de grau d sobre Q, e seja

QX)) =X+, X' +. -+ ag_1 X +aq € Z[X]
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o polinomio minimo de « sobre Q. Entao para todo £ > 0 podemos escrever

ol = agf)ad—l + agf)ad—2 bt aé)la + a(é)

com inteiros
az(.f) c Z satisfazendo ]a5£)| < (|Q| + 1)~

Demonstracao. A demonstracao seguira por inducao sobre £. Primeiro ob-
servemos que a afirmacao do lema é clara se 0 < ¢ < d — 1, pois com /¢ neste
intervalo podemos tomar todos os age) como sendo 0 ou 1.

Vamos assumir agora que o resultado é valido para of. Entao

4 —

/+1 PN 2 @() d—1i
(¢ Z —i

CLl)id d+1 i

= af)z —a;a" @+Za@ 1 usando que Q(a) =0

d

= Z( a§f)az+a§‘21) =i com aéi)l = 0.
i=1
Donde segue que aEHl) a&%l + a§f?1, assim
041 ¢ ¢ ¢ ¢
0] < Jaail + a2y | < max{|al?] |ai]} - (jaif +1)

(11 + 1) - (@1 + 1) = (@] + 1)

<
<

Lema 3.2.2 Sejam ry,...,r,, inteiros positivos e 0 < € < 1 fizrado. Entao
existem no mdximo

(4 1) (1 + 1) - exp(—<m/4)
m-uplas de inteiros (i1, ...,im)
0<i1<r, 0<ia<ry, .., 054, <m,
que satisfazem a condi¢ao
i_l 4. I

m
+— < = —em.
1 Tm 2
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Demonstracao. Seja I(m, ) o conjunto das m-uplas que vamos tentar contar,

I(m, &) = {(i1, yim) € Z™|0 < ip <r1n,1 <h<m e Z <§_5m}
h= 1
Entao

#I1(m,e) = Z 1

(i1 yeeyim ) EI(MyE)

Z o E (M cm le Zm
X —_— —_— _—— — s e e — —
, P 2\ 2 Ty Tm

IN

pois e >1,t>0

IA

E

.

[]:
D
"

. B
| — |
N ™
N
no| 3

|

(@)

3

|
Y|
R

|

|
< |
33
N———
—_

11=0 im=0
1 Tm
_ _cm E(m_n_ _lm
e () S Rl (5]
1= =

- e (S (5 (5-2)).

Usaremos a desigualdade ¢! < 1+t + t?, vdlida para |t| < 1, para estimar a
soma interna como segue

Yer(5(-1)) < %

i=0
B 1+5+52 B 5+52 i+52z’2
= 416 2 4)r  4r?

2
< (r+1) (1+Z>,r21.

Finalmente, substituindo essa estimativa acima, obtemos

#iime) < e ()T (ne 0 (147

h=1

2
< exp( )H(rh—l—l exp(i)), usando 1+t < ¢

IN

e2m

= (rm+1)-(rm+1)exp <_T)
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Lema 3.2.3 (SIEGEL) Sejam N > M inteiros positivos, e seja

anly + -+ + anIn = 0

aynly + -+ + aunIn = 0

um sistema de equagoes lineares com coeficientes inteiros nao todos nulos.
Entao existe uma solugao (tq,...,ty) para este sistema com ty, ..., tx inteiros,
nao todos nulos, e satisfazendo

max;|t;| < (N-maxi7j|aij|)ﬁ, 1<i<M e 1<j<N.
Demonstragdo. Para qualquer vetor t = (t1,...,ty) € RV, seja
|t| = maxi<i<n |t

o maior dos valores absolutos de suas coordenadas. Similarmente, denotemos
por A a matriz
an Tt ain

am Tt apmMnN
e escrevamos |A| = max; jla;|l, 1 <i< M e 1<j<N. Assim, o Lema
de Siegel afirma que a equacao At = 0 possui uma solucao t € ZV,t # 0,
satisfazendo
[6] < (NJAM/VAD,
Para qualquer ntimero real a sejam

at =max{a,0} e a~ = max{—a,0}

tais que a = a™ —a” e |a] = at +a~. Definamos também as seguintes formas

lineares
N

Li(t) =) ajit;

i=1
e sejam

N N N

LJJ‘F:Z“;‘?’ LJ_ZZ“J’_i e Lj:Lj+Lf:Z’aji\-

=1 =1 =1
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Assumamos que 0 < ¢; < B. Entao a j-ésima coordenada L;(t) de At estd
no intervalo

—L;B < Lj(t) < L] B.

Tomando B inteiro, o niimero de vetores inteiros na caixa

M
[[-Z; B.L] B]
j=1
é igual a
M M
[[Z;B+LiB+1)=][(L;B+1),
j=1 j=1

enquanto que o nimero de vetores inteiros t com 0 < ¢; < B é (B + 1)V
Portanto se escolhemos B para satisfazer

(B+1)N >HLB+ (3.1)

entao o principio da casa dos pombos proporciona-nos dois vetores distintos
t1, to tais que L;(t1) = L;(t2) paratodo 1 < j < N. Entao o vetor t = t; —t,
¢ uma solucao inteira do sistema satisfazendo [t| < B.

Para completar a demonstracao, precisamos apenas verificar que o valor

B := [(Nmax”|a”|)M/N M)]
satisfaz a condicao (3.1). Mas, para esse valor de B nds temos que
B +1 > (Nmax|ay;|)M/(N=2,
portanto
(B+ )N =(B+1D"(B+1)"M > (B +1)M(Nmax|a;|)"
Agora, observemos que
L; < Nmax;|a;;| e 1< Nmax;j|a;],

portanto

J=1
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Proposicao 3.2.1 Sejam o um inteiro algébrico de grau d sobre Q, € > 0
uma constante fizada e m um inteiro satisfazendo

exp(e®m/4) > 2d. (3.2)
Sejam ry, ...,r, inteiros positivos dados. Entao existe um polinomio
P(Xy, .., X)) € Z[ Xy, ..., Xp)
satisfazendo as sequintes condicoes:
(i) P possui grau no mdzximo ry na varidvel Xp.

(ii) O indice de P com respeito a (o, v, ..., ;71, ..., Th,) Satisfaz

IndP > %(1 — o). (3.3)

(iii) O maior coeficiente de P satisfaz
|P| < Bt (3.4)
onde B = B(«) € uma constante que depende apenas de c.

Demonstracao. Escrevamos o polinomio P como

P(Xy, . Xp) =) -+ Zm Djroju X X I

71=0 Jm=0

onde os inteiros pj, ;. ainda serao determinados. O numero de coeficientes

pjla~~~7jm é
N=(ri+1) - (rm+1).

Para qualquer m-upla (i1, ...,4,,) tem-se que
1 Tm ] ]
1 j1—1 ‘m—.m
P = Pavio = 323 P () ()
J1= Im=

Avaliando esta identidade em (¢, ..., &) e usando o Lema 3.2.1 para expressar
as poténcias de a como combinacao linear de 1, a, ..., %!, obtemos

P (ay .. «)
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T1 Tm . .

J1 Im j1—t1+...+Jm—1

= E e E Dit oo jim < ; Ce g Oé(jl 1 Jm—im)
. ; 1 im

]1:0 ]nL:O

T1

_ Zi%m(ﬁ)(m)

71=0 Jm=0

- zd: {i o i ( Zi ) < z: )a}gj1+...+jm—i1—...—z‘m)pjl ’’’’’ jm} ik

k=1 \j1=0  jm=0

d
§ a](cjl“r---"!‘jm_il_---_i7n)ad—k
k=1

Teremos entao P, ;. (,...,a) = 0 se nds escolhemos pj, ; para satisfazer
as d equagoes lineares

T1 Tm . .
J1 Jm 14 G =01 — . —im
S X () Ya g o,

1
Jj1=0 Jm=0 m

1<k <d.
A fim de satisfazer a condigao (ii), necessitamos P,
m-uplas (i1, ..., i,,) satisfazendo

= 0 para todas as

1.%m

— 4+ 2L (1_5):
1 Tm

21 T m m
— — m.
2 2

DO ™

De acordo com o Lema 3.2.2, existem no maximo
(r+ 1) (rm + 1) - exp(—m/4)

tais m-uplas. Portanto nds podemos encontrar um P que satisfaz (ii) es-
colhendo pj, ;. para satisfazer um sistema de M equacoes lineares com
coeficientes inteiros, onde, pela escolha de m na equacao (3.2),

M<d-(ri+1)-(ry,+1)-exp(—e*m/4) = dNexp(—e*m/4) < = N.

N | —

Agora, nés temos M equacoes lineares para as N varidveis pj, ;. Lem-

bremos que do Lema 3.2.1 as quantidades a,(f) satisfazem \a,(f)] < (|Q] + 1),
onde () é o polindbmio minimo de «a sobre Q. Logo, nés podemos estimar os
coeficientes dessas equacoes lineares por

‘( Zi ) < Zm )a}(€j1+...+jm—i1—...—z‘m) < 2j1+...+jm(|Q| + 1)j1+...+jm
< Q|+ 2yt
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Aplicando o Lema de Siegel, temos que existe um polinomio P satisfazendo
(i) e (ii) cujo os coeficientes p;, . ;. sdo limitados por

1t \ M/ (N—=M
|P| < (N(2Q|+2)rtrm) M/ V=D

N

N(2|Q| +2)" " Fm  pois M <

2T1+"'+"'m<2‘Q| + 2)T1+~--+rm
Br1+---+7“m’ B — 4‘@’ + 4.

N

DO | —

IA A

Portanto P também satisfaz (iii), completando a demonstragao.

|
3.3 O indice é grande
Proposicao 3.3.1 Sejam 0 < § < 1 uma constante dada e € satisfazendo
)
0<e< — (3.5)

22’
Sejam a um inteiro algébrico de grau d sobre Q, m um inteiro satisfazendo

e M/t > 2d e T1, ..., T inteiros positivos. Usemos a Proposicao 3.2.1 para
escolher um polinomio P € Z[Xy, ..., X,,] satisfazendo as condi¢oes (3.2),

(3.3) e (3.4).

Seja S C Mg um conjunto finito de valores absolutos sobre K com cada
valor absoluto estendido, de alguma maneira, a K. Suponhamos que para
cada v € S um niumero real £, > 0 é dado tal que

ng = 1.
veS

Suponhamos que [y, ..., Bm € K satisfazem

1
18n — all, < H (B0 (3.6)
para todo v € S e para todo 1 < h < m. Suponhamos ainda que
max {Hg ()™} < 1gjgnm{HK(ﬁh)rh}HE (3.7)
e que existe uma constante C' = C(«,0) tal que
C<H(B), 1<h<m. (3.8)

Entao, o indice de P com respeito a (B, ..., Bm;T1, ...y Tm) Satisfaz

Indg,,....80m5m1,rm) P = €M
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Lema 3.3.1 Sejam P € Z[X\, ..., X, com gry, (P) <1 e 8= (B1,..., Bm)
uma m-upla de numeros algébricos em um corpo de niumeros K. Entao para
todas as m-uplas de inteiros nao-negativos j = (J1, ..., jm) tem-se que

Hy(0;P(8)) < 4l trmllQl e (p HHK (Br)™

Demonstragao. Seja (j1, ..., jm) qualquer m-upla de inteiros nao-negativos.
Seja
T(X1, oo, Xpn) = 05y P(X1, s Xon).-

Pelo Lema 3.1.1 T'(X4, ..., X,,,) tem coeficientes inteiros e além disso
|T| S 2T1+"'+7’m|P|'

E observemos que como P possui coeficientes inteiros, Hy (P) = |P|IKQl,

Vamos usar as desigualdades triangular e ultramétrica para obter uma
cota superior para a altura de T, ..., B,,). Assim, seja v € M qualquer
valor absoluto arquimediano, entao

|T(ﬁ17 EERE) ﬁm)|v

< (m+1) - (rp+1) |7 max{|SBi]v, 1} - - - max{|Bmlv, 1}™
< gttt Plomaxd | By, 117 - - - max{ | B o, 11

Se v € MY, a desigualdade ultramétrica mais o fato de que T possui coefi-
cientes inteiros dao uma cota mais forte

T (51, -, Bn) o < max{|Bi|y, 1} - - - max{|Fmlv, 1} ™.

Agora, elevamos essas desigualdades a n, = [K, : Q,] e multiplicamos elas,
juntas, para todo v € M, isso nos leva a estimativa desejada

Hyg (T (B, ..., B)) < 4T trmEQ e (PYH (315 - - - Hge(By)™
[ ]

Lema 3.3.2 Sejam ry,...,1,, inteiros positivos dados e P € Z[X, ..., X,,]
um polinomio tal que gry, (P) < r,. Denotemos por § = IndP o indice
de P com respeito a (,...,a;71,...;Tm). Seja 0 < § < 1 uma constante e
escolhamos 0 < 6y < 6.

Seja S C My um conjunto finito de valores absolutos sobre K com cada
valor absoluto estendido, de alguma maneira, a K. Suponhamos que para
cada v € S um niumero real £, > 0 é dado tal que

ng = 1.

vES
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Suponhamos que (1, ..., Bm € K satisfazem

18n — allo < W

para todo v € S e para todo 1 < h < m. Denotemos por D = min{ Hg(5,)™}
e seja j = (J1, .-y Jm) qualquer m-upla de inteiros nao-negativos satisfazendo

m
S22 <,
he1 b

.

Entao

H ||8JP(517 sy ﬁm)”v S D(2+5)(9_90) :

vES

Demonstragao. Seja j = (j1, ..., jm) como no enunciado acima e seja T’ = 0; P.
Desejamos usar a expansao de Taylor de 7" em torno de («, ..., «), para isso,
vamos estimar primeiramente os coeficientes da expansao. Seja v € Mg
um valor absoluto sobre K (que pode ser estendido a K(«)). Temos que
10y i T, ..., )], ¢ uma soma de no maximo (r; + 1) - - - (r,, + 1) parcelas,
cada uma limitada superiormente por

T [max{|afy, 1} < |P|(2max{|al,, 1})™ .

Portanto

|0;

Observemos agora que T' se anula com alta ordem em (q, ..., ), mais
precisamente, pelo item (a) do Lema 3.1.1

T(a,...,a)|, < (4max{|al,, 1})" T |P|.

1..%m

IndT = Indd;,_;, P >dP - 2 >0 g,
T'n
h=1

Logo, a expansao de Taylor de T' em torno de (q, ..., @) terd muitos dos ter-
mos iniciais nulos, ou seja,

T(X1, ..., Xm)

T1

= Z cee Zm 3i17._,’imT(oz, ceny Oé)(Xl — Ck)il toee (Xm — Oé)im

11=0 im=0

i im
com A+ 4= >0 — 0.
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Dessa forma, ponhamos X; = ), e usemos o fato de que (), esta préximo
de . Entao, para cada valor absoluto v € S,

T (81, s B Lo

71 Tm
< YD i T(@ s a)alB = alf -+ |8 — iy

11=0 im=0
< (r14+1)---(rm+1) max |0;,, i, T (e, ...;a)|,

’Ll, 7lm
< max [B—ald |G —al
e >0
rit-tr !
< (8max{|af,, 1})™ ™| Pl max

11+ +1m >0—0o (HK(61>Z1 e HK(/Bm)im>(2+6)£v'

Podemos estimar o denominador dessa tltima desigualdade como segue:

i ; i
Hi(Bh)" + Hig(B)™ = (Hi(B)")7 - (Hc(B)7 )75 > D,
Logo, segue dessas estimativas acima que

(8max{|al,, 1})+ ™| P|
T (B - Brn) [0 < D0—00)2+0), '

Finalmente, para chegarmos a estimativa do enunciado, elevamos a n,,, mul-
tiplicamos para todo v € S e usamos o fato de que > ¢ n,& > D coéo = 1,
assim,

[L,es (8" max{ffalfy, 1})™ | P[™

Hg”T(ﬁl’MBm)H’U S D(G*HO)(Q‘FJ)
ve

o 1Len, (8™ max{llafl,, 11+ | P

= D(0—00)(2+9)

| (8H(a)) KU F (P)

- D(6—60)(2+6) )

|

Demonstragao da Proposi¢ao 3.3.1. Seja j = (j1, ..., jm) uma m-upla de

inteiros nao-negativos satisfazendo Y, jn/rn < em. Queremos mostrar
que 0;P(B1, ..., Bm) = 0. Do resultado anterior, Lema 3.3.2, temos que

(8H (o)) QUi trm) [ (P)
[T10:PB, ... Bu)llw < DE—00)(2+9)

vES

(SH(Q)B)[K Ql(ri4-+7m)
- D5 (1—e)—em)(2+9)
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Para essa ultima desigualdade usamos as propriedades (3.3) e (3.4). Por
outro lado, pelo Lema 3.3.1, temos que

Hy(0;P(By, ooy B)) < ARt o (PY T Hic(B)™
h=1

< (43)[KQ} (r1+~--+rm)Dm(1+a) )

Aqui, para a tultima desigualdade, usamos mais uma vez (3.4) e a hipdtese
(3.7). Agora, a desigualdade de Liouville, Lema 1.1.1, diz que

0;P(fi, ..., Bm) =0

ou

1
0; P ﬁ 7"'76m v > .
LL10,P G160l 2 75 5
Vamos mostrar que nossas hipoteses contradizem essa ultima, possivel, de-
sigualdade.
Suponhamos que 0;P(f1, ..., Bm) # 0, logo, a desigualdade de Liouville
garante que

(8H (o) B)K:Qlrit-t7m) - 1
DE=—9)=em)(@+3) = (4 B)[K:Ql(ri++rm) Dm(i+e)

logo
Dm((1+6/2)(1736)7(1+€)) < (32H(Q)B2)[K:Q](r1+---+rm)_

Como assumimos 0 < 1 e € < /22 temos que
(14+0/2)(1-3¢) —(14+¢)<d/2—11e/2 < /4 < 1,
portanto

Dm6/4 < (32H(Q)BZ)[K:Q](r1+---+rm)

max {Hic(6)™} < D'+ < (32H (o) B2) K Q01+trm) (1) /m5,

1<h<m

Selecionando j tal que r; = max 74, obtemos que
1<h<m

Hy(B3;) < (32H (o) B?) - Q1+)/3

Finalmente, escolhendo a constante C' da hipdtese (3.8) suficientemente grande
temos a contradicao desejada e com isso concluimos a demonstragao.
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3.4 O indice é pequeno

Nesta secao vamos mostrar que nao é possivel que P se anule com alta or-
dem em (31, ..., Bin), 0 que dard uma contradigdo com a existéncia de infinitas
aproximacoes de .

Sejam f1(X), ..., fu(X) € K(X) fungoes racionais de uma varidvel. O
determinante Wronskiano cldssico de f1(X), ..., fn(X) é a funcao

fi for e fa
R S
dX dX dXx
W(fl) ceey fn) = det
dXn—1  gxn-1 axn—1

E bem conhecido que as fungoes fi,..., f, sao linearmente independentes
sobre K se, e somente se, W(f1,..., fn) # 0. Vamos precisar de uma versao
que se aplique a polindomios de varias variaveis.

Definicao 3.4.1 A ordem de um operador diferencial

A= - . : .
il OXTY s O X

¢ a quantidade ordem(A) =iy + - -+ + iy,. Sejam ¢q, ..., o € K(X1, ..., Xin)
funcgoes racionais. Um determinante Wronskiano generalizado de ¢4, ..., ¢y
€ qualquer determinante da forma

det ((Aig))1<ij<k)
em que o operador diferencial A; satisfaz ordem(A;) <i — 1.

O préximo lema generaliza o resultado referente a independéncia linear.

Lema 3.4.1 As funcoes ¢1,..., ¢, sao linearmente independentes sobre K
se, e somente se, existe um determinante Wronskiano generalizado nao-nulo

de ¢1, ceey ¢k

Demonstracao. A implicacao que precisamos para a prova do Lema de Roth
abaixo é que se ¢1,..., ¢, sao linearmente independentes, entao existe um
Wronskiano generalizado nao-nulo para elas.
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A demonstracao seguira por indugao sobre k, o niimero de fungoes. Supon-
hamos que ¢1, ..., ¢ sao K-linearmente independentes. Para £ = 1 o tinico de-
terminante Wronskiano generalizado é um multiplo constante de Ay = ¢4,
pois A; tem ordem nula. Portanto para k = 1 este Lema 3.4.1 diz que ¢; é
linearmente independente sobre K se, e somente se, ¢; # 0.

Suponhamos agora que o resultado seja valido para qualquer conjunto de
k — 1 fungoes. Precisamos encontrar um determinante Wronskiano general-
izado nao-nulo para ¢, ..., ¢x. Se conseguirmos mostrar que algum Wron-
skiano generalizado de A¢y, ..., App em que 0 # A € K(Xy, ..., X},), é nao-
nulo, entao seguird que algum Wronskiano generalizado de ¢, ..., ¢, é nao-
nulo. Entao tomando A\ = 1/¢;, podemos nos reduzir ao caso em que ¢; = 1.

Seja

V=Ko+ - +Kop C K(X1,...,X0n)
o K-subespago vetorial gerado por ¢y, ..., ¢x. Por hipdtese a dimensao de
V é igual a k. Em particular, ¢o nao é constante pois ¢; = 1, portanto
podemos assumir que a variavel X, aparece em ¢,, ou, podemos assumir que
s /0X, # 0.

Consideremos agora um K-subespaco vetorial de V' definido por
W ={¢ € V]|0¢/0X: = 0}

e seja t a sua dimensao. Como ¢ € W e ¢g naoestaem W, 1 <t < k —1.
Escolhamos 11, ..., ¥); uma base de W e estendamos a uma de V v, ..., 1. Por
hipétese de indugao, existem operadores diferenciais Aj, ..., A} satisfazendo

det(A;)1<ij<t #0, com ordem(A7) <i—1.

Observemos que as fungoes 0, 1/0X, ..., 0¢y/0X; sdao K-linearmente in-
dependentes pois {1, ...,%,} é uma base de V/W. Portanto podemos
aplicar novamente a hipétese indutiva e encontrar operadores diferenciais

A}, ..., A} satisfazendo
* 0@ * .
det (| AT — #0, com ordem(A]) <i—t—1.
9X, t+1<4,j<k

Juntemos esses dois determinantes para definir os seguintes operadores difer-
enciais

Az set+1<i<k
Temos que ordem(A;) < i — 1, para 1 < ¢ < k. Além disso, e é crucial,
Y, € W, para 1 < j <t, logo

Ai:{A;‘ sel <i<t

Ajpj = A] X, 0,
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parat+ 1 <1 < k. Portanto

o
det(Aj)))1<ij<k = det(ATY;)1<ij<i - det (Af Y, ) £0.
09X, t+1<i,j<k

Com isso mostramos que 1, ..., possuem um Wronskiano generalizado
nao-nulo. Mas as fungoes ¢1, ..., ¢ € 11, ..., Y, geram o mesmo K-espago ve-
torial, logo ¥; = ), a;je), para alguma matriz inversivel (aj) como entradas
em K. Donde segue que

0 7é det(Al%) = det (Z angigbg) = det(aﬂ) det(AiqbZ)a
¢

e portanto det(A;¢y) # 0.
|

Antes de enunciar o proximo lema, lembremos que se § € K é um ntmero
algébrico,

() = log H(3) = = lo Hic(0)
e para um polinémio P,
h(P) = log H(P) = ﬁ > nylog|Pl,.

vEMK

Lema 3.4.2 (ROTH) Sejam m um inteiro positivo e P € Q[X1, ..., X,,,] um
polinomio com coeficientes algébricos com ngj(P) < r;. Seja (B,.... Bm)
uma m-upla de niumeros algébricos e seja n > 0 um numero real fixado

tal que

it < 772m_1 para todo 1<j<m-—1, (3.9)
j
e
" 1I<n‘i<1r1 {r;h(B;)} > h(P) + 2mr;. (3.10)
<j<m

Entao o indice de P com respeito a (B, ..., Bm;T1, -y Tm) Satisfaz
Id (g, .. a1y (P) < 2.

Demonstracao. A demonstragao seguird por inducao sobre m, o nimero de
variaveis. Consideremos o caso em que m = 1. Para facilitar a notagao,
escrevamos aqui, § = 31 e r = ry. Seja £ a ordem exata de anulamento de
P(X)em X = 3, assim P(X) = (X — 8)‘Q(X) com Q(8) # 0. Neste caso o
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indice de P com respeito a (3;r) é Indg,)(P) = ¢/r. Usando a desigualdade
de Gelfand, Proposicao 1.2.1, obtemos a seguinte estimativa

H(B)"™" = H(p)' = H(X - ) < H(X = 8)'H(Q) < H(P) - ¢,
que aplicando o logaritmo obtemos

h(P)+r

rh(f)
< 17 usando (3.10).

Ind(P)

O que completa a demonstracao no caso de polinomios de uma variavel.
A fim de continuar a demonstracao escrevamos P na forma

k
P(Xy, o X)) = > 05(X1, ooy X1 )05 (Xom), (3.11)

onde as funcoes ¢; e 1; sao polinomios com coeficientes em Q. Entre as
muitas maneiras de decompor P, escolhemos entre elas, aquela em que k é
o menor possivel, isto é, escolhemos uma decomposigao (3.11) com o menor
numero de parcelas, minima. Observemos agora que ¥ = 1,9y = X,,,,

3 = X2, ..., = X' é uma possivel decomposi¢ao, donde obtemos que

k<r,+1.

A minimalidade de k garante o seguinte.

Afirmacao 1. Os polinomios ¢1, ..., Qs aparecendo na decomposi¢ao, minima,
(3.11_) de P sao linearmente independentes sobre Q. Similarmente, ¥y, ...,y
sao Q-linearmente independentes.

Prova (da afirmagdo 1). De fato, suponhamos que os ¢; “s sdo linearmente
dependentes, logo, existe uma relagao linear nao-trivial ) | ¢;¢; = 0, digamos,
com ¢, # 0. Entao

k—1
Gr=—3 j—i@-,
7j=1
e portanto
k k-1 k-1 k—1
P= o= Yoy — 3 Loyt = Yoy (v - Zun).
j=1 j=1 j=1 j=1

o que contradiz a minimalidade de k. A prova para 1, ..., é a mesma.
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Definamos um polinomio U(X,,) por
1 o1
.—+¢'(Xm)) :
(i —10IoxXit ’ 1<i,j<k
Este é o determinante Wronskiano de /1, ..., ¥y, portanto, pelo Lema 3.3.1

e pela Afirmagao 1 temos que U(X,,) # 0. Também, o Lema 3.3.1 ¢ a
Q-independeéncia linear de ¢1, ..., ¢ implicam que existe operador diferencial

U(X,,) = det (

1 al1++zm71

i i X X

A =
com
ordem(A}) =iy + - Fim1 <i—1<k—1<ry,

tal que o determinante Wronskiano generalizado, det(A¢;)1<; <k, ¢ nao-
nulo. Definimos

V(X17 ceey Xm—l) = det(A;qu)lSi’jSk 7£ 0.
Vamos agora definir um polinémio com m varidaveis W(Xy, ..., X;,).

1 i1
W (X1, ..., Xpn) = det (A’ o 0 _P(X,,. .,Xm)>
( ) 3X] 1<i,j<k

1 0
= det (A/ - qur X1, ...,Xm_l)wr(Xm)>
( )l 8X] 1<4,j<k

Sag, L P
= det ( A ¢T’ . 1) X] 1)
1<1,5<k

1 9Ly )
= det(A! T i,r - det ) =
(Air)i<ir<k ((]_1)!(9)(2,:1 1<jr<k

= V(X1 Xon ) U(Xm).

A peniltima igualdade acima foi obitida por multiplicagdo matricial! As-
sim, o uso dos determinantes Wronskianos serviu para criar um polinémio
W intimamente relacionado com P e que se fatora em um produto de dois
polindémios, cada um, envolvendo menos variaveis do que P. A continuagao
da demonstracao consiste basicamente de dois passos fundamentais, primeiro,
obter uma cota superior para os indices de U e V', depois, obter uma cota
inferior para o indice de W em termos do indice de P.

Afirmacgao 2. As sequintes estimativas sao vdlidas:
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(a) gr,,(U) < kry, egry (V) < krj para todo 1 < j <m — 1.
(b) h(U) + h(V) = h(W) < k(h(P) + 2r).

Prova (da afirmagao 2). (a) Cada determinante é de tamanho k e as entradas
de V' (respectivamente U) possuem grau no maximo r; em X; (respectiva-
mente no maximo 7, em X,,).

(b) Primeiro observamos que como U e V usam conjuntos de varidveis dis-
juntos, segue da definicao da altura que

h(U) + h(V) = h(W).

Agora, o determinante é uma soma de k! parcelas, cada uma sendo o pro-
duto de k£ polinémios de grau no maximo r; com respeito a varidvel X; e

satisfazendo
H(AgajP(Xl, ey X)) S 2nE T (P,

Donde obtemos a cota superior
h(W) < k(R(P)+ (r1 + - - - + 11») log 2) + log(k!).

Temos também que

m—1

rit b <m0, com o =1
Como n < % em > 2, temos que i’ < % eri+-t+r, < %7’1. Por outro lado,

log (k! 1
%Slogkék_lgrmgirb

portanto

W) < k (h(P) + (% log 2 + %) 7“1) < k(h(P) +2r1).

|
Agora usaremos a inducao para obter um cota para o indice de U, V e W.

Afirmacao 3. Se o Lema de Roth € wvdlido para polinomios com m — 1
ou menos varidves, entao

,,,,,

Portanto o indice de W com respeito a (B1, ..., Bm;T1, ..., T'm) Satisfaz

IndW = Indg,, r,)(U) + Inds,,... g _15r1,irm_1) (V)
< 2%k(m—Dn*+ k"
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Prova (da afirmagdo 3). Vamos primeiro aplicar o Lema de Roth a V
polinémio com m’ = m — 1 varidveis, com r; = kr;j e ' = n?. J4 sabemos, da
afirmacdo anterior, que gry (V) < r}. Temos que checar as condigdes (3.9) e
(3.10). Verifiquemos a condicao (3.9),
/
T]+1 _ TJ+1 S 77277171 _ /)7/2771/,1‘

/

Condigao (3.10):

rih(B) = krh(B;) = k2" (R(P) + 2mry) = /=" k(h(P) + 2mr).
Observamos agora que
h(V)+2m'r, = h(V)+2(m—1)kry < kh(P)+k2r14+2(m—1)kr, = k(h(P)+2mr),

a desigualdade vem do item (b) da Afirmacao 2, assim, completamos a veri-
ficagao de (3.10). Portanto

Ind(ﬁl 77777 Bm—l;rly"wrm—l)(v) = klnd(ﬁl ~~~~~ BTVL*I;TL-nyT,Im,l)(V) S k(Qm,n/> = 2k(m_]‘)n2

Apliquemos agora o Lema de Roth em uma varidvel a U com 1" = 2"

e r" = kry,. Temos que gry (U) < r” pela Afirmagao 2. Neste caso, como
m = 1, precisamos checar apenas a condigao (3.10). Assim

h(U) + 1" < k(W(P) +2r1) < 0" krh(Bn) = 01" h(Byn).

Donde concluimos que

2m71

Ind(g,r,) (U) = kInd(s,, 0 (U) < k" = kn

Afirmacao 4.

IndW > gmin{lndp, (IndP)?} — k—".

Tm—1

Prova (da afirmagdo 4). Vamos comegar estimando o indice, com respeito a
(81, s B T1y ooy Tm), de uma entrada tipica da matriz que define W
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Ind(A’( ! a%lP))

= Ind@il,_._vim,j_lp
. - 1 .
> IndP — no et ‘7—, pelo item (a) do Lema 3.1.1
1 Tm—1 T'm
TIEERIY 1
> IndP—Zl+ timo1 ) pois 1 >y >+ de (3.9)
T'm—1 T'm
> Indp— 1m
Tm—1 T'm

pois ordem(A}) =41+ iy 1 <i—1<k—1<r,.

Como cada entrada da j—ésima coluna da matriz que define W tem a
forma 0;, ;. j—1P e W pode ser visto como uma soma de k! parcelas, em
que cada parcela é o produto de k polinomios, um de cada coluna da matriz
que define W a estimativa acima da uma cota inferior para o indice de cada
entrada da matriz que define W. Portanto o indice de W com respeito a

(B1y ooy B 71y ooy T ) satisfaz

k
IndW Z H}Clln {Ind (H 81»1,___7%17]-_119) }

j=1

> Z min Ind®;, ;. ,j-1P.

115yl —1
]_
Para essas duas desigualdades usamos os itens (b) e (¢) do Lema 3.1.1.
Substituindo a cota inferior, obtida antes, para Indo;,
casos em que € positiva, obtemos que

j—1P, naqueles

----- im,

— 1
mdW > Zmax{lndP— _/ ,o}
=1 Tm—1 Tm
i Jg—1 kr
> max § IndP — 0 — —.
o ; { T'm } T"m—1

Para terminar vamos mostrar que

k .
1

3 (IndP - ]—) > gmin{lndP, (IndP)2}.
T

j=1 "
Para fazer isto vamos separar em dois casos:
-1

'm

Caso 1. IndP > K
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Neste caso

j—1 (k— 1)k

(IndP — > = kIndP —

T'm

i=1

Caso 2. IndP < k_l.

T'm

Seja N = [r,,IndP], assim, nossa hipdtese implica que N < k — 1. Entao
N+1

> (IndP—jr_ml)

J=1

27m
= (N+1) (IndP - —[Tm;ndp ]>
T'm

v

1
(N+1)- §IndP
> rplndP - %IndP

k
> §(IndP)27 se k<r,.

Resta apenas a possibilidade k£ = r,, + 1. Estimemos entao a quantidade

N+1 .
aN)=3" (IndP 1 1) = (N + 1)IndP — %

T'm

j=1
Observemos que ¢(N) é uma funcao quadratica de N e que

(k—1)IndP —1< N < (k—1)IndP.
Agora, um simples calculo, da

a((k — 1)IndP — 1) — g((k — Dinap) — E=DIndP)” + IndP.

2
Portanto, como neste caso IndP < 1, obtemos
k—1)(IndP)? +IndP _ k
q(N) = (k- 1){In 5 J TP 7 (IndP)”.
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Podemos agora concluir a prova do Lema de Roth usando as cotas superior
e inferior para IndW obtidas, respectivamente, nas Afirmacoes 3 e 4. Como
IndP < m, usando a Afirmagao 4 podemos escrever

IndWy 4 7m

IndP)?
> Emin{IndP7 (IndP)?*} > k(IndP)”
T'm—1 2 2m

9

por outro lado, a Afirmacao 3 da

kr,, gm—1  krpy,

< 2k(m =+ kn*" +
T'm—1 'm—1

< k (2(m — 1)n* + 27)2m_1) < k(2n*m).

IndW +

Donde obtemos que (IndP)? < 4n*m?. Portanto IndP < 2mm).

3.5 Conclusao da prova

Temos agora todos os pedagos necesséarios para completar a prova do teorema
de Roth, mais precisamente, para provar o Teorema 2.4.1, que provamos ser
equivalente ao teorema de Roth. Vamos reenuncié-lo aqui.

Teorema 2.4.1 Sejam K um corpo de numeros, S C My um conjunto finito
de valores absolutos sobre K com cada valor absoluto estendido, de alguma
maneira, a K. Sejam o € K e ¢ dados. Suponhamos que para cada v € S
um mimero real & > 0 € dado tal que ), .s& = 1. Entdo existe somente
uma quantidade finita de numeros algébricos 3 € K com a propriedade que

1
18— al, < W para todo v € S. (3.12)

Demonstra¢ao. Vamos assumir que existe uma quantidade infinita de solugoes
de (3.12) e vamos obter uma contradi¢ao. Precisaremos nos referir as varias
condigoes descritas nas Proposigoes 3.2.1 e 3.3.1 e no Lema de Roth (Lema
3.4.2) por isso listaremos elas aqui. A constante B = B(«) foi definida na
Proposigao 3.2.1 e a constante C' = C(«, d) na Proposicao 3.3.1:

(3.2) ™ > 2[Q() : Q).
(33) Ind(a,...,a;m,...,rm)P Z %(1 — 6).
(3.4) |P| < Bri+rn,
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)
(3.5) 0 <e < 5.
(3.6) 118n — ol < W
— mi Tl < Tl < Dt
(3.7) D= min {H(f)"} < max {H(5)"} < D"

(3.8) H(By) > C, 1< h<m.
(39) Tha1 Swrh, 1 §h§m—1
(3.10) log |P| + 2mr; < wlog D.

Agora suponhamos que existem infinitas solugoes para a desigualdade (3.12).
Vamos escolher as quantidades

E,My W, By ey By Ty wees Ty P( X1, ooy Xin)
como segue:
(1) Escolha um € com 0 < £ < 0/22. Entao ¢ satisfaz (3.5) e < 1/22 < 1.

(2) Escolha um inteiro m com e=™* > 2[Q(a) : Q]. Entdo (3.2) vale.
Definimos w = w(m, e) = (¢/4)2"" o que implica 202 " =¢/2 < e.

(3) Como estamos assumindo que (3.12) tem uma quantidade infinita de
solucoes em K e como K possui apenas uma quantidade finita de ele-
mentos de altura limitada (Northcott, teorema 1.2.1), podemos encon-
trar um solugao (3 satisfazendo

m(log B + 2
H(B) > C o logH(p) > THEEE2)

w

(4) Escolhemos entao sucessivamente (s, ..., B, solucoes de (3.12) satis-
fazendo
Hy(Bpr1)” = Hi(Bn)*, 1< h <m,

donde verificamos (3.6). Como w < 1, teremos que Hg(5) > Hg(01).
Da escolha feita em (3) temos que (3.8) é satisfeita. Aqui estd a razao
da natureza inefetiva do método!

(5) Escolha um inteiro r; satisfazendo Hy (1) > Hg(B)2.
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(6) Vamos escolher ry, ..., 7, de modo que todas as alturas Hg(0,)™ seja
aproximadamente as mesmas. Assim, definimos 7, ...,7,, como sendo

os inteiros
Yy — {7"1 logHK(Bl)] _ {7‘1 logH(ﬂl)] '
log Hx (3r) log H(Sn)
Chequemos agora as condigoes que aparecem em (3.7):
r1log Hi (1)

rplog Hi (Br), [t] >t

rilog Hi(B1) +1og Hx(Bn), [t <t+1

r1log Hi(01) + log Hi (), pois de (4) as Hg(0h) crescem
(1+¢)rilog Hi(B1), da escolha de r; em (5).

VAN VAR VAR VAN

Exponenciando obtemos (3.7). Verificamos aqui ainda (3.9):

[n log H (1) }

L5 O L (CRRY das escolhas dos 7},
™ [ log H(ﬂl)]
log H(Bx)
(oo (i)
log H(Bp41) log H ()

log H(3) log H([34)

log H(Bnt1) — m1log H(Bh)
< g+%:w das escolhas feitas em (4) e (5).

(7) Como m foi escolhido para verificar (3.2), podemos usar a Proposi¢ao
3.2.1 para construir um polinomio P(X1, ..., X;;,) com gry, P < ry, sat-
isfazendo (3.3) e (3.4).

erificamos acima que as quantidades escolhidas satisfazem (3.5), (3.6),
8) Verifi i idad lhid isf; 3.5), (3.6
.7) e (3.8). Portanto podemos aplicar a Proposicao 3.3.1 para concluir
3.7)e(3.8). P d li P icao 3.3.1 lui
que

(9) Gostariamos agora de aplicar o Lema de Roth, Lema 3.4.2. J& ver-
ificamos a condicao (3.9) com 7*" ' = w em (6), logo, resta apenas
checar a condigao (3.10). Usando que

log D = érklénmrh log H(B) =rlog H(By) e 1 = maxry,
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obtemos

log |P| + 2mmry < (ri+---+rm)log B+ 2mr;
log D - log D
m(log B + 2)
log H(f1)
< w da escolha de (B em (3).

de (3.4)

pois 11 >19 > - -

Isto completa a verificagao de todas as condicoes necessarias para aplicar
o Lema de Roth com n = w? ™" = £/4, portanto

Ind(s, . gir1,r) P < 2mn = me /2.

Observamos que as cotas inferior e superior para o indice de P obtidas em (8)
e (9), respectivamente, se contradizem! Isto completa a prova de que (3.12)
possui apenas uma quantidade finita de solugoes. Assim, usando o sequndo
lema de redugao, concluimos a prova do teorema de Roth.
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Capitulo 4

Pontos inteiros sobre curvas

No capitulo anterior completamos a prova do teorema de Roth: um nimero
algébrico possui uma quantidade finita de aproximacoes de ordem 2 + ¢.
Neste capitulo daremos a prova de mais um fundamental teorema de finitude
em geometria Diofantina, o teorema de Siegel. Usaremos a notagao f < g
significando que |f(x)| < k|g(x)| para alguma constante positiva nao especi-
ficada k e aproveitamos para lembrar que o anel de inteiros de K pode ser
caracterizado usando valores absolutos como

Og ={z € K||z|, < 1,Yv € M}}.

Mais geralmente, se S C Mg é qualquer subconjunto de valores absolutos
contendo os valores absolutos arquimedianos Mp°, definimos o anel de S-
inteiros de K como

OK,S = {l’ S K||Z‘|v <1,Yv e Mg,v gS}

Assumiremos que o leitor tenha tido contato com a teoria das curvas algébricas.
Denotaremos por C' C A% uma curva afim irredutivel sobre K e chamaremos
de ponto S-inteiro de C' um ponto de C' com coordenadas em OKS Os

pontos de C’\C’af serao chamados pontos de C' no infinito, em que C’af é
uma normalizagao de C' e C é uma extensdo de C, »f @& Uma curva projetiva
lisa.
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4.1 Aproximacao Diofantina

Praticamente todos os resultados sobre os conjuntos de pontos inteiros sobre
variedades algébricas definidas sobre corpos de nimeros sao demonstrados
por métodos de aproximagao Diofantina. No caso de curvas, o teorema de
Roth, permite demonstrar o teorema de Siegel:

Teorema 4.1.1 (SIEGEL) Suponhamos que C possui uma quantidade in-
finita de pontos em A (Ok). Entio C possui género 0 e #(C\C) < 2.

O argumento clédssico é o seguinte: considera-se {P,},en uma sequéncia
de pontos inteiros sobre C , convergindo a um ponto @) € C \C' com respeito
a algum valor absoluto v de K. Entao, para uma funcao nao-constante
¢ € K(C), pode-se assumir que

lo(Pn) — p(Q)], < H(@(Pn))_(s

para algum 0 > 0 dependendo apenas da geometria de C. Como 0(Q)
deve ser um numero algébrico e p(P,) € K, se tivermos 0 > 2 teremos
uma contradi¢ao, pelo teorema de Roth; mas a principio, este nao ¢ o caso!
Contudo, trocando C por seu pull-back pela isogenia multiplicacao por m
sobre a Jacobiana J(C'), concluimos o argumento invocando o teorema de
Mordell-Weil fraco ([9]).

Recentemente, em [5], Corvaja e Zannier deram uma nova prova do teo-
rema de Siegel que nao usa o teorema de Roth, mas baseia-se no teorema
do subespaco de Schmidt que é uma generalizacao em dimensao superior
do teorema de Roth. Esse emprego do teorema do subespaco por Corvaja
e Zannier deu a possibilidade de obter resultados sobre pontos inteiros so-
bre superficies ([1],[6],[12]). Enunciamos agora a versao que utilizaremos do
teorema do subespaco.

Teorema 4.1.2 (Teorema do subespag¢o de Schmidt) Seja K um corpo
de numeros e seja S um conjunto finito de lugares de K que contém os lu-
gares arquimedianos. Sejam Ly ,, ..., Ly, formas lineares linearmente inde-
pendentes em m varidveis com coeficientes algébricos. Entdo para qualquer
e >0 as solugoes x € Of ¢ da desigualdade

H H |Li,v(£)|v < H(z)_a

veS i=1

estao contidas em uma quantidade finita de subespacos lineares proprios de
K™,
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Para a demonstragdo desse teorema remetemos o leitor a [3]. A prova
do teorema do subespaco de Schmidt se assemelha a prova do teorema de
Roth e embora aparecam novas dificuldades elas possuem o mesmo tipo de
complexidade.

4.2 Uma nova prova do teorema de Siegel
Provaremos a seguinte versao:

Teorema 4.2.1 (SIEGEL) Se C' possui pelo menos trés pontos no infinito,
entdo C' possui apenas uma quantidade finita de pontos S-inteiros.

A versao usual do teorema de Siegel, Teorema 4.1.1, é mais forte do que
essa, pois requer a condi¢ao de pelo menos trés pontos distintos no infinito
somente se C' possui género 0, contudo a versao do Teorema 4.1.1 pode ser
obtida desta (ver [3] p.184).

Demonstracao do Teorema 4.2.1 (de acordo com Corvaja-Zannier). Primeiro,
sem perda de generalidade, podemos assumir que C' ¢ lisa. Seja C a curva
projetiva lisa associada, C' C C. Sejam @)1, ..., Q,, r > 3, pontos distintos de
C no infinito, que podemos assumir definidos sobre K.

Seja N um inteiro positivo, a ser especificado depois. Consideremos o
espago vetorial V = Vj sobre K definido por

V =Vy={pe K(O)div(p) > —N(Q1 + -+ Q,)}.
Pelo teorema de Riemann-Roch ([8], p.108) temos que
d:dN = dil’IlKVN ZNT—Fl—g’

onde g é o género de C.

Seja {1, ..., pqa} uma base para V. As p; sao fungoes regulares sobre C,
multiplicando cada uma por um denominador adequado, podemos assumir
que todas elas possuem coeficientes que estao em Ok g. Portanto, se { P, }ren
¢ uma sequéncia infinita de pontos distintos em CNA™ (O ), entao ;(F,) €
Ogsparat=1,...,d e todon € N.

Como C é uma curva projetiva, o conjunto C (K,) é compacto, com re-
speito a topologia v-adica, para todo v. Assim, podemos trocar {P,} por
um subsequéncia adequada, que podemos assumir que esta converge, para
todo v € S, v-adicamente a um ponto P € C'(K,). Agora, vamos repartir o
conjunto S da seguinte forma: S = S;US,, onde S; ¢ o conjunto dos lugares
v € S tais que PV € C\C e Sy = S\S;.
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Nos agora desejamos estimar |@;(P,)|, paran = 1,2,... e v € S. Para
v € Sy isto é simples, pois os valores |p;(P,)|, sdo uniformemente limitados.

Fixemos agora v € Sy e para j > 1 consideremos o subespaco vetorial de
V' definido por

W; =W;, ={p € Vlordprp >j—1—N}.
Notemos que V. =W; D Wy D -+ - e dim(W,;/W,41) < 1. Em particular,
dimW; > dimV —j+1=d—-j+ 1.

Assim, escolhemos uma base de W, # {0} que sucessivamente completamos
a uma base de Wy_1, Wy_o, ..., Wi, obtendo vetores w; € W; para 1 < j <d.
Expressando esses vetores como combinagoes lineares das ¢;, obtemos formas
lineares linearmente independentes Ly, ..., L1, em @1, ..., @4, definidas sobre
K tais que

ordpoLj, > j—1—-N, j=1,..d.

Definimos também tais formas lineares para v € S5, simplesmente pondo
L, = ¢j, para j = 1,...,d, aqui, também temos que |L;,(F,)], < 1.

Voltando para v € S7, escolhamos um parametro local t, € K (6’) em Pv.
Entao, para uma funcao ¢ € K(é) tendo ordem g em PV, temos que t, %) é
regular em PV, portanto |t,%(P,)¥(P,)|, é limitado, pois P, — P", ou seja,
[V(P)|y < |to(Pr)|%, em que a constante implicita independe de n. Como
1to(P,)]s < 1 para n grande, obtemos que

| Lj(Pa)|o < [t(P)EY, G=1,.4,

portanto
d
TT1L50 (Pl < [8u(Pa)[ 264DV = |1, (P, )|/ @-2N 1),
j=1
Portanto
d (d/2)(d—2N—1)
[Tz < (Hrtvwﬂ)u)
veS j=1 vES]
d((r—2)N—g)/2
< (Hrtvwﬂ)\u) - (41)
vEST

Por outro lado, ¢;(P,) sdo pontos S-inteiros, portanto, max; |¢;(FP,)}, <
1 quando v nao estd em S, max; |p;(P,)], < 1 parav € Sy e max; |p;(P,)], <
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t,(Py)|; N para v € Sy, de novo, as constantes implicitas nao dependem de
n. Portanto,

H(p1(Po) oot pa(Pn)) < (H |tv(Pn)|v>

VEST

que comparando com (4.1) obtemos que

d
H H |Ljo(Pr)o < H(p1(Pn) : .o @d(Pn))_d((r_Q)N_g)/@N)'

veS j=1

Para N > g + 1, temos que d > 2, logo as ¢; nao sao todas proporcionais.
Portanto, podemos assumir que H(pi(P,) : ... : vq(P,)) — oo quando
n — 00, pois caso contrario todas as razoes ;(P,)/y1(F,) devem pertencer
a um conjunto finito, independentemente de n, pelo teorema de Northcott, o
mesmo valendo para os P,, que é o que desejamos concluir. Podemos entao
aplicar o teorema do subespaco de Schmidt e concluir que todos os pontos
(01(Pn)y -y pa(Pn)),n € N, estdo numa uniao finita de subespacos lineares
préprios de K. Como ¢y, ..., ¢4 sao linearmente independentes sobre C , isto
implica que, de novo, os P, pertencem a um conjunto finito, independete-
mente de n.
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